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Introduction

Dans de nombreuses situations de la physique et de la mécanique, les processus quasi-
statiques sont insuffisants & décrire les phénoménes, on rencontre alors des processus dy-
namiques de contact. Dans la plupart des cas, le contact se produit avec présence d’un type
de frottement caractérisé par une loi seuil. Ceci nous conduit au vaste sujet des inéquations
variationnlelles d’ordres deux en temps.

Toutes les difficultés d’ordres mathématiques lors de la formulation des problémes dy-
namiques de contact avec frottement ont motivé de nombreux travaux.

Les premiers résultats dans J.J Moreau [35], et dans M. Schatzman [45] concernaient
la formulation mathématique en dimension finie de problémes dynamiques de contact entre
solides rigides. L’ajout du frottement est effectué, toujours en dimension finie, plus tards
dans (Marques, 1993), (Jean et Pratt, 1985), il est & noter que le modele de contact strict
(Signorini,1959) entre solides dont le comportement est viscoelastique n’a été résolu dans
le cas dynamique que trés récemment dans J. Jarusek [23]. G Duvaut et J.L Lions [18] a
étudié les problémes de contact dynamique et quasi-statique avec frottement donné, pour
un matériau viscoélastique, d’une solution a des problemes de contact dynamique avec
frottement non local & des corps viscoélastiques.

G. Lebeau et M. Schatzman [30] ont obtenu des resultats d’existence et d’unicité pour
la solution de I’équation des ondes dans un demi-espace, avec une condition aux limites de
contact unilatéral sans frottement, J.U.Kim [28] a montré I’existence d’une solution au méme
probléme dans un domaine borné régulier. J.A.C.Martins et J.T.Oden [33] ont prouvé des
résultats pour des problémes dynamiques de contact avec une loi de compliance normale.
Ils ont d’abort considéré un matériau élastique, sans frottement, puis, ils ont supposé le

matériau viscoélastique soumis au frottement. J. Jarusek [23] a été le premier & obtenir un
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résultat d’existence sur des problémes dynamiques de contact unilatéral avec frottement de
Tresca, pour un milieu viscoélastique. Son résultat d’existence est surtout intéressant car il
est valable dans le cas sans frottement, étant donné que considérer le frottement de Tresca
avec la condition de Signorini est peu réalisé mécaniquement. Ensuite, J.Murtioz-Rivera
et R.Racke [36] ont étudié le probléme de I’élastodynamique avec symétrie radiale et une
condition de contact unilatéral sans frottement. Plus récemment, M.cocou et J.M.Recaud
[14] ont prouvé des résultats d’existence pour des problémes dynamiques de contact avec
frottement non local, dans des domaines bornés réguliers, sous des hypothéses sur la vitesse
et laccélération. E.Pratt et J.M.Recaud [43] ont étudié des problémes dynamiques de
contact avec frottement par des techniques incrémentales, dans un cas particulier de loi
de compliance normale, A.Petrov et M.Schatzman [39] ont étudié un probléme de contact
unilatéral en viscoélasticité avec le modele de Kilvin-Voigt, dans un demi-espace, dans le
cas unidimensionnel. Ils ont utilisé des espaces de mesures pour leur étude. M.Cocou [12]
a obtenu un résultat d’existence pour un probléme de contact unilatéral dynamique avec
frottement non local pour un matériau viscoélastique de Kilven-Voigt

Treés récemment, de nouveaux résultats concernant les problémes dynamiques de contacts
avec frottement entre un solide viscoélastique et un obstacle ont été obtenus dans M.Cocou,
J.M.Ricaud [14], I.R Tonescu [22], et J.M.Ricaud [42]

L’objet de ce mémoire est de proposer une contribution a 1’étude de quelques problémes
aux limites en mécaniques du contact, Les conditions de contacts sont de type unilatéral,
frottement de Tresca. et frottement de Coulomb non local.

Ce mémoire est divisé en trois chapitres que nous allons briévement décrire. Dans le pre-
mier chapitre, le but est d’introduire les éléments nécessaires pour une bonne compréhension
de la suite des objets traités. Nous comencons par rappeler les espaces fonctionnels et prin-
cipales notations utilisés, puis nous décrivons le cadre physique des problémes de contact
étudiés. Ensuite nous passons en revue quelques resultats fondamentaux d’analyse fonction-
nelles, concernant les inéquations variationnelles elliptiques. Dans le deuxiéme chapitre nous
présentons une étude d’un probléme dynamique de contact unilatéral d’un corps viscoélas-
tique fissuré suivant une lois de Kilvin-Voigt. On utilise une méthode de pénalisation pour

résoudre ce probléme. On introduit un probléme pénalisé qui peut étre considéré comme un
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probléme particulier d’une classe de problémes, pour laquelle on montre I’existence d’ une so-
lution par une technique incrémentale. Cette technique a été déja utilisée dans [19,43] . Des
estimations sont obtenues sur les solutions pénalisées. De plus, on utilise une décompostion
de Q) d’une part et d’autre de la fissure, afin d’appliquer des résultats de compacité. Ces
résultats permettent de passer a la limite dans le probléme pénalisé et d’obtenir une solution
pour le probléme unilatéral avec frottement non local.

Dans le troisieme chapitre, nous nous intéressons aux résultas d’existence et d’unicité
d’un probléme dynamique de contact unilatéral avec frottement de Tresca entre deux corps
viscoélastiques. La méthode repose sur I'application des résultats d’existence et d’unicité

d’une inéquation d’évolution abstraite présentés par Jeam-Marc Ricaud [42].
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Notations

Si Q est un domaine de R? (d = 1,2,3), on note par

Q
r

T;(i=C,Dou F)

mes I';

D'(Q)

D =D
D' = D' (Q)F
L=(Q)

I’adhérence de ().

la frontiére de €2 supposée réguliére.

une partie mesurable de la frontiére de la T'.

la mesure de Lebesgue (n — 1) dimentielle de T';.

la normale unitaire sortante.

les composantes normales et tangentielles du champs vectoriel

v définié sur €.

I’espace des fonctions réelles contintiment défférentiables sur €.
désigne le normale unitaire(resp.la tangente unitaire dans le sens positif).
I’espace des fonctions réelles indéfiniment défférentiables et a support
compact contenu dans ).

I’espace de distributions sur €2.

I’espace des fonctions mesurables sur € telles que 3 ¢>0:
lu(x)] < ¢, p.p sur .

Pespace (L2 ())".

I'espace (L? (Q))ng.

Pespace (H!(Q))".

Vespace (H'(Q))™*.

I'adhérence de D () dans H' (Q).

I’espace de Sobolev d’ordre % sur I'.

I'espace de restrictions sur = de fonctions de H'/2 (R"~1)
qui s’annulent en dehors de =

Pespace Hz (T')*.

Pespace dual de Hz (T).

I’espace dual de Hr.

I’application trace pour les fonctions vectorielles.



Notations

Si H est un espace de Hilbert réel et d € N*, on utilise les notations suivantes.

(\n
L
(s Da
Hd

le produit scalaire deH.

la norme de H

le produit de dualité entre H et H'.

Pespace {z = (z;)/ z; € H, i =1,d}

Pespace {93 = (xiy)/ vij=zx;€H, i,j= m}

la convergente forte de la suite (x,) vers 1’élément = dans H.
la convergente faible de la suite (z,) vers I’élément = dans H'.
la convergente faible de la suite (x,) vers I’élément x dans H.

I’espace des applications linéaires et continues de H dansH.

Pour une fonction f, on note par

dom f

supp f
o f

e(f)
Divf
of

le domaine de f.

le support de f.

la dérivée partielle de f par rapport a I'iéme composante ;.
le gradient de f.

la partie symétrique du gradient de f = % (V f+VTf )

la divergence de f.

le sous différentiel(classique) de f.

Si H'et H? sont deux espaces de Hilbert réels, on note par

L(H', H?)
(Hp.
lim inf

S

P

0

C

b.p

’espace des applications linéaires et continues de H'dans H?
la norme de £ (H', H?).

la limite inférieure.

I’espace des tenseurs symétriques du second ordre sur RéXd.
le tenseur identité du seconde ordre sur R?,

le zéro de R? ot Sy.

une constante générique strictement positive.

presque par tout



Chapitre 1

Notions préliminaires

Ce chapitre a pour but 'introduction et la formulation des problémes mécaniques qui sont
traités dans la suite, ainsi que le rappel des notions principales de la théorie des milieux
continus et d’analyse fonctionnelle nécessaires pour la compréhension de ce mémoire.

Ce chapitre est constitué de quatre sections. La premiére section est consacrée aux
espaces fonctionnels. On y intoduit des espaces de types Sobolev associées a 'opérateur
déformation et a 'opérateur divergence. Ensuite nous décrivons le modéle général mécanique
de contact étudiés ici.

Dans la deuxiéme section, nous commencgons par préciser le cadre physique et le mod-
¢le mathématique généraux utilisés, ensuite nous décrivons les lois de comportement, les
conditions de contact et les lois de frottement.

Dans la troixiéme section, nous passons en revue quelques résultats fondamentaux d’analyse
fonctionnelle non linéaire dans les espaces de Hilbert, quelques résultats sur les opérateurs
fortement monotones et de Lipschitz , les inéquations variationnelles elliptiques et les in-
équations quassivariationnelles ainsi que quelques principaux résultats portant sur ce type
de problémes et dans la quatriéme section nous finissons en donnant quelques lemmes et
théorémes importantes dont nous aurons besoin dans les chapitres qui viennent comme
les lemmes de type Gronwall, qui seront plus utiles notamment dans les démonstrations

d’unicité des solutions faibles.



1.1. Espaces fonctionnels

1.1 Espaces fonctionnels

On introduit dans cette section les espaces de type Sobolev utilisés en mécanique et asso-
ciés aux opérateurs divergence et déformation, leurs principales propriétés notamment les
théorémes de trace. On adopte ici la convention de I'indice muet, et un indice qui suit une
virgule undique une dérivation partielle par rapport a la composante correspondante de la
variable. Toutes les notations ainsi que les espaces fonctionnels utilisés dans ce mémoire

sont introduit dans cette section.

1.1.1 Cadre fonctionnel scalaire

Dans ce paragraphe, nous faisons quelques rappels sur les espaces de fonctions a valeurs
réelles. Nous allons aborder les espaces des fonctions continues, continiiment différentiables,
les fonctions p—intégrables, les espaces de Sobolev, qui nous permettons d’introduire les
espaces spécifiques a la mécanique au prochain paragraphe. Nous rappelons par la suite les
définitions et quelques propriétés de ces espaces.

Espaces de Sobolov

Les espaces de Sobolev sont des espaces vectoriels normés qui sont bien adaptés a la
résolution de nombreux problémes d’équations différentielles aux dérivées partielles.

Ce paragraphe contient quelques rappels. Nous aurons également 1'occasion de clarifier
quelques notations usuelles.

Espaces de Lebesgue L?(2)

Définition 1.1. Soit p un élement de [1, +o0] et © un ouvert de R™, on appelle espace
de Lebesgue, et on note LP(2), Pespace vectoriel des (classes d’équivalence de fonctions, au

sens de 1’égalité presque par tout) u de Q dans R, Lebesgue mesurable, vérifiant [49]:
(i) Si 1<p<—+oo, /]u(x)]pdx < 400
Q

(ii) Si p= 400, supess|u(z)] < +o0
e
ou supess|u(z)|=inf{M >0 / |u(x)]<M pp.}

€N
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a) Norme de L?(Q))
L’application de LP(2) dans R

ull wx)|Pde ] , 1<p<+o0
fulzriey = / u(z) -
[l Lo () = sUP ess lu(z)| , p=+4o0

TE

définit une norme sur L”(£2), norme pour laquelle LP(2) est un espace de Banach [9].
Pour p = 2, L*(Q) est I'espace des (classes de) fonctions u de carré sommable sur €, i.e.

mesurable et telles que:
1
2
Jullsy = | [lu@)ds ] < oc (12)
Q

L*(92) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(1, 0) gy = / (@) (z) dz (1.3)

Q

associé¢ a la norme (1.3), ot (u, v) g désigne le produit scalaire dans L3(Q).
b) Inégalité de Holder :
1 1
Soit (p, q) un couple de [1, +oo]2, tel que — + — = 1. L’application suivante :
p q

LP(Q2) x L1(Q) — R, (u,v »—>/ (x) dedx

est bilinéaire continue & valeurs dans L'(€2), et

(w, ) < lull oy - 101l oo

c) Dual de L?(Q) :
Pour tout réel p dans [1, +00[, le dual de L?(£2) est isomorphe algebriquement et topologique-
1 1
ment & LI(Q)), avec — + — = 1, 'application de dualité est définie par:
P q

LP(Q) x LY(Q) — R, (u,v »—>/ (x) dzxdx
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pour tout réel p dans |1, 400, le bidual de LP(2), ou encore le dual de son dual L9(€2),
s’identifie algebriquement et topologiquement & LP(€2). On dit que LP(£2) est réflexif [1].

Théoréme 1.1. (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue).

Soit (u,) une suite de fonctions de L'(£2). On suppose que

(i) up(z) — u(x) p.p. sur €,

(ii) il existe une fonction v € L'(2) telle que pour chaque n, |u,(x)| < v(z) p.p. sur Q.

Alors u € L*(Q) et ||u, — Ul 1) — 0. (pour plus de détails renvoyons a [26]).

Le résultat suivant, qui est presque l'inverse du théoréme de convergence dominée de
Lebesgue, il est d’une certaine importance dans ’étude des équations non linéaires, il établit
une certaine relation entre la convergence dans le sens de la norme de L*(£2) et la convergence
presque partout sur 2.

Définition1.2. Un point r du domaine de définition d’une application u € L' (R")
Lebesgue-intégrable est dit point de Lebesgue de u si

: 1 B
TIE(% W/B(m) lu(t) —u(z)|d\(t) =0

ou B (z,r) désigne la boule de R" centrée en x et de rayon r > 0 et A désigne la mesure de
Lebesgue.
Théorémel.2. Soit (u,), une suite de fonctions intégrables telle que u,, — u dans

L' (). Alors, il existe une sou-suite (u,,), et v € L' (Q) telle que
u, — v p.pdans Q et |u,|<v p.pdansQ.

Propositionl.1. Soit (f,,) une suite telle que u,, — u dans L? (2), et soit (v,) une suite
telle que v, — v dans L9 (Q). Alors

o (||un||p> est bornée.

o liminf [ju,[|, > [Jull,.

o [ Unvy — [quv

Espace de fonctions test D((2)

Définition 1.3. (Support d’une fonction). On appelle support d’une fonction u, et
on note supp u, le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel u est nulle, c’est aussi la

fermeture de ’ensemble des points € R™ pour lesquels : u(x) # 0.
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Définition 1.4. (Espace D(2)). On appelle espace des fonctions test, et on note
D(Q), I'espace vectoriel des fonctions indéfiniments différentiables sur 2 et & supports com-

pacts dans (2, i.e.
D(Q) ={ue C®() / IK compact, K C Q, suppuC K}

(certains auteurs utilisent la notation C§°(§2) o bien C°(R2) au lieu de D(Q2) [1],[9]).
On munit D(Q) de la «pseudo-topologie» suivante [32]:
Soit (un)nen une suite d’élements de D(£2). On dit que wu,, converge vers 0 dans D((2)
(en notation : u, — 0 dans D()) si les deux conditions ci-dessous sont satisfaites :
(i) 1l existe un compact K de Q tel que supp u,, C K, pour tout n € N.
(ii) Pour tout multi-indice de dérivation o € N”, la suite D*u,, converge vers 0 unifor-
mément sur /. Autrement dit:
sup | D%, (x)] — 0 lorsque n — oo
e
La notation D%, pour a = (a;), <, € N", désigne la dérivée d’ordre |a| = Zai, elle est
i=1

définie par: ol
“lu
D% = m
Remarque 1.1.
1) Siu € D(2), comme supp D C supp u, on aura aussi D € D(Q2), quel que soit
a € N". Pour la méme raison, si u,, — 0 dans D(f2), alors D%u,, — 0 dans D(f2), quel que
soit v € N".
2) On dira que u,, — u dans D() si et seulement si u,, — u — 0 dans D(f).
Proposition 1.2. Soit p € R; 1 < p < 400, alors D(2) est dense dans LP(Q2) [9].
Définition 1.5. (Espace D(Q)). Soit © un ouvert de R” ; D(Q) désigne I’espace des
restrictions a € des fonctions de D(R™), ces fonctions sont & support compact inclus dans
0. [28]
Espace des distributions D'(Q)

Définition 1.6. On appelle distribution toute forme linéaire continue sur D(£2), et on

note D'(£2) I'ensemble des distributions.

10
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Définition 1.7. Soit 7 € D'(Q) et a € N*, la derivée DT est définie par:
(DT, u) = (=1)°N(T, D*u), Yu € D(Q)

La notation (T, u), pour tout (T,u) € D'(Q) x D(f), désigne 'image de u par 7.
Proposition 1.3 . Si T € D'(Q) et a € N”, alors D*T € D'(Q) [52].
Définition 1.8. Soit (7},),en une suite d’élements de D'(2). On dit que T, converge
vers 0 dans D'(Q), notée T), — 0 dans D' (), si et seulement si :

(T, u) — 0, Yue D(Q)

Espaces de Sobolev H™ () (m € Z)
Définition 1.9. Pour m € N, On pose:

H™Q)={ue L*(Q) Dwe L*(Q), VaeN"; |a| <m}, (1.4)

ot les dérivées D®u sont prises au sens des distributions sur €2 [31].

On posera souvent

L*(Q) = H°(Q)

On munit H™(2) de la norme :

N =

a, |12
lallzrmiey = | D I1D%ullzeq) (1.5)

la|<m

Le produit scalaire de deux élements u, v de H™(£2), étant donné par :

<U7U>H'"(Q) = Z (DaUaDasz(Q) (1.6)

laj<m
Remarque 1.2. En théorie des équations aux dérivées partielles, on utilise aussi les
espaces W™P(Q2), m € N, p > 1, obtenus en remplagant L?(Q) par L?(Q) dans (1.4)[1].
Théoréme 1.3. H™(f2) est un espace de Hilbert pour la norme (1.6) [41].
Définition 1.10. Pour m € N, on désigne par HJ*(Q2) la fermeture de D(2) dans
H™(§2). De maniére évidente H["(2) est un espace fermé dans H™(€2), et en général,
H{" () # H™(S?) (renvoyons a [31]).

Signalons deux cas ot on a bien 1’égalité :

11
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1) Sim =0, alors H(Q) = L*(Q).
2) Si Q = R", alors on peut montrer que HJ*(R") = H™(R") [52].

Théoréme 1.4. Si Q un ouvert de R” borné tel que € est une variété a bord de classe

C®°, alors 'espace D(f2) est dense dans H™(2) [31].
Définition 1.11. On dit qu’un ouvert 2 C R? posséde la porpriété de m-prolongement,

m € N, g’il existe un opérateur P tel que
(i) pe L(H™(Q),H™ (R?))
(ii) Pu=u  p.pdans Q, Vu e H™ ().
Théoréme 1.5. Soit 2 un ouvert borné de Ré<« régulier >> (T' de classe C™, m € N*).
Alors €2 posséde la porpriété de k-prolongement avec 0 < k < m.

Théoréme 1.6. (Rellich) Si Q est ouvert borné de R"™ possedant la propriété du
(m + 1)-prolongement. Alors

H™(Q) —, H"*(Q), Vm € N*
En particulier:
H™(Q) <. L*(Q), Vm e N*

(Pour plus de détails de ce théoréme voir par exemple [37])
Remarque 1.3.

Si (seulement) €2 est un ouvert borné de R™. Le théoréme de Rellich devient [37] :
HMQ) —. H"YQ), ¥Ym € N*

Espaces de Sobolev H™(Q2) (m € R).[17]

Soit Q un ouvert de R?, avec

la frontiére I' de €2 est une variété indéfiniment différentiable de
dimention (d — 1), Q étant localement d’un seul coté de T (i.e. (1.7)

on considére (2 variété a bord de classe O, le bord étant T').

On notera dI" ou do la mesure superficielle sur I', induite par dz.

On supposera généralement que

2 est borné (1.8)
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1.1. Espaces fonctionnels

(sauf dans des cas particuliers tel que Q = R? ot 2 = demi-espace)[31].

Théoréme 1.7. On suppose que (2 vérifie (1.7), (1.8) .Soit s € R quelconque. Alors,
Ve>0, H*(Q) —, H=(Q) .

Définition 1.13. Pour m € N, on note H () le dual topologique de I'espace HJ*(£2).
Proposition 1.4 :(propriétés des espaces H ™(f))

(i) H~™(2) est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme :

|F'(u)|
HFHH*"”(Q) = Sup (1.9)
Hu”Hm(gDSl HuHHm(Q)
u#0

(i) Sim >m', H’m,(Q) C H™(Q) avec injection continu.

(Pour plus de détails de cette proposition voir par exemple [17])

Remarque 1.4 . On fait H " (2) est un espace de Hilbert pour la norme (1.9) [31].
Analyse fonctionnelle de base [12]

Définition1.14. Soit £ un espace de Banach. Une suite (u,) C E est converge faible-

ment dans F vers un élement v € E si et seulement si
(fyun) — (fy,u), Vf € E', ou E est le dual de E.

Le convergence faible est noté par u, — u.

Définition1.15. Un élement © € E qui a la limite faible d’une sous-suite de la suite
(uy,) s’appelle point faible adhérent a la suite (u,). On peut prouver que.

Théorémel.8. Sila suite (u,) C £ posséde un unique point faiblement adhérent u €
FE, alors u,, — u.

Autrement dit, le théoréme précédent affirme que si toutes les sous-suites faiblement
convergentes d’une suite (u,) ont la méme limite faible u, alors toute suite (u,,) converge
faiblement vers w.

Théorémel.9.(de Eberlein et Smulyan) .Soit £ un espace de Banach réflexif, et
soit (x,) une suite bornée dans E. Alors il existe une sous-suite extraire (z,, ) qui converge
faiblement dans E.

Propositionl.5. Soient F un espace de Banach, et une suite (u,) C E. Alors

(i) w, — u implique wu, — u .
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1.1. Espaces fonctionnels

(ii)Si E est un espace de dimension finie, alors le convergence faible et forte sont équiv-
alentes.

(iii)Si u, — u, alors (u,) est bornée et ligi;}f lwn]l > ||l -

(iv)Si u, — u dans E et f, — f dans E, alors il suit que (f,, u,) — (f,u).

(v)Si w, — udans F et f, — f dans E’, alors il suit que (f,, u,) — (f,u).

Definition1.16. Soit F un espace de Banach, une suite (f,,) C E’ est converge faible-

ment étoile vers un élement u € E’ si et seulement si
(fn,u) = (f,u),Yu € E.

Le convergence faible étoile est noté par u, —* u.

Théorémel.10.(d’Aloaglu) .Soit £ un espace de Banach separable, et soit (f,) une
suite bornée dans E’ le dual de E. Alors il existe une sous-suite extraire (f,, ) qui converge
faiblement dans F'.

Propositionl1.6. Soit E un espace de Banach, et soit (f,) une suite dans E’ le dial
d’espace E.

(i) fn. — f dans E'implique f, —=* f .

(ii) Si f, —=* f, alors (f,,) est bornée et lilri)inf IF=Fl

(iii)Si u, — u dans E et f, =* f dans E77, ac:fors il suit que (fp, un) — (f,u).

(iv) f, — f dans E'implique f, —=* f .

(v) Si E est refléxif, alors f, —* f est équivlante & f, — f dans E'.

Definition1.17. Soit A : E — F un opérateur linéaire, o F et F' sont des espaces de
Banach.

A est dit séquentiellement faiblement continu si et seulement si
u, — u implique Au, — Au.
A est dit fortement continu si et seulement si
U, — u implique Au,, — Au.
Propositionl.7. Soit A: F — F un opérateur linéaire, ou F et F' sont des espaces de

Banach.
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1.1. Espaces fonctionnels

(i) Si A est fortement continu, alors A est séquentiellement faiblement continu.

(ii) Si A est compact, alors A est fortement continu.

(iii)Si A est est fortement continu et E est réflexif, alors A est compact.

Définition 1.18. Soient X et Y deux espaces de Banach tels que X C Y.

On dit que Y s’injecte de maniére continue dans X (en notation X — Y) si et seulement
si 'opérateur identité:

Id: X —Y, Idu)=u
est continue, i.e, il existe une constante ¢ > 0 telle que
lully < cllullx

qui est equivalent avec

V(u,) C X, u, — udans X implique u,, — u dans Y.

De méme, on dit que X s’injecte de maniére compacte dans Y (en notation X <. Y) si
et seulement si 'opérateur identité Id est compact de X dans Y , i.e, Id est continue et
pour toute suite borné (u,,) dans X on peut extraire une sous-suite converge dans Y, qui est

equivalent avec
V(u,) C X, u, — udans X implique u, — u dans Y.

Nous renvoyons le lecteur a [37, 48|
Théorémel.11.(d’Ascoli). Soit E un espace normé, le sous-enseble K de E est rela-
tivement compact si et selement si, pour tout € stictement positif, il existe un sous-ensemble

{e;, 1 <i< 1T} de K tel que

Ve € K, Je; tel que |le — ]| < e

1.1.2 Cadre fonctionnel vectoriel

W

Nous désignons par S, I'espaces des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R? (d = 2, 3) ,“.
et |.| répresentent le produit scalaire et la norme euclidieune sur R¢ et Sy, respectivement.

Ainsi
wv =uv, || = (v,0)"*, Yu,v e R,

0.7 =0yTi, |T|= (7,7)1/2 , Yo, 7 € 5.
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1.1. Espaces fonctionnels

Dans toute la suite, 2 C R? est un domaine borné avec une surface frontiére réguliere de

Lipschitz notée I'. Nous utilisons les espaces suivants:
H={u=(u)|u €L*(Q)}
H={o=(0y) |0y =05 € L* ()}
Hy = {u=(u) | w € H' (Q))
H12{06H|O'ij20'ji€Hl<Q)}.

H,’H, Hiet H, sont des espaces réels de Hilbert munis des produits scalaires donnés par:
(uv)y = /uivz- dx,
(077)71 = jaz‘jﬂ'j dz,
Q

(u,0) g, = (u,0) g + (€ (), € (V)
(o, T, = (0,7)y + (Div (o), Div (1)) -
respestivement, ot € : H; — H et Div : H; — H sont les opérateurs de deformation et de

divergence, definis par

Su) = (e (), <y (0) = 5 (s ), Div (0) = (05,).

Les normes sur les espaces H, H, Hyet H; sont notées par ||, , ||, .|, + |5, ;respectivement.
Pour tout champ de vecteur u, nous désignons par uy et ur les composantes normale et

tangentielle & la frontiére, c’est-a-dire:
uy =u.N |, ur =u—u,N. (1.11)

Nous rappelons que 'application de trace v : H; — L? (F)d est linéaire continue, mais n’est
pas surjective. L’image de H; pare cette application notée par Hr, ce sous espace s’injecte

continfiment dans L? (T').

Désignons par H{. le dual de Hr, et (.,.) le produit de dualité entre H et H' . Pour tout

o € Hy,il existe un élément noté ov € Hi. tel que
(oN,yv) = (0,e (v))p + (Divo,v) g Vv € Hy (1.12)
En outre, si o est assez régulier (par exemple C'), nous avons la formule suivante de Green:

(oN,~yv) = /O‘N.U da Yv e Hy (1.13)

T

16



1.1. Espaces fonctionnels

On définit de facon analogue les composantes normale et tangentielle de o sur la frontiére
par les formules

on=(oN).N, or= oN—oyN (1.14)

La formule de green permet en particulier de définir la restriction de ¢ N & une partie

mesurable 'y de I".Plus précisément, pour g € L? (F)d, ona oN = g sur I'p si et selement

si (0N, yv) = / g.v da, pour tout v € H; s’annulent sur I'\ I'r. Cette définition sera utilisée

r
dans les chapitres suivants.

Tout au long de la mémoire dans les problémes mécaniques, I' est partitionée en trois
parties mesurables I'c, I'p et I' g, telles que mes (I'p) > 0. Nous aurons constamment besoins

de I'espace des déplacement admissibles V' défini comme étant un sous-espace fermé de H;
V={veH |v=0surTp}

Puisque mes (I'p) > 0, I'inégalité de Korn s’applique sur V' : il existe une constante Cx > 0

dépendent uniquement de €2 et I'p telle que
e (v)|H > Ck |v|Hl YoeV (1.15)

En outre, par le théoréme de trace de Sobolev, il existe une constante C > 0 dépendent

uniquement de 2 et I'c et I'p telle que

| >Colvl, WoeV (1.16)

LQ(F)d -

1.1.3 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Ce paragraphe est destiné a rappeler les principaux résultats sur les fonctions définies sur
un interval de temps dans un espace de Banach réel. Bien que le contenu de ce paragraphe
est standard et peut étre trouvé dans un grand nombre d’ouvrages, une revue d’ensemble
sur ce sujet nous a parru bienvenue.

Soit 0 < T' < oo et soit (X, ||.|| ) un espace de Banach réel. Nous notons par C. (0,7 X)
I’ensemble des fonctions continues a support (0,7") a valeurs dans X.

Définition 1.19. Une fonction u : [0,7] — X est dite mesurable §'il existe un sous-
ensemble £ C [0,7] de mesure nulle et une suite (u,),.y de fonctions appartenant &

C. (0,T; X) telle que ||uy, (t) — u (t)||x — 0, pour tout ¢ € [0, T]\E.
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1.1. Espaces fonctionnels

Définition 1.20. Une fonction u : [0, 7] — X est dite fortement dérivable a to € (0,7)

du
s’il existe un élement p (to) € X appelé la dérivée forte de u a tg, telle que

1 du
L to+ 1) — (1)) — (1)

Définition 1.21. Une fonction u : [0,7] — X est dite intégrable s'il existe une suite

= 0.
X

lim
h—0

(tn),en de fonctions appartenant & C. (0,77 X) telle que

T
lim |, (1) —u(t)||x dt =0.
h—0 Jo

Théorémel.12.(Bochner) Une fonction u : [0,7] — X est dite mesurable et intégrable

si et sellemet si & — ||u (x)]|y : [0,7] — Ry est intégrable. Dans ce cas

[t < [ o a

Soit 1 < p < co. L’espace de Lebesgue L? (0,7; X) des (classes de) fonctions u : (0,7) —

X mesurables, telles que l'application ¢ —— ||u (t)||y appartient a L? (0,7"). On sait que

LP (0,T; X) est un espace vectoriel normé avec la norme

1
T P
HU@Mmmm:(/ wam&dﬁ §1<p<oo
0

lu (Ol ooy = nf{e >0t lup ()] x < e, pp.t€(0,T)} si p=oo.
par ailleurs, on a les résultats suivants.
Proposition 1.8.
(1) L?(0,T; X) (1 < p < o0) est un espace de Banach.
(2) Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.)y alors LP(0,7; X) est

aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire

T
() = [ (0.0

3) L"(0,T; X) C L%0,T; X), avec injection continue, 1 < q < r < 0.

( j

(4) Si X un espace de Hilbert, alors

1 1
Lp(()?T;X)/ = L%O,T;X),Si 1 <P, g <0, —+—= 17
P oq
LY0,T; X) = L™(0,T; X)

ou LP(0,T; X) représente le dual de I'espace LP(0,7T; X), 1 < p < oo.
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1.1. Espaces fonctionnels

Théorémel.13. Soient X,U et Y trois espaces de Banach tels que X C U C Y et
X <. U. Soit F est borné dans L” (0,7;X),oul <p < ooet 0F/0t = {f;f € .7-"} est
borné dans L' (0,7;Y). Alors F est relativement compact dans L? (0,T;U) . Soit F borné
dans L* (0,T; X), et 0F /Ot est borné dans L" (0,T;Y"), our > 1. Alors F est relativement
compact dans C' (0,T;U) . [46]

Soit 1 < p < oo, I'espace de Sobolev W?(0,T; X) est 'espace des fonctions u : [0,T] —
X telles que u € LP(0,T; X) et w € LP(0,T; X), WHP(0,T; X) est un espace de Banach
muni de la norme

||u||W17P(O7T;X) = HUHLP(QT;X) + ||u||LP(O,T;X) :

En particulier, W12(0,T; X) est un espace de Hilbert pour la norme précédente.

Définition 1.22. Une fonction f : [0,7] — X est dite absolument continue si pour tout
e >0, il existe 6 = 6 (¢) > 0 tel que pour toute suite d’intervalles (a;, b;) disjoints, inclus
dans [0, 77, tels que 3 (b; —a;) <dona Y [|f(b) — f(a)lx <e.

Maintenant nous ;appelons le lien entrle les fonctions absolument continues et les fonc-
tions de 'espace W'»(0,T; X).

Théorémel.14. Soit 1 < p < oo, X un espace de Banach réflexif et soit u € LP(0,T;
X). Les propriétés suivantes son équivalentes:

(1) u € WH(0,T; X).

(2) v admet un représentant absolument continu presque partout dérivable, ayant la
dérivée forte dans LP(0,T; X).

(3) Il existe up € X et g € LP(0,T; X), telles que

t
u(t) :uo—l—/g(s)ds Vt € [0,T].
0
Etant donnés un entier k > 2 et un réel 1 < p < oo, on définit par récurrence ’espace
WH(0,T; X) = {ue W'?(0,T; X); we WP(0,T; X)}

On vérifie aisément que u € W*?(0, T; X) si et seulement s'il existe k fonctions g1, go, ...gx €

LP(0,T; X) telles que

T T
/ w(t) pdt = (~1) / 0B pdt, Ve (0,T]), Vi=1,2k,
0 0
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ott (¥ désigne la dérivée d’ordre i de ¢. On peut donc considérer les dérivées successives
= g1, u? =gy, ..., u¥) = g;. L’espace W*P(0,T; X) est un espace de Banach muni de la

norme
k

lellwraorny = 14l ooy + D 14 oo
a=1

On a alors les résultats suivants:
Théorémel.15. Si la fonction u appartient a présent a 'espace W'#(0,T; X), p €
[1,00] . Nous avons alors:

t
GHW@—MMRS/WMﬂMdTlsﬁQSﬂ
(2) si de plus p < oo, on a

t
lu () = u(s)llx < (t—S)p_l/ la (Dl dr 1<s<t<T,

(3) si p =00, on a

lu(®) = u ()l < (=) i (Ol pworyy 1<s<t<T.

Théorémel.16. Dans le cas ot l'espace (X, (.,.)y) est un espace de Hilbert et si la
fonction u appartient & a ’espace H'(0,T; X), alors:
1
(1) la fonction t — 5 [ (£)||5 est une fonction absolument continue sur Vintervalle 0, 77,

(2) =5 lu@lx = (@), u(t)y pp. t€]0,T]

(3) % ||u(t)||§( = % [|lu (0)||§( +/0 (w(s),u(s))y ds  pour tout t € [0,7]

Théorémel.17. Soit X un espace de Banach et p € [1,00]. Alors W'P(0,T; X) —
C([0,77; X).

Le théoréme précédent montre que chaque élément v € WP(0, T; X) peut étre identifié
avec un élément, encore noté v dans ’espace C([0, 7] ; X ), aprés une modification éventuelle

sur un ensemble de mesure nulle de [0, 7. De plus, il existe une constante positive ¢ tel que
”UHC([O,T};X) <c ”UHWLP(O,T;X) Yu e WH(0,T; X).

Nous renvoyons le lecteur a [12, 38].
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1.2 Description du cadre physique des problémes de
contact

On va introduire dans cette section le modéle du probléeme mécanique qui intervient dans
presque tout le mémoire, le contact avec ou sans frottement entre un corps et une fon-
dation. On envisage un corps qui occupe un domaine borné Q C R¢ (d = 2,3) avec une
surface frontiére réguliére I' partitionnée en trois parties mesurables I'c, I'p et I'g,telles que
mes (Cp) > 0. Soit T > 0 et [0,7] l'intervalle de temps en question. On étudie dans
un intervalle de temps [0, 7] l'evolution du corps matériel due a Papplication des forces de
volume et des tractions de surface.

On note par u : Q x [0,7] — R? le champ des déplacements, par o : Q x [0,T] — Sy le
champ des containtes, et € (u) représente le tenseur des déformations linéairisées.

Dans ce qui suit, pour simplifier, on n’indique pas la dépendance des fonctions par
rapport & z € QUI et ¢t € [0,7]. On outre, les points au dessus d’une fonction représentent

la dérivation par rapport a la variable temps,

du
dt’  dt?

On note la densité de masse p : 2 — R, et la densité des forces volumiques

U =

f:Qx[0,T] — R? I'evolution du corps est décrite par 'équation du mouvement
pli = Div o + f dans 2 x (0,7, (1.17)

ol i représente l'accélération et 1 la vitesse du corps. Les processus d’evolution modelés par
I’équation (1.7) s’applelent processus dynamiques dans certain situation, cette équation peut
encore se simplifier. Par exemple dans le cas ou u = 0, il s’agit d’un probléme d’équilibre
(processus statiques). ou bien dans le cas ou le champ des vitesses varie lentement par
rapport au temps et de ce fait le terme pii devient négligeable (processus quasistatiques)dans

ces deux cas I’équation (1.7) devient
Divo+f=0 dans Q x (0,7). (1.18)

L’équation (1.17) ou (1.18) est insuffisante a elle seule pour décrire les mouvements des
milieux continus. En effet, il reste & decrire ce quit est propre au matériau lui méme. c’est

I'objet des lois de comportement.
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Les lois de comportement caractérisent le comportement de chaque type de milieu con-
tinu. Bien qu’elles doivent respeter certaines propriétés d’invariance, leur origine est souvent
expérimentale et c’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser pour établir une
loi de comportement. Dans le cas viscoélastique, le corps suit une loi de comportement de
Kilvin-Voigt de la forme

o= Ae (i) + Fe (u) (1.19)

ou A et F sont des fonctions constitueves non linéaires. A représente 'operateur de viscosité

et F désigne 'operateur d’élasticité. Et pour un corps élastique, la loi se réduit a
o= Fe(u) (1.20)
On rappele qu’en viscoélasticité linéaire, le tenseur de contrainte o = (o;;) est donné par
0ij = Qikicr (1) + Gijrigr (v) (1.21)

ot A = (aijr) est le tenseur de viscosité et F = (g;jwm) est le tenseur d’élasticité, pour
ikl =1,..d
On définit maintenant les conditions aux limites sur chaque un des trois parties de I"

e La condition aux limites de déplacement:
u=g¢ sur I'p x(0,7) (1.22)

Sa signification consiste en ce que le champ des déplacements est imposé sur la partie I'p de
la frontiere I, la fonction ¢ étant une donnée du probléme (par exemple, si ¢ = 0 le corps
est encastré par la partie I'p).

e La condition aux limite de traction:
oN =h sur I'rx(0,7) (1.23)

Elle signifie que le vecteur des containtes de Cauchy o/N est imposé sur la partie I'r de
la frontiére, h représentant la densité des forces appliquées de surface et constituant une
donnée du probléme.

Enfin, le corps est éventuellement en contact avec une fondation sur I'c x (0, 7) . C’est ici

que commence toute la richesse des probléeme et que réside notre intérét, car les conditions
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sur la surface potentielle de contat I'c peuvent étre trés diverses et donner ainsi lieu & une
varieté de modeles de contact avec ol sans frottement. Nous citons ici les principales lois
de frottement.

Contact bilatéral avec frottement de Tresca

On suppose que le contact entre le corps et la fondation se produit avec frottement bi-
latéral c’est-a-dire le contact est maintenu pendant le mouvement, cette propriété se traduit
mathématiquement par:

uy =0 sur T¢gx(0,7).

La loi de Tresca présente un seuil de frottement fixe g lorsque le solide et la fondation sont
en contact, la fondation exerce sur le solide un effort tangentiel qui ne dépasse pas un certain
seuil

lor| <g sur Te x (0,7T).

Tant que la containte tangentielle n’a pas atteint le seuil, le milieu continu ne peut pas se

déplacer par rapport a l’obstale et il y a blocage, ce qui se traduit par:
lor| < g=1ur =0 sur I'cx(0,T).

Lorsque ce seuil est atteint le solide peut se déplacer tangentiellement par rapport a la
fondation et il ya alors glissement. La containte tangentielle s’oppose a la vitesse.

Alors on a:
lor| < g =il existe A > 0 tel que o0 = =X 4y sur D¢ x (0,7).

En conclusion, le conditions aux limites de type frottement de Tresca s’ecrivent alors comme

suit
p
unN = 0

or|l <
lor| < g sur T'ex (0,7),

lor| <g=ur =0

[ |or| < g =il existe A > 0 tel que o7 = =\ 4y

ol g > 0 est le seuil de frottement.
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Contact avec compliance normale, avec ou sans frottement:
Ici, la zone de contact n’est pas connue a priori. La contrainte normale satisfait a la

condition dite de “compliance normale”, c’est-a-dire

ON = —PN (UN - g)

ol uy est le déplacement normale, g représente le gap entre le corps et la fondation, et py
est une fonction positive donnée. Cette condition dit que la fondation exerce une action sur
le corps en fonction de sa pénétration uy — g.

Dans le cas sans frottement, les mouvements tangentiels sont libres, ce qui se traduit par
or — 0

En présence de frottement, la loi de type coulomb associée sur I'c x (0,7T) est, dans le cas
statique

lor| < —pr(ux —g)

lor| < —pr(uy —¢g) = ur =0

lor| < —pr (uy — g) = ilexiste A > 0 tel que o = —\ ur

Dans le cas quasistatique et dynamique, elle s’écrit

lor| < —pr (un —g)
|O'T| < —pr (UN —g) —ur =0

lor| < —pr (uy — g) = ilexiste A > 0 tel que o = —\ Uy

Ici pr est une fonction positive, représent le seuil de frottement. Tant que le seuil n’est pas
atteint, il y a immobilité (nullité de la vitesse tangentielle ot du déplacement tangentiel).
Quand ce seuil est atteint, le corps se met a glisser et la contrainte tangentielle tend a

s’opposer au mouvement. Comme exemple, on peut considérer

pn (1) =cn (r )™, pr(r) = crry

avec my € ]0,1], ey et er des constantes positives et ry = max {0,7}. D’autres exemples

envisageables, comme

pr = ppy ou pr = upy (1 —apn),

24



1.2. Description du cadre physique des problémes de contact

ou i > 0 est un coefficient de frottement et o est un petit coefficient positif relatif a la
durité de la surface de contact.
Réponse normale instantané:
La condition dite de la réponse normale instantanée sur la surface potentielle de contact
Lo x (0,T) s’écrit:
—on = px (i),

ou uy désigne la vitesse normale et py est une fonction prescrite telle que
pn (1) =0 pour r < 0.

Cette égalité traduit une dépendance générale de la contrainte normale par rapport a la
vitesse normale, elle peut représenter le comportement d’'une couche de lubrifiant sur la

surface de contact. Dans le cas ou
pn (r) = kyry¥Vr € R

ou ky > 0, la résistence de la fondation & la pénétration est proportionnelle & la vitesse
normale. Ce type de comportement modélisant le mouvement d’un corps déformable sur le
sable ol sur un matétiau granulaire.

La loi de frottement associée est donnée par
—or = py (Un) -

Ici, la loi est sans seuil et dit que le cisaillement tangentiel sur la surface de contact est une
certaine fonction de vitesse tangentielle.

Loi de Coulomb:

C’est une loi les plus répandues et elle est réaliste que la loi de Tresca. Elle se caractérise

par l'intérvention de la contrainte normale et peut s’ennoncer comme suit

o] < pfon]
lor| < ploy| = ur =0 sur T'o x (0,7),
lor| < plon| = il existe A > 0 tel que o7 = — A dr
ol 1 > 0 est un coefficient de frottement. On peut compliter ces conditions par des con-

ditions de contact unilatéral ou bilatéral. La loi de Coulomb est souvent utilisée pour les
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corps rigides ou élastiques. On remarque également qu’il s’agit d’une loi a seuil, tant que
le seuil n’est pas atteint, il n’y a pas de glissement. Ce seuil est variable et dépend de la
contrainte normale, ce qui représente une difficulté majeure pour I’étude mathématique de
cette loi de frottement. C’est pourquoi on introduit:

Loi de Coulomb avec contrainte normale imposée:

Cette loi de frottement est une version simplifiée de la précédente. Cela consiste a

imposer directement la contrainte normale, soit
oy =15 sur T'e x (0,7).

Pour simplifier I’exposé on suppose que S est une donnée du probléme et elle indépendante
de temps. Comme les précédentes, cette loi présente également un seuil qui est désormais
connu et fixé.

On a donc

(Jon] =S

or| < o
lor| < plow] sur T'e x (0,7),

|0T|<,U|UN|:>Q'LT =0

L lor| < plon| = il existe A > 0 tel que op = =\ Up

ou S est une fontion de L*(T'¢) et p > 0 est un coefficient de frottement. Cette loi de
frottement modélise un contact unilatéral entre le corps déformable et la base rigide.
Contact avec condition aux limites de type sous-différentielle:
Ce sont des conditions de contact qui conduisent & une inégalité générale de type sous-
différentielle:

vel W) —p(@)>—oyv—1u) Yvel,

ou U représente I’ensemble des déplacement admissibles, et ¢ une fonction convexe donnée.
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1.3 Elements d’analyse non linéaire dans les éspaces

de Hilbert

Dans cette section nous rappelons quelques éléments d’analyse non linéaire dans les espaces
de Hilbert et quelques résultats concernant les inéquations variationnelles elliptiques qui
interviennent dans ’étude des problémes de ce mémoire. Pour finir, nous passons en revue
les lemmes de Gronwall qui seront utilisés. De nombreux ouvrages parcourent ce sujet, nous

renvoyer le lecteur soucieux de plus détails a, par exemple [5, 38] .

1.3.1 Inéquations variationnelles elliptiques

Nous commencons ce paragraphe par un bref rappel sur les opérateurs fortement monotones
et de Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert H munit du produit scalaire
(.,.)y et de la norme associée |.| ;. Nous pouvons identifier 'espace H a son dual H'. Soient
A : H — H un operateur non linéaire, j : H — |—00, +00] une fonction propre et f € H,

rappelons la définition suivante.

Définition1.24. L’opérateur A est dit:
(1) monotone si

(Au— Av,u —v),; > 0 Vu,v € H;
2) fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(2) q
(Au — Av,u —v); > m|u—v[> Yu,v € H.
3)de Lipschitz s’il existe L > 0 tel que
(3) p q
|Au — Av|; < Llu—v|y; Yu,ve H

Un bon nombre de problémes aux limites en équations aux dérivées partielles ainsi qu’en
mécanique des milieux continus ont un rapport avec des problémes mathématiques de la
forme suivante.

Probléme. Trouver u tel que :

uweH (Au,v —u)y +j(v) —j () > (f,v—u)y YveH. (1.14)
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Ce probléme est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espece sur H. D’autre
problémes rencontrés en mécanique ont un rapport avec des problémes mathématiques sim-
ilaires de la forme suivante:

Trouver u tel que:
ue K (Au,v —u)y > (f,v—u)y YveK, (1.15)

ou K est un sous-ensemble non vide de H. Le probléme (1.15) est appelé inéquations
variationnelle elliptique de prémiére espéce sur H.

Remarquons que si j = 0 (ou K = H), alors (1.14) (rep. (1.15)) est équivalente au
probléme suivant:

Trouver u tel que:
ue K (Au,v)y > (f,v)y Yve K. (1.16)

On obtient ainsi une équation variationnelle.

En ce qui concerne les problémes(1.14) et (1.15), on a le résultat d’existence et d’unicité
suivants:

Théorémel.16. Si A est un opérateur non linéaire, fortement monotone et de Lipschitz
et K est un convexe fermé non vide de H alors 'inéquation variationnelle elliptique (1.15)
admet une solution unique.

Théorémel.17. Si A est un opérateur non linéaire, fortement monotone et de Lipschitz
et j est une fonction propre, convexe et semi-continue inférieurement alors I'inéquation

variationnelle elliptique (1.17) admet une somution unique.

1.3.2 Convexité et semi-continuité

Soit E un espace normé, et K un sous ensemble de E est convexe si et seulement si
u,v € K implique tu + (1 —t)v € K pour tout 0 <t < 1.

Definition1.17. Un sous ensemble M de I'espace normé E est appelé séquentiellement

faiblement fermé si la limite de toute suite faiblement convergente (u,,) C M , i.e

(un) C M et u,, — u implique u € M.
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Propositionl.8. Soit M un sous ensemble convexe de E. Alors M est fermé si et
seulement si M est séquentiellement faiblement fermé.

Définition1.18. On considére E un espace de Banach et ¢ : M C E — |—00, 00| avec
M=D(9).

(i) La fonctionnelle ¢ est dite séquentiellement faiblement semi-continue & v € M si et

seulement si

liminf ¢ (u,) > ¢ (u) (1.10)

n—00
vérifie pour toute suite (u,) C M telle que u,, — u si n — oo.

(ii) La fonctionnelle ¢ est dite semi-continue inférieurement si et seulement si I’ensemble
M est fermé pour tout r e R,ou M ={u e M : ¢ (u) <r}

(iii) La fonctionnelle ¢ est dite séquentiellement faiblement semi-continue inférieurement
au € M siet seullement si (1.10) est vérifie pour toute suite faiblement convergente (u,,) vers
u. i.e. u, — U.

(iv) La fonctionnelle ¢ est dite séquentiellement supérieurement semi-continue(respectivement,
séquentiellement faiblement semi-continue supérieurement, semi-continue supérieurement)
si et seulement si —¢ est séquentiellement semi-continue inférieurement (respectivement,
séquentiellement faiblement semi-continue inférieurement, semi-continue inférieurement).

(v) La fonctionnelle ¢ est dite convexe si et seulement si M est convexe et
dtu+ (1 —t)v) <tp(u)+(1—1t)¢(u),Yu,ve M, 0 <t <1
(vi) La fonctionnelle ¢ est dite strictement convexe si et seulement si M est convexe et
dtu+ (1 —t)v) <tp(u)+(1—1t)p(u),Yu,v € M avec u #v, 0 <t < 1.

Proposition1.9. On considére F un espace de Banach et ¢ : M C E — |—00, 00| avec
M=D(g).

(i) ¢ est séquentiellement semicontinue inférieurement sur M si et seulement si ¢ est
semicontinue inférieurement sur M.

(ii) On suppose u € M avec ¢ (u) # Foo. Alors ¢ est séquentiellement semi-continue
inférieurement & u si et seulement si, pour tout € > 0, il existe 0 (¢) > 0 tel que pour tout
v € M avec

|lu—v| < d(e) implique ¢ (u) < ¢ (v) +e.
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(iii) ¢ est continue si et seulement si ¢ est semi-continue inférieurement et supérieure-
ment.

(iv) Si, en outre, M est fermé et convexe, et ¢ est convexe, alors semi-continu inférieure-
ment, séquentiellement semi-continu inférieurement et séquentiellement faiblement semi-
continu inférieurement sont mutuellement équivalents.

Definition1.19. On considére F un espace de Banach et ¢ : E — |—00, 00| est une
fontionnelle convexe.

(i) Le domaine efficace de ¢ est 'ensemble dom (¢) défini par
dom (¢) ={u€ E: ¢(u) < +oo}.

(ii) ¢ est propre si dom (¢) # 0.
(iii) L’epigraphe de ¢,est denoté par epi (¢), est donné par

epi (9) = {(u,A) € EXR: ¢ (u) < A}.

Corollairel.1. On considére F un espace de Banach et ¢, ¢, : E — |—00,00], 1= 1,2,
sont des fontionnelles convexes, alors les suivants sont vérifiés.

(i) dom (¢) est convexe.

(ii) Si A > 0, alors A¢ est convexe.

(iii) Si ¢ et ¢, sont convexes, alors ¢,+ ¢, est convexe.

(iv) ¢ est convexe, propre, et semi-continue inférieurement si et seulement si epi (¢) est
convexe, nonvide, et  fermé dans E x R respectivement .

(v) Si ¢ est convexe alors pour tout r € R ensemble [p < 7| ={u€ E:¢(u) <r} est
convexe mais la réciproque n’est pas vraie.

Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a [12, 38].
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1.4 Compléments divers

Soit H un espace de Hilbert réel muni de son produit scalaire (.,.),; et de la norme associée
.l - On note aussi par H' 'espace dual H et par (, ), gla dualité entre H et H'.
Théoréme(de représentation de Riesz-Fréchet). Etant donnén € H' il existe f €

H unique tel que

(nvv>HxH’ = (f7U>H Vo € H?
on a de plus
Il gz = 11 f 1 -

Ce théoréme montre que toute forme linéaire continue sur H peut représenter de maniére
unique a ’aide du produit scalaire. I’aplication n — f est un isomorphisme isométrique
qui permet d’identifier H et son dual H’.
Théorémel.18.(de fonction implicite définie par une seule équation).
Soit © un ouvert de R™, On considére f :  C R™ — R une fonction de classe C* (ou
k>1)sur Q, et a=(ay,...,a,) € Q. On suppose que
of

f(a)=0, eta—mn(a)%().

11 existe alors un voisinage ouvert U de (ay, ..., a,_1) et un voisinage ouvert V' de a,, et une
fonction g : U — V de classe C* telle que
(i) Vo= (x1,..2,) €eUXV, f(2)=0<= z,=9g(x1,..Tp1).

(ii) Ve e UxV aa;; (x) #0. B
(111) VI = (.T,'l, ....In,l) elU y Vi € Nn,1 aa_a.;]; (ii’) = —aaa']; (.ZC) X [S,I{L (.1’):| .

Lemmel.1. Soit U un espace de Banach réflexif, L. un sous ensemble borné convexe
fermé de U. Soit v une application de L x L dans R telle que:

(i) 7 (u,u) >0 VYue L.

(ii) Pour tout u € L fixé, I'ensemble{v € L;~ (u,v) < 0} est convexe.

(iii) Pour tout v € L fixé, 'ensemble{v € L;v (u,v) > 0} est séquentiellement faiblement
fermé.

Alors il existe au moins une solution u € L a 'équation v (u,v) > 0 Vv € L.

(Pour plus de détails de ce lemme voir par exemple [38])
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Nous rappelons ici les lemmes classiques de type Gronwall qui interviennent dans de
nombreux problémes de contact, en particulier pour établir I'unicité de la solution. Pour
avoir plus de détails sur les rappels figurant dans ce paragraphe, on pourra consulter par
exemple [21,47]. Notons par ailleurs que dans certains paragraphes de ce mémoire, nous
allons utiliser des versions "presque partout" de ces lemmes.

Lemmel.2. Soient m,n € C([0,7];R) telles que m (t) > 0, n(t) > 0 pour tout
t €]0,7[, a > 0 une constante, ¢ € C (0,T;R)

(1) Si t t
¢><t>ga+/0m(s)ds+/0n(s)¢(s)ds vt e [0,
Alors
o(t) < (a+/0tm(s)ds) exp (/Otn(s)ds ) vVt € 10,77,
(2) si
60 <mt)+a[ o()ds e 0T,
Alors

t t
/ o (s)ds < exp(aT)/m(s)ds :
0 0
Dans le cas particulier m = 0 la partie de (1) de ce lemme devient:

Corollairel.2. Soit n € C'([0,7];R) telle que, n () > 0 pour tout ¢t € ]0,7] , et soit
a>0.8Si¢eC(0,T;R) est une fonction telle que

¢(t)§a+/0n(s)q5(s)ds vVt € [0,77,

Alors
t
o (t) < aexp (/ n(s)ds ) vVt e [0,T7].
0
le corollairel.2 est souvent utilisé pour montrer I'unicité de la solution, de la fagon suivante.

En supposant qu’il existe deux solutions, en notant par ¢ la norme de la différence entre ces

solutions, on essaie ensuite de majorer ¢ sous la forme

wwsﬂl@w@wsweme

avec une certaine fonction n > 0. L’application du corollaire donne immédiatement la

nullité de ¢.
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Lemmel.3. Soient m,n € C([0,7];R) telles que m (t) > 0, n(t) > 0 pour tout ¢ €

10, T'[, a > 0 une constante. Soit également ¢ : [0,7] — R une fonction telle que

70 <3+ [mwowat [ 0a v e

19 (s)] < (a+/osm(t)dt> exp (/Osn(t)dt> Vs € [0,7T].

Dans le cas particulier n = 0 le lemmel.4 devient:

Alors

corollairel.3. Soit m € C ([0,7];R) telle que m (t) > 0 pour tout ¢ € |0,7[, a > 0 une

constante. Soit également ¢ : [0,7] — R une fonction telle que

S8 () < 5a + m(0) 6 (0)de s € [0,7].
0

¢ (s)] < <a+/05m(t)dt> Vs € [0,7].

Lemmel.4. Sip;, j =1,...,% sont des nombres qui vérifient 0 < p; < C4

Alors

ou (] est une constante positive, 0 < p1,1 < Cy 4 Cs Z kipj, i =1,..n,
j=1
i
avec Uy constante positive et pour k; > 0, j =1, ..., 4, Z k; =T, ou T est une constante

Jj=1
positive, alors

p; < Chexp <C2 Z l@) < Chrexp (CoT), pour i = 1,...n.

Jj=1
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Chapitre 2

Analyse mathématique pour un
probléme viscoélastique de contact

unilatéral

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probléme dynamique de contact unilatéral avec frottement
non local pour un corps viscoélastique fissuré, suivant une loi de Kilvin-Voigt.

On utilise une méthode de pénalisation pour résoudre ce probléme. On introduit un
probléme pénalisé qui peut étre considéré comme un probléme particulier d’une classe de
problémes, pour laquelle on montre I'existence d’une solution par une technique incrémen-
tale. Cette technique a été déja utilisée dans [19, 43] . Des estimations sont obtenues sur les
solutions pénalisées. De plus, on utilise une décompostion de 2 d’une part et d’autre de la
fissure, afin d’appliquer des résultats de compacité.

Ces résultats permettent de passer a la limite dans le probléme pénalisé et d’obtenir une

solution pour le probléme unilatéral avec frottement non local.
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2.1 Introduction

Pour les problémes de diffraction par des fissures, on considére habituellement une condition
aux limites de surface libre (voir [51]). D’un point de vue mécanique, cela signifie qu'il
ya absence d’efforts sur les deux lévres de la fissure. La fissure correspond donc & une
cavité toujours ouverte au cours du temps, sur toute sa longueur. Il semble plus réaliste
de supposer que les leévres de la fissure peuvent se recoller sur totalité ou une partie de
la fissure, pendant un certain intervalle de temps. cette modélisation est prise en compte
en modifiant des conditions aux limites sur la fissure. On considére, alors une condition
de contact unilatéral, appelée aussi condition de Signorini dan la litérature, au lieu de la
condition de surface libre. Supposons cette condition unilatéral, les lévres de la fissure
peuvent partiellement se fermer ou s’ouvrir. Lorsqu’il y a contact , il y a une pression d’une
levre de la fissure a 'autre. Du point de vue mécanique, la prise en compte de conditions de
contact unilatéral sur la fissure peut donc sembler plus réaliste. De plus, on peut enrichir le
modele, en considérant du frottement. A partir d’une certaine intensité seul de la pression,
on peut supposer que les lévres de la fissure glissent 'une par rapport & I'autre, ce phénoméne
est modélisé par la loi de frottement de Coulomb.

Dans un permier temps, on présente une méthode permettant de paramétriser les levres
d’une fissure comprenant une ouverture. Cette paramétrisation peut étre utile lorsqu’on
fait correspondre les deux lévres pour exprimer, par exemple, les conditions de contact
unilatéral. Dans une deuxiéme partie, on introduit un probléme de contact pour un milieu
viscoélastique fissuré. Des conditions de contact unilatéral avec frottement de Coulomb non
local sont prises en compte. L’existence d’une solution au probléme est obtenue en utilisant

une méthode de pénalisation.

2.2 Paramétrisation de la fissure

Dans ce chapitre, on suppose que la fissure comporte une partie ouverte. c’est-a-dire un
)
“gap” entre ses deux lévres. On adopte donc une modélisation plus générale. Néanmoins,

elle oblige a utiliser une paramétrisation de la fissure, ce qui est plus compliquée.
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Pour exprimer les conditions aux limites de contact unilatéral sur une fissure quelconque
comportant une partie ouverte, il est nécessaire de faire correspondre les deux lévres de
la fissure entre elles pour exprimer les conditions de contact sur un méme espace. Une
possibilité est d’introduire une paramétrisation de la fissure. Cette paramétrisation doit
étre valable si I'on considére une fissure fermée. D’autre part, cette paramétrisation va
conduire a exprimer les conditions aux limites sur la fissure dans un espace de dimension
d — 1 si d est la dimension de I'espace.

On considére la représentation suivante d’une fissure, qui reprend les représentations de
Hlavacek, Haslinger, Necas, Lovisek [20] et de Boieri, Gastaldi et Kinderlehrer [4], qui avaient
étudié la représentation d’une zone de contact entre deux corps et exprimé les conditions de
contact unilatéral entre ces deux corps. Dans R? elle se représente comme sur la figure 2.1
et figure 2.2.

Un corps viscoélastique fissuré, suivant une loi de Kelvin-Voigt, occupe initialement le
domaine 2 avant déformation. On se place sous '’hypotheése des petites déformations. La
frontiére de €, 05, est composée de trois parties telles que 9Q = TyU TpU Tz ot IT'y et I'p
sont suffisament réguliéres avec mes (I'yy) > 0. Le corps est soumis a une densité de force
volumique f , et il est fixé sur I'y. Une force F' est imposée sur ['r et I'¢ désigne la fissure
sur laquelle on considére une condition de contact unilatéral avec frottement.

On suppose comme sur la figure2.1 que I'c est composée de deux lévres T'o = Fgu F; .
['} représente la levre “supérieure” de la fissure, I'; la levre “inférieure”.

On suppose la décomposition suivante de : Q@ = QT U Q™ UTy, Qtet O~ sont deux
ouverts disjoints de frontiere Lipschtzienne, 'y C ', N T, est une surface virtuelle entre
Qtet Q.

On choisi une décomposition de € en Q*et 2 telle que mes(I'¢) > 0 ou I'yy =Ty NTE
a=—+,—.

Pour exprimer les conditions aux limites de la fissure, nous introduisons un sous-ensemble
= de R, et nous supposons que les deux lévres de la fissure peuvent étre paramétrisées
par deux fonctions de classe C! : p*, p~sont définies sur = & valeurs dans R. On suppose

que ™ (Z) — ¢~ (T) 2 0,Vz € E
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G '
G
< = =
G w ['r
G +
U
Figure 2.1 Figure 2.2

-Représentation d’une fissure paramétrée en 2D et 3D-
Nous définissons chaque lévre de la fissure, comme le graphe de ¢* sur =
It ={(@ ¢*(@);T €=}

On note x = (z1.....,24) €  la position initiale d’'un point matériel quelconque du corps.
Le terme y (t,z) désigne la position a I'instant ¢ du point matériel, u (¢, x) répresente le
champ de déplacement du point x & l'instant ¢ défini par u (t,z) = y (t,z) — .

Soient u™ = (et (¢),—1) et p= = (=7 ¢ (¢),1) les vecteurs normals sortants a I'},
et I' . respectivement, définis sur = a valeurs dans R4,

Nous supposons qu'il existe une application h : ]0,7 [ x R? — R telle que la surface
du contact a l'instant ¢ est implicitement représentée par h (t,y) = 0 avec @ > 0, et la

dy

condition de non-interpénitration des lévres de la fissure, est donnée par
h(ty(t,2")) >0, Va© eTg, h(ty(t,z7)) <0, Vo~ € Tg. (2.1)
Ces inégalités désignent que le point matériel qui a l'instant ¢ = 0 sur '/, ne peut pas
pénétrer I'~ .
oh
Comme — > 0, alors conformément le théoréme des fonctions implicites, il existe une

dy

fonction:

Y : 10, T[xR™ — R

telle que:
h (t7 y) =0« Ya = ’QD (t>y) ) g = (yla Y2, "'yd—l) € Rd_l? (22)

En reprenant (2.1), on a

h(t,y(t,2%)) >0yl - (t,77) >0,
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avec

y+ - (yl (t7517+) Y2 <t’x+) y s Yd—1 (tu er)) ) y-‘r = f—i_ +ﬂ+7

on, TT = (xf, Ty, ...:B:lll) ,out = (ug () ug (B2t ug (B 27)).

On applique le méme raisonnement pour I';; et si on considére

= (Gt () o = (G (©)
on obtient

$$+U;(t>$+)_w(tac+a+> 20 (23)
—x; —uy (t,z7)+¢(t,(+u) >0 |

les déplacements et leurs dérivées sont supposés petits, et d’aprés le développement limité

deyen ut =0 etu =0 on obtient

f;li_ + ujl_ (t,[L’+) - ¢ (tvg) - qub (t7C) at >0
—Ty —Ug (thi) + ¢ (tv C) + Vi (ta C) - 2 0.

En additionnant les deux inégalités et pour ¢ € = et comme z; = p™ (), z; = ¢ (¢), on
trouve

0< " (Q) =9 (Q) +uy (6,¢ 0" (Q) —uy (t,C 97 ()

=V (t,0) ut (¢, 07 (Q) + Vi (t,0) u (¢, 07 (€)) -
Donc, on peut supposer que les gradients suivants sont approximativement identiques. Ces

hypothéses désignent que le vecteur normal sortant de I'& ot @ = +, — se change rarement

au cours de la déformation qui est:

V' (€)= Vi (t,¢) ~ Ve ((). (2.4)

Il est le cas ou il existe un petit écart entre les deux lévres, mais si I'écart est large, ce
modele n’est pas valide.

En utilisant (2.4) nous obtenons

0<¢"(Q) =9 (¢) +ug (£.¢,¢7(Q) —ug (t,¢, 97 (C))
=Vt (Q) ut (t,¢ " (€) + Ve (O .u (1,697 ()

En utilisant la définition de pu® ou oo = +, —, ce qui implique

P Q) (8¢ (Q) a7 (Qau (66 () S¢™ () =9 (), VCEE (2.5)
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2.2. Paramétrisation de la fissure

qui exprime la condition du contact unilatéral sur ’ensemble de la paramétrisation =.
L’écart entre les deux levres de la fissure est donné par g () = ¢™ () — ¢~ () .

Le vecteur sortant de I'% est noté par n® : = — R? est défini par

n- = , =+, —
En utilisant (2.4) et en supposant que

[on] (8,0) = n* () v* (£,¢, 07 (Q)) +n7 (Q) v (1,¢,¢7 Q) Yo =0 (t,()

'inégalité (2.5) devient :

2 O el O BNV (2.6)

VIH[ Vet 2

Le terme g > 0 est I’ecart normal entre les deux lévres de la fissure. Le cas particulier

[un] (t,¢) < g(C), V(e EZon g(() =

g = 0 correspond & une fissure fermée.
Pour tout ¢ € = nous utilisons les notations suivantes, pour les composantes normal et

tangentiele d'un champ de déplacement v* et d'un vecteur des contrainte c“n® sur I'¢ avec

(07 =0 (,0) = 0 (£,¢, 9 (Q)) Vi = v (£,0) = v* (£, ¢, 97 () m? (O)
vy = v (t, ) = v* — v
[on] = [on] (£,C) = vf + oy, [vr] = [vr] (£,¢) = vi — vy (2.7)

Dans la suite, on va s’intéresser & un probléme dynamique de contact unilatéral avec frot-

tement non local en viscoélasticité. On va introduire un probléme approché(pénalisé).
Comme ’on fait J.U.Kim [28], J.Mutioz-Rivera et R.Racke [36] , M.Cocou et J.M.Ricaud

[14], M.Cocou [11], et on va montrer qu'une sous-suite de solutions pénalsées converge

faiblement vers une solution du probléme de contact unlitéral avec frottement non local

[16].
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2.3. Etude d’un probleme viscoélastique de contact d’un milieu fissuré

2.3 Etude d’un probléme viscoélastique de contact

d’un milieu fissuré

On présente un probléme dynamique de contact en viscoélasticité. On suppose que le
matériau est fissuré, et on considére sur la fissure, a la fois une condition de contact unilatéral

ainsi qu'une condition de frottement non local. Cette étude est considérée dans [16] .

2.3.1 Formulation classique du probléme

Probléme Py : trouver le champ de déplacement u :  x [0, 7] — R<, tel que:

u (0) = ug, u(0) = uy dans Q

pii— divo (u,i) = f dans ]0,T[ x O (2.8)
o = o (u, ) = Ae (u) + Be () dans |0, T x O (2.9)
w=0 sur ]0,7[x Iy (2.10)
on=F sur 0,7 x Tp (2.11)
0x] < 9, 75 = 7 o (]~ 9) =0 sur 107 x = 212
of — —o7 sur |0,T[x = (2.13)
i < ulRoy] e 17H IR = fir] =0 211)

o] = n|(Ro)y| = I > 0 lig] = —Aof

On retrouve dans (2.8) I’équation du mouvement, pour laquelle on considére dans la suite,
p = 1. On trouve ensuite dans (2.9) la loi de comportement du matériau de type Kelvin-
Voigt, ot A=(A;jx), B=(Bjjx) sont deux tenseurs du quatrieme ordre satisfaisant les pro-
priétés de symétrie et d’ellipticité.
Vi, j, k0 =1......d,

Cijkt = Cjire = Cu ¥ ij € WH*® (Rd)

>0 CijiTijTr > 0oTiiTi VT = (T4j)

tel que 7,5 = 7;i, ot C = (Cij) = A, B.
(2.10) signifie que le corps est encastré par la partie I'y, et (2.11) montre qu’il est soumis
sous leffet de la densité des forces surfaciques F' sur I'p, I'inégalité dans (2.14) prévient

'interpénétration des deux lévres de la fissure, les relations dans (2.12) et (2.13)complétent
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2.3. Etude d’un probleme viscoélastique de contact d’un milieu fissuré

les conditions du contact unilatéral (les conditions de Signorini), le terme p désigne le coethi-
cient de frottement, qui est supposé indépendant du temps. Nous considérons la loi de frot-
tement non locale régularisée en introduisant la régularisation R qui est definie ultérieure-
ment.

Remarque 2.1

Si 'y = ¢ le probléme Py est un probléme classique de contact unilatéral de deux corps

viscoélastiques, et c’est notre interét dans le troisiéme chapitre.

2.3.2 Formulation variationnelle Primale
Soient (H, |.]) et (V.].||) deux espaces de Hilbert munis des produits scalaires qui sont notés
(.,.), (., .) respectivement ou
H=[1*Q), V= {v e [H' ()Y =0 p.p sur FU} ,
K={veV; vy <g ppsurE}.
Nous supposons qui uy € K, u; € V, F € Wt <O,T; [L? (FF)]d> , feWlt>(0,T;H),
g€ Hgf (2) avec g > 0 p.p sur E,et p € L™ (Z) avec p > 0 p.p sur =.
On défini les deux formes bilinéaire continues et symétriques a, b, tels que:
a,b:V xV —R

(v, w) Ae (v (2.15)
b(v,w) = /; (v) : e (w)dz, Yv,w e V.

Le théoréme de représentation Riesz entraine I'existence d’un élément L appartient a W (0, T; V)

tel que:

(L(t),v) = /Qf (t,x) .vdx —l—/F F(t,x).vds YveV, Vte|0,T] (2.16)

Propriétés de 'opérateur de régularisation

2
On définic Ro : V x V. — [H'(Q)]" comme une régularisation linéaire et continue de

o=o(u,v), Yu,v € V. Cette régularisation vérifie la relation suivante:

3C >0, [[(Ro)(u,v)| <C(jul+[v])  Yu,veV

(2.17)
et on suppose ici (Ro) (uo, vl);\; =0.
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2.3. Etude d’un probleme viscoélastique de contact d’un milieu fissuré

On utilise la régularisation suivante, donnée une premiére fois dans [29] et déja employée
dans [12], on ¢ € C2 (RY), ¢ >0, E: [H* ()" — [H! (Rd)}d est une extention de € sur
R? qui préserve la norme de [H 1 (Rd)}d et * représente le produit de convolution sur R¢.

On note alors (Ro) (u,v) le tenseur obtenu qui vérifie:
(Ro) (u,v) = (CVE (u) + BVE (v)) ¢
Calculons une composante quelconque de (Ro) (u,v).

((Ro) (u,v)),; () = /R ) (Cijkl (y) (Bu)y, () + Biji (y) (Ev),, (y)> Y (z —y)dy.

On a la relation suivante:

Ciir (y) (Eu)yy (y) (2) = (Cijm (y) (Bw)y, () ; — Cijria (y) (Eu)y (y) .

En utilisant la relation précédente pour le tenseur C et une relation semblable pour B, on

obtient

(Ro) (u,v)),;; () = /Rd [(Cijkl (v) (Eu)y, (y) + Bijuwa (y) (Ev)y, (),
= (Cijr (y) (Bu)y, (y) + Bijua (y) (Ev)y, ()] 9 (x = y) dy.
= —/Rd (Ciji () (Bw)y, (y) + Biji () (B, (y)) ;¢ (x —y)
+ (Cijrra (y) (Bw)y, (y) + Bijww (y) (Ev)y, (y) ¢ (x —y) dy

On peut remarquer la linéarité de (Ro) (u,v) par rapport a (u,v). De plus, I'estimation
(2.17) est vérifiée car la dérivée en espace de (Ro) (u,v) porte sur ¢ et non pas sur u, v.

Nous définissons I’application J : V3 — R telle que:

J (u,v,w) = /,u |(Ro) (u,v)m [[wr]| d¢ Yu,v,w € V.
Nous supposons encore la condition de compatibilité sur les données unitiales:
AeH, (I,v)+a(u,v)+b(u,v)=(L(0),v), YveV. (2.18)

Nous notons (.,.) s, ,, le produit dualité entre [H~1/? (Q)]d et [H'/? (Q)}d.
Pour simplifier des notations, nous négligerons la variable de temps ¢ quand il n’y a

aucune ambiguité. On peut donner alors une formulation variationnelle du Probléme P,.
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Théoréme 2.1

Si (u, o) est solution du probléme mécanique Py alors u est solution du probléme suivant.
Probléme P,
Trouver uw € W'2(0,T;V) N C* ([O,T]; [H~1/? (Q)]d> tel que u(t) € K pour tout
€10, T et

(T, 0(T) = u(T)) 515 — (2, (0) = o)

+/ {(—=i,9) +a(u,v) +b(u,v)+ J (u,0,v+0—u)}dt
0 T (2.19)

2/0 (L,v—u)dt+/0 {—|u|2+a(u,u)+b(u,u)—I—J(u,u,a)}dt

Vo e L® (0, T;V)NWY2(0,T;H),v(t) € K ppte]0,T]

\

Preuve
On peut prouver que le probléme variationnel (2.19) est formellement équivalent au
probléme Py .
D’apres le probleme Py, en multupliant la premiére équation par v — u, et on intégre de

0 & T par rapport at et sur € par rapport & x il vient

T T T
/ /d.(v—u)dmdt—/ /diva(u,u).(v—u)dmdt:/ /f.(v—u ) dzxdt
o Ja 0 Jo o Ja
Par intégration par parties du terme d’accélération on a:
/ / v —u)dxdt
/ / (v — u) dtdz
/[ (v —u)], dx—// (0 — ) dtdz

:/Qu(T).(v(T) d:r:—/Q ©)- 0O =vO)dr = [ [ i
= (u(T),v(T) —v (T)>71/2,1/2 — (urv (
= (u(T),v(T) —v (T)>—1/2,1/2 — (urv (

= (@(T), 0 (T) = v (T))_y 15 — (w10 (0)

’ﬂ

WO — ) dt

T
0.0 dt—/ (0, ) dt

T T
/ .0 dt—/ || dt
0
En utilisant la formule de Green on obtient:
//dlvauu v —u)drdt = // u, ) € (v—u)drdt— // u, w)n. (v —u)dsdt
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2.3. Etude d’un probleme viscoélastique de contact d’un milieu fissuré

(/Q.Aa(u):s(v—u)d:c) dt
+/O (/QBE(u):E(v—u)da:) dt

T T
:/ (u,v—u)dt—I—/ b(t,v—u)dt
0 0

:/OTa(u,v)— OTa(u,u)dt+/OTb(u,v)dt—/OTb(u,u)dt

I
’ﬂh

De plus

T
—/ /an v—u)dsdt = //an V— U dsdt—/ / on. (v —u)dsdt
0 T 'y I'r
—//an.v—u ) dsdt
0 Jro

et comme u =0 dans |0,T[x 'y et v(t) € K ppte]0,T] doncv(t) € V qui signifie
v=0sur|0,7[ x I'y donc

T T T
—/ / on. (v —u)dsdt =0, et—/ / on. (v —u)dsdt = —/ / F. (v —u)dsdt.
0 JIy 0 JI'p 0 JI'p

D’autre part

_/T/FC (u, @) n U—udsdt——/OT/Fgo(u,u)n.(U—u)dsdt—/OT/Fga(u,u)n.(v—u)dCdt

/ Lo e () .G ) (. (€)o7 (€)= G (€]
// u(t.Gogm ()it C™ (OD 0 (G (€))- o (1o (O) = u e, G (C)) et
//UthCnJr ). ot (t,¢) —ut (¢,Q)] dgdt—// (t,()n v (t,¢) —u (¢, Q)] dldt
—/O/E+n+. - d(dt—/o/san.v —u~)dCdt
et comme

tnt = oF + ot + — ot +nt
{an =0p + 0NN et{v =Up +Uyn

on =0p+oyn VT =Up +uyn

44
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donc on a
//+n+ (vt —wu™)dldt — //an vT —u”)dCdt
/ / o +oxnt) . [(vF +vin®) = (uf + ufn™)] d¢dt
/o /: op +oyn~ ) : [(UT +oyn” ) — (uT +u]_vn*)} d¢dt
et puisque 0. = —0; , 05 = oy et nT = —n~ alors

o +oyn =—(of +okn"),
on peut écrire

_/OT/E(U;+a;n+).

(v +vfn®) — (uf +ufn™)] d¢dt

Alvr] + [un]n™) = ([ur] + [ux]n™)} dCdt
[

of 4+ oxn®) A(lvr] — [ur]) + ([vn] — [un]) nt} dCdt

[ (

—/OT | (or+oyn™) [(vr +oyn”) = (ug +uyn™) ] dcdt
— _/OT/E (0F + on®) {[(vF + vhn*) — (uf + ufn®)] = [(v7 +vyn~) — (up +uyn-)] } dedt
= —/OT/E (0F + ofn™) {[(vE +vfn*) — (uk +ufin®)] = [(v — vyn®) — (ug — uyn®)] } dCdt
_ _/OT/E (0F + ofynt) {[(vF +vint) = (vp —vyn®)] = [(uh + ufynt) = (up —uyn™)] } dedt
= —/OT/E (o5 + ofn®) {[(vF —vp) + (0 +on) n*] = [(wh — up) + (uly + uy) n*] } dcdt
[ [t o) 4

I, L

| for

'ﬂ-l—

vr| — [ur]) d¢dt — //O’T [on] = [un]) ntd{dt
ot ((vr] — [ur]) dedt — / / otnt ([on] — [un]) n*dCdt

/ o ([vr] = [ur]) dCdt — / / ot ( ) dCdt
/ ox. ([vr] — [ur]) d¢dt — / / o {([vw] — g)}dcdt
Rl

UT UT d(dt //O’N UN dCdt

[e=]

ke

~
ﬂu\
2+

S

I
|
%ﬁc\
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Enfin on obtient

(i (T) 0 (T) = w(T)) 4515 — (1,0 (0) — o) — 4 (ivo)de— [ faf

—l—/OTa(u,v / (uudt+/T uv)dt—/ b (1, u) dt

/T/FFF (v—u)dsdt — //UT [vr] dgdt—//UN [un] — g) d¢dt
:/ /f.v—u ) dtdx

0 Jo

et commev € K pptel]0,T[ona [vy]—¢g <0 sur]0,T[xZ et ok <0surl0,T[xZ,ce

/ /aN un] — g)dcdt > 0.

(U (7;) 0 (T) = u(T)) 112 — (u1,v(0) — o)
—|—/0 — (0, 0) dt + a (u,u)dt + b (0,v) dt — /0‘;. ([vr] — [ur]) d¢dt (2.20)

que donne

On peut écrire encore

¢

\ 2/0 (L,v—u)dt+/0 {—|u]2+a(u,u)+b(u,u)}dt

pour le terme — / ot ([vr] = [ur]) d¢dt dans (2.20) et d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

nous obtenons

_/:O;- ([vr] — [ur]) d¢dt = / |JT‘ \[ur] — [vr]] dCdt

IN

p|(Ro)y | [ur] — [vr]| d¢dt

/
LR = el + o]+ lir) s e
<o

IN

p|(Ro)y | [or] + lir] — [ur]| d¢dt
[p‘ Ro) N||uT|dCdt

Enfin on écrit

ot ([vor] — [ur]) d¢dt < J (u,d,v + 0 —u) — J (u, 0, u).

|
o
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Donc nous déduisons

(u (7;) 0 (T) = u(T))_y 912 — (ur,v(0) — uo)
+/ {= (4,0)dt + a(u,v) dt + b (i,v) + J (u, @, v + 0 —w)} dt

2/0 (L,v—u)dt—l—/o {—[a]* +a(u,u) + b (@,u) + J (u,@,0)} dt

Vo e L (0, T;V)NWY2(0,T; H),v (t) € K p.p. t €]0,T].

Réciproquement, en remplacant v dans (2.18) par u + ¢ oit € [D (0, T[;Q)]?, on retrouve
les équations du probleme Py. En supposant que u est suffisament réguilier et en utilisant
les formules de Green, on établit que les conditions aux limites du probléme Py sont vérifées
sur ['p et =. Ce qui achéve la démonstration de ’equivalence.ll

On utilise ensuite la décomposition de € entre Q" et Q~ décrite auparavant. Cette
décomposition permet de restreindre ’analyse variationnelle & des domaines plus réguliers
que €2, pour lesquels par exemple, I'inégalité de Korn peut s’appliquer plus facilement. Pour
v e [L(Q)]% on pose & = (vt,v™) ol d est la restriction de v sur Q*, a = +, —.

Avant d’introduire un nouveau probléme posé sur Q7 x Q~, on définit plusieurs espaces

fonctionnels utilisant la décomposition de 2 avec o = +, —.

H® = [L(Q*), ve= {u e [H (Q%)]" ;0 =0 p.p sur Fg}

H = H"'xH V= {v = (v+,v_) eV x V™ wh=v" ppsur FV}.
L’espace H est un espace de Hilbert muni du produit scalaire noté (.,.)g, et de la norme
du produit cartésien |.|;. L’espace V,qui est un sous-ensemble fermé de V™ x V ~ est un
espace de Hilbert muni du produit scalaire noté (.,.)y, et la norme du produit cartésien

- 1l existe une bijection entre les espaces V et V. Nous avons la proposition suivante

Proposition 2.1
L’application ¥ : V — V définie par:

Yo =10=(vh,o) (2.21)

ouv € V,vtet v~ sont les restriction de v sur Q7 et Q, est un isomorphisme.
La propriété suivante est satisfaite:

v eV sietseulement sivt € VT etv™ € V™ tel que vt =0~ p.p sur Ty
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Preuve

U est bien définie car, pour tout élément v € V , v = v~ p.p sur Ty, sinon il ne serait
pas dans [H' (Q)]?, et U est linéaire, continue sur V et Yoy = ||v||. Ainsi, ¥ est une
isométrie entre V et V.

Ayant v et v, linverse est défini par v tel que v = v sur QT et v = v~
sur 7. Commev™ = v~ p.p sur I'y,vappartient a [H! (Q)}d y

On définit maintenant K ¢ V parK = ¥ (K) = {Tv;v € V ; [uny] < g p.psur = }. Ainsi,

pour tout & € V , on définit [on] = [vn] et [07] = [vr] ou v = T 4.

Nous introduisons les notations suivantes pour quelques espaces de Sobolev et pour des

produits de dualité.
H° = [H° (%)) x [H° ()], VseR,

= (0" ooy T UV sy warean) i € HTT V0 € HE

On définit ensuite les applications suivantes:

( &(ﬂ v) =a't (uh, +)+a (u=,v7) ou

/Ae vY)dr, a0 =+, —

E(U v)—b u,v) = bt (ut U+)+b (u=,v") ou

(2.22)
be (u®, v* /Bs vY)dr, o0 =+, —
j(ﬁ,@, ) . ‘((RU) N‘ ’ wr |d<a
L) =(Lv), (Z,A): 2
| (Lo) = (L), (Lo) = ()
pour tout & = (ut,u”),0 = (vF,07),w = (wh,w") € V satisfaisant Vu = 4, Vv =

U, Pw = .
Donc la condition de compatibilité (2.18) peut étre réécrite

~

Jen (Z,@)ﬁ+&(a,@) 4 h(a,0) = <i(0) U>V Voe V. (2.23)

Maintenant, nous considerons le probleme auxiliaire suivant en utilisant la décomposition

précédente.
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Formulation variationnelle primale avec décomposition
Probléme P; :

Trouver 4 = (u™,u~) € W12 (O,T; ‘7) NC* (0, T; H/2) tel que 4 (t) € K pour tout
t€]0,7] et

Proposition 2.2.

Sous les hypothéses précédentes, les problémes Piet P, sont équivalents au sens suivant:

si u est une solution de Py, alors Wu = (u*, u™) est une solution de Py, ot ut et u~ sont
les restrictions de u sur Qtet Q.

Réciproquement, si & = (u™,u”) est une solution de Py, alors u € V, avec u = u* p-p
sur QF et w=wu" p.p sur €, est une solution de P;.M

Remarque 2.2.

Une solution u au probléme P; ne dépend pas du choix de I'y, et une solution de P,
vérifie

ont = —oc"n"sur Ty.

Nous alons prouver ’existence d’une solution au probléeme P; par une méthode de pénali-

sation.

2.3.3 Introduction d’un probléme pénalisé

On considére un probléme du contact penalisé, dont la solution vérifie les mémes équations
dans ) et les mémes conditions aux limites sur I';;,I'r que précédemment. Seules les con-
ditions aux limites de contact sur I'c sont différentes. En comparaisant avec le probléme
de contact unilatéral, une interpénétration des deux lévres de la fissure est autorisée et un
terme de pénalisation apparait. C’est un probléme de compliance normale avec un exposant

égal & un, du méme type que celui considéré par J. T.C.Martins et J.T.Oden [34] .En notant
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par u. une solution pénalisée, les conditions de contact sur = sont les suivantes, pour presque
tout t € |0, 77.
Probléme Pj :

Trouver wu. = u. (t,x) tel que u. (0) = up, U (0) = u; dans Q,

e —divo (ue, i) = f dans 0,7 x Q
0 =0 (U, U.) = A (u.) + Be (i) dans |0,7[ x Q
u. =0 sur ]0,T[ x Ty
on =F sur 0,7 x g
. ' 1 _ (2.25)
ox (e, i) = oy (ue, i) = —Z ([uen] —g),  sur J0,T[x =
[o7] < 1| (Ro)y] et
lok| < 1w|(Ro)y| = [ter] =0 sur 0,7 x Z
lok| = ] (Ro) % | = 3IX>0 [ir] = —Ao7

Pour écrire la formulation variationnelle associée, on définit I'application ¢, : V' x V — R

o (v,w) = %/: ([ow] — g)+ [wy] ds, Yv,w e V.

Une formulation variationnelle du probléme (2.25) est la suivante:

Probléme P35 :
Trouver u. € W42 (0,T;V)NW?22(0,T; H) tel que u. (0) = ug, . (0) =u; et

(e, w — ) + a (e, w — 1) + b (e, w — ) + @, (Ue, w — 1)

(2.26)
+J (e, Uey, w) — J (e, Uy ) > (Lyw —u:) Yw €V, pp. t€]0,T]

On peut prouver que le probléme variationnel (2.26) est formellement équivalent au

probleme (2.25) .

On effectue la premiére équation de (2.25) avec w — ., nous obtenons.
i (w— ) — divoe (ue, te) (w — 1) = f(w— 1. )
en intégrant par rapport a x on a

/Qii.(w—ua)d:p—/Qdiva(ua,ua).(w—ua)dx:/Qf.(w—ua)da:

On prend le premieér terme de 1’équation précédente, on a

/Qij.(w—us)dx:(ﬁ,w—ue)
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et quand on prend le second terme, et d’apres la formule de Green, on a

—/Qdiva(ug,us).(w—us)dﬂfz/QU(UE,HE)1€(w—us)dx—/0(“€7ue>n' (w — ) ds

r

On a
/Qa(us,us):e(w—ug)dx =/(Ae(u)—l—Be(u)):e(w—us)dx
fAe(u):e(w—ug)dz+/85(u):e(w—ug)d:v

Q 0
=a(u,w— 1)+ b (4w — 1)

et on a
—/Gn.(w—ua)ds :—/ an.(w—ua)ds—/ an.(w—ua)ds—/ on (u, ). (w—1.)ds
r L'y T'p I'e
=—[ on.(w—1d)ds— | on.(w—1au.)ds— | on.(w—1.)ds
T'y I'r e

et comme u. = 0 sur |0, 7 x I'y donc
e =0surI'y et w(t)e K pptel0,T]|

donc w (t) € V' qui singifie w = 0 sur 0,7 x 'y donc —/ on. (w—1u.)ds =0 alors
Ty

_/Fm,(w_ug)dsz—/FFF,(w—uE)ds—/Fcan.(w—ue)ds

et pour — fl“c on.(w — u.)ds et par une maniére similaire dans le probléme P; on a

_Afn@hmngz:iLﬁwmﬂ—wam—é@wmm—me@

1
et comme o7 (uc, t:) = —= ([uen] — g), , donc on peut écrire
£

—/F on.(w—1:)ds = —
—— [oF. (lwr) = (el dC + 20, (w0 - )

T

[ (wr) = fierl) d -+ 2 [ (fwen] = ). () ~ lier]) e

pour le terme — [_ o7 ([wr] — [ter]) d¢, et d’aprés I'inéqalité de Cauchy-Schwarz, nous

obtenons
—Lﬁﬂw%@dﬂCSLMMWMPWMMﬁ
SiMW%mLMﬂ—WMMMt

< [l (Ro) Nl dcde — [ ]R3 lierl
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donc

—/:0}. ([wr] — [ter]) dCdt < J (u, 1, w) — J (u, e, )

a la fin on peut écrire

(e, w — ) + a (ue,w — ) + b (e, w — ) + o, (U, w — )

+J (ug, e, w) — J (e, e, ) > (Lyw —u.) YweV ppte]0,T[H

L’existence et I'unicité d’une solution au probléme (P ) peut obtenir en utilisant un probléme

abstrait suivant par une approche incrémentale et des propriétés de compacité (voir [43]) .

2.3.4 Analyse d’une inégalité abstraite d’évolution

Soient (H,|.|) et (V,]|.||) deux espaces de Hilbert munis des produits scalaires notés par
(.,.) et (.,.) respectivement, tels que V' est dense dans H et l'injection de V' sur H est
compacte. On introduit aussi I'espace W et 'ensemble IC
W=w?22(0,T; H) nWh2 (0, T;V), K={veW; v(0) =uy,v(0) =ur}, ot uy,u €V.
Soient a et b deux formes bilinéaires, symétriques, continues et coercives définies sur

V2 dans le sens suivant.

Amg, mp > 0,a (u,v) < mg ||ul| ||v]|,0(uw,v) < mgl|ull||v] Yu,veV

) ' (2.27)
JA,B >0, a(v,v) > Alw|", b(v,v) > Bl|v|]|° YveV

Soient B:V — R et ¢:[0,7] x V3 — R deux applications faiblement continues, elles

vérifient:
¢ (t,u,v,w1 +we) < @ (tu,v,wr) + ¢ (¢, u,v, ws) ,Yu,v,w, w15 €V (2.28)
¢ (t,u,v,0w) =06 (t,u,v,w) Vte0,T] ,Yu,v,weV V>0 (2.29)
on suppose aussi ¢ (.,0,0,.) =0,5(0) =0 (2.30)

E'T]O > 0 tel que, VtLQ S [O,T] ,VULQ, V12, W € V
|p (1, ur, v1,w) — @ (t2, ug, v2, w)| (2.31)
< o ([t1 = t2| + B (u1) — B (uz)| + [v1 — v2]) |lw]|
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dn > 0 tel que, Vt; 5 € [0,T],Vuy2,v12,w12 €V
|6 (t1, u1,v1,w1) — ¢ (t2, ug, Vo, W)

+¢ (to, ug, Vo, wa) — ¢ (t2, Ug, Vo, w1 )|

< 7 (ty = tof + [lur — uall + [vr — va) [Jwy — ws|

(2.32)

On suppose L € WhH* (0,T; V) et on note par Cr, la constante de Lipschitz de L.

On suppose la condition suivante de compatibilité sur les données initiales:
AdeH (l,w)+a(uy,w)+b(uy,w)+ ¢(0,up,ur,w)=(L(0),w) YweV. (2.33)

On considére le probléme suivant:
ProblémeP
Trouver u € KC tel que pour presque tout ¢ € |0, T

(i), v—au(t) +a(u(t),v—"a(t)+b(u(t),v—"u(t))+eo(t,u(t),u(t),v)2.34)
—¢(tu(t);u(t),u(t) > (Lv—ut) YveV

Pour prouver qu'une solution du probléme P existe, on utilise une approche incrémentale,

pour tout n € N*, pour tout 1 <j < n — 1 on suppose
T . ‘
At=—, t'=jAt, I’=1L(t;).
n

Et nous encore supposons que u’ est 'approximation de u & t/ et &/ et 77 sont les approxi-

mations de la vitesse et I'accélération respectivement.

W+l it R S

4l = Q—N,(;]:A—t()ﬂj:la(n_l)
: & — & It -2
,y] = At = At2 ) uo = Uy, 50 = Uy
on a alors
u? —ul
51 o 50 A — Uy
1 1 t
U ug + Atuy, At AL

Nous considérons la suite de problemes incrémentaux, de j =1an —1
Probléme P/*!
Trouver v/t € V pour 1< j <n —1 tel que
(Vow—d)+a@™w—d)+b(d,w—d)
. o . . (2.35)
+o (W dw) — ¢ (T A d) > (L w — Py Yw eV
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Lemme 2.1
Chaque probléme PJ 1 posséde une solution unique u/™! si At est suffisamment petit.
Preuve:

D’apres (2.35) on a

_ G+
At? W 2At talww 2At

w4 T — 20 W — it w Tt — uj_l)
Wt — i1 Wt — i1 - Wit — i1
+b| ————w———— |+ o T ————— W

2At 2At 2At
1 =1 g+l il 1 i1
— (tj’ujﬂ’ W W W w > > <Lj,w W > Yw eV

208t 2At 2At

On obtient

witl w1 witl - w1 witt ; w1 w1 ul !
— J - —
(At2 T oA 2At‘> e <u oA 2At) * (2At2’w MY 2At)

i+1 G- J+1 o, G=1 g+l -1
o u’ U U U U U
+¢ (tj,uﬂﬂ, Yw eV

j j+1
, W _QS tj7uj 3

2At 2At 7 2A¢

. wt Tt 20/ — ui~! w™t Tt ; w7t wt
> ([ - - - - —
—< oA 2At>+( Az YT oA 2At)+ (2At’w+2At 2At)

en multilpliant par 2At¢, on trouve

(UA]—;, 2Atw + u Tt — uj+1> +a (W 200w + w Tt — wI T + b 2;; V2Atw + u/ Tt — uj“)
+o (tj’ WL, M, QAtw) _¢ (tj, WL, M, Wit uj—l)
. .ZAt . il — i1 2Af .
> (L7 20w + ™t — It + <T’ 20tw 4w/t — u9+1)
uj71 . .
+b (E’ 2Atw + uw/ ! — u3+1) Yw eV

on pose w' = 2Atw + u’~!, on obtient

Wit ‘ ‘ ‘ Wit ‘
(E,w’—uﬁl —|—a(u3+1,w’—u3+l)+b<2At,w’—uJ+1
AR S SR S ' TR A s Y £ S '
Hod 7 ) — i) — Hod 7 g it
+¢ ( 7u Y 2At 7w U ) gb < 7u Y 2At 7u U
) ) 2l — 31t ) Jj—1 )
> (L, w' —uw/tt) + <%,w’ — u3+1) +b (;At’w/ — ) Yuw' eV
On définit L7 € V' pout tout j > 1 <[~/j w> = (L7, w)+ 2l — W w | +b w w
p j — Y Y AtQ Y 2At7

v—u!
2At
donc chaque probléme P *! peut se réécrire de la maniére suivante:

n

et(’Isj:VXV_)R> i)j(vaw):¢(tj’v7 7w_uj71 Vo,weV
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Trouver uw/ ™ € V tel que

Wt j+1 1 j+1 w j+1
W j j b W
( R > ( mwT)+ (Mt B ) (2.36)
+0; (Wt w) — & (Wt Wt > <[~/j,w — uj+1> Yw eV

Pour tout v € V, (i>j (v,.) est convexe sur V' a cause des proprétés de sous-additivité de ¢
(2.28) et (2.29) et ®; (v,.) est continue sur V par (2.30) et (2.32). En fait, par (2.30) et

(2.32), on obtient que ‘iJj est Lipschtzienne par rapport & la deuzieme variable

. . , A ' ‘ _ -1 '
D (v,v1) — @y (%W)‘ = 'Gb <75];U§ %,Ul - U]1> — ¢ <tj7U7 %,Uz - UJl)

w1

_’_gb (tj70707v2 - ujil) - gb(tj,0,0,vl - uj71)| S n (”UH + ’v 2At

) ||1)1 — U2|| , \V/ULQ eV.

Nous avons aussi la propriété suivante &Dj, issue de (2.32)

(i)j (u1,v1) — &)j (u1,v2) + i)j (ug, v1) — @; (uz,v1)

1
<7 (1 + E) [ur — sl [Jr — val, Yuip,v12 € V

Comme nous pouvons le voir, I'inéquation (2.36) est une inéquation elliptique implicite.
Nous savons qu’une solution unique existe (voir [13,40]) .1
Maintenant, on démontre la condition de 1'unicité, soient u;, us deux solutions de (2.35) .

Pour w = uy , (2.35) devient
U U
(4—22, Ug — ’U,1>~+ a (ul, Uo — U~1) + b (2—Alt, U — U1>
+<I)j (U17 UQ) — CI)j (Ul, ul) Z <Lj7 U — U1>
pour w = ug, (2.35) devient
Uz
<A_t2au1 - UZ) + a (ug,uy — ug) + b (2At U — UZ)
—|—<I>j (Ug,ul) — (I)j (UQ, UQ) 2 <Lj,u1 — U2>

on multiplie les deux inégalités précédentes a (—1) et en additionnant, nous obtenons

1 1
A—ﬁ(ug—ul,uz—u1)+a(u2—u1,uz )+2_Atb<U2 Ul,UQ—U,l)

—d; (ur, uz) + 5 (ur,u1) — B; (ug, wr) + B; (ug, up) <0
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on peut écrire

1 1
A—(UQ—UI,UQ—Ul)+CL(U2—U1,U2 U1)+@b<l&2 ul,u2—u1)
— i1 ) — i1
S(b(t]au%fMQzAl; 7u1_u] 1> ¢(tj7u27U22AU; 7“’2_u] 1>
_ 1 _J1

+¢ <tjvu17 o zAl; , Uo — u]_l) - ¢ <t , Ui, o 2A1; , U — uj_l)

et d’apreés (2.32) on a

1
At?

‘Ug — U1’
< — - - @ —
=7 (||U2 ug || + N [ uz — u |

On applique I'inégalité de Young

‘U/Z —U1|2+G(U2 — Uy, U2 —Ul) +b M,UQ — Uq
2At

1 uz — | [[ug — | _ V2uz — | 1 [uz — |
2At At 2v/2
2
1 V2 |ug — +} N llus = ]\
— 2 At 2 2v/2
donc
1 luz — u flup — uq| 1 2
2At — A2 1z = +g 16 iz =l
en utilisant (2.27) nous obtenons
B
AtQ jus — wr|* + A ||U2 —wl*+ 5 2A§ lus — ua |”
<7 luz — w +At2| — uy|? +16 luz — us ||
par conséquent
B 7]2
Ay = g —wl?<0

ce qui implique que si la condition suivante est vérifiée pour At suffisamment petite

2

n

Uy 9.
DTN EET: (2.37)

alors il existe une solution unique de (2.35) .1
Lemme 2.2
Sous la condition de compatibilité (2.33) et si At suffisamment petite, le terme ! est

borné dans H et le terme At 4! est borné dans V .
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Preuve

on remplace w par 6° dans (2.35) avec j = 1
(' d' = 0°) +a(u? d* — &%) +b(d,d" — &)
—¢ (t,u?,d, 8°) + ¢ (thu?d,d') <(L'd' -8 VweV ,
et on remplace w par d* — 6° dans (2.33) d’oil
a (—ug,d* — %) + b (—ur,d* —6°) — ¢ (0, up, ur,d* — 6°) = (=L, d* = 6°) + (I,d* — &°)
On additionnant les deux inégalités précédentes, et comme u; = 6° on a

(v, dt = 6°) +a (u? —ug,d* — 8°) + b (d* — &°,d* — &°)
_¢ <t17u27d1750) + ¢(t17u27d17d1) - ¢ (07u0a50ad1 - 50)
< (L' — L0 d' — &%) + (1,d" — &°)

At
On a les relations d* — §° = > et u? — ug = 2At §8° + At? 4% et on écrit

<71, %#) +a <2At 8 + At*H1, %71> +b <§71, ﬁ%)

2 2
< ¢ (thu?d, &%) — ot ut,ddY)

+6 (0, uo, 8%, d' = 6%) + <L1 — I, %vl> + (l, %w)

On utilise ¢ (0, ug, 8°, d' — 6°) = ¢ (0,ug,8°,d") — ¢ (0, ug, 8°,8°)

on obtient

2 2
< ¢ (t17u27d17 60) - ¢(t17u17d17d1) + (b (O7u07607d1)

At At
—¢ (0,u0,0°,8") + <L1 - L, 771> + (l, 771)

At At At | At
(71, 771) +a (2At 8" + At 771) +b (—71, —71>

2
On multiplie 'inégalité précédente a Y et on applique (2.32), on trouve

(vhY) + 2At a (6°,9Y) + At?a (v 4 + %b (vH Y
< 1 (= 0) + fJu? = wol| + [d = 8°[) [|d" — &°
+ <L1 - LO’ 71> + (1771)
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D’apres (2.27) et comme L est lipischtzienne, on obtient
A
5 2
< (At + [[24A¢ 6° + APy +

2 2 t
P+ ARA P+ =By

At

At
fy —

2

1

)

Lot my ||| I + Co 1t — 0] 171 || il

On a At
P+ ARA P + 2B )
<o (At +20] & + A+ 5 1) 1
ot ma ] 111+ Cobt A+
Donc At
I+ LB+ AA
< (4 Cr) At |[y'[| +24¢ (4 ma) [[0°]] 17 (2.38)

2 7N
AL [+ SAE I+
On emploie I'inégualité de Young avec les constants ¢y, o, ¢3, ¢4 > 0, on obtient
U 1 1
28t WL = (vag ) (=)

v 201
1 1

2 2
vz i)+ 1 (—=at
2 27 o\,

IN

il vient
n t2 1112
JAt I < 01 Iv I+ 1o, — I,

d’autre part on a

it = (=) (v ')
<3 (oplt) +3EmR)’
et encore on a
-+ o Al = (g Co) (B8t
<5 (cpmr+en) +3 (vamary )’

ce qui implique
n—+ C L)2
463

(n+C) Aty <! PN
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et comme

VAN
[\
[\Dﬂk

22¢ 4+ ma) |57 I =( 2_ (4 ma) ||50H) mAtllv ||)
1
2

1+ ma) Haou) : (vt )

VR

\/204

par conséquent

208 (n+mg) |8°) I <

2
B M) 391 4 o [

On remplace les etimations précédentes dans (2.38) on obtient

2
(1-aZ —a) i+ atal )

B 1
+ At (5 — At <03+C4+?7+4—>> Bl (2.39)
2 2
< (n+Cr) + (77+ma HéoH Lo |l|
4cs Cq 4cy

Dans (2.38) nous choisissons At satisfait (2.37) et ¢y, co, ¢2, ¢4 > 0 tels que

2

n 4

2 l—c— >0 0<c <5
1—01%—02>0:> 14 — 1 n?
1—cy>0 0<ep <1

B 1 B B
— —Atles+ce+n+— | >0—= ——-Atn>0= At < —
2 4cq 2 2n

'sont bornés dans H et V indépendamment de At, respectivement.

il suit que ' et At ~y

D’autre part on a

At At
d' =6+ 771,et St=d + 771

et d’aprés le lemme 2.2, les termes d' et ¢'sont bornés dans V indépendamment de At si
At est suffisamment petite.ll

Lemme2.3

Si At est suffisamment petite, les termes 7* sont bornés dans H et ¢° sont bornés dans

V indépendamment de At pour tout i = 2,..n — 1.
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Preuve.

On remplace w par d’T'dans (2.35) écrite pour j, on obtient
(V, " — )+ a (Wt @ — &) + b (P, T — @)
+¢(tj,uj+1,dj,dj“) _ gb(tj,uj“,dj,dj) > <Lj,dj“ _ di) )
On remplace w par d’ dans (2.35) écrite pour j + 1, on obtient
(73417 di — dj“) +a (uj+27 di — dj“) +b (dj“, d7 — dj“)
+¢ (tj+1,uj+2,dj+1,dj) — ¢ (tj+1,uj+2,dj+1,dj+1) > (Lj+1,dj _ dj+1>

Ainsi, par I'addition et compte tenu que

ditt —gi = —
1 27%2—2 — it QAUE — i1
T2 < At At )
1 i+1 7—1
=5 (0" =)

nous pouvons obtenir
(Y — A7, diF — ) + %a (00" =) + o (T — &)
— (7, I A dITY) 4 (H Y ) — (9T w2 I ) (2.40)
¢ (B, w2 @I @iy < (LT — LI @it — i)

Nous utilisons (2.31) , nous obtenons

¢ (P, & Y — o (0, )+ (B R T ) — (B I Y
<n (‘tj _ tj+1‘ + Huj+2 _ ujJrlH 4 |dj+1 _ dj‘) de+1 _ de

: AL, A
D’aprés la relation /1 — @/ = > (77t +~7) on a

|6 (™, & ) — ¢ (It d d) (R L ) — ¢ (R d T )|

gn(At+||At5”1H+ > ‘

’¢ (tj’ uj+17 dja dj+1) - ¢ (tj7 uj+17 djv d]) + (b (tj+17 uj+27 dj+17 d]) - ¢ (tj+17 uj+27 dj+17 dj+1)|

At? ; I+l g : .
< S (o S )

At . :
7(7”11“7])

At . ,
7(’W+1 +77)

Alors

60



2.3. Etude d’un probleme viscoélastique de contact d’un milieu fissuré

sachant d’autre part que

(1 — A4 dH — ) = % (! — 4 Tt i) = % <W+1’2 — W’f) (2.41)

comme b est coercive et L est lipshtizienne, nous conduisons en multipliant (2.40) par —

At
et on garde a ’esprit (2.41), on obtient

) . . . . At .
’,y]+1’2 i ‘,Y]‘? +a ((5z+1 gitl _ 5171) B H’}/JH jH2
< (Cp +n) At [+ 47| + nAt || 5’“H I+ + 47 + ?7— YA (T A9
Nous utilisons les inégalités de Young suivantes avec k1, ko, k3 > 0
At . ) ) ) At . . ) )
N5 AT A = (g T REAREE vﬂl) (V2RI AL |y7+ +47))
2
1 At . . 1 . .
< (LS 4] 5 (VZRAT |+ )
2\ 2V 2k 2
par conséquent

2
n% A A < _Zeif Y+ kst [

de méme maniére, on écrit

i . . At
nAt|| S I £ ] =(n WI) (VERAL + 1)
1
2

par conséquent

2
ot | a7+t < T ke

on a
€t dtl ) = (o5 ) (VIRBE IR + )
(B i) + L a1
on deduit

2
(Cr+n) Aty +47 < %At + ks At ||y + ijQ
3
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par conséquent, nous obtenons

= P e (07 8 = ) R A =k = — k3> I+ A1

At AN | At 2At
<= (C 6z+1 J+1 J|e .
_4k3( L) T 9 g +7|

Nous additionnons de j =1 a ¢ — 1 et nous utilisons la relation

1
a (5i+1757ﬁ+1 . 5@'—1) 2

1

%

[a (6°,6") +a (671671 —a(0",6") —a(6°0%)],

N | —

J
de sorte que par ellipticité de a nous obtenons

i—1

B
k& H&H + = ||(51 1” + At <——/€1 ky — k3)ZH’YJ +7]+1H

J=1
T AL e .
< (Cr +n)” Z 57|+ 6k, = I+
. s
—l—%a (6°,6%) + ia (51, 61) + 72
En utilisant I'inégalité
i—1 i—1
S+ <4 W 2 2 T
j=1 J=2
et nous choisissons k; = ks = k3 = %, nous obtenons

(-2 e+ (5 - 22 H&H < TS o+ TS o)

2B 2
h— 1 1
+— (Cr+n) +( +=g M k + a (8’ 6)+ a((S §')
On a, d’aprés le lemme2.3, |y!| et ||6"| sont bornés. Si At satisfait (2.37) et At <
. (2B AB
min ( —,— |,
3n?" 612

nous pouvons appliquer le lemme de Gronwal discret (voir [19]) dont assure pour tout
1= 2,..... .n — 1, 8" sont bornés dans V et 7¢ sont bornés dans H, indépendamment de
At. D’autre part on a d' = % (6i + 5i_1) qui implique pour tout i = 2, ...... ,n—1, 6" sont
bornés dans V, et ut! — u* = At §°, par récurrence, on peut demontrer pour tout 1=

2,.....,n—1,d' sont bornés dans V. B

62



2.3. Etude d’un probleme viscoélastique de contact d’un milieu fissuré

On note que I'utilisation d’autres constantes dans les inégalités de Young peut améliorer
le choix de At.
Maintenant nous définissons les suites suivantes des applications, pour n > 2

et1<j<n-—1,

)
up (t) = t €0,t]
3 —
i (£) = i () = %—I—MO te 0,
Up (1) = uw ™! t e[t t7]
W — o o
m&ﬂz——jr—~+@—ﬁ)w te [ttt
J=1 _ i o t—t)? o
Uy (1) = % + (t —t9) Sty (T)fyy t e [t],tHl]
\

Nous avons clairement
u, € L*(0,T;V), @, € W (0,T;V), @, € W>*(0,T; H).

En effet, les relations suivantes sont vérifiées:

La suite des problemes(P)*!),_,  _ est équivalente a I'inégalité suivante:

/1 ((umw — un) + a <un7w ) + b <un7 un> ¢TL <t,um?jn’w)
0
T

o _ (2.42)
ﬂ%@&m%w0>ﬂ2/‘@%w—u%M‘me%QﬂV%
0
ou ¢, (t,u,v,w) = ¢ (¥, u,v,w), L, (t) = L7 pour tout t € |t/,# ] 1<j<n-—1.
b, (t,u,v,w) = ¢ (0,u,v,w), L, (t) = L° pour tout t € [O,tl} et u,v,w eV

En utilisant les estimations données dans les lemmes 2.2, 2.3, il existe u, @ et & qui sont les
limites des sous-suites notées encore u,, i, et i, ou u, — u dans L? (0,T;V), et 4, — u
dans W12 (0,T;V) et @, — @ dans W2 (0,T; H) quand At tend vers 0.

Nous démontrons maintenant que ces limites sont égales.

63
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Lemme 2.4

Les résultats suivants sont vérifiés.

lim [|@, — unHL?(O,T;V) =0

Tim @, =t 20 1) = 0 (2.43)
lim ﬁn — ﬂn =0
e L2(0,T;H)
Preuve
Pour tout ® € L?(0,7; V) nous avons
t”‘l

/OT(un—un,CID)dt‘:
- ()
- ()
s

SAt|  3AL

et comme, t € [0,¢'] et At =¢t!, donc |t — - < = et d’autre part

t €|t 71 donc |t — t' — At] = |t — t'T1] < |7 — 71| = At, et nous obtenons

’ 3AL e
/ (un—un,cb)dt' < / ( 8, @ )dt+2/ (——5Z+Atd’ )dt
0 0

et d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz on a

T 3AL | . e
/O(Un—un,tb)dt‘<—H5 H/ 1B (¢ ||dt+ZAt +||d|| / 1B ()] dt

En notant par c¢; tel que max (H(S’H) < ¢; pour tout 7 < n — 1 et d’apres l'inégalité de

tl
/ (U, — Up, P dt—i—Z/ — Up, ) dt
0
i+l i—1 i+1
50,c1>> t+Z/ (u L +(t—ti)di,<1>)dt
gttt
5°,<I>> dt+2/ (——51 Atdi+(t—ti)di,<b) dt

i+l
)5°,¢> dt+Z/ (—751 (t ti—At)di@) dt

Holder, on obtient

T 3¢, T
/(un—un,q))dt‘ <—At/ 1D ()] dt
0

3C1 T ) % T 5 %
<Snt ([ 1zar 1B ()2 dt
2 0 0

3
= §c1\/TH<I> Ol 207v) -
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Donc, nous avons (@, — U, @)LQ(O vy — 0, V& e L?(0,T;V), qui implique (2.43), .
Les relations (2.43)273 peuvent étre prouvées facilement d’une maniére similaire.

Pour tout ® € L?(0,T;V) nous avons

T t
/(un—ﬂn,cb)dt‘:/ (i — T, D dt+z/ — Ty, P) dt
0 0

i+l i+l N2
(- ) :
4

/ (1 — iy, @) dt| =
ti

51' . 5i—1
2

et comme d° — § ! =
ti+1

titl i gi1 i
tt tt 2 2

et d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz et At 4' = 6" — 5! et [t —t/| < At on a

I

et comme At v' = §" — 6", on peut écrire

/

par conséquent, on obtient

ti+1 ti+1

(1 = 0t < (15 =07+ 2t [5)) [ w0l

titl i1

_ At s e i sie
Lt I il | AT

ti+1 ti+l

I (L Ly A IO

On obtient
T

. (an—an,d))dt‘ < [\ — i, ®) ]dt+z I5 (tn — i, @) dt

<2¢; At [ |® (1) dt
<2eVT 1@ ()| 2070

Donc, nous avons (i, — in, ®) 2 p.yy — 0V @ € L? (0,75 V), qui implique (2.43),
Pour tout ® € L?(0,T; H) nous avons

T /. .
[ (o2 -
0
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On obtient, pour 'intégrale sur |/, t"1] 1 <i<n—1

ti+1 ] )
TR
tt
At

et d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz et d' — 5! = TV, [t — 1] < At

/OT(un un,q>)dt’<At</;Mnl( |y}+h|>y<1> ydt>

On obtient, en notant ¢; tel que max (||7']|) < ¢z pour tout i <n — 1.

T - i~ 302 T 302
/ ot @) i < 22ar / @ @)t < “2VT @ (1) oy
0 0

ti+1

/ (d— 67— (t— )4, @) di],
ti

Donc, nous avons (an . <I>> — 0,V ®e L?(0,T;H), qui implique (2.43),
L2(0,T;H)
Par conséquence, on a
[2 = ull - <@ = @l + |50 — unll + [Jun —ull
lo —all - <l = anll + 1o, — bl + [Jan —all,
donc les limites u, u et @ sont égales dans W2 (0, T;V)NW?22(0,7; H) .1
Nous avons u,, (0) = ug + Atuy, 4, (0) = 4 (0) = ug — 7u1,ﬁn (0) = iin (0) = uq, qui
implique que u satisfait les conditions unitiales .
Comme (@, (t)), C W2 (0,T;V), et (4, (t)), C W, on obtient, par un processus diag-

onal, semblable a celui considéré dans [14, 43] que & une sous-suite pres,
Up (t) = u (t) dans V, @, (t) = u(t) dans V', i (t) = a(t) dans H, Vt € [0,7]. (2.44)

On a ensuite

/OT (un (1), i (t)) dit = /tl ( (1), 4 ) dt + Zf““ ( (t)) dt

257,«1»1

_Z/ (v, di) d

et puisque i, = 0 sur 0,1] et i, = At 7= 0" — 6 sur [, 1] et

ui+1 _ ui—l 1 (ui—l—l _ ui ui _ 'LLA_

T _ ! _12 1—1
T=""5a "3 AT A )_5(5+5)
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donc on a

n—1

T n—1
- - o Z _1 i i—1 ¢i  gi—1
/0 (un(t),un(t))dt *E At (A dY) 2§ (6" + 6710 =6

i=1 =1

=§;<w ) =2 (10 - 10T
U (T)

/OT (én(t),an@)) dt — % ( o - |a1|2> |

comme (ﬂn (t)) converge faiblement vers 4 (t) dans H, pour tout t € [0, 7], et par (2.44)

on obtient alors

on a

liminf/o (a”n (t) , tin (t)) dt > %|u(T)|2 - % ug|? = /0 (i (), @ () dt (2.45)

n—oo

On a la relation suivante pour la forme bilinéaire a

tL+1

/OTa<un,dn>dt:/0 a(un,un dt+2/ un,un dt

1 50 — i+1 u =t
:Ata(u,é)—l—At;a(u ’2—At)dt

= At a(u',8°) + %Za (u™ u ™ — ) dt

1 1
> At a (ul,0°) + 1° (u™, u™) + 1° (u" Y ur ) — Za (v, ut) — a (u¥,ul),
comme ' =yt — At 6" et ul = u 4+ At 6,

nous obtenons

T .
/ a (un,ﬂn) dt > %a (u™, u™) — %a (uo, ug) — % (a (u”, (5”71) —a (uo, (50))
0
At? 1 e
P2 () —a (20.6))

D’apres (2.44) et comme u,, (T)) = u™, nous obtenons

imint [ (uo i) a2 Hmint (G (o ()20 () = 30 0 0) 00 0))
zéa(u(T),u(T))——a (ug, ug) /OTauu

Enfin on écrit

n—o0

T . T
lim inf / a(unﬂn> dt > / a (u, ) dt (2.46)
0 0
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On peut démontrer que La fonctionnelle v — fOT b(v,v)dt est convexe sur L*(0,T;V) .

Nous voulons demontrer pour tout v et w de L (0,T;V) et o € [0, 1]

T T T
/ bav+ (1 —a)w,av + (1 —a)w)dt < a/ b(v,v)dt—i—(l—a)/ b(w,w)dt
0 0 0
comme b est bilinéaire et symétrique on a
T T
/ b(av+(1—04)w,ow+(1—a)w)dt:a2/ b(v,v)dt
0 . P
+(1—a)2/ b(w,w)dt+2a(1—a)/ b (v, w) dt
0 0
nous voulons démontrer
T T T
a2/ b(v,v)dt+(1—a)2/ b(w,w)dt—l—Qa(l—a)/ b (v, w) dt
o . 0o . 0
< a/ b(v,v)dt + (1 —a)/ b (w,w)dt
0 0

on a

042/Tb(v,v)dt+(1—a)2 Tb(w,w)dt+2a(1—a)/Tb(v,w)dt

_ /OTb(v,v)dt —(1—a)/0Tb(w,w)dt
= (a? — ) /T (v,v)dt + (o? —a)/OTb(w,w)dt—2(a2—a)/OTb(v,w)dt
(a? — ) (v,v) dt+/0Tb(w,w)dt—Q/OTb(v,w)dt]

2

N[
N[

et comme b(v,w) < b(v,v)2b(w,w)? et a* — a < 0 on peut écrire 'égalité précédente

( (a? — a) {/OTb(v,v)dt+/0Tb(w,w)dt—Q/OTb(U,w)dt}

< (a? - a) UO (b(v,v)—l—b(w,w)—Q[b(v,v)] [b(w,w)]%) dt}
:(a2—a)/oT (b(v,v);—i—b(w,w);)zdtgo

comme suit

[NIES

\
qui implique que La fonctionnelle v — / b(v,v)dt est convexe, et encore on démontre

que v —> / b(v,v)dt est séquentiellement faiblement semi-continue inférieurement.

D’aprés (2.43) et (2.44) on resulte que i, () — @ (t) dans V|
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/Tb<dn—u(t),dn—u(t)> dt > 0,

il s’ensuit

[oGui)az [Co(ow.a) s |

T T
Pour v € L?(0,T;V), les applications v — / b(v,u(t))dt, v — / b(u(t),v)dt sont
0 0

linéaires et continues sur L*(0,7;V).

T

b (i i ())dt—/OTb(u(t),u(t))dt,

On passe a la limite inférieure dans I'inégalité précédente et comme
T T

lim b(u(t),a'n)dt:nm b<un,()>dt /OTb(u(t),u(t))dt.

On obtient

lim inf / Tb(dn,dn> it > / b)) di (2.47)

n—0o0

Lemme 2.5. L’inégalité suivante est vérifiée.

T . . T
liminf [ @, (t,un,ﬂn,ﬂn) dt > / o (t,u, 1, @) dt
0

n—o0 0

Preuve

T . . . .
/ 6. (t,un,ﬂn,ﬂn) — ¢ (tununﬂn> ‘ it
0 tl . . . .
= / an (tvun7ﬂnaan) - ¢ (t, ﬂn,ﬂn,ﬂn)
0
60 (1t ) = 0 (10,007

1 n — 1, on a, comme ¢ (.,.,.,0) = 0, on applique (2.32)
n <t7un7an7ﬂn> —¢ (taanaan;an>‘ = | (¢, u, d', dY) — ¢ (£, u'T ut db0)

i i+1 o t_tiQ
+¢<tau+(t_tz)5l_l+u77ézl ( tl Z >

dt

dt

+
IN
IN

Sur intervalle ]¢', ¢+

2 2
i i+1 o t_ti2
_¢<t’u +u +<t_tl)6z—1+< ) 1521 fdez)
2 2
L R S G S t_tz '
<nplp-t —(t—t) 6t = o

+d' = 0" = (=)l
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on a

At . . . . . . . . ,
77’ =d -0 At =ut —u et Aty =8 — 6
On peut écrire I'inégalité précédente comme suit

¢n (t, Uy, ﬂ'm an) - ¢ (t7 an; ana ﬂn)

At . N N .
§77<\t—t"\+ 75 + Atd' — (t — 1) 6§ 1 -t 5 )7’ +}(%—(t—#))ﬂ) |||
LA : T ()
< _ Y i _o4a Si—1 i gi—1
<n||t—1t|+ 5 8 + Atd — (t — ) AL (6" =0 )‘

(5= =) |) e
<7 (\t—tﬂ + (g - (t_tiy) o+ Atd' — <t—ti - <t_ti)2> 51

- 2 2At 2At

donc on a 5 5 5
o, (t,un,ﬂn,ﬂn> — ¢ <t,un,ﬂmﬂn)‘ <nAt |1+ 3 H 5’” + ||| + 3 H 5i_lH + 3 |7’|> |||
3 3 3.
< nAt 1+§c +c+§c+§c>c

< emAt
ou ¢/ = ¢ (14 4c+ 3¢) et ¢ est majorant de {|7'[;i=1,..n — 1}

Par conséquent, pour 1 <i<n —1,

/ O (1t T, ) = & (tuuu)
tt

Par (2.31) nous avons sur Uintervalle [0, ¢!

b (ot ) = 0 <tuuu)‘ =6 (0000 = & (1000

1 1

o_ ,1 —
=0 (0.u",8°.6°)~¢ (0,u,0°,0)+¢ (t, Sl 50,60,0) —0 (t, M L 50,50,50)

ti+1

dt < dnAt? (2.48)

2 2
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0
. Su

—ut
gn(\m w2 g +\50_5Oy) 15

<1+ 3(“1;“0)_t50 )Hé“H
<o+ | (550 -1) @) 1ol
<nae [ (143 16°])
gnAtc(lJrgc)

< d'mAt

oucd =c (1 + %c) et ¢ est le majorant de HéOH et par conséquent

t! . .
/ O (bt T 1 ) — 0 (t, U, T, un>
0

d’ou, d’apres (2.48) et (2.49) nous obtenons

T . . . .
/ an (t, U, @m an) - ¢ (ta U,y ana ﬂn)
0

Comme ¢ (t,u,u,.) est convexe sur V' est par (2.29) et (2.31) (avec uz = vy = 0)est continue

dt < d'nAt? (2.49)

dt <d'nT At.

Lipschitzienne sur V', en utilisant un résultat classique (voir [7]), il s’ensuit que

fOT ¢ (t,u,u,.)dt est séquentiellement faiblement semi-continue sur L? (0,7;V).

Et comme (@,), converge faiblement vers u dans W2 (0,7; V) et (ﬂn> converge faible-

n

ment vers u dans W2 (0,T; H), on obtient

T . . T . . . .
liminf/ & (t,un,ﬁn,ﬂn) dt > lim (/ &, <tununun> — 6, (tununun)) dt
T

+liminf/ & <t,an,an,an) dt

n—oo

0
> lim inf (/ & (tununun> _ 4 (tuu an)> dt
n—oo 0
T

+liminf/0 & (t,u,u,a’n) dt

n—oo

T .
:liminf/ ¢(t,u,a,an)
n—oo 0

T . .
2 / ¢ (tv U, u, U)
0
Lemme 2.6. L’égalité suivante est vérifiée.
T

, T
lim o, <t, Uy, Uy, v) dt = / o (t,u,u,v)dt (2.50)
0

n—oo 0

71



2.3. Etude d’un probleme viscoélastique de contact d’un milieu fissuré

Preuve
Onasurte|t',t'"], 0<i<n-—1
Vo € I2(0,T; V)

O (bt T, 0) = 6 (t,an,&n,v)

_ ’gb <t W, 1, v) — (t,an,ﬁn, 0)
+o (tuu 0) — (t, T, i, v)

gn(]t—tiH— iy — i,

En integrant sur [0.77, on obtient

T . .
/ (bn <t7 an; /L_[’n7 U) - ¢ <t7ﬂ/n7an7v) ‘
= / ¢ (tz,ﬂn,ﬂn,v) - ¢ <tl,ﬂn,ﬂn,0> + ¢ (t>ﬂnaﬁn70) - ¢ (t,’fbmfbn,v>
0

T
< nAt fOT ||v||dt—|—/ (||un — Uyl + ) |v]| dt.
0

&, (t, an,an,v) — ¢ (t,an,an,u> ‘ —0 Yoe L2(0,T;V). (2.51)

a— i,

On utilise le lemme 2.4, on obtient

T
lim

n—oo 0

Ensuite, on utilise (2.31)

T
dt

o (t,u, 0, v)dt — ¢ | t, Uy, ﬁn, v)

én/ (19 a1 +

On applique le théoréme 1.13(Simon) avec F = <ﬂn> , X=V, U=H,Y=H, p=2. On

. (2.52)
i — i

) |v||dt Vv e L?(0,T;V).

n

sait que <iln> est bornée dans L? (0,T;V) et <iln> est bornée dans L? (0,7; H) .On peut

n

extraire une sous-suite notée encore ﬁn qui converge fortement vers @ dans L? (0, T; H) . On
a vu aurapavant dans (2.44), que a une sous-suite prés, (@, (), converge faiblement vert

u (t) dans V, pour tout ¢ € [0,7]. Comme f faiblement continue sur V', 3 (0) = 0 et d’aprés
(2.51) et (2.52), d’out Iégalité (2.50) .

Lemme 2.7. Le probleme P admet au plus une solution.
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Preuve
Soient u; et uy deux solutions du probléme P. En remplagant dans (2.34) la fonction

test v = 1y puis par ;,en additionnant et on utilise (2.32), on a

(tig — iy, e — 1) + a (ug — ur, Uy — 1) + b (e — Uy, Uy — 1)
< @ (t,ur, Uy, 1) — & (E,ur, U, Uo) + @ (8, ug, o, Ua) — @ (L, ug, Ta, y)
< (lug — wil] + [d2 — ta]) [J2 — || -
On integre entre 0 et t. Comme les solutions ujet u, ont les mémes conditions initiales

w1 (0) = uy (0), 14 (0) = 1y (0), on obtient

1. o 1 Lo
5|u2—u|2+§a(u2—u1,u2—u1)+/b(u2—u1,u2—u1)d8
0

t
< 77/ (luz = wall f[irz = | + |2 — | ||tz — W ]) ds
0
On applique 'inégalité de Young avec une constante appropriée et on utilise la coercivité
deaetbd y .
1. . B . .
s il + 5 e =l + 5 [ s = i ds
2 2 2/,
[t 2 . )
< _/ iz — wa|? + liz — in?) ds.
8 Jo
On déduit

1

. 2 A 2 772 ! 2 . - |2
§|uQ—u| +§||u2—u1|] Sg (||U2_U1|| + [tg — 1 )ds.
0

1 A
On note par A = min (— ) )

22
21
En appliquant le corollairel.2, pour ¢ (t) = ||us — u1||2 + |ty — U1|2, n(t) = o on
obtient a = 0.
Alors

||U2 — U1||2 + |UQ — 711|2 S 0.

On conclut que u; = us
Théoréme 2.1. Sous les hypothéses on wg, ui, L, (2.28) — (2.32) et la condition de

compatibilité (2.33), il existe une solution unique du probléme P.
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Preuve
On peut passer a la limite sur les termes linéaires dans (2.42) . En utilisant (2.46) , (2.47) et
les lemmes 2.5 et 2.6, on obtient que u € K est une solution du probléme suivant:
T
/ (i,v—10) 4+ a(u,v—a)+b(a,v—1u)+ ¢ (t,u;u,v) — ¢ (t,u;u,0)dt
o . (2.53)
> / (Lov—dydt . Yo e L2(0,T:V), u(0) = up, i(0) = s
0
On peut prouver par le théoréme de Lebesgue que, si u est une solution de (2.53) , alors elle
est une solution du probléme P, donnée dans (2.34) , Réciproquement, si u est une solution
du probléme P, alors elle est une solution de (2.53) . De plus, le résultat d’unicité vient du

lemme 2.7.

2.3.5 Existence et unicité de probléme pénalisé

On considére ici un probléme auxiliaire pénalisé équivalent au probléme P35 correspondant
a la décomposition précédante de €2 .

On définit 'application ¢, : VxV-—R par:
e (1, 9) = . (P71, T710) ,Va, 0 € V,

tels que v et w satisfont Vv = 0, Yw = w
Probléme 133

Trouver 4. = (uf,u;) € W2 (O,T; V) N w22 (O,T; I:I> tel que 4. (0) = o, i 0) =

(A et
<ﬁ5,u§—ﬁ5> +d (ﬁsyw_a€> + <ﬁ6>7j}_ﬁ€) +9A05 (ﬂs,ﬁ)—ﬁ€>
o (2.54)

b
+J (uuwS —J (uuu) > <Lw — u> Yo eV pptelo,T].
v
Proposition2.3.
Les problémes P5 et 153 sont équivalents dans le sens suivant:
(i) Si u. est une solution de P5, alors @i, = (ut,uz) est une solution de P5, ou uZ et u_
sont les restrictions de u. sur Qtet Q.

(i) Réciproquement si @, = (ul,u_ ) est une solution de P§, alors u. € V, avec u. = ul

p.p sur QFet u. =u_ p.p sur 7, est une solution de P5.
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Théoréme2.2.

W22 (O, T: I:I> au probleme P5.

Sous les mémes hypothéses de la partie 2.3.4, il existe une solution unique 4, € W12 <0, T; V) N
Preuve

On applique le théoréme 2.1 & H = ﬂ,V = \7, ug = Ug, Uy = Uy, @
ﬁ, on définit ¢ par

=G, b=

b, L =

A
A

¢ (1, 0,0) = @ (U, W) + J (4, 0,0), Vi, 0,0 € V,

~

et a, b, L, J sont donnés par (2.22). On applique le théoréeme 2.1 a H, V, les formes

a et b sont coercives par I'inégalité de Korn, car la frontiere de Q¢ est Lipschitzienne et
mes (I'¢y) > 0, pour = +, —.

On a alors:

JA% B* >0, a® (v,v) > A¢ HUH%/Q , b% (v,v) > B HUH%/Q Yo eve a=+4,—,
et on obtient

a(o,0) > Allo)|3 Vo€ Vou A=min(AT, A7),
b(0,0) > Bo]3

A, (2.55)
Vo € Vou B =min(B",B")
Pour tout 4 € V, I'application @, (4, .) est linéaire sur V et Dapplication .J (

U, 0,.) est une
semi-norme sur V. ce qui impliquent que ¢ satisfait les conditions (2.28) et (2.29).
Nous supposons que (3 : V>R

B0) = (53] = ). [l oy + Vol Vo€V

L’application [ est continue faiblement, puisqu’elle contient un terme de compliance défini

sur = et la norme sur H . On a aussi la relation suivante pour ¢_, comme ’application
s — (s — g),est Lipschitz continue sur R.

e > 0. @, (A, 1) — @ (1, W2) + @ (do, W) — P (U, 1)

= |@. (liy, 1 — o) — @, (lig, Wy — 12)|

(2.56)
< ||y — del|y ([ — dn ||y Vg 2 € V.
En utilisant la propriété (2.17) on peut établir I’éstimation suivante:
< (| — tolg + [01 — V2| g) |02 — 1]ly  Viag 012,012 € \Y

[6)
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L’application ¢ satisfait (2.30) et (2.31). Les relations (2.56) et (2.57) de ¢. et J per-
mettent de vérifier la propriété (2.32) pour ¢. La condition de compatibilité (2.18) en-
traine (2.33). Ainsi, le probléme P§ posséde une solution unique 4. € W12 (O,T; V) N
22 (O,T; H> .

Le résultat pour le probleme P§ est déduit de la proposition 2.3

2.3.6 Existence d’une solution au probléme de contact unilatéral

Nous montrons dans ce paragraphe 'existence d’une solution au probléme de contact uni-
latéral. Dans un premier temps, nous avons besoin d’obtenir des estimations sur les solutions
pénalisées u,. du probléme 155

Théoréme2.3. Il existe une solution au probléme P;.

Preuve

On commenge par obtenir des estimations sur les solutions pénalisées.

Estimations sur les solutions pénalisées

On utilise plusieurs estimations sur la solution . de (2.26), pour passer a la limite et obtenir
une solution de (2.19)

On remplace w par 0 dans (2.54), on obtient

(Um _Ue) +a (uaa _ua) + Ue, _U5> + ng (u57 _Ua)
H

b
+j <a67a670> - j (?lE’?%LE’?}LE) Z <L7 _a€> .

Et comme .J (115,115,115) >0et J (ﬁa,ﬁg,O) = 0, nous avons

(uu) ta (uu) +b(uu) + ¢ (uu) < <Lu> :
H A"

Et en intégrant de 0 & ¢ € |0, 7[, nous avons

VS t : t o
/ <uu) ds+/a(ag,ag> ds+/b<ﬁ5,ﬁ5> ds
0 h H 0 . 0
+/ QAba <ﬁ5,ﬂ5) ds < / <[A/,1l€> ds

0 0 AV

76



2.3. Etude d’un probleme viscoélastique de contact d’un milieu fissuré

Comme @ et b sont des formes bilinéaires symétriques, g est indépendant du temps et iy € K,

on obtient

2

> i (0 i 0] ds+ o | (0] - 0 g

2 1. R t
Al iy + 5 [
H 0

(2.58)

2
L. N L, o

< L., ) ds+ = |t|g + za (o, G),
0 v 2 2

nous obtenons pour presque tout t € ]0,T[, et d’aprés 'inégalité du Young on a

t - 1 t 2 1 t
/ <L,ﬁ5> dsg—/ Ads—i——/
0 A2 2 Jo v 2 Jo

En utilisant (2.55), il existe une constante positive M indépendante de e tel que pour

2
ds
1%

~

L U

presque tout ¢ € ]0, T, les estimations suivantes sur 4. vérifient

W lacly <M, @] <M pp. te]oT]
T . 2 H 5 (259)
@) [ i ds <0 @) (G - 01, lag < MVE D € 10.T]
0 A%

En utilisant (2.54) , on obtient pour tout » = (p™, ™) € L? (O, T: [HE (D))" x [H] (Q*)]d>

T . T T /. T,
/ <ﬂ5,¢)) ds+/ a(a€,¢)d5+/ b<d€,¢)) dsg/ <f,§o>ﬁds (2.60)
0 a 0 0 0 H

On démontre que ﬁsest borné dans L? (0,7; H™ '), d’apres (2.60) on a

T /.. T TA . T .
[ (ie) as <= [atoras= [o(iag)ast [ (7.9), 0
0 H 0 0 0 H

Comme @ et b sont continues, et en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwartz et Holder,

on peut écrire

T /.. T T
/’@ﬂﬁdssmjnmwmw+m/
0 ﬂ 0 0

Ue

T
|mwm+ﬁ|uwmws
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T 1/2 T 1/2
<m, (/ Haau%zs) (/ H@\Fds)
0T 2 1/2 OT 1/2 T
+mb</ ds> (/ \|¢\|2d5> +(/ Hstzds)
0 0 0
1/2

T 1/2 T 2 1/2 T
([ ) e ([l ) )™
0 0 0

d’apres(2.59), et (2.59), , 4. et ﬁesont bornés, on obtient

T /.
/0 (Ue,@>ﬁd3 <M ||90||L2(0,T;H3(Q+)xH3(Q*))’

T /..
/ (&E, {0) ds
0 i

_ 1/2
Ue

Ue

qui implique

— <M,
”90||L2(O,T;LQ(O,T;H(}(Q+)><H&(Q*)))
powr ¢ € L? (0, T Hy () x Hy (7))
T .
/ (u @) ds
sup 0 H < M,

HSb”p(o,T;Hg(QJr)xH&(Q’))

donc

~

Ue

<M,

L2(0,T;H-T)

par conséquent le terme dgest borné¢ dans L? (0, 7; H™!) par un constant indépendant de .
Pour tout v € L*® (O, T; \7) N2 (O,T; I:I) tel que 0 (t) € K p.p. t €]0,T], on choisit

dans (2.54) @ = 4. + O — U.,ensuite, on intégre par rapport a ¢t € |0, T'[, pour obtenir
T /. T T /.
<a€,ﬁ—a5 dt+/ d(ﬂg,@—ﬁa)dt—f-/ b(a,@—ag dt
0 i 0 o 0 . o
+/ ¢, (fie, 0 — 1) dt+/ J <uuu +0— u> dt — / J uuu> dt  (2.61)
0 0 0

2/ <i,@—a5>kdt avec i, (0) = 1o, Tl = dir.
0

\ \%

Par un argument de monotonie, on obtient

/OT@ (tie, © — 1) dt = é/oT/E(mEN] — g), (ow] — g) dsdt
_é/OT/E ([ten] = 9)4 ([then] — g) dsdt <0
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Par l'intégration par partie du terme d’accélération dans (2.61) et en utilisant 'argument

de monotonie précédent, on obtient

(i i A
—|—/ {— (ﬂs,f)) +d(a€,@)+b<ﬂ€,@>—i—J(ﬁE,ﬁE,@—i—ﬂe—ﬂe)}dt
0 a
+ (i, G) + b (u u) +J (uuu) } dt

Vo € L (O,T; \7) N W2 (O,T; H) o (t) €K pptel0,T],a. (0) = do, . (0) = a.
(2.62)

>
m
—~
~
N—
>
—~
~
~
|
™
—~
~
N—
N———
|
~—~
>
o
S
~~
(@)
S—
|
g3
()
SN—

On effectue ensuite plusieurs passages a la limite.

Passages a la limite

D’aprés le théorémel. 10, et les estimations (2.59), et (2.59),, sachant que V est un sous-
espace fermé de V™ x V7, il existe & ot & = (u™, u™), & une sous-suite prés notée encore .

tel que
i, — 0 faible * dans L*° (O,T; V)
: . R (2.63)
4. — 0 faible % dans L <O,T; H) .
D’apres le théorémel.9, et les estimations (2.59), et I'estimation précédente sur I’accélération,

on peut extraire une sous-suite notée encore 4. o @ = (u™,u”) tel que
i — 0 faible dans L2 (o, T \7) et i, — i faible dans L? (0, T;H™) . (2.64)

Par les estimations (2.63) et (2.64) on peut facilement passer a la limite dans (2.62) pour
les termes linéaires.

Pour passer a la limite dans les termes nonlinéaires , nous avons besoin de la compacité
du fait de théoréme 1.13, comme 0 Q2 est Lipschitz continu, les injections de V' dans H®, de
V< dans [Hl/Q (Qa)}d et de H* dans [H_l/Q (Qa)]d sont compactes. On peut appliquer le

théorémel.13 de J. Simon [46] avec
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2.3. Etude d’un probleme viscoélastique de contact d’un milieu fissuré

On obtient & une sous-suite prés,

ﬁs 4 sur L2 (O,T;ﬂ) , U — U sur C’([O,T] ;Hl/z) ,
o (2.65)
4. — @ sur C ([0,T]; HY2).

Par conséquent en appliquant la proposition 1.5, il vient

(a; (T), 4 (T) — i (T)) - <a (T),o(T) — i (T)> . (2.66)

A —1/2,1/2

T
La fonctionnelle v — / a (0,0) dt est convexe et continue sur L? (0, T V) , de méme maniére
0

7 T
utilisée pour v — / b (v,v)dt, on résulte que v — / a (0,0)dt est séquentiellement
0 0

faiblement semi-continue inférieurement sur > (0, T V) , ce qui entraine

T T
lim inf / o (i, 1) dt > / o (1, ) dt. (2.67)
0 0

e—0

On a vu auparavant dans (2.63) et (2.64) que
4. — @ faible * dans L*® (0, T \‘/) 4. — i faible dans L? (o, T \7) :

qui impliquent

G, — 4 faible dans L? (O, T, \7) .

Comme W12 (O,T; \7) ccC <O,T;\7> , on en déduit que (@ (t))_est bornée dans V  in-
dépendamment de e, pour tout ¢ € [0,77]. Soit E un sous-ensemble dénombrable dense dans
(0,77 . Par un procédé diagonale, on peut extraire une sous-suite, encore notée par (4.)_ tel
que pour tout t € E, (4. (t)). converge faiblement vers @ (t) et par un argument similaire

comme dans [ 11, 14] on obtient
G (t) — 4 (t) faible dans V, Vt € [0,7]. (2.68)

Comme v — 13(19,27) est convexe et continue sur V, il est séquentiellement faiblement

semi-continue inférieurement sur V, ainsi, comme 1. (t) — @ (t) faible dans V, on obtient

e—0

T . 1. 1.
lim inf / b <uu) dt — liminf (ib(as (T) . 4. (T)) — 5b(ao,ao))
0 =0 . (2.69)

~

> Sh(a(T),a(T) -

b(to, o) = | b(a,,a)dt
0

DO | —
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—_
—

D’apreés (2.68) , et comme 'operateur de trace de V dans H'/2 (Z) est compacte, 'application
[]y définie de V dans H'/?(Z) est compacte, ce qui entraine [i.y](t) — [iy](t) dans
L?(Z), et comme l'injection de H'/? (Z) dans L? (Z) est compacte, on obtient alors & une
sous-suite prés [d.y] (t) — [ay] () dans L? (), V ¢t € [0,T].

Par 'estimation (2.59),, on obtient

0 = lim [|([@en] = 9). [l oy = [1([@] = 9) [l oy V2 € (0,7

Par conséquent [t.n] < g p.p sur = et pour tout ¢ € [0,7], qui implique 4 € K pour tout
tel0,1].
Pour passer a la limite dans le terme de frottement, on applique le théoréme 1.13, aux

; N 1
suite F = (11) , X =V ,U=H'"? avec 5 >0>0, Y =H"' p=2de telle sorte que
@ — @ dans W2 (0, 7;H' ™) .

1
Comme 'opérateur trace de [H'™ (Qa)}d dans [L? (09*)]" est compacte pour 3> J >0,

I’application [.] définie de H'~° dans [L? (2)]* est compacte, ce qui entraine
lter] — [@r] dans W12 <O,T; (2% () }d) (2.70)

Par les arguments précédents (2.59),, (2.70) et la propriété (2.17) , on peut passer & lim inf
dans (2.62) pour obtenir (2.24). L’utilisation d’une loi de frottement non local facilite le
passage a la limite. Ainsi, u défini par u = u™ sur Q1 et v = u~ sur 0~ est une solution de
(2.19).1

L’existence d’une solution au cas purement élastique (i.e avec B = 0) dans un domaine
non symétrique demeure un probléme ouvert & notre connaissance, méme sans frottement.

Dans le cas d’'un matériau de Kelvin-Voigt, le terme de viscosité apporte une régularité
supplémentaire sur la vitesse qui permet d’utiliser des résultats de compacité classiques.
Pour étudier le probléme élastique, il manque une estimation sur la vitesse dans L2 (0,75 V) .
On peut imposer cette condition et tavailler dans un borné. La preuve de I’existence d’une
solution dans un ensemble borné n’est pas directe. Elle peut s’inspirer de celle utiliser dans
le troixéme chapitre.

Physiquement, imposer une borne sur la viresse n’est pas surprenant. Ce qui peut éton-

ner, c’est la présence d’une borne pour ’accélération dans L2 <0, T;[H™! (Q)]d> . En effet,

81



2.3. Etude d’un probleme viscoélastique de contact d’un milieu fissuré

pour les systémes discrets, pour un point matériel situé prés d’un obsatcle, il peut ap-
paraitre un saut de vitesses entre 'instant précédent le contact et celui suivant le contact.
L’accélération n’est pas réguliére alors. C’est I'intérét d’utiliser des mesures différentielles. Pour
les milieux continus, & notre connaissance, il n’existe pas de traveaux ayant utilisé des
mesures différentielles, exepté celui de A. Petrov et M. schatzman [39], dans les cas unide-

mensionnel.
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Chapitre 3

Résultats d’existence pour un
probléme de contact dynamique en

viscoélasticité

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux résultas d’existence et d’unicité d’un probleme
dynamique de contact unilatéral avec frottement de Tresca entre deux corps viscoélastiques.
La méthode repose sur ’application des résultats d’existence et d’unicité d’une inéquation

d’évolution abstraite présentés par Jeam-Marc Ricaud [42].
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3.1. Formulation classique et variationnelle

3.1 Formulation classique et variationnelle

On considére deux corps viscoélastiques suivant une lois de Kelvin-Voigt, qui occupent
initialement les domaines bornés Q% o = 1,2 de R? (d = 2 ou 3) avec des fronticres
Lipschitziennes. Dans cette étude, on suppose les petites hypothéses de déformation.
Soient I'Yy , I'% et ' trois parties disjointes suffisamment régulieres de I'* = 0Q* telles
que ' =TYH U I't U T'¢ et mes (I'y) > 0.
Nous supposons que les deux solides sont initialement en contact unilatéral avec frotte-

ment sur ['c qui est supposée étre une zone de contact bornée.

Nous notons par u® = (uf, ...,uj) le champ du déplacement, £* = (g;; (u®)) le tenseur des
déformations, et par 0% = (0%) le tenseur des contraintes, et par f = (f!, f?) et

F = (F*', F?) les forces volumiques et les tractions des corps donnés. Les déplacements et

les vitesses initiaux des corps sont notés par ug, uf et un déplacement u® = 0 est prescrit

sur I'Y), a=1, 2.

Nous adoptons les notations suivantes pour les composantes normale et tangentiele du

champ de déplacement pour le déplacement correspondent relatif et le champs de contrainte

o «

vy = ven?, vy =v* —v*n”,
[on] = oy + 0, [or] = vp —oF, (3.1)

oy =on*.n% of =o*n® —oyn®

3.1.1 Formulation classique

Pour simplifier, nous assumons que la densité des deux corps est égale a 1. Soient A=(A;jx),
B=(B;ji) deux tenseurs du quatriéme ordre, tenseur d’élasticité et tenseur de viscosité

respectivement satisfaient les proptiétés de symétrie et d’ellipticité.
Aijit = Ajist = Artij » Biji = Bjire = Brij , 1<1,5,k,1<d (3.2)

Jaa>0 AijuTiiTe > aaTijTw VT = (Ti5), telque 7,5 = 7} (3.3)
E|OéB >0 Bijleikal Z QOBTijTkl V71 = (Tz‘j) s telque Tij = Tji
Une formulation pour le probléme du contact unilatéral avec frottement de Tresca est la

suivante.
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Probléme Py:

Trouver u = (u', u?) tels que u (0) = ug = (ud,ud), ©(0) =u; = (uy,ud) dans Q! x O?

u* — dive® (u®,a®) = f« dans]0, T x Q (3.4)
o (u*,u®) = A% (u*) + B% (1) dans )0,7[ x Q~  (3.5)
u® =0 sur 0,7 x I'Y (3.6)
o'n®=F* a=1, 2 sur ]0,T[xT%  (3.7)
o'n' = —o*n? [uy] <0, oy <0, oyfun] =0 sur 0, T[x T'c (3:8)
lor] < g et orl <g = lir] =0 sur 0,7 x I'c (3.9)

’O’T‘ =g = dA >0 ['LLT] = —)\O'%w

ol oy = 011\,, o = aclp, o = ol et ¢ représente le seuil de frottement qui est definie

ultérieurement.

3.1.2 Formulation variationnelle

Introduisons deux espaces de Hilbert H et V' munis respectivement du produits scalaires

(.,.) et (.,.), 'ensemble K , ’espace de Sobolev W et ’ensemble K.
H = H"x H? ou H* = [L2 (Q*)]", Hs=[H* (QV)]" x [H* (02)]" Vs eR
V=VIxV2ou V*= {UE [H ()] ,U:Op.psurPaD},
K={veV;wy <0ppsur ¢}, W= W2(0,T;V)NnW2*2(0,T;H )
K={veW, v(0)=uy0(0) =u}.

On suppose que
w € K, uy €V, Fo e W2 <0,T; % (r;i)}d) [T e WR2(0,T;HY), a=1, 2

On définie deux formes bilinéaire continues et symétriques a, b tels que:

a,b:VxV —R
a(v,w)=a' (v, w') +a® (v?,w?), b(v,w) = b (v',w!) + b (v3, w?), Yo,w €V,

ou a® (v, w*) = [ A% (v%) : e (w*)dzx, b* (v, wW*) = / B (v*) : e (w®) dx,

(91et

«
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3.2. Résultats d’existence pour une inéquation d’évolution abstraite [42]

En utilisant les hypotheses précédentes et le théoréeme de Riesz, on obtient I’existence
d’'un élément L de W12 (0,T;V) tel que:
(L(t),v)=)_ f“ Y / Feutds Yo = (v',0?) €V, ¥t e[0,T]. (3.10)
a=1,2 a=1,2

Nous supposons que g : [0,7] — L* (I'¢) est une application de Lipschitiz continue et

satisfait

g(t,.) >0 ppsur'c Vte[0,T] et g(0,.) =0. (3.11)

Nous supposons encore la condition de compatibilité sur les données unitiales:
e H, a(u,v)+b(u,v)=(L(0),v)+ (Il,v),YVveV. (3.12)

En utilisant la formule de Green et les conditions aux limites et intiales, on trouve la
formulation variationnelle suivante du probléme Py

Probléme P,
Trouver u € K tel que pour presque tout t € |0, T, u(t) € K et

( T T T
/ uv—u)dt+/ a(u, v —1u) dt—i—/b(u,?}—u)dt

/ Jro 9 (t:s) ]vT]dsdt—/ / s) |ur| dsdt (3.13)

_/ (L,o—a)ydt, Yve Wetuv(t) € K.

\ 0

L’existence et 1'unicité d’une solution au probléme (P;) repose sur Papplication des

résultats d’existence et d’unicité de I'inéquation d’évolution abstraite suivante.

3.2 Reésultats d’existence pour une inéquation d’évolution

abstraite [42]

On définit le cadre fonctionnel suivant:
(H,|.|) un espace de Hilbert dont le produit scalaire sera noté par (.,.).
(Vi |I.I) € (H,]|.]) un espace de Hilbert dont le produit scalaire sera noté par ((.,.)) , V'

est dense dans H avec injection compacte.

86



3.2. Résultats d’existence pour une inéquation d’évolution abstraite [42]

Wo = W2 (0,T;V) N W22 (0, T; H)
Ko ={v € Wy;v(0) = ug,0(0) = uy } avec ug, uy dans V.

Le probléme que I'on propose alors de considérer est donné en (3.14).

Etant donné le cadre Hilbertien dans lequel I’étude se place, le terme f (t) est pris dans
V et non dans V.

Probléme Q;

Trouver u € Ky tel que:
T

/ <"<t>,v<t>—u<t>>+/a<u<t>,@<t>—u<t>>+/b<u<t>,z><t>—u<t>> (311

/¢tu /¢tu ))dt>/0 (F(8),6 () —a (1)) dt Vo € Ko,

On suppose les propriétés suivantes:
Les formes a,b : V2 — R sont bilinéaires, symétriques, continues et coercives dans le

sens suivant:

3 ma > 0 tel que pour tout u,v dans V x V, a(u,v) < my |u| [|v|l,
3 mp > 0 tel que pour tout u,v dans V x V, b(u,v) < mg|Ju| ||v], (3.15)
3 A>0, A\ >0 tel que pour tout u dans V, a(u,v) > A |ul|* = A\ |ul? '

3 B, Ag > 0 tel que pour tout u dans V, b(u,v) > Bllu|® — As |ul*.
On suppose de plus que I'application ¢ : [0, T]xV? — R se décompose en une partie ¢, et une
partie ¢, telles que pour tout (¢,u,9) € [0,T] x V2, ¢ (t,4,0) = ¢, (U, V) + ¢, (t, 1, V) avec
¢y, 05 (t,.,.) sont deux applications faiblement séquentiellement continues pour tout t €

[0, T et satisfisont les conditions suivantes:

Pour toute suite faiblement convergente (u),oy telle que

— u dans W, alors (3.16)
hrknmf / o (t, ug (t), y ( dt>/ o (t,u(t),u(t))dt,
pour tout @ € V, ¢, (@, .)est linéaire. (3.17)

Il existe une application C!, notée par © : V — R, telle que:

do (v (1)) (3.18)

Vo € Wo, V€ [0,T] pp, ©(v(t)) 2 0et — = =1 (v(t), 0(t)
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3.2. Résultats d’existence pour une inéquation d’évolution abstraite [42]

¢5(0,ug, .) =0, ¢y (t,u, .) est convexe, positivement homogene,

(3.19)
et de plus vérifie ¢, (t, 1, —v) = ¢, (t,u,v) Yv eV
Vr >0, In(r) > 0, Yoy, v, wy,ws €V, tel que:
vl <7, vl <1, Vit €10,T
Joull <7, lleall <7, Vi, € 0,7 -
|¢ (t17 U1, wl) - ¢ (t17 U1, w2) + ¢ (t27 Vg, w2) - ¢ (t27 Vg, w1)|
< (n(r)||vr — va| + ng |t1 — ta]) [Jw1 — wsl| , 001 Ny est une constante positive
On suppose que le terme f est pris dans W2 (0, T; V). (3.21)

Nous ajoutons a cette formulation une condition de compatibilité sur les données initiales
qui nous la verrons, sera utile pour obtenir des estimations sur le terme d’ordre deux en
temps dans un voisinage de l’origine.

Il existe [ € H tel que:

a (ug,v) + b (u1,v) + ¢1 (ug,v) = ((f(0),v)) + (l,v), Yo eV (3.22)

Pour simplifier les notations, on ne notera plus la dépendance par rapport a la variable ¢
lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité.

Afin de donner notre premier théoréme d’existence, nous formulons tout d’abord un
probléme annexe (3.23). Pour cela, nous noterons, pour M et M" dans RT, par Cyap le
sous ensemble borné convexe de W :

Caupr = {v € Kos[[o ()| < M, [0 (8)] < M pp. t €[0,T]}.

On résoudra premiérement le probléme formulé dans Cy 3p comme suit:

Probléme Q,

Trouver u € Cyrpp  tel quer

/qﬁtuvdt—/qﬁtuu (3.23)

Nous donnons ici le premier résultat d’existence et d’unicité concernant le probléme Q.
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Théoréme3.1.

Sous les hypotheses (3.15) — (3.21), le probléme Qy posséde une solution unique dans
Crvar -

Pour la demonstration de ce théoréme, voir [42] .
Théoréme3.2. Sous les hypotheses (3.15) — (3.22) et B > 0 dans la derniére relation de
(3.15), le probléme Q; posséde une solution unique dans K.

Pour la demonstration de ce théoréme, voir [42].

lemme3.2.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une solution au probléme Q; est
qu’il existe deux réels positifs notés M et M’ tels qu’ il existe une solution du probléme

Qo formulé dans Cjy e avec
la(t)]| < M, |i(t)] < M’ pour presque tout ¢ € [0, T (3.24)

Preuve

On supppose que u € Ky solution du probléme ;. Il suffit de considérer un ensemble
convexe Cyr o telle que ||u (t)]] < M, |i(t)] < M/ pour presque tout ¢ € [0,7] afin de
conclure que u est solution du Qg et vérifie (3.24)

Inversement, soient M et M’ deux constantes positives telles qu’il existe u solution du
Qo avec ||u (t)|| < M, |i(t)] < M’ pour presque tout ¢ € [0,7]. En utilisant la convexité du

Ko , pour tout w de Ky et pour € > 0 suffisamment petit nous aboutissons a:
v = (1 — Ef) U+ ew € CM,M’- (325)

En insérant le résultat (3.25) dans (3.23) et en prenant en compte les propriétés de ¢ par

rapport au troisiéme argument, on obtient que u est solution de

/OT(u,uv—u)dt+/OTa(u,w—u)dt+/0Tb(u,w—u)dt
+/0T¢(t,u,u'))dt—f0T¢(t,u,u)dt2/OT((f(t),u')—u))dt Yw € Ko

Revenons maintenant & la démonstration du théoréme 3.2. Les différentes estimations
obtenues sur i (t) et @ (t) pour presque tout ¢ respectivement dans H et V| nous permettent

de trouver des bornes indépendantes de M et M’ et donc de pouvoir choisir ces deux réels
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tels que la solution soit strictement dans la convexe Cj . L’emploi du lemme 3.2 nous
permet de conclure quant a 'existence d’une solution au probléme Q;et I'unicité de cette
solution provient de la solution du probléme Q;.H

Nous revenons maintenant & notre probléme P;et nous établisons le théoréme suivant:

Théoréme3.3. Sous les hypothéses (3.2),(3.3) et (3.11) le probléme variationnel de
contact établi avec frottemnt de Tresca P, posséde une solution unique dans ’ensemble /C .

Preuve.

11 suffit de vérifier que ¢,, ¢, définis par:

¢y (u,v) =0

Oq(t, u,v) = / g (t,s)|vr|ds, Yt €[0,T], Yu,v €V,

e
verifient les hypotheses (3.16) — (3.20) .
Etant donné que ¢, est identiquement nulle dans ce cas, toutes les hypotheses concernant
ce terme sont trivialement vérifiées

pour les hypotheses (3.16), (3.19) et (3.20) sur ¢,, nons utilisons les hypothéses sur g en

(3.11).
Pour toute suite faiblement convergente (uy) wen tel que ug, — u dans Wy, et comme la

norme est continue on obtient

T T
lim inf / Oy (tyug (), g (t))dt = liggn inf/ ch g (t,s) |tur|ds,
0 —o Jo

k—o0
T
> liminf/ / g (t,s)|ur|ds
k—oo 0 e

= lim inf /0 Oy (t,u(t),u(t))dt.

k—o0

comme ¢ (0,.) =0 on a
bs (0, up,v) = / g(0,s)|vr|ds =0.
INe;
pour a € [0,1] et Vo, w € V

Oq (t,u,av + (1 — ) w)

/ g (t,s)|avy + (1 — a)wr|ds
I'c

Sa/ g(t,s)]vﬂds—l—(l—a)/ g (t,s) |wr|ds
T'c |Ne]

= gy (ta u, U) + (1 - Oé) o <t7 u, w)
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donc on obtient que ¢, (¢, u,.) est convexe.

PouraeRetVveV

Oq (t,u, av) = /

le

g (t,x) |avr|ds = |a]/ g (t,x) |vr|ds
le

on résulte que ¢, (t,u,.) est positivement homogene
¢2 (tvua _,U) = / g (ta Z’) ‘_,UT’ ds = / g (ta $) ‘,UT‘ ds = ¢2 (t>ua U) )
I'c e
donc (3.19) est satisfaite.

Posons:

L = |¢g(t1,v1,w1) — ¢g (t1, v1,Wa) + ¢g (t2, Va2, W) — @q (t2, v, wy)|

/g(t1,8)|w1T|ds—/ g(t1,3)|w2T|d8—|—/ g(t2,3)|w2T|ds—/ g (ta, 8) |wyr| ds
Te

NG} Te |Ne]

on peut écrire

L S/ 9(751,3>||w1T|—|w2T||d8—/ g (t2, s) |[[wir| — |war|| ds

I'c Te

[N

g (t1,s) — g (tz, s) [wor — wir|ds
I'e

et comme t — g (t,.) est Lipschitiz continue on peut écrire

L < / Mo [t1 — to| jw1 — wal ds,
NG}

on sait que l'injection compacte de V' dans H est continue, nous déduisons

£ S / Mo ’tl — tQ‘ le — U)Q” ds.
T'e

Puisque toutes les conditions de théoréme 3.1 sont satisfaites, on peut dire que le probléme

P, posséde une solution unique dans ’ensemble £ .
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