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Introduction

La mécanique du contact est un domaine trés étendu qui embrasse plusieurs phéno-
meénes de contact entre solides déformables ou entre un corps et une base rigide. Ces
phénomeénes de contact apparaissent abondamment dans notre vie quotidienne comme
dans la mécanique des structures, et plus particuliéerement dans le secteur de I’automobile,
'aéronautique (fissurations des composites et des interfaces fibre/matrice), la production
de I’énergie (assemblage des structures, fissuration dans les joints soudés) et les systémes
de transmissions. La littérature consterne la modélisation, I’analyse mathématique, ainsi
que 'approximation numérique des problémes.

j’ai étudie dans ce mémoire les problémes de contact qui basé sur les idées de M.Frémond
(15),(16) I'idée est I'introduction d’une variable interne de surface appelée, champ d’adhé-
sion, qui prend ses valeurs entre zéro et un, et qui décrit la densité fractionnaire des liens
actifs sur la surface de contact. On peut trouver ces modéles dans un grand nombre
de publications récentes, voir par exemple O.Chau et J.R.Fernandez et M.Sofonea (7),
N.Hemici (19) L.Jianu, M.Shillors et M.Sofonea (20) et A.Matei (25), qui ont étudié des
problémes de contact avec adhésion et sans frottement.

Le processus d’adhésion est important dans le montage industriel ot les parties, usuel-
lement non métalliques, sont collées ensemble. Récemment, les matériaux composites ont
atteint une proéminence parce qu’ils sont tres solides et légers et, par conséquent, ils
ont une importance considérable dans 'aviation, I’exploration spatiale et 'industrie de
I’automobile.

Cependant, les matériaux composites peuvent subir une déamination sous l'effet des
tensions, ou les différentes couches se détachent et bougent réciproquement I'une par
rapport & 'autre.

D’autres problémes plus compliqués de contact unilatéral avec loi de frottement de
Coulomb et adhésion ont été étudié par Cocu (10), Z.Lergut (24), N.Chougui (12). Plu-
sieurs expériences ont été faites sur le frottement, ces derniéres ont mis en évidence

de nouvelles lois de frottement qui complétent les lois classiques de frottement. A titre



d’exemple, on peut lire les nons standards de frottement proposées par Stromberg (32).

[’approximation numérique de ces problémes a été le sujet de plusieurs études récentes
telle que Chen, Han, Sofonea (8) et Kendri (21) pour des matériaux viscoplastiques avec
variable interne d’état.

Chacun des problémes est étudié selon le formalisme général suivant : nous commen-
cons par décrire le probléme mécanique de départ et apres avoir précisé les hypothéses
sur les données, nous présentons une formulation variationnelle du probléme mécanique
pour laquelle nous démontrons ’existence et 'unicité de la solution.

Les méthodes que nous utilisons relevent des résultats généraux sur les équations
variationnelles, des arguments de point fixe, des techniques d’inégalités de type Gronwall,
et des fondements des équations d’évolution avec des opérateurs monotones.

Le but de ce mémoire est de fournir une contribution dans 1’étude des problémes de
contact pour les matériaux élastiques et viscoélastiques avec adhésion.

Dans ce mémoire, nous présentons une contribution a ’analyse variationnelle et numé-
rique de quelques problémes mécaniques de contact. L’étude mathématique des problémes
de contact entre un corps déformable et une fondation déformable ou rigide varie selon
les propriétés du matériau ainsi que les conditions aux limites. Les lois de comportement
sont considérées non linéaire pour des matériaux élastiques et viscoélastiques, dans des
processus quasistatique, obéissant a I’hypotheése des petites déformations. Les conditions
de contact sont du type de Signorini, et les lois de frottement envisagées sont des ver-
sions de la loi de Coulomb les résultats obtenus concernent I'existence et 'unicité des
solutions des problémes variationnels. Pour ’analyse des estimation d’erreur, on adapté
deux types d’approximation variationnelle, I’approximation semi discréte ot on ne dis-
crétise que la variable spatiale, I'approximation compléte ou on discrétise, en plus de la
variable spatiale, la variable temporelle.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Le premier chapitre introduit des notations générales de la mécanique ainsi que les

notations mathématiques nécessaires a la compréhension de ce travail. On rappelle les



différentes équations et conditions aux limites concernant le champ des déplacements et le
champ de contraintes. On poursuit avec formulation des différents problémes mécaniques
qui seront traités.

Le deuxiéme chapitre, nous intéressons a 1’étude d’un probléme de contact adhésif
sans frottement avec compliance normale enter un corps déformable élastique et une
base déformable ot la loi de comportement est non linéaire. Tout d’abord nous dérivons
une formulation variationnelle du probléme mécanique pour lequel nous démontrons qu’il
existe une solution faible unique en utilisant des techniques de point fixe. De plus, nous
donnons deux approximations variationnelles (semi discréte et compléte) et une estima-
tion d’erreur de la solution.

Dans le troisiéme chapitre on s’intéresse a 1’étude théorique d’un probléme de contact
de type Signorini, avec adhésion et frottement entre un corps viscoélastique déformable et
une base rigide dans le cas quasistatique dans des processus quasistatiques. L’évolution
du champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle ordinaire du premier
ordre comme dans le premier chapitre. Nous dérivons une formulation variationnelle au
probléme mécanique et nous présentons un résultat d’existence et d’unicité de la solution
faible, en utilisant aussi des résultats sur les inéquations variationnelles d’évolution, suivis
d’un argument de point fixe.

Pour terminer ce mémoire on présente sous forme des rappels en analyse fonctionnelle
restreints au seul cadre hilbertien. Ainsi, on finit par rappel des principaux résultats de

I’approximation variationnelle.



Notations principales

Si Q est un domaine de R? (d = 1,2,3), on note par :

Q
r
I (i=1,3)

mesl’;

v:Hy — Hp
z: Hr — H;
5 : Hi — Hp
Z:Hp — H,

I’adhérence de ().
la frontiére de €2, supposée réguliére.
une partition de la frontiere I'.
la mesure de Lebesgue (d-1) dimensionnelle de T';.
la normale unitaire sortante a I'.
les composantes normales et tangentielle du champ vectoriel v.
les composantes normales et tangentielle du champ tensoriel o.
espace des fonctions réelles sur €2 indéfiniment dérivables et
a support compact inclus dans €.
I’espace des distributions sur €.
’espace des fonctions réelles contintiment différentiable sur Q.
Pespace D ()%
Pespace D' (Q)7.
Pespace D ()77,
Pespace L2 (Q)7.
Pespace L2 ().
Pespace H' ()% .
V'espace {0 € H / dive = (0,04;) € H}
Pespace Hz (T)*.
I’espace dual de Hr.
I’application trace pour les fonctions vectorielles.
I'inverse & droite de I’application trace ~.
I’application trace pour les fonctions tensorielles.

I'inverse & droite de ’application trace 7.

Si X est un espace de Hilbert réel, on a les notations suivantes :



(-)x
(‘7 ')X'><X

Il x

T, — T
Ty, — T

L(X)

le produit scalaire de X.

le produit de dualité entre X’ et X.

la norme de X.

I’ensemble de toutes les parties de X.

la convergence faible de la suite (z,) vers ’élément = dans X.
la convergence forte de la suite (x,) vers I’élément x dans X.

I’espace des applications linéaires continues de X dans X .

Si de plus [0, 7] est un intervalle de temps, £ € N et 1 < p < +00, on note par :

I'espace des fonctions continues sur [0,7] dans H.

la normale de C (0,7, H) .

I'espace des fonctions contintiment dérivables sur [0,7] dans H.
la normale de C* (0, T, H) .

I’espace de Lebesgue.

la normale de L? (0,7, H) .

I’espace de Sobolev de paramétre k et p.

la normale de W*» (0, T, H).

Pour une fonction f, on note par :

C (0,7, H)
-l
C'(0,T,H)
e
LP(0,T,H)
ooz
Wk»(0,T, H)
-
fof

i f

Vf

Divf

=(f)

af

dom f

Autre notation :

les dérivées premiére et seconde de f par rapport au temps.

la dérivée partielle de f par rapport a la i eme composante ;.
le gradient de f.

la divergence de f.

la partie symétrique du gradient de f = % (V f+Vtf ) )

le sous différentiel (classique) de f.

le domaine de f.



lim inf la limite inférieur.

Sq ’espace des tenseurs symétrique du second ordre sur R%.
1, le tenseur identité du second ordre sur R¢.

04 le zéro de R? et S,;.

C,c des constates génériques strictement positives.

D, D presque partout.

10



Chapitre 1

Formulation mathématique des

problémes aux limites

L’objet de cette premiére partie est d’établir le modéle mathématique décrivant I’évo-
lution d’un corps déformable ayant une loi élastique (ou viscoélastique) sous 'action des
efforts extérieurs. Ceci se traduit mathématiquement par ’établissement d’un systéme
d’équations aux dérivées partielles posées sur un domaine de R4(d = 2,3). Ce systéme
comprend la loi de comportement du matériau, I’équation du mouvement du corps ainsi
que les conditions initiales et aux limites auxquelles il est soumis.

Ce chapitre est consacré aux rappels de quelques notions de base de la mécanique des
milieux continus telles que le tenseur des contraintes, le tenseur des déformations linéa-
risées et 'introduction des lois de comportement élastiques et viscoélastiques. Il traite
aussi les conditions aux limites de contact sans frottement avec adhésion et compliance
normale d’un corps déformable avec une base déformable, et de contact avec frottement et
adhésion d’un corps déformable avec une base rigide. La suite est réservée a la formulation

des différents problémes aux limites qui vont faire ’objet de ce mémoire.
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1.1 Rappels de la mécanique des milieux continus

Dans cette partie, apres quelques rappels de mécanique des milieux continus, en par-
tant de la modélisation du probléme physique, nous présentons le formalisme des lois de
comportement élastiques et viscoélastiques. Ensuite, nous rappelons le systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles qui seront ’'objet de notre étude. Pour compléter le modele,
on présente quelques considérations physiques sur les conditions aux limites de contact
sans frottement avec adhésion et les conditions aux limites de contact avec frottement et

adhésion.

1.1.1 Contraintes et Déformations

On considére un corps déformable occupant un domaine  de R? (d = 2,3) de fron-
tiere 02 = T supposée assez réguliere. Nous étudions, dans intervalle de temps [0, T,
I’évolution du corps matériel die & 'appliquation des forces de volumes et de surfaces.

Cette évolution est décrite par ’équation

pii = Divo + fo dans Q x [0,77], (1.1.1)

ot les inconnues du probléme sont :

- le champ des déplacements u : Q x [0,T] — R?

- le champ des contraintes o :Q x [0,7] — Sy

Dans (1.1.1), S; = R est I'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur
R?, " ii” (respectivement 1 ) représesente la dérivée seconde du champ des déplacements
par rapport au temps (respectivement premiére ) et Divo est la divergence du champ
des contraintes. La fonction qui désigne la densité de masse p : 2 — R, et la densité des
forces volumiques fo :  x [0, 7] — R? sont des données du probléme.

Les processus d’évolution modélisée par 1’équation (1.1.1) s’appellent processus dyna-
mique. Dans certaines situation, ’équation (1.1.1) peut encore se simplifier. Par exemple

dans le cas ou 1 = 0, il s’agit d’un probléme d’équilibre (processus statique), ou bien dans
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le cas ou le champ des vitesses 4 varie trés lentement par rapport au temps, c’est -a-dire
que le terme pii peut étre negligé (processus quasistatique). Dans ces deux cas I’équation

devient :

Diveo + fo =0 dans Q x [0,77]. (1.1.2)

Dans la suite, on va considérer des matériaux élastique et viscoélastique dans le cadre des
petites tranformations. Dans ce cas, on a besoin du champ des déformations linéarisés.

e:Qx[0,T] - Sy deéfini par :

1
g = (SZ‘]‘), €ij = 5 (ajuz + &u]) dans ) x [0,T]7 (113)

ou Oy représente l'opérateur de dérivation par rapport a la variable x;. On précise en
outre qu’on adopte la convention de I'indice muet. Souvent, pour marquer la dépendance
du champ des déformations € par rapport au champ des déplacements u, on va le noter
e (u). Remarque aussi que dans I’étude des processus statiques le temps n’intervient pas
et par conséquent les égalités (1.1.2) et (1.1.3) sont satisfaites en Q au lieu de 2 x [0, 7.

Les équations précédentes sont insuffisantes a elles seules pour décrire les mouvements
des milieux continus. En effet, il reste a décrire ce qui est au matériau lui méme. C’est

I’objet des lois de comportement que nous décrivons dans la section suivante :

1.1.2 Lois de comportement

Les lois de comportement caractérisent le comportement de chaque type de milieu
continu. Bien qu’elles doivent respecter certaines propriétés d’invariance, leur origine est
souvent expérimentale et c’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser pour
établir une loi de comportement. Nous présentons ci-dessous les lois de comportement
élastique et viscoélastique traitées dans ce mémoire.

Matériaux élastiques

La loi de comportement est de la forme :

13



o=F(e(u)), (1.1.4)

ou F est une application linéaire ou non linéaire. Cette loi peut modeler quelques pro-
priétés mises en évidence par les expériences de chargement monotone : linéairité de la
courbe o = o (&) (suivant que F soit linéaire ou non), durcissement ou adoucissement de
la courbe 0 = o (g) (suivant queF' soit linéaire ou non). Par contre, ni le fluage, ni la
relazation ne peuvent étre décrits par la loi (1.1.4). En effet, si par exemple a 'instant
t = 0on ac(0) = ¢ et on maintient la déformation constante € (t) = ¢ V¢t > 0 il
résulte o (t) = F'(go) Vt > 0. Par conséquent le modele (1.1.4) ne peut pas décrire le
phénomeéne de relaxation mise en évidence par les essais expérimentaux. De méme, pour
I'équation (1.1.4) les courbes charge — décharge o = o (¢) coincident. Ce modéle ne peut
donc pas décrire les déformations résiduelles ce qui justifie 'introduction d’autres lois de
comportement capables de modeéle ces phénomeénes.

En élasticité linéaire o est une fonction linéaire de ¢, c’est a dire

oc=E&¢ ( 045 = Cijkl 5kl); (115)

ot & = (&;ju ) est un tenseur d’ordre quatre.
Matériaux viscoélastiques

La loi de comportement est de la forme

o= Ae (4) + Ge (u) , (1.1.6)

ou A et G sont des fonctions constitutives non linéaires A représente 'opérateur de
viscosité et G désigne l'opérateur d'élasticité.

Et pour un corps élastique lorsque A = 0, la loi se réduit a

o=Ge(u).

14



Nous rappelons qu’en viscoélasticité linéaire, le tenseur de contraintes o = (0;;) est donné

par

0ij = ijrcr (1) + Gijren (u) (1.1.7)

A = (a;;i1) est le tenseur de viscosité et G = (g;w) le tenseur d’élasticité, pour i, j, k,1 =
1,..d.

La loi de comportement (1.1.6) est une loi viscoélastique du type Kelvin — Voigt.

1.1.3 Condition aux limites de contact avec adhésion

Afin de compléter le modele mathématique qui décrit I’équilibre d’un matériau, il faut
encore préciser les conditions au limites.

Soit 0 C R? le domaine régulier occupé par le corps, I' la frontiére de Q et le v vecteur
normal unitaire extérieure a I'. Soit également I' = I'y U, UT's, I'; NI, = &, pour ¢ # j,
une partition de I'.

Définissons maintenant les conditions aux limites sur chacune des trois parties de I'.

u = & surI'y x[0,7]. (1.1.8)

ov = fysur 'y x [0,7]. (1.1.9)

La condition (1.1.8) est appelée condition aux limite de déplacement ; sa signification
consiste en ce que le champ des déplacements est imposé sur la partie I'y de la frontiere I,
la fonction & étant une donnée du probléme (par exemple, si & = 0 le solide est encastré
sur la partie I';de sa frontiére dans une structure fixe).

La condition (1.1.9) est appelée condition auzlimites de traction; sa signification
consiste en ce que le vecteur des contraintes de Cauchy ov est imposé sur la partie I'y
de la frontiére, la fonction fy représente la densité des forces appliquées de surface et

constituant une donnée du probléme.
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SiI'y = & le probleme aux limites est un probleme de traction pur et si I'y = &
le probléeme aux limites est un probleme de déplacement pur. Si les parties I'; et I'y
sont toutes les deux de mesure de Lebesgue d — 1 dimensionnelle strictement positive, le
probléme considéré est un probléeme mixte déplacement — traction.

On note par v, et v, la composante normale et respectivement tangentielle de tout
champ vectoriel v = v,.v + v,ou v, = v.v. De méme, soit o, et o, la composante
normale et respectivement tangentielle du tenseur des contraintes de C'auchy ov. 1l vient :
0, = (ov),, 0, = (ov),

Le contact entre le corps et la fondation est bilatéral si le contact est maintenu pendant

le mouvement. Cette propriété se traduit mathématiquement par :

u, =0 sur I's x[0,7]. (1.1.10)

Ensuite, on va décrire les conditions de contact avec adhésion sur I's x [0, 7] on introduit
une variable interne d’état 5 définie sur I's x [0, 7] qui représente l'intensité d’adhésion
sur la surface de contact telle que 0 < 5 < 1.

Quand 8 =1 a un point x € I's, 'adhésion est compléte et tout les liens sont actifs,
quand [ = 0 tout les liens sont désactivés et il n’y a pas d’adhésion; et quand 0 < 3 < 1,
c’est le cas d’'une adhésion partielle et mesure la traction des liens.

On suppose que la contrainte normale satisfait la condition de compliance normale

et adhésion

—0, =py (w) — 7,08 (=R, (w,)), sur T3 x[0,T7]. (1.1.11)

Conditions de contact sans frottement avec adhésion
On suppose que la résistance au mouvement tangentiel est générée par la colle en
comparaison a ce que la traction tangentielle soit négligeable. Ainsi elle dépend seulement

de l'intensité d’adhésion et du déplacement tangentiel.
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-0, =p, (B,u;) sur I's x [0,7]. (1.1.12)

En particulier, on doit considérer le cas :

pr(Br)={ " o .Si Il < o (1.1.13)
¢ (B) Lo si |7l > Lo,

ol Ly > 0 est la longueur limite liée, et ¢, est une fonction de raideur tangentielle non
négative.

Conditions de contact avec frottement et adhésion

On présente dans ce qui suit quelques exemples de loi de frottement intervenant dans
ce mémoire.

a) Loi de Coulomb

C’est une des lois les plus répandues et elle est réaliste. Elle se caractérise par I'in-

tervention de la contrainte normale dans le seuil de glissement et peut s’énoncer comme

suit :

lozll < plowl,
o7l < ploy| = i =0, (1.1.14)

|lo-|| = p|on| = il existe A > 0 tel que 0, = — A,

ou p est le coefficient de frottement. Dans (1.1.14) on rajoute des conditions aux limites
de contact bilatéral (u, = 0) ou unilatéral (u, <0, 0, <0, o,u, =0 sur I'z).

La loi de Coulomb est souvent utilisée pour les corps rigides ou élastiques. On re-
marque également qu’il s’agit d’une loi a seuil, tant que le seuil n’est pas attient, il n’y a
pas de glissement. Ce seuil est variable et dépend de la contrainte normale ce qui repré-
sente une difficulté majeure pour ’étude mathématique de cette loi de frottement, voir
par exemple [10], [14].

b) Loi de coulomb avec seuil de type Stromberg

Cette loi de frottement est une version de la Loi de C'oulomb proposée récemment dans

17



Stromberg [32]. On peut supposer que le contact est bilatéral ou unilatéral. On remplace
dans la loi précédent le seuil de frottement p = |o,| par le seuil du type p(|o,|) =
lo,| (1 — |ao,|) ot a est une constante positive liée & I'usure de la surface en contact. La
considération de ce expérimentaux donnent pour « des valeurs trés petites. En résumeé,

cette loi s’énoncer comme suit :

o7l < up (o)),
o7l < pp (low]) = i =0, (1.1.15)

llo-|| = up (lo,]) = il existe A > 0 tel que 0, = —Ai,.

c) Loi de coulomb non locale généralisée
On présente la loi de frottement qui fait 'objet de notre étude et qui généralise la
loi présédente. Soit 'opérateur R une régularisante normale, c’est a dire un opérateur
linéaire continu R : H™2 (T') — L*(I"). La régularisante R est introduite pour des raisons
techniques car la trace du tenseur des contraintes sur la frontiére est trés irréguliére. Cette

loi s’énoncer comme suit :

lozll < up (|Rol),
lo+|l < up (|Ro|) = i, = 0, (1.1.16)

llo-|| = pp (|Ro,|) = il existe A > 0 tel que 0, = —\i,.

oup:I's x Ry — R, est le seuil de frottement vérifiant les conditions suivantes :

o, =0 si u, <0,
—h<o,<0 si u, =0, (1.1.17)
o, =—h si u, > 0,

La présence de l'opérateur R dans (1.1.16) nous conduit a appeler (1.1.16) loi de frottement
non locale. Remarquons que ’hypothése (1.1.17) est satisfaite pour les deux loi présé-
dentes. Aux conditions (1.1.17) on rajoute des conditions de contact bilatéral ou unila-

téral.
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D’un autre coté le processus d’adhésion est gouverné par I’équation différentielle

B =By, Ry (un)* + 7, | Br (ur)lI”) = )+ sur Ty x (0,77,

ot R,:R —=Ret R, : R — R? sont des troncatures telles que.

4

LO si S S —Lo,
—s si —Lp<s<0,

0 si >0,
\
.

v si || v|| < Lo,

v :
Lor st |l o]l = Lo,
L vl

ou Ly est la longueur caractéristique des liens.

Pour plus de détails, on renvoie le lecteur a [20].

De plus, On a utilisé dans le troisieme chapitre de ce mémoire de nouvelles lois de
contact couplé a ’adhésion pour des problémes quasistatiques. On peut se référer a
[26] ,o Raous, Cangémi et Cocu ont dévloppé un nouveau modeéle couplant le contact
unilatéral, frottement et adhétion.

Ces lois de contact avec frottement couplé a I’adhésion sont donnés par les conditions

suivantes :

(

sur la partie I'; de la frontiére.

u, < 0,0, + C,5%u, <0,u, (Ul, + CVBQuZ,) =0,

‘O’T + C’Tﬁ2uT| < ,up(|R(al, + C’,,ﬁ2ul,)|) — U, =0,
’07 + CTB2UT| = up(|R(U,, + C’VBQUV)D — J\ >0,
\ tel que i, = —\ (07— + CTB2UT) :
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1.1.4 Formulation des problémes

L’évolution d'un corps déformable sous l'action des efforts extérieurs est modelisée
mathématiquement par un systeme d’équations aux dérivées partielles contenant I’équa-
tion de mouvement (ou d’équilibre) du corps, la loi de comportement du matériau ainsi
que les conditions initiales et aux limites auxquelles il est soumis. On considére dans les
chapitres 2, 3 des matériaux ayant des lois de comportement élastiques et viscoélastiques
soumis & des conditions aux limites de contact sans frottement avec adhésion et avec
frottement et adhésion citées dans le paragraphe précédent, dans le cas quasistatique.
Plus précisement, les probléemes mécaniques qu’on va étudier sont les suivants :

Probléme élastique de contact sans frottement avec compliance normale
et adhésion

Probléme 1

Trouver le champ des déplacements u : Q x[0,T] — R? et le champ des contraintes

0:Q x[0,T] — Sy, et le champ d’adhésion (3 : T3 x [0,T] — [0, 1] tels que :

o= F(e(u)) dans 2 x [0,77,
Divo+ fo=0 dans Q x [0,77,
u=70 sur Ty x[0,77],
ov = fo sur Iy x [0,77,
—0, =py (w) — 7,082 (=R, (w,)), sur  I'3 x[0,77],
—o. = p.(6,u-) sur  I's x [0, 77,
B = — (B0 Ry () + 7, [ B (u)|)) — ) sur Ty x[0,7],
u (0) = ug dans €,

p(0)=7 sur .
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Probléme Viscoélastique Couplant 1’Adhésion et le Frottement
Probléme 2
Trouver le champ des déplacements u: Q x[0,T] — R% et le champ des contraintes

o:Q x[0,T] — Sy, et le champ d’adhésion [ : T3 x [0,T] — [0,1] tels que :

o= Ae (1) + Ge (u) dans Q x [0,7],
Diwo+ fop=0 dans Ty x [0,77,
u=0 sur Ty x [0,77,
ov = fy sur I’y x[0,7],

,

u, <0,0, 4+ C,fu, <0,u, (0, + C,fu,) =0,

o7 + Cofur || < pp(|R(o + Cuff*u,)|) = 4 = 0
o7 + C-%ur || = up(|R(o, + C,5%u,)|) = 31 > 0,
\ tel que 1, = —\ (UT + CTBZUT)

sur  I's x [0,7],

B = =B, Ry ()" +7, | R (ur)]|*) = €a)+ sur '3 x [0,77,
u (0) = ug dans €,
B(0) = By sur I's.
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Chapitre 2

Probléme élastique de contact sans
frottement avec compliance normale

et adhésion

Dans ce chapitre, on considére le cas d’une loi de comportement élastique non-linéaire,
le contact est supposé sans frottement avec compliance normale et adhésion. Le processus
est supposé quasistatique, I’évolution du champ d’adhésion est modélisée par une équation
différentielle ordinaire d’ordre un.

Ce chapitre est composé de deux parties. Dans la premiere partie nous donnons la
formulation variationnelle du probléme mécanique & 'aide de la formule de Green et
les hypothéses considérées. Aprés nous démontrons un résultat d’existence et d’unicité
de la solution faible de ce probléme, en utilisant un théoréme d’existence et d’unicité
sur les équations variationnelles associées & des opérateurs fortement monotones et de
Lipschitz. Dans la deuxiéme partie on étudie ’approximation variationnelle du probléeme

variationnel, ainsi que ’estimation de I’erreur.
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2.1 Position du probléme et hypothéses

Dans cette section, on décrit le modéle pour le processus quasistatique. Le cadre
physique est comme suite :

Soit un corps matériel élastique qui a l'instant t = 0 occupe un domaine borné €2 C
R?(d = 2, 3) de frontiere réguliére ', constituées de trois parties disjointes mesurables
I' 1, T'y, I's tels que mes I'1 > 0. Soit v le vecteur unitaire de la normale sortante a I'.
Le corps est supposé fixé sur la partie I';, on a des forces volumiques et surfaciques de
densité fy, fo agissant respectivement dans €2 et sur I's. Le corps est susceptible d’entrer
en contact avec une fondation déformable le long de I's; le contact est sans frottement
avec compliance normale et adhésion. Ainsi le probléme mécanique considéré se formule
de fagon suivante :

Probléme P : Trouver un champ des déplacements u : 2 x [0, 7] — R? le champ
des contraintes o : 2 x [0,T] — Sg.et le champ d’adhésion 3 : I's x [0,7] — [0, 1] tels

que :

o = F(e(u)) dans Q x [0,77, (2.1.1)
Divo+fy = 0 dans Q x [0,7], (2.1.2)
u = 0 sur Iy x [0,7], (2.1.3)

ov = fo sur [y x 0,77, (2.1.4)

—o, = p,(w) =78 (=R, (u,)), sur T5x[0,77], (2.1.5)

—0, = p(B,uy) sur Ty x [0,7], (2.1.6)

B = —(BORy (W) + 7, IR (ur)]|) — €a) sur Ty x [0,77, (2.1.7)

w(0) = ug dans €, (2.1.8)
B(0) = B, sur I's. (2.1.9)
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L’équation (2.1.1) représente la loi de comportement élastique non-linéaire o & (u)
dénote le champ des déformations linéarisés. (2.1.2) est ’équation d’équilibre o fj est la
densité des forces volumiques agissant sur le corps déformable €2, tandis que les conditions
(2.1.3); (2.1.4) sont respectivement des conditions aux limites de déplacement et de
traction. Les conditions aux limites (2.1.5) représente le contact avec compliance normale
et adhésion. (2.1.6) représentente I’équation de la résistance au mouvement tangentiel
qui généré par la colle tel que le contact est sans frottement. L’équation (2.1.7) est un
équation différentielle ordinaire associée au champ d’adhésion.

R,:R —=Ret R, : R — R? sont des troncatures telles que :

R, (s) = —s si —Ly<s<0. (2.1.10)

R.(v) = . ' (2.1.11)

ou Ly est la longueur caractéristique des liens.
Finalement, les relations (2.1.8) ; (2.1.9) représentent les conditions initiales.
obtenir la formulation variationnelle du probléme mécanique (2.1.1) — (2.1.9) nous consi-

dérons le sous-espace férmé V' de H; définir par.
V={ve H/v=0suri},

qui est muni de structure Hilbertienne habituelle définie par :

(u,v)y = (e(u),e())y YuvelV, (2.1.12)

vl = lle @), YoeV. (2.1.13)
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Par I'inégalité de Korn, il vient que ||| et [|.][,, sont des normes équivalentes
sur V, donc (V. ||.||;) est un espace de Hilbert réel.
En outre, par le théoréme de trace de soboleve, il existe une constante Cy > 0 dépen-

dant uniquement de €2 , I'; , I'5 telle que :

[0l 2yyt < Collvlly Vv eV (2.1.14)

I’étude du probleme P on considére les hypothése suivantes :
Nous supposons que le tenseur d’élasticité F : Q x S; — S, satisfait les propriétés

suivantes :

(a) F est fortement monotone.
il existe m > 0 tell que :

(F (x,61) — F (,8) 61 — €2) > m|e1 — e3|” pour tout 1,5 € Sy;

p.p.x € €.
(b) F est de lipschitz . (2.1.15)
il existe L > 0 tel que :

|F (x,e1) — F (z,62)| < L |e1 — ea| pour tout e1,e9 € Sg; p.p.x € Q.
(d) v — F (z,¢) est mesurable sur € pour tout € € S.

(¢c) v — F(x,04) € H

De méme nous supposons que la fonction de compliance normale p, : I's x R — R
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satisfait aux :

(

(a) il existe L, > 0 tel que :
lpy (x,71) — py (x,72)| < Ly, |11 — 19| pour tout ry,ry € Sy;
p.p.x € I's. (2.1.16)

(b) L’application © — p,, (z,7) est Lebesgue mesurable sur I's, Vr € R.

\ (¢) L’application x — p, (z,7) = 0 pour tout r < 0.

Et la fonction de contact tangentiel p, : I's x R x R? — R ¢ satisfait aux :

( (a) il existe L, > 0 tel que :
1p7 (2, 81, 71) = pr (2, By, 72) || < L (181 = Bal + |r1 = 12])
V 3,8, €R; ri,my €RY ppx €y,
(b) L’application = — p, (z,3,r) est Lebesgue mesurable sur I's, (2.1.17)
VB eR,r € RY.
d

(¢) L’application z — p, (x,0,0) € L (T3)".
(d) py (z,B,7)v(z) =0,Vr € R? tel que,v (z) =0 p.p.x € I's.

\

Les coefficients d’adhésion v, et v, satisfont aux :

v, € L*([3) et v,>0 ppxels. (2.1.18)

v, € L*([3) et v,>0 ppxels. (2.1.19)

Le paramétre matériel €, satisfait a :

€a € L®([3) et ¢>0 ppaxels. (2.1.20)

Les conditions initiales satisfont aux :
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up €V (2.1.21)

Boe L*(I3) et 0<5,<1 ppxels. (2.1.22)

Finalement les forces volumiques et les forces surfaciques respectivement ont la régula-
rité :

fo€ L®(0,T,H), foe L® (O,T, L2 (F2)d) (2.1.23)

On note par v, et v, les composantes normale et tangentielle du tenseur de v sur la

frontiére I données par :

V, =0V, Ur =0V — U,.V. (2.1.24)

Similairement, on définit les composantes normale et tangentielle du champ des contraintes

par :

o, = (ov).v, o, =0v—0,.V. (2.1.25)

Remarque 2.1.1. On trouve de (2.1.10);(2.1.11) que :

|Rl/ (uu) - Rl/ (Uu)|
N Br (ur) | = | Rr (0o)lI] < Ju=wl]  V wveV (2.1.27)

IN

lu—v|| VY uveV, (2.1.26)

Maintenant, utilisant le théoréme de représentation de Riesz, nous définissons une fonc-

tion f:[0,7] — V par:

<f (t) 7U>V = <f0 (t) 7U>H + <f2 (t) ’U>L2(F2)d Yu € V, ppt S [0, T] . (2128)

Soit j: L™ (I'3) x V x V — R la fonctionnelle
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j (57/“’ U) - /pl/ (uu) Uy d(l - /7y/62 <_RV (ul/))+ Uy dCL
s Ts (2.1.29)
+/p7(6,u7)v7 da Yu,v € V.

I's
Remarque 2.1.2. on remarque que la définition (2.1.28) joint & (2.1.23) montre que :
feL>*(0,T,V). (2.1.30)

Et les conditions (2.1.16); (2.1.17) entraine que l'intégrale (2.1.29) est bien dévinie.

Maintenant, on va dériver la formulation variationnelle du probléme P.

2.2 Formulation variationnelle

Nous supposons dans la suit que {u, o, 5} sont des fonction assez réguliéres satisfaisant
aux (2.1.1);(2.1.9).
soit v € V, soit t € [0.T], on a de la formule de Green.

{0 (t) &)y +(Div (o (1), v) 5 = OV, V) ey »

(o (t),e(v))y + (Div(o(t)),v)y = /au (t) .vda,

Alors : '
(o (t),e(v))y + (Div(o(t)),v)y = /01/ (t) .vda + /O'V (t) .wda + /O’V (t) .vda,

pour v € V on trouve :

(0 (t),e )y +(Div(o(t)),v)y = /01/ (t) .vda + /O‘V (t) .vda,
En utilisant (2.1.4) — (2.1.6) il vient 1:2 "
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(0 (£) & (6)) + (Div (0 (£)) ,0),y = /f2 (1) v da — /py () v, dat

I's

+ [ By @) v da ~ [pr(3u)e da
F3 FS
pour la relation (2.1.2) on obtient :

(0 (t) & )y + / Py () vyda — / 7B (<R, (1)), vyda

I's I's

- [orlByorda = (o 8), b+ {2 (0). )y
Ts
ce qui joint a (2.1.28);(2.1.29) il montre que :

(0(1) &)y + 3 (B0),ult) v) = (f (1),0)y VoeV. (2:2.1)

Finalement, nous obtenous & partir de (2.1.1); (2.1.7) — (2.1.9) et (2.2.1) on obtient la
formulation variationnelle du probléme P.
Probléme Py : Trouver un champ des déplacements u : [0,T] — V', un champ des

contraints o : [0,T) — H et un champ d’ adhésion [3:[0,T] — L* (I'3) tels que :

o(t)=F(s(u(t))) pp tel0.T], (2.2.2)
(0 (t),e()y +7(BH),u(t),v)=(f({),v), YveV, pptel0.T], (2.2.3)
B(t) =—(B(t) (v, Ry (uy (1)) + 7, IR (ur O)I*) —€a) 4 pp VEEDT],  (2.24)

u(0) = ug, B(0) = By, (2.2.5)
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2.3 Résultat d’existence et d’unicité

Notre intérét principal dans ce paragraphe est d’obtenir un résultat d’existence et
d’unicité pour le probléme variationnelle Py, .
Théoréme 2.3.1. Sous les hypothéses (2.1.15) —(2.1.23), il existe une solution unique

{u, 8,0} de probléme Py ayant la régularité suivante.

u € L®(0,T,V), (2.3.1)
o € L®(0,T,H,), (2.3.2)
B e Whe(0,T,L>®(Ts)), (2.3.3)

Remarque 2.3.1. On conclut que sous les hyptheéses (2.1.15) — (2.1.23) le probléme P
posséde une solution faible unique satisfaisant (2.3.1) — (2.3.3).

Démonstration : La démonstration de cette théoréme sera faite en plusieurs étapes.
Elle est basée sur les équations variationnelles, les opérateurs fortement monotone et
les arguments du point fixe. A cet effet, nous assumons dans la suite que (2.1.15) —
(2.1.23) sont satisfaites et ¢ est une constante positive générique qui peut dépendre de
Q,1'1,T9, s, pry00, 7,7, €t L, dont sa valeur peut changer d’un endroit a 1’autre. Pour la
simplicité, nous supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite de diverses fonctions
dex e QUT.

Etape 1

Soit n € L (0,7,V) donné. Dans la premiér étape on considére le probléme varia-

tionnel suivant :

Probléme P}, : Trouver le champ de déplacement w, : [0,T] — V tel que

(F' (e (un (1)) € W)y + (1), 0)y = (f(),0)y YoeV pptel0,T]. (2.34)

Nous avons le resultat suivant.

Lemme 2.3.1. Il existe une solution unique du probleme P}, ayant la régularété
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u, € L= (0,7,V).
Démonstration du lemme 2.3.1 : Pour u, € V fix¢, v — (F (e (u,)),e(v))y
représente une fonctionnelle linéaire, et continue sur V', en appliquant le Théoréme de

représentation de Riesz -Fréchet, on définit I'opérateur
B:V =V tel que:

(Buy,v)y, = (F(e(uy)),e(v))y, VuveV
On montre que Bu, est linéaire continue.

Pour tout u,,vi,v2 € V on a.
<Bu777 /\Ul + NU2>V = <F (5 (un>) € (/\Ul + MU2)>H )
Et d’aprés la linéairité de £ il vient :
(Buy, Aoy 4 poz)y, = A (F (e (uy)) € (01))y + 1 (F (€ (up)) ;€ (v2))y

= A (Buy,v1)y + - (Buy,va)y,
Alors Bu, est linéaire.

Pour tout u,,v € V on a:
|Buy ()| = [ (F (e (@), (0))g| < [Fe (uy)ly le W)y,
Et d’aprés (2.1.13) et (2.1.15) (b) on trouve.
| Buy (V)| = | (F (e (ug)) & (v))y| < [Fe (uy) = F (0)y le (v)l5
< Lle (uy)ly |2 (@)l

< Lluy|y, |vly, <Covly,
Alors Bu,, est continue.

On montre que B est fortement monotone, et de Lipschitz.
Pour tout w,;, u,;, € V et (2.1.15) (a) on a :
(Buy1 — Bugg, uy — un2>v = (F(e(up) —c(up)),e (Unl) —¢£ (un2)>H

> mle (up) = € (ugp)l],

Et d’aprés (2.1.13) il vient.
(Bugi — Bugg, ug — tpa)y > ¢|ug — un2|3/~ d’ou B est fortement monotone
De méme pour tout u,, u;p € Vet veVona:
[(Bug — Bugs, v)y | = (F (¢ () = € (ug)) € (v))y, < [F (e (wn) — € (un))lyy e (v)l5g
< Lle (upn) = & (un2) ]y, € (0)y,

<L ’unl - un2‘v ’U’Va
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Donc
|Buy — Buyply, < Lug — gy, -
Donc B est de Lipschitz.
Alors B est un opérateur continu, fortement monotone, et de Lipschitz, donc pour

le théoréme de Minty Browder, B est bijection en outre il admet un inverse B~ fortement

monotone et de Lipschitz et il satisfait:

|B_1Un1 — B_lung}v S L |U771 — Up2 V- (235)

Alors il existe un unique u,, vérifie.

Bu,(t) = f (t) —n(t), (2.3.6)
uy (t) = B7Hf (1) —n(t).

Il s’en suit de (2.1.30) que :
uy € L= (0,T,V).

Pour tout n € L* (0,T,V), on note par u, la solution du probléme P}, obtenue dans le
lemme (2.1.1).
Etape 2
Dans cette étape on résout 1’équation différentielle du champ d’adhésion (2.2.4) sous
I'hypotheése u = u,,.
Ainsi, on consideére le probléme d’évolution suivant.

Probléme P} : Trouver un champ d’adhésion 3, : [0,T] — L (I's) tel que :
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B, (1) = = (8, (1) (1 By (wn (1)) + 7, [|Bruge (B)I) —€a), popt € [0.T],

(2.3.7)
ﬁn (O) = 50,

Lemme 2.3.2. Il existe une unique solution du probléme Pg, ayant la régularité (2.3.3)
et de plus:
0<8, (t) <1 Vte|0,T], p.psurTs.

Démonstration du lemme 2.3.2 : Soit 'application F), (¢,.) : L™ (I's) — L> (')

définie par :

Ey(t,) == (8, (1) (0, Ry (g () + 7, | Brwge (0)IF) =€), ppt € 0,71,

De (2.1.18)-(2.1.20) et (2.1.26)-(2.1.27), on vérifie que V 3, B, € L™ (I'y), F,, satisfait a :

|| Fn ("51> - F77 <‘752)||L°°(F3) S LF ||61 - BZHLOO(F;:,) p‘p‘t € [07T]7

Lr >0, et qui est dépend de 7., v,, €., Lo mais ne dépent pas du temps.

Par ailleurs, il existe p = oo tel que F),(.,3) apprtient a L*> (0,7, L> (I's)) .V
B € L>®(I'3) et comme [, € L*®(I'3), on peut appliquer le théoréme de cauchy- lip-
schitz (Annexe théoréeme A.1.10) et pour la démonstration voir Suquet [33] page 60),
qui nous donne l'existance et l'unicité d'une fonction S, € Wh*°(0,T,L* (T3)) tel

que :

B, (1) = = (B, (&) (v, Ry (g ()" + 7, | Rrwr ()P = €a), popt € [0.T],

ﬁn (0) = By-
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Notons que la restriction 0 < 3, (t) < 1 est incluse implicitement dans le probléeme
variationnel Py.. En effet (2.3.7) nous garantie que 3, (f) < 3, pour tout ¢t > 0 (parce
que f3, est une fonction décroissante pour la variable ¢ ) donc ’hépothese (2.1.22) montre
que 3, (t) < 1 pour t > 0, p.p sur I's. D'un autre coté, si 3, (to) = 0 a t = t, alors
il s’ensuit de (2.3.7) que Bn (t) = 0 pour t > to (car sit >ty = B,(t) < 3, (to)
donc (2.3.7) nous donne Bn (t) = 0 pour t > o) donc 3, (t) est constante pour tout ¢ > t,
d’ou 3, (t) = B, (to) = 0 pour tout ¢ > to. Nous concluons que 0 < 3, (t) < 1 pour tout
t €10,7], p.p sur I's.

Ce qui achéve la démonstration du lemme 2.3.2

Etape 3

On considere n € L*> (0,7,V), on note par u, la solution obtenue dans le lemme

2.3.1 et 3, la solution obtenue dans le lemme 2.3.2. Le théoréme de représentation de

Riesz, nous permet de définir une fonction Ay : L> (0,7,V) — L* (0,T,V).

(An(t),v) =7 (8, 1),u,(t),v) YoeV, tel0,T] (2.3.8)

Lemme 2.3.3. la fonction An € L*(0,7,V) en outre il existe une unique fonction

n* € L*(0,T,V) tel que

An*=n

Démonstration du lemme 2.3.3 : soient 1, 7, € L> (0,T,V) et soit t € [0,7] fixé et
veV
Notons, pour i = 1,2 et en utilisant (2.1.29) et (2.3.8).
|< Anl - A772: U>| - }j (67717 um?U) - J (6772’“"72’ U)

d’ou on déduit que :

I
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(A = A0 < [ (0 () = 9o () 0]

I's

+/ | (0= (B,,, ti,r) — D (B, s tnyr)) v-| da
I's

(8 (R () =25, (<R () ) v e
I's

D’apres I'inégalité de Cauchy -Schwartz on obtient
|< Anl - A7727 U>| S / }pu (unll/) — Pv (unzu)’ |UZ/| da+

Ts

+/ ‘p’r(ﬁnlvunﬂ') _p7<6n27un27')| |'U7'| da

Ts

+f
I's
En utilisant (2.1.16)-(2.1.17), (2.1.26)-(2.1.27) on trouve :

[ Apy — Any,v)| < Ll,/ ‘umy — u1721,| v, | da+

s

+Le [ (184, = By + s = ) ol o

s
i / Il
s

|< A771 - A?’]2,1)>| S LV ||u771V - u772VHL2(F3) ”vVH

ﬂyyﬁfh (_RV (uml/))+ - 71/57272 (_RV (un2y))+’ |'U,/| da,

6371 (_RV <u771'/))+ - 67272 (RV (UUQV))+‘ |UV| dav

L2(T'3)
+LT (Hﬁﬂl o 6772HL2(F3) + Huﬂﬂ' - u”i2THL2(F3)> HUTHLz(Fs)
|83, (<R (), = B, (<R () ]| Tl

L2(ry)

En utilisant (2.1.14) on obtient :
[(Any = Any,0)| < C2Ly (g, — wyo ||y, lowlly + L Co
+C?

ﬁm o ﬂ’?z”L?(Fa) HUTHV

Unyr — ung‘rHV HUT”V +

By (= Ry (un)) . = B, (=R (une))

+Co [Vl oo rs)
On pose v = An; — An, on obtient :

L2(Ts
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|An, — Any| < C2L, Hunlv - unzVHV

U - 67)2”[/2@‘3)

2 2
+CO ||71/HL°°(I‘3) 5771 (_RV <u7711’))+ B 67]2 (_RV (UUQV))+
gardant a 'esprit les propriétés p;, p,, R,, R, on obtient.

L2(T3)

1Ay (8) = Any ()] < m [[uy, (8) = g )], 4018y, () = By, O o, (2:3.9)

Majorons maitenant le terme ||B771 (t) — By, (t)HL2(1"3) ,de (2.3.8)-(2.3.9) on trouve :

t

By (1) = Bo — / (Byi (5) (0o Ry (win)” + 7, || Rt (9)[I°) =€) , ds (2.3.10)

0
Donc de 'égalité précédente on obtlent

18, (&)~ B, Lm>(ﬁm (B (1 (5))” 7, | Rrtt (9] s

_/5772 s) (v, Ry, uW, (S))2 + 7., HRTU,W (S)H2) ds
0

t

H%@—%@MMSCJQﬁMﬁNW@fﬁ%@W&MMW:mﬁg
te ) | Brttg,r (9)]° = B, (5) 77 | Brt,r (5)]

0
En utilisant la définition de R et R, et écrivant 0; = 6, — 0, + A5, nous arrivons & :

6., )=y, mm_/mm B wﬂjmh =y 9) s
Moyennant une version des lemme de Gronwall, il s ensult que :
Hﬁm (t) = By, (t)||L2(F3) = C/ H“m (s) — up, <S)||L2(I‘3) ds,
0

En utilisant (2.1.14) on obtient :
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Hﬁnl (t) - B,, <t)HL2(F3) < c/ ||un1 (5) — uy, (s)Hvds vVt € [0,7T], (2.3.11)

D’aprés (2.3.9), (2.3.11) on obtient :

t
A7, — Anylfy, < C/ H“m (8) =y, (S)H ds + CHum - unzHV’
0

D’autre part (2.3.6) on trouve :

[Any = Amylly < K |y (8) — o ()] + / 71 (s) = m (s)] ds, (2.3.12)

Introduisons les notation suivantes :

/ (2.3.13)
t Sh—1 S1
Ih (t) — / / ...... / |fr]1 (r) — 7’]2 (r)lvdrdsl ........ dsh—l v h 2 2,
\ 0 O 0

Et par récurrence, en notant par AP la puissance p®™¢ de I'opérateur A on obtient :

p

(AP, (1) — APn, ()], < CF (Z Cp 77" |y (£) — my (t)|> ,
h=0

Pour tout t € [0,7] et p € N.

s t z
Py —mp) = / """ / I —me| < // """ /||771 = Mol oo 0,71
; 0 0

< 7 I — 772HL00(0,T,V)

= ||771 _772||Loo(o,T,v)7
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[APny (8) — APy ()] < CP (Z Cr —— |771 t) —ns (t)|>
(1+T)
<Cr p— 171 (1) — n2 (t)HLOO(O,T,V) ’
(1+1)"
P!
sance AP de A est une contraction dans L*> (0,7, V). il existe un unique point fixe de A

Comme lim CP = 0, cela implique que pour p assez grand 'opérateur puis-

et on a APn* = n* et de plus, n*et aussi I'unique point fixe de A vérifiant :

(An*(t),v), =7 (57]* (1), uy (t) ,v) =(n"(t),v),, YveV,

Passons maintenant a la démonstration du théoréme 2.1.1

Démonstration du théoréme 2.1.1 : Nous avans maintenant tout les ingrédients
pour prouver le théoréme 2.1.1

Soit n* € L> (0,T,V) le point fixe de A définit par (2.3.8) et soient u,, 3, les solutions
des problémes Pﬁ et Py, pour n =n* u=u,, 3= B

Nous désignons par o la fonction donnée par (2.2.2). clairment (2.2.2); (2.2.4) et
(2.2.5) sont vérifiees. Puisque An* = n* on déduit

(A7 (1), v)y = (0" (1) ,v)y VeV, pp. tc|0,T],

Et gardant en téte que u, (t) = B7'(f (¢t) —n(t)) et (2.3.8) on déduit que (2.2.3) est
satisfaite.

La régularité (2.3.1) s’en suit de (2.1.30), pendant que la régularité (2.3.3) et la
propriété 0 < 3 (t) < 1 sont des conséquences du lemme 2.3.2.

En outre, puisque v € L*®(0,7,V), il s’en suit de (2.1.15) et (2.2.2) que o €
L (0,T,H) .Choissis maintenant w = ¢ ot ¢ € D (Q)? dans (2.2.3) et utilisant (2.2.2) ;
(2.1.28).

on trouve

0 = Divo+fo pptel0,T], (2.3.14)
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Maintenant (2.1.23) et (2.3.14) impliquent que Divo € L* (0,7, H) lequel a son tour
implique o € L* (0,7T,H;) .On conclut que le triplet {u, o, 5} est la solution du probléme
(2.2.2)-(2.2.5), et qui satisfait (2.3.1)-(2.3.3).

Unicité : La partie de 'unicité est une conséquence de I'unicité du point fixe de
lopérateur A, et de I'unicité des problémes Pg et P .

cet effet, soit {u,o, 5} la solution du probléme (2.2.2)-(2.2.5) ayant la régularité
(2.3.1)-(2.3.3) et on considére un élément n € L> (0,7, V') défini par :

uy (t) =B7Hf (t) —n(t)), (2.3.15)

Il s’en suit de (2.3.4) et (2.3.15)
U= Uy, (2.3.16)

Et d’aprés le lemme 2.3.2, il existe une unique solution 3, du probléme Pg et qui

satisfait (2.3.3); (2.2.5) et (2.2.4) impliquent que
B =0, (2.3.17)
Nous utilisons maitenant (2.3.8); (2.2.2) ; (2.2.3) et (2.3.15) on voit que
(An(t),v), =(n(t),v), YveV,pp tel0,T], (2.3.18)
Ce qui implique que An = 1. Comme A a un point fixe unique, on conclut que
n=n. (2.3.19)

La partie d’unicité du théoréme 2.1.1 est maintenant une conséquence des égalités

(2.3.16)-(2.3.19) et de (2.2.2).
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2.4 Approximation variationnelle

L’approximation numérique des problémes aux limites est un domaine mathématique
qui, historiquement a fait ’objet de nombreuses recherches, et continue cependant de
rester d’actualité, par le fait qu’elle intéresse particulierement des disciplines comme la
mécanique, la biologie, ect .... Il est essentiel de construire des méthodes numériques,
de résolution de ces problémes qui soient a la fois simples, peu cotiteuses et efficaces.
Les méthodes modernes sont basées sur une "discrétisation” des équations et inéquation
dont 1'idée est d’approcher la solution. Pour les cas quasistatiques, on distingue deux
types de discrétisation compléte et incompléte. La premiér consiste a discrétiser seulement
I’espace ainsi que l'intervalle de temps. En faite, ces approches, dans le cas des inéquation
variationnelles ont faite I’objet de plusieurs études tel que [7] dans le cas d’un probléme
viscoélastique ; Cette section se compose de trois parties.

La premiére partie est destinée a présenter le probléme approché, ensuite donner
et estimer L’erreur de discrétisation incompléte du probléme approché. Dans la seconde
partie on présente un résultat de convergence pour le schéma. Le schéma de discrétisation
incompléte est analysé a l'aide de la méthode des éléments finis, voir par exemple [9].
En fait, cette méthode est utilisée pour discrétiser ’espace. La convergence forte de ce
cas est établie sous une régularité minimale de la solution. Finalement on donne dans la
troisieme partie une application bréeve pour mieux comprendre comment construire les

espaces & dimension finie ainsi que les solution approchées.

2.4.1 Approximation semi - discréte

On analyse dans cette section, une aproximation semi - descréte du probleme Py en
discrétisant le domaine spatiale. On considére une position générale des espaces arbitraires
de dimension finie V}, C V, H;, C H et Ly° (I's) C L (I'3) utilisés pour approcher les
espace V', H et L> (I'3), h est un parameétre de discrétisation destiné & tendre vers zéro.

Partout dans cette section, ¢ dénote une constante positive qui ne dépend que de h dont
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sa valeur peut changer d’une place a une autre. On considere ’approximation incomplete
suivante du probléme variationnel Py, .
Probléme PY. : Trouver un champ des déplacements uy, : [0,T] — Vi, un champ des

contraints oy, : [0,T] — H pet un champ d’ adhésion 3, : [0,T] — L° (I's) tels que :

op (t) = F (e (uy (1)), (2.4.1)

<O'h (t) , € (Uh)>Hh -|—j (ﬁh (t) , Up, (t) ,'Uh) = <f (t) ,Uh>Vh VUh € Vh, t e [OT] , (2.4.2)

By (8) = =By, (1) (W Ry (uno ()" + 7, | By (unr (D)) =€) + VE €[0T, (24.3)

up, (0) = uno, By (0) = Bho, (2.4.4)

En utilisant des arguments similaire & ceux utilisés pour la démonstration du Théoréme
2.3.1 on démontre que le probléme P? posséde une solution unique. Soit le théoréme
suivant :

Théoréme 2.4.1. Sous les hypotheses (2.1.15)-(2.1.23), il existe une solution unique
{un, By, on tde probléme P%. De plus, la solution satisfait

up, € L= (0,T,V3), o, € L= (0, T, Hy), B, € W (0, T, L$° (T'3)).

Notre objectif est de tirer des estimation d’erreur pour les différences v — uy, 0 — oy,

et f — f3;,. Pour cela, soit t € [0.7], en utilisant (2.2.2)-(2.2.5) on obtient :

o(t)=F((u(t)), (2.4.5)
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(o), e(W)y +7(B@),u(t),v)=(f(t),v), YveV, te[0.T], (2.4.6)

t

Bt) = By — / (B(5) (R (1 ()2 + 7, 1R (1 (5))]2) = a4 ds¥t € [0.T], (24.7)

0

et de (2.4.1)-(2.4.4) on obtient :

on (t) = F (e (un (1)), (2.4.8)

(on (£) 2 ()Y + 5 (B () un (£) o) = (F (1) ,on)y Yo €V py t€0.T],  (24.9)

t

Bu(t) = B —/(5h () (3 Ro (uny ()" + 72 | Br (unr (9))|°) — €a)+ ds,  (2.4.10)

0

En remplagant (2.4.5) dans (2.4.6) on déduit que :

(F'(e(u(t),e @)y +7(B(),ult),v)={f{),v)y, YoeV,V ie0.T], (24.11)
en remplagant (2.4.8) dans (2.4.9) on obtient :

(F (e (un(t)),en))g +3(Br (), un (t) ,vn) = (f () ,0n)y Yoo €V, t €[0.T7,
(2.4.12)
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et de (2.4.11) et pour v = v;, on aura :

(F (e (u(t) (W)t (BE) ut),vn) = (f (), v0)y Yo € Vi, V€ [0.T], (24.13)

En soustrayant (2.4.12) de (2.4.13) on obtient :

(Fe (u(t)) = Fe (un (b)), € (n))y 3 (B (), u(t) ,0n) =g (By (), un (£) ,0n) = 0. (2.4.14)

'égalité (2.4.14) on déduit que :
(Fe(u(t) = Fe(un (1)), (u(t)) =& (un))y =
(Fe (u(t)) = Fe(un (t)) & (w(t)) =& (va)) + 5 (By () s un (), u (t) = up (£)) —
—J (B(t),u(t),u(t) —un(t) +5 (6 ),ult),wt)—on) -
=7 By (@) sun (t) s u (t) = vn) = (Fe (u(t) = Fe (un (1), € (un (1)) =
)

—j (B () u(t),un (t) + 5 (Bn (), un (t) un (1)) Yoy, € Vi, Vt € 0.77.
d’apérs quelque manipulation algébriques on trouve :

ﬁ
™
—~
S
=
/-\
\./
~—
™M

(u (1)) =& (un ()5 <

Fe (up ()€ (u(t) =& (vn)) + 5 (B (), un (t) , u (t) — un (1))
)
)

N

(2.4.15)
s (t) u(t) —un () +5 (6 (),u(t) ut)—wva)
ﬂh (), un (t) ,u(t) — vp Yoy, € Vi, Vt € [0.77.

De (2.1.13) et (2.1.15) (a) on a :
(Fe (u(t) = Fe (un () e (w(t) = & (un (£)))ge = m [lu— w5, (2.4.16)

la fonction j satisfait I'inégalité suivante pour tout f,, 8, de L™ (I's) et uy, ug,uz € V.

|7 (Bysur, uz) — j (Bas uz,us)| < c <||51 - 62||L°°(F3) + [Jur — U2||v) [us|ly -
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Donc

(B, u, u —up) — J s Up, W — Up)| <
1 (8 n) = J (B un n)l (2.4.17)
¢ (18 = Bull gy + lun = unlly ) 1w = wnlly

et

‘j (ﬁ?uau_fuh) _j(ﬁfmuh?u_vh” <

(2.4.18)
¢ (118 = Ball ey + 1w = unlly ) e = vl

Moyennant les propriétés de F', I'inégalité de Korn et ’équivalence des normes, il vient :

(Fe(u) — Fe(up),e(u) —e(vn)) < M |lu—up|y ||u—oi - (2.4.19)

D’apreés (2.4.15)-(2.4.19) on obtient :
2
mu = unl% < e (18 = Bulqrgy + 1u = wnlly ) = el
¢ (18 = Bull ey + Il = ually ) llu = wally

+M [lu = unl| [u = vally
En utilisant I'inégalité élémentaire siuvante :

ab < a_2+@
20 2

pour obtenir l’inégalité

mlu—unlly, < o= |18 = Bull ey + llu = unlly
26

05 M oM
5 |l — Uh||v 2% |u — Uh||v + BN l|lu — Uh||v

c 2 de
5 |18 = Bull ey + = wnlly |+ 5 llu =l

mais on sait que vVa+b <+ /a+ Vb Va,b e R, d’ou on obtient :
c
¢EMwwmws\#—Mﬁ—mmmm+Wu—wu]+

A L e MY AL PR
-+x/__[u5 Bl Iu = unlly] + \/:jnu-—vhuv

on peut écrire I'inégalité précédente sous la forme :
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C
o= wnly < 20/ = 116 = Bull ey

+\/C—5+ Moo =S =l +
m2 m26 m20 Uty (2.4.20)

[OM [ dc
+ @ + ﬁ] Hu — Uh“v Vvh c Vh.

De plus d’aprés (2.4.5) et (2.4.8) on a :

o () = on(t) = F (= (u(t)) — F (< (un (1)) (2.4.21)

et d’aprés (2.1.13); (2.1.15) (b) et (2.4.21) on obtient :

lo = onll < L flu—unlly (2.4.22)

Finallement en soustrayant (2.4.10) de (2.4.7) on trouve :
t

B(t) = Bu (t) = [((B () (v Bo (uny (5))° + 7, | Br (une ()]7)—

—(B(5) (v, Ro (w, () + 7 | Br (ur ())1%))ds + By — Bo,
Vt € [0.77].

En utilisant les méme techniques utilisées pour obtenir (2.3.11) on obtient :

t

18 (#) = Br Oll ooy < € J Nl — unlly ds
0 (2.4.23)

t
+e [8 - 5h||Loo(F3) ds +cl|By — BOhHLOO(Fg) )
0

Donc, en additionnant (2.4.20) et (2.4.23) on trouve :

C
[ = unlly + 118 = Bull oo (ry) < 2y s 15 = Bull oo ry) +
oy oo [ wlly +
m2 m26 m26 mllv
oM oc ! f
1y o5+ VE] [ — vnlly +00f||U—Uh||vd8+0{||5—/3h||L°°<r3> ds

+c Hﬁo - ﬁOh“Loo(pg) Yv, €V , VYt € [OT],
d’ou ilrésulte :
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| co | M c ¢
B i _c o _ — <
L m2 T\ 2 \ m25] lu = unlly + (1 2\/ m25) 1= Bullzoeces) <

[oM | dc
ﬁ+ 5 ||u—vh||V+CH50—50h||Lw(F3)+
t

+e [(lu—unlly +118 - 5h||L<>o(1“3))d5 Vo, € Vi, Yt €[0.T7,
0
on prend 0 tel que :

co M c c
= =+ 2y — 012y —
1 mQjL m26+2 m20 >0Ue m20 >0,

d’ou on obtient :

lw = unlly + 18 - 5h||Loo(F3) <cl|By— 60h||L°°(I‘3) +
¢
+ellu—wvnlly + be(HU (s) = un ()l + 118 (s) = B, ()l poo (s )

Yo, €V, , Vt € [OT],

Moyennant une version des lemmes de Gronwall, il s’ensuit que :

lu —unlly, + 18 - 5h||1;oo(r3) <cl|By— /BOhHL‘X’(Fg,)
—G—CHU — 'UhHV Vv, € V), Vt e [OT],

Par conséquent, on a le résultat suivant :

(2.4.24)

(2.4.25)

Théoréme 2.4.2. Soit (u, 3) la solution du probléeme Py et soit (us, 5),) la solution

du probléme P%. Alors a P'estimation d’erreur suivante :

[u(£) = un @)l oo 0.1y 118 () = B (Dl oo (0.1 L0013y <
cllBo — BOhHL‘X’(O.T.LOO(Fg)) + cinf ||u (?) — UhHLoo(o.T.V)

Yo, €V, Vt € [OT],

(2.4.26)

L’estimation (2.4.26) est la base de I’analyse de convergence du schéma semi - discrét.

En effet, en argumentant comme dans Raviard [27], on déduit le résultat de convergence

suivant :
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Corollaire 2.4.3. On suppose que les conditions (2.1.15) — (2.1.23) sont satisfaits, et

180 = Boull — 0 quand h — 0, (2.4.27)

Alors moyennant (2.4.22);(2.4.26) et (2.4.27) on obtient :

[ () = wn (Ol ooy + 118 () = B (Ol oo o200 ra)y T 10 = 0l poe 0,900y = 05

Danc la méthode converge lorsque h — 0.

2.4.2 Approximation compléte

On considére maintenant une approximation compléte du probléme Py. Soit 0 =
to < t1 < .o < ty = T, une partition de l'intervalle de temps [0, 7], et soit k = T /N
le pas de discrétisation et ¢,, = nk les noeuds pour n = 0,1, ...., N. Pour une fonction
continue ¢ — w (t) on utilise la notation w, = w (t,) et pour une suite {w,}"_, on note
dw, = (w, —w,_1) /k. Dans cette section, ¢ dénote une constante positive indépendante
des parametre de discrétisation k et h.

La discrétisation compléte est basée sur un schéma progressif d’Euler et elle est donnée
sous la forme suivante :

Probléme P!* : Trouver le champ des déplacements u"* = {uﬁk}szo C V3, le champ
des contraintes ¥ = {a’n‘k}gzo C H,, et le champ d’adhésion 5" = {BZ’“}LO C By, tels

que :

u (0) = g, B (0) = 6, (2.4.28)

Et pourn=1,........ , N
ol* = Fe(u), (2.4.29)
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<02k7€(vh)>7{ +.] (6zkauzk7vh) = <fn>’Uh>V V’Uh € Vh ) (2430)

(Sﬁzk = _(6?7]:—1)(71/RV (u?f—l)u)2 + 7 HRT (u?rlf—l)T) Hz) - 6a)Jr ’ (2'4'31)

En utilisant les arguments classiques des inégalités variationnelles, on déduit ’existence
et I'unicité d'une solution pour le probléeme P?*. Ce que nous énongons comme suit :
Théoréme 2.4.4. On suppose que les conditions (2.1.15) — (2.1.23) sont vérifiées.

Alors, il existe une solution unique (u"*, 0", 3"*) du probleme P,

Notre intérét est d’estimer les différences u, — u* o, — o* B, — B"™. Soit n €

{1,....; N} et on définit w, =u(t,), 0, =0 (t,), B, = [ (t,). En utilisant (2.4.5) pour

n

t = t,, on obtient :

on = Fe(uy,), (2.4.32)
en suite, en soustrayant (2.4.29) de (2.4.32) on trouve :
0n — 0% = Fe(u,) — Fe(u™),

n

mais d’aprés (2.1.15) (b) l'opérateur F' est de Lipschitz donc il existe L > 0 tel que :

[Fe(un) = Fe(up")|| < Lle(un) = e(uy?) [,

et d’apres (2.1.13) on obtient :

||F5(un) — Fs(uﬁk)HH <L Hun — quHv,

d’ot1, nous obtenons I'inégalité suivante :
|ow — || < L [Jun — ]|, (2.4.33)
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En remplagant (2.4.29) dans (2.4.30), il résulte :

(Fe(ul¥),e(vy, >H + 5 (B2 ult on) = (fasvn)y, Vo, € Vi (2.4.34)

En soustrayant (2.4.11) de (2.4.34) pour ¢t = t,, et v = v,, on obtient :

<F€ (un) — Fe (Uzk) € (Uh>>H;L +] (ﬁm unvvh) _j (62k7 Uzk,vh) = 0,

On déduit que :
<F€ (un) — Fe (uﬁk) e (uy) — e (uﬁk)>H =
(Fe (up) — Fe (ul*) e (u,) — € (vn)) +j (ﬁﬁk, ulk u, —ulk) —
—J (B Uy Un = ") + 5 (B Uy U — Vi) —
—j (B ulk u, — vy) — (Fe (up) — Fe (ul*) e (ul¥)) —
—J (B tn, ulF) 4 5 (B ulE ulh) Yy, €V, VE € [0.T7,

TL ) n
d’aprés quelque manipulation algéprique on trouve :

(Fe (un) — Fe (up¥) e (un) — € (uh¥)),, < (Fe(un) — Fe (ul¥) e (un) — € (vs))
+-7 (ﬂn ) Zk’un - U’Zk) _] (Bnaunaun - Uzk) +] (ﬁn?urwun - Uh)
— (B ul* u, — ) Yo, € Vi, VEE[0.T],

n o n ?

En utilisant des argument similaire & ceux utilisés pour la démonstration de (2.4.21)

on obtient :

o — ], <2 25||

\/i+\/—+2 — | |l — uE ||, +

m2 m26 m25 " n v (2.4.35)
oM | dc

+ ﬁ—i- ﬁ ||Un—Uh||v Yo, €V,

il reste d’estmer ||5n — 52’““, pour cela on a de (2.4.31) :

\/ B _5thLoo (T'3)

B = A0 = S KBy (B () 41 [ ) [ — ) (2436)
j=1
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et de (2.2.4) on a pour t = t,, :

n

Bn = 50 - Z k(ﬁ(j—l)(’yuRl/ (U(Jel)z/)2 + 7 HRT (u(jfl)r) H2) - 6a)+> (2-4-37)

j=1

En soustrayant (2.4.36) de (2.4.37) et en effectuant quelques transformations, on truove :

16, = B3y < e D kUIB—r = B gy + I = w4l + (2.4.38)
j=1

+Jn + HBO - ngHLOO(Fg) )

Ou

I =

/(5 (5) (7 By (uny ()" + 77 || Ry (ur ()°) = €a)+ dst (2.4.39)

n

+ ) k(B (1R (ug-1yw)” + 7 | Br (ugg-yr) [I") = €a)+

J=1

?

Leo(T's)

De (2.4.33);(2.4.35) et (2.4.38) nous avons :

len = [l + 1185 = 82"l

¢ hk
2 m2é Hﬁn — B, ||L°°(1"3) +

ry) T low = UzkHH =

co M c ok
V@Wm”\/w] o =l

oM e 3
Vo TV oz | Ten = onlly + L [Jun = wi®l, + C;k(uﬁj—l ] P

hk
+ ”uj—l - “?Ele) + o+ HBO 0 ”Loo(rg,)vvh € Vi,
En utilisant des arguments similaires a ceux utilisés pour la démonstration de (2.4.24)

+

on obtient :
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= wnlly 180 = B2l ooy + o = 3l <

o tc ‘21(”5‘7_1 o B?EIHLOO(F@ + ”uj—l o U?EIHV)—F (2.4.40)
j=
CHun_Uh||v+c||ﬁ[)_ﬁngLoo(p3) Vo € Vh7

et en utilisant des techniques similaires a celles utilsées dans [7] on obtient :

Jn < ety {10 oo H :
<ty (Nilhmorr + B, sy )

Alors, (2.4.40) devient :

H“n - quHV + ”ﬁn - BZkHL‘X’(F?,) + Han - UZkHH <

¢llun = vnlly +c 21 k(Hﬁj—l - ?EIHLoo(rS) + H“j—l - “?51”\/)Jr
iz

ety (il + |3 )+ el180 = 8 ey ¥ € Vi
\

Lo°(0.T.L°°(T'3))

L’étape suivante consiste & utiliser le lemme suivant :

Lemme 2.4.5. Soient { gn}fj:l et {en}gzl deux suites de nombres non négatifs satis-

vont a :
en < cgn + Z kje;, (2.4.41)
j=1
Alors :
en < C(gn + Z kjej), (2442)
j=1
Donc :
<
max e, < CMAxX gy (2.4.43)

Pour la démonstration, on peut consulter [7] et [21].
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L’application de ce dernier lemme, nous donne I’estimation de ’erreur suivante :

ma [l =+ 118, = 82wy + o = o] <

+c|Bo - ngHLOO(I‘g) :

emas o = vl + okt (illmiorr + 3] o)

Cette estimation va étre utilisée pour la convergence de la méthode de discrétisation

compléte .

2.5 Analyse de la convergence

Dans cette section, on analyse la convergance de la discrétisation compléte et
incompléte des solution du probléme P. On fait cette analyse sous les conditions de

régularité :

w e L¥(0,T,V),
o € L= (0, T, Hl) )
6 € Wl,oo (07 T? L> (P3)) )

On considére, tout d’abord les hypothéses suivantes :
Hypothése 2.5.1.

I1 existe un sous espace Vy C V dense dans V' et une fonction « (h) > 0 tel que :

hlir&a (h) =0 et vig‘f/h v —=wnlly < a(h)|lvlly, YveW.

Hypotheése 2.5.2.

I1 existe un sous espace Hy C ‘H dense dans H et une fonction 7 (k) > 0 tel que :
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lim v (h) =0et inf |z —z4l,, <7 (R)|2ll;, Vz€ Ho.
z2n€Hp 0

h—0+

Hypotheése 2.5.3.
11 existe un sous espace L3° (I's) € L *°(I'3) dense dans L*> (I'3) et une fonction

6 (h) > 0 tel que :

lim 6(h) =0et inf — |l ey < (R N vy € L® (T'y), .
Jim 6 (h) =0e et 17 = Ml oo ray < 7 (B [0ll poo(ryy, V1 € L (T's)g

On peut maintenant étudier la convergence de la discrétisation incompléte du probléme
P.
Théoréme 2.5.4. Soitu € L= (0,T,V),0 € L* (0,T,H;) et 3 € WL (0,T, L= (T3))
la solution du probléme P et u;, € L™ (0,T,V}), o, € L= (0,T,Hy) et 8, € W (0, T, Ls° (T'3))
la solution qui correspond a la discrétisation incompléte du probléme P”.

Ainsi, sous les hypothése (2.5.1); (2.5.2) et (2.5.3) on a :

lu — UhHLoo(o,T,v) + 18— BhHWLOO(O,T,LOO(Fg)) + o — UhHLoo(QT,H) — 0,

quand h — 0.

Démonstration : D’aprés les hypothése (2.5.1); (2.5.2) et (2.5.3) on a :

lluo — uonl| — 0, |8y — Bonll — 0, ||oo — oonl|| — 0 quand h — 0, (2.5.1)

Ona L* (0,7, Vp) dense dans L™ (0,7, V') d’ou, pour tout ¢ > 0, il existe & € L> (0, T, Vp)
tel que :

lu— | <e. (2.5.2)
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donc :

Jnf flu—ovally < llu—al+ nf fld—olly <e+a@)flfy, (2.5.3)

Alors, la convergence est déduit de (2.5.1);(2.5.3).
Revenons maintenant a ’analyse de la convergence pour la discrétisation complete.
Théoréme 2.5.5. Soit u € L*® (0,7,V),0 € L= (0,T,H) et 3 € WhH> (0, T, L= (T'3))
la solution du probleme P ,» € L> (0,T,V},), of € L> (0, T, Hy) et Bh e Whe (0, T, L° (T's))
la solution qui correspond & la discrétisation incompléte du probléme P” pour n = 1, N
la solution qui correspond a la discrétisation compléte du probléme P” .

Alors sous les hypotheses (2.5.1);(2.5.2) et (2.5.3) on a :

max [l —ult|| + 1|8, = ﬁZH + ||low —ok||] =0, quand h — 0. (2.5.4)

Démonstration : En suivant les mémes étapes que précédemment on obtient :

ég%wm—vﬂbfﬂwn—MVﬂﬁiwﬂ—vmvSg**ﬂmﬂmw]~ (2.5.5)

donc

r&a}z{cvérg/h Hun - UZHV < f%aji‘f(”un -l + vfigrelffh ”ﬂ - UZ”V) (2.5.6)
<e+a(h)|aly, -

Alors, de (2.5.1) et (2.5.6) ; la relation (2.5.4) est vérifiée, ce qui termine la démonstration.
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Chapitre 3

Probléme Viscoélastique Couplant

I’Adhésion et le Frottement

Nous considérons dans ce chapitre un probléme de contact couplant I’adhésion et le
frottement entre un corps viscoélastique et une fondation rigide. Le processus d’adhésion
sur la surface de contact est modélisé par une variable interne de surface appelée champ
d’adhésion et les conditions de contact sont de type Signorini. Le probléme est formulé
par un systeme d’équations aux dérivées partielles contenant 1’équation d’équilibre du
corps, la loi de comportement du matériau, une équation différentielle modélisant le
champ d’adhésion et les conditions initialles et aux limites aux quelles il est soumi .
Cette section est divisée en trois parties. Dans le premier partie, nous commencgons par
formuler le probléme mécanique, puis nous indiquons les hypothéses sur les données.
Ensuite, dans le deuxiéme partie nous donnons la formulation variationnelle du probléme
mécanique. Enfin, dans le troisiéme parties, nous énoncgons et démontrons un théoréme
d’existence et d’unicité de la solution faible relatif au probléme.

Les techniques employées sont basées sur la théorie des opérateurs monotone, et le
théoréeme de Cauchy Lipshitz, suivi par des résultats sur les inéquations variationnelles

d’évolution et sur le théoréme de point fixe.
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3.1 Position du probléme - Hypothéses

Soit un corps matériel qui occupe un domaine borné © de R? (d = 2,3) avec une
surface frontiére réguliére I', partitionnée en trois zones mesurables disjointes I';, I's et I'3
telles que mesI'; > 0. On note par v la normale unitaire sortante de I', soit T > 0 et soit
[0, 7] 'intervalle de temps dans lequel on étudie I’évolution du corps dae a I’application
des forces volumiques de densité fj et des tractions surfaciques de densité f, varient tres
lentement par rapport au temps et on impose que les accélérations du systéme soient
négligeables, on se place donc dans le cas quasistatique. Le corps est encastré dans une
structure fixe sur I', et il est soumis a des conditions de contact unilatéral, frottement et
adhésion sur la partie I's de la frontiere, avec une fondation rigide. On suppose aussi que

le matériau est viscoélastique avec une loi constitutive de la forme.
o= Ae(4) + Ge (u). (3.1.1)

ou A lopérateur de viscosité et G l'opérateur de élasticité.

En suite, on a décrire les conditions de contact avec adhésion sur I's on introduit une
variable interne d’état 3 définie sur I';s qui représente 'intensité d’adhésion sur la surface
de contact telle que 0 < 8 < 1. Quand =1 a un point x € I's, I’adhésion est compléte
et tout les liens sont actifs, quand S = 0 tout les liens sont désactivés et il n’ya pas
d’adhésion, et quand 0 < 8 < 1 c’est le cas d’une adhésion partielle et mesure la fraction

des liens. Le processus est gouverné par ’équation différentielle .

B = =B Ry (w)* + 7, | Rr (ur)]*) = €0)s- (3.1.2)

Ou R,:R —Ret R, : R — R? sont des troncatures telles que.
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L[) st S S —Lo.
R, (s) = —s st —Lg<s<O. (3.1.3)

R, (v) = L . (3.1.4)
([l N

Ou Ly > 0 est la longueur caractéristique des liens on note par v, et v, et les composantes

normale et tangentielle de v sur la frontiére I' données par :

U, = V.V, Up =0V — UV, (3.1.5)

On définit les composantes normale et tangentielle du tenseur des contraintes par :

o, = (ov).v, o, =0v—o0,V. (3.1.6)

Le probléeme mécanique se formule de la maniére suivante :
Probléme P : Trouver un champ des déplacements u : Q x [0,7] — R%, le champ

des contraintes o : Q2 x [0,7] — Sy et le champ d’adhésion [ : '3 x [0, 7] — R tels que :

o= Ae (i) + Ge (u) dans Q x [0,T7], (3.1.7)
Divo+ fop=0 dans Q x [0,77, (3.1.8)
u = 0 sur I'y x [0,7], (3.1.9)

ov = fo sur I'y x [0,77], (3.1.10)

57



(

u, < 0,0, 4+ C,5%u, <0,u, (0,, + C’VﬁQUV) =0,
HOT + C’T52UTH < /Lp(‘R(UV + C,ﬁ?ul,)‘) == u, =0
HUT + C’Tﬁ2uTH = ,up(‘R(al, + Cl,b’Qul,)‘) — I\ >0,

\ tel que 1, = —\ (0'7- + OTBQUT)

sur I's3 x [0,7], (3.1.11)

B =—(B(rRy ()’ + 7 | Rr (ur)]|*) = ea)4sur Ty x 0,77, (3.1.12)
u(0) = wup dans Q x [0,77, (3.1.13)
B(0) = By sur I's x [0,7], (3.1.14)

Dans ce qui suit, nous fournissons quelques commentaires sur les conditions (3.1.7)-
(3.1.14). L’équation (3.1.7) représente la loi de comportement viscoélastique, la rela-
tion (3.1.8) représente 1’équation d’équilibre ou fy est la densité des forces volumiques
agissant sur le corps déformable. Les conditions (3.1.9)-(3.1.10), sont les conditions de
déplacement-traction. (3.1.11) est la condition de contact unilatéral, frottement et adhé-
sion, I’équation (3.1.12) est I’équation différentielle ordinaire associée au champ d’adhé-
sion, les conditions (3.1.13)-(3.1.14) sont des conditions initiales, ou uy et [, sont des
champs donnés.

Pour obtenir la formulation variationnelle du probléeme P, on a besoin de quelques
notations supplémentairs.

Soit V' le sous-espace de H; défini par :

V={veH/v=0surTi}. (3.1.15)

qui est muni de structure Hilbertienne habituelle définie par :
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(u,v)y = (e(u),e(v))yy Yu,veV. (3.1.16)
lolly = lle (@)l Vwev. (3.1.17)

En outre, par le théoréme de trace de soboleve, il existe une constante Cy > 0 dépendant

uniquement de 2,11, '3 telle que :
[0l 2pyya < Collvlly, YoeV . (3.1.18)

Pour le probléme de signorini nous utilisons ’ensemble convexe ” déplacements admissibles”
donné par :

Uw=4{ve€ H/uv=0 sur T'1, v, <0sur3}. (3.1.19)

Pour I’étude du probléme mécanique (3.1.7)-(3.1.14),on considére les hypothéses sui-
vantes :
Nous supposons que 'opérateur de viscosité A : 2 x S; — S, satisfait les propriétés

suivantes :

(a) il existe m4 > 0 tel que

(A(z,e1) — A(x,5) 61 — €3) > maller — ea||” pour tout e, €5 € Sy;

p.p.x € €

(b) il existe L4 > 0 tel que (3.1.20)
|A (z,e1) — A(x,e2)|| < Laller — e2] pour tout e1, e3 € Sy; p.p.x € Q

(¢) v — A(x,e1) est Lebesgue mesurable sur € pour tout € € Sy;

(d) L’application x — A (x,0) € H

\

L’opérateur d’élasticité G : €2 x S; — S, satisfait :
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(a) 1l existe Lg > 0 tel que :

|G (z,e1) — G (z,62)]| < Lg ||ler — e2]| pour tout 1, €2 € Sy

pp.x €.

(b) L’application x — G (z,¢) est Lebesgue mesurable sur Q, Ve € Sy

(¢) Lapplication z — G (x,0) € H

\

La fonction de frottement p : I's x R, — R, vérifie :

§
(a) il existe M > 0 tel que

|p(x,r1) —p(x,re)| < M|ry — rg| pour tout 1,79 € Ry

p.p.x €'y

(b) L’application © — p(x,r) est Lebesgue mesurable sur I's, Vr € R

| (¢) p(2,0)=0 p.p.sur '

On suppose que les forces volumiques et surfaciques satisfont :
(@) foe W= (0,T,H), () foe W' (0,T,L2(T3)").
Les coefficients d’adhésion v, 7, et ¢, satisfont les conditions :
Yoy Yy € L (T3), €a € L% (T3), v,y Vyy€a >0, ppx €15,

Tandis que le coefficient de frottement p satisfait :

we L>®(T3), u(x) >0, ppxels.
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Et les données initiales vérifient :
g € Uggy Bo € L (I'3) et 0< 5, <1 ppxels. (3.1.26)

En suite par le Théoreme de représentation de Riesz entraine ’existence d’une fonction

f:[0.T] =V tel que:
(f @), v)y = (fo(t), v}y + (f2(),0) 2y YV EV, pptel0,T]. (3.1.27)
Les conditions (3.1.23);(3.1.27) impliquent que :

fewr=(0,T,V). (3.1.28)

Nous déffinissons maintenant la fonctionnelle de frottement j : L™ (I's) x HyxV x V— R

par

i (8, 0u,v) = /up(‘R(U,,—i—C’VﬁQuV)‘) [0 da. (3.1.29)

s
Ou R représent la régularissante normale, elle est introduite parce que la trace du terme

(al, + C’,,ﬁ2u,,) est trés irréguliére sur la frontiére.

3.2 Formulation variationnelle

Avant d’établir la formulation variationnelle du probléme mécanique, on va donner
une forme équivalente de conditions aux limites (3.1.11).
Lemme 3.2.1. Les conditions de contact et de frottement (3.1.11) sont équivalentes

aux condition suivante :

u, < 07 o, + Cuﬁ2uzx < 0; Uy (Uu + Cl//62u1/) - 07
HUT + CTBQUTH < ,up(‘R(UV + CV/Bqu)})’ (3.2.1)
Ur (U‘r + 07-527%-) + il p(‘R(UV + va)?uV)‘) =0,
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Pour la démonstration, on peut s’inspirer de la démonstration du lemme 2.2.1 du cha-
pitre 2 de Darabla (13).

- Soit maintenant le triplet (u, o, ), une solution réguliére du probléme P et soit
v € Uy, t €0,77].

Grace a la formule de Green on obtient :

(o(t),e(w) —e(u(t))y+ (Divo(t),v—ut))y= [ov(v—u(t))da Yv € Uy,
r
On peut écrire I’égalité précédente sous la forme :

(o (t),e(v) —e(u(t)))y + (Divo (t),v—ut))y = [ ov(v—1u(t))dat
I
+ [ov(v—"a(t))da+ [ov(v—1u(t))da Vv € Uy, t € 0,77,
FQ FS
Sachant que u € U,y ,v € U,y et moyennant (3.1.8)-(3.1.10) on obtient :

(o (t),e(w) —e(@@))y = (folt),v—1ult))y + (f2(),v—"0lt)) g, +
+ [ov(v—4a(t)da Vv € Uy,t€[0,7T],

I's
En utilisant (3.1.27) pour déduire que :

(0 (t),e(w) =e(@®))y = (f{),v—alt)),+

+ [ov(v—"1u(t))da Yv € Uy, t €[0,T] , (382.2)
D’autre part on a :
ov(v—1u(t)) =0, (v, —U,(t) + o, (v, — (1)),
D’ot on obtient :
ov(v—ut)) = (0,4 C,B%,) (v, — () + (or + Crf%u,) (vy — 1 (1)) (323)

- VBQUJI/ (UV - U’V(t)) - CTBQUT (UT - uT(t)) )

Les égalités (3.2.2)-(3.2.3) nous donnons :
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(0(t),e(w) —e(@®))y — [lor + Crur) (vr — 7 (t)) dat

+ [ CrBu, (v — () da = (f () ,v —a(t))y +
I's (3.2.4)
—i—Ff(a,, + C,B%u,) (v, — u,(t)) da _rf C,B%u, (v, —1,(t)) da

Vv € Uyt € [O,T] ,

On a aussi d’aprés l'inégalité de Cauchy -Schwarz :
||(O'7- + CTBZuT).vTH < HUT + C’TﬁzuTH Nl
d’ou on obtient :
(01 + CoPur) s > — || (00 + Cou | ]
On déduit d’aprés (3.2.1) que :
(0r + C-f%ur).v. > —pp(|R(oy + Cuf%w,)]). |lv-|l (3.2.5)

Soit v € U,g,alors de (3.1.11) on a ( o, + C,3*u,) < 0 d'ou (o, + C,5%u,).v, > 0, on a
aussi 1, (0, + C,B%*u,) = 0 sur I's x [0.7] donc (3.2.4) devient.

(o (t).2(v) —e(@(t)y — [(or + C-Fur) (v- — 1 (t)) dat

I's

i C.B*uy (v — 0,(t)) da + i C,B%u, (v, —u,(t)) da (3.2.6)

> (f(t),v—1u(t)), VYve&Uy, tel0,1],

Et d’aprés (3.2.5)-(3.2.6) on obtient :
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(o (t),e(v) —e(i(t)))y +Ff up(|R(oy + Cof%w,)|). ||vr|| da—

- Ff up(|R(oy, + CB%u,)|). ||t || da + Ff C,B%u, (v; — i, (t)) da+ (3.2.7)
+ [ C,B%u, (v, — 0,(t))da > (f(t),v—u(t)), Yo € U, t € [0,T],
I's

Moyennant (3.1.29) et (3.2.7) il vient :

(0(t),e(w)—e(@@®)))y+ JBouv)— j(B,0o,ud)+
+C; (Byu,v — 0 (t) + C, (Byu,v — () > (f (1), v —u(t))y, (3.2.8)
Vo € Uyg, p-pt €10,T]

tel que :

C: (B,u,v) = [ C:fuv.da, C,(B,u,0) = [ C,B%uu.da, (3.2.9)

s T's

ou C, (6,u,v),C, (B,u,v) sont linéaire par rapport au dernier argument donc :

Cr (B,u,—v) = —C; (B,u,v), C,(B,u,—v)=—C,(B,u,v), (3.2.10)

Finalemment, d’aprés (3.1.7)-(3.2.8) et (3.1.12)-(3.1.14) on obtient la formulation varia-
tionnelle du prbleme P.
Probléme Py : Trouver le champ des déplacement u : [0,7] — V, le champ des

contraintes o : [0, 7] — H; et le champ d’adhésion

B:10,T) — L™ (T's) tels que :

o (t) = As (@ () + Ge (u (1)), (3.2.11)
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(o (t),e(v) —e(@®))y+ JBE),0(),ult),v)— jEE),0@),ut),u(t))+

+C (B (), u(t),v—u(t) > (f(t),v—"u(t), VYve& U,
(3.2.12)
B(t)=—(B(t) (v Ry (uy (1) + 77 | Br (ur ))IF) = €0)=, (3.2.13)
u (0) = ug, S(0) =By, (3.2.14)
CB{E),u(t),v)=C (@), u(t),v)+Cr (B(),ut),v), (3.2.15)

3.3 Résultats d’existence et d’unicité

Dans cette section, on donne le résultat d’existence et d’unicité pour le probléme
variationnelle Py, .

Théoréme 3.3.1. Sous les hépothéses (3.1.20)-(3.1.26) il existe p, > 0 dépendant
seulement de €, I'1,T'5, '3, A ,G tel que : si ||:u||L°°(F3) < lig, le probléme Py admet une

solution unique (u, o, ). De plus, la solution satisfait :

u € W (0,T,V), (3.3.1)
o € WY (0,T,H,), (3.3.2)
B e Whe(0,T,L*®(Ts)), (3.3.3)

On conclut que, sous les hépotheses (3.1.20)-(3.1.26) le probléme P a une unique solu-
tion faible qui satisfait (3.3.1)-(3.3.3). La démonstration du Théoréme 3.3.1 sera faite
en plusieurs étapes, elle est basée sur les résultats des inéquations d’évolution avec les

opérateurs monotone et le théoréme du point fixe.
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Nous supposons dans la suite que (3.1.20)-(3.1.26) sont vérifiées.

Etape 1

Soit n € W (0,T,V) donné. Dans cette premiére étape nous considérons le pro-
bléme suivant :

Probléme P}, : Trouver le champ des déplacements w,, : [0,7] — V tel que :

o = Ac (i, () + 17 (2), (3.3.4)

(A (i (1)) € (v) = & (g (1)))g + 5 (B (8) 0y (1) sy (2) ,0) =
(B (1) 0y () sy (8) sty (1)) + C (B, (8) g (8) v — 1y (1)) + (3.3.5)
(t) y U — un(t» Z <f (t) y U — un(t»\/ Vv € Uadat € [OvT] )

j
+(n

uy, (0) = up, (3.3.6)

Lemme 3.3.2. Sous les hépotheses (3.1.20)-(3.1.26) le probléme P7, admet une solution
unique u, € WH* (0,7,V).
Soit ¢ € Wl (0,T,V), h € WhH>(0,T,Hy) et 3 € WhH>(0,T, L> (I'3)) ,donnés.
Nous considére le probleme suivant :
he

probléme P?/”B : Trouver le champ des déplacements ugg :[0,7] — V et le champ

de contrainte af]’é 10, 7] — H, tel que :

ool = Ae (w, (t)) + 1 (t), (3.3.7)

(Ae (wy (1)), € (v) — € (wy (1)) + C (B (D),
JB@),h(t),C(t),v)— j(B{),h(t),C(t
> (f, (1), 0 —w, (£)), Vo€ U, t€[0,T

C(t), v —wy (1))
) wy (1)) (3.3.8)
]

Y

% (0) = uo, (3.3.9)

Uns
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w, = U, (3.3.10)

Lemme 3.3.3. Sous les hypothéses (3.1.20)-(3.1.26) et (3.1.27)-(3.1.28) il existe une
h¢

unique solution (uffé , agg) du probléme P?}”’ qui satisfait ugg e W (0,T,V) et
ool € Wh (0,7, Hy)
Démonstration : On pose
L(v) = (Ae (wy (1)) € (v))y + C (B (1), C () ,v) Vv € Usa, (3.3.11)
et on pose aussi :
fo () = (&) +n(t), vt e[0,T], (3.3.12)

Nous remarquons que pour w, donné L : V — R est linéaire et continue donc d’aprés
le Théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique élément ¢ (t) € V tel

que :

(o (t),v)y = L(v) = (Ae (wy () € (V)3 + C (B (1), (E) ,0) Vv € Uaa,

Donc on peut définir opérateur G : V. — V' par :

G (wy (1) =0 (1), (3.3.13)

d’ou on obtient :

(G (w, (1)),0)y, = L(v) = (Ae (w, (£)) £ (), +C (B (1), C(£),v) Yo € Usa, (3.3.14)

- Montrons que 'opérateur G est fortement monotone et de Lipschitz sur V.

* Soit wy,, we, € V alors d’aprés (3.3.14) on obtient :
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(G (wiy (1), way (1) = wiy (1)), = (As (wiy (1)), € (w2 (1)) = & (wiy (1)), +

(3.3.15)
C(B (1), (L), wa (t) — wiy (t)),
d’ou on obtient :
< (1) 010 (8) = w0 () = (A= s () o i (0) = g D)+
C(B(t),C (), win (t) — wa (1)) ,
Par addition de (3.3.15) et (3.3.16) on obtient :
(G (wiy (1) — G (way (1)), way () — w1y (£))y,
= (Ae (wiy (1)) — Az (way () , & (way (1)) — & (wiy (£)))5, +
+C (6 <t> 7C (t) y Way (t> — Wiy (t)) +C (ﬁ (t> 7C (t) y Wiy (t) — Way (t)) )
Mais la linéairité de C' pour le dernier argument sur V' entraine que :
C (5 (t) 7C (t) y Way (t) — Wiy <t>) + C (ﬁ (t) 7< <t> y Wi (t) — Way (t)) = 07
d’ou on obtient :
(6w (1) = G 1y (1)) () = way (D) a1

= (Ae (wy (1)) = Az (way (1)), € (wiy (1)) = € (way (1)),

D’aprés I'inégalité de Cauchy -Schwartz on obtient :

(G (wiy (1)) = G (w2 (1)), wiy (8) — w2y ()| <
[ Ae (wiy (2)) = Ae (wan (£))ll lle (wry (£)) — & (way (1)) [l

et d’aprés (3.1.17) on obtient :
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(G (wry (£) = G (way (1)), w1y () — way ()] <
[ A (wiy (1)) — Ae (way ()] 5 [way (8) — wiy @]y,

On pose : wy, (t) — wey (t) = G (wyy (t)) — G (wey, (t)) dans I'inégalité précédente on
obtient :

|G (w1y (1) = G (way ()| < [ A (wry (2)) = Az (way (1)) 5

mais d’aprés (3.1.20) (b) et (3.1.17) on a :

|G (w1, (1) = G (way ()| < La e (wiy (8) — € (way ()]l
< Ly flwiy () = wey (O]l
d’otll on obtient :
|G (w1 () = G (way ()| < La |Jwry (£) — way (D) (3.3.18)

Donc G est lipschizien. D’autre part, d’aprés (3.1.20) (a) et (3.1.17) on a :

(Ae (wry (1)) = Ae (wa (1)), (wiy (1)) = & (way (1)))yy = ma [[wiy () = way (D)3,
d’ott d’aprés (3.3.17) :
( G (wiy (1)) = G (way (1)), wiy (£) = way (£))y = ma fwry (8) —wy D]}, (3:3.19)

Donc G est fortement monotone.
-On démontre maintenent que j est convexe, propre et semi-continue inférieurement.
1) 7(B(t),h(t),((t),v) < +oo d’aprés (3.1.22) (b) ; (3.1.25) ,donc j est propre.
2) Soit u,v e Vet tel0,1],daprés (3.1.29) on a :
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J(BhCtv+ (1 —t)u) = /up (‘R (O'V + CVBQUV)D ltv, + (1 — t) u,|| da,

I's

d’ou on obtient :

J(B,h, v+ (1 —t)u) < trf up(‘R(ay—FCyﬁQuy)}) |lv-]| +

+(1—=t) [ pp (|R (O‘V + C’lﬁQuV) D |u|| da,
I's
11 résulte d’aprés l'inégalité précédente et (3.1.29) que :
JBh,Gto+ (1 —=t)u) <t j(B,h,(o)+ (1 —1) j(B,hCu),

alors, j est convexe.

3) Soit v, — vsur Vet on a :
[ 7B @), h(t),¢(t) va) = J(B(),h(t),C(t),v)] =
= Ffsﬂp (IR (00 + Co8%w,)|) [[vnr|| da —ngﬂp (|R (00 + CuB%uw,) ) [[o-| dal,
D’apés quelque manipulation algébriques et (3.1.18), (3.1.25) et (3.1.29) on obtient :
| 3B (&), h(t),¢(E),vn) = G (B(E),h(t), @), v)] < ccoM [|pll ooy llvn —vlly
et comme v, — v dans V', alors [|v, — v]l,, — 0 d’oi :
lim inf j(B(t),h(t), ¢ (), vn) = j(B(E),h(t),C(E),v),

Donc j est s.c.i.
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Nous concluons de (3.3.19) ; (3.3.18) que opérateur G est fortement monotone et de
lipschitz sur V et on a démonter que la fonctionnelle .J est convexe, propre et s.c.i et
comme U,y; C V est un ensemble convexe, fermé et non vide, alors d’aprés un résultat
d’éxistence et d’unicité sur les inégalité quasi -variationnelles, il existe un unique élément

wy, (t) € Uy qui vérifier.

(G (wy (1) ,v —wy (£))y + 5 (B(L),R(1),C(L),v) —
—J (B (&) h(t),C(),wy () = (fy (£) v —wy(t))y (3.3.20)
Vo € Uyq p-pt € 0.7,

En utilisant maintenant (3.3.14) et (3.3.20), il résulte que w, (t) vérifier (3.3.8) .
Soit la fonction ugg :[0.7] — V définit par :

t

U%Z = / wy (s)ds +uy Vte[0.T7], (3.3.21)
0
'th
d’ou on déduire que ugg € V est la solution unique du probléme P,"”.

Prenant maintenant agg définie par (3.3.8). D’aprés (3.1.27) et (3.1.9) et pour v =
w, (1) + ¢ avec p € D =D (Q) C H ()% on obtient :

(o ®).2 (0 (1)) +CEO.CH,91) — JBE),RE),CE),w, 1)+
T B R w0+ )= (o). )+ (fo(),0(0) oy Vo € D, € 0,1,

Mais o € D = D (Q) C H} (2)* = () = 0 sur I',donc :
(fa(t), ¢ t)>L2(F2)d =0,

(
O(ﬁ(t),(:(t),g@(t)):o,
JBE) (), CE),wy (&) +(t) = jBQE),h({),C1),w, (1)),
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d’ou on obtient :

Par conséquent :

(5 (0.2 (o®)) > fo(t)0®)y Ve eD, tel0T], (3.3.22)

De la méme maniére pour v = w,, (t) — ¢ on obtient :

(o5 (.o () <0y Ve eD, teo1), (3.3.23)

De (3.3.22) et (3.3.23) on a :

(o5 (0.2 (p(1)) = (). ¢ W)y VeeD, teo],

il vient a partir de (1.1.2).
Divogg (t) = —fo (t) et comme fy (t) € H = Divagg (t) € H d’ou agg (t) € Hy.
Nous montrons que af]g (t) e WL (0,T,Hy), ugg (t) € WL (0,T,V).
Pour cela, soit ¢4, 1y € [0, 7] nous notons, w, (t;) = w;, agg (t;)) =0 .
Bt) =B h(t)=hi; C(6)=Cs5 fnt)=fi  Vi=12
En utilisant (3.3.8) puis en faisant la déffirence entre les deux expressions obtenues,

et quelque manipulation algébrique on obtient :

(Ae (w1 (1)) — Ae (w2 (1)) € (w1 (1)) — € (w2 (£)))y <
C(By (), ¢ (1), w2 —wi) +C(By (1), (1), w1 —w2) +
+ 7 (B, s Crywa) — 5 (B, ha, Crywn) + 5 (Ba, he, Coywi) —
— J(Ba, ha, Coywa) + (f1 — fo, w1 — wa)y, .

On a aussi a partir (3.1.25) et (3.1.18) .

(3.3.24)
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j<517h17C1’w2) - j(ﬁlathl?wl) + j(ﬁ27h2aC27w1) - j(627h2aC27w2> <

¢ HM“LOO(F;',) <Hﬂ1 - 52”Loo(1“3) + 1€ = Cally + 1P — h2HH> Jwr —wally
(3.3.25)

Moyennant (3.2.9) et (3.2.10) :

0(51 (t),Q (t),w2 —wl) +C(52 (t)»Cz (t) , W1 —w2) = 0(51 (t)7§1 (t) — (o (t) y W1 —w2)+
+ [ 1Cror (8 = 83) (wir = war) + Gy (87 = 3) (wrs = was)]

Donc il s’ensuit de la continuité de la forme C' que :

C (61 (t) 7C1 <t> y W2 — wl) +C (62 (t) 7C2 (t) W1 — w2> < (3 3 26)
K <||Bl - BzHLoo(Fg) + ¢ — C2||V> [wi —waly
et d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve :
(fi = foywr —wa)y - <1 = folly lwr —wally (3.3.27)
et d’aprés (3.1.20) (a), (3.3.24), (3.3.25) et (3.3.26),(3.3.27).
[wy —wally, <
c.K
m_A ||:U’”L°O(1"3) (Hﬁl - 52”@0(1“3) + Hgl - CQHV + th - h2HH + ||f1 - f2||v 7>
(3.3.28)
D’autre part,on a d’aprés (3.3.7);(3.3.27) ;(3.1.17) ; (3.1.20) (a) :
01— 0 <
lon = o2l = (3.3.29)

z H/v‘HLoo(rs) <H51 - ﬁzHLw(Fs) + ||C1 - C2||V + th - h2||7—( + Hfl - f2Hv> )
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Et comme ¢ € W (0,T,V),h € WH>* (0,T,H,) et 8 € Wh(0,T,L> (T3))
on déduit que w, € W (0,T,V) et Uf]g (t) € WhH>(0,T,H,) .
et pour (3.3.21) on déduit que :

ush € Wh(0,7.V) et a0 (t) € W (0,7, H1), (3.3.30)
Soit ug € WH> (0,T,V), la fonction donnée par :
ug = ulh, (3.3.31)

Etape 2
Dans la deuxieme étape, nous utilisons le champ de déplacement ug et nous considé-
rons le probléme suivant.

Probléeme Q” : Trouver un champ d’adhésion 6 : [0, 7] — L (T's) tel que :

05 (1) = — (05 (1) (3 Ry (s () 47, | Rewse OIP) — ), popte [0.T], (3.3.32)

05 (0) = B, (3.3.33)

Lemme 3.3.4. Il existe une unique solution du probléme Qf,ﬁ , ayant la régularité (3.3.3) on
plus :
0<0z(t) <1 Vtel[0,T], pp sur Ts.

Démonstration du lemme 3.3.4 : Nous considérons l'application Fp (¢,) : L™ (I's) —

L> (I'3) définie par :

Fy(t,) = — (85 () (3R, (s () + 7, [ Rouse D) — ), ppt € 0,71,

Soit t € [0,T], 0 € L™ (I'3) et d’aprés (3.1.24) et les propriétés des opérateurs de tronca-
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tion R;, R, que Fj satisfait a :
| Fa (-, 61) = F (- 02) pooiry) < L 100 — 0ol o,y  p-pt €[0,T7].

Lp > 0,et qui est dépend de v,,7,, €4, Lo, mais ne dépent pas du temps.

Par ailleurs, il existe p = oo tel que Fp(,0) apprtient & L> (0,7, L> (I's)) .V 0 €
L*>®(T'3) et comme (5, € L (I's),on peut appliquer le théoréme de cauchy- lipschitz
(Annezxe théoreme A.1.10) et pour la démonstration voir Suquet [33] page 60, qui nous
donne 'existance et 'unicité d’une fonction 65 € W (0, T, L> (T'3)) tel qui résout le
Probléme Q?/ﬁ .

Notons que la restriction 0 < 3 (¢) <1 est incluse implicitement dans le probléme
variationnel Py . En effet (3.2.12) et §(0) = 5, nous  garantie que 3 (t) < j3, pour tout
t > 0 (parce que 03 est une fonction décroissante pour la variable ¢ ) donc I'hépothése
(3.1.26) montre  que S (t) < 1 pour t > 0, p.p sur I'3 .D’un autre coté, si 3 (ty) = 0
at = to, alors il s'ensuit de (3.2.12) que () = 0 pour t > to ( car si ¢ > tg
= 3 (t) < B (to) donc (3.2.12) nous donne 3 (t) = 0 pour t > t3) donc 3 (t) est constante
pour tout t >ty d’ou 3 (t) = B (tp) = 0 pour  tout ¢ > tg.Nous concluons que 0 < .5 ()
< 1 pour tout ¢ € [0,7] , p.p sur I's . Il résulte que 0 < 5 (t) < 1.

Ce qui achéve la démonstration du Lemme 3.3.4.

Etape 3

h¢

Pour tout n € W1 (0,7T,V) ,on prend uf]g, la solution unique du probléme P?}’B .

Soit A (t) Iélément de V' donné par :

<J\(n (t)),v>v - <gg(ugg (1)), e (U)>H eV, teloT], (3.3.34)

On a le résultat suivant :
Lemme 3.3.5 Pour tout n € W5 (0,7,V), la fonction Ay : [0,7] — V appar-
tient & W1 (0,7,V) .En outre, il existe un unique élément n* € Wh> (0,T,V) tel
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que :

Démonstration : Soit n € L> (0,T,V) et t1,ts € [0,7]. En utilisant (3.3.34), on ob-
tient :

Al (t1)) = Aln (t2),0) | = [(Ge(upg (t1)) — Gelugy (£2)), € (v)
A A ) ¢h ¢h

d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

(A (00) = A (12)). ), | < | Getush (1)) = Getusly (1)), Il @)l
et d’aprés (3.1.17) et (3.1.21) (a) on obtient :

?

y

(A (0) = A (12)).0), | < Lo [[usl (1) = ulh (1)

folly | (3:3.35)
On pose maintenant v = A7 (t1) — An (t;) dans (3.3.35) pour obtenir :

, (3.3.36)

A (1) = A ()| < Lo [[usl (1)) = Sl |

et comme unﬂ e Wt (0, T, V), nous concluons de 'inégalité (3.3.36) que Ay € WL (0,T,V).
Soit maintenant 1,1, € WH> (0,T,V) et soit u; = ug.ﬁ pour i = 1.2. Pour tout

€ [0, T}, en utilisés pour la preuve de (3.3.36) , nous obtenons :

Ay (1) = A (1) < Lo llur (1)) = wa(®)l (3.3.37)

mais ug, us ont la méme condition initiale donc :

s (1)) - wa(®)ly = / D - alsds| < [l () - el ds. (3:339)

0

Combinons 'inégalité (3.3.36) avec (3.3.38) on obtient :

>

Ay (1) —

(@), < Lo [ s (s) = iao)l ds. Ve .7), (3339
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Nous notons par u; = u (t1), v =ug, n(t1) =1y et us = u (ta2) , v =uy, n (t2) = ny.

En utilisant I'inégalité (3.3.8) et quelques manipulation algébrique on obtient :

(Ae (t1) — Ae (t2) € () — € (U2))4, <
C(B,¢C s —1n) + (B h,Cig—tn)+ j(B,h, ¢ g — i)+ (3.3.40)
+C (ﬁvCaal - Uz) + <772 - 77171‘1'1 - u2>\/7

mais d’aprés :
1) C (B, ¢t — ) + C (8,01 —1i2) =0
2) (B h, G g — i)+ j(B,h,C iy — i) =0
Donc l'inégalité (3.3.40) devient :

(Ae (1) — Ae (2) € () — & (U2))yy < (My — M1yt — T2)y,

d’ou I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donnes :

(Ae () — Ae (i), (in) — € (U2))yy < [lm = m2ly [lta — 2l (3.3.41)
Et d’aprés (3.1.17), (3.1.20) (b) on a

(Ae (i11) — Ae (1) € (i) — € (t2))g, > ma |ty — tiaf3 (3.3.42)
Donc d’aprés (3.3.41) et (3.3.42) on obtient :
mallin = sy < llny = nally llin = dlly

Ce qui implique que :

. . 1
Jin = ially < ol () = ()l ¥t € 0.7]. (3.3.43)
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Combinons maintenant I'inégalité (3.3.39) avec (3.3.43) on obtient :

>

Ay (1) —

(s <—/um )y ds te[oT],

On fait une itération sur cette derniére inégalité n fois pour trouver :

Ce qui implique que pour n suffisamment grand ’opérateur A"est une contraction dans

Lg )nTn

Ay (6) = Ay ()| £ =4l (5) = 1 () moirr (3:3.44)

I'espace de Banach W* (0, T, V), donc il posséde un point fixe unique n* € Wt (0, T, V),
et par conséquent n* est I'unique point fixe de 'opérateure A.m

- On a pour tout ¢ (t) € Wh> (0,T,V), Ellugg € Wt (0,T,V) donc on peut définir
lopérateur A : Wh (0, T, V) — W1 (0,T,V) tel que

AC = ulls, (3.3.45)

Lemme 3.3.6. Pour tout ( (t) € V, lafonction AC : [0.7] — V appartient a W1 (0,7, V),

et il existe un unique élément ¢* (t) € WH> (0, T, V) tel que

Démonstration : Soient (;,(, € W (0,7, V), on pose ugiﬁ = u et uffg = uy d’aprés

(3.3.8) et (3.3.34) et quelque manipulation algébriques on obtient :

(Ae (i () = Az (i (1)) , & (i (1)) — & (U2 (£)))5, <

(Ge(uz (1)) = Gelua (1)), tn (1) =tz (£))y, +
C(B(t),Co (1), (1) —uz (1) —C(B (L), (1)t (t) — i (1))
+ G B @), G (), a2 () = J(BE),h(t),Ci (1), 0 (1) +
+ (B, h (), ¢ (1), un (1) — J(B(E),h(t), (o (1), 12 (1))

j
(
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Maintenant d’aprés (3.3.25) — (3.3.26) on obtient :

(Ae (i (1)) — Az (ig (1)) € (i (1)) — € (G2 (£)))p <
(Ge(uz (1) — Ge(ur (1)), ta (1) =tz (£))5 +

el () = G @)y - i (8) = e ()]l +

en el oo gy - 160 () = G (Dly - [l (8) = 2 (B) ]y,

pour (3.1.17);(3.1.20) (a) et (3.1.21) (a) on a :

(Ae (i (1)) — Ae (12 (1)) s (i (1)) — £ (312 (1)))5 = mea llin () — iz ()17

[(Ge(un (1)) — Ge(un (t)), i (1) =tz ()| <
Lg |luy (t) —uz (D)l - [l (8) — a2 ()],

d’ou (3.1.46) — (3.3.47) et (3.3.48) nous donne :

a2 (#) = a2 (D)lly < ¢ lur (8) = ua (W)l + ¢lICi (8) = G (D)l

Par intégration on aura :

(3.3.46)

(3.3.47)

(3.3.48)

/ lin (5) — 1tz ()] ds < e / lun (5) = 1z () ds + ¢ / 162 (5) = G (3) |y ds,

d’oll on obtient :

s (8) = wz (B)]y, < ¢ / s (5) — wa ()l ds + ¢ / 1€ (5) = Ca ()]l ds,
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Moyennant une version des lemme de Gronwall, il s’ensuit que :

t

lus () — 1w (O] < e / 11 () = G ()]l ds,

0
t

[0 -ah@, = e [166 - GElas (3:3.49)

0

donc d’aprés (3.3.45) on obtient :

A (#) = MG @)y < ¢ /||C1 (s) = Co (s)lly ds,

On sait que ¢ > 0 seulement A peut n’est pas contraction donc on fait une itération sur

cette derniére inégalité n fois pour trouver que :

T
n!

A (¢ (1) = A™(G (D)l < 161 (8) = G2 (Dllwroeo,1v) » (3.3.50)

Ce qui implique que pour n suffisamment grand l'opérateur A™ est une contraction
dans l'espace de Banach W1 (0,T,V), donc il posséde un point fixe unique (* €
Whee (0, T, V), et par conséquent *est 'unique point fixe de 'opérateur A .l

-On considére maintenant I'opérateure A : W5H> (0,7, H;) — WhH*(0,T,H;) tel
que :

Ah(t) = Az (ug’zﬁ (t)) +Ge (ugffﬂ (t)) vie 0.7, (3.3.51)

Lemme 3.3.7. Pour tout h(t) € Hi, la fonction Ah : [0.T] — H;, appartient &
Wt (0, T, H;) et il existe un unique élément h* € W1 (0, T, H;) tel que

AR* = h*,

Démonstration : Soient 1y, hy € W1 (0,T,'H;) ,on pose U/gh/lg = uj et ugh

(3.3.51) on a :

5 = usd’aprés
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| A(ha (1)) = A(ha (1), <
[ Ae (i1 (£)) = Ae (t2 (1))l + 1[G (ua (£)) = Ge (uz (1))l
Et d’aprés (3.1.17);(3.1.20) (b) et (3.1.21) (a) on obtient :

| Ath (8) = Al ()], <
Lallin (t) =z ()l + Lg [Jur (8) —ua (@)l
Nous utilisons des arguments similaires a ceux utilisées pour démontrer (3.3.49) on déduit

que :

Ll (t) =tz ()]l + Lg [Jur (1) = uz (1)l <

el (8) = b () + ¢ [ 1 1) = b (0 s,

d’ou on obtient :

| A(hy (1)) = A(he (1)), <

el (0) = b (0) g+ ¢ [ s (1) = b (O s,

On sait que ¢ > 0 seulement, A peut n’est pas contraction donc on fait une itération sur

cette derniére inégalité n fois pour trouver que :

| A™(ha (8)) = A"(h2 (1)), < ALkl 11 (£) = ha ()], » (3.3.52)

n

Ce qui implique que pour n suffisamment grand lopérateur A" est une contraction
dans l'espace de Banach W1 (0,T,H;), donc il posséde un point fixe unique h* €
WL (0,T,H;), et par conséquent h*est I'unique point fixe de 'opérateur A . W

Il s’ensuit du Lemme 3.3.4, qui pour tout 5 € W1 (0, T, L*° (I'3)) le probléme ad-

met une solution unique 65 € W (0,7, L* (T'3)). Donc, on peut considérer 'opérateur
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AWt (0,T, L> (T3)) — W (0,7, L>® (I's)) donné par :

AB =05, (3.3.53)

Lemme 3.3.8. Il existe un unique élément 3* € W (0, T, L> (T'3)) tel que :

Démonstration : Soit 3;, 3, € W (0, T, L> (T'3)) et soit u;, 0; les fonctions obtenues
dans le Lemme 3.3.3 et Lemme 3.3.4, pour § = ,,i = 1,2. Soit t € [0,T], nous

utilisons des arguments similaire & ceux utilisés pour démontrer (3.3.49) on obtient :

M
s (6) =2 () < = Wil 18 (8) = B (Dl ey (3.3.54)

D’autre part, il s’ensuit de (3.3.32) — (3.3.33) que :

t

01 ) = By~ [ (65 (5) O Ry (s (907 472 [Reir (5)1F) =€), s,

0

Alors, de ’égalité précédente on obtient :

t

0. (1) =02 (1) = /%(92 (8) 1R tar (5)I° = 01 () | Ry (5)]|") s+

0
t

+/7y(92 (S> Rl/uzu (3)2 —th (8) RVulV (8)2)d8’

d’ott il résulte :
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t
101 () = 02 (t) | pooryy < ||%||Loo(r3)/H(92 (8) [ Rrttyr ($)I” = 01 () | Rty () 17| oy 45 +
0

ey [ 110626) Rt (51 = 01 (5) Rutt (7)o

En utilisant la définition de R, et R, et écrivant 6#; = 0, + 65 — 05 nous arrivons a :

t

t
161 () — 02 (t>HL°°(F3) < C/ 161 (s) — 02 (5)|’Loo(r3) ds + C/ Jui (s) — u2 (S)HLoo(rs)d ds,
0

0

Moyennant une version des Lemme de Gronwall, il s’ensuit que :

101 () = 05 (8)] i, / Jota (5) = 12 () | ey 5,

et en utilisant (3.1.18) on obtient :

161 1) = 02 Ol ey < € [ N () = s 5) ] s, (3.3.55)
d’on, d’aprés (3.3.53) — (3.3.55) on obtient :

. . M
1861 1) = 885 Dl ey < Sy Wil 181 6) = By Oy (3.3.56)

On sait que ¢ > 0 seulement A peut n’est pas contraction donc on fait une itération sur

cette derniére inégalité n fois pour trouver que :

| A8, (1) — A(By ()|, <—4 181 (8) = B (D) llwr.00 0.7, (g +
(3.3.57)
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Ce qui implique que pour n suffisamment grand I’opérateur A" est une contraction dans
'espace de Banach W1 (0,T,L* (I's)), donc il posséde un point fixe unique 3* €
W (0,7, L> (I's)), et par conséquent $*est I'unique point fixe de I'opérateur A W

Démonstration du théoréme 3.3.1

1)Existence : Soit 3 € Wh> (0, T, L> (T'3)),h* € W (0,T,H;),¢* € Wh> (0,T,V)
les poins fixes, respectivement, des opérateure A, A, A, et soit (u, o) la solution du pro-
ulS
bléme P’ et § la solution du Probléme Q?,ﬁ pour 5= (3%, =", h=h*

En utilisant les Lemme 3.3.6 , 3.3.7 , 3.3.8 on obtient :

w= = A = (o= ol = Rnt = bt = Ae (a0 () + Ge (ull (1)
et  [=Ap"=05=7",
(3.3.58)
Donc nous concluons par (3.3.7),(3.3.8),(3.3.9),(3.3.32) et (3.3.33) que (u, o, 3) est une
solution du Probléme Py .On a d’aprés (3.3.30)
ush € W (0,7,V) o5k € W (0,T,Hy) ot u = ul.). € W (0,T,V), o =
a’g,? e Wh (0,T,Hy). B € WH>(0,T, L* (T'3)) découle du Lemme 3.3.4.
2) unicité : L’unicité de la solution est une conséquence de 'uincité des points fixe

des opérateurs A, A, A W
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Annexe A

Elements d’analyse non-linéaire dans

les espaces de Hilbert.

Afin de faciliter la lecture de cet ouvrage, il nous est paru utile de rappeler, dans cette
deniére partie de ce mémoire, quelques éléments d’analyse fonctionnelle. Cet annexe est
divisé en deux parties.

Nous commencons de rappeler quelques éléments d’analyse non linéaire dans les es-
paces de Hilbert, et sur les opérateurs fortement monotones, et particulierement des
résultats d’existence et d’unicité concernant les inéquations variationnelles elliptiques, et
a la présentation du théoreme de Cauchy-Lipschitz.

La deuxiéme partie concerne les espaces fonctionnels . On y introduit les espaces de
distributions et les espaces de type Sobolev associés & 'opérateur déformation et a 'opé-
rateur divergence, et on présente leurs principales propriétés, notamment les théorémes
de trace. Enfin, on passe en revue quelques propriétés fondamentales des espaces des
fonctions & valeurs vectorielles et quelques résultats fondamentaux d’analyse fonction-
nelle.On cite aussi dans cette partie quelques lemmes du type Gronwall qui sont utilisés

tout le long de ce travail et quelques théorémes que nous utilisons dans ce mémoire.
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A.1 Analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Cette section comporte des rappels de quelques résultats d’analyse non linéaire utilisés
tout au long de ce mémoire. On précise que pour avoir plus du détails sur les rappels

figurant dans cette section de consulter par exemple Brézis [4], Yosida [34] et Sofonea [30].

A.1.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

soit H désigne un espace de Hilbert réel muni de son produit scalaire (.,.), c’est &
dire (.,.), : H x H — R est une application bilinéaire symétrique et définie positive. On

note par |.|, I'application de H — R, définie par

1

et on rappelle que |.|,; est une norme sur H qui vérifie I'inégalité de C'auchy — Schwartz

(w,v) gy < uly |v|y Vu,v e H.

On note aussi par H lespace dual de H et par (-,-) '« gy la dualité entre H ‘et H.
a) Propriétés élémentaires
Théoréme A.1.1. (Théoréme de représentation de Riesz - Fréchet ).

Etant donné n € H , il existe f € H unique tel que

<77>U>H/><H: <f77J>H Yv € H.

On a de plus

|77|H’ = |f|H

Ce théoréeme montre que toute forme linéair continue sur H peut se représenter de maniére
unique a l'aide du produit scalaire. L’application 7 — f est un isomorphisme isométréque

qui permet d’identifier H et son dual H .
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On dit que la suite (u,) C H est faiblement convergente u C H et on note u,, — u si

(V,un) g — (v,u)y Vv € H.

Dans ce cas, u s’appelle limite faible de la suite (u,). En utilisant I'inégalité de C'auchy —
Schwartz, il résulte que si u,, — u alors u, — u dans H. La réciproque n’est pas en
général vraie. De plus, puisque tout espace de Hilbert est réflexif, on a le résultat
suivant :

Théoréme A.1.2. Soit (u,) une suite bornée de H. Il existe alors un élément u € H
et une sous-suite de (u,) encore notée (u,) telle que u,, — u.

Un élément v € H qui est la limite faible d’une sous-suite (u,) s’appelle point
faiblement adhérent a la siute (u,). On trouve que :

Théoréme A.1.3. Sila suite (u,) C H posséde un unique point faiblement adhérent
u € H, alors u,, — u.

Autrement dit, le théoréme précédent affirme que si toutes les sous-suites faiblement
convergentes d'une suite (u,,) ont la méme limite faible u alors toute la suite (u,,) converge
faiblement vers u.

Théoréme A.1.4. Soit K C H un convexe fermé non vide. Alors pour tout f € H

il existe u € K unique tel que

f ~uly =min|f vl (A1)

veE

De plus, u est caractérisé par la propriété suivante :

ve K, (uyv—u)y > (f,v—u),; VvekK. (A.1.2)

Etant donné K C H un convexe fermé non vide, le théoréme précédent nous permet
d’associer a chaque élément f € H 1'élément u défini par (A.1.1) ou (A.1.2). On note
u = Pgf .On a mise en évidence l'opérateur P : H — K qui s’appelle opérateur

projection de H sur K
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b) Théoréme du point fixe et Théoréme de Lax-Milgram
On va commencer par rappeler un résultat classique est le théoréme de point fixe
de Banach. Ce résultat intervient dans les démonstrations de bon nombre des résultats
d’existence et d’unicité établis dans les chapitres précédents.
Théoréme A.1.5. Soit (X, d) un espace métrique complet et soit F' : X — X une

application contractante, c’est- a- dire qu’il existe un réel k£ vérifiant 0 < k < 1 tel que

d(F <$1> ,F(ZL‘Q)) S kd (I'LJZQ) \V/l'l,l'z € X.

L’application F' admet alors un point fixe unique z € X i.e. F(z) = z.
Soit maintenant a : H x H — R une forme bilinéaire sur H x H. La forme a est dite

1) continue §'il existe un réel M > 0 tel que

la (u,v)| < M |uly vy Yu,v e H.

2) coercive 8’1l existe un réel m > 0 tel que

a(u,u) >mluly  Yu€ H.

Remaque A.1.1. Soient A : H — H un opérateur et a : H x H — R la forme définie

par

a(u,u) = (Au,v)y; Vu,v € H. (A.1.3)

On a alors les propriétés suivantes :
1) a est bilinéaire si et seulement si A est linéaire.
2) a est continue si et seulement si A est continu.
3) a est coercive si et seulement si A est défini positif .
Le second rappel de ce paragraphe concerne le fameux théoréme de Lax-Miligram :

Théoréme A.1.6. Soit a : H Xx H — R une forme bilinéaire, continue et coercive.
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Alors pour tout f € H, il existe un unique u € H tel que

a(u,u) = (f,v)y; YveH. (A.1.4)

A.1.2 Fonctions convexes - Semi-continuité inférieure

On considére une fonction ¢ définie sur un espace vectoriel réel X et & valeurs dans
|—00, +0¢]. Une telle fonction est dite propre si elle n’est pas identiquement égale a +o0,

c’est -a-dire 8’1l existe uy € X tel que ¢ (ug) < +oo. La fonction ¢ est dite convexe si

ptut+ (1 =t)v) <te(u)+ (1 —t)p () Yu,ve X,te]0,1].

La fonction ¢ est dite strictement convexe si cette derniére inégalité est stricte pour
tout u,v € X tels que u # v.
Pour toute fonction ¢ : X — ]—00,4+00], on définit le domaine et 'épigraphe de ¢

respectivement par :

domep = {ue X\ p(u) <+oo}.

epivp = {(u,a) € X xR\ ¢ (u) <a}.

Il est clair qu’on peut établir les résultats suivants :
1) ¢ est propre si et seulement si domp # &.
2) Le domaine de ¢ est un ensemble convexe de X si ¢ est convexe.
3) ¢ est convexe si et seulement si epi ¢ est un ensemble convexe dans X x R.
Une fonction ¢ : H — |—00, +00] est dite semi — continue in férieurement (s.c.i) en

ug € H si

liminf ¢ (u) > ¢ (up).

U—uQ
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Une fonction est dite s.c.i sur K C H si elle est s.c.z en tout point de K et elle est dite
s.c.t si elle est s.c.i sur tout H.

La propriété de semi — continue inférieure peut étre caractérisée par :

Lemme A.1.1 : Soit ¢ : H — |—00,+00| une fonction convexe et propre. Alors ¢
est semi-continue inférieurement si et seulement si elle est semi-continue inférieurement

par rapport a la topologie faible de H.

A.1.3 Inéquations variationnelles elliptiques

Soient A : H — H un opérateur non linéaire, ¢ : H — |—00,400] une fonction
propre et f € H. Un bon nomre de problémes aux limites en équations aux dérivées
partielles ainsi qu’en mécanique des milieux continus ont un rapport avec des problémes

mathématiques de la forme suivante :

Trouver u tel que

we H, (Au,v—u)y+¢ (V) —¢(u) > (f,v—u) YveH.

(A.1.5)

Le probléme (A.1.5) est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espéce
sur H. D’autres problémes rencontrés en mécanique ont un rapport avec des problémes

mathématiques similaires de la forme suivante :

Trouver u tel que

uwe K, (Au,v —u)y > (f,v—u) YveK.

(A.16)

ou K est un sous-ensemble non vide de H. Le probléme (A.1.6) est appelé inéquation
variationnelle elliptique de premiere espece sur H.
Remarquons que si ¢ = 0 (ou K = H), alors (A.1.5),(A.1.6) est équivalente au

probléme suivant :

Trouver u tel que

we H, (Au,v—u)y = (f,v—u) YveK.

(A.L7)
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On obtient ainsi une équation variationnelle. On dit que 'opérateur A défini sur un
espace de Hilbert H est :

1) fortement monotone s'il existe m > 0 tel que :

<A (51) — A(Eg) ,E€1 — 52>H > m|51 — €2|§{ pour tout €1,¢€9 € H.

2) de Lipshitz s'il existe M > 0 tel que :

|Au — Av|; < M |ju—vly .

On peut démontrer (voir sofonea [30] ) que si A est un opérateur fortement monotone
et de Lipshitz alors A est inversible et A~! est fortement monontone et de Lipshitz. En
ce qui concerne les problémes (A.1.5),(A.1.6), on a les résultats d’existence et d’unicité
suivants :

Théoréme A.1.7. Si A est un opérateur fortement monotone et de Lipshitz et ¢
est une fonction propre, convexe et semi-continue inférieurement alors I'inéquation varia-
tionnelle elliptique (A.1.5) admet une solution unique.

Théoréme A.1.8. Si A est un opérateur fortement monotone et de Lipshitz et K
est un convexe et fermé non vide de H alors 'inéquation variationnelle elliptique (A.1.6)

admet une solution unique.

A.1.4 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Nous allons rappeler dans ce paragraphe un résultat sur les équations d’évolution.
Théoréme A.1.9. Soit (X, ||.||y) un espace de Banach réel et soit F(¢,.) : X —

X un opérateur défini p.p sur (0,7 ), qui satisfait les propriétés suivantes :

il existe Ly > 0 tel que
[F(t,2) = F(t,y)llxy < Lrllz —yllxy Va,yeX, pp t€(0,T).

(A.1.8)
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Il existe 1 < p < oo tel que F(.,z) € LP(0,T;X) Vz € X.

Alors, pour tout zy € X, il existe une fonction unique z € W?(0, T; X) telle que

z(t) = F(t,x(t)) pp. t€(0,T).
x(0) = xo.

(A.1.9)

A.2 Espaces fonctionels

On introduit dans cette section les espaces de type Sobolev utilisés dans ce mémoire et
associés aux opérateurs divergence et déformation.On présente de plus leurs principales
propriétés, notamment les théorémes de trace. On rappelle aussi quelques espaces de
fonctions définies sur un intervalle réel et a valeurs dans un espace de Hilbert. Dans la
rédaction de cette section [22], [25],[29] et [30].

Pour plus de details sur les espaces de Sobolev et les espaces de distributions, on

renvoit par exemple [1], [v.barbu],[4] et [27]

A.2.1 Espaces de distributions

Soit © un ouvert de RY. On note par D (2) l'espace des fonctions réelles sur €,
indéfiniment dérivables et & support compact inclus dans Q et par D’ (Q) Pespace des
distributions sur €. Le produit de dualité entre D' (Q) et D () sera noté par (.,.).On
précise en outre que le produit scalaire canonique ainsi que la norme euclidienne sur RY

seront respectivement notées par |.|. Nous introduisons également les espaces suivants :

D = {¢=(p)\p€D(Q),i=T,N} =D ()"
D = {¢= () \ 05 =¢; €D(Q),i,j =N} =D(Q);"
D' = {u=@)\weD (©),i=TN} =D ()"
D = {o=(0y)\oyy=0; €D (Q),i,j=1,N} =D ()"
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Les dualités entre les espace D' et D, D'et D seront notées respectivement par () p'sp

et (.,.)p/ wp- Plus précisément on a :

<U,QO>D’><D = <U1,§OZ>
(0. O prup = (i b35) -

Pour tout u € D'et p € D, o0 € D' et ¢ € D avec la convention de I'indice muet.
Considérons maintenant I’opérateur défini pour les fonctions et pour les distributions
8@ :8/8@, 1= l,N On a

(0,0,1) = —(8,0)) YO €D (Q),v € D(Q). (A.2.1)

On introduit également les opérateurs différentiels du premier ordre définis par :

1
e 1 D=D, () = (55 (9), & (9) = 5 (00 + D)) (A.2.2)

Vi,j = I,N, ¢ €D.

Div : D— D,Divg=(0;¢;) Vi=1,N, ¢€D. (A.2.3)

On va utiliser les mémes notation pour les opérateurs correspondants définis sur les

espaces de distributions :

! ’ ]_
e : D =D, e(u)=(g;(u), €ju) = 5 (Oju; + Ojuj) . (A.2.4)
Vi,j = 1I,N, ueD

Div : D — D', Divo=(00y5) Yi=1,N, c€D. (A.2.5)
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En utilisant (A.2.1), on obtient facilement

(e(), P pp = —(u,Divg)y , YueD, ¢ecD. (A.2.6)

(Divo, @) py.p = —(0,6(©))pup V9 ED, 0 €D (A.2.7)

L’opérateur ¢ défini par (A.2.2) pour les fonctions et par (A.2.4) pour les distibutions
s’appelle opérateur déformation. L’opérateur Div défini par (A.2.3) pour les fonctions
et par (A.2.5) pour les distributions s’appelle opérateur divergence.

On va utiliser aussi les notations

H = {u=(u)\w€L*(Q), i=1,N}=L*(Q)". (A.2.8)
H = {‘7 = (0y) \ 0y =0j; € L*(Q), i, j= T} =L’ (Q)NXN- (A.2.9)

Les espaces H et 'H sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires cano-

niques

(w,v)p = /uivi dx  Vu,v € H.
0

(0. T)y = /aijﬂ-j dx Vo,7 € H.
0

Les normes associées a ces produits scalaires seront notées respectivement par |.|,; et |.|,.

Compte tenu de 'identification de L? () a un sous-espace de distributions sur €,
on peut considérer que H € D' et H C D'. Par conséquent, les opérateur déformation
et divergence peuvent étre définis respectivement sur les espaces H et H. Cela nous
conduira a l’étude d’autres espaces fonctionnels, dans les sections (A.2.2) et (A.2.3).

Pour I'instant, on rappelle la définition de I'espace de Sobolev H' () défini par

H (Q)={ue L?(Q)\ueL*Q),i=1,N}.
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L’espace H' (Q) est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire

<u7U>H1(Q) = (u, U>L2(Q) + {Oiu, aiU>L2(Q) Yu,v € H' (Q).

On notera la norme associée par |.| ;1 (gy. On note de plus par Hy (€2) 'adhérence de D ()

dans H' (Q). L’espace H} () est un espace fermé de H! (2).

A.2.2 Espaces liés a 'opérateur déformation

Pour l'opérateur déformation défini par (A.2.4), il est naturel d’introduire 1’espace

Hi={ue H\e(u) e H}.

On considére sur H; le produit scalaire

(u,v) g, = (u,v)y + (e (u) e (v))y, Vu,v € Hy.

et on note la norme associée par |.|5 . On obtient ainsi que linjection H; C H et
lopérateur déformation € : H; — H sont des opérateur continus. De méme, compte tenu
de l'indentification de H et H & des sous - espaces de D' et D ,en utilisant (A.2.6) il

résulte

(e(u),P)pyp + (u, Divg), = 0 Yue H, ¢p €D. (A.2.10)
(e (u), @)y + (u,Divg), = 0 VYue Hy, ¢€D. (A.2.11)

Théoréme A.2.1. Muni du produit scalaire (., .) 1, l'espace H; est un espace de Hilbert
réel.

On munit maintenant ’espace produit H* (Q)N du produit scalaire canonique et de
la norme associée qu’on note respectivement par (.,.) (@ €t || moy - On a alors le

résultat suivant :
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Théoréme A.2.2. On a l'égalité algébrique Hy = H' (Q)V et |[grys || 1y~ sont des
normes équivalentes sur H;.

On suppose maintenant que dans toute la suite, la frontiére I' de  est de classe C*!.

Compte tenu du théoréme précédent, toutes les propriétés de espace H' (2) peuvent
étre transportées sur I'espace H; par passage aux espaces produits. Plus précisément, on
a les résultats suivants :

* ot (Q)N est dense dans H;.

* Hy C H avec injection compacte (Théoréme de Rellich ).

* 11 existe une application linéaire et continue v : H; — L*(T )N vérifiant 1'égalité
yu = u\rpour tout u € C* (Q)N

L’application v est appelée application trace. Elle est définie comme le prolongement
par densité de I'application u — u\r définie pour tout u € C* (ﬁ)N L’application trace
v Hy — L? (F)N n’est pas surjective. L’image de H;par cette application est notée par
Hrp, c’est un sous-espace de L2 (F)N qui est de Hilbert pour la sructure transportée par
v. On a en outre :

* Hr ¢ L*(T')" avec injection continue.

* 11 existe une application linéaire et continue z : Hp — H, vérifiant I'égalité

v(2(§) =& V&€ Hr. (A.2.12)

* Le noyau de I'application trace est H} (Q)" i.e.
HY Q)Y = {ue H \ yu=0}.
Soit maintenant I' = 'y UT, UT's, I'; NI'; # & pour 7 # j et V est 'espace défini par
V={ue HH\yu=0 p,p surly}. (A.2.13)

Théoréme A.2.3. L’espace V' est un sous-espace fermé de H;.
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Théoréme A.2.4. (Inégalité de Korn). Soit mesI'y > 0. Alors il existe une constante

C > 0 qui dépend de €2 et I'; telle que

le (u)lyy = Cluly, YueV. (A.2.14)

Théoréme A.2.5. Si mes I'1 > 0 alors I'inégalité de Korn (A.2.14) est vérifiée sur
le sous-espace V' défini par (A.2.13)

En utilisant ce résultat, il vient

Si mes I't > 0 alors v — |e(u)],, est une norme sur le sous-espace V défini par

(A.2.13), équivalente & la norme canonique |.| .

Nous considérons le produit scalaire définie par

(u,v), = (e (u),e(v))y Yu,veV. (A.2.15)

et soit |.|;, la norme associée, i.e

o], = |e (v)],, Vo € V. (A.2.16)

Par l'inégalité de Korn, il vient que || et [|.[|,, sont des normes équivalentes sur V,
donc (V,|.]|/) est un espace de Hilbert réel.
En outre, par le théoréeme de trace de soboleve, il existe une constante Cy > 0 dépen-

dant uniquement de €2 | 'y | I'5 telle que :

[0l 2oy < Collvlly, Yo eV (A.2.17)

A.2.3 Espaces liés a 'opérateur divergence

Comme dans le cas de I'opérateur déformation, il est naturel d’introduire I’espace H;

lié a 'opérateur divergence et défini par

97



Hy = {0 € H\Divo € H}.

sur lequel on considére le produit scalaire

(0,7)4q, = (0,T)y + (Divo, Divr)y  Vo,7 € Hi.

On note la norme associée par HHI .On obtient ainsi que I'injection HiC H et 'opéra-
teur divergence Divo : H; — H sont des opérateur continus. De plus, compte tenu de

Iidentification de H et H & des sous-espaces de D' et D', en utilisant (A.2.11), il résulte

(Divo, @) prop +{0,e(p))yy = 0 VoeH, peD. (A.2.21)

(Divo, o)y +(o,e(p))yy = 0 VoeHy, o€ D. (A.2.21)

Théoréme A.2.4. Muni du produit scalaire (., .),, I'espace H, est un espace de Hilbert
réel

—\ NxXN re) -

CI(Q)S :{O':(O’ij)\O'ijZO'ji€C1<Q),Z,j:1,N}.

est dense dans H. De plus, pour tout o € C! (ﬁ)iVXN, on note par ov le vecteur de compo-
santes (o;;;) i =1, N. Comme dans le cas de l'espace H;, on peut définir 'application

trace puor l'espace ‘Hia 'aide du résultat suivant :

Théoréme A.2.5. Il existe une application linéaire, continue et surjective

~:H H. telle que
T i a (A.2.23)
<§a,§>HrrxHF = [pov.g da.

pour tout £ € Hy et o € C* (ﬁ)iVXN. Pour tout o € H;, I'image o € Hy est élément de

Hy vérifiant 1’égalité
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("ya,’yu)HfrxHr = (Divo,u) y + (0,6 (u)),, VYu € H. (A.2.24)

De plus, il existe une application linéaire et continue z: Hp — H; telle que

7(Z(2) =% VE € Hp (A.2.25)

A.2.4 Espaces de fonctions a valeurs vectorielles

Soient k € N, 1 < p < 400 et T > 0. On rappelle que W*P(0,T, H) est 'espace des
distributions vectorielles u € D'(0, T, H) telles que D;ju € LP(0, T, H) pour j = 0, k, D,
désignant la dérivée d’ordre j au sens des distributions. Si 1 < p < 400, W*?(0,T, H)

est un espace de Banach réel pour la norme définie par
k T .
g = (3 / \Dyu(@)Pdzp  Vu e WE(0, T, H). (A.2.26)
j=0"0

En particulier, W*?2(0, T, H) est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire défini

par
k T
0o =Y / (Dyu(t), Dyo(E)udt Vu,v € WH(0,T, H). (A.2.27)
j=0 V0

D’autre part, W*>(0,T, H) est un espace de Banach pour la norme définie par

k
|| 00,1 = X;wp ess |Dju(t)|lg  Yu € WH®(0,T, H). (A.2.28)

=T
Pour le cas particulier £ = 0, on remarque que W°?(0,7, H) = L?(0,T, H) et on note
alors la norme de L?(0,T, H) par | - |, g pour tout 1 < p < +o0.

On rappelle aussi 'un des résultats utilisés dans les chapitres précédents :

Théoréme A.2.6. Soit u:[0,T) — H. Alors
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1) wu appartient & W'(0,7, H) si et seulement si u est une fonction absolument
continue de [0, 7] dans H.

2) wu appartient & W1°°(0,T, H) si et seulement si u est une fonction de Lipschitz
de[0,7] dans H.

Remarque A.2.1. En utilisant la définition de 1'espace W*P(0,T, H), il est facile
d’obtenir le résultat suivant :

Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert réels et A : H; — H, un opérateur linéaire
continu, c’est-a~-dire A € L(Hy, Hy). Si pour tout k£ € N, tout 1 < p < +oo et tout

u € WkP(0,T, Hy) on considére la fonction A*Py définie sur [0, 7] par
(AFPy)(t) = Au(t) YVt e [0,T]. (A.2.29)

alors A¥Pu € WHP(0,T, Hy) et

2
dti

d? APy
)

vte[0,7T),j=0,k—1. (A.2.30)

(t)

< HAHC(HLHH

H2 Hl

Par conséquent, opérateur AP : W*P(0, T, H;) — W*P(0, T, H,) est linéaire et continu.
On rappelle qu’on note par L(H;, Hy) espace des applications linéaires et continues

de Hy dans H, et si H; = Hy = H alors on adoptera la notation £(H, H) = L(H).

A.2.5 Compléments divers

On présente ici des lemmes classiques du type Gronwall.

Lemme A.2.1. Soient m,n € C(0,T, R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t €]0,7] et soit a > 0. Si ¢ € C(0,T, R) est une fonction telle que

(1) Si

6(t) < a+ /0 (s ds + /0 "n($)d(s)ds Vie [0.T].
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alors

o(t) < (a+/0tm(s)ds)exp (/Otn(s)ds> vt € [0,7].

Pour le cas particulier m = 0, ce lemme devient

Corollaire A.2.1. Soient n € C(0,7T, R) telle que n(t) > 0 pour tout t € [0, 7] et soit
a > 0.

Si ¢ € C(0,T, R) est une fonction telle que

(2) Si

o(t) < a+ /Otn(s)qﬁ(s) ds Vtel0,T].

alors

6(t) < aexp (/Otn(s) ds) vt e [0, 7).

Lemme A.2.2. Soit m € W*°(0,T, R) une fonction telle que m(0) = 0 et m(t) > 0

pour tout ¢ € [0, 7] et soient a > 0et b > 0 deux constantes.

Sig € L*(0,T, R) est une fonction telle que
t
o(t) < a+m(t)+ b/ o(s)ds Vtel0,T).
0

alors

o(t) < m(t) + (a + b/otm(s) dt) et Yt e [0,T].

Lemme A.2.3. Soient m,n € C(0,T,R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t €10,7] et soit a > 0. Si ¢ € C(0,T, R) est une fonction telle que

% t) < §a —|—/ m(s ds—i—/ot n(s)¢*(s)ds vt € [0,T].

[o(t)] < (a—l—/otm(s)ds) exp(/otn(s)ds> vt e [0,T).

Dans le cas particulier m = 0, ce lemme devient :

alors
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Corollaire A.2.2. Soient n € C(0,T, R) telles que n(t) > 0 pour tout ¢ € [0,7] et
soit a > 0. Si ¢ € C(0,T, R) est une fonction telle que

%¢2(t) < %a2+ /0 ()63 (s)ds Vi€ [0.T].
alors t
lo(t)] < aexp (/ n(s) ds) vt e [0,7].
0
A.3 Approximation variationnelle

Soit H I'espace défini précédemment, on se donne un sous-espace H, de H de dimen-
sion finie et dépendant d’un prameétre h > 0, soit I la dimension de H, en pratique, Hj,

représente une approximation de ’espace H de dimension infinie et on aura :

lim 1 (h) = +oo.
h—0

et soit le probléme variationnelle suivant :

Probléme P : Trouver u € H tel que :

ve H, (Au,v—u)g+¢ @) —¢u) > (f,v—u)y YveH.

ol A et o sont définis dans (A.1.5).

Afin d’obtenir une approximation numérique de la solution u on introduit un pro-
bléme approché P" posé dans un espace de dimension finie. On vérifie, en premier que
le probléme P” & une solution unique puis on montre que sa solution converge vers la
solution u du probléme P.

Alors, au sous-espace Hj, de H, on associe le probléme approché P"suivant :

Probléme P" : Trouver u" € Hj, tel que :

102



uh e Hy, (Auh,vh —uh)H+<,0(vh) —gp(uh) > (f,vh—uh)H Vol € H.

L’intérét de la méthode d’approximation variationnelle est trouver une estimation d’er-

h

reur commise lorsqu’on approche u par u", c’est & dire démontrer le théoréme suivant :

Théoréme A.3.1. Il existe une constante C' > 0 indépendant de Hj, tel que

||u — uhH < (C inf ||u — vh” .
vheHp,
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