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1 

 

INTRODUCTION GENERALE 

 

La diversité des problèmes rencontrés en automatique, notamment portant sur la théorie de la 

commande et de la conception, ont connu une évolution considérable ces dernières années. 

Parmi ces théories, la commande des systèmes non linéaires ne cesse de se perfectionner. 

Ainsi, le concept des ensembles flous qui est très utile du point de vue de la synthèse de 

commande. Les travaux sur la théorie des ensembles flous et la logique floue ont été initiés 

dans les années soixante par Lotfi Zadeh [Zadeh 65] à l'Université de Berkeley. L'intérêt 

principal de la logique floue est  de permettre la représentation et le traitement de 

connaissances imprécises. Elle est utilisée dans des domaines aussi variés que la gestion de 

base de données, les systèmes experts, le traitement du signal, la classification de données, la 

modélisation ainsi que la commande des systèmes automatiques. La première application de 

la commande floue fut réalisée par [Mamdani 74] sur un moteur à vapeur. La première 

application industrielle a porté sur le contrôle d’un four à ciment par logique floue. 

 

Afin de s’affranchir de la connaissance parfaite d’un processus à contrôler, le comportement 

dynamique peut être pris en compte par une modélisation analytique, c'est-à-dire un modèle 

de connaissance. On obtient alors une représentation mathématique qui doit ressembler le 

mieux possible à la réalité du processus. Le choix réside alors entre la fidélité du modèle et 

son adéquation avec une forme mathématiquement exploitable. Dans ce contexte, une 

première approche pour étudier un système ayant un comportement non linéaire consiste à 

l’approximer par un modèle linéaire. L'inconvénient d'une telle approche est son aspect local. 

D’autre part, plusieurs travaux ont été développés afin de démontrer qu'un system flou peut 

être utilisé comme un approximateur universel [Kosko 94, Zeng 95, Zeng 00, Essounbouli 

04]. La capacité de l’approximation universelle d’un modèle flou est la base de recherches 

théoriques et de leurs applications en commande floue. De nombreux chercheurs se sont donc 

intéressés à cette notion. Il s’agit alors de donner une justification théorique aux succès 

rencontrés par les applications de la logique floue. Notamment, sur des systèmes difficilement 

contrôlables à l’aide de techniques conventionnelles [Buckley 93, Castro 95]. 

La structure d’un modèle ou d’un régulateur flou, est décrite par un ensemble de règles, dite 

règles floues, qui sont constituées chacune par une partie prémisse, et une partie conclusion. 



Introduction Générale 
  

 

 
 

 

2 

De ce point de vu là, on distingue deux classes principales de modèles flous : les modèles 

inférés par des règles flous de type Mamdani et ceux inférés par des règles flous de type 

Takagi-Sugeno (T-S) [T-S 85]. Les modèles de type Mamdani utilisent le formalisme flou 

pour modéliser l’inférence. En revanche, bien que la partie prémisse des règles de type T-S 

conserve le formalisme flou, l’inférence correspond à une simple interpolation des 

conclusions. Il en résulte que, pour un modèle flou T-S, les règles sont inférées par des 

variables décrites dans l’univers du discours flou. En revanche, la description  globale du 

système qu’elles représentent permet, après l’étape de défuzzification, d’aboutir à une 

fonction non linéaire liant arithmétiquement les entrées et les sorties du système.  

 

L’approche de modélisation T-S permet donc de représenter un système non linéaire par une 

interconnexion de modèles affines et linéaires autour de différents points de fonctionnement à 

travers des fonctions de pondération normalisées appelées fonctions d’activation. Ces 

fonctions peuvent être soit identifiées à partir d’un processus réel [Gasso 00], soit sur la base 

d’un modèle de connaissance afin d’aboutir à une représentation exacte de celui-ci dans un 

espace compact de l’espace d’état [Morère 01]. 

 

 Une approche typique de la commande des systèmes utilisant ce type de modèle est la 

stabilisation par interpolation de retour d’état appelée commande PDC (Parallele Distributed 

Compensation) [Wang 95]. La majorité des travaux qui s’inspirent de cette loi de commande 

ont une démarche basée sur la deuxième méthode de Lyapunov. La formulation de celle-ci 

aboutit à un ensemble d’inégalités écrites, sous la forme inégalités matricielles linéaires 

(LMI). Les LMI, s’il s’avère qu’elles admettent une solution, peuvent être résolues à l’aide 

d’outils issus du domaine de l’optimisation convexe [El Ghaoui 97]. Cependant, si 

théoriquement il est toujours possible de représenter la dynamique d’un système non linéaire 

affine en la commande par un système flou, en pratique cette représentation peut aboutir à 

l’obtention d’un très grand nombre de règles floues. Une manière de réduire le nombre de 

règles floues est de prendre en compte certaines non linéarités du modèle au sein 

d’incertitudes inhérentes à la modélisation, on se place alors dans le cas de la modélisation 

flou T-S de systèmes incertains. L’objectif étant d’obtenir un modèle flou comportant un 

nombre fini et raisonnable de règles fixé a priori. En revanche, la synthèse de lois de 

commande pour de tels modèles s’avère plus difficile. Dans ce contexte, plusieurs approches 
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de relaxation des LMI ont été proposées dans la littérature [Guerra 99, Kim 00, Tuan 01, Liu 

03]. 

La commande type PDC permet de répondre à tous les critères de performance si, en plus des 

incertitudes, le système est perturbé. C'est pourquoi des travaux traitant de la synthèse de 

commandes robustes pour la stabilisation de ce type de modèles ont étés proposés ces 

dernières années [Tanaka 96, Lee 01].  

Au sein de la littérature on constate que la synthèse de lois de commande est peu traitée dans 

le cas du poursuite de trajectoire (Tracking) pour les systèmes T-S incertains et perturbés. En 

effet, le passage d’un problème de stabilité à celui d’un suivi de trajectoire n’est pas 

nécessairement trivial. Ainsi, le but principal de ce travail est le développement de structures 

de commande, pour des systèmes continus mis sous forme T-S incertains et perturbés, 

permettant d’assurer la stabilité et la robustesse dans le cadre du suivi de trajectoire. Deux 

problématiques peuvent émerger : l’obtention de conditions sous forme de LMI et, la garantie 

des performances de poursuite. 

 

Le chapitre I, présente une vue d'ensemble bibliographique allant de la définition et mise en 

œuvre d'un modèle T-S à la synthèse de commande robuste des systèmes flous du type T-S 

incertains et perturbés. Ainsi, nous présentons d’abord les différentes techniques d’obtention 

d’un modèle T-S. Ensuite, nous aborderons les concepts de stabilisation de base des modèles 

T-S. Un intérêt particulier sera consacré aux résultats les plus récents traitant du problème de 

la stabilité des modèles T-S incertains et perturbés. Ainsi, cette synthèse bibliographique 

permettra de positionner notre travail dans le domaine et de poser clairement le problème 

abordé dans ce manuscrit. 

 

Dans le chapitre II, nous aborderons le problème de poursuite de trajectoire des modèles T-S. 

Une présentation des techniques existantes pour résoudre cette problématique permettra de 

dresser un bilan synthétique sur les travaux publiés dans la littérature. Dès lors, nous 

présenterons la stratégie de commande que nous avons abordée dans ce travail. Par la suite, 

nous traiterons de la synthèse de commande pour les modèles flous T-S soumis à des 

perturbations externes. La synthèse de commande proposée se base sur la minimisation de 

l’erreur de poursuite par rapport aux perturbations selon un critère H∞. Le résultat principal 

dans ce chapitre est de fournir des conditions de stabilité au sens de l’optimisation convexe 
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LMI, en l’occurrence un maximum d’atténuation des perturbations en assurant la poursuite. 

Des résultats de simulations illustreront les performances obtenues. 

 

L’approche est élaborée dans le cas où tous les états sont disponibles. Deux approches de 

synthèse différentes seront présentées afin de garantir les performances de poursuite. Il s’agit 

d’une approche dont les résultats sont écrits sous forme de BMI (Bilinear Matrix Inequality) 

et d’une approche obtenue directement sous la forme de LMI. Nous montrerons ensuite, à 

travers des résultats de simulation, que la seconde approche assure de meilleures 

performances que la première. 

 

Les principaux résultats du chapitre III, traitent essentiellement de la synthèse de commande 

en poursuite pour des modèles T-S incertains et perturbés. L’approche est élaborée dans le cas 

où tous les états sont disponibles. Deux approches de synthèse différentes seront présentées 

afin de garantir les performances de poursuite. Il s’agit d’une approche dont les résultats sont 

écrits sous forme de BMI (Bilinear Matrix Inequality) et d’une approche obtenue directement 

sous la forme de LMI. Nous montrerons ensuite leurs performances dans le cadre de la 

poursuite. Notamment, considérerons également un observateur dans le cas où tous les états 

ne sont pas disponibles. Les résultats, également exprimés sous forme LMI, seront illustrés à 

travers un exemple en simulation. 

 

Dans le quatrième chapitre, nous aborderons le problème de synthèse de commande robuste 

floue dans le cadre de la poursuite de trajectoire pour les systèmes non linéaires. On a proposé 

un algorithme de commande utilisant de la logique floue et la technique de commande par 

mode glissant (SMC). La stratégie de commande proposée fournit une bonne performance 

robuste dans le but d’assurer que le système en boucle fermée soit stable au sens de Lyapunov 

et poursuite asymptotique de la référence désirée en présence des incertitudes et des 

perturbations externes. 

Les stratégies de commande développées dans les chapitres : II, III et IV sont validées par des 

exemples de simulation sous l’environnement Matlab. 

 

Enfin, le bilan des travaux réalisés et les perspectives envisagées sont donnés en conclusion.   
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I.1. INTRODUCTION 

 

        Ce chapitre a pour objet de présenter certains travaux sur la modélisation, la stabilité, et 

la stabilisation des modèles flous de type Takagi-Sugeno (T-S), Dans la première partie, nous 

présentons les différentes techniques d’obtention d’un modèle T-S et donnerons un exemple 

d’illustration sur la méthode la plus utilisée pour y aboutir, ainsi que la représentation des 

notions de stabilité et de stabilisation de ce type de modèles rencontrées dans la littérature. 

Une loi de commande pour les modèles T-S proposés sera présentée. A partir de là, on 

s’intéressera aux résultats les plus récents traitant du problème de la synthèse de commande 

robuste pour les modèles T-S incertains et perturbés, dans le cas de la stabilisation des 

systèmes non linéaires incertains. Ensuite, la seconde partie est consacrée à utiliser d’autres 

techniques de synthèse robuste telle que la commande par mode glissant qui permet de 

répondre au problème de robustesse. Cette robustesse se fera au déterminent des 

performances. De plus, la surface de glissement définie dans le formalisme réduit l’ordre de 

système en boucle fermée, ce qui ne permet pas dans certains cas, d’imposer au système un 

mode de stabilisation. Cette étude permettra de positionner notre travail dans le domaine et de 

poser clairement le problème abordé dans ce mémoire. 

 

I.2. MODELES FLOUS 

I.2.1. Modèle flou de type T-S  

      Le modèle flou de Takagi-Sugeno (T-S) d’un système dynamique est décrit par un 

ensemble de règles floues Si-Alors représentant des relations locales d’entrées/sorties 

linéaires en différents points de fonctionnement d’un système, en exprimant chaque 

conclusion par un système linéaire [T-S 85]. Ces représentations locales appelées « sous 

modèles», permettent d’exprimer la dynamique d’un système autour d’un point de 

fonctionnement particulier de l’espace d’état. 

La particularité de ce type de modèle et que la logique floue est intervient seulement dans la 

partie prémisse des règles. La partie conclusion de ces règles utilise des variables numériques 

plutôt que variables linguistiques [T-S 85]. 

D’une manière générale la partie conclusion s’exprime sous la forme d’une constante ou 

d’une fonction ou d’une équation différentielle dépendant des variables d’entrées. 
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La  I ème règle du modèle flou T-S s’écrit sous la forme: 

              Si ( ) ( ) p
ipi F est tz ... et F est tz 1

1 Alors 
( ) ( )

( ) ( )



=
+=
txCty

tuBtxAx

i

ii&
                                      (I.1)                                   

j
iF est l’ensemble flou et r est le nombre de règles Si-Alors, ( ) nRtx ∈  représente le vecteur 

d’état, ( ) mRtu ∈ est le vecteur des commandes,  ( ) qRty ∈ est le vecteur de sortie du système, 

nn
i RA ×∈ est la matrice d’état, mn

i RB ×∈  est la matrice d’entrée du système, nq
i RC ×∈ est la 

matrice de sortie et ( ) ( )tztz p→1  
sont les prémisses fonctions de l’état. 

Pour une paire ( ) ( )( )tuty , donnée, l’inférence du système flou est donnée par: 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }

( )( )

( ) ( )( ) ( ){ }

( )( )















=

+
=

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=

r

i
i

r

i ii

r

i
i

r

i iii

tz w

tx C tzw
ty

tz w

tu Btx A tzw
tx

1

1

1

1&

                                                                                  (I.2) 

où ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tz ... tz tztz p21= , ( )( ) ( )( )tzFtzw j

p

j

j
ii ∏

=

=
1

      r....,,i 21=                                     (I.3)  

( )( )tzF j
j

i  est la valeur de la fonction d’appartenance ( )tz j  
dans l’ensemble flou j

iF , et 

0≥∀t  on a 

( )( )

( )( )







≥

>∑
=

0

0
1

tzw

tzw

i

r

i
i                                                                                                                       (I.4) 

En posant : 

( )( ) ( )( )
( )( )∑

=

=
r

i
i

i
i

tzw

tzw
tzh

1

                                                                                                              (I.5)  

Le modèle flou T-S s’écrit : 

( )( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )( ) ( ){ }












=

+=

∑

∑

=

=

r

i
ii

r

i
iii

txC tzhty

tuBtxA tzhx

1

1

&

                                                                                            (I.6)  

Les  ( )( ) 0≥tzhi  possèdent la propriété de somme convexe : 
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( )( )∑
=

=≥∀
r

i
i tzh  t

1

10                                                                                                              (I.7) 

 

I.2.2. Construction d’un modèle flou T-S  

Pour obtenir un modèle flou T-S, trois méthodes distinctes peuvent être employées : 

1. La première dite par identification [Gasso 99], [Gasso 00], permet à partir des données sur 

les entrées et les sorties, d’identifier les paramètres du modèle local correspondant aux 

différents points de fonctionnement. 

2. La seconde méthode consiste à linéariser le modèle autour d’un ensemble de points de 

fonctionnement [Tanaka 01], [Ma 98]. 

3. La troisième approche est adaptée pour les systèmes non linéaires affines en la commande 

à un modèle flou de T-S. Elle permet d’obtenir une représentation de type T-S d’un 

modèle non linéaire (Il ne s’agit pas d’une linéarisation autour d’un point de 

fonctionnement) [Tanaka 98a], [Morère 01]. 

Dans les deux dernières approches, on suppose disposer d’un modèle mathématique non 

linéaire. Notons aussi que pour un système donné, l’obtention d’un modèle T-S n’est pas 

unique. Etant donné que la dernière approche représente le modèle non linéaire d’une façon 

exacte, nous l’expliciterons à travers un exemple illustrant la construction d’un modèle T-S. 

Pour obtenir à partir de non linéarité des fonctions d’appartenance associée à un modèle flou, 

on utilise le lemme suivant. 

 

Lemme I.1 [Morère 01] 

Si [ ] ( ) RRxfRbaabx →∈−∈∀ + :,  ,  ,, borné sur [ ]a,b−  alors il existe deux fonctions ( )xw1  

et ( )xw2  ainsi que deux réelsα etβ  tels que : 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 001 2121

21

≥≥=+
+=

xw  ,xw  ,xwxw

xw.xw.xf βα
 

Preuve 

Considérons la fonction ( )xf  bornée tel que  ( ) fxff ≤≤  , on peut alors toujours écrire: 

( ) ( ) ( )xw.xw.xf 21 βα +=  avec f  ,f == βα  ,  
( )

ff

fxf
w

−

−
=1  et  

( )
ff

xff
w

−
−=2 . 

Remarque I.1  

Dans le cas général, si on considère un modèle non linéaire : 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )tu . txgtxftx +=&                                                                                                    (I.8)   

avec ( ) 00f =  et sous l’hypothèse que les champs de vecteursf et g soient bornés surnR , 

alors le modèle T-S représente de façon exacte le modèle non linéaire (I.8). Dans le cas 

contraire, sous la condition f  et g  continues, alors l’équivalence n’est vraie que sur un sous-

espace compact de nR  [Tanaka 98a], [Morère 01]. 

 

Exemple I.1  

On considère le modèle non linéaire autonome de dimension 2 suivant : 

( ) ( )( ) ( )( )
( )






==

tx

txsin
txftx 3

2

1

0

0
&                                                                                         (I.9)  

Ce modèle peut être réécrit comme suit : 

( )
( )

( )( )
( )

( )
( )
( )






















=









tx

tx
 

tx
tx

txsin

tx

tx

2

1

2
2

1

1

2

1

0

0

&

&
                                                                                    (I.10)           

L’équation (I.10) présente deux non linéarités qu’on notera ( )( )txN 11  et ( )( )txN 22  

respectivement tels que : 

 

( )( ) ( )( )
( )tx

txsin
txN

1

1
11 = ,  ( )( ) ( )txtxN 2

222 =                                                                             (I.11)    

Nous remarquons que le terme non linéaire ( )( )txN 11  est borné nRx∈∀ . 

( )( ) ( )[ ]1
00 1111  ,xxsintxN ∈ , (où ( ) ( ) -0.217)xxsin(minxxsin 1 ≈= 111 00

 ) alors que le terme 

( )( )txN 22  ne peut l’être que sur un compact définit par ( ) [ ]a,atx −∈2  avec 0a > . Ainsi, on 

peut transformer les termes non linéaires ( )( )txN 11  et ( )( )txN 22  [ ]a,aRx n −×∈∀ , 0a > , tel 

que : 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
0

0

1

1
1

2
11

1
111 1

x

xsin
 . txF . txFtxN +=                                                                          (I.12)                            

( )( ) ( )( ) ( )( ) 02
2

2
2

2
1
222  . txFa . txFtxN +=                                                                               (I.13) 

avec les ensembles flous donnés par : 

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

00

00

11

1111
1

1
1 sin1

sinsin

xx

xxtxtx
txF

−
−

= ,   ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

00 11

11
1

2
1 1

1

xxsin

txtxsin
txF

−
−=                     (I.14) 
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( )( ) ( )
2

2
2

2
1
2 a

tx
txF = ,  ( )( ) ( )

2

2
2

2
2

2 1
a

tx
txF −=                                                                          (I.15) 

On aboutit alors au modèle flou T-S correspondant à partir des combinaisons possibles des 

bornes des termes non linéaires ( )( )txN 11 et ( )( )txN 22  décrits par les matricesif suivantes : 

Si ( )tx1 est ( )( )txF 1
1

1  et ( )tx2  est ( )( )txF 1
1

2  Alors  
( )
( )

( )
( )














=









tx

tx
 

atx

tx

2

1

2
2

1

0

01

&

&
 

Si ( )tx1 est ( )( )txF 1
1

1  et ( )tx2  est ( )( )txF 2
2

2  Alors  
( )
( )

( )
( )














=









tx

tx
 

tx

tx

2

1

2

1

00

01

&

&
 

Si ( )tx1 est ( )( )txF 1
2

1  et ( )tx2  est ( )( )txF 2
1
2  Alors  

( )
( )

( ) ( )
( )























=








tx

tx
 x

xsin

tx

tx

2

1

1

1

2

1

00

0
0

0

&

&
            (I.16) 

Si ( )tx1 est ( )( )txF 1
2

1  et ( )tx2  est ( )( )txF 2
2

2  Alors  
( )
( )

( ) ( )
( )























=








tx

tx
 x

xsin

tx

tx

2

1

1

1

2

1

00

0
0

0

&

&

 

Cette transformation conduit à un certain nombre de modèles locaux LTI (Linear Time 

Invariant) dépendant du nombre de non linéarités contenues dans la fonction( )tf . En règle 

générale, si ( )tf  présentek termes non linéaires alors le modèle T-S est constitué d’au plus 

2k  modèles locaux.  

A partir de cet exemple, nous avons montré que le nombre de règles d’un modèle T-S exact, 

augmente en fonction des non linéarités à prendre en compte dans le modèle non linéaire, ce 

qui provoque plus de conservativité des résultats [Taniguchi 01]. 

     Après cette étape de modélisation, nous abordons dans la suite le problème de stabilisation 

du modèle T-S, notamment la synthèse de loi de commande. Nous pouvons avoir recours à 

une théorie de base pour analyser la stabilité des systèmes non linéaires. Un aperçu sur les 

concepts de stabilité les plus utilisés dans l’étude des modèles T-S est rappelé dans ce qui suit. 

 

I.2.3. Analyse de stabilité des modèles flous T-S  

La stabilité des systèmes non linéaires en boucle fermé est l’un des problèmes plus important 

de la théorie de la commande. La boucle de retour est la structure qui permet d’obtenir les 

objectifs de la commande en termes de stabilité et de poursuite (régulation).  
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L’analyse da la stabilité par la commande floue est un sujet difficile puisque les modèles 

considérés sont de nature non linéaires. Un certain nombre de travaux qu’ont déjà été en ce 

sens [Driankov 93], [Ollero 95], [Tanaka 98], [Wang 94]. Il est important de noter que 

beaucoup de techniques d’analyse de stabilité sont basées sur des méthodes de stabilité locale 

autour d’un point d’équilibre tel que l’origine. 

Dans ce contexte de la stabilité générale, on fait appel a des fonctions de Lyapunov candidates 

[Borne 93], [Khalil 96]. 

Nous limiterons dans ce mémoire à l’utilisation de fonction de Lyapunov quadratique de la 

forme suivante : 

( )( ) ( ) ( )txPtxtxV T   = ,     0>P                                                                                            (I.17) 

 

I.3. LOIS DE COMMANDE FLOUE ET CONDITIONS DE STABIL ISATION DE 

BASE 

 

I.3.1. Introduction aux Outils d’optimisation convexe LMI (Linear Matrix Inequalities)  

Les résultats d’analyse et de synthèse dans ce mémoire, se basent essentiellement sous des 

formulations de problèmes d’optimisation convexes. Celles-ci présentent l’avantage d’avoir 

un cout de calcul raisonnable et le résultat obtenu correspond à un minimum global unique, ce 

qui exclu l’existence d’un minimum local de la fonction à optimiser. 

La convexité d’un problème d’optimisation a les avantages suivants: 

• Le temps de calcul pour trouver une solution est raisonnable. 

• Il n’existe pas le minimum local de la fonction cout à optimiser, le résultat obtenu 

correspond à un minimum global unique. 

• La possibilité de formuler de nombreux problèmes d’analyse (stabilité, certains 

performances, etc.) en termes LMI. 

• La capacité de traiter des problèmes à données incertains en commande robuste, qui à 

joué pour beaucoup dans l’essor de cette approche ces dernières années. 

 

Définition I.1  
  
Etant donnée une famille de matrices symétriques0P  et iP , n,,2,1i K=  de P.PR  et un vecteur 
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( ) nT
n21 Rx,,x,xx ∈= K ,  une inégalité matricielle linéaire (LMI) stricte (resp. non strict) 

enx  est de la forme : 

( ) ( )∑
=

≥>+=
n

1i
110 0  .resp    0PxPxF                                                                                   (I.18) 

La contrainte ( ) 0xF >  est convexe [Boyd 94] et appelée contrainte LMI. 

Remarque I.2  

Etant donnée plusieurs LMI, elles peuvent être regroupés dans une matrice diagonale 

constituant une seule contrainte LMI. 

 
On distingue trois types de problèmes d’optimisation convexe rencontrés sous forme de LMI. 
 

I.3.1.1. Problème de faisabilité 

Trouver un vecteur x  tel que ( ) 0xF > . Ce problème est résolu généralement en cherchant le 
vecteur x  minimisant le scalaire t  tel que : 
 

( ) I.txF <−                                                                                                                          (I.19) 
 
Si la valeur minimale de t  est négative alors le problème est faisable. 
 
I.3.1.2. Problème de valeur propre (EVP : Eigen -Value Problem) 
 
Minimiser la plus grande valeur propre d’une matrice symétrique sous une contrainte de type 

LMI : 

λ Minimiser  

scontrainte les Sous
( )

( )



>
>−

0xB

0xAIλ
                                                                                    (I.20) 

I.3.1.3. Problème de valeurs propres généralisées (General EVP) 
 
Minimiser la plus grande valeur propre généralisée d’une paire de matrices par rapport à une 

contrainte LMI : 

λ Minimiser  

scontrainte les Sous

( ) ( )
( )
( )








>
>

>−

0xC

0xB

0xAxBλ
                                                                               (I.21) 

I.3.2. Techniques d’analyse et transformations matricielles 
 
En général, les conditions sur la stabilité ne sont pas données sous forme de LMI directement. 

Pour cela, elles nécessitent quelques transformations matricielles. Dans la suite nous 
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présentons quelques techniques de transformation matricielle utiles pour les résultats établis 

dans ce mémoire. 

a. Congruence : Si ( ) 0xP >  et X  est régulière, alors : ( ) 0XxPX T > . 

b. Complément de Schur : [El Ghaoui 97] soient trois matrices ( ) ( )TxRxR =   

( ) ( )TxQxQ =  et ( )xS  affines par rapport à la variablex  . Les LMI suivantes sont 

équivalentes 

1) 
( ) ( )

( ) ( ) 0
xRxS

xSxQ
T >








 

2) ( ) 0xR > , ( ) ( ) ( ) ( ) 0xSxRxSxQ 1 >− −  

c. Complément de Schur généralisé : 





>>
>−− −−

0S ,0R

0UUSXXRY T1T1

   ⇔   0

S0U

0RX

UXY

T

T >
















                                                (I.22) 

d.  Contrainte quadratique convexe : la contrainte sur la norme ( ) 1xZ <  où 

( ) q.pRxZ ∈  est affine par rapport à la variable pRx∈ est représentée par  

( )
( ) 0

IxZ

xZI

q

p >







                                                                                                           (I.23) 

e.  Lemme de S- procédure [Boyd 94] : 

C’est une technique qui permet d’approcher un ensemble de contraintes quadratiques par une 

seule contrainte quadratique. 

 

Lemme I.2 : Soient p0 F,,F K des fonctions quadratiques de la variable mR∈ς avec : 

( ) i
T
ii

T
i u2TF νςςςς ++=                                                                                                     (I.24) 

où pT
ii RTT ∈= , { }p,,0i K∈ . 

  Alors la proposition (1) implique la proposition (2) 

(1) Il existe : { }p,,1i  0i K∈≥τ  tels que : 0
u

uT

u

uT p

1i i
T
i

ii
i

0
T
0

00 ≥







−








∑

= ν
τ

ν
  

(2) ( ) 0F0 ≥ς  pour tout 0≠ς  tel que ( ) 0Fi ≥ς , { }p,,1i K∈ . 

f.  Le carré matriciel et ses dérivées : 

Lemme I.3 [Zhou 88]: Soit deux matrices A et B de dimensions appropriées, on a 
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1. .T T T TA B B A A A B Bγ γ −+ ≤ +                                                                                             (I.25) 
où γ  est une constante positive. 
 
Pour réduire le conservatisme, cette propriété peut être également écrite en fonction d’une 

matrice définie positive 0M > . 

BMBMAAABBA 1TTTT −+≤+                                                                                          (I.26) 

 
Les propriétés (I.25) et (I.26) ont l’avantage de pouvoir éliminer les termes anti-diagonaux et 

les ramener dans les blocs diagonaux, comme l’explique l’exemple I.2. 

 
Exemple I.2 : 
 
On souhaite éliminer les termes anti-diagonauxAet B de la matrice suivante : 
 

0
ZABW

ABWY TTT

<








+
+

                                                                                               (I.27) 

 
(I.27) peut s’écrire : 
 

0
0AB

AB0

ZW

WY TTT

<







+








                                                                                            (I.28) 

 
Or 

[ ] [ ]T
TTT

A0
0

B
0B

A

0

0AB

AB0








+








=








                                                                         (I.29) 

En utilisant la propriété (I.26), on obtient l’inégalité : 

[ ] [ ] [ ] [ ]0BM
0

B
A0M

A

0
A0

0

B
0B

A

0 1
T

TT
T

−








+








<








+








                                          (I.30) 

La condition (I.27) est satisfaite si : 

0
AQAZW

WBQBY
T

T1T

<








+
+ −

                                                                                           (I.31) 

g. Lemme d’élimination : 

Ce lemme est aussi connu sous le nom de projection, il est très utilisé dans les formulations 

LMI. 

Lemme I.4 [Boyd 94]: Pour des matrices réelles TWW = , M , N de tailles appropriées, les 

propriétés suivantes sont équivalentes : 

- Il existe une matrice réelle K telle que : 
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0.... <++ TTT MKNNKMW                                                                                              (I.32) 

      -    Il existe un scalaire réel σ  tel que : 

TMM W σ< et TNN W σ<                                                                                                 (I.33) 

- Les compléments orthogonaux ⊥M et ⊥N  de M etN , respectivement, vérifient : 

0WMM T <⊥⊥  et 0WNN T <⊥⊥                                                                                          (I.34) 

 

I.3.3. Loi de commande floue  

         Pour garantir la stabilité d’un modèle de type T-S, nous avons recours à la synthèse 

d’une commande stabilisante. Pour ce faire, en s’inspirant des résultats d’analyse de stabilité 

des systèmes dynamiques, on aboutit à des conditions de synthèse de commande par retour 

d’état [Wang 96]. Les conditions sur les gains de commande ainsi obtenues, ne sont pas 

nécessairement formulées directement en un problème LMI. En effet, dans certains cas, on 

obtient des inégalités matricielles non linéaires, se qui nécessitent un ensemble de 

transformations matricielles pour les rendre linéaires. Dans ce contexte, pour générer un 

signal de commande stabilisant pour le système (I.6), plusieurs formules de commande floue 

sont proposées dans la littérature, on ne citera ici que les plus utilisés, c’est la loi de 

commande basée sur le retour d’état et connue sous le nom de PDC (Parallel  Distributed  

Compensation).  

 

I.3.3.1. Loi de commande PDC  (Parallèle  Distributed  Compensation)  

Le concept PDC est utilisé pour élaborer une loi de commande pour les modèles flous de type 

T-S. l’idée est de calculer une loi de commande linéaire par retour d’état pour chaque sous-

ensemble du modèle flou. La détermination d’une loi de commande revient à déterminer pour 

chaque modèle local (sous-modèle) les gains appropries. Chaque modèle local est stabilisé 

localement par une loi de commande linéaire. La loi de commande globale qui en général est 

non linéaire est obtenue par interpolation des lois de commande linéaires locales. Elle est 

donnée par la loi de commande suivante [Wang 95], [Wang 96]: 

( ) ( )( ) ( )tx K tzhtu i

r

i
i∑

=

−=
1

                                                                                                     (I.35) 

où pm
i RK −∈ est le gain de retour local relatif à l’ième modèle. 
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Fig. I.1. Principe de la commande PDC. 

 

Le régulateur flou PDC partage les mêmes ensembles flous que ceux du modèle flou de T-S. 

Donc l’avantage majeur de cette loi de commande, est de respecter la même structure de 

découpage des non linéarités que celle utilisée pour l’obtention du modèle T-S. Dans le cas où 

le modèle T-S est obtenu par découpage exact, cette loi de commande est donc valable 

quelque soit le point de sous espace compact de l’espace d’état. 

      Par ailleurs, il existe d’autres lois de commande qui s’inspirent de la commande PDC et 

qui se basent sur le retour de sortie. Parmi ces lois, on distingue, la commande DPDC 

(Dynamique PDC) qui représente un contrôleur non linéaire [Li 00]. Ensuite la loi de 

commande OPDC (Output PDC) qui est de la forme [Chadli 02] :   

( ) ( )( ) ( )ty K tzhtu i

r

i
i∑

=

=
1

                                                                                                       (I.36) 

I.3.3.2. Stabilisation des modèles flous T-S avec une loi de commande du type PDC  

      La commande PDC, notamment la stabilisation quadratique, se base sur la fonction 

quadratique de Lyapunov pour montrer la convergence du modèle flou en boucle fermée, en 

l’occurrence déterminer les retours d’états correspondants à chaque modèle LTI composant le 

modèle T-S. Ainsi, à partir d’une telle fonction, on peut trouver une matrice P commune et 

strictement définie positive entre tous les modèles locaux en boucle fermée. Pour obtenir le 

modèle flou en boucle fermée, on applique la commande PDC au modèle T-S (I.6). Ainsi le 

modèle flou obtenu est le suivant: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )∑∑
= =

=
r

i

r

j
ijji tx G tzh tzhtx

1 1

&   ,  avec ijiij KBAG −=                                               (I.37) 

      Le premier résultat concernant la stabilisation des modèles T-S par la commande PDC a 

été donné par [Wang 96]. En posant : 

ij
T
ijij G PPGY +=                                                                                                                  (I.38) 

Loi de commande locale 

… 
Règle 1 

Règle 2… 

Règle r 

Règle 1 

Règle 2… 

Règle r 

Système Contrôleur 
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Nous pouvons énoncer le théorème suivant. 

 

Théorème I.1  [Wang 96] 

L’équilibre du modèle flou continu (I.37) est asymptotiquement stable, s’il existe une matrice 

0PP T >=  telle que : 

r,....,,i              ,Yii 210 =>                                                                                                    (I.39) 

    r ji    ,YY jiij ≤<<+ 0                                                                                                      (I.40) 

avec ( )( ) ( )( ) 0 0i jh z t h z t ,  t× ≠ >                                                                                          (I.41) 

      Elaborer un régulateur flou PDC consiste donc à déterminer les matrices de gains de 

retour d'état iK
 
satisfaisant les conditions du théorème I.1 avec l’existence d’une matrice P 

commune, strictement définie positive. Pour mettre au point ce régulateur, on se ramène donc 

à un problème de faisabilité des LMI qui peut être résolu à l’aide des outils issus de 

l’optimisation convexe, et plus particulièrement des LMIs (Linear Matrix Inequalities) [Boyd 

94]. Pour cela, on effectue les changements de variables bijectifs usuels suivants [Wang 96]: 

1PN −=  et 1
ji PYK −= , d’où après congruence avec 1PN −= des inégalités (I.34) et (I.35), 

on obtient les expressions LMI suivantes par rapport aux variablesN et jY . 

r,...,, i            ,BYYBNANA T
i

T
iiii

T
i 210 =<−−+                                                               (I.42) 

rj i              ,BYYBBYYBNANANANA T
j

T
iij

T
i

T
jji

T
jj

T
ii ≤<<−−−−+++ 0                 (I.43) 

Remarque I.3  

       Notons que le nombre de conditions à vérifier est ( )1 / 2r r + , et que ce nombre croit en 

fonction du nombre de règles r. 

Le fait d’utiliser une fonction de Lyapunov quadratique implique la recherche d’une 

matrice 0PP T >=  unique qui se retrouve dans toutes les ( )1 / 2r r +
 
inégalités. Il est alors 

clair que le nombre de règles est un facteur essentiel pour réduire le conservatisme des 

résultats issus des conditions (I.42) et (I.43) du théorème I.1. 

 Ainsi, disposant d’un modèle T-S, le problème fondamental qui se pose lors de la synthèse de 

commande du type PDC est celui du conservatisme des conditions sur les gains de retour 

d’état. Par conséquent, dans le but d’avoir des résultats beaucoup moins conservatifs, des 

conditions de relaxation LMI ont fait l’objet de plusieurs travaux notamment ceux développés 

dans [Tanaka 98a], qui se basent sur le nombre maximal de règles actives à chaque instant 
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pour réduire le conservatisme de conditions de stabilisations. Kim et Lee [Kim 00] s’inspirent 

de ces travaux, en introduisant des conditions supplémentaires. Dans [Teixeira 03], les auteurs 

proposent d’utiliser des fonctions de Lyapunov multiples pour rechercher plusieurs matrices 

définies positives au lieu de chercher qu’une seule commune, comme dans le cas de 

stabilisation par la fonction de Lyapunov quadratique. Parmi les résultats de relaxation 

utilisant une fonction de Lyapunov quadratique, nous pouvons citer des conditions de 

relaxations très pertinentes proposées par [Tuan 01], qui sont donnés dans le théorème 

suivant. 

 

Théorème I.2  [Tuan 01] 

Les conditions (I.39) et (I.40) du théorème I.1 sont vérifiées si l’une des conditions suivantes 

est vraie : 

)1 r,...,,i           ,Yii 210 =<                                                                                                    (I.44)    

( ) rji    ,YY Y
r jiijii ≤≠≤<++

−
10

2

1

1

1
                                                                              (I.45)                                                        

) 2  Il existe des matrices symétriques jiQQ jiij ≠= ,  telles que : 

0

1

1
1

1

<
















−

−

jjij

ijii

Y
r

Q

QY
r ,   ri, j ,,2,1 K=                                                                              (I.46) 

( ) rji         ,QYY ijjiij ≤<≤<+ 1
2

1
                                                                                      (I.47) 

) 3 Il existe des matrices symétriques jiQQ jiij ≠=     ,      telles que : 

( ) rji    ,YYQ   ,Q   ,QY jiijijij

r

ij
ijij ≤≠≤+≥≥<+∑

≠

1
2

1
00                                                  (I.48) 

 

Preuve 

En appliquant L’équation (I.38), on peut écrire que : 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )∑
<

<




 ++
−

+
−

r

ji
jjiijijjjiii YY tzhtzhY tzh

r
Y tzh

r
0

1

1

1

1 22                                       

L’inégalité (I.46) devient alors : 0x ≠∀  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 0
1

1

1

1 22 ≤++






−
+

−
tx YY tx tzhtzhtx Y tzh

r
Y tzh

r
 tx jjii

T
jijjjiii

T            
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Il existe des matrices 0Qij ≥   telle que :  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )∑ ∑∑∑
= ≠==

<








+≤+

r

i

r

ji
ijiii

r

i
ijji

r

i
iii QY tzhQ tzhtzhY tzh

1

2

11

2 0                                     

A partir la condition (I.47) on trouve : 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )∑∑∑ ∑
≠= = =

+≤
r

ji
ijji

r

i

r

j

r

i
iiiijji Q tzhtzhY tzhY tzhtzh

1 1 1

2 , Ce qui vérifie (I.44). 

    La première condition de ce théorème, ne nécessite l’existence d’aucune matrice définie 

positive supplémentaire, ce qui facilite l’obtention d’une solution au problème LMI, 

notamment quand il s’agit par exemple d’un système augmenté avec un observateur flou. 

    Dans le même objectif de ce dernier théorème, un autre résultat complémentaire concernant 

la relaxation est présenté dans [Liu 03]. Le résultat de ce théorème stipule l’existence de 

matrices définies positives qui peuvent être libres, ce qui permet de relâcher les LMI trouvées.  

 

Théorème I.3 : [Liu 03] 

L’équilibre d’un modèle flou continu décrit par (I.37) est asymptotiquement stable s’il existe 

une matrice 0PP T >= , des matrices ijY  définies en (I.38), 0Qij > et T
ijij QQ =  telle que : 

r... , ,i       ,QY iiii 210 =<+                                                                                                   (I.49) 

rji     ,QQYY jiijjiij ≤≤<+++ 0                                                                                       (I.50) 

( )

( )

0

11

1

2221

11211

>





















−

−

rrrrr

rr

r

QQQ

Q

QQ

QQQ

L

OM

M

L

                                                                                         (I.51) 

 

Remarque I.4 

      Dans le cadre de la relaxation. On note aussi que ce type est utile que si lesijY existent et 

ne sont pas nuls, c-à-d qu’il est nécessaire que les sous modèles croisés existent [Kim 00]. 

      Nous avons montré à partir du modèle T-S, une méthode de synthèse de commande type 

PDC. Cette loi de commande très utilisée, est basée sur la connaissance de l’état du système. 

Par conséquence, dans le cas où l’état du système n’est pas totalement disponible, il est 

nécessaire d’avoir recours à un observateur permettant d’estimer l’état du système. Dans le 

cas des modèles T-S, on privilégie les observateurs flous T-S se basant généralement sur des 
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modèles linéaires de type « Luenberger ». Ces derniers, ont pour avantage d’avoir la même 

structure que les modèles T-S. 

  

I.3.4. Stabilité du modèle flou T-S augmenté  

     Plusieurs travaux concernant la synthèse de commande avec un observateur flou ont été 

élaborés pour la stabilisation des modèles T-S [Xiao-Jun 98], [Xiadong 02]. Les résultats 

existant pour ce type d’observateur sont très variés selon la fonction de Lyapunov choisie et 

selon le type de commande utilisée pour stabiliser le modèle flou. Les principes de base de ce 

type d’observateurs sont synthétisés dans ce qui suit. 

 

I.3.4.1. Stabilisation avec observateur flou  

    Un observateur flou est nécessaire lorsqu’une partie de l’état du système n’est pas 

accessible pour mesurer. Le but étant d’obtenir une convergence asymptotique de l’erreur de 

prédiction d’état, ( ) ( ) 0tx̂tx →−  quand  ∞→t où ( )tx̂  représente le vecteur d’état estimé par 

l’observateur [Morère 01]. Le modèle flou T-S augmenté est composé d’un modèle flou, d’un 

régulateur flou et d’un observateur flou, comme montre la figure I.2 suivante; 

 

 

 

 

 

Fig. I.2. Représentation d’un système augmenté. 

 

I.3.4.2. Observateur flou T-S  

La structure la plus simple d’un observateur flou T-S est obtenue par interconnexion de 

plusieurs observateurs locaux de type Luenberger. Il s’écrit d’une façon générale comme suit: 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]

( ) ( )( ) ( )[ ]












=

−++=

∑

∑

=

=

r

i
ii

r

i
iiii

tx̂C tẑhtŷ

tŷtyLtuBtx̂A tẑhx̂

1

1

&

                                                                 (I.52) 

Modèle Flou 

Observateur Flou 

Contrôleur Flou 

X̂  

+ 

- 

u 
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Où ( )tx̂  et ( )tẑ  représentent respectivement l’état estimé de l’observateur flou et le vecteur de 

prémisse reconstruit, et iL  représentent les gains de l’observateur [Tanaka 98a], [Guerra 03]. 

 

Hypothèse I.1  

    Tout au long de ce travail, on supposera que toutes les variables de prémisses sont 

mesurables c'est-à-dire ( ) ( )tztz =ˆ  et les fonctions d’activation de l’observateur sont les 

mêmes que celles caractérisant le modèle T-S (I.37). 

     Dans le cas ou cette hypothèse n'est pas vérifiée, pour assurer la convergence de 

l’observateur, le nombre de conditions est augmenté de façon significative par l’apparition des 

produits ( )( ) ( )( )ˆi jh z t h z t×  [Lauber 03].  

Pour évaluer la convergence de l’observateur flou (I.52), on considère l’erreur d’estimation du 

vecteur d’état donnée par : 

( ) ( ) ( )txtxteo ˆ−=                                                                                                                   (I.53) 

Note : 

    L’indice ‘o’ indique que l’erreur est liée à l’observateur, un indice ‘p’ signifie l’erreur de 

poursuite. On adoptera cette notation tout le long du manuscrit. 

 

     Tenant compte du modèle T-S (I.6) et l’observateur (I.52), la dynamique de l’erreur 

d’estimation est donnée par l’équation suivante :  

( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( )te CLA tzh tzhte o

r

i

r

j
jiijio ∑∑

= =

−=
1 1

&                                                                       (I.54) 

Ainsi, la synthèse d’un tel observateur consiste en la détermination des gains locauxiL afin 

d’assurer la convergence vers zéro de la dynamique de l’erreur d’estimation (I.54). Les 

conditions de synthèse d’un observateur flou (I.52) sont duales de celles d’un contrôleur flou 

(I.37) [Ma 98], [Yoneyama 00]. 

 

I.3.4.3. Loi de commande PDC avec observateur flou  

Dans le cas où tous les états du système ne sont pas mesurables, la commande PDC 

synthétisée emploi le retour d’état reconstruit et nous pouvons alors écrire. 

( ) ( )( ) ( )∑
=

−=
r

i
ii tx̂Ktzhtu

1

                                                                                                      (I.55) 
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Le système augmenté est composé de l’état du système ( )tx  et l’erreur d’estimation ( )teo , on 

peut écrire: 

( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )






×








−
−

=







∑∑

= = te

tx

CLA

KBKBA
 tzh tzh

te

tx

ojii

jijii

j

r

i

r

j
i

o 01 1&

&
                                       (I.56) 

      Jusqu’ici les lois de commande développées ne tiennent pas compte des erreurs de 

modélisation, et/ou de perturbations externes pour les modèles T-S. Par ailleurs, d’autres 

problèmes récurrents ont fait l’objet de plusieurs travaux. Notamment, la synthèse de 

commande robuste pour les modèles T-S incertains et/ou soumis à des perturbations externes.  

      Nous présentons, dans la section suivante de manière synthétique, certaines approches de 

synthèse de commande robuste pour les systèmes T-S incertains et perturbés. 

 

I.4. COMMANDE ROBUSTE FLOUE DES SYSTEMES NON LINEAI RES 

         La commande robuste concerne les systèmes incertains et/ou perturbés. Dans la 

littérature plusieurs travaux ont été développés concernant la synthèse de commandes robustes 

pour les modèles flous incertains. Nous pouvons citer les principaux résultats qui traitent de la 

stabilisation avec une commande sans observateur pour les modèles T-S incertains et/ou 

perturbés [Tanaka 96], [Zhao 96], [Lee 01], [Tanaka 01]. 

La commande floue avec observateur et les variables de prémisses mesurables est abordée 

dans [Yoneyama 00], avec le principe de séparation. En revanche dans le cas ou les variables 

de prémisses ne sont pas mesurables, dans [Lauber 03], l'auteur considère le découpage des 

variables non mesurables comme des incertitudes de modélisation. 

       Vu la diversité des résultats existant sur la stabilisation des modèles T-S incertains et/ou 

perturbés, nous nous restreindrons sur quelques concepts de base que nous avons exploité, 

dans les chapitres suivants pour la mise en œuvre des approches développées dans le cas de la 

poursuite de trajectoire. 

 

I.4.1. Modèles T-S incertains 

     Le modèle T-S avec incertitudes paramétriques s’écrit d’une manière générale comme suit 

[Tanaka 01]:  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1

1

r

i i i i i
i

r

i i i
i

x t h z t A A t x t B B t u t

y t h z t C C t x t

=

=


 = + ∆ + + ∆  


  = + ∆ 

∑

∑

&

                                             (I.57)  
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Avec ( )∆  ∆i i iA Ha a t Ea= , ( )∆  ∆ t  i i iB Hb b Eb=  et ( )∆  ∆ t  i i iC Hc c Ec=  

oùHa , Hb , Hc , iEa , iEb , iEc sont des matrices constantes, et les incertitudes ( ) ( ) , tbta ii ∆∆ et 

( )tci∆  sont bornées dans le temps de la façon suivante : 

( ) ( ) Itata i
T
i ≤∆∆ , ( ) ( ) Itbtb i

T
i ≤∆∆ , ( ) ( ) Itctc i

T
i ≤∆∆  

     En général, les incertitudes rencontrées dans ce type de modèle sont dues à la modélisation 

du système qui est effectuée de manière à réduire le nombre de règles [Taniguchi 01], [Lauber 

03]. Le principe de synthèse de commande dans ce cas, se base sur l’application de la loi de 

commande (I.55) au système (I.57) avec l’observateur flou (I.52), en considérant la 

dynamique de l’erreur d’estimation (I.36). Le problème revient alors à stabiliser le système 

augmenté suivant : 

( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )















++−+
++−+

=







∑∑

= = te

tx
  

KBCLAKBCLA

KBBKBBAA
  tzhtzh

te

tx

ojijiijijii

jiijiiii

j

r

i

r

j
i

o &

&

&

&

∆∆∆∆
∆∆∆

1 1

   (I.58)  

 

Ainsi, en ce qui concerne la commande robuste avec observateur flou pour les modèles T-S 

incertains et en se plaçant dans le cas ou le théorème de séparation [Ma 98], n’est pas 

applicable, on introduit les non linéarités qui dépendent des variables de prémisse non 

mesurables dans les matrices contenant les incertitudes. Dans [Lauber  03], une méthode 

basée sur le couplage des parties commande et observateur est proposée, elle consiste à 

résoudre le problème d’une façon séquentielle grâce à deux problèmes LMI. Une partie des 

travaux de [Chen 00] rejoint également cette méthode. De la même manière que pour le cas de 

stabilisation, l’étude de stabilité, de tels systèmes repose sur la fonction de Lyapunov 

quadratique de la forme( ) o
T
o

T
o PeePxxexV +=, . Un résultat récent consiste à résoudre ce 

problème sous forme de LMI’s d’une manière systématique [Lauber 04]. 

 

I.4.2. Modèles T-S perturbés : atténuation des perturbations 

Les systèmes non linéaires sont également susceptibles d’être soumis à des perturbations 

externes. Ainsi l’atténuation des perturbations est parmi les spécifications des performances 

qu’il faut prendre en considération. Un modèle T-S soumis à une perturbation externe s’écrit 

sous la forme générale suivante : 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }












++=

++=

∑

∑

=

=

t Dtu Dtx C tzhtp

t Btu Btx A tzhtx

iii

r

i
i

iii

r

i
i

ϕ

ϕ

21
1

21
1

&

                                                                   (I.59) 

où ( )tϕ  représente la perturbation externe de borne supérieure connue ( ) ( )ttup ϕϕ ≥
 

et 

( )tp est la sortie à réguler. Pour ce qui suit, une définition de la norme ∞H est nécessaire.  

Définition I.1  

on appelle norme ∞H du transfert ϕxT entreϕ et p  [Alazard 99]: 

( )

( )
( )

2

2

0 t

tp
SupT

t
z ϕϕ
ϕ

≠∞
=                                                                                                             (I.60) 

    L’objectif en plus de la stabilisation, est de déterminer une loi de commande qui atténue 

l’effet des perturbations externes( )tϕ sur la grandeur à réguler (norme∞H ) en boucle fermée 

avec un taux d’atténuation donnéeη  : 

( ) ( )
22

ttp η≤                                                                                                                     (I.61) 

Avec ( ) 2

2
tp définie par ( ) ( ) ( )∫

∞

=
0

2

2
dt tp tptp T                                                                   (I.62) 

Une faible valeur de cette norme indique un faible effet des perturbations, le but est alors de 

déterminer des lois de commande qui permettent de minimiser cette norme, en l’occurrence 

une meilleure atténuationη . 

 

Remarque I.5 

Le taux d’atténuation η  s’appelle aussi la performance∞H quadratique. 

 

Pour assurer la stabilité du système (I.59) ainsi qu’une performance ∞H  quadratique, nous 

considérons une fonction de Lyapunov de type quadratique. Le théorème suivant donne une 

condition suffisante assurant cette performance : 

 

Théorème I.4 [Boyd 94]  

En considérant le modèle (I.59), la norme ∞H  est assurée pour un taux d’atténuation inférieur 

à η  si et seulement si il existe une fonction quadratique de Lyapunov ( ) PxxxV T=  telle que : 
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( )
02 <−+ ϕϕη TT pp

dt

xdV
                                                                                                  (I.63) 

 

Remarque I.6 

        La condition (I.63) peut être écrite en ajoutant une matrice de pondération à la variable à 

réguler [Tseng 01]. 

( )
02 <−+ ϕϕη TT P QP

dt

xdV
   avec  0Q >                                                                         (I.64) 

      En se plaçant dans le cadre des modèles T-S contenant uniquement des perturbations 

externes sans matrice d’entrée, le modèle devient [Chiang 01]: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }∑
=

++=
r

i
iii ttu Btx A tzhtx

1

ϕ&                                                                              (I.65) 

Pour synthétiser une commande PDC (I.35) permettant de stabiliser et d’atténuer les 

perturbations du système (I.64), le critère ∞H correspondant serait donc définit comme suit : 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫≤
tf tf

TT dt t tdttx Q tx
0 0

2 ϕϕη                                                                                       (I.66) 

Le système en boucle fermée est alors donné par : 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑
=

+−=
r

i
jiii  ttx KBA  tzhtx

1

ϕ&                                                                            (I.67) 

En considérant les conditions initiales de l’état du système, le critère (I.49) devient :  

[Alazard 99], [Chiang 01] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫+≤
tf tf

TT dt t tx P xdt tx Q tx
0 0

200 ϕϕη
   

avec   0PP T >=                                 (I.68) 

Un premier résultat immédiat s’inspirant de la condition (I.68) montre une condition 

suffisante assurant la stabilité avec atténuation des perturbations. On considère ijY  définis 

dans (I.38). 

 

Théorème I.5  [Chiang 01]  

Le système en boucle fermée (I.50) est stable, s’il existe une matrice 0PP T >= , une 

constante positive constante η  et des retours d’état iK  montrés dans (I.35) et qui satisfont les 

conditions suivantes : 

01 <+ − PPYii η ,      r,...,i 21=                                                                                              (I.69) 
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0
2

1 <+
+ − PP

YY jiij η ,       rji ≤<                                                                                      (I.70) 

 

I.4.3. Modèles T-S incertains et perturbés  

D’autres résultats en fonction des modèles étudiés sont disponibles. Notamment les résultats 

concernant les modèles T-S soumis à des perturbations externes et avec incertitudes 

paramétriques. Parmi les résultats principaux, on peut se référer à [Tanaka 96], [Lee 01]. Dans 

[Lee 01], les modèles pris en compte peuvent s’écrire de la manière suivante : 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )[ ]
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r
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r

i
iiiiiii

tDtuDtxCtzhty

tBBtuBBtxAAtzhtx

1
21

1
2211

    

    

ϕ

ϕ&

                              (I.71) 

 

     Pour ce type de modèle, [Lee 01] donnent une condition suffisante sur les gains de retour 

assurant la stabilité et l’atténuation des perturbations sous forme d’un problème LMI. Ce 

résultat repose sur la structure particulière des incertitudes qui sont de la forme suivante : 

[ ] ( )[ ]iiiiii E  E  E tF HB  B  A 32121 =∆∆∆ ,     r,...,,i 21=                                                       (I.72) 

et ii E,E,H 21  et iE3 sont des matrices constantes, et la matrice incertaine ( )tF , est bornée dans 

le temps de la façon suivante : 

( ) ( ) ItFtF T ≤ ,  r,...,,i 21=                                                                                                   (I.73) 

Notons que cette structure nécessite deux matrices communes entre toutes les règles notées H 

et ( )tF , ce qui n’est pas le cas dans la structure du modèle (I.57). 

En posant : 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
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                    (I.74)  

Le symbole( )∗ indique la quantité transposée dans une matrice symétrique. Le résultat 

principal peut être synthétisé par le théorème suivant : 
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Théorème I.6  [Lee 01]  

Avec le modèle flou (I.71) et les ijY définis en (1.74), il existe une loi de commande (PDC) 

robuste stabilisante avec un taux de décroissanceα  de la fonction de Lyapunov quadratique. 

La performance H∞ (I.64) est garantie pour un taux d’atténuation η  pour les incertitudes 

admissibles, s’il existe une matrice P > 0, des matrices jK  et un scalaire 0>λ tels que les 

conditions (I.39) et (I.40) sont satisfaites. 

 

Les travaux présentés posent les bases de la synthèse de commande robuste dans le cas des 

systèmes T-S. Ainsi, on peut trouver également plusieurs méthodes récentes pour traiter le 

problème de commande robuste pour des systèmes T-S incertains tels que dans le cas de 

systèmes T-S incertains et perturbés. 

 

I.5. AUTRES APROCHES DE SYNTHESE  

 

I.5.1. Structure des Systèmes Flous 

 

Le système flou contient trois composantes principales voir la figure I.3, le bloc fuzzification, 

qui va effectuer une transformation des variables d’entrée, définies par des fonctions 

d’appartenance, en des variables linguistiques qui peuvent être traitées par des opérateurs 

flous. Le moteur d'inférence qui est le véritable cerveau du système "flou". Il donne la relation 

qui existe entre les variables d’entrée (exprimées comme variables linguistiques) et les 

variables de sortie (également exprimées comme variables linguistiques). La base de règles 

floues consiste en une collection de règles de la forme Si-Alors. Après l’étape d’inférence, on 

obtient une valeur floue, et puisque les entrées du système à commander sont des valeurs 

précises, alors il est nécessaire de transformer les valeurs floues en des valeurs numériques 

bien déterminées, c’est le rôle de la défuzzification. 

 

Figure I.3 : Schéma synoptique générale d’un système flou. 

 en  x U  
Fuzzificateur 

Base de règles 

Défuzzificateur 

Moteur d’inférence 

 en  y V  

Ensembles flous en U Ensembles flous en V 
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La  i ème règle floue écrite sous la forme suivante [Wang 97] : 

( ) ll
nn

ll ByFxFxSiR est      Alors  est  et  ...et  est    : 11                                                             (I.75) 

Le système flou effectue une relation de correspondance entre 1 nU U U R= × × ⊆K et 

l’ensembleR , où [ ] nT
n Rxxx ∈= ,,1 K  le vecteur d’entrée et Ry∈ , est la sortie du système. 

i
jF  et lB  sont les ensembles de fonctions d’appartenance des entrées et des sorties du 

système flou, respectivement. ri ,,2,1 K=  désigne le nombre d’entrée pour le système flou, et 

ml ,,2,1 K=  désigne le nombre des règles floues  SI-Alors.  

On voit que les systèmes flous comprennent une classe très riche de configuration de 

systèmes statique de nRU ∈  à R , parce que dans chaque bloc, il y a différents choix et 

beaucoup de combinaisons de ces choix peuvent aboutir aux sous classes des systèmes flous 

qui seront utilisées comme des composants de notre contrôleur adaptatif flou. 

L’ensemble du système flou avec la fuzzification singleton, la défuzzification par centre de 

gravité et le produit d’inférence sont tous des fonctions RRUf n →∈:  telles que la sortie 

écrite sous la forme suivante : 

( )
( )( )

( )∑
∑

= =

==

Π

Π
= m

l iF
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i

iF

n
i

m

l

l
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xy

l
i

l
i

1 1

11

µ

µ
                                                                                                  (I.76) 

Où ( ) Uxxx T
n ∈= ,,1 K , ly  est le point auquel l’ensemble des fonctions d’appartenances 

( )iF
xl

i
µ  prend sa valeur maximale (en général, on assure que ( ) ( ) 1=l

G
ylµ ), et l

iF  et lG  sont 

les ensembles flous [Wang 97]. Si on fixe ( )iF
xl

i
µ  et considère ly  comme des paramètres 

ajustables, alors l'équation (IV.12) peut être réécrite sous la forme compacte suivante : 

( ) ( ) ( ) θξξθ TT xxxy ==                                                                                                        (I.77) 

où [ ]Tmyy ,,1
K=θ est un vecteur des paramètres, et ( ) ( ) ( )[ ]Tm xxx ξξξ ,,1

K= est vecteur de 

régression dont la  l ème composante est donnée par : 

( )
( )

( )iF

m

l

n
i

iF

n
il

x

x
x

l
i

l
i

µ

µ
ξ

∑ = =

=

Π

Π
=

1 1

1
                                                                                                      (I.78) 

 

L’écriture de la sortie du système flou sous la forme (I.77) permet d’une part d’exploiter les 

différents algorithmes adaptatifs linéaires et d’autre part, d’introduire directement des 

informations linguistiques émanant de l’expert humain.    
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I.5.2. Commande par Mode Glissant  
 
Les processus physiques sont les plus souvent non linéaires. Mal définis et ont des paramètres 

variables. Par exemple dans le cas des robots, les équations dynamiques sont non linéaires, 

couplées, et les paramètres intervenant dans leur description dépendant de la charge. D’autre 

part, un modèle mathématique n’est rien d’autre qu’une représentation approximative de la 

réalité physique et cependant on ne déposant que de ce modèle pour construire une loi de 

commande. 

La technologie des modes glissants consiste à amener la trajectoire d’état d’un système vers la 

surface de glissement. 

Dans la réalité, il est souvent très difficile de représenter strictement un processus et connaître 

toutes les variables mise en jeu. Par conséquent, la loi de commande qui lui sera associe doit 

être robuste afin de atténuer à certains non linéarités  ou erreurs d’identification. 

La commande par mode glissant permet de répondre à ce problème. Cette robustesse se fera 

au détriment des performances. En effet, la discontinuité et l’entrée induit des vibrations 

haute-fréquences indésirables en pratique. De plus, la surface de glissement définie dans ce 

formalisme réduit l’ordre du système en boucle fermée, ce qui ne permet pas dans certains 

cas, d’imposer au système un modèle désiré de stabilisation.  

 

I.5.2.1. Systèmes à structure variable aux régimes glissants 

Un système à structure variable est un système dont la structure change durant son 

fonctionnement. La commande de tels systèmes par mode de glissement a en général deux 

modes de fonctionnement (Fig. I.4.) : 

 

– Le mode non glissant (reaching mode) ou mode d’accès, ou encore mode de 

convergence (MC). 

– Le mode glissant (sliding mode). 

 

Ainsi, la trajectoire de phase, partant d’une condition initiale quelconque, atteint la surface de 

commutation en un temps fini, (mode non glissant), puis tend asymptotiquement vers le point 

d’´equilibre avec une dynamique définie par le mode glissant. 
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Fig. I.4. Modes de fonctionnement dans le plan de phases. 

 

I.5.2.2. Conditions d’existence et de convergence du régime glissant  
 

Les conditions d’existence et de convergence sont les critères qui permettent aux différentes 

dynamiques du système de converger vers la surface de glissement et d’y rester 

indépendamment de la perturbation. On présente deux approches : 

I.5.2.2.1. Approche directe  

Cette approche est la plus ancienne, elle est proposée et étudiée par [Utkin 77].  

Elle est donnée sous la forme : 

( ) ( ) 0<× xSxS &                                                                                                                      (I.79) 

I.5.2.2.2. Approche de Lyapunov  

Il s’agit de choisir une fonction candidate de Lyapunov ( ) 0xV >  (fonction scalaire positive) 

pour les variables d’état du système et de choisir une loi de commande qui fera décroitre cette 

fonction ( ) 0xV <& . 

En définissant par exemple une fonction candidate de Lyapunov pour le système comme suit : 

( ) ( )xSxV 2

2

1=                                                                                                                      (I.80) 

En dérivant cette dernière, on obtient : 

( ) ( ) ( )xSxSxV && ×=                                                                                                                  (I.81) 

Point d’équilibre 
(0,0) 

Mode glissant 

Phase d’accès 

( ) 0x,xS =&  
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Pour que la fonction candidate de Lyapunov puisse décroitre, il suffit d’assurer que : 

( ) ( ) 0 <× xSxS &                                                                                                                      (I.82) 

Cette dernière approche est utilisée pour garantir les performances de la commande, l’étude 

de la robustesse et de la stabilité des systèmes non linéaires. 

 

I.6. CONCLUSION 

Ce chapitre a été présenté en deux parties essentielles, la première  consiste à présenter un 

aperçu sur la stabilité et la commande flous (T-S). Nous avons détaillé le principe de la 

commande PDC et la mise en œuvre d'observateur T-S. Ces outils présentés serviront 

également pour les travaux que nous abordons dans ce qui suit. Par ailleurs, nous avons 

présenté quelques résultats concernant la relaxation des LMI. Quant aux systèmes T-S, 

quelques résultats de commande robustes ont été cités, notamment les approches PDC 

utilisant le critère ∞H . Les résultats cités dans cette partie ne concernent que le problème de 

stabilisation des modèles T-S. En revanche, le problème de synthèse robuste et celui de 

l’exploitation numérique des résultats. En effet, le passage du problème de stabilisation au 

problème de commande en poursuite n'est pas trivial et l’obtention des résultats en termes de 

LMI n’est pas systématique. Mais d’un certain point de vue, la méthode d’analyse reste 

similaire pour traiter le problème de stabilisation et celui de la poursuite de trajectoire. 

Dans la deuxième partie, nous avons présenté une approche de synthèse robuste pour les 

systèmes non linéaires qui est la commande par mode glissant. Un rappel théorique sur le 

principe de commande avec cette technique pour les systèmes non linéaires à structure 

variable est détaillé, et ensuite nous avons abordés les conditions d’existence et de 

convergence du régime glissant. Dans la suite de ce manuscrit on va applique cette technique 

pour assurer la robustesse et la performance en cas de la poursuite des systèmes non linéaires. 



  

 

 

 

 

POURSUITE DE TRAJECTOIRE 

POUR LES MODELES T-S 

PERTURBES 

 

 

 

  

 

 
 



Chapitre II                                                         Poursuite de trajectoire pour les modèles T-S  perturbés 
 

 31 

 

II.1. INTRODUCTION    

      La commande des procédés non linéaires peut être vue sous différentes facettes. En plus 

de la stabilisation, on distingue aussi les problèmes de régulation, ou de poursuite d’une 

trajectoire générée par un modèle de référence. Dans ce chapitre, nous considérerons le cas le 

plus général, celui du suivi d’une trajectoire désirée. Ainsi, le chapitre, est reparti en deux 

sections principales ; dans la première, nous allons présenter les principales approches 

élaborées dans le cadre de la synthèse de commande pour assurer la poursuite de trajectoire 

pour les modèles T-S. Ensuite, dans la seconde partie, nous traiterons de la synthèse de 

commande pour les modèles flous T-S soumis à des perturbations externes. Cette approche, 

s’appuie sur l’emploi d’un modèle de référence pour spécifier la trajectoire désirée. La loi de 

commande ainsi élaborée, est basée sur la minimisation de l’erreur de poursuite par rapport 

aux perturbations selon un critère ∞H . Le résultat principal dans ce chapitre est de montrer 

une condition plus relâchée au sens d’optimisations convexes LMI, en l’occurrence un 

maximum d’atténuation des perturbations en assurant la poursuite. 

 

II.2. PROBLEME DE SUIVI DE TRAJECTOIRE 

Le problème de suivi de trajectoire des systèmes non linéaires notamment les systèmes affines 

en la commande a été traité avec plusieurs approches classiques depuis plusieurs années, 

parmi ces méthodes assez développées dans la littérature, on peut distinguer ; la commande 

adaptative floue [Wang 96, Essounbouli 04], la commande à modes glissants [Utkin 77, 

Manamanni 98], la commande∞H  [Alazard 99, Essounbouli 04], la commande PID 

(proportionnel intégrale dérivé) [Diordiev 03] etc... En revanche, la synthèse de commande 

pour assurer la poursuite de trajectoire pour les systèmes non linéaires décrits par les modèles 

flous du type T-S sont très peu ou pas traité dans la littérature, et en particulier, la synthèse de 

commande robuste et la relaxation des problèmes LMI [Mansouri 09].  

 

II.2.1. La poursuite de trajectoire pour les modèles T-S 

     En dépit d'une littérature abondante sur le problème de stabilisation des modèles flous T-S, 

seulement peu de résultats sont disponibles concernant le problème de suivi de trajectoire. 

Dans [Kung 97], la conception d’un contrôleur flou était proposée en utilisant la technique de 

linéarisation de retour de sortie. Cette approche ne concerne que les modèles T-S à temps 
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discret obtenu par identification selon un modèle AR (Auto - Régressif). De la même manière 

et pour le même type de modèle, une condition nécessaire et suffisante, liée à la notion de 

stabilité des systèmes à phase non minimale, a été établie dans [Ying 99] pour déterminer 

analytiquement la stabilité du contrôleur flou. 

        Les auteurs de [Tseng 01], traitent le problème de suivi de trajectoire pour les modèles 

T-S, avec des perturbations externes et un bruit de mesure. Cette approche est basée sur un 

critère ∞H  minimisant l’erreur de poursuite avec un modèle de référence par rapport à 

l’ensemble des perturbations, la synthèse de la loi de commande établie ; utilise un 

observateur flou du type Luenberger. Dans [Tseng 01] la même stratégie a été développée 

pour une classe particulière de systèmes non linéaires interconnectés. Une autre approche au 

sujet du suivi de trajectoire des modèles T-S [Zheng 02] est basée sur la technique de 

commande à structure variable (SVC), cette méthode est très restreinte au sens de la 

robustesse car les incertitudes sur les matrices d’entrée sont considérées négligeables. 

        Dans le même contexte, [Lam 02] ont conçu un contrôleur à commutation en utilisant un 

modèle de référence. Cette méthode se caractérise par la complexité de la loi de commande et 

la difficulté de vérifier une relation entre les matrices d’entrée sortie et le modèle de 

référence. Dans [Taniguchi 99] une commande floue basée sur la linéarisation de l’erreur de 

poursuite a été établie en utilisant une méthode similaire à celle du PDC reposant sur un 

modèle de référence non linéaire. Cette commande n’est pas robuste, et concerne 

particulièrement le problème de régulation. 

        Une autre approche, se basant sur une combinaison de la commande à mode glissant et la 

commande PDC pour les modèles T-S a été proposée dans [Chang 02]. Dans cette méthode, 

l’analyse de stabilité avec les deux commandes se fait d’une manière indépendante. Une 

tentative de synthèse de commande pour le suivi de trajectoire avec un modèle de référence a 

été proposée dans [Tong 02]. Les résultats ainsi trouvés, se basent malheureusement sur une 

confusion de l’erreur d’observation et celle de poursuite, ce qui donne évidement des 

conditions erronées sur les gains de commande et ceux d’observation. 

        A partir de ce tour d’horizon bibliographique sur le problème de suivi de trajectoire des 

modèles T-S, on se rend compte que les résultats ne sont pas très abondants, que certaines 

restrictions sont considérées. En effet, dans la majorité des cas les systèmes ne sont pas 

perturbés ou sont considérés comme certains. Partant de ce constat, nous avons abordé l’étude 

de cette problématique en adoptant une stratégie de commande basée sur un modèle de 

référence. L’approche par modèle de référence n’est pas nouvelle en soit mais les types de 
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Système  
non linéaire 

Identification…  

Modèle Flou (Takagi-Sugeno) 

Modèle Physique 

 ( ) ( )( ) ( )∑
=

=
r

1i
ii txCtzhty

 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]∑
=

−++=
r

1i
iiii tŷty Ltu Btx̂ A  tzhtx̂&

 

Observateur Flou 

Modèle de Référence 

Loi de commande locale 

… 
Règle 1 

Règle 2… 

Règle r 

( ) ( )( ) ( )∑
=

=
r

1i
ii tu  tzh tu

 

Règle 1 

Règle 2… 

Règle r 

systèmes T-S que nous considérons et les théorèmes établis constituent la majeure partie de 

notre travail. 

        Dans ce qui suit, nous présentons la stratégie de commande de manière générale. Les 

détails seront explicités au fur et à mesure des chapitres selon chaque cas, en fonction, du 

modèle et de la commande floue utilisée. 

 

II.2.2. Stratégie de commande 

        Durant tout ce travail, le problème de suivi de trajectoire des modèles T-S sera traité en 

se basant sur la technique schématisée selon la figure II.1. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

    

 

Figure II.1. Schéma de la stratégie de commande adoptée. 

 

Le principe de la stratégie de commande que nous adoptons est de construire un modèle flou 

T-S appelé modèle augmenté. En effet, il regroupe le modèle du système, celui de 

l’observateur s’il est nécessaire d’estimer les variables d’état, ainsi que celui du modèle de 

référence. Ces différentes étapes sont détaillées comme suit : 
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II.2.2.1. Le modèle physique et le modèle T-S  

       En considérant le modèle non linéaire affine en la commande, il s’agit d’obtenir un 

modèle flou T-S en utilisant les méthodes décrites dans le premier chapitre. Par 

l’intermédiaire des variables de prémisses, le modèle physique fournie les informations sur 

l’état du système, en l’occurrence l’état du modèle T-S. 

 

II.2.2.2. L’observateur flou T-S 

La synthèse d’un observateur flou de type Luenberger (II.1) peut être considérée dans le cas 

où l’état du système n’est pas disponible. 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]

( ) ( )( ) ( )












=

−++=

∑

∑

=

=

r

i
ii

r

i
iiii

txCtzhty

tytyLtuBtxAtzhtx

1

1

ˆ  ˆ

ˆ  ˆ  ˆ&

                                                             

(II.1) 

( ) nRtx ∈ˆ  est l’état estimé etiL  est le gain d’observation de la i ème règle floue. 

 

II.2.2.3. Le système de référence  

Pour spécifier la trajectoire désirée, on distingue plusieurs types de modèle, à savoir les 

modèles linéaires et non linéaires. 

 

II.2.2.3.1. Modèles linéaires  

 Parmi les modèles de références linéaires, les plus utilisés sont de la forme [Tseng 01]: 

( ) ( ) ( )trtxAtx rrr +=&                                                                                                              (II.2) 

où ( )txr  est la variable de référence pour0t ≥ , rA est une matrice asymptotiquement stable 

et ( )tr  est une entrée de consigne bornée dans le temps [Tseng 01]. 

     Le modèle (II.2) peut être muni d’une matrice d’entrée [Pagès 03, Uang 04], qui permet 

d’avoir un système de référence commandable dont la matrice rA n’est pas forcement stable, 

ce qui nécessite un retour d’état de référence dans la loi de commande utilisée pour assurer le 

suivi de trajectoire. Ce modèle s’écrit de la façon suivante : 

( ) ( ) ( )
( ) ( )




=
+=

txCty

trBtxAtx

rrr

rrrr&                                                                                                        (II.3)                                                                                                                 

où ( )tr est une entrée, rB et rC sont des matrices de dimensions appropriées. 
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      Un autre type de modèles de référence très adoptés pour les systèmes linéaires est un 

modèle linéaire autonome, dont la dynamique de la trajectoire désirée, est définie par les pôles 

de la matrice rA et les conditions initiales ( )0rx . Ce modèle est de la forme suivante : 

( ) ( )
( ) ( )




=
=

txCty

txAtx

rrr

rrr&                                                                                                                     (II.4)                                                 

Dans ce cas, la matricerA n’est pas forcement stable, ce qui peut entraîner des problèmes de 

faisabilité au niveau des calculs LMI [Wu 00]. 

 

II.2.2.3.2. Modèles non linéaires  

      On peut également adopter un modèle de référence non linéaire de type T-S, obtenu par 

un découpage des non linéarités dans un espace compact de l’espace d’état. Ce modèle est de 

la forme suivante [Taniguchi 99] : 

( ) ( )( ) ( )∑
=

=
l

1i
ririr txDtzvtx&                                                                                                     (II.5)           

où l est le nombre de règles,iv  représentent les fonctions d’appartenance et ( )tzr est la 

variable de prémisse. Dans ce type de modèle, les matrices iD ne sont pas tous forcements 

stables. 

      Dans la suite de ce chapitre nous adoptons le modèle de référence de type linéaire (II.2) 

puisqu’il possède une plus grande souplesse pour générer la consigne désirée. 

 

II.2.2.4. Loi de commande 

       La forme de la commande utilisée dans ces approches est similaire à celle d’une 

commande PDC (I.35), sauf que celle-ci est en fonction de l’état du système, mais aussi de 

l’état de référence autrement dit en fonction de l’erreur de poursuite. Dans le cas de la 

disponibilité de l’état du système le signal de commande est donné par : 

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]txtxKtzhtu ri

r

i
i −−= ∑

=

 
1

                                                                                          (II.6)                                                                                                 

      Après avoir présenté la stratégie adoptée dans ce chapitre concernant la synthèse de 

commande pour assurer le suivi de trajectoire, dans la section qui suit, nous traitons un 

premier problème de poursuite et de relaxation LMI qui concerne les modèles T-S perturbés. 

Dans le cas échéant, notre commande serait donc en fonction de l’état estimé du système 

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]∑
=

−−=
r

i
rii txtxKtzhtu

1

ˆ                                                                                           (II.7) 
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II.3. SYNTHESE DE COMMANDE AVEC OBSERVATEUR : APPRO CHE H∞ 

II.3.1. Commande basée sur l’approche H∞ 

Soit le modèle T-S perturbé suivant : 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )( ) ( ) ( )
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++=
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=

=

r
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ii

r

i
iii

tvtxCtzhty

ttuBtxAtzhtx

1

1

 

   ϕ&

                                                                             (II.8) 

( )tϕ  est une perturbation externe inconnue avec une borne supérieure ( )tup ϕϕ ≥  et ( )tv  un 

bruit de mesure de la sortie. Comme tous les états ne sont pas disponibles, on considère 

l’observateur flou (II.1). Soit  ( )teo  l’erreur d’observation donnée par : 

( ) ( ) ( )tx̂txteo −=                                                                                                                   (II.9) 

A partir des équations (II.1), (II.8) et (II.9), la dynamique de l’erreur d’estimation est donnée 

par : 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )∑∑
= =

+−−=
r

i

r

j
iojiiji ttvLteCLAtzhtzhte

1 1

     ϕ&                                               (II.10) 

Pour spécifier la trajectoire désirée, nous avons considéré le modèle de référence défini par 

(II.2). L’atténuation de l’effet des perturbations sera faite en considérant la performance ∞H  

liée à l'erreur de poursuite ( ) ( )txtxr −  définie comme suit [Chen 00, Golea 02, Tseng 01]: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

2
 

0 

 

0    
    

      
η

ϕϕ
≤

++

−−

∫

∫
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dttvtvtttrtr

dttxtxQtxtx
                                                                   (II.11) 

ou bien 

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }∫∫ ++≤−−
tf TTTtf

r
T

r dttvtvtttrtrdttxtxQtxtx
 

0 

2 

0 
          ϕϕη           (II.12)  

où ft représente le temps final,  Q  est une matrice symétrique définie positive, et  η  est le 

taux d'atténuation fixé. Nous considérons la loi de commande : 

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]∑
=

−−=
r

i
rii txtxKtzhtu

1

ˆ                                                                                         (II.13) 

Par conséquent à partir des dynamiques ( )teo , ( )tx  et ( )txr  correspondant respectivement à 

l’erreur d'estimation, l'état du système et la variable de référence, nous pouvons définir le 

système augmenté suivant : 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]∑∑
= =

+=
r

i
iij
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j
ji tFtxGtzhtzhtx

1 1
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~~ 
~

  ~ φ&                                                                     (II.14) 
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avec  
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Ainsi, en tenant compte des conditions initiales, le critère ∞H  relatif à l’erreur de poursuite en 

(II.12) peut être modifié comme suit : 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }∫

∫∫
+++

≤=−−
tf TTT

Ttf Ttf

r
T

r

dttvtvtttrtr

xPxtxQtxdttxtxQtxtx

 

0 

2

 

0 

 

0 

                                                                       

0~  0~~ 
~

 ~      
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   (II.16) 

où ( )0x~  représente le vecteur des conditions initiales du système (II.14). 

Notons aussi que ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t~
 t

~
tvtvtttrtr TTTT φφϕϕ =++ . 

L'objectif maintenant est de déterminer les gains iK  et iL  pour le système augmenté (II.14) 

en garantissant la performance∞H (II.16) pour tout ( )t~φ . La synthèse de commande consistera 

d’abord à atténuer au maximum l’effet des perturbations, ensuite à garantir la stabilité 

quadratique du système en boucle fermée (II.17) c'est-à-dire (II.14) sans ( )t~φ  [Tseng 01]. 
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1 1
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= =

=&                                                                                    (II.17) 

Dans le but de réduire le nombre de conditions et d’avoir un résultat moins conservatif, l’idée 

est de reformuler le théorème établit dans [Tseng 01] en deux conditions, l’une pour les 

termes dominants et l’autre pour les termes croisés. 

  

Théorème II.1  

Pour 0t >  ( )( ) ( )( ) 0i jh z t h z t× ≠ , 

S’il existe une matrice symétrique définie positive 0P
~

P
~ T >= et une constante positiveγ , tels 

que les conditions suivantes soient vérifiées. 

 

0
~~~~~~~~~ 1 <+++ − QPFFPGPPG T

iiii
T
ii γ              pour       r,,,i K21=                                         (II.18) 

et 
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( ) ( ) ( ) 0
~

 2
~

 
~~~~~~~~~~~ 1 <++++++ − QPFFFFPGGPPGG T

jj
T

iijiij

T

jiij γ      pour   rji ≤<               (II.19) 

Alors, le critère ∞H (II.16) est garanti pour le système augmenté (II.14) pour une atténuation 

2ηγ = , et la stabilité quadratique du système en boucle fermée (II.17) est assurée. 

 

Preuve  

Considérons la fonction de Lyapunov candidate 

( )( ) ( ) ( )tx~ P
~

 tx~tx~V T=  avec 0P
~

P
~ T >=                                                                             (II.20) 

En dérivant (II.20) on a : 
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En appliquant le lemme I.3 défini dans le chapitre I, on peut écrire que : 
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L’inégalité (II.21) devient alors : 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )[ ] ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )tt

PFFFFP

GGPPGG
txtzhtzh

txPFFPGPPGtxtzh

tttxPFFPGPPGtxtzhtzh

tttxPFFPtxtxGPPGtxtzhtzhtV

T

T
jj

T
ii

iijiij

T

jiijT
r

i

r

ji
ji

T
iiii

T
ii

T
r

i

r

j
i

TT
iiii

T
ii

T
r

i

r

j
ji

TT
ii

T
ii

T
ii

T
r

i

r

j
ji

φφγ
γ

γ

φφγγ

φφγγ

~
 

~
 ~

 
~~~~~

~~~~~~

 ~                        

~ 
~~~~~~~~

 ~ 

~
 

~
 ~ 

~~~~~~~~
 ~  

~
 

~
 ~ 

~~~~~~ 
~~~~

 ~  

1
1

1

1 1

2

1

1 1

1

1 1

+














++

+++
+

++=

+++=

+++≤

−= <

−

= =

−

= =

−

= =

∑∑

∑∑

∑∑

∑∑&

              

                                                                                                                                            

(II.22) 

D’après (II.18) et (II.19) du théorème II.1 on a 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )t~
 t

~
 tx~ Q

~
 tx~tV TT φφγ+−≤&                                                                                      (II.23) 

Dans le cas où ( ) 0t
~ =φ , (II.23) signifie que ( ) 0tV ≤&  , ce qui veut dire que le système (II.17) 

est quadratiquement stable. En intégrant (II.23) de 0=t  à ftt = : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫+−≤−
tf tf TT

f dtttdttxQtxVtV
 

0 

 

0 

2  
~

 
~

 ~ 
~

 ~0 φφη                                                       (II.24) 

Le système étant stable, on obtient 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫+≤
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Par conséquent la performance ∞H  (II.16) est assurée pour un niveau d’atténuation 2ηγ = . 

 

II.3.2. Conditions de relaxation 

Un modèle exact ne l’est que dans un sous espace compact de l’espace d’état. De plus la 

limite d’un sous espace est liée à celle des grandeurs physiques du système. D’autre part, 

trouver un modèle exact pour n’importe quel système, n’est pas trivial, alors qu’il est toujours 

possible d’obtenir un modèle T-S par linéarisation en considérant des points de 

fonctionnement judicieusement choisis. 

La méthode précédente montre que le problème de poursuite de trajectoire se réduit au 

problème de stabilisation du système flou augmenté (II.14) et consiste à trouver une matrice 

commune P entre toutes les règles. En effet, si le nombre de règles r est grand, il serait 

difficile de trouver une matrice P commune qui satisfait les conditions du théorème II.1. Par 

conséquent, il serait difficile de trouver des gains garantissant la stabilité du système avec une 

bonne atténuation des perturbations. Pour alléger ce problème, de nouvelles conditions moins          

conservatives seront données dans ce paragraphe pour assurer la stabilité du système (II.14) 

[Mansouri 09]. En effet, nous allons utiliser deux propriétés concernant le nombre maximal de 

règles actives à chaque instant. Ces propriétés sont explicitées dans les corollaires suivants : 

 

Corollaire II.1 : Si s est le nombre maximal de règles actives à chaque instant t , où rs ≤<1 , 

alors [Tanaka 98a] 

( )( ) ( )( ) ( )( )∑ ∑∑
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≥
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jii tzhtzh

s
tzh

1 1

2    2  
1
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                                                                            (II.25) 

 

Corollaire II.2 : Si s est le nombre maximal de règles actives à chaque instant t , où   

rs ≤<1 , alors [Tanaka 98a] 

( )( )∑
=

≥
r

i
i s

    tzh
1

2 1
                                                                                                                  (II.26) 

 

Preuve  

En employant la propriété suivante, 
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et celle donnée en (II.25), nous obtenons 
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( )( ) ( ) ( )( )∑ ∑
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22 11  ce qui vérifie (II.26). 

Le résultat principal de cette partie, peut être donné par des conditions relaxées décrites dans 

le théorème suivant : 

 

Théorème II.2 [Mansouri 05] 

Pour 0t >  ( )( ) ( )( ) 0i jh z t h z t× ≠ , 

S’il existe une matrice symétrique définie positive 0P
~

P
~ T >= , 0M >  et une constante 

positiveγ , tels que les conditions suivantes soient vérifiées. 
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Alors, le critère ∞H (II.16) est garantie pour le système augmenté (II.14) pour une atténuation  

2ηγ = , et la stabilité quadratique du système en boucle fermée (II.17) est assurée. 

 

Preuve  

On considère la même fonction de Lyapunov (II.20). Partant de (II.22) dans le théorème II.1 

et en utilisant (II.28) du théorème II.2, on aboutit à : 
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En utilisant le corollaire II.1, nous pouvons écrire 
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Ensuite à partir de la condition (II.27) on a 
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et en utilisant maintenant la propriété du corollaire II.2, nous avons 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )t~
 t

~
 tx~ Q
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 tx~tV TT φφγ+−≤&

 

 

De la même façon que le théorème I.2 on peut alors garantir le critère ∞H (II.16) avec un taux 

d’atténuation 2ηγ = . Par conséquent, la stabilité quadratique du système (II.17) est assurée. 

 

Remarque II.1  

Pour une meilleure performance de poursuite, les conditions du théorème.II.1 (Resp : 

théorème II.2) peuvent être formulées comme un problème de minimisation, de telle sorte que 

le taux d’atténuation du critère ∞H  soit le plus réduit possible. 

( )
( ) ( )

( ) ( )( ).2827  ,0
~~

 Re

19180
~~

int

 min
M
~

,P
~
 :Resp P

~

2

II.  et  II.PPsp:

, II.  et  II.,  PPes    contraSous   les
T

T

>=

>=

η

                                                    

(II.29) 

 

Remarque II.2  

Les résultats du théorème II.2 se basent sur le nombre de règles maximales actives à chaque 

instant. Par conséquent, cette notion trouve son importance en particulier pour les modèles T-

S obtenus par linéarisation. En revanche, quand il s’agit de modèles T-S obtenus par 

découpage des non linéarités, dans un espace compact dans l’espace d’état, hormis quelques 

points particuliers de l’espace l’ensemble règles sont toujours actives. 

 

II.3.3. Exploitation numérique des résultats 

Les conditions montrées dans le théorème II.1 et II.2, présentent des conditions BMI. Dans la 

suite, nous proposons une méthode qui consiste à résoudre ce problème BMI en deux étapes 

dont chacune est un problème LMI [Mansouri 09]. Ainsi, ces LMI peuvent être résolues 

efficacement par les techniques d'optimisations convexes [Gahinet 95]. Dans ce paragraphe, 

nous nous limiterons à résoudre les conditions du théorème II.2. Celles du théorème II.1 

peuvent être résolues d'une manière semblable. 

 

Pour pouvoir exprimer un problème LMI, on considère 

[ ]321 PPP diagP
~ =    et   [ ]321 MMM diagM =                                                    (II.30) 
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En prenant 2ηγ = et en substituant (II.30) dans (II.27) et (II.28), les conditions du 

théorème.II.2 deviennent respectivement :  
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où 
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A partir de (II.31) et (II.32), on constate des termes qui sont non LMI, notamment dans les 

blocs diagonaux. Pour les éliminer, on considère le changement de variable bijectif ii LPZ 1= . 

En appliquant le complément de Schur, (II.31) et (II.32) deviennent respectivement : 
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Pour résoudre les inégalités (II.33) et (II.34), on procédera en deux étapes dont chacune 

consiste à résoudre une LMI. Tout d’abord, il s’agit de trouver 2P , iK  2M  à partir des blocs 

diagonaux 44D  et 55E  ensuite 1P , 3P , 1M , 3M  et iL à partir des inégalités (II.33) et (II.34) 

comme expliqué ci dessous : 

 

D'abord, notons que (II.33) et (II.34) impliquent respectivement : 
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En effectuant une congruence de (II.35) et (II.36) avec 1
2
−P et avec les changements de 

variables bijectifs 1
22
−= PN  , 2NKY ii = , et 2222 NMNX = , et le complément de Schur, 

(II.35) et (II.36) sont respectivement équivalents à : 
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Les variables 2N , iY et 2X , 1
22
−= NP  et 1

2
−= NYK ii , 1

22
1

22
−−= NXNM  sont obtenues en 

résolvant les LMI (II.37) et (II.38). 

Dans une seconde étape, on substitue 2P , 2M et iK dans (II.33) et (II.34) puis on résoud la 

nouvelle LMI obtenu en 1P , 3P , 1M , 3M  et iL ( ) ZP i
-1

1=iL . Alors, s’il existe des matrices 

définies positives 1P , 2P , 3P , 1M , 2M  et 3M  telles que (II.33) et (II.34) sont vérifiées, le 

critère ∞H (II.16) est assuré pour le système augmenté (II.14) pour une atténuation 2ηγ = , et 

la stabilité quadratique du système en boucle fermée (II.17) est garantie. 
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II.3.4. Exemple et simulation 

Pour illustrer les résultats de relaxation obtenue dans (II.27) et (II.28), considérons à titre 

d’exemple le problème de poursuite d'un bras de Robot à deux degrés de liberté (Figure II.2). 

[Tseng 01]  

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.2. Bras de robot à deux degré de liberté. 

L’équation dynamique de système est donnée par :                                                                                            

( ) ( ) ( ). , .M q q C q q q G q τ+ + =&& & &                                                                                          (II.39) 

avec : 
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où [ ]Tqqq 21= , avec 1q , 2q  sont les coordonnées généralisées, ( )qM  est le moment 

d’inertie, ( )q,qC &  comporte les forces centripètes de Coriolis, et ( )qG  est la force de 

gravitation. Les autres quantités sont : les masses des deux bras 1m , 2m ( )kg , les longueurs 

des bras  1l , 2l ( )m , les positions angulaires 1q , 2q ( )rad , le moment de torsion appliqué  

[ ]T, 21 τττ = ( )m.N , l’accélération de gravité 289 s/m ,g = , et la notation : 

 ( )11 qsins = , ( )22 qsins = , ( )11 qsinc = , ( )22 qsinc = . 

On prend : 11 qx = , 12 qx &= , 23 qx = , 24 qx &= , donc l’équation dynamique du bras peut 

s’écrire sous forme d’un système d’équation d’état avec les perturbations externes et les bruits 

de mesure : 

2l  

1l  

2m  

1m  

1q  

2q  g 
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où ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ttttt 4321  , , , ϕϕϕϕϕ = est le vecteur des perturbations externes, ( ) ( ) ( )[ ]tv,tvtv 21= , 

le vecteur de bruits de mesure de la sortie( ) ( ) ( )[ ]ty,tyty 21=  . avec  
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La commande floue en poursuite sera développée selon les étapes suivantes: 

 

Etape 1 

Pour utiliser l’approche par commande floue, on doit avoir un modèle flou qui représente la 

dynamique du système non linéaire (bras de robot avec deux degrés de liberté). On suppose 

que 1x et 2x sont mesurables. Avec ( )kgm 11 = , ( )kgm 12 =  et ( )ml 11 = , ( )ml 12 = , les positions 

angulaires  ( ) ( )[ ]2221 ππ ,q,q −∈  et les perturbations externes :  

( ) ( )tsin.t 2101 ×=ϕ , ( ) ( )tcos.t 2102 ×=ϕ , ( ) ( )tcos.t 2103 ×=ϕ , ( ) ( )tsin.t 2104 ×=ϕ . 

Dans le but que nous avons détaillé dans  la section (II.3.2) concernant le relâchement des 

conditions de stabilité pour les systèmes non linéaires, on utilise un nombre de règles réduit 

pour la modélisation de bras du robot à deux degrés  de liberté. Le modèle flou de T-S de 

système (II.40) est donné par les 9 règles floues suivantes [Tseng 01] : 
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Règle1 : 

         Si 1x  est proche de 2π−  et  3x  est proche de 2π  Alors  
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Règle2 :  

         Si 1x  est proche de 2π−  et  3x  est proche de 0      Alors  
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Règle3 : 

         Si 1x  est proche de 2π−  et  3x  est proche de 2π  Alors  
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Règle4 : 

         Si 1x  est proche de 0 et  3x  est proche de - 2π−      Alors  
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Règle5 : 

        Si 1x  est proche de 0 et  3x  est proche de 0        Alors  
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Règle6 : 

        Si 1x  est proche de 0 et  3x  est proche de 2π      Alors  
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Règle7 : 

        Si 1x  est proche de 2π  et  3x  est proche de 2π−   Alors  
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Règle8 : 

        Si 1x  est proche de 2π  et  3x  est proche de 0   Alors  
( ) ( ) ( ) ( )
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Règle9 : 

        Si 1x  est proche de 2π  et  3x  est proche de 2π    Alors  
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
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où ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]Ttxtxtxtxtx 4321  , , ,= , ( ) [ ]T21 ,tu ττ= , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]Tttttt 4321  , , , ϕϕϕϕϕ =  

[ ]T21 v,vv = . 

et  
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Le modèle de référence (II.2) pour le système robot est donné par :  
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rA  et  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ttrtrttrtr cos8  ,0  ,sin8  ,0 4321 ×==×== . 
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Les fonctions d’appartenances sont de type triangulaire pour les 9 règles floues [Tseng 01]. 

 

Etape 2  

Résoudre le problème LMI en utilisant l’outil « LMI Optimization Toolbox » de MATLAB. 

Dans ce cas la matrice [ ]1 2 3 P diag P P P= , avec : 
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Etape 3  

Calculer les gains de contrôleur iK  et d’observateur iL . 921 ,...,,i = . 
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3
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0,0000 0,0000 0,1830 0,1699

M

 
 
 =
 
 
 

. 

 
Les résultats des figures (II.3 – II.10) illustrent les simulations effectuées pour une poursuite 

de trajectoire sinusoïdale d’un bras de robots à deux degrés de liberté sans présence des 

perturbations externes. 

On constate que les performances de poursuite sont assurées ainsi que la convergence de 

l’observateur. La figure (II.3a) présente la poursuite en position du joint 1 entre 0 et 10 

secondes. La figure (II.3b) montre la convergence des états estimés vers les états réels. La 

figure II.4a présente la poursuite en vitesse du joint 1 entre 0 et 10 secondes. La figure (II.4b) 

montre la convergence des états estimés vers les états réels. La figure II.5a présente la 

poursuite en position du joint 2 entre 0 et 10 secondes. La figure (II.5b) montre la 

convergence des états estimés vers les états réels. La figure (II.6a) présente la poursuite en 

vitesse du joint 2 entre 0 et 10 secondes. La figure (II.6b) montre la convergence des états 

estimés vers les états réels. 

 

Nous constatons également que les performances de poursuite sont bien satisfaites. 

L’approche LMI directe permet ainsi de procurer des gains plus performants. 
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Figure II.3 : Poursuite en position du joint 1 : (a) entre 0 et 10 s, (b) entre 0 et 1 s. 
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Figure II.4 : Poursuite en vitesse du joint 1 : (a) entre 0 et 10 s, (b) entre 0 et 1 s. 
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Figure II.5 : Poursuite en position du joint 2 : (a) entre 0 et 10 s, (b) entre 0 et 1,5 s. 
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Figure II.6 : Poursuite en vitesse du joint 2 : (a) entre 0 et 10 s, (b) entre 0 et 1 s. 
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Figure II.7 : Erreur d’estimation de position du joint 1. 
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Figure II.8 : Erreur d’estimation de vitesse du joint 1. 
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Figure II.9 : Erreur d’estimation de position du joint 2. 
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Figure II.10 : Erreur d’estimation de vitesse du joint 2 
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Figure II.11 : Erreur de poursuite en position pour Joint 1. 
 
 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

ra
d/

se
c

Temps (sec)

Figure II.12 : Erreur de poursuite en vitesse pour Joint 1. 
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Figure II.13 : Erreur de poursuite en position pour Joint 2. 
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Figure II.14 : Erreur de poursuite en vitesse pour Joint 2. 
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Figure II.15 : Commande appliquée au joint 1. 
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Figure II.16 : Commande appliquée au joint 2. 
 
 

Les résultats des figures (II.17 – II.30) illustrent les simulations effectuées pour une poursuite 

de trajectoire sinusoïdale d’un bras de robots à deux degrés de liberté avec une perturbation 

sinusoïdale donnée par( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]Ttsin,tcos,tcos,tsin,t 210210210210 ××××=ϕ . 
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           Figure II.17 : Poursuite en position du joint 1 : (a) entre 0 et 10 s, (b) entre 0 et 1 s. 
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               Figure II.18 : Poursuite en vitesse du joint 1 : (a) entre 0 et 10 s, (b) entre 0 et 1,5 s. 
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             Figure II.19 : Poursuite en position du joint 2 : (a) entre 0 et 10 s,  (b) entre 0 et 2 s. 
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                    Figure II.20 : Poursuite en vitesse du joint 2 : entre 0 et 10 s, (b) entre 0 et 2 s. 
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Figure II.21 : Erreur d’estimation de position (joint 1). 
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Figure II.22 : Erreur d’estimation de vitesse (joint 1). 
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Figure II.23 : Erreur d’estimation de position (joint 2). 
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Figure II.24 : Erreur d’estimation de vitesse (joint 2). 
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Figure II.25 : Erreur de poursuite en position pour Joint 1. 
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Figure II.26 : Erreur de poursuite en vitesse pour Joint 1. 
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Figure II.27 : Erreur de poursuite en position pour Joint 2. 
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Figure II.28 : Erreur de poursuite en vitesse pour Joint 2. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
Figure II.29 : Commande appliquée au joint 1. 

 
 

 

 
Figure II.30 : Commande appliquée au joint 2. 
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II.4. CONCLUSION 

 

Durant ce chapitre, nous avons abordé le problème du suivi de trajectoire des modèles T-S en 

tenant compte aussi bien des performances de poursuite en présence de perturbations externes 

que de la méthode de résolution. Après un tour d’horizon sur les travaux dans le domaine, 

nous avons présenté la stratégie de commande adoptée dans ce chapitre. Ensuite, nous avons 

élaboré la synthèse de commande robuste des modèles T-S perturbés pour assurer le suivi de 

trajectoire en se basant sur l’approche qui consiste à minimiser l’erreur de poursuite par 

rapport à l’ensemble des perturbations externes. Le résultat principal de cette approche, réside 

dans les conditions relâchées au sens de LMI qui se basent sur le nombre maximal de règles 

actives à chaque instant. Les résultats ainsi développés se présentent sous forme de BMI. 

Enfin, pour montrer l’intérêt de ces conditions de relaxation, nous avons illustré l’approche à 

travers un exemple de simulation pour montrer l’intérêt de la méthode au niveau de la 

faisabilité LMI. Dans les deux cas des figures présentées, les performances de poursuites sont 

garanties. Cette approche, montre bien ses limites de trois points de vue ; tout d’abord, quand 

il s’agit des modèles T-S exactes la méthode a peu d’importance, puis, l’exploitation 

numérique des résultas n’est pas optimale au sens du problème d’optimisation convexe à 

cause de la méthode de résolution proposée. Enfin l’approche proposée ne concerne que les 

modèles certains et perturbés. Dans le chapitre qui suit, nous proposons une méthode 

employant la même approche H∞ dont les résultats seront présentés sous forme de LMI, et 

prenant en considérations les modèles T-S incertains. 
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III.1. INTRODUCTION 

 

Dans la littérature, la plupart des travaux traitant du problème de la commande robuste pour 

les modèles T-S incertains ou/et perturbés [Chen 00, Chiang 01, Lauber 03, Tanaka 01, 

Taniguchi 01, Tseng 01], ne concernent que le problème de stabilisation. Dans ce chapitre, le 

problème de poursuite de trajectoire pour les modèles T-S incertains et perturbés est abordé 

avec la même stratégie de commande que celle adoptée dans le chapitre II, à savoir une 

minimisation de l’erreur de poursuite par rapport aux perturbations externes en utilisant un 

modèle de référence selon un critère H∞. Notre contribution dans ce chapitre concerne la prise 

en compte des incertitudes dans le modèle T-S, dans le cas de la poursuite d'une trajectoire, la 

garantie des performances de poursuite et de stabilité du système ainsi que l'obtention de 

résultats directement sous forme LMI. 

Ainsi, ce chapitre sera structuré de la manière suivante. Nous traitons dans un premier temps 

la poursuite d'une trajectoire dans le cas où tous les états sont disponibles. Dans ce cas, nous 

présentons deux approches de synthèse différentes permettant de garantir les performances de 

poursuite. Nous montrerons ensuite, à travers des résultats de simulation, que la seconde 

approche aboutie directement à des conditions LMI. Ceci permet d'avoir des résultats plus 

facilement exploitables numériquement et d’assurer de meilleures performances que la 

première approche qui donne des solutions en deux étapes et de ce fait est plus conservatives. 

Nous considérons également un observateur dans le cas ou tous les états ne sont pas 

disponibles. Les résultats également exprimés sous forme LMI seront illustrés à travers des 

simulations dans le cas de la poursuite pour un bras de robots à deux degrés de liberté. 

 

III.2. SYNTHESE DE COMMANDE SANS OBSERVATEUR 

Soit le modèle flou T-S incertain et perturbé défini comme suit 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] ( )t tu tBBtx tAA  tzhtx iiii

r

i
i ϕ∆∆ ++++=∑

=1

&                                             (III.1)  

Nous supposons dans un premiers temps que l’état est totalement disponible. ( )tAi∆  et ( )tBi∆  

représentent les incertitudes du modèle qui peuvent être des incertitudes paramétriques ou dus 

à la modélisation. Ces incertitudes sont exprimées dans notre cas de la manière suivante : 

( ) ( ) ( ) ( ) r,,,i  E tF HtB  et  E tF HtA biiiiaiiii K21=== ∆∆                                                (III.2) 
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avec biaii EEH ,,  des matrices constantes, et la matrice ( )tFi  incertaine bornée de la façon 

suivante. 

( ) ( ) r,,,i       ItFtF i
T

i K21=≤                                                                                             (III.3) 

Pour spécifier la trajectoire à poursuivre, nous adoptons la stratégie de commande développée 

dans le chapitre II. Ainsi, le modèle de référence est donné par l’équation (II.2). L’atténuation 

des perturbations externes doit être garantie par la performance H∞ liée à l'erreur de poursuite 

( ) ( )txtxr −  est définie comme suit : 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } ( ) ( ) ( ) ( ){ } dttttrtrdttxtxQtxtx
tf TTtf

r
T

r           
 

0 

2 

0 ∫∫ +≤−− ϕϕη                               (III.4) 

La loi de commande adoptée dans ce cas est donnée par : 

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]∑
=

−−=
r

i
rii txtx K tzhtu

1

                                                                                       (III.5) 

A partir de là, nous avons développé deux approches pour garantir la stabilité globale du 

système et les performances de poursuite. La première approche [Mansouri 09], mène à des 

conditions BMI et la seconde est systématiquement mise sous forme LMI. 

 

III.2.1. Synthèse de la commande par approche BMI 

En considérant les dynamiques respectives de l’état du système ( )tx  et de la variable de 

référence ( )txr , on peut établir le système augmenté suivant : 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )[ ] ( ) ( )ttxEtFHAtzhtzhtx ijiiij

r

i

r

j
ji φ++=∑∑

= =

     
1 1

&                                                      (III.6) 

avec 

( ) ( )
( ) [ ]

( ) ( )
( )






=








=

−+=






 −+
=








=

tr

t
t

H
H

KEKEEE
A

KBKBA
A

tx

tx
tx

i
i

jbijbiaiij
r

jijii
ij

r

ϕ
φet    ,

0

,    ,
0

 ,

                           (III.7) 

Tenant compte de l’état augmenté ( )tx , la performance H∞ (III.4) peut être modifiée comme 

suit : 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } ( ) ( ) ( ) ( ) dtttdttxQtxdttxtxQtxtx
tf Ttf Ttf

r
T

r              
 

0 

2 

0 

 

0 ∫∫∫ ≤=−− φφη                    (III.8) 
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où ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  et   
T TTQ Q

Q t t r t r t t t
Q Q

φ φ ϕ ϕ
− 

= = + − 
 

Considérons, la fonction de Lyapunov quadratique suivante : 

( ) ( ) ( ),     avec  0T TV x t x t P x t P P= = >                                                                           (III.9) 

On peut montrer la stabilité du système augmenté (III.6) à travers le théorème suivant. 

 

Théorème III.1 [Mansouri 05] 

Pour ( )( ) ( )( )0  0,i jt et h z t h z t> × ≠  

S’il existe une matrice symétrique définie positive 0>= TPP  et des constantes positives 

    etτ η  telles que la condition suivante soit vérifiée. 

r,,,j,i     

IE

IP

I PH

EPHPQA PPA

ij

T
i

T
ijiij

T
ij

K210

00

00

00

1

2 =≤





















−
−

−
++

−τ
η

τ
                                     (III.10) 

Alors, le système en boucle fermée (III.6) est quadratiquement stable et la performance H∞ 

(III.8) est assurée pour un certain taux d’atténuation η . 

 

Preuve  

Considérons une nouvelle variable ( )tqij  
telle que : 

( ) ( ) ( )tx E tFtq ijiij =                                                                                                           (III.11) 

Le système (III.6) peut alors se réécrire de la manière suivante : 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )[ ]ttqHtxAtzhtzhtx ijiij

r

i

r

j
ji φ++=∑∑

= =

   
1 1

&                                                         (III.12) 

Sachant que les incertitudes sont supposées bornées, en utilisant (III.3) et (III.11), on aboutit à 

la contrainte : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tx EEtxtx E tF tFE txtqtq ij
T
ij

T
iji

T
i

T
ij

T
ij

T
ij ≤=                                            (III.13) 

Cette contrainte peut être réécrite sous la forme quadratique suivante : 

 

( )
( )
( )

( )
( )
( )

0

000

00

00

≤






























−

















t

tq

tx

  I

EE

t

tq

tx

ij

ij
T
ij

T

ij

φφ
                                                                              (III.14) 
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Pour garantir un taux d’atténuation η  avec la performance H∞ (III.8) et assurer la stabilité 

quadratique du système en boucle fermée (III.6), la contrainte suivante doit être réalisée : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 02 ≤−+ t ttx Q tx
dt

t,xdV TT φφη                                                                          (III.15) 

En utilisant l’expression (III.9), la contrainte (III.15) devient : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2

1 1

2

,
   

       

      

             0

T T

T T T T

r r
T T T T

i j ij ij ij i
i j

T T T T
i ij

dV x t
x t Q x t t t

dt

x t P x t x t P x t x t Q x t t t

h z t h z t x t A P PA Q x t q t H P x t

x t PH q t t P x t x t P t t t

η φ φ

η φ φ

φ φ η φ φ
= =

+ −

= + + −

= + + +

+ + + − ≤

∑∑

& &

              

(III.16) 

Ainsi, nous devons garantir que : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 02 ≤−++

++++

t ttPtxtxPt                                   

tq HP txtx PHtqtx QA PPA tx
TTT

iji
TT

i
T
ijij

T
ij

T

φφηφφ
                               (III.17) 

L’inégalité (III.17), peut être mise sous la forme quadratique suivante : 

( )
( )
( )

( ) ( ) ( )
( )
( )

0

0

00
2

≤
































−

∗∗++

















t

tq

tx

  

IP

PH

QA PPA

t

tq

tx

ij
T
i

ij
T
ij

T

ij

φηφ
                                                      (III.18) 

Les deux contraintes peuvent être rassemblées en une seule contrainte, sous réserve de 

l’existence d’une constante positive τ . Ainsi, on aboutit à l’inégalité suivante : 

 

( )
( )
( )

( ) ( ) ( )
( )
( )

0

0

0
2

≤
































−
−

∗∗+++

















t
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tx

  

IP

I PH

EEQA PPA

t

tq

tx

ij
T
i

ij
T
ijij

T
ij

T

ij

φη
τ

φ
                                     (III.19) 

 

Enfin, en appliquant un complément de Schur, on retrouve l’inégalité du théorème III.1. 

 

Cette solution formulée sous forme BMI peut être une alternative pour assurer la poursuite. 

Cependant sa résolution se fera en deux étapes comme celle proposée dans le chapitre II (§ 

II.3.3). En effet, nous proposons dans la section suivante de formuler les conditions 

directement sous forme LMI. On montrera que ceci permet d'avoir des solutions moins 

conservatives et par conséquent une amélioration des performances de poursuite. 
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III.2.2. Synthèse de commande par approche LMI  

Dans cette approche, l’état du système augmenté est construit à partir de la dynamique de 

l’erreur de poursuite ( ) ( ) ( )txtxte rp −=  et de la variable de référence ( )txr . Nous considérons 

la loi de commande (III.5) et le modèle de référence (II.2). 

 

En considérant (III.1), (III.5) et (II.2), la dynamique de l’erreur de poursuite est donnée par : 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )             

p r

i i p i i j p i r i r

e t x t x t

A A e t B B K e t A A A x t t r tϕ

= −

= + ∆ + + ∆ + − + ∆ + −

& & &

   (III.20) 

On peut alors exprimer le nouveau système augmenté par : 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

   
r r

i j ij
i j

x t h z t h z t A x t S tφ
= =

= +∑∑&                                                              (III.21) 

où  

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) 






 −
=








=








=








 +−+++
=

I

II
S  et  

tr

t
t ,

tx

te
tx

A

AAAKBAKBA
A

r

p

r

irijiijii
ij

0

0

ϕ
φ

∆∆∆

                                                         (III.22) 

Dans ce cas, la performance H∞ (III.4) relative à l’erreur de poursuite par rapport à 

l’ensemble des perturbations est alors modifiée comme suit : 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )

 

 0

  2

 0  0

     

                                                        

tf T

r r

tf tfT T

x t x t Q x t x t dt

x t Q x t dt t t dtη φ φ

− −      

= ≤

∫

∫ ∫
             (III.23) 

où   [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).tttrtrt t  et  Q diagQ TTT ϕϕφφ +== 0  

En utilisant la fonction de Lyapunov (III.9), on peut montrer la stabilité du système augmenté 

(III.21) à travers le théorème suivant. 

 

Théorème III.2 [Mansouri 09] 

Pour ( )( ) ( )( )0  0,i jt et h z t h z t> × ≠  

S’il existe des matrices symétriques définies positives 00 2211 >=>= TT PP  ,NN  et des 

constantes positives 321 µµµ ,, , et η , telles que la LMI suivante soit vérifiée. 
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pour r,,,i K21=                                                                                                                 (III.24) 

Alors, la stabilité quadratique du système en boucle fermée (III.21) est assurée et la 

performance H∞ (III.23) est garantie pour une atténuation η . Avec les changements de 

variables bijectifs  1 1
1 1 1 1,      ,    .i i iN et Y avec P N et K Y N− −= =  

 

Preuve  

Pour démontrer ce théorème, comme pour le cas précédent, nous devons également vérifier la 

contrainte suivante : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 02 ≤−+ t ttx Q tx
dt

t,xdV TT φφη                                                                          (III.25) 

En dérivant la fonction de Lyapunov (III.9) et d’après (III.25), on aboutit à l’inégalité 

suivante : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0       2 ≤−++++ tttSPtxtxPSttxQAPPAtx TTTT
ij

T
ij

T φφηφφ              (III.26) 

L’inégalité (III.26) peut s’écrire donc sous la forme matricielle suivante : 

( )
( )

( )
( ) 0

2
≤

















−
++










t

tx
  

IPS

SPQAPPA

t

tx
T

ij
T
ij

T

φηφ
                                                                  (III.27) 

En l’occurrence 










−
++

IPS

SPQAPPA
T

ij
T
ij

2η
                                                                                               (III.28) 

Pour pouvoir écrire un problème LMI, nous supposons que [ ]1 2 P diag P P= . En 

remplaçant les matrices augmentées définies en (III.22), on obtient 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0
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00

0

2
21

2
1

221

1
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−

∗++−
∗∗∗+++
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KBKBAAP

r
T
r

T
i

T
r

T
i

jijiii

η
η

∆
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                                 (III.29) 

Afin de pouvoir résoudre cette condition, l'idée dans ce cas, est d'effectuer une séparation des 

incertitudes du système, l'inégalité (III.29) peut s’écrire sous la forme 
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0≤+ Π∆Π                                                                                                                      (III.30) 
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En procédant à l’élimination de certains éléments de la matrice grâce à la procédure détaillée 

dans le chapitre I (lemme I.3), nous pouvons de la même manière éliminer les éléments anti-

diagonaux de la matrice incertaine∆Π . Ainsi, ∆Π  se retrouve majorée de la façon suivante : 
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avec 321 µµµ  et ,,  des paramètres constants qui peuvent être fixés ou recherchés. 

Posons, ( ) ( ) ( )1 1 1
1 1 2 3 1 1 2 3 T T T T

ij i i j i i ai ai j bi bi jY P A B K Q PH H P E E K E E Kµ µ µ µ µ− − −= + + ∗ + + + + + +  

Grâce à (III.31), l’inégalité (III.30) est donc équivalente à : 
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                                           (III.32) 

Pour aboutir à une condition LMI, nous effectuons un changement de variable en pré post 

multipliant (III.32) par [ ]IIINdiag 1  avec 1
11
−= PN . En posant 

( ) ( ) ( ) jbi
T
bi

T
jai

T
ai

T
iijiiij YEEYNEENHHQNNKBNAY 3112

1
3

1
2

1
1111 µµµµµ ++++++∗++= −−−  

on obtient : 
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Avec des compléments de Schur effectués sur le blocijY , on retrouve l’inégalité (III.24) du    

théorème III.2. 

L’approche ainsi développée, représente une condition directement sous forme de LMI, qui 

peut être résolue en une seule étape avec les algorithmes d’optimisation convexe [Boyed 94]. 

 

III.3. SYNTHESE DE COMMANDE AVEC OBSERVATEUR 

III.3.1. Approche LMI  

Dans cette section, on s’intéresse à la synthèse de commande avec observateur. Le modèle 

T-S incertain et perturbé est décrit par : 
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t tu tBBtx tAA tzhtx

1

1
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                                        (III.34) 

Comme nous supposons que les états ne sont pas totalement disponibles, nous considérons 

l’observateur flou développé dans (II.2). Le modèle de référence utilisé est celui défini dans 

(II.2). La loi de commande est donnée par : 

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]∑
=

−−=
r

i
rii  tx̂tx K tzhtu

1

                                                                                    (III.35) 

avec ( ) nRtx ∈ˆ représentant l’état estimé du système. 

 

Remarque III.1  

Notons que l’approche BMI développée dans III.2.1, peut être également appliquée pour la 

synthèse de commande avec observateur. En effet, en considérant la variable augmentée 

(II.15) définie dans le chapitre II et en employant la loi de commande (III.35), nous 

aboutissons à un résultat similaire à celui du théorème III.1. Pour éviter cette redondance, 

nous avons préféré détailler dans ce chapitre, l’approche LMI uniquement. En effet, cette 

dernière présente l’avantage d’être exploitable facilement d’un point de vue numérique et 

avec moins de conservativité par rapport à la recherche des gains à partir d’une BMI en 

procédant en deux étapes. 
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Ainsi, en se basant sur le modèle de référence (III.2) et la loi de commande (III.35), nous 

définissons une nouvelle variable augmentée ( )tx~  composée de la dynamique de l’erreur 

d’estimation ( ) ( ) ( )txtxteo ˆ−= , de l’erreur de poursuite ( ) ( ) ( )txtxte rp −=  et enfin, de la 

variable de référence ( )txr . En appliquant la commande (III.35) au système (III.34), la 

dynamique est donnée par : 
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   (III.36) 

 

Ainsi, la dynamique de l'erreur d’estimation en fonction de  ( ) ( ) ( )txtete rpo et      ,  s’écrit de la 

façon suivante :
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              (III.37) 

Par conséquent, la dynamique de l’erreur de poursuite en fonction de ( ) ( ) ( )txtete rpo et      ,  est 

donnée par : 
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(III.38) 

D’où, le système augmenté relatif aux dynamiques respectives ( ) ( ) ( )txtete rpo et      , , s’écrit : 
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Dans ce cas, le critère H∞  correspondant à la structure du système augmenté (III.39), est 

décrit comme suit : 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } ( ) ( ) ( ) ( )dtttdttxQtxdttxtxQtxtx
tf Ttf Ttf

r
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r  
~

 
~

   
~

 ~      
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0 

 

0 ∫∫∫ ≤=−− φφη                   (III.41) 

avec la matrice [ ]00 
~

QdiagQ = . 

Avant de présenter le résultat principal, nous considérons la fonction de Lyapunov 

quadratique suivante : 

( ) ( ) ( )tx~ P
~

 tx~t,x~V T=    avec 0>= TP
~

P
~

                                                                          (III.42) 

Pour obtenir des conditions assurant la poursuite de trajectoire en termes de LMI, nous nous 

basons essentiellement sur un nouveau lemme III.1 [Guerra 06] qui a l’avantage de séparer les 

variables dont les termes ne sont pas LMI, avec moins de conservativité par rapport aux autres 

techniques utilisées dans les transformations matricielles. 

 

Lemme III.1 [Guerra 06] 

Soit une matrice définie négative 0<Ω  

Quelque soit une matriceX de dimensions appropriées telle que  0TX XΩ <  alors ; R∈∃α  

tels que 0>α  et 122 −−−≤ ΩααΩ X X X T
 

 

Preuve  

 Ω  étant définie négative alors : 0<X X T Ω  

R∈∃α  et 0>α  tels que :( ) ( ) 011 ≤++ −− ΩαΩΩα  X  X
T

 

02 12 ≤++ −ΩααΩ X X X T
 

Enfin 122 −−−≤ ΩααΩ X X X T
 

 

Le résultat principal concernant la synthèse de commande avec observateur et qui permet 

d'aboutir directement à des conditions sous forme LMI, se résume dans le théorème suivant. 
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Théorème III.3 [Mansouri 09] 

Pour ( )( ) ( )( )0  0,i jt et h z t h z t> × ≠   

 S’il existe des matrices symétriques définies positives   ,PP T 011 >=  ,PP T 033 >=  

  ,NN T
11 = 0>M  et des constantes positives 87654321 ,,,,,,, µµµµµµµµ , et η , tels que la LMI 

suivante soit vérifiée. 

r,,,i   pour        
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avec les changements de variables bijectifs 1 1
2 2 2 2 1,     ,     i i i i iN et Y avec P N K Y N et Z P L− −= = =  

Alors, la stabilité quadratique du système en boucle fermée (III.39) est assurée et la 

performance H∞ (III.41) soit garantie avec une atténuation 2η . 

Preuve  

Pour assurer la stabilité quadratique du système en boucle fermée (III.39), tout en garantissant 

la performance H∞ (III.41) avec un taux d’atténuation η , l’inégalité suivante doit être 

vérifiée : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 02 ≤−+ t
~

 t
~

tx~ Q
~

 tx~
dt

t,x~dV TT φφη                                                                         (III.44) 
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Ainsi, en utilisant la fonction de Lyapunov (III.42) et le système en boucle fermée (III.39), la 

condition (III.44) implique : 
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~
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~~~~
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Cette inégalité peut être écrite sous une forme quadratique de la façon suivante : 
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Par conséquent : 

2
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A P PA Q PS

S P Iη
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% % % %% % %
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                                                                                            (III.46) 

En posant [ ]321 
~

PPPdiagP = , et en remplaçant les matrices augmentées définies en 

(III.40), l’inégalité (III.46) devient :                                                                           
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(III.47) 

à partir de (III.47) on peut séparer les termes contenant les incertitudes, ce qui permet 

d’exprimer (III.47) comme suit : 
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On utilise l’expression (III.2) relative aux incertitudes du système, la matrice incertaine ∆Π%  

est égale à : 
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Pour éliminer les éléments anti-diagonaux nous avons utilisé également le lemme I.3 

présentée dans le chapitre I. Par conséquent, la matrice contenant les incertitudes peut être 

bornée de la manière suivante : 

[ ]1 2 3  0 0diag d d d∆Π ≤%  
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Alors, l’inégalité (III.48) implique : 
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(III.49)

 

 

L’inégalité ainsi trouvée n’est pas encore une LMI. Ainsi, pour remettre la matrice (III.49) 

sous forme homogène du point de vue des variables inconnues à rechercher, on effectue une 

congruence par la matrice suivante : 
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                                                                                                           (III.50) 

En faisant permuter les lignes et les colonnes de la matrice (III.49) suivant l’ordre 1, 4, 2, 3 et 

5. Ainsi, l’inégalité (III.49) devient : 
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Ensuite, nous procédons à un changement de variable en pré post multipliant l’inégalité 

(III.51)  par [ ]2 2 2 diag N N N I I  , avec 1
22
−= PN  et 1

2
−= NYK ii . On obtient : 
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Pour éliminer les termes non LMI, on applique le lemme III.1 sur le premier bloc diagonal de 

(III.52). On obtient : 
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Ensuite, en appliquant un complément de Schur, (III.53) devient : 
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Enfin, en injectant la contrainte ci-dessus dans (III.52), on obtient l’inégalité  
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avec 

( ) jbi
T
bi

T
j YEEY N H 51211 2 µµα ++−=  

( ) ( ) ( ) 11
1

4
1

3
1

2
1

1133 PHHP *CLAPH T
iijii

−−−− +++++−= µµµµ
( ) ( )

( ) ( ) 2263
1

8
1

7
1

6
1

5

7222255

NEEN                                            

YEEY N Q N*YBANH

ai
T
ai

jbi
T
bi

T
jjii

+++++++

+++++=
−−−− µµµµµµ

µµ
                                             

33366 dAPPAH r
T
r ++=  

Avec des compléments de Schur sur les blocs diagonaux 66553311 H  et H ,H ,H  , on retrouve 

la condition (III.43) du théorème III.3. 

 

III.3.2. Exemple de simulation 

Pour montrer les performances en poursuite avec l’approche LMI du théorème III.3, on 

considère une représentation T-S exacte du modèle non linéaire du bras de robot à deux 

degrés de liberté présenté dans le chapitre II. 

L’équation dynamique de système est donnée par :                                                                                            

( ) ( ) ( ). , .M q q C q q q G q τ+ + =&& & &                                                                                         (III.56) 

Avec : 

( ) ( ) ( )
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 où [ ]Tqqq 21= , avec 1q , 2q  sont les coordonnées généralisées, ( )qM  est le moment 

d’inertie, ( )q,qC &  comporte les forces centripètes de Coriolis, et ( )qG  est la force de 
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gravitation. Les autres quantités sont : les masses des deux bras 1m , 2m ( )kg , les longueurs 

des bras  1l , 2l ( )m , les positions angulaires 1q , 2q ( )rad , le moment de torsion appliqué  

[ ]T, 21 τττ = ( )m.N , l’accélération de gravité 289 s/m ,g = , et la notation : 

 ( )11 qsins = , ( )22 qsins = , ( )11 qsinc = , ( )22 qsinc = . 

On prend : 11 qx = , 12 qx &= , 23 qx = , 24 qx &= ,    

Les résultats des figures illustrent les simulations effectuées pour une poursuite de trajectoire 

sinusoïdale avec une perturbation sinusoïdale donnée par : 

( ) ( )tsin.t 2101 ×=ϕ , ( ) ( )tcos.t 2102 ×=ϕ , ( ) ( )tcos.t 2103 ×=ϕ , ( ) ( )tsin.t 2104 ×=ϕ . 

En procédant les mêmes étapes de simulation effectue en deuxième chapitre. 

On trouve les matrices de Lyapunov : 

 

3
1

2.7388 0.0001 0.0005 0.0000

0.0001 0.0000 0.0000 0.0000
10

0.0005 0.0000 2.7390 0.0001

0.000 0.0000 0.0001 0.0000

P

− − 
 − − − = ×
 − − −
 − − − 

 

 

6
2

0.1728 0.0774 0.0007 0.0008

0.0774 0.1423 0.0027 0.0021
10

0.0007 0.0027 0.1625 0.0714

0.0008 0.0021 0.0714 0.1387

P −

 
 
 = ×
 
 
 

 

 

3

0.2396 0.1506 0.0000 0.0000

0.1506 0.1410 0.0000 0.0000

0.0000 0.0000 0.2396 0.1506

0.0000 0.0000 0.1506 0.1410

P

− − 
 − =
 −
 − − 

 

 
Les gains du contrôleur sont : 
 










−−−−
−−−−

=
1148.180332.122682.55923.3

2247.42958.44963.220606.20
1K  

 










−−−
−−−−

=
8474.188153.126132.04649.0

8472.06417.03264.206482.18
2K  

 










−−
−−

=
3300.144138.71595.59239.2

3115.37424.26102.180124.17
3K  
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−−
−−−−

=
2639.187328.134865.08835.1

0435.18733.14379.223396.23
4K  










−−−−
−−−−

=
8925.177426.132108.59411.3

3109.48840.40881.235973.22
5K  

 










−−
−−−

=
9334.205065.135519.16840.1

1193.08315.04854.242427.23
6K  

 










−−
−−

=
5562.121210.74317.49131.2

5985.28631.19171.149301.14
7K  

 










−−−−
−−−−

=
7753.151976.115500.05301.3

1688.00761.03668.164094.19
8K  

 










−−−−
−−−−

=
8811.121479.96364.55301.3

3232.48779.34711.164094.16
9K  

 
Ainsi les gains d’observateur : 
 

6
1

0.0435 0.0000

1.6583 0.0075
10

0.0000 0.0435

0.0075 1.6664

L

 
 
 = ×
 
 
 

,  6
2

0.0436 0.0000

1.2322 0.0057
10

0.0000 0.0436

0.0057 1.2382

L

 
 
 = ×
 
 
 

,  6
3

0.0436 0.0000

1.2322 0.0057
10

0.0000 0.0436

0.0057 1.2382

L

 
 
 = ×
 
 
 

 

 

6
4

0.0436 0.0000

1.2322 0.0057
10

0.0000 0.0436

0.0057 1.2382

L

 
 
 = ×
 
 
 

,  6
5

0.0436 0.0000

1.3004 0.0060
10

0.0000 0.0436

0.0060 1.3068

L

 
 
 = ×
 
 
 

,  6
6

0.0436 0.0000

1.3004 0.0060
10

0.0000 0.0436

0.0060 1.3086

L

 
 
 = ×
 
 
 

 

 

6
7

0.0436 0.0000

1.3004 0.0060
10

0.0000 0.0436

0.0060 1.3068

L

 
 
 = ×
 
 
 

,  6
8

0.0436 0.0000

1.3004 0.0059
10

0.0000 0.0436

0.0060 1.3068

L

 
 
 = ×
 
 
 

,  6
9

0.0436 0.0000

1.3004 0.0060
10

0.0000 0.0436

0.0060 1.3068

L

 
 
 = ×
 
 
 

. 

 

On constate que les performances de poursuite sont assurées. Les figure III.1 et III.2 présente 

la poursuite en position et en vitesse respectivement du joint 1. Les figures III.3 et III.4 

illustrent les mêmes performances pour le joint 2. Les figures III.5, III.6, III.7, III.8 

représentent respectivement les erreurs de poursuite en position et en vitesse pour les deux 

joints. Les signaux de commande appliqués aux joints 1 et 2 sont donnés respectivement sur 

les figures III.9, III.10.  



Chapitre III                Poursuite de trajectoire des modèles T-S incertains et perturbés avec Critère H∞ 
 

 79 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

Temps (sec)

ra
d

 

 

perturb 1

la reference xr1(t) 
l'état x1(t)

erreur de poursuite e1(t)

   
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

Temps (sec)

ra
d

 

 

perturb 1

la reference xr1(t) 
l'état x1(t)

erreur de poursuite e1(t)

 
  

Figure III.1 : Poursuite en position du joint 1 : (a) entre 0 et 10 s, (b) entre 0 et 1 s. 
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perturb 2
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Figure III.2 : Poursuite en vitesse du joint 1 : (a) entre 0 et 10 s, (b) entre 0 et 1 s. 
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Figure III.3 : Poursuite en position du joint 2 : (a) entre 0 et 10 s, (b) entre 0 et 1 s. 
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a b 
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Figure III.4 : Poursuite en vitesse du joint 2 : (a) entre 0 et 10 s, (b) entre 0 et 1 s.   
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Figure III.5 : Erreur de poursuite en position du joint 1. 
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Figure III.6 : Erreur de poursuite en vitesse du joint 1. 
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Figure III.7 : Erreur de poursuite en position du joint 2. 
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Figure III.8 : Erreur de poursuite en vitesse du joint 2. 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 Figure III.9 : Commande appliquée au Joint1. 
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Figure III.10 : Commande appliquée au Joint 2.  

 
 
 
III.4. CONCLUSION 
 
 
Ce troisième chapitre a pour objet de présenté des travaux ayant trait à la commande des 

modèles T-S incertains et perturbés dans le cas de suivi de trajectoire des systèmes non 

linéaires. Nous avons développé deux approches pour garantir la stabilité et la performance de 

poursuite dans ce cas. La première est présentée sous formulée en BMI, la seconde formule 

directement en LMI a été élaborée en changeant la structure du système augmenté. Nous 

avons montré que le résultat obtenu peut être directement résolu avec les algorithmes 

d’optimisation convexe existants. Des résultas de simulation ont montré la performance de 

poursuite pour la deuxième approche. La dernière partie du chapitre présente des résultats 

concernant le suivi de trajectoires des modèles T-S incertains et perturbés. Ces résultats 

représente l’avantage d’être formulé également en conditions LMI. Un exemple de simulation 

a également été présenté à la fin du chapitre concernant l’approche développée. 
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IV.1. INTRODUCTION  

Un problème essentiel dans la théorie de la commande est d’appliquer une commande à un 

système non linéaire afin d’avoir un suivi d’une référence désirée. Le concept des ensembles 

flous est très utile du point de vue de la synthèse de commande. La commande par logique 

floue est une technique qui permet d'intégrer les connaissances d'experts dans la conception 

d'un contrôleur. Bien que les contrôleurs flous existants soient capables d’incorporer des 

informations linguistiques, ils sont de nature heuristique [Wang 97]. Il est clair que toute 

fonction non linéaire sur un ensemble compact avec une précision arbitraire peut être 

rapprochée par un système flou. Il y a eu des efforts de recherche importants sur la commande 

floue adaptative pour les systèmes non linéaires [Wang 93, Xie 99]. 

La technique de commande par mode glissant dispose d'un contrôleur robuste pour systèmes 

non linéaires [Slotine 91, Humg 93]. Cependant, il hérite d'une action de contrôle discontinu 

et donc les phénomènes de supervision aura lieu lorsque le système fonctionne à la proximité 

de la surface de glissement. Une des solutions communes pour éliminer cet effet est 

d'introduire une couche limite proche de la surface de glissement [Humg 93, Utkin 77]. Cette 

méthode menée à un système en boucle fermée stable. 

Le contrôleur adaptatif flou est introduit pour assurer la stabilité. La performance de cette 

commande est un nouveau sujet de la recherche dans la commande floue [Su 94, Wang 01]. 

En particulier, dans ce chapitre on utilise la théorie de l’approximation floue et la technique 

SMC dans le but de construire un contrôleur robuste. Un des avantages de cette stratégie de 

commande est la robustesse par rapport aux incertitudes et aux perturbations.   

Beaucoup des techniques de commande par logique floue et par mode glissant (AFSMC) ont 

été proposés [Kim 95, Berstecher 01] avec l’effet de broutements au niveau du système qui 

peut être évitée en utilisant les conditions sur la surface de glissement. Toutefois, ces 

caractéristiques provoquent un nombre augmenté de règles floues, et par conséquence, la 

complexité d’approximer la surface de glissement. 

La loi de commande par mode glissant peut être séparée en deux parties : la commande 

équivalente et la commande de commutation [Wang 01]. Dans notre cas, le rôle du contrôleur 
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développé est d’utiliser ces deux types de commande avec des conditions différentes, afin 

d’améliorer la performance de l’état d’équilibre. 

IV.2. FORMULATION DU PROBLEME  

Considérons une classe générale des systèmes non linéaires SISO d’ordre n  de la forme 

suivante : 

( ) ( ) ( ) ( ), ,  nx f x t g x t u d t

y x

= + +
=

                                                                                         (IV.1) 

où ( ),f x t  et ( ),g x t  sont des fonctions non linéaires continues et inconnues, 

( ) [ ]1
1 2, , , , , ,

T Tn n
nx x x x x x x R− = = ∈ 

& K K  est le vecteur d’état du système qui est supposé être 

disponible pour la mesure, u R∈  et y R∈ , sont l’entrée et la sortie du système respectivement 

et ( )d t  représente les perturbations externes supposées inconnues  mais bornées avec 

( )d t D≤ . Pour que le système (IV.1) soit contrôlable, on exige que ( ), 0g x t ≠  pourxdans 

une certaine région de contrôlabilité n
cU R⊂ . Puisque ( ),g x t  est continue, sans perte de 

généralité, on suppose que ( ), 0g x t >  pour cx U∈ . Dans le domaine de la commande non 

linéaire, ces systèmes sont dans une forme normale et ont le degré relatif égale à n . 

L’objectif est de trouver une commande permettant de forcer l’état x  du système à suivre une 

trajectoire de référencedx , tout en assurant que le système bouclé soit stable et robuste avec 

l’erreur de poursuite donnée : 

( )1, , ,  n T n
de x x e e e R− = − = ∈ 

& K                                                                                       (IV.2) 

La surface de glissement en fonction de l’erreur de poursuite dans l’espace d’état est donnée 

par : 

( ) ( ) ( )2 1
1 2 1

Tn n
ns e c e c e c e e c e− −

−= + + + + =& K                                                                         (IV.3) 

où [ ]1 2 1, , , ,1  Tnc c c c−= K sont les racines du polynôme caractéristique  

( ) 1
2

1
1 cch n

n
n +++= −

−
−

Kλλλ   qui sont dans le demi-plan gauche, λ  l’opérateur de Laplace. 
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Si la condition initiale de l’erreur est ( )0 0e = , le problème de poursuite d’une référence 

dx x= , est de maintenir le vecteur de l’erreur d’état d’une façon que la surface de glissement 

( ) 0s e =  pour tout 0≥t . Une condition suffisante pour obtenir ce comportement est de 

choisir une stratégie commande telle que la condition suivante soit satisfaite : 

( )( )21
 

2

d
s e s

dt
η≤ − ,   0≥η                                                                                               (IV.4)             

Le système est commandé d’une manière que l’état converge toujours vers la surface de 

glissement. La valeur de commande doit changer de signe à l’intersection entre la trajectoire 

d’état du système et la surface de glissement. 

Considérons le problème de commande des systèmes non linéaires (IV.1), si ( ),f x t  et 

( ),g x t  sont connues. Le terme ∗u de commande satisfait la condition de glissement (IV.4) 

telle que : 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1
 ,  sgn

,

n
i n

i d
i

u c e f x t x s
g x t

η
−

∗

=

 = − − + − 
 
∑                                                            (IV.5) 

où  

( )
  1     pour   0

sgn   0    pour   0

1    pour   0

s

s s

s

>
= =
− <

                                                                                                (IV.6) 

Prenant la fonction candidate de Lyapunov définie comme suit : 

( )2
1

1

2
V s e=                                                                                                                         (IV.7) 

La dérivée de 1V   par rapport au temps, devient :   

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
1 1 2 1

1

1

. .

            . , ,    

n n n
n d

n
i n

i d
i

V s s s c e c e c e x x

s c e f x t g x t u d t x sη

−
−

−

=

= = + + + + −

 = + + + − ≤ − 
 
∑

&
& & && K

                                      (IV.8) 
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Ce qui vérifie la condition (IV.4). Il est évident que, pour satisfaire la condition (IV.4), on 

ajoute un terme de commande appelé terme de commutation swu , donc la commande devient 

sweq uuu −=∗ , où :  

( )
( ) ( ) ( )

1

1

1
,

,

n
i n

eq i d
i

u c e f x t x
g x t

−

=

 = − + 
 
∑                                                                                 (IV.9) 

( ) ( )1
  sgn

,swu s
g x t

η=                                                                                                      (IV.10)  

Cependant, si f  et g  ne sont pas connues, il est difficile d’appliquer la loi de commande 

(IV.5). En plus, l’ajout du terme de commande de commutation swu  pose le problème de 

broutement. 

Dans ce qui suit, pour résoudre ces problèmes, nous proposons l’algorithme de commande en 

combinant l’approche floue et la commande par mode glissant avec un contrôleur PI. 

L’avantage de l’utilisation du système flou (I.78) réside dans sa forme linéaire par rapport aux 

paramètresθ  qui facilite énormément la conception de notre contrôleur. 

Dans ce qui suit, on utilise le système flou (I.77) comme le composant de notre contrôleur. 

 

IV.3. COMMANDE ADAPTATIVE FLOUE PAR MODE GLISSANT 

La loi de commande (IV.5) est réalisable seulement si les fonctions ( ),f x t  et ( ),g x t  sont 

connues. Mais ce n’est pas le cas, donc la commande (IV.5) ne peut pas être mise en œuvre. 

Ce qui rend l’approximation de ( ),f x t  et ( ),g x t  nécessaire, pour cela on utilise les systèmes 

flous ˆ ( / )
f

f x θ  et ˆ ( / )
g

g x θ  respectivement, lesquels sont de la forme (I.77). Ensuite, nous 

utilisons le terme de commande de type PI pour éviter le problème des broutements. L’entrée 

et la sortie du régulateur PI sont représentées sous la forme : 

21 21
zzu ppp θθ +=                                                                                                               (IV.11) 
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avec sz =1 , sz =2& , 
1pθ et 

2pθ sont des gains de contrôleur PI à construire, et pour ajuster les 

paramètres du contrôleur nous avons recours à les approximer par le système flou ( )ˆ  / pp s θ , 

par conséquence (IV.11) peut être réécrite : 

( ) ( )ˆ  / T
p pp s sθ θ ψ=                                                                                                           (IV.12)  

où 
1 2

2,
T

p p p Rθ θ θ = ∈  est le vecteur des paramètres ajustables du contrôleur PI, et 

( ) [ ] 2
1 2,T z z z Rψ = ∈ est un vecteur de régression.  Nous utilisons des systèmes flous pour 

approximer les fonctions inconnues ( ),f x t , ( ),g x t  et un contrôleur PI de terme adaptatif 

dont l’objet est d’améliorer les performances en régime permanent et atténuer les effets des 

perturbations externes qui influencent le système. Donc, la loi de commande résultante est 

comme suit : 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1

1 ˆ ˆ /
ˆ /

n
ni

f pi d
ig

u f x c e x p z
g x

θ θ
θ

−

=

 = − − + − 
 

∑                                                      (IV.13) 

avec : 

( ) ( )ˆ T
f ff x xθ θ ξ=                                                                                                            (IV.14) 

( ) ( )ˆ T
g gg x xθ θ ξ=                                                                                                             (IV.15) 

( ) ( )ˆ T
p pp z zθ θ ψ=                                                                                                            (IV.16) 

Pour éviter le problème de broutement au niveau de la sortie du système, on remplace le terme 

de commande en commutation swu  avec l’action du PI quand l’état du système est dans une 

couche limite Φ<s . L’action du contrôleur est maintenue à la valeur saturée quand l’état du 

système est en dehors de la couche limite. Par conséquent, on met ( )ˆ  pp z Dθ η= +  quand 

Φ≥s , où Φ  est l’épaisseur de la couche limite.  

Après avoir développé une commande adaptative floue robuste, on s’intéresse maintenant à 

l’analyse des performances de ce contrôleur. Deux aspects importants, le premier concernant 
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la bornitude des variables d’état (les états du système doivent être à chaque instant bornés) et 

le deuxième concerne la convergence vers zéro de l’erreur de poursuite.   

Théorème IV.1 

 Considérons le problème de commande des systèmes non linéaires (IV.1). Si la loi de 

commande (IV.13) est appliquée, f̂ , ĝ  et p̂ sont estimées par (IV.14)-(IV.16), le vecteur de 

paramètres fθ , gθ  et pθ  sont ajustés par les lois  d'adaptation (IV.17) - (IV.19). 

( )1. .f s xθ γ ξ=&                                                                                                                     (IV.17) 

( )2. . .g s x uθ γ ξ=&                                                                                                                 (IV.18) 

( )3. .p s zθ γ ψ=&                                                                                                                    (IV.19) 

Preuve  

On défini le vecteur des paramètres optimaux des systèmes flous :  

( ) ( )ˆarg min sup  ,  
ff x

ff
x

f x f x t
θ

θ θ∗

∈Ω ∈Ω

 = − 
 

                                                                             (IV.20) 

( ) ( )ˆarg min sup  ,  
gg x

gg
x

g x g x t
θ

θ θ∗

∈Ω ∈Ω

 = − 
 

                                                                              (IV.21) 

( )
2

ˆarg min sup  
pp

pp sw
z R

p z u
θ

θ θ∗

∈Ω ∈

 = − 
 

                                                                                 (IV.22) 

où fΩ , gΩ , pΩ et xΩ  sont les ensembles auxquels appartiennent fθ , gθ , pθ  et x   

respectivement. On suppose que fθ , gθ , pθ  et x  ne dépassent jamais les limites de fΩ , gΩ , 

pΩ et xΩ . 

L’erreur d’approximation minimale définie comme suit : 

( ) ( ) ( ) ( )( )ˆ ˆ, ,  . f gf x t f x g x t g x uω θ θ∗ ∗= − + −                                                              (IV.23) 
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Hypothèse IV.1  

{ } /n
f ff fR Mθ θΩ = ∈ ≤                                                                                               (IV.24) 

{ } / 0n
g gg gR Mθ ε θΩ = ∈ < ≤ ≤                                                                                    (IV.25) 

et  { }2 /p pp pR Mθ θΩ = ∈ ≤                                                                                          (IV.26) 

où fM , gM , ε  et pM  sont des constantes positives spécifiées par le concepteur.  

Ensuite nous avons :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1

1 1

1 1

1 1

, , .

ˆ ˆ ˆ  , , .

         

ˆ ˆ ˆ  , , .

ˆ ˆ ˆ ˆ  .

n n
i n n i n

i d i d
i i

n n
i i n

f g pi i
i i

n
d

p p p

p f g g p

s c e x x c e f x t g x t u d t x

c e f x t f x g x t g x u c e x p z

d t x

f x t f x g x t g x u p z d t

f x f x g x g x u p z

θ θ θ

θ θ θ ω

θ θ θ θ θ

− −

= =

− −

= =

∗ ∗ ∗

= + − = + + + −

= + − + − − + −

+ −

= − + − − + +

= − + − −

∑ ∑

∑ ∑

&

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ

ˆ  .

p

T T T
pf g p

p z d t

x x u z p z d t

θ ω

φ ξ φ ξ φ ψ θ ω

∗

∗

− + +

= + + − + +

              (IV.27) 

avec f ff
φ θ θ∗= − , g gg

φ θ θ∗= − , p pp
φ θ θ∗= − . 

Soit la fonction candidate de Lyapunov suivante : 

2

1 2 3

1 1 1 1

2 2 2 2
T T T

f f g g p p
V s φ φ φ φ φ φ

γ γ γ
= + + +                                                                    (IV.28) 

où  1γ , 2γ , 3γ  sont des constantes d’apprentissage. 

La dérivée de la fonction de Lyapunov V est donnée par : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 2 3

1 2 3

1 1 1
.

1 1 1
ˆ   . .

T T T

f f g g p p

T T T T T T
pf g p f f g g p p

V s s

s x x u z p z d t

φ φ φ φ φ φ
γ γ γ

φ ξ φ ξ φ ψ θ ω φ φ φ φ φ φ
γ γ γ

∗

= + + +

= + + − + + + + +

& & &&
&

& & &

         



Chapitre IV                                                       Commande robuste floue des systèmes non linéaires  

 92 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

1 1 1
ˆ   . . . . . . .T T T T T T

pf f f g g g p p p
s x s x u s z s p z s s d tφ ξ φ φ φ ξ φ φ φ ψ φ φ θ ω

γ γ γ
∗= + + + + + − + +& & &

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2
1 2 3

1 1 1
ˆ   . . . . . . . .T T T

pf f g g p p
s x s x u s z s p z s d tφ γ ξ φ φ γ ξ φ φ ψ φ θ ω

γ γ γ
∗= + + + + + − + +& & &

( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

1 2
1 2 3

1 1 1
  .

                   sgn . .

T T T

f f g g p p
s x s x u s z

s D s s d t s

φ γ ξ φ φ γ ξ φ φ ψ φ
γ γ γ

η ω

≤ + + + + +

− + + +

& & &

                                     

( )( ) ( )( ) ( )( )1 2
1 2 3

1 1 1
      T T T

f f g g p p
s x s x s z s sφ γ ξ φ φ γ ξ φ φ ψ φ η ω

γ γ γ
< + + + + + − +& & &        (IV.29)       

où ff
φ θ= −& & , gg

φ θ= −& &  et pφ θ= −& & . Substituant  (IV.17) - (IV.19) dans (IV.29), donc : 

0 . ≤−≤ ssV ηω&                                                                                                               (IV.30) 

Car ω  l’erreur d’approximation minimale dans (IV.30) est la meilleure que nous pouvons 

obtenir, dont la contrainte que toutes les signaux sont bornés. Pour compléter la preuve et 

établir la convergence asymptotique de l’erreur de poursuite, nous avons besoin d’assurer que 

la surface de glissement ( ) 0s e →  quand ∞→t . 

 Supposons que ( )s e η≤ , alors l'équation (IV.30) peut être réécrite comme : 

( ) ( ) ( ). . . . sV s e s e s eω η η ω η≤ − ≤ −&                                                                          (IV.31) 

L’intégrale de (IV.31) devient : 

( ) ( ) ( )( )  

 0  0

1
  0   ss e d V V t d

τ τητ ω τ
η η

≤ + +∫ ∫                                                              (IV.32) 

Nous avons ( ) 1s e L∈ . A partir (IV.31), la surface s est bornée et chaque terme de (IV.27) est 

aussi borné [Sastry 89]. Nous avons également ( ) 0s e →  quand ∞→t , donc le système est 

stable et l’erreur est asymptotiquement converge vers zéro.  

Le schéma du contrôleur adaptatif par mode glissant flou proposé est présenté dans la figure 

IV.1. 
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Figure IV.1 : Schéma bloc du contrôleur adaptatif par mode glissant flou proposé. 

Remarques  

1- Dans [Ho 07], la surface de glissement de type intégrale a été proposée pour les systèmes 

non linéaires dans le but que le terme de commande en commutation prédéfini swu  peut 

réduire les broutements, et par conséquence éliminer l’erreur de convergence de l’état vers la 

trajectoire désirée. En général, le rôle d’un contrôleur PI est de réduire les erreurs dans la 

phase transitoire de la réponse du système [Ho 09]. 

2- La loi de commande u  dans (IV.13) n’est vraie que dans un espace compact n
CU R∈ , avec 

( ), 0g x t ≠ . 

3- La mise en œuvre de notre contrôleur exige que ( )ˆ 0gg x θ ≠  doit être vérifiée. Pour cela, 

nous choisissons le vecteur initial ( )0gθ positif et proche de zéro. 

Conditions 

 initiales 

( )
( )
( )

0

0

0

f

g

p

θ
θ
θ

 

Système 

( ) ( ) ( ), , .nx f x t g x t u

y u

= +
=

 

Lois d’adaptation 

( )
( )
( )

1

2

3

. .

. . .

. .

f

g

p

s x

s x u

s z

θ γ ξ

θ γ ξ

θ γ ψ

=

=

=

&

&

&

 

Contrôleur adaptatif fou 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1

1 ˆ ˆ
ˆ

n
i n

f pi d
ig

u f x c e x p z
g x

θ θ
θ

−

=

 = − − + − 
 

∑  

dx  
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4- Le résultat de synthèse présenté ci-dessus est obtenu en appliquant l’hypothèse IV.1, afin 

de garantir que les paramètres du système sont bornés. Les lois d’adaptation (IV.17)-(IV.19) 

peuvent être modifiées en utilisant l’algorithme de projection dans [Wang 93, Wang 97]. 

 

IV.4. PROCEDURE DE CONCEPTION DU CONTROLEUR ADAPTAT IF 

Pour résumer l’analyse ci-dessus, on a suivi la procédure de conception du contrôleur 

adaptatif flou, qu’est décrite étape par étape comme suit : 

• Etape 1 : Choisir les conditions initiales pour les paramètres 
1pθ  et 

2pθ du contrôleur 

PI. 

• Etape 2 : Indiquer les coefficients désirés nccc ,,, 21 K  dans (IV.3). 

• Etape 3 : Indiquer les paramètres de conception 1γ , 2γ  et 3γ  en se basant sur les 

contraintes pratiques. 

• Etape 4 : Définir les ensembles flous iF  pour les variables linguistiques ix et les 

fonctions d’appartenance 
iFµ  couvrent uniformément l’univers de discours pour 

1, ,i n= K . 

• Etape 5 : Construire les fonctions floues de base pour les systèmes flous ( )ˆ
ff x θ , 

( )ˆ gg x θ . 

• Etape 6 : Construire les systèmes flous ( ) ( )ˆ T
f ff x xθ θ ξ=  et  ( ) ( )ˆ T

g gg x xθ θ ξ=  

dans (IV.13). 

• Etape 7 : Construire la loi de commande (IV.13), avec les lois d’adaptations (IV.17)-

(IV.19). 

• Etape 8 : Appliquer la loi de commande résultante au système, puis calculer les lois 

adaptatives (IV.33)- (IV.34) pour ajuster le vecteur des paramètres fθ , gθ et pθ .   
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IV.5. EXEMPLE DE SIMULATION  

Dans cet exemple, on applique l’algorithme proposé pour commander un pendule inversé dans 

le but de suivre une trajectoire de référence. La figure IV.2 représente le système 

avec( )1 2,  x xθ θ= = & , dont les équations dynamiques sont [Ho 09] :  

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

1 2

2
2 1 1 1

1

2 2 2
1 1

cos sin cos
sin

.
cos cos4 4

3 3

c c

c c

x x

mlx x x x
g x

m m m m
x u d t

m x m x
l l

m m m m

=

 − + + = + +    
 − −   + +    

&

&

                              (IV.33) 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.2 : Pendule inversé. 

où 

    acceleration due a la gravité

  la masse du chariot

   la masse de la tige

     est la demi-longueur de la tige

    la commande appliquée

c

g

m

m

l

u

 

avec 29.8g m s= est la gravité, 1 cm kg= , 0.1 m kg= , 0.5 l m=  et ( )d t  est supposé être un 

signal carré avec une amplitude comprise entre0.5± dans une période de 2π . Choisir la 

surface de glissement telle que ( ) 1s e c e e= + & , où 1 6c = . Les valeurs initiales du paramètre 

ajustable pθ  sont ( )
1

0 10pθ =  et   ( )
2

0 20pθ = . 

F  

x  

g  

1xθ =  
m  

cm  

2xθ =&  

( )sinmg θ  
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Pour 6ix π≤ , 1,2i = . On prend les fonctions d’appartenance définies sur l’univers de 

discours [ ]6, 6π π− comme suit : 

( ) ( ) ( )( )2
exp 6 24NM i ix xµ π π = − +

 
, ( ) ( ) ( )( )2

exp 12 24NS i ix xµ π π = − +
 

,  

( ) ( )( )2
exp 24Z i ix xµ π = −

 
, ( ) ( ) ( )( )2

exp 12 24PS i ix xµ π π = − −
 

, 

( ) ( ) ( )( )2
exp 6 24PM i ix xµ π π = − −

 
 

L’objectif de cette commande est de maintenir le système pour suivre une trajectoire de 

référence donnée par ( ) ( )( )sin 0.3sin 3.
10d dx t t
πθ= = + . 

Les fonctions f  et g  sont approximées avec 25 règles floues respectivement, et par 

conséquent les paramètres initiaux des règles floues sont choisis arbitrairement dans 

l’intervalle [ ]0.5,2 , avec 1 60γ = , 2 4γ =  et 3 800γ =  sont les gains d’adaptation pour fθ , gθ  

et pθ  respectivement. Choisissons les conditions initiales [ ]60,0x π= − , en outre, un bruit de 

mesure injecté à la sortie de type gaussien de moyenne zéro et variance de 0.025. 

Les résultats de simulation présentée ci-dessous, montrent la performance robuste de 

l’approche de commande proposée. Donc on peut constater que la poursuite de la référence 

désirée est bonne malgré la présence de bruit de mesure au niveau de sortie ainsi que les 

perturbations externes qui influencent le système. 
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Figure IV.3 : Poursuite en position angulaire. 
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Figure IV.4 : Poursuite en vitesse angulaire. 
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Figure IV.5 : Erreur de poursuite en position. 
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Figure IV.6 : Erreur de poursuite en vitesse. 
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Figure IV.7 : Signal de commande ( )u t . 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.8 : Commande de commutation ( )swu t . 
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Figure IV.9 : Commande ( )cu t . 
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Figure IV.10 : Surface de glissement ( )s e . 
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Figure IV.11 : Plan de phases. 

IV.4. CONCLUSION 

Dans ce chapitre nous avons développé un contrôleur robuste en utilisant l’approche de 

modélisation floue et la technique de commande robuste par mode glissant intégrale. La 

synthèse de commande basée sur l’approche de Lyapunov qui n’exige pas de connaître 

exactement la dynamique du système à commander. La conception de l’algorithme de 

commande utilise l’inférence floue pour approximer la dynamique du système avec la 

commande par mode glissant par retour d’état, les paramètres du contrôleur proportionnel 

intégral (PI) sont approximés par les lois d’adaptation. Le système en boucle fermée est stable 

au sens de Lyapunov et l’erreur de poursuite converge vers zéro, ainsi que la surface de 

glissement qui converge rapidement vers l’origine. Enfin la méthode proposée a été appliquée 
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sur un pendule inversé pour suivre une référence donnée bornée. Les résultats de simulation 

montrent l’efficacité et les performances souhaitées de l’algorithme de commande proposé. 
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CONCLUSION GENERALE ET PRESPECTIVES 

 

Dans ce travail, nous avons abordé le problème de commande en poursuite de trajectoires des 

systèmes non linéaires décrits par les modèles flous de type T-S. Cette étude traite 

essentiellement de la synthèse de commande robuste pour les systèmes non linéaires 

incertains et/ou perturbés. Les approches élaborées, se basent sur un critère H∞ pour atténuer 

l’effet des perturbations externes. Les résultats ainsi obtenus, sont formulés en termes de LMI 

pour une meilleure exploitation numérique des résultats. 

Dans le chapitre I, nous avons mené une étude bibliographique, partant de la modélisation 

floue jusqu’à la synthèse de commande robuste, ce qui a permis de présenter un état de l'art 

sur les principaux résultats de la littérature concernant la stabilisation des modèles T-S. Dans 

cette partie, nous avons détaillé le principe de la commande PDC avec la mise en œuvre 

d'observateur flou T-S ainsi que quelques résultats concernant la relaxation des LMI. Quant 

aux systèmes T-S incertains et/ou perturbés utilisant un critère H∞.  

Après un positionnement du problème concernant la poursuite de trajectoire des modèles T-S, 

le chapitre II vise à montrer l’intérêt de l’approche de synthèse de commande  proposée dans 

ce manuscrit. Ainsi, la synthèse de commande robuste des modèles T-S perturbés pour assurer 

le suivi de trajectoire avec un modèle de référence linéaire est abordée. La loi de commande 

proposée  se base sur l’approche H∞ qui consiste à minimiser l’erreur de poursuite par rapport 

à l’ensemble des perturbations. Au cours de cette approche, nous avons montré des conditions 

relâchées qui tiennent compte du nombre maximal de règles actives à chaque instant. Aussi, 

les conditions des théorèmes qui se présentent sous forme de BMI (Inégalités Matricielles non 

linéaires) ont pu être résolues en deux étapes. Des résultats de simulation ont montré les 

domaines de faisabilité des conditions obtenues.  

Pour étendre les approches développées dans le chapitre II, nous nous sommes ensuite 

intéressés aux modèles T-S incertains dans le troisième chapitre. Les incertitudes structurelles 

ou paramétriques admissibles et bornées sont généralement dues à la modélisation ou aux 

paramètres variant dans le temps. Ainsi, nous avons développés deux approches pour garantir 

la stabilité et les performances de poursuite dans le cadre de ce type de modèles, une approche 
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BMI et une autre directement sous forme LMI. La seconde est obtenue directement en LMI en 

changeant la structure du système augmenté. Nous avons ensuite étendue la seconde approche 

au cas où tous les états ne sont pas disponibles à la mesure en considérant la synthèse d’un 

observateur flou de type Luenberger. Des résultats de simulation ont permis d'illustrer les 

performances de poursuite et d’observation proposés dans ce chapitre. 

Dans le quatrième chapitre, nous avons abordé le problème de synthèse de commande robuste 

floue dans le cadre de la poursuite de trajectoire pour les systèmes non linéaires. On a proposé 

un algorithme de commande utilisant de la logique floue et la technique de commande par 

mode glissant (SMC). La synthèse de commande basée sur l’approche de Lyapunov qui 

n’exige pas de connaître exactement la dynamique du système à commander. La conception 

de l’algorithme de commande utilise l’inférence floue pour approximer la dynamique du 

système avec la commande par mode glissant par retour d’état, les paramètres du contrôleur 

proportionnel intégral (PI) peuvent être réglés par les lois d’adaptation. La stratégie de 

commande proposée fournie une bonne performance en stabilité et en robustesse en présence 

des incertitudes et des perturbations externes.    

Par ailleurs, un certain nombre de perspectives sont envisageables dans ce travail. A très court 

terme, il s'agit d'appliquer les approches développées dans le deuxième et le troisième chapitre 

sur un système multi entrées multi sorties (MIMO). Nous comptons également aborder la 

recherche d'un principe de séparation entre la commande et l’observateur développés. Dans le 

même contexte, il n’y a, à notre connaissance, quasiment pas de résultats établis pour ce type 

de systèmes lorsque les variables de prémisses z(t) ne sont pas mesurables [Guerra 2006]. Il 

s'agit d'utiliser des concepts développés pour des systèmes dynamiques hybrides tels que 

l'utilisation de fonctions de Lyapunov multiples pour l'étude de stabilité. La prise en compte 

de ces techniques dans le cas de la commande des modèles T-S est très récente, et peu de 

travaux concernent les modèles incertains et perturbés et, encore moins, les systèmes écrits 

sous forme descripteurs. En effet, l'utilisation de fonctions de Lyapunov multiples serait une 

alternative, pour avoir des conditions plus relâchées et réduire le conservatisme d'obtention 

des gains de commande. 
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Des perspectives, d'un point de vue expérimental sont également envisageables. En effet, les 

machines utilisées dans la plupart des applications industrielles, représentent des systèmes 

robotisés à plusieurs degrés de libertés, pour lesquels les protocoles d'entraînements induisent 

des trajectoires particulières à effectuer dans une zone compacte de l'espace d'évolution. Dans 

ce cas, les approches que nous avons détaillées sont parfaitement adéquates pour les besoins 

et les performances désirées. Il s'agira de considérer les modèles T-S de ces systèmes, les 

incertitudes pouvant venir de la complexité du modèle ou de la prise en compte de 

l'interaction homme machine pendant le mouvement. Des lois de commandes robustes seront 

nécessaires. De plus, pour ce type de système mécanique, une écriture du modèle sous forme 

descripteur est souvent appropriée. 
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Résumé  
 
 
Résumé : 
 
Ce mémoire a pour objet de traiter le problème de commande floue en poursuite (Tracking) pour les 
systèmes non linéaires incertains et perturbés décrits par les modèles flous de type T-S (Takagi 
Sugeno). Une problématique récurrente dans ce type de problème concerne les transformations 
matricielles pour l’obtention des conditions en termes de LMI (Linear Matrix Inequality), en 
l’occurrence, la possibilité de l’exploitation numérique de ces résultats. Dans ce cadre, nous avons 
synthétisé une loi de commande robuste de type PDC dans le cas des modèles T-S perturbés ensuite 
incertains et perturbés selon un critère H∞. Pour spécifier la trajectoire désirée et par conséquent 
assurer la poursuite de trajectoire, nous avons utilisé un système de référence. Le cas avec observateur 
flous de type T-S a été traité. Les résultats obtenus, sont présentés en approche LMI. Cette approche 
montre l’efficacité de l’exploitation numérique des résultats. Les résultats dans ce cas sont également 
reformulés directement en LMI. 
 
Mots clés : Commande floue, commande robuste, critère H∞, inégalité matricielle linéaire (LMI), 
mode glissant, modèle de référence,  modèle Takagi-Sugeno, observateur flou, poursuite de trajectoire, 
système flou, système non linéaire, PI. 
 
 
 
 
Abstract: 
 
This work deals with a fuzzy tracking control design for uncertain nonlinear dynamic system with 
external disturbances and using a T-S (Takagi-Sugeno) fuzzy model description. In this case, a 
recurring problem is related to the LMI (Linear Matrix Inequality) formulation. In this way, we have 
synthesized a robust control law for T-S fuzzy perturbed systems an uncertain perturbed systems based 
on H∞ performances. To specify the desired trajectory and consequently to ensure the tracking 
trajectory, we have used a reference model. The case with fuzzy observer is also treated. The obtained 
results are presented in approach, BMI (Bilinear Matrix Inequality) and LMI (Linear Matrix 
Inequality) one. This last approach shows the effectiveness of the numerical exploitation of the results. 
The results in this case are also reformulated directly in LMI’s terms. 

Keywords: Fuzzy control, robuste control, linear matrix inequality (LMI), tracking, H∞ 
robust control,  sliding mode, Takagi-Sugeno fuzzy model, fuzzy systems, fuzzy observer, 
nonlinear systems, model of reference, PI. 
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