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INTRODUCTION GENERALE 

 

Aujourd’hui on assiste à une demande très importante et généralisée, provenant de tous les 

secteurs industriels, de la qualité qui est un facteur vital pour les entreprises confrontées à 

la concurrence. Devant cette réalité l’assurance qualité s’est implantée dans les entreprises 

sous la forme d’une organisation visant à repartir et à minimiser les facteurs de non qualité. 

Les matériaux  composés ont un intérêt important pour l'industrie et la connaissance de 

leurs caractéristiques est plus qu’indispensable. Souvent, une anomalie interne dans leurs 

structures modifie fortement leurs propriétés physiques. Le calcul thermique est capable de 

révéler la présence d'un défaut sur et/ou l’intérieur de la paroi de ces matériaux. 

Pour détecter un défaut, on a souvent recours aux méthodes de contrôle non destructif, qui 

consiste à analyser les diverses structures par l’étude de leurs réponses aux excitations 

thermiques, et établir des relations entre ces réponses et les imperfections qu’elles 

contiennent. 

Les contrôles non destructifs (C.N.D) étant un moyen d’évaluer un aspect de la qualité des 

matériaux, sont donc plus largement utilisés et voient ainsi leurs performances à l’épreuve 

d’une grande variété de problème.         

En ingénierie, les données expérimentales, à elles seules, ne permettent pas d’accéder dans 

certains cas, à toutes les informations dont on a besoin. On a alors recours à des méthodes 

numériques permettant d’exploiter les mesures expérimentales. Ceci constitue un problème 

inverse qui, de part sa construction, est souvent mal posé : Il est alors nécessaire 

d’introduire des techniques numériques de résolution. Dans ce travail, on propose d’utiliser  

une méthode numérique pour  simuler  les réponses thermiques dans le but d’obtenir les 

caractéristiques du défaut dans un matériau solide. Les notions de base relatives aux 

méthodes inverses et leur utilisation font également l’objet de ce travail. 

Nous avons divisé ce mémoire en quatre parties distinctes : 

Dans le premier chapitre nous présentons les différentes méthodes de contrôle non 

destructif, utilisées dans différentes applications industrielles. 

Le second chapitre traite la résolution de l’équation de la conduction de la chaleur 

généralisée pour les deux cas stationnaire et variable,  par  différentes méthodes 

analytiques et numériques. Les choix de différentes méthodes sont pris en compte dans le 

but d’avoir des résultats précis et satisfaisants.  

Le troisième chapitre concerne une étude numérique du phénomène de la propagation de la 

chaleur dans différentes géométries (plane, cylindrique)  dans le but d’analyser la présence 

de défaut.  
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La fin de ce chapitre est consacrée à la mise en place et à la description de l’algorithme de 

résolution du problème traité visant à localiser la zone défaut en différentes géométries à 

partir des essais numériques de température, et ce dans le but d’une meilleure 

compréhension du comportement thermique dans le cas d’un corps hétérogène . 

Le quatrième chapitre de ce travail est consacré à la reconstitution spatiale de la fonction 

de la conduction de chaleur par méthode inverse. Pour atteindre cet objectif, la méthode 

adjointe a été employée, afin d’exprimer sous forme d’un algorithme, l’équation 

différentielle  en régime variable traduisant le phénomène de transfert de chaleur par 

conduction. Cette équation est transformée par la méthode numérique de différences finies 

en un programme numérique. Le système, soumis  à des conditions aux limites sous forme  

d’excitation par  densité de flux de chaleur sur les deux parois, est discrétisé dans l’espace 

et le temps. Des tests numériques ont permis de valider la méthode. 

 

Enfin, nous tirons les principales conclusions qu’occasionne ce travail. 
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1. LES DIFFERENTES METHODES DE CONTROLE NON DESTRUCTIF DANS  

    LES CORPS SOLIDES  

Le Contrôle Non Destructif (CND) a pour objectif de mettre en évidence les 

défauts, tout en préservant l’intégrité des produits contrôlés. Il consiste à rechercher les 

défauts des structures, matériaux, pièces et assemblages.  

Les techniques de CND sont utilisées en contrôle de qualité pour s’assurer de la qualité 

d’une production, puis de garantir la tenue en service des pièces et des ensembles 

fabriqués. 

Elles sont également très appréciées en maintenance. Elles permettent de vérifier la 

continuité de la matière, et donc de déceler le manque de matière, les fissures et la présence 

de corps étrangers. 

 

1.1. Les défauts 
Détecter un défaut dans une pièce, c’est physiquement, mettre en évidence une 

hétérogénéité de matière, une variation locale de propriété physique ou chimique 

préjudiciable au bon emploi de celle-ci. On a l’habitude de classer les défauts en deux 

grandes catégories liées à leur emplacement : les défauts de surface, et les défauts internes. 

 

1.1.1. Les défauts de surface 

Ils sont accessibles à l’observation directe mais pas toujours visibles à l’œil nu, 

peuvent se classer en deux catégories distinctes : les défauts ponctuels et les défauts 

d’aspect. 

- la première catégorie correspond aux défauts ponctuels, ce sont les plus nocifs sur le plan 

technologique, puisqu’il s’agit des criques, piqûres, fissures, craquelures, généralement 

aptes à provoquer à terme la rupture de la pièce, en initiant par exemple des fissures de 

fatigue. Dans les pièces métalliques, l’épaisseur de ces fissures est souvent infime 

(quelques µm) et elles peuvent être nocives dès que leur profondeur dépasse quelques 

dixièmes de millimètre, ce qui implique l’emploi pour leur détection de méthodes non 

destructives sensibles. 

- la seconde catégorie correspond aux défauts d’aspect, c’est-à-dire à des plages dans 

lesquelles une variation de paramètres géométriques ou physiques (rugosité, surépaisseur, 

taches diverses) attire le regard et rend le produit inutilisable. Ici, le contrôle visuel est 

possible, mais on cherche à le remplacer par des contrôles optiques automatiques. 
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1.1.2. Les défauts internes  

Ce sont des hétérogénéités de natures, de formes, de dimensions extrêmement 

variées, localisées dans le volume du corps à contrôler. Leur nomenclature est très étoffée 

et spécifique à chaque branche d’activité technologique et industrielle. 

Dans les industries des métaux, il s’agit de criques internes, de porosités, de soufflures, 

d’inclusions diverses susceptibles d’affecter la santé des pièces moulées, forgées, laminées 

ou soudées.  

 

1.2. Principe de la détection d’un défaut 

Le principe de la détection d’un défaut consiste à exciter celui-ci et à recueillir sa 

réponse, schématiquement, on peut généralement distinguer les étapes suivantes, quelle 

que soit la méthode employée : 

- mise en œuvre d’un processus physique énergétique  

- modulation ou altération de ce processus par les défauts  

- détection de ces modifications par un capteur approprié  

- traitement des signaux et interprétation de l’information délivrée 

Différents types d’énergie sont employés en pratique : énergie mécanique (ultrasons, 

ressuage), électromagnétique (radioscopie, observation dans le visible, flux magnétique...), 

rayonnement laser ou flux thermique. 

Les techniques de CND sont nombreuses. Citons : 

- la magnétoscopie 

- les courants de Foucault 

- les ultrasons 

- la radiographie 

- la thermo-détection 

- la photo-détection 

 

1.3. Ressuage  

Le mécanisme de révélation des défauts par ressuage correspond aux trois phases 

illustrées sur la figure I-1 : application du pénétrant suivie d’un temps d’imprégnation, 

élimination de l’excès du pénétrant sur la surface de la pièce, ressuage du pénétrant par 

disposition d’une couche de « révélateur » sur la surface. A la suite de quoi, l’image des 

défauts apparaîtra à l’observateur dans la mesure où l’étalement du pénétrant sur le 

révélateur conduit à une nette variation de couleur ou de luminance [1]. 
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(a) 
 

           (b) 
 
 

              (c) 
 
Figure I-1 (a ,b ,c): Principe de la méthode de ressuage par liquide pénétrant pré émulsifié 

                        a : application et pénétration dans les fissures du liquide pénétrant 
    b : enlèvement de l’excédent de pénétrant par lavage 

          c : le révélateur extrait le pénétrant retenu par les fissures 
 

Cette technique utilise essentiellement deux techniques de traçage du pénétrant en 

ressuage: le traçage coloré et le traçage fluorescent ; le premier implique l’utilisation d’un 

révélateur à fond blanc sur lequel on visualise des empreintes de défauts généralement 

colorées en rouge ; le second implique un examen fait en lumière noire, dans l’obscurité, 

au cours duquel les défauts sont révélés par une fluorescence excitée par un projecteur de 

rayons ultraviolets (UV). Ce deuxième type de procédé conduit presque toujours à de 

meilleures performances de détection que celles obtenues avec l’utilisation des traceurs 

colorés, au prix toutefois de conditions d’examen optique plus contraignantes. 

Comme conclusion on peut dire que la méthode de ressuage est basée sur l’effet de 

capillarité, elle détecte les défauts fins débouchant (sur la surface) ; elle est utilisée pour le 

control manuel des produits à surface accessible, son principal défaut est qu’elle est peu 

quantitative. 
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1.4. Procédés à flux de fuite magnétique    

La théorie des circuits magnétiques indique que la présence d’un entrefer 

correspond à un fort accroissement local de la réluctance du circuit et donc de la différence 

de potentiel magnétique (D.P.M.), constituant ainsi un obstacle au flux magnétique dont les 

lignes de force doivent alors s’épanouir latéralement selon un flux de fuite comme 

l’indique la figure I-2. Cet effet de dispersion des lignes de flux s’exerce même pour un 

entrefer minime, dans la mesure où le rapport des réluctances entre l’entrefer et le circuit 

est inversement proportionnel à la perméabilité relative de celui-ci, soit un rapport de 500 à 

1 000 pour un circuit ferromagnétique en acier excité en deçà de la saturation [2]. 

Cet effet de dispersion d’un flux magnétique hors d’une pièce ferromagnétique, au droit 

d’une fissure débouchant ou sous-cutanée (ou toute autre hétérogénéité non 

ferromagnétique se comportant comme un entrefer), est à la base d’une gamme de 

procédés magnétiques de détection des défauts de surface dans les aciers dont le plus 

connu et le plus employé est la magnétoscopie.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  
  
 
 

 
 

Figure I-2 : Contrôle par magnétoscopie 
 

Ces procédés magnétiques diffèrent entre eux principalement par le mode de mise en 

évidence du flux de fuite magnétique correspondant à la dispersion de flux décrite ci-

dessus. En magnétoscopie, on observe visuellement une accumulation de poudre de fer ou 

de magnétite colorée et provoquée par le flux de fuite. En Magnétographie, on recueille la 

trace magnétique du flux de fuite sur un film, une bande ou une pâte d’empreinte 

magnétisable ; les autres procédés sont regroupés sous le vocable détecteur à flux de fuite 
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(magnetic leakage flux testing ); il s’agit généralement d’appareils de contrôle automatique 

de barres et de tubes d’acier mettant en œuvre des détecteurs ponctuels de flux 

électromagnétiques. 

 

1.5. Courants de Foucault        

Lorsque l’on place un corps conducteur dans un champ magnétique variable dans le 

temps ou dans l’espace, des courants induits se développent en circuit fermé à l’intérieur 

de celui-ci, ce sont les courants de Foucault (Foucault: physicien français 1819-1868) [3]. 

Ainsi, une bobine parcourue par un courant variable, alternatif par exemple, génère de tels 

courants induits qui, créant eux-mêmes un flux magnétique s’opposant au flux générateur, 

modifient par là-même l’impédance de cette bobine. C’est l’analyse de cette variation 

d’impédance qui fournira les indications exploitables pour un contrôle ; en effet, le trajet, 

la répartition et l’intensité des courants de Foucault dépendent des caractéristiques 

physiques et géométriques du corps considéré, ainsi bien entendu que des conditions 

d’excitation (paramètres électriques et géométriques du bobinage). On conçoit dès lors 

qu’un défaut, constituant une discontinuité électrique venant perturber la circulation des 

courants de Foucault, puisse engendrer une variation d’impédance décelable au niveau de 

la bobine d’excitation (ou de tout autre bobinage situé dans le champ). 

Cette méthode valable pour les matériaux conducteurs d’électricité a  une très grande 

sensibilité. 

 

                                                                                                              (a) 

 

 

  
 
 

 
 

                                                                            (b) 
 
 
 
 
 
 

Figure I-3 (a+b) : Principe de la détection par courants de Foucault 
                                    a : pièce sans défaut 
                                    b : pièce avec défaut : modification du trajet des courant de Foucault 
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1.6. Radiographie et techniques connexes 

L’examen d’un objet par radiographie consiste à le faire traverser par un 

rayonnement électromagnétique de très courte longueur d’onde (rayons X ou γ ) et à 

recueillir les modulations d’intensité du faisceau sous forme d’une image sur un récepteur 

approprié, un film dans la plupart des cas, comme l’illustre la Figure I-4. Selon le même 

principe, on peut obtenir des images en utilisant d’autres particules que les photons et ainsi 

mettre en œuvre des techniques comme la neutronographie [4].   

 

 
 

Figure I-4 : Examen par rayons X. 
 

 

 
 

Figure I-5 : Principe du contrôle par radiographie 
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Les rayonnements de même nature mais d’origine différente, les rayons X et γ sont des 

ondes électromagnétiques de très courtes longueurs d’ondes (comprises entre environ 0,1 

pm et 1 000 pm). On caractérise couramment ces rayonnements par l’énergie unitaire E des 

photons associés, exprimée en électronvolts (eV). Si l’on exprime E en MeV et la longueur 

d’onde λ en pm, on tire de la relation du photon : νε h=  la relation pratique : 
λ

ε 24.1
=  

Où h est la constante de Planck, ν la fréquence de l’onde. 

Les énergies requises en contrôle non destructif se situent dans une gamme allant de 50 

keV à 20 MeV. 

Diverses méthodes de rayonnement ionisant peuvent exister : Radiographie X, 

radiographie γ , radioscopie en temps réel et la tomographie X. Le principe physique est 

l’atténuation d’un flux dans le but de caractériser les défauts internes appliqués pour le 

contrôle de structures non métalliques (cas Tomographie X), ce type de caractérisation 

exige des conditions bien spécifiques. 

 

1.7. Ultrasons 

Les ultrasons sont des vibrations mécaniques prenant naissance et se propageant 

dans tout support matériel (solide, liquide ou gaz) présentant une certaine élasticité.  

Contrairement aux techniques précédentes, le contrôle par ultrasons se prête bien au 

contrôle du cœur de pièces, même très épaisses (jusqu’à plusieurs mètres). Le principe est 

simple : un traducteur émet une impulsion ultrasonore qui se propage à l’intérieur du 

matériau à contrôler, puis se réfléchit sur les obstacles présents (défauts, faces de la 

pièce,...), les échos reviennent ensuite à la surface. Connaissant la vitesse de propagation 

des ultrasons dans le matériau et le temps aller-retour d’une impulsion ultrasonore envoyée 

par le transducteur, on en déduit la distance parcourue par cette impulsion puis définir la 

profondeur du défaut [5]. 

Les impulsions ultrasonores sont en fait des rafales d’ondes ultrasonores, dont la fréquence 

est choisie en fonction des caractéristiques du matériau à contrôler (on travaille en général 

à des fréquences comprises entre 1 et 10 MHz). Les vitesses de propagation des ultrasons 

sont élevées (par exemple 5940 m/s pour les ondes longitudinales dans l’acier) et les 

distances parcourues sont relativement petites, l’écart entre les échos est faible, il faut donc 

disposer d’une électronique assez rapide pour pouvoir réaliser cette discrimination entre les 

échos. L’objectif du contrôle par ultrasons est d’être certain de recueillir tous les échos dus 

à des défauts; comme les impulsions arrivant sur un défaut obéissent aux lois de la 
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réflexion, l’angle de réflexion dépend de l’orientation du défaut. Pour être sûr de ne pas 

“perdre” des échos, on peut être amené à utiliser plusieurs transducteurs pour la réception 

(et non plus un seul, qui sert à la fois à l’émission et à la réception).  Aux fréquences 

utilisées, les ultrasons ne se propagent pas dans l’air pour assurer le passage des ultrasons 

entre le traducteur et la pièce à contrôler, il faut placer entre eux un milieu couplant un 

liquide (graisse, huile, gels): 
 

 
 

Figure I-6 : Principe du contrôle par ultrasons 
 

Parmi les techniques CND existantes, nous nous intéressons tout particulièrement à la 

Thermographie infrarouge (thermo-détection) et à la photo-détection qui présentent des 

intérêts majeurs. 

 

1.8. La Thermo-détection 

La thermographie infrarouge est une technique qui permet de visualiser et mesurer 

l’énergie thermique (chaleur) émise ou transmise par un objet, elle sert principalement à 

identifier les zones de pertes de chaleur par suite de défauts. Les domaines d’application 

sont nombreux, par exemple : la détection des défauts d'isolation d’un bâtiment, le 

repérage des conduites de chauffage et d’eau, la recherche de fuites dans les canalisations 

encastrées (chauffage par le sol), la détection de zones humides invisibles à l’œil nu, et la 

détection des ponts thermiques. Cette technique est dite non destructive car le rayonnement 

IR se détecte à distance, sans avoir besoin de démolir ou de démonter une installation pour 

établir le diagnostic.  

Le principe de la Thermographie infrarouge repose sur le phénomène physique selon 

lequel chaque corps dont la température est supérieure à zéro (0°K) émet un rayonnement 

électromagnétique.  
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Chaque corps émet donc son propre rayonnement, qui dépend directement de sa 

température et de sa nature (notion d’émissivité des matériaux) [6]. 

 

 
 
 

Figure I-7: Spectre électromagnétique 
 

Tout objet, même froid comme la glace émet un rayonnement infrarouge proportionnel à sa 

température, plus la température de l’objet est élevée, plus l’émission est intense.  

Les objets très chauds émettent des rayonnements visibles, alors  que  les  

objets plus froids n'émettent que  des  infrarouges,  invisibles  à  l'œil  nu,  d'où 

 l'intervention  de  la  caméra infrarouge  qui remplace l'œil humain. La thermographie 

infrarouge permet la mesure de température de surface et ses variations temporelles et 

spatiales, sur les échantillons examinés. 

L’utilisation  d'une  caméra  d'imagerie  et  de  mesure  infrarouge  (IR)  pour  

voir et mesurer l'énergie thermique émise par un corps s'appelle la Thermographie. 

La caméra infrarouge a pour fonction de capter les rayonnements infrarouges, d'enregistrer 

les informations physiques pour les transformer en images visibles. Les caméras sont 

équipées de capteurs capables de percevoir les rayonnements infrarouges et de les convertir 

en un signal électrique. 

 On trouve essentiellement deux types de détecteurs :  

- le détecteur thermique (par exemple pyroélectrique) est excité par le flux reçu et 

s'échauffe. L’une de ses propriétés physiques (résistance) varie avec la température, ce qui 

provoque une variation du signal électrique issu du capteur. 

- le détecteur quantique (photo voltaïque ou photoconducteur) délivre lui, un signal 

proportionnel au nombre de photons reçus. Il est plus rapide que le détecteur thermique et 

est utilisé de préférence dans les caméras alors que le détecteur thermique est plutôt réservé 

aux imageurs (thermographie non quantitative) [7].  

La thermodétection s’est imposée comme la méthode de référence pour le contrôle de 

nombreuses applications  telles que le contrôle d’installations électriques ou le contrôle de 

l’isolation thermique des bâtiments. Dans ce type d’applications, les éléments des scènes 

thermiques observées sont naturellement émetteurs de chaleur. C’est par l’observation des 
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variations de flux thermique dans la scène que l’opérateur effectue le diagnostic. En 

revanche, dans le cas des applications habituellement rencontrées en contrôle non 

destructif, les éléments à contrôler (pièces, assemblages …) ne génèrent pas spontanément 

de la chaleur. L’idée est alors de soumettre la pièce à une excitation thermique extérieure 

on parle alors  de la photodétection.  

 

1.9. La Photodétection  

Les méthodes photothermiques de caractérisation se rangent en deux grandes 

catégories : les méthodes impulsionnelles, ou méthodes « flash » (l’excitation est intense et 

brève) et les méthodes modulées (l’excitation est périodique)[8]. Chaque famille a ses 

avantages et ses inconvénients :  

-  dans la méthode impulsionnelle, une grande quantité d’énergie est déposée dans un laps 

de temps très court, mais on récupère en contre partie des informations sur une large 

gamme de fréquences. 

- dans la méthode modulée, l’énergie déposée est moindre mais on ne connaît la réponse du 

matériau qu’à une seule fréquence bien précise.  

Les moyens d’excitation qui sont actuellement développés sont présentés sur les       

Figures I-8 et I-9.   

Le choix de la source d’excitation et de ses paramètres (durée, amplitude, fréquence,…) 

joue un rôle important en fonction du matériau, de la taille, de la profondeur et de la nature 

du défaut à détecter. 

 

1.9.1. Méthode modulée  

Il est préconisé d’utiliser une source d’excitation lumineuse de type halogène 

modulée en fréquence pour mettre en évidence des délaminages dans les matériaux 

composites. En revanche, l’estimation d’épaisseurs de revêtements est plutôt réalisée à 

l’aide de lampes flash dont l’énergie est supérieure à 10kJ sur une durée d’environ 1ms. 
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Figure I-8 : Dispositif à excitation par lampes halogènes.  
 

 
1.9.2. Méthode impulsionnelle (Méthode flash) 

C’est en 1961 qu’apparaît le premier article sur la méthode flash [8]. La méthode 

"flash face arrière" s'applique à des échantillons solides bons conducteurs de la chaleur et 

de petites dimensions (2 x 2 cm, 1 à 3 mm d'épaisseur). Le système d'acquisition est 

constitué d'un thermocouple Chromel-Alumel (à contact séparé), d'un amplificateur, d'un 

oscilloscope et d'un appareil photo polaroïd. L'impulsion thermique est produite par un 

tube à éclats de 400 Joules [9]. 

Les améliorations au niveau de l'impulsion sont venues au profit des techniques 

d’identification (les lasers vont faire leur apparition). Les thermocouples à semi-

conducteur vont aussi faire leur apparition (350 µV/K au lieu de 40 µV/K), ainsi que des 

extensions vers les hautes et basses températures. 
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Figure I-9 : Dispositif à excitation par lampes flash 
 

Principe de mesure par la méthode flash :    

 Cette méthode impulsionnelle consiste à produire une brève impulsion thermique sur 

la face avant d'une éprouvette cylindrique et à mesurer l'évolution de la température en 

fonction du temps (thermogramme) sur la face arrière de cette même éprouvette. 

L’éprouvette est placée dans un four et est maintenue à température constante sous 

atmosphère neutre (Figure I-9).  

L’impulsion de flux (thermique) est générée par un laser impulsionnel dont le diamètre du 

faisceau est égal à celui de l’éprouvette et dont la durée de l’impulsion (δt < 0,5 ms) est 

très faible devant le temps caractéristique de la mesure. Une photodiode permet de 

déterminer le début et la forme temporelle de l’impulsion. Le thermogramme est mesuré au 

moyen d’un détecteur quantique de rayonnement. 
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Figure  I-10 : principe du diffusivimètre. 
 

 

On s’intéresse à la caractérisation des propriétés thermophysiques de l’échantillon.  

 

Détermination de paramètre thermophysique à partir de l’image de thermogramme :   

La détermination de la diffusivité thermique est réalisée par identification du 

thermogramme expérimental à un modèle théorique à deux paramètres (diffusivité 

thermique a et nombre de Biot (Bi) représentant les échanges thermiques entre l’éprouvette 

et son environnement). 

Ce modèle théorique est obtenu en résolvant l'équation de la chaleur dans le cas d’une 

éprouvette opaque, homogène et isotrope, en supposant que : 

– le modèle est linéaire (grandeurs thermophysiques indépendantes de la température). 

– les pertes entre l'éprouvette et son environnement sont caractérisées par un coefficient 

d'échange thermique uniforme et constant dans le temps. 

- l'impulsion est une distribution temporelle de Dirac. 
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. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure I-11 : Exemple de thermogramme 

 

• Une méthode thermique pour calculer les constantes thermophysiques  (la 

conductivité thermique λ et la diffusivité thermique α ) est proposée par B. HAY et al. 

[10]: Une des faces de l’échantillon à étudier est soumise à un flux thermique (lumineux ou 

infrarouge) de très courte durée. Un suivi de l’évolution de la température permet alors de 

calculer la diffusivité.  

Le modèle thermique utilisé est constitué d’un mur d’épaisseur L, de conductivité λ, de 

diffusivité α et de température initiale Tp. la face x=L est maintenue à la température 

constante Tp tandis que la face x=0 est soumise à un flux de chaleur q en créneau de durée 

t0 (Figure I-12).  

 
Figure I-12 : Modèle thermique 

 

Quand le flux de chaleur est appliqué, la température en n’importe quel point du mur croît. 

Au bout d’un certain temps (dépendant de la position) après l’annulation du flux, la 

température passe par un maximum et décroît (Figure I-13). La mesure du temps tmax où la 

température atteint son maximum permet de remonter à la diffusivité thermique. (Le calcul 



Chapitre I                                                                                                                      Etude bibliographique 
 

 19

de la solution analytique est effectué en utilisant la méthode de séparation des variables et 

le principe de superposition des solutions.).  

 

Figure I-13 : Allure de la réponse en température 
 

La méthode flash dans son principe, est une technique impulsionnelle. Outre 

l’identification de la diffusivité thermique, elle permet d’accéder indirectement à la 

conductivité thermique lorsque la capacité massique et la masse volumique sont connues. 

Les méthodes d’estimation de paramètres liées à la méthode flash ont  été utilisées en 

tenant compte des outils liés aux méthodes d’estimation de paramètres (méthodes 

inverses).  

 
 

• Des laboratoires de recherche utilisent la méthode d’estimation proposée par 

Degiovanni [11], fondée sur l'identification de la diffusivité thermique à partir des 

moments temporels partiels d'ordre 0 et 1 issus du thermogramme expérimental du modèle. 

La diffusivité thermique est alors donnée par la relation suivante :
0

1
2 )(

m
mFea −=  

e est l’épaisseur de l’éprouvette. 

 m0 et m-1 sont les moments temporels déterminés à partir du thermogramme expérimental 

normé f(t) (Figure I-11) comme suit : ∫
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où t = 0.1 et t = 0.8 représentent les temps nécessaires à la face arrière de l’éprouvette pour 

atteindre respectivement 10 % et 80 % de l’amplitude maximale du thermogramme ; F est 

la fonction d'identification, qui s'écrit sous la forme d'un polynôme en m-1: 
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où les termes bi sont les coefficients du polynôme ; cette fonction est déterminée à l’aide 

de couples de moments temporels « théoriques » (m*0  et m*-1). Ces moments sont calculés 

pour différentes valeurs de Bi en utilisant le modèle thermocinétique. ( )*
1

*
0 −= mFm   

Au niveau des applications, on commence à s'intéresser à autre chose que la diffusivité 

thermique de matériaux homogènes. 

 
1.10. Contrôle Thermique Non Destructif  

Le contrôle non destructif est une technique qui permet l’analyse de diverses 

structures par l’étude de leurs réponses aux excitations thermiques, et l’établissement d’une 

relation entre cette réponse et les imperfections qu’elles contiennent. [12] 

Les propriétés  thermo-physiques d’une structure avec défaut diffèrent à celles d’une 

structure saine, ce qui permet de discerner et de caractériser le défaut en comparant le 

comportement thermique des deux structures. 

Le principe de cette technique peut être décrit à travers l’étude menée par S. Sahnouni 

[13]; l’auteur considère une plaque plane d’épaisseur l  et de largeur L, à la température 

initiale T0. Le défaut à l’intérieur de la structure du matériau est représenté par un 

changement de la nature du milieu ; c’est une fissure ou faille remplie d’air de dimension 

et de géométrie simple et régulière, placé à une distance l1 de la face d’entrée de la plaque 

(x=0). Le matériau est supposé homogène de propriétés thermophysiques différentes à 

celles de la couche d’anomalie. On applique une densité de flux thermique φ 0 à l’entrée du 

mur. La température de sortie du mur est supposée constante. Les faces y=0 et y=L  sont 

isolées et les résistances de contact sont négligées. Pour rester dans les conditions de 

conduction monodirectionnelle on suppose que le défaut a la même section que la plaque 

qui le contient. 

 
 

      Figure I- 14 : Matériau avec défaut 
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La structure est décomposée en trois zones. Les zones I et II représentent les parties 

homogènes, et III de la zone du défaut. Les résistances de contact entre les couches sont 

supposées négligeables. 

 

Région sans défaut : 
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Le principe de la conservation de l'énergie impose des conditions aux limites suivantes: 
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où  TI (x, t)  et  TII (x, t)   représentent   les températures   de  transition   dans  la  régions  

0 <x < l1 et  l2<x < l   respectivement . 

 

Région de défaut : 

Le transfert de chaleur dans cette région est décrit par: 
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Où  Td (x, t) représente la température de transition de défaut, et 2λ la conductivité 

thermique de la zone de défaut. 

- le contact étant parfait entre le défaut et les deux zones, on peut donc écrire sur les 

interfaces de contact les températures suivantes: 

 tlxlx p0et     ou     21 ==   

et le flux de chaleur: 
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

x
T

x
T di

21 λλ                  tlxlx p0et     ou     21 ==   

 

Les conditions initiales sont données par: 

0  à   )0,( 0 == tTxT  

Les surfaces y = 0 et y  = L sont isolées :   

tI p0pour     0=φ   

),(),( txTtxT di =
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tlxTtxTII p0et        à  ),( 0 ==   

La résolution numérique basée sur les différences finies et les volumes de contrôle permet 

d’obtenir les résultats illustrer en figures I-15 représentant l’évolution de la différence de la 

température entre une structure saine est une structure contenant un défaut. Une différence 

positive se traduit par la présence d’un défaut résistif. Une différence négative indique une 

perturbation capacitive par rapport à la structure à tester. Cette expérience est réalisée en 

faisant varier la position du défaut (x = 2mm ; 3mm ; 6mm) pour trois épaisseurs 

différentes (e = 1mm , 2mm , 4mm) dans une paroi de 10mm d’épaisseur totale.  

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure I-15: Variation de la différence de température en fonction de temps pour 
différentes épaisseurs et positions de défaut. 

 
 

2. GENERALITES SUR LES METHODES INVERSES 

2.1. Définition 

Le problème inverse consiste à déterminer des causes connaissant des effets. Ainsi, 

ce problème est l’inverse de celui appelé problème direct, consistant à déduire les effets, 

les causes étant connues [14]. 

Cette seconde définition montre que nous sommes plus habitués à étudier des problèmes 

«directs». En effet, depuis Newton la notion de causalité est ancrée dans notre 

subconscient scientifique, nous avons appris à poser, puis résoudre des problèmes pour 

lesquels les causes sont données, et l’on cherche les effets. Cette définition montre aussi 

que les problèmes inverses risquent de poser des difficultés particulières. Il est raisonnable 

d’exiger que le problème direct soit « bien posé ». Par contre, il est facile d’imaginer, que 

les mêmes effets puissent provenir de causes différentes. Cette idée contient  la principale 
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difficulté de l’étude des problèmes inverses : ils peuvent avoir plusieurs solutions, et il est 

nécessaire de disposer d’informations supplémentaires pour discriminer entre elles. 

La prédiction de l’état futur d’un système physique, connaissant son état actuel, est 

l’exemple type du problème direct. On peut envisager divers problèmes inverses : par 

exemple, reconstituer l’état passé du système connaissant son état actuel (si ce système est 

irréversible), ou la détermination de paramètres du système, connaissant (une partie de) son 

évolution. Ce dernier problème est celui de l’identification de paramètres, qui sera notre 

principale préoccupation dans la suite. Une difficulté pratique de l’étude des problèmes 

inverses est qu’elle demande souvent une bonne connaissance du problème direct, ce qui se 

traduit par le recours à une grande variété de notions tant physiques que mathématiques. Le 

succès dans la résolution d’un problème inverse repose en général sur des éléments 

spécifiques à ce problème. Il existe toutefois quelques techniques qui possèdent un 

domaine d’applicabilité étendu, on peut citer : la régularisation des problèmes mal posés, la 

méthode des moindres carrés et la méthode vibrationnelle. La plus importante est la 

reformulation d’un problème inverse sous la forme de la minimisation d’une fonctionnelle 

d’erreur entre les mesures réelles et les « mesures synthétiques » (c’est-à-dire la solution 

du problème exacte). 

 

 
 

Figure I-16 : Problème directe et inverse 
  

2.2.  Fonction mal posée au sens d’Hadamard  

Considérons un modèle mathématique écrit sous la forme générale Ax = b, où A est 

un opérateur  de type différentiel, matriciel ou intégral. Le problème inverse consiste à 

estimer x, connaissant  b. Le problème est bien posé si : 

- la solution à ce problème existe. 

- cette solution est unique. 

- cette solution est stable vis-à-vis des faibles variations des données contenues dans b, 

c’est à dire si l’opérateur inverse A-1 est continu. 
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2.2.1. Existence de la solution 

La figure I-18 illustre le problème de l’existence d’une solution au problème 

inverse. Soit X l’ensemble des vecteurs x des inconnues à identifier. Im(X) est l’image de 

cet ensemble appliqué à tous les x de X. Si l’ensemble des réponses instrumentales B est 

inclus dans Im(X), alors il existe au moins un vecteur x pour lequel Ax = b. En revanche, si 

on considère un autre ensemble de réponses instrumentales B’ non inclu dans Im(X), il 

n’existe pas de x tel que  Ax =b’. 

 

 
Figure I-17 : Existence de la solution 

 
 

En clair, il faut que l’opérateur A permette de décrire la situation b mesurée pour la gamme 

X de valeurs possibles pour les paramètres x recherchés. Ainsi pour réaliser une inversion 

de mesures, la première étape consiste à s’assurer que le modèle est « complet », c’est à 

dire qu’il décrit l’ensemble des phénomènes non négligeables susceptibles d’aboutir à la 

situation décrite par les réponses instrumentales b. 

 

2.2.2. Unicité de la solution 

Dire que la solution est  unique signifie  qu’il  n’existe qu’un seul x pour  lequel  

Ax = b. Dans le cas où l’opérateur A est matriciel, le déterminant de A doit être non nul. 

Cette remarque incite à limiter le nombre de paramètres à estimer, pour éviter d’introduire 

implicitement des relations inutiles. Par exemple, supposons que l’objectif soit d’estimer 

des sources thermiques dans un problème de conduction thermique. En chercher trois alors 

qu’il n’y en a que deux revient à donner une équation supplémentaire pour résoudre le 

problème, mais celle-ci n’étant pas nécessaire, on va se retrouver avec une surabondance 

de solutions. 

Quasi-solutions : Il apparaît que ces deux conditions ne sont pas évidentes à remplir. On 

pourrait croire que l’existence est simple à obtenir. C’est le cas dans un problème 
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académique où toutes les données sont maîtrisées. Mais dans la réalité physique, les 

mesures qui alimentent l’inversion sont entachées d’un bruit de mesure. Il n’est alors plus 

possible d’obtenir b quels que soient les valeurs de x pour le modèle A choisi. Dans ce cas, 

on doit se contenter d’une quasi-solution, c’est à dire d’une solution qui minimise la norme 

quadratique : 2min bAxXx −∈  

La norme quadratique minimisée est au mieux de l’ordre de grandeur de l’erreur de 

mesure. Par conséquent une estimation de cette erreur de mesure permet d’évaluer la 

qualité maximale de l’estimation. 

Dès lors qu’on a affaire à une quasi-solution, l’unicité  de celle-ci ne  peut pas être 

garantie. 

Afin de compenser cette difficulté supplémentaire, on  peut employer  des techniques dites 

de régularisation qui a pour effet d’orienter la recherche de la quasi-solution. Il sera 

commode de distinguer entre les problèmes inverses linéaires et non-linéaires. Dans le cas 

des problèmes linéaires, on peut obtenir des résultats précis, et des algorithmes efficaces. 

L’outil fondamental est la décomposition en valeurs singulières de l’opérateur considéré 

(la méthode de régularisation) qui consiste à « modifier » légèrement le problème étudié en 

un autre qui possède de « meilleures » propriétés.  

Les problèmes non-linéaires sont plus difficiles, et il existe moins de résultats généraux. 

Un ingrédient technique essentiel (du point de vue numérique) est le calcul du gradient de 

la fonctionnelle à minimiser, c’est notre cas, la non linéarité est due à la présence de la 

variation du coefficient de conduction de la chaleur qui est variable. 

 
2.2.3. Stabilité vis-à-vis des faibles variations 

L’estimation par méthode inverse s’apparente à un algorithme de minimisation sous 

contrainte d’une fonctionnelle (nous donnerons plus de détails à ce propos dans le chapitre 

04). Les techniques de recherche d’un minimum fonctionnent bien pour une fonctionnelle 

convexe (existence d’un minimum). Malheureusement dans le cas d’un problème physique 

non-linéaire à plusieurs variables, la fonctionnelle est rarement convexe, ce qui exclut 

souvent l’existence d’un minimal global. En général, elle est tout de même convexe au 

voisinage des minima locaux. L’étendue du voisinage fixe l’importance de l’initialisation : 

si la fonctionnelle n’est convexe que très près du minimum local, alors une initialisation 

éloignée de cette solution peut aisément converger vers une autre solution. 
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Deux solutions sont alors à appliquer pour améliorer la recherche : choisir une initialisation 

probable en fonction de considérations physiques et régulariser (c'est-à-dire appliquer des 

contraintes).  

 

Principe de minimisation : 

Tout d’abord, le problème posé consiste à minimiser la fonctionnelle J(x) suivante [15]: 

J(x)= 2min bAxXx −∈  

Le choix de la méthode de minimisation va bien entendu dépendre des propriétés de la 

fonctionnelle J. Si J est différentiable, on peut alors utiliser les méthodes du gradient 

conjugué, du quasi-Newton ou de Marquardt-Levenberg. Ces méthodes consistent à 

calculer une suite de directions de descente dn à partir du calcul du gradient )( nx xJ∇ de la 

fonctionnelle puis à optimiser une profondeur de descente pfd suivant chaque direction 

successive :  )(min pfddxJ nn ×+  

Chacune de  ces  méthodes  diffère  par  le  principe de  mise en  œuvre de la construction 

de la suite. Lorsque la fonctionnelle J n’est plus différentiable, on peut utiliser une méthode 

«probabiliste»  ou « bayésienne » dans laquelle on fait une description de l’ensemble des 

informations a priori (incertitudes expérimentales, informations sur les paramètres 

inconnus…). L’ensemble de ces informations supplémentaires joue le rôle de 

régularisation et permet de définir des maxima de vraisemblances. Les algorithmes 

évolutionnaires ou génétiques peuvent également apporter une solution dans ce cas 

puisqu’il n’est pas besoin de calculer le gradient 

 

2.3. Application de la méthode dans différents domaines 

2.3.1. Problèmes inverses en sismique 

La prospection pétrolière par des méthodes sismiques (et la sismologie) donne lieu 

à un problème inverse qui a été largement étudié en raison de l’intérêt économique qui 

s’attache à sa solution. Il s’agit en réalité d’une famille de problèmes inverses, dont le but 

commun est de déterminer les propriétés élastiques du sous-sol (densité, vitesses de 

propagation des ondes élastiques) à partir de mesures des champs de déplacement, ou de 

pression, en surface. 

Lors d’une campagne sismique, une source (en général une explosion) provoque un 

ébranlement des roches formant le sous-sol. L’écho est enregistré par une série de capteurs 

placés en surface. 
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Cette expérience est répétée pour plusieurs positions de la source (de plusieurs centaines à 

plusieurs milliers). De cette façon une très grande quantité de données est mesurée 

(pouvant atteindre des centaines de giga-octets). Le but, est encore une fois, d’estimer les 

propriétés du milieu étant donné un modèle de propagation. La communauté géophysique a 

met au point une grande quantité de méthodes spécifiques pour traiter ce problème. 

Par ailleurs, il est certain que ces méthodes rencontrent de grandes difficultés quand la 

géométrie est compliquée ou dans le cas des fonds marins (problème des réflexions 

multiples). 

L’inversion de données sismiques est, a priori, un cas particulier d’estimation de 

paramètres dans une équation aux dérivées partielles : il s’agit d’estimer la vitesse du 

milieu en chaque point du sous-sol, ce qui donne ainsi l’image cherchée de ce sous-sol. 

Mais, à la différence du nombre de problèmes d’estimation de paramètres, dans la pratique, 

l’inversion sismique n’est pas en général un problème mal posé au sens habituel, car les 

données sont extrêmement redondantes. En effet, une fois que l’on a fait une hypothèse sur 

la vitesse avec laquelle les ondes acoustiques se propagent dans le sous-sol, en utilisant un 

opérateur de migration, les données enregistrées pour chaque tir permettent d’obtenir une 

image stable du sous-sol, mais limitée à la zone illuminée par le tir considéré. Ces images 

ne sont acceptables que si elles se superposent bien d’un tir à l’autre, ce qui n’a lieu que si 

l’hypothèse faite au départ sur la vitesse est correcte. C’est la détermination de cette 

«vitesse de migration» qui constitue la difficulté principale de l’inversion sismique: il 

s’agit d’arriver à mettre en cohérence les nombreuses images complexes du sous-sol 

obtenues à partir d’une campagne sismique pouvant comporter plusieurs centaines de tirs. 

La formulation standard par moindres carrés est inefficace pour la détermination d’une 

vitesse de migration satisfaisante car de nombreux minima locaux rendent impossible la 

détermination du minimum global ; par des méthodes d’optimisation locales le nombre 

d’inconnues déterminant (la partie lisse de) la vitesse (quelques centaines à quelques 

milliers) et le coût d’une évaluation du critère (qui nécessite la résolution d’une équation 

des ondes par tir) limitent beaucoup l’intérêt des  algorithmes  d’optimisation globale. On 

est donc conduit à chercher des reformulations du problème susceptibles d’être résolues 

par des méthodes d’optimisation locale. 

Les axes de recherche actuels portent sur l’exploitation des possibilités ouvertes par ces 

travaux en vue de traiter des données plus complexes (prise en compte des multiples, 

inversion 3-D du fond de l’eau) [16]. 
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2.3.2. Problèmes inverses en hydrogéologie  

L’hydrogéologie, ou l’étude des nappes phréatiques, est une autre source abondante 

de problèmes inverses. Il est en effet difficile d’accéder aux couches du sous-sol pour 

mesurer les propriétés aqueuses des roches. Un problème actuellement posé est le contrôle 

des polluants dans les nappes d’eau souterraines.  Un paramètre fondamental de cette étude 

est la conductivité hydraulique du sous-sol, qui dépend évidemment de la position. 

Il existe une grande variété de modèles physiques, incluant diverses approximations. Nous 

en présentons ci-dessous un exemple de ces modèles [17] : 

- un milieu poreux est constitué d’une matrice rocheuse, comprenant des pores qui peuvent 

laisser passer l’eau. Il est essentiellement impossible de décrire l’écoulement d’un fluide 

dans un tel milieu hétérogène, dans la mesure où l’on doit prendre en compte des échelles 

spatiales allant du centimètre (le pore) au kilomètre (le modèle régional), et que la 

disposition précise des pores n’est de toute façon pas connue. On utilise alors des modèles 

physiques simplifiés, le plus courant étant la loi de Darcy, qui relie la hauteur de l’eau dans 

le milieu, appelée charge piézométrique et notée h(x, y, z, t), à la vitesse de filtration 

q(x, y, z, t). Cette loi exprime que la vitesse est proportionnelle à l’opposé du gradient 

hydraulique : 

hdKgraq
rr

−=                    (I-1)                        

où K est le coefficient de conductivité hydraulique. Ce peut en principe être un tenseur où 

un scalaire. On exprime également la conservation de la masse (on fait l’hypothèse que le 

milieu est incompressible): 

fqdiv
t
hS =+

∂
∂ r                                                          (I-2)                       

S : e coefficient d’emmagasinement spécifique, et f est une source (supposée connue). 

L’élimination de q donne pour h l’équation parabolique : 

  fKgradhdiv
t
hS =−

∂
∂ )(                                                  (I-3)                        

A laquelle on ajoute des conditions initiales (h donné à t = 0) et aux limites (Dirichlet, 

correspondant à une charge imposée, ou Neumann, correspondant à un flux imposé). Les 

problèmes de transport de contaminant font intervenir, en plus de l’écoulement, la façon 

dont évolue la concentration d’une espèce (composé chimique, hydrocarbure, etc..) 

«portée» par l’écoulement. Ce phénomène met en jeu la convection (imposée par la vitesse 

de filtration q). La quantité étudiée est la concentration C(x, y, z, t) du polluant, qui 

obéit à une équation de type  convection–diffusion : 
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CfDgradCdivCqdiv
t
C

=−+
∂
∂ )()(1 r

ε
                               (I-4) 

où ε est la porosité cinématique (fraction des pores occupés par l’eau en mouvement), D 

est le tenseur de diffusion (en agrégeant diffusion moléculaire et dispersion cinématique), 

et fc est une éventuelle source de polluant. On ajoute une condition initiale (concentration 

connue à l’instant initial), et des conditions aux limites. 

Le problème direct est constitué par les équations (I-3) et (I-4). Ce problème couplé est 

théoriquement non-linéaire, à cause du terme div( Cq
r

). Cependant, et en pratique, on peut 

souvent résoudre d’abord l’équation (I-3), puis (I-4), q étant connu. On mesure, par 

exemple, la concentration en un certain nombre de points de mesure, et à des instants 

discrets (il n’est pas réaliste ici de supposer que la mesure est continue en temps). On 

connaît donc C(xo, yo, zo, to), o = 1 ,... ,No. Le problème inverse est alors de 

chercher la conductivité hydraulique (et dans une moindre mesure les autres paramètres du 

modèle), connaissant ces mesures. Ce problème est sous-déterminé, car il est rare que l’on 

ait accès à suffisamment de mesures. 

 

2.3.3. Applications  thermiques 

On peut situer les précurseurs de ces techniques inverses appliquées à la thermique 

dans les années 70, avec les travaux de Beck et Arnold [18] et ceux de Tikhonov et 

Arsenin [19]. Ceux-ci portent sur la résolution du Problème Inverse de Conduction de la 

Chaleur (dit PICC). Pour le résoudre, Beck et Arnold [20] ont proposé la méthode de 

spécification de fonction, améliorée par la suite mais également reprise et utilisée par 

d’autres auteurs : citons par exemple Truffart, Jarny et Delaunay [21], Maillet, Batsale et 

Degiovanni [22]. Cette méthode est toujours l’objet de plusieurs études sur sa précision ou 

sa stabilité comme celle de Jun Liu [23],  et de Sokala et Kruk [24]. 

On a déjà vu que le caractère mal posé des problèmes d’inversion de mesures imposait 

l’utilisation de fonctions de régularisation [25]. La méthode de la spécification de fonction 

inclut une régularisation par l’utilisation des pas de temps futurs. D’autres régularisations 

classiques ont également été développées : citons la régularisation par pénalisation étudiée 

par Tikhonov et al [19], la régularisation par troncature de spectre de Hansen [26] ou la 

régularisation itérative d’Alifanov [27]. On peut également appliquer des méthodes de 

filtrage sur les données avant la résolution du problème inverse (méthode de mollification 

Murio [28]) ou à l’aide d’un filtre de Kalman utilisé par Scarpa et Milano [29]. Quelques 

résumés de ces méthodes ont été établis par Jarny et Bonnet [30] par exemple. L’étude des 
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problèmes inverses incluant la convection n’a commencé que tardivement mais est 

aujourd’hui en pleine phase de développement. On trouve par exemple, au cours des cinq 

dernières années, les travaux de Gejadze et Jarny [31], de Karkri, Mousseau et Jarny [32], 

de Park et Shin [33], les recherches s’intéressent à la forme du flux ou de la température au 

front. Huang et Ozisik [34] on estimé le flux de chaleur dans le cas d’un mur en convection 

forcé. Li et Yan [35] déterminent le flux de chaleur dans un mur pour un écoulement 

laminaire dans un canal annulaire, et pour un écoulement turbulent dans une conduite entre 

deux plaques parallèles. 

D’autre part, il ya peu de travail sur le rayonnement dans le cas du problème inverse, Li a 

publié sur les paramètres thermiques pour un transfert de chaleur couplé conduction-

rayonnement, tandis que Park et Yoon [36] ont montré les propriétés radiatives d’une 

source de chaleur variable en fonction du temps dans l’espace. 

Les problèmes inverses en mécanique touchent plus particulièrement la mécanique du 

solide avec la localisation de fissures par exemple. Concernant le domaine de la rhéologie, 

les écrits sont peu nombreux à l’heure actuelle. Nous pouvons citer Gavrus et al [37] qui 

réalisent une estimation de paramètres rhéologiques à partir de tests de torsion et Lebaal et 

al [38] qui estiment les paramètres d’une loi puissance à partir des mesures de pression aux 

extrémités d’une filière d’extrusion. Enfin il convient de citer quelques applications de 

techniques inverses à des phénomènes couplés, par exemple la thèse de Poutot [39] qui 

étudie la cinétique de cristallisation en cours de refroidissement et les travaux de Favennec 

[40] sur le chauffage par induction. 
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1. INTRODUCTION  

Pour résoudre un problème de conduction, on doit trouver la ou les solutions de 

l’équation de chaleur. Pour arriver à ce but, on a souvent recours à une méthode analytique, 

numérique, analogique ou graphique. Le choix de la méthode  dépend de  plusieurs 

paramètres : le régime (permanant ou variable), la nature des conditions spatio-

temporelles, la nature du solide et de son environnement (forme géométrique….), etc.…    

Nous décrivons dans ce chapitre un certain nombre de méthodes utilisées selon le cas, pour 

la résolution de l’équation de la chaleur.                           

 

2. METHODES DE RESOLUTION EN REGIME PERMANENT 

2.1. Méthodes directes 

L’équation aux dérivées partielles de la conduction est établie à partir du principe 

général  de conservation de l’énergie. Elle décrit une classe très large du phénomène de 

conduction. On peut particulariser certains processus de transfert thermique conductif qui 

conduisent à plusieurs formes de l’équation générale. Pour déterminer le champ de 

température dans le corps étudié, il est nécessaire de compléter cette équation par un 

supplémentaire d’information constituant les conditions d’unicité, il y a plusieurs types de 

conditions [41] : 

- conditions géométriques qui caractérisent la forme et la dimension du corps où la 

condition a eu lieu; par exemple la surface du corps est plane, cylindrique ou sphérique.  

- conditions physiques qui caractérisent les paramètres physiques du matériau; par exemple 

le corps est homogène ou non, isotrope ou non, la distribution est uniforme ou non, 

existence de source de chaleur,…..etc. 

- conditions initiales qui décrivent le champ de température dans le matériau à l’instant 

initiale qui marque le début du processus. 

- conditions aux limites qui caractérisent l’interaction du corps étudié avec son milieu 

extérieur. 
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Etude d’une barre cylindrique à surface isotherme  

Ce problème peut illustrer le cas pratique d’un conducteur électrique parcouru par 

un courant. Considérons donc un barreau cylindrique d’une longueur infinie, fait d’un 

matériau homogène et isotrope, et ayant une conductivité thermique λ  constante. 

On suppose que dans la structure du barreau, il y a des sources internes de chaleur 

caractérisées par leur fonction de puissance s, uniformément distribuées dans le volume, et 

que la température 1T  de la surface extérieure est uniforme et constante. Dans ces 

conditions on se propose de déterminer la distribution de température dans ce corps, et le 

flux thermique transféré vers le milieu ambiant. Si le rayon du barreau est négligeable par 

rapport à sa longueur, le problème est supposé monodimensionnel et symétrique. La 

température varie seulement radialement. 

Le processus de transfert thermique est gouverné dans ce cas par l’équation de Poisson 

décrit en coordonnées cylindriques par: 

0)(1)(
2

2

=+
∂

∂
+

∂
∂

λ
s

r
rT

rr
rT                                                                      (II- 1) 

Pour résoudre cette équation, on utilise une méthode de substitution, en notant  
dr

rdTu )(
=    

L’équation (I-1) devient 01
=++

λ
su

rdr
du         

Ou     0=++ rdrsudrrdu
λ

 

Ou encore 0)( =+ rdrsurd
λ

 

Par deux intégrales successives  on obtient : 

r
C

rs
dr

rdT
r

C
rsu 11

2
)(

2
=+⇒=+

λλ
  

 

Et 21
2 ln

4
)( CrCrsrT ++

−
=

λ
 

 

La détermination des deux constantes d’intégration C1 et C2 se fait par l’utilisation des 

conditions aux limites : 

T = Tmax = Tmin  ( à cause de la symétrie du corps )             r = 0 ; 

T = T1                                                                                  r = R ; 
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Qui conduit aux valeurs : C1 =0         2
12 4

RsTC
λ

+=  

On obtient la forme particulière de la température : 

( ) 1
22

4
)( TrRsrT +−=

λ
                                                                     (II-2) 

Cette expression montre que la température a une variation parabolique en fonction du 

rayon, elle va donc admettre un extrémum, la deuxième dérivée est :
λ2

)(
2

2 s
r

rT −
=

∂
∂  

Qui permet la formation des conditions suivantes : 

⇒
∂

∂ 0)(;0 2

2

pf
r

rTs la température admet un maximum localisé sur l’axe du barreau  

⇒
∂

∂ 0)(;0 2

2

fp
r

rTs la température admet un minimum localisé sur l’axe du barreau  

La valeur extrême de la température est donnée par : 2
1minmax, 4

RsTT
λ

+=   

Le flux thermique surfacique est donné par la loi de Fourrier et a une direction radiale :  

rs
r
rT

2
)(
=

∂
∂

−= λϕ                    (II-3) 

 

Rs
2max =ϕ  

Le flux thermique transféré par la surface extérieure du barreau cylindrique rapporté  à une 

longueur égale à 1 m est : sR 2πφ =     

 

2.2. Méthode de séparations de variables  (conduction en milieu limité) 

La méthode de séparation des variables est classique. Elle conduit à une solution 

sous forme de développement en série de fonctions orthogonales. Elle s’applique 

pour [42]:  

- une équation aux dérivées partielles, linéaire et homogène ; dont le type le plus général 

est : 0)()()()()()( 2

2

2

2

=+
∂
∂

+
∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂ Tyf

y
Tye

y
TydTxc

x
Txb

x
Txa  

- des systèmes limités, de forme géométrique simple, dont les frontières ont pour équation  

 x =  cte ou y =  cte ; 

- des conditions aux frontières linéaires homogènes et uniformes, sauf une qui est linéaire 

et non homogène. 
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La méthode de séparation des variables consiste à rechercher des solutions  particulières de 

l’équation aux  dérivées partielles de la forme )()(),( ygxfyxT = qui satisfasse les  seules 

conditions homogènes. Celles-ci imposent aux paramètres de séparation α de prendre une 

suite infinie de valeurs discrètes ,...),,( 21 kααα  : racines d’une équation transcendante. Ces 

solutions particulières )().(. ygxfAT kkkk = correspondant à chacune de ces racines forment 

une suite de fonctions orthogonales dans l’ensemble du domaine. Elles constituent une 

base pour exprimer la solution du problème qui se présente sous forme d’une 

Série ∑=
k

kkkk ygxfAT )().(. . Les cœfficients de la série sont calculés de manière à ce que 

T satisfasse la seule condition non homogène du problème. 

 

 

 

 

 

 

 

      

Figure II-1 : Principe de la méthode de séparation de variables 

 

Principe de la méthode sur un exemple simple : 

On considère une plaque rectangulaire d’épaisseur e limitée par x = 0, x = L, y = 0, y = l. 

La conductivité thermique de la plaque est supposée constante et il n’y a pas de source 

volumique de chaleur. La plaque est en contact par ses côtés x = L et y = l avec le milieu 

extérieur à température uniforme que nous prendrons comme origine des températures   

(TE = 0); le coefficient superficiel de transfert sur ces 2 côtés est supposé uniforme et égal 

à  h,  la face y = 0 est isolée.  Enfin, sur la face  x=0,  on impose   une loi  de température  

T = T(y). 

Le système de conduction s’écrit : 
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⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

      

(5)                  1

(4)                                00

(3)                 

(2)                              )(0

(1)                                 0

1
1

2

2

2

2

hT
x
Ty

y
Ty

hT
x
TLx

yTTx

y
T

x
T

L
L

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−⇒=

=
∂
∂

⇒=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−⇒=

=⇒=

=
∂
∂

+
∂
∂

λ

λ                    (II-4) 

La particularité de ce système linéaire est que seule la condition (II-4-2) est non homogène. 

Cherchons des solutions particulières de la forme: T (x, y) = f(x).g(y) qui puisse satisfaire 

simplement les conditions  homogènes (II-4-3), (II-4-4) et (II-4-5). 

L’équation aux dérivées partielles (II-4-1) conduit à l’égalité :  

Cte
dy

Td
gdx

fd
f

==− 2

2

2

2 1.1 .                                     (II-5) 

Le premier terme ne dépendant que de x, le deuxième que de y, ces deux termes ne 

peuvent être que constants. Posons cette constante égale à )1(2 ±=εεα .  

L’équation (II-5) se sépare alors en deux équations simplement différentielles : 

02
2

2

=+ f
dx

fd εα     et 02
2

2

=− g
dy

gd εα  

choisissons ε = -1 (Le signe de la variable de séparation εα 2  doit être tel qu’on obtienne 

une suite de fonctions orthogonales sur l’intervalle [0,1] le long duquel doit satisfaire la 

condition non homogène (II-4-2). Si on avait choisi ε=+1, on n’aurait pu obtenir cette 

suite). 

Les dernières équations admettent pour solution générale : 

)exp()exp()( xBxAxf αα −+=  

)sin()cos()( yDyCyg αα −+=  

[ ][ ])sin()cos(.)exp()exp(),( yDyCxBxAyxT αααα −+−+=  

Les conditions (II-4-3), (II-4-4), (II-4-5) conduisent  à : 

[ ] [ ]

0)2exp(

)exp()exp(exp()exp(

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−−=−+−

LhBhA

LBLAhLBLA

αα
λ

α
λ

ααααλα
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D = 0 

λ
αα

αααλ
hlBiavec

Bi
lyg

xflhCxflC

==

=

             .)(cot

)()..cos()()..sin(
 

Bi: Nombre de Biot. 

Cette équation est transcendante. Elle a une infinité de racines intersection des courbes          

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

Bi
uy

ugy

2

1 )(cot
                   (α) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II-2 : Solution du système (α) 

 

Si u1, u2,…uk sont ces racines, lululu kk /,....../,/ 2211 === ααα  

A chaque αk correspond une solution particulière de (II-4-1) satisfaisant (II-4-3), (II-4-4)  et  

(II-4-5), mais non (II-4-2) : 

[ ])exp()exp()cos( xFxyCT kkkkkk ααα −−=   Avec ).2exp(
.

.
L

lBi
lBi

F k
k

k
k α

α
α

−
+

=  

Le système (II-4-1), (II-4-3), (II-4-4), (II-4-5) étant linéaire et homogène, toute 

combinaison linéaire de solutions est également solution, en particulier la série : 

[ ]∑
∞

=

−−=
1

)exp()exp()cos(),(
k

kkkkkk xFxyCyxT ααα  

On obtient  la solution du problème en cherchant les valeurs de Ck pour que θ satisfasse la 

Condition (II-4-2) :                 [ ]∑
∞

=

≡−=
1

)(1)cos(),0(
k

kkkk yTFyCyT α  

D’où la solution : 

( ) ( )[ ]
( )∑

∞

= −
−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
1

0 ))cos(
1

expexpexp

2
2sin

1

sin
2),(

k
k

k

kkk

k
k

k

k
k y

F
xFx

l
l

l
l

TyxT α
αα

α
α
α
α

     (II-6) 
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2.3. Méthode du coefficient de forme  

Dans les systèmes bi- ou tridimensionnels où n’interviennent que deux 

températures limites T1 et T2, on montre que le flux de chaleur peut se mettre sous la forme 

[43] :  

)( 21 TTF −= λϕ  

avec : λ Conductivité thermique du milieu séparant les surfaces S1et S2 (w/m°C) 

T1 : Température de la surface S1 (°C). 

T2 : Température de la surface S2 (°C). 

F : Coefficient de forme (m). 

Le coefficient de forme F ne dépend que de la forme, des dimensions et de la position 

relative des deux surfaces S1 et S2. Les valeurs de F pour les configurations les plus 

courantes sont présentées dans le tableau  II-1. 

Cas particulier : Enceinte tridimensionnelle (four, chambre froide, pièce climatisée ….). 

Méthode : On découpe l’enceinte en différents éléments et on calcule le flux traversant 

chacun d’eux :  

 

 

Figure II-3 : Méthode de cœfficients de forme 

Si les dimensions longitudinales sont grandes devant l’épaisseur e des parois (supposée 

constante) nous avons les relations : 

F paroi i = Si /Di 

F bord i = 0.54 Di  

F coin i = 0.15 Li  

Avec : Si : Aire de la paroi i            

           Di : Longueur de la paroi ou du bord i  

           Li : Epaisseur des parois  
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Le flux de chaleur traversant l’enceinte s’écrit alors : 

∑ ∑ ∑
= = =

−−− ∆+∆+∆=
6

1

12

1

8

1
1

i i i
icoiniiibordiiiparoii TFTFTF λλλϕ  

avec : iλ   Conductivité thermique (équivalente si paroi multicouche) de la paroi i  (W/m°C) 

∆Ti : Différence de température entre les faces intérieure et extérieure de la paroi i (°C). 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tableau II-1 : Valeurs des coefficients de forme de conduction 
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3. METHODES DE RESOLUTION EN REGIME VARIABLE 
Nous décrivons dans cette deuxième partie du chapitre un certain nombre de 

méthodes utilisées pour la résolution de l’équation de la chaleur en régime variable. 

Le problème consiste à trouver le champ de température T(M,t), ainsi que le flux de 

chaleur transmis. La recherche de T(M,t) s’effectue en résolvant un système d’équation qui 

comprend l’équation indéfinie de la chaleur, les conditions aux frontières intérieures et 

extérieures et la condition initiale. 

Comme au cas stationnaire le cas non-stationnaire peut être résolu par différentes 

méthodes.  

 

3.1. Milieu à température uniforme 

La température est considérée comme uniforme ce qui est contradictoire avec le 

principe de propagation de la chaleur. Cette approximation du milieu à température 

uniforme peut néanmoins être justifiée dans certains cas. Comme par exemple la trempe 

d’une bille métallique qui consiste à immerger une bille initialement à la température Ti 

dans un bain à température T0 maintenue constante. Si l’on suppose que la température à 

l’intérieur de la bille est petite et sa conductivité thermique est élevée, on peut écrire le 

bilan thermique de cette bille entre deux instants t et t+dt :  

dt
dTcvTTSh .)(. 0 ρ=−−  

Soit:  

cv
hSdt

TT
dT

ρ
−

=
− 0

d’où ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

−
−

t
cv

hS
TT
TT

i ρ
exp

0

0             (II-7) 

On remarque que le groupement 
hS
cvρ  est homogène à un temps t  

On appellera τ la constante de temps du système: 
hS
cvρτ =  

Cette grandeur est fondamentale dans la mesure où elle donne l’ordre de grandeur de temps 

du phénomène physique, on a en effet :  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

−
−

τ
t

TT
TT

i

exp
0

0                                                                                            (II-8) 
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Il est toujours intéressant en physique de présenter les résultats sous forme 

adimensionnelle, on verra que deus nombres adimensionnels sont particulièrement 

importants en régime variable :  

- Le nombre de Biot:

hS

S
l

Bi
1
λ=  (Résistance thermique interne/Résistance thermique 

externe). 

l : est la dimension caractéristique du milieu,              

Soit: 
λ
hlBi =                                                                                         (II-9) 

L’hypothèse d’uniformité de la température est justifiée lorsque Biot < 0.1. 

- Le nombre de Fourier qui caractérise la pénétration de la chaleur en régime variable : 

                              

                                                                   (II-10) 

La définition de ces deux nombres permet d’écrire l’expression de la température de la 

bille sous la forme : 

( )0
0

0 exp BiF
TT
TT

i

−=
−
−

 .                                                (II-11) 

On considère généralement qu’un système tel que Bi <0.1 peut être considéré comme étant 

à température  uniforme, le critère Bi<0.1 est appelé le critère d’accumulation thermique.  

 

3.2. Méthodes de séparation de variables 

Son principe est basé sur la décomposition en produit de fonctions et la recherche 

d’une solution de même fréquence que l’excitation [43].  

 

3.2.1. Cas d’un milieu semi infini avec une température sinusoïdale imposée en surface,  

          régime périodique établi 

 
Figure II-4 : température sinusoïdale imposée en surface en régime périodique établi 

20 l
atF =
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L’équation de la chaleur s’écrit: 

 
t
T

ax
T

∂
∂

=
∂
∂ 1

2

2

         (II-12) 

On effectue une décomposition de la température en un produit de fonction sous la forme : 

)().(),( tYxXtxT =                                                                              (II-13) 

L’équation de la chaleur conduit à la relation suivante : '1'' XY
a

YX =  ou  β==
Y
Y

X
Xa '''  

L’excitation (température imposée) étant de nature périodique, on recherche une solution 

périodique de même fréquence que l’excitation en posant: ωβ j= . 

On obtient : )exp()( tjAtY ω=                                                                      

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= x

a
Bx

a
Cx

a
BxX .exp.exp.exp)( βββ  

Car X(x) doit tendre vers une limite finie quand x tend vers +∞ 

or: )1(
2

jj +==
ωωβ   

d’où  [ ]
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−== xj

a
tjABtYxXtxT 1.(

2
exp)..exp(Re)().(Re),( ωω  

( ) 00 .cos),0( TABtTtT =⇒= ω  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= x

a
tx

a
TtxT .

2
.cos.

2
exp),( 0

ωωω                        (II-13) 

 

3.2.2. Cas d’une plaque plane soumise à une température constante:             

L’équation de la chaleur s‘écrit 

t
T

ax
T

∂
∂

=
∂
∂ 1

2

2

               (II-14)  

 

 

 

 

 

Figure II-5 : plaque plane soumise à une température constante 
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Les conditions aux limites sont de la forme : 

 
⎩
⎨
⎧

==
=

 ),2(),0(
 )0,(

0TtLTtT
TxT t  

On effectue le changement de variable suivant : 0TTT −=  

Donc on peut écrire (II-14) comme suit :  

                    1
2

2

t
T

ax
T

∂
∂

=
∂
∂                (II-15) 

Et les conditions aux limites deviennent : 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

−=

 0),2(),0(

 )0,( 0

tLTtT

TTxT t  

On effectue une décomposition de température en produit de fonctions sous la forme: 

)().(),( tYxXtxT =  

L’équation de la chaleur conduit à la relation suivante : 

'1'' XY
a

YX =  Ou : 2'1'' ω−==
Y
Y

aX
X  

Où ω est une constante car les deux fonctions X et Y sont indépendantes. Nous en 

déduisons :  

)sin()cos()(0'' 2 xxAxXXX ωωω +=⇒=+  

 )exp()(0' 22 taCtYYaY ωω −=⇒=+  

Et :       [ ])sin()cos()exp(),( 2 xBxAxaCtxT ωωω +−=  

La condition au limite 0),0( =tT s’écrit donc : C.A=0, d’où A=0 car C=0 conduirait à une 

fonction nulle.  

La condition à la limite 0),2( =tLT s’écrit alors : 

0)2sin()2*exp(),2( 2 =−= LBLaCtLT ωω   

D’où 
L

n
2
πω = avec n=0, 1, 2…. 

La solution élémentaire prend la forme
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= t

L
na

L
nDtxT nn

2

2
exp

2
sin),( ππ   

Le théorème de superposition des solutions permet d’écrire la solution générale sous la 

forme :     
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=

t
L

nax
L

nDtxT n
n

n

2

0 2
exp

2
sin),( ππ  
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La condition à la limite 0)0,( TTxT i −=    peut s’écrire :   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=

x
L

nDxT n
n

n
2

sin)0,(
0

π  

Une fonction f définie sur [0, l] peut s’écrire sous forme d’une série de Fourier en sinus : 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=

x
l

nbxf n
n

πsin)(
0

   avec :   ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

l

n x
l

nxf
l

b
0

sin)(2 π  

Nous pouvons effectuer un développement en série de Fourier f(x)= (Ti-T0)  sur l’intervalle  

[0, 2L] : ( ) .
2
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sin.1 2
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Par identification, on déduit : 
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et l’expression finale de T(x,t) : 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
− ∑

∞

=

t
L

nax
L

n
nTT

TtxT
ni

2

00

0

2
exp

2
sin14),( ππ

π
Avec    n = 1, 3,5,…                       (II-16) 

 

3.2.3. Cas d’une géométrie cylindrique 

En conduction de la chaleur, on est souvent amené à résoudre des équations 

différentielles linéaires du second ordre au cas où les coefficients sont constants et 

classiques. Pour des cœfficients variables nous limitons nos propos à des solutions qui font 

appel aux fonctions de Bessel [44]. 

Soit l’équation : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

r
T

rr
Ta

t
T 1

2

2

   t  > 0    et   0 ≤  r  ≤ R0 

Les conditions d’univalence: 

 0TT =    pour      0  ,  0 0Rrt ≤≤=  

0)( 1 =−+
∂
∂

− TTa
r
Tλ     pour r = R0 

  0=
∂
∂

r
T     pour r = 0  
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Sont tirées de la condition de symétrie ∞≠=0rT , c’est à dire au centre du cylindre la valeur 

de la température est finie. Après la substitution des variables (en posant TT −= 1θ ), le 

système d’équations se ramène à la forme : 

     

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
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⎪

⎨

⎧

=∞≠=
∂
∂
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∂

=−==

≤≤>⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
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0                   ;0

              0
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0    0     1

0
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02

2

rpour
r

Rrpour
r

tpourTT

Rrett
rrr

a
t

θθ

αθθλ

θθ

θθθ

  

Pour la résolution, on a recours à la méthode de séparation des variables, qui conduit à une 

solution de la forme : )().exp( 2 rakC ψτθ −= . 

Où la fonction ψ(r) dans le problème considéré doit être solution de l’équation de Bessel : 

0)(.)('1)('' 2 =++ rKr
r

r ψψψ                                  (II-17) 

Puisque ψ dépend seulement de r, la solution de l’équation précédente est : 

)()()( rrQr µψ +=  

La solution générale de toute équation différentielle homogène linéaire du deuxième ordre 

de la forme: 0)(')('' =++ yxqyxpy                                (II-18) 

à la  quelle se rapporte également l’équation (II-18), peut s’écrire : 

.......2211 ++= ycycy Où c1 et c2   sont des constantes  

y1 et y2 sont les solutions indépendantes de (II-18) c’est-à-dire  cst
y
y

≠
2

1   

Avec: ( )∫ ∫−= − ξξ dpdyyy exp2
112    

La première solution partielle ( )rQ se calcule à partir de l’équation: 

0)()(')('' 2 =++ rrQkrQrrQ                                                               (II-19) 

En remplacent r = x/k, on obtient: 

0''' 2 =++ xQkkQxQ                            (II-20) 

La solution de cette équation est cherchée sous la forme d’une série exponentielle : 

          ........3.42.31.2''

        ........432'

                ......

2
432

3
4

2
321

3
3

2
210

+++=

++++=

++++=

xaxaaQ

xaxaxaaQ

xaxaxaaQ
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En portant ces dernières expressions dans (II-19), on obtient : 

0.....)4()3()2( 3
4

2
2

2
3

2
12

2
01 =+++++++ xaaxaaxaaa                 (II-21) 

L’expression (II-21) est valable pour: ......03         ;02     ;0 3
2

12
2

01 =+=+= aaaaa  

Par conséquent, la solution partielle Q(x) est : 

........²)6².4².2/(²)4².2/(²2/²1( 64
0 +−+−= xxxaQ  

Si on pose 10 =a , l’intégrale de (II-20) est : 

....)6.4.2/()4.2/(2/1)( 222622422 +−+−= xxxxj  

Appelée fonction de Bessel de première espèce d’ordre nul. 

Pour trouver la deuxième solution, utilisons la formule :   

dxdx
x

QQ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= ∫∫

1exp
2

µ                                                                    (II-22) 

( )( ) ( )( )( )......3/12/116.4.2.4.2
2

ln)( 2226224
20 +++−−= xxxxxjµ  

Pour la commodité des calculs, au lieu de la fonctionµ ,  portons dans la solution générale  

(II-17) la fonction y0(x) liée à µ par : 

 )2ln)((22)( 00 −+= cxjxy
π

µ
π

 

Où c = 0.577 est la constante d’Euler ; y0(x) la fonction de Bessel de 2ème espèce d’ordre 

nul. 

L’intégrale générale de l’équation (II-17) est : 

               (II-23) 

Puisque krx =   on a    )()()( 0201 kryckrjcr +=ψ  

La température sur l’axe du cylindre (r = 0) doit être finie, la solution ne doit pas contenir 

la fonction y0 qui tend vers l’infini pour 0→r  ; par conséquent, c2 = 0 et la solution 

devient : 

  )()exp( 0
2 krjakC τθ −=              (II-24) 

Les constantes  k et C se déterminent à partir des conditions aux limites et initiales. 

Indiquons en préalable que : 

)(...)6.4.2/()()4.2/()(2/(
)(

)(' 1
2225230

0 krkjkrkrkrk
dr

krdj
krj −=−+−−==  

Ici )(0 kRj  est la fonction de Bessel de 1ère espèce de premier ordre. Faisons satisfaire la 

solution de (II-24) à la condition aux limites : 

)()()( 0201 xycxjcx +=ψ
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)exp()()exp()( 2
00

2
011 ττλ akkRacjakkRjkc −=−−                                                      (II-25) 

 

Réduisons par : )exp( 2 τakc − pour obtenir : 

  /)/()(/)( 0000100 BikRaRRkkRjkRj == λ             (II-26) 

(II-26) est une équation transcendante, qui peut être résolue par la méthode graphique : 

⎩
⎨
⎧

=
==

)(/)(
//

102

01

njnjy
BinBikRy

                               (ΙΙ−26−1) 

La solution générale est la somme de toutes les solutions partielles : 

)/exp()/( 2
0

2
00∑ −= RnRrnjc iii τϑ  

 

 
Figure II-6 : Solution graphique de l’équation transcendante 

 

Les constantes ci se déterminent à partir de la condition initiale ∑
∞

=

=
1

000 )/(
i

iii Rrnjcθ   

En introduisant la notation ))((/ 0110 TTTT −−== θθϑ  

On a  ( ) ( )∑
∞

=

−=
1

0
2

0
02

1
2
0

1 exp)(
)()(

)(2
i

ii
ii

i Fn
R
rnj

njnj
nj

θ .                              (II-27) 
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3.3.  Méthode basée sur la transformée de LAPLACE 

C’est une méthode basée sur la transformation intégrale, elle est définie par : 

[ ] ∫
∞

−==
0

)()exp()()( dttTptptTL θ  

Et [ ] )()(1 tTpL =− θ      transformée inverse  

Il n’existe pas de formule générale permettant de calculer T(t) connaissant )( pθ . On 

connaît cependant l’expression exacte de T(t) pour certaines fonctions particulières )( pθ , 

on trouvera des exemples au tableau II-2. L’utilisation de ces tables associées aux 

propriétés particulières de la transformation de Laplace inverse permet de résoudre certain 

nombre de cas. On essaiera toujours de décomposer une fonction complexe en somme, 

produit, ou série de fonctions simples facilement inversibles. 

Appliquons-la transformée de Laplace à l’équation de la conduction dans un système 

unidimensionnelle sans source :      

2

2 ),(),(
x

txTa
t

xtT
∂

∂
=

∂
∂  

Si la distribution de température initiale est uniforme (T(x,0) = T0), on obtient : 

a
T

T
a
p

dx
Td 0
2

2

=−    

On donne deux exemples pratiques sur cette méthode : 

3.3.1. Cas d’une température constante imposée sur un milieu semi-infini  

Un milieu semi infini est une paroi d’épaisseur suffisamment grande pour que la 

perturbation appliquée sur une face ne soit pas ressentie par l’autre face. Un tel système 

représente l’évolution d’un mur d’épaisseur finie pendant un temps suffisamment court 

pour que la perturbation créée sur une face n’ait pas atteint l’autre face (vrai tout le temps 

que la température de l’autre face n’a pas varié). 

Le milieu semi-infini est initialement à la température uniforme Ti. On impose brutalement 

la température T0 sur sa surface, cette condition limite est appelée condition de Dirichlet.  
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Tableau II-2 : Transformation da Laplace inverse 
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Figure II-7 : Température uniforme imposée sur un milieu semi-infini 

 

L’équation de la chaleur s’écrit:
t
T

ax
T

∂
∂

=
∂
∂ 1

2

2

 

Avec les conditions aux limites : 

 
( )
( )

( ) ∞→=
=
=

pour x      0,lim
,0
0,

0

txT
TtT
TxT i

   

 

On effectue le changement de variable suivant : 
i

i

TT
TT

T
−

−
=

0

               

            

On obtient : 

( )
( )

( )⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

∞→=

=

=
∂
∂

=
∂
∂

(4)                      pour x      0,lim
(3)                                                     1,0
(2)                                                    00,

(1)                                                1
2

2

txT
tT

xT
t
T

ax
T

                         (II-28) 

La transformée de Laplace de T (x, t) par rapport au temps s’écrit : 

∫
∞

−=
0

),()exp(),( dttxTptpxθ  

La transformée Laplace de l’équation (II-28-1) conduit à : 

02
2

2

=− θθ q
dx
d  Avec 

a
pq =2   

Dont la solution est : )exp()exp(),( qxBqxApx +−=θ  

La température garde une valeur finie quand x tend vers l’infini donc B=0, nous en 

déduisons que )exp(),( qxApx −=θ  

La transformée de Laplace de l’équation (II-28-3) conduit à : 
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p
AoùdqxAp 1      '    )exp(),0( =−=θ  

et on a )exp(1),( qx
p

px −=θ  

L’utilisation des tables de Laplace inverse conduit à: 

( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−
−

at
xerfc

TT
TtxT

i

i

2
,

0

 

Avec : )(1)( uerfuerfc −=  

erf : Fonction erreur   ∫ −=
u

duerf
0

2 )exp(2)( εε
π

 

 

3.3.2. Milieu avec changement d’état  

     a- Température constante  imposée à la surface : 

Le milieu semi infini est initialement à la température uniforme Ti en phase 2 

(T2(x,0)=Ti). On impose brutalement une température de surface T0 inférieure à la 

température de changement de phase 2→1 (T1(0, t)=T0). Un changement de phase va se 

produire tout d’abord à la surface puis se propager vers l’intérieur du milieu semi infini. 

X(t) représente la position du front de changement de phase, point auquel les températures 

des deux phases sont supposées constante et égales (T1(x,t)=T2(x,t)=Tc).  

L’équation de la chaleur s’écrit dans les deux phases : 

t
T

ax
T

∂
∂

=
∂
∂ 1

1
2
1

2 1 Phase 1 ,   pour x > X(t)                                  (II-29) 

 1. 2

2
2

2
2

t
T

ax
T

∂
∂

=
∂
∂ Phase 2 ,   pour x > X(t)                                  (II-30) 

 

Par définition, la quantité de chaleur Q échangée avec l’environnement par un corps pur de 

masse m qui subit un changement d’état (solidification ou fusion) est : 

Q = m.L          [j]=[Kg].[j/Kg]  

L : est la chaleur latente massique de changement d’état.  

Pour l’élément de volume SdX de masse ρSdX, la densité de flux de chaleur échangée au 

cours du changement d’état pendant le temps dt est 
dt
dXLρ  

S : Surface de l’élément. 
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ρ : Masse volumique de l’élément. 

Les conditions aux limites s’écrivent : 
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x
T

TtxTtxT
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xx

c

i

ρλλ

                                                                    (II-31) 

 

Afin de pouvoir appliquer la méthode de la transformée de Laplace pour la résolution des 

équations (II-29) et (II-30),  on pose : 

T1(x, 0)=cte =A     à t=0 

T2(x, 0)=cte =B     à t=0 

Les constantes A et B sont déterminées par les conditions (II-31-3) et (II-31-4). 

On effectue les changements de variables suivants  AtxTT −= ),(11  et iTtxTT −= ),(22 , 

on obtient : 
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                                                                             (II-32) 

et 
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                                      (II-33) 

Les transformées de Laplace des équations (II-32-1) et (II-33-1) conduisent à: 
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Dont les solutions sont )exp(),( 11 xqpx −= βθ   et  )exp(),( 22 xqpx −= βθ  

Les transformées de Laplace des conditions (II-32-3) et (II-33-3) conduisent à : 
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p
AT

p
−

= 0
1 ),0(θ      Et   

p
TB

p i−
=),0(2θ  

D’où 
p

AT −
= 0α  et

p
TB i−

=β  

et on a )exp(),( 1
0

1 xq
p

AT
px −

−
=θ   et  )exp(),( 22 xq

p
TB

px i −
−

=θ  

Les transformées de Laplace inverses conduisent aux résultats suivants : 
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L’application  de la condition (II-31-3) donne : 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+

ta
xerfTAT

1
00 2
)( ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+=

ta
xerfcTBT ii

22
)( cT=  

Cette relation doit être vérifiée pour toutes les valeurs du temps t, on déduit que tkX = . 

Où k est une constante. 

En tenant compte de cette forme de X(t), l’équation (II-31-4) permet d’écrire : 
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La position X (t) du front de changement de phase se calcule finalement par : 

tktX =)(  

Avec  k solution de l’équation : 
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Et les températures dans chaque phase s’écrivent : 
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b- Fusion par contact avec un milieu semi-infini chaud : 

On peut montrer de la même manière que si tkX =  est la position de la surface 

de séparation liquide/solide alors k est solution de l’équation [43] :  
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3.4. Méthode des quadripôles 

On considère les variables suivantes :                                           

),( pxθ : La transformée Laplace de la température ),( txT  . 

),( pxφ : La transformée de Laplace du flux de chaleur ),( txφ  .       

Comme exemple d'application on traite le cas d'un écoulement unidirectionnel dans un mur 

plan [43].      

      

La température T(x, y) au sein du mur vérifie l’équation : 

t
T

ax
T

∂
∂

=
∂
∂ 1

2

2

                            (II-34) 

 
Figure II-8 : Ecoulement unidirectionnel dans un mur plan  

 

 En appliquant la transformation de Laplace à  l’équation (II-34) on obtient :  

02

2

=− θθ
a
p

dx
d              si  T(x ,0) = 0                             (II-35)               
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Où θ(x, p) est la transformée de Laplace de la température. L’équation (II-35) admet une 

solution de la forme : 

)().()().(),( 21 qxshpkqxchpkpx +=θ        Avec   
a
pq =2                         (II-36)      

 La transformée de Laplace du flux  
x

txTStx
∂

∂
−=

),(),( λφ  en un point quelconque du mur 

s’écrit : 

)(....)(....),(),( 21 qxchqkSqxshqkS
x

pxTStx λλλφ −−=
∂

∂
−=                     (II-37) 

Les relations (II-36) et (II-37) peuvent être  écrites en x = 0 et en x = e, on obtient : 

                       

           

 )(....)(....),( 21 qechqkSqeshqkSpe λλφ −−=                       

 

Il est possible d’éliminer k1 et k2 entre ces 4 équations, ce qui permet d’établir la relation 

suivante :   ⎥
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3.5. Méthodes Numériques 

Lorsque la géométrie du corps et les conditions aux limites sont trop complexes 

pour mettre une solution analytique du problème, on a  recours aux méthodes numériques. 

Ces dernières sont des méthodes approximatives basées sur des techniques de 

discrétisation. 

Afin d’appliquer une méthode numérique quelconque à un problème de transfert de 

chaleur, certaines mesures doivent être prises, le but étant d’approximer des équations 

différentielles et les conditions aux limites correspondantes, par un groupe d’équations 

algébriques. Ceci est généralement  accompli en subdivisant le domaine continu étudié en 

une série d’éléments finis (suivant l’espace ix∆ ou bien suivant le temps t∆ ). 

Dans chaque élément, on assume que la température est constante et correspond à celle de 

son centre. On remplace le système par un réseau de tiges joignant les centres des 

différents nœuds [43]. 

Les équations de conservation régissant les phénomènes de transfert thermique sont des 

équations différentielles aux dérivées partielles qui peuvent être non linéaires. En raison de 

1),0( kp =θ qkSp ...),0( 2λφ −=

)(.)(.),( 21 qeshkqechkpe +=θ
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leurs complexités, ces équations sont résolues à l'aide des techniques numériques. Plusieurs 

méthodes numériques sont disponibles dans la littérature. On peut citer à titre d'exemples : 

- la méthode des différences finies. 

- la méthode des éléments finis. 

 

3.5.1. Méthode des différences finies 

Considérons par exemple le problème simple de la conduction thermique non 

stationnaire, et utilisons les équations aux différences établies suivant ce qu'on appelle  les 

schémas aux différences finies explicite ou implicite. 

 

a- Schéma explicite: 

Soit l'équation unidimensionnelle de la conduction thermique  2

2

x
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t
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∂
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=
∂
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a : diffusivité thermique  

Les dérivées qui y figurent sont approximées par les dérivées aux différences finies : 
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L’équation aux déférences finies est alors de la forme : 

2
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− −+
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                                                                                      (II-38) 

Pour résoudre cette équation, la température se calcule seulement pour des points isolés      

i = 1, 2, 3…….n, reposant sur l'axe des x. On suppose alors qu'à chaque instant la 

distribution de la température dans l'intervalle entre les points voisins est linéaire. Ces 

points s’appellent ordinairement nœuds  du réseau spatial. 

L’expression  (II-38) doit être envisagée comme un système  d’équations algébriques dont 

le nombre n est égal à celui des températures inconnues. 

Les indices k et k+1 définissent l’instant auquel correspond la valeur de la température. 
kT  : la valeur de la température à un certain instant t 

1+kT  : la valeur de la température à l’instant t + ∆t 
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Chacune des équations aux différences finies contient une seule température 

inconnue 1+k
iT . Cette température apparaît dans le nœud, après l’écoulement  du petit 

intervalle de temps ∆t. 

On suppose alors que la température initiale en chaque nœud est k
iT , pour le calcul de la 

température inconnue 1+k
iT , le système composé de  n équations algébriques du type (II-38)   

se résout successivement  pour chaque pas dans le temps. L’équation doit être alors résolue 

autant de fois qu’il y a de pas dans l’intervalle de temps du calcul. 

Lorsqu’on effectue le premier pas dans le temps, le système (II-38) est résolu pour la 

première fois à partir des valeurs des températures initiales qui sont tirées des conditions 

initiales. Dans les résolutions successives, les valeurs de k
iT sont prises à partir de la 

tranche du temps précédent. 

 

Stabilité du système d’équations aux différences finies explicites : 

Pour la résolution d’un système d’équations aux différences finies, le choix correct de ∆t et 

x∆ est décisif. La figure (II-9)  visualise les résultats de la résolution exacte et numérique 

du problème de conduction thermique non stationnaire pour un mur plan divisé entre 

quatre intervalles de temps. 

La comparaison montre que les calculs avec 
2
1

)( 2 =
∆
∆
x
ta  fournissent des résultats 

parfaitement satisfaisants, alors qu’avec 
2
1

)( 2 〉∆
∆
x
ta  apparaît le phénomène d’instabilité. 

En résolvant l’équation (II-38) sous une forme explicite par rapport à la fonction 

inconnue 1+k
iT , on obtient :  

k
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k
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k
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k
i TCTBTAT 11

1 ... −+
+ ++=                                                                                          (II-39) 

Où 2)( x
taCA

∆
∆

==   et   2)(
21

x
taB

∆
∆

−=  , de plus A+B+C=1 

Pour simplifier le raisonnement, admettons que T > 0. Dans le cas général, parmi les 

valeurs connues k
iT 1+   , k

iT et k
iT 1−   il existe une valeur maximale et une valeur minimale. 

Si on avance l’hypothèse suivant laquelle k
iT 1+ est la valeur maximale et k

iT 1−  la valeur 

minimale , alors en vertu du fait que )()( 1
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++++
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i TTCTTBTT  et 
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i TTBTTATT −−+− −+−+=  pour des A, B et C positifs la valeur de la 
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température 1+k
iT  à calculer par la résolution satisfait l’inégalité  k

iT 1+ > 1+k
iT > k

iT 1− , et par 

suite est bornée à l’avance , d’après des considérations physiques, A et C ne peuvent être 

inférieures à zéro ; donc, pour exclure la croissance infinie de 1+k
iT au cours de la 

résolution , il faut , en choisissant ∆t , remplir la condition  de stabilité suivante au système 

d’équations aux différences finies : 

0
)(

21 2 ≥
∆
∆

−=
x
taB    Ou   

2
1

)( 2 ≤
∆
∆
x
ta  c'est-à-dire  

a
xtadm

2)(5.0 ∆
=∆  

 Où admt∆   est la valeur maximale admissible du pas dans le temps 

 
Figure II-9 : Résolution exacte et numérique du problème de conduction thermique non 

stationnaire pour un mur plan. 

 

b- Schéma implicite 

Pour améliorer la précision de la résolution on doit choisir x∆ assez petit. 

L’équation de la chaleur est résolue alors en recourant aux équations aux différences finies 

implicites de la forme :  
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                                                                                (II-40) 
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On dit que les systèmes (II-40) utilisent les différences dans le temps respectivement en 

avant et en arrière (par rapport à l’instant t pour le quel sont composées les différences 

spatiales).          

Les schémas aux différences finies explicite et implicite peuvent être réunis :  
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i σσ                                   (II-41) 

Alors pour 0σ =  on obtient un système d’équations aux différences finies explicites ; et 

pour 1σ =  un système d’équation implicites. 

 

Résolution du système d’équations aux différences finies implicites : 

Le système (II-40)  est absolument stable; mais la procédure de résolution des équations 

aux différences implicites se complique par le fait que chacune d’elles (à l’exception des 

équations décrivant les cas limites) contient trois températures inconnues 1
1
+

+
k

iT , 1+k
iT  et 

1
1
+

−
k

iT  . Représentons  l’équation aux différences implicites (II-40)  sous la forme : 

i
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11
1                                                                                  (II-42) 

La dépendance linéaire de 1+k
iT  par rapport à  1

1
+

+
k

iT   peut être exprimée par la relation :  

i
k

ii
k

i FTET += +
+

+ 1
1

1                                                                                                         (II-43) 

Où  iE  et  iF  sont des coefficients pour le moment inconnus. 

Par analogie avec la relation (II-43), 1
1

1
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−
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− += i
k
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Portons la valeur obtenue de 1
1
+

−
k

iT   dans (II-42)  et réalisons plusieurs transformations 

élémentaires pour obtenir finalement : 
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La comparaison des expressions (II-44)  et (II-43)  montre que dans la relation  (II-43)  le 

rôle des coefficients iE et iF  est rempli par les grandeurs dépendant de iA , iB , iC  et iD  , 

c'est-à-dire :  
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Par conséquent, la procédure de résolution consiste à calculer successivement les 

coefficients iE et iF  à partir de i = 1 et en terminant par i = n. Les températures inconnues 

se calculent d’après l’équation  (II-45)  dans l’ordre inverse. 

 

3.5.2. Méthodes des éléments finis 

Soit v une partie quelconque d’un volume V limitée par la surface S.  

 
La puissance thermique stockée dans v est égale à la somme de la puissance thermique 

générée par les sources volumiques contenues dans v et de la puissance thermique reçue 

sous forme de flux à travers la surface S  [44, 45] : 

∫ ∫∫ −−+=
∂
∂

v s
v p dsTdgranqdvdv

t
TC )(.

rr λρ                                                 (II-46) 

Ou :nr la norme unitaire à s dirigée vers l’extérieure de v.  

Transformons la dernière intégrale de la relation (II-46) en intégrale de volume à l’aide du 

théorème d’Ostogradsky, il vient :       

( ) 0=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

∂
∂

∫ dvqTdgradiv
t
Tc

v
p

r
λρ  

Le domaine v étant arbitraire, on en déduit : 

( ) 0. =−−
∂
∂ qTdgradiv

t
TC p

r
λρ                                                                 (II-47) 

 

Forme intégrale faible : 

Pour résoudre l’équation (II-47) par la méthode des éléments finis, nous utilisons la 

méthode des résidus pondérés dans la formulation de Galerkin. On multiplie l’équation  

(II-47) par une fonction arbitraire et on intègre sur le domaine V : 

( ) 0ˆ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

∂
∂

∫ dvqTdgradiv
t
TcpT

v

r
λρ                                                      (II-48) 

La fonction T̂ est appelée fonction de pondération  

En utilisant la relation : ( ) fdgravvfdivvfdiv
rrrv +=  



Chapitre II                                  Généralités sur les méthodes de résolution des problèmes de conduction 
 

 61

f étant un scalaire, l’équation (II-48) s’écrit : 

( )( ) ( ) ∫∫∫∫ =−+−
∂
∂

vvvv

qdvTdvTdgraTdgradvTdgraTdiv
t
TcpT 0ˆˆˆˆ rrr

λλρ           (II-49) 

Transformons la deuxième intégrale de cette équation de surface à l’aide du théorème 

d’Ostrogradsky : 

( )( ) ( ) ( )dsTdgranTdsTdgranTdvTdgraTdiv
stv s
∫∫ ∫ +=

rrrrr
λλλ

ϕ

ˆˆˆ   

St : surface où la condition aux limites est de type Dirichlet. 

Sϕ : surface où la condition aux limites est de type Neumann.  

De sort que : tSSS ∪= ϕ       et       0=∩ tSSϕ   . 

On impose la condition : 0ˆ =T  à St ce qui annule la dernière intégrale. En remplaçant dans 

l’équation (II-49), on obtient la formulation intégrale faible d’un problème thermique : 

∫∫ ∫∫ −−+
∂
∂

vv s
s
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qdsTdsTTdgraTdgra
t
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ϕλρ
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                                         (II-50) 

Avec les conditions aux limites : 

⎩
⎨
⎧

=
=

),,(),,,(
sur              

00 zyxTtzyxT
STpT t  

La fonction T̂ est appelée : champs de température virtuelle 

La solution analytique de l’équation (II-50) est en général inaccessible, on est donc conduit 

à rechercher une solution approche par une méthode numérique: la méthode des éléments 

finis. Cette méthode est un cas particulier de la méthode de Galerkin: le champ de 

température et les fonctions test appartiennent au même espace de dimension finie. 

 

Discrétisation du domaine (maillage) :  

Le domaine V est décomposé en sous-domaines Ve de forme géométrique simple 

(éléments) reliés entre eux en des points appelés nœuds, cette opération s’appelle maillage. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II-10 : Domaine plan discrétisé en 12 éléments reliés entre eux par 15 nœuds 
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Représentation élémentaire du champ de température 

Le champ de température Te(x,y,z,t) dans l’élément (e)  a pour expression [45] : 

Te(x,y,z,t) =[Ne
1(x,y,z,t)…….Ne

i(x,y,z)…..Ne
n(x,y,z)]
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e
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e
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e

 = [ ]{ })(),,( tTzyxN ee     

Où :       ne : nombre de nœuds des éléments. 

  Ne
i(x,y,z) : fonction d’interpolation élémentaire.  

  [Ne(x,y,z)]: la matrice d’interpolation élémentaire . 

  {Te(t)}: regroupe les températures des nœuds de l’élément (e). 

 

Représentation globale du champ de température :  

           Le champ de température T(x,y,z,t) a pour expression sur l’ensemble du domaine V:       

T (x,y,z,t) =[N1(x,y,z,t)…….Ni(x,y,z)……..Nn(x,y,z)]
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Où :       n : nombre de nœuds de  maillage.  

  Ni(x,y,z) : fonction d’interpolation (fonction de forme).  

  [N (x,y,z)] : matrice d’interpolation (matrice de forme). 

  {T (t)} : vecteur des températures nodales  

On note :TL : température inconnue   

               TP : température connue  

L’expression du champ de température T sur le domaine : 

[ ]{ }TNT =  

on déduit : [ ]{ }TNT && =  

et : [ ]{ }TBTdgra =)(
r

 

avec         : [ ] { } { } { }[ ]ni BBBB ......1=  

Où { }iB  dépend du problème traité (plan, spatial, antisymétrique …).  

Pour le problème spatial { }iB dans le plan orthonormé { }zyx ,,  :  
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De même on a : [ ]{ } { } [ ]TT
NTTNT ˆˆˆ ==  

D’où :{ } [ ]{ }TBTdgra ˆˆ =
r

           , { } [ ] { }TTT
TBTdgra ˆˆ =

r
 

En portant ces relations dans l’équation (II-50), il vient : 

{ } [ ]{ } [ ]{ } { }( ) 0ˆ =−+ FTKTCT
T &                                                             (II-51) 

Où : 

[ ]C = [ ] [ ]dVNNcp
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{ }F = [ ] [ ] ( )s

T

sv

NqdvN ϕ
ϕ
∫∫  

Avec : 

 [C] : matrice de capacité thermique             (J/K) . 

 [K] : matrice de conductivité thermique      (W/K). 

{ }F  : vecteur des flux nodaux                      (W). 

{ }T  : vecteur des températures nodales         (K). 

La forme discrétisée d'un problème thermique s'écrit finalement comme suit : 

On cherche { })(tTL  tel que : 

{ } [ ][ ][ ] [ ][ ][ ] { } 0ˆ =⎟
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Avec { } { }0,0 )( LL TtT =  

Les nodales inconnues { })(tTL sont donc solutions de l’équation : 

[ ]{ } [ ]{ } { } [ ]{ } [ ]{ }PLPPLPLLLLLLL TKTCFTKTC −−=+ &&
 

Avec les conditions initiales : 

{ } { }0,0 )( LL TtT =  
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3.6.  Méthode analogique  

La loi de propagation de la chaleur est identique en forme à celle de la propagation 

du courant électrique, il est ainsi possible de simuler un problème de transfert de chaleur 

par l’étude d’un champ électrique, on donne le cas d’un milieu semi infini en régime 

instationnaire [43]. 

La loi du transfert de chaleur est dans ce cas : 
x
T
∂
∂

−= λϕ  

Avec l’équation fondamentale du champ thermique : 2

2

x
T

ct
T

∂
∂

−=
∂
∂

ρ
λ  

Parallèlement, la loi de l’électricité dans un milieu continu est : 
x
V

r
i

∂
∂

−=
1  

Où   i : est le courant traversant l’unité du conducteur. 

        r : est la résistance du matériau. 

L’équation fondamentale du champ de potentiel est alors 2

21
x
V

rCt
V

∂
∂

−=
∂
∂  

Où  C : est la capacité électrique par unité de volume. 

Dans l’analogie entre ces deux types de propagation, ϕ est analogue à i, T à V, 1/λ à r et 

ρc à C   

pour cela on posera :  T = m .V                                   ρc = n . C 

                                   λ = p / r                                     ϕ = m . p . i 

Où m, n et p sont des coefficients de similitude. L’équation de Fourrier devient donc dans 

cette analogie  2

2

x
Vm

nrc
p

t
Vm

∂
∂

=
∂
∂           

 

3.7. Méthode graphique  

La résolution de certains problèmes  peut être obtenue graphiquement dans un 

certain nombre de cas particuliers, soit par exemple, le cas d’un mur semi infini soumis en 

parois à un échelon  de température de 0T  à 1T . Dans ce cas l’intervalle de temps ∆t est 

choisi tel que [43] : 
2
1

2 =
∆
∆
x

ta   . 

Dans ces conditions, on a: 
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j

i
j

ij
i

TTT −++ +
=  
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C’est –à-dire que la température à l’abscisse x et au temps (t+∆t) est égale à la moyenne 

des températures aux points (x – ∆x ) et (x + ∆x) au temps t . 

Le graphe de la Figure (II-11) permet ainsi d’obtenir la valeur de la température au point 

(i) pour le temps (j) comme étant le milieu du segment de droite joignant 1
1
−

−
j

iT  et   1
1
−

+
j

iT . 

 
Figure II-11: Evolution des températures dans un milieu semi infini 

 

4. CONCLUSION 

L’objectif de ce chapitre est de fournir quelques clés pour aborder la résolution de 

l’équation de la chaleur. Nous avons présenté quelques grandes méthodes de résolution. Le 

choix de la méthode à adopter dans chaque application peut être guidé par les observations 

suivantes : 

- la méthode analytique est bien adaptée aux problèmes dont la géométrie et les conditions 

aux limites sont simples. Elle a l’avantage de fournir une solution exacte. 

- la méthode analogique est généralement utilisée pour des géométries complexes, mais 

dans des conditions de surface simples, en particulier dans le cas de conditions de Dirichlet 

(température imposée). 

- pour une géométrie complexe et pour n’importe qu’elle condition aux limites, qui est le 

cas souvent rencontré, les méthodes numériques s’imposent, elles permettent a tels 

problèmes d'être résolus rapidement, en plus l’ingénieur modélisant le problème 

numériquement peut facilement voir l’effet de changements des paramètres intervenant 

dans le problème.      
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1. INTRODUCTION 

La pureté d’un matériau est une question purement théorique puisque la réalité 

prouve une présence systématique des impuretés. Souvent une anomalie interne dans les 

structures solides modifie fortement leurs propriétés physiques. 

Le contrôle thermique non destructif est une technique qui permet l’analyse de la présence 

des défauts. Elle consiste à analyser les diverses structures par l’étude de leurs réponses 

aux excitations thermiques et établir des relations entre ces réponses et les imperfections 

qu’elles contiennent. Les propriétés thermo-physiques d’une structure avec défaut diffèrent 

à celles  d’une structure saine, ce qui permet de discerner et  de caractériser le défaut en 

comparant le comportement thermique des deux structures. [46, 47]         

La simulation numérique basée sur la méthode des différences finies est utilisée pour 

résoudre l’équation de la chaleur dans une conduite cylindrique ou dans une plaque plane 

fait l’objet de ce troisième chapitre. 

 

2. CAS D’UN MATERIAU DE FORME PLANE 

2.1. Formulation mathématique 

 

 

Figure III-1 : Principe de conservation de flux de chaleur 

 

Considérons un système de géométrie plane, d’épaisseur dx dans la direction x et de 

section S normalement à la direction Ox. Le bilan d’énergie appliqué à ce système s’écrit :     

stdxxgx     
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avec : 

x

x
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T
S 
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

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
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T
S



 



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






   

dxSqg   : flux généré  

t

T
dxScst




   : flux stocké  

 

En reportant dans le bilan d’énergie et en devisant par dx nous obtenons : 

 

t

T
ScSq

dx

x

T
S

x

T
S

xdxx

































 



 

 

soit :
t

T
ScSq

x

T
S

x 




















  

 

dans le cas tridimensionnel : 

x

T
cq

z

T

zx

T

yx

T

x
zyx























































   

 

Cette équation  peut se simplifier suivant les hypothèses suivantes : 

a) si le milieu est isotrope : zyx    

b) s’il n’y a pas de génération d’énergie à l’intérieur du système : 0
*

q    

c) si   est constant. 

 

On obtient l’équation de Poisson définie par: 

t

T
Ta




 2.   

t

T

x

T
a









2

2

.                                   (III-1) 

Où    a    : représente la diffusivité thermique  
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2.1.1. Cas d’une plaque plane sans présence de défaut : 

Dans ce cas, la fonction de la température varie suivant une équation différentielle 

dans l’espace et dans le temps, mais pour que le phénomène soit décrit complètement et 

d’une façon absolue, il faut que la solution trouvée satisfasse aussi aux conditions aux 

limites suivantes : 

-  condition initiale : la température à l’instant initiale (t=0) est supposée connue T(x,0)=Ti 

- condition aux frontières: on impose une température constante T0 à la paroi x=0 

(gauche) ; cette condition est appelée condition de Dirichlet [48]. 

     

2.1.2. Cas d’une plaque plane en présence d’un défaut  

Dans ce cas, nous considérons un défaut à l’intérieur de la structure du matériau, il 

est présent par un changement de la nature du milieu; c’est une fissure ou faille remplie 

d’air de dimension et de géométrie simple et régulière, comprise entre X1 et X2            

(Figure III-2). La température est calculée à partir de l’équation (III-1) en utilisant les 

propriétés thermo-physiques de l’air au lieu du solide; pour cella on peut considérer que la 

plaque est subdivisée en trois zones: I, II et III. En suivant les mêmes étapes  que 

précédemment (principe de conservation), on obtient l’équation de Poisson :      

t

T

x

T
asolide











2

2

                                  zone (I) 

t

T

x

T
asolide











2

2

                                  zone (II) 

t

T

x

T
aair











2

2

                                     zone (III) 

Avec : 
solidesolide

solide

solide
cp

a






          ; 

airair

air

air
cp

a






 

 

 

 

 

 

 

                                                           X1           X2 

Figure III-2 : plaque plane en présence de défaut 
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Pour simplifier l’étude on suppose que les contacts entre les trois zones sont parfaits 

(frontières intérieures), ce qui se traduit par les équations suivantes : 

Zones I et  II : 

     TI (X1)  = TII (X2)                                 (température continue entre les deux zones I et II) 

11 X

II
air

X

I
solide

x

T

x

T

























          (flux continu entre les deux zones  I et II ) 

 

De même entre les deux zones II et III : 

TII (X2)  = TIII (X2)   ; 

22 X

III
solide

X

II
air

x

T

x

T

























   

 

En plus de ces conditions aux frontières intérieures on a les conditions aux frontières 

extérieures, qui sont les mêmes conditions aux limites et initiale que celles du cas 

homogène :  

T(x,0)=Ti ;     

T(0,t)=T0 ; 

 

2.2. Résolution numérique  

On considère une plaque plane d’épaisseur x et de longueur L infinie (Figure III-1). 

La méthode numérique utilisée a pour but de transformer l’équation de la chaleur compte 

tenu des conditions aux limites en un système d’équations aux différences finies (équation 

algébrique linéaire). Elle est basée essentiellement sur la discrétisation des variables en 

découpant le domaine étudié par un maillage de forme et de dimension spécifique au 

problème imposé. Notre espace est compris entre deux axes 0 et x. On décompose le 

domaine en rectangles identiques de dimension tx  ,  [49, 50, 51]           

 

2.2.1. Cas sans défaut 

La discrétisation de l’équation (III-1) par la méthode des différences finies donne : 

22

2 ),(2),1(),1(

x

jiTjiTjiT

x

T









  

t

jiTjiT

t

T








 ),()1,(
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On choisit le schéma explicite, qui transforme l’équation de la chaleur à l’équation 

discrétisée suivante : 

T(i,j+1) = T(i+1,j) 





































222

2
1),(),1(

x

ta
jiT

x

ta
jiT

x

ta
                         (III-2) 

La condition de stabilité nous oblige à prendre : ;0
2

1
2

1
2







Mx

ta
 

Où   M=
ta

x



 2

 

Le coefficient 
M

2
1  ne peut être négatif puisque cela imposerait que la valeur de la 

température au temps tt   soit d’autant plus faible que sa valeur au temps t est grande. 

Cette situation fait apparaitre une instabilité de calcul qui se traduit par des oscillations des 

valeurs de la température. Pour cela (d’après des expériences) on choisit M 2 q  où q 

représente le nombre de variables géométriques, dans notre cas M 2   

On a alors pour chacun des nœuds internes l’équation : 

T(i,j+1)=   ),()
2

1(),1()1,(
1

jiT
M

jiTjiT
M

                                                     (III-3) 

L’avantage du schéma explicite est que chaque équation ne contient qu’une seule 

inconnue.   

 

2.2.2. Cas de présence de défaut 

La condition de continuité entre les deux zones (I) et (II) : 

11 )()( XairXsolide
x

T

x

T









   

air

air

solide

solide
x

jiTjiT

x

jiTjiT










2

),(),1(

2

),1(),(
  

:solidex pas d’espace dans la zone I 

 :airx pas d’espace dans la zone II 

 

solide

solide

air

air

air

air

solide

solide

x
jiT

x
jiT

xx
jiT






















),1(),1(),(  

 




























airsolidesolideair

airsolide

airsolidesolideair

solideair

xx

x
jiT

xx

x
jiTjiT








),1(),1(),(        (III-4) 
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On pose : 

A1=
airsolidesolideair

solideair

xx

x








 

A2=
airsolidesolideair

airsolide

xx

x








 

 

),1(),1(),( 21 jiTAjiTAjiT   

On trouve donc pour i = N1  ( x = X1 ) 

),1(),1(),( 12111 jNTAjNTAjNT                    (III-5) 

Relation entre les pas d’espace solidex   et airx  : 

Puisque M = 2  2
2






ta

x
   cte

a

x
t 




2

2

 
solide

solide

air

air

a

x

a

x

22

22





  

solide

air

solideair
a

a
xx   

 

De même entre les deux zones (II) et (III) : 

 
solide

solide

air

air
x

jiTjiT

x

jiTjiT










2

),(),1(

2

),1(),(
  

:solidex pas d’espace dans la zone III 

 :airx pas d’espace dans la zone II 

On suppose que le pas d’espace dans la zone I est le même que dans la zone III. 

 ),1(),1(),( 12 jiTAjiTAjiT    

On trouve donc pour i = N1+N2  (x = X2 ) 

 

 ),1(),1(),( 21221221 jNNTAjNNTAjNNT     

 

3. CAS D’UN MATERIAU DE FORME CYLINDRIQUE 

3.1. Formulation mathématique 

On considère un fluide de masse volumique constante qui s’écoule dans une 

conduite cylindrique de rayon intérieur Ri et extérieur Re. En régime variable et sans source 

interne, l’équation de la chaleur suivant le rayon  r s’écrit en coordonnées cylindriques : 

t

T

ar

T

rr

T













 11
2

2

                                                                                 (III-6) 
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Tp 

                                           Tp 
 

            Re 

               R1 

             R2 

             Ri 

 

                         
T0 

Defect 

 

Figure III-3 : Modèle cylindrique utilisé 

 

La solution analytique du problème de conduction de la chaleur s’exprime par une certaine 

fonction représentant la température en fonction des coordonnées spatio-temporelles qui 

devra satisfaire l’équation propre au problème. Pour que le phénomène soit décrit 

complètement et d’une façon absolue il faut que la solution trouvée satisfasse aux 

conditions aux limites suivantes: 

-  on suppose que le cylindre est initialement à la température uniforme Ti(r,0)=T0 ; où r 

varie de Ri à Re  

- conditions aux frontières extérieures : on impose une température constante TP(Re,t) à la 

paroi extérieure de la conduite . 

Les propriétés thermo-physiques du fluide et de la conduite sont supposées constantes.     

         

3.1.1. Cas sans défaut  

L’équation de la propagation de la chaleur dans un cylindre suivant l’axe r, est 

donnée par : 

t

T

ar

T

rr

T













 11
2

2

                                ei RrR   

Avec les conditions aux limites 








exte TtRT

TrT

),(

)0,( 0
 

 

3.1.2.  Cas de présence de défaut 

Dans le cas de la propagation de la chaleur dans un cylindre creux en présence 

d’une anomalie (défaut), le cylindre est divisé en trois zones I, II et III où la zone II  

représente la couche de défaut; l’équation de la propagation de la chaleur est donnée par :  
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t

T

ar

T

rr

T I

solide

II













 11
2

2

                                             zone I : 1RrRi   

t

T

ar

T

rr

T II

air

IIII













 11
2

2

                                               zone II : 21 RrR   

t

T

ar

T

rr

T III

solide

IIIIII













 11
2

2

                                            zone III : eRrR 2  

Pour simplifier l’étude on suppose que le contact entre les trois zones est parfait (frontières 

intérieures), ce qui se traduit par les équations suivantes : 

   11 RTRT III                                          (Continuité de température entre les deux zones) 

 

11 R

II
air

R

I
solide

r

T

r

T

























           (Flux continu entre les deux zones) 

 

De même entre les deux zones II et III : 

   22 RTRT IIIII    

22 R

III
solide

R

II
air

r

T

r

T

























   

 

En plus de ces conditions aux frontières intérieures, on a les conditions aux frontières 

extérieures, qui sont les mêmes conditions aux limites et initiale que celles du cas 

homogène :  

T(r , 0) = T0                     ei RrR   

T(Rext , t) = TP 

 

3.2. Résolution numérique  

3.2.1.  Cas sans défaut 

La  discrétisation numérique de l’équation (III-6), par la méthode des différences 

finies donne : 

22

2 ),(2),1(),1(

r

jiTjiTjiT

r

T









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jiTjiT
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







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),1(),1(
 

t

jiTjiT

t

T








 ),()1,(
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t

jiTjiT

ar

jiTjiT

rir

jiTjiTjiT















 ),()1,(1
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),1(),1(1),(2),1(),1(
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



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
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Condition de stabilité du schéma explicite : 0
2

1
2







r

ta
 

Dans le cas particulier : 1
2

2






r
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Nous obtenons : 






 








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 
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
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r
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3.2.2. Cas avec défaut  

La condition de continuité entre les deux zones (I) et (II) se traduit par : 

),(),( 11 tRTtRT airsolide   

21 )()( RairRsolide
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r
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:solider pas d’espace dans la zone I 

 :airr pas d’espace dans la zone II 
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On pose :   
airsolidesolideair

solideair
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r
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


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
1   et    
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r
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




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On trouve : 

),1(),1(),( 21 jiTAjiTAjiT   
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Alors : 

),1(),1(),( 12111 jNTAjNTAjNT       pour  i = N1 ( r = R1 ) 

L’hypothèse d’un pas de temps unique permet de déterminer la relation entre les pas 

d’espace solider  et airr : 

 2
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
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a
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De même entre les deux zones (II) et (III) : 

 
solide
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jiTjiT
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








2

),(),1(

2

),1(),(
  

:solider  pas d’espace dans la zone III 

:airr pas d’espace dans la zone II 

On suppose que le pas d’espace dans la zone I est le même que dans la zone III. 

),1(),1(),( 12 jiTAjiTAjiT   

 Alors :  

),1(),1(),( 21221221 jNNTAjNNTAjNNT      pour i=N1+N2 ( r = R2) 

L’équation aux différences finies et les conditions aux frontières extérieures sont les 

mêmes que celles du cas sans défaut: 
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4. CAS D’UN SOLIDE DE CONDUCTIVITE THERMIQUE NON UNIFORME  

On considère un cylindre creux de rayon intérieure Ri et extérieure Re de 

conductivité thermique non uniforme  r . Le solide est supposé isolé de l’intérieure mais 

exposé sur sa face extérieure à un flux de coefficient de convection h et de température T∞. 

L’équation de la propagation de la chaleur s’écrit dans ce cas : 
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Dans le but d’adimensionner l'équation (III-7), nous utilisons le changement de variable 

suivant: 
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L’équation (III-7) devient : 
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Les conditions aux limites s’écrivent: 
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Qui deviennent après adimensionnement :  
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La discrétisation par différences finies donne :  

 

Pour  l’équation de conduction (III-8) : 
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On pose : 
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Après remplacement on trouve : 
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Pour les conditions aux limites (III-9):    
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Le système matricielle à résoudre par l’algorithme de Thomas [52] se récapitule à : 
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5. RESULTATS ET DISCUSSIONS 

La confection et l’exécution des programmes informatiques constituent la dernière 

étape de l’étude. Les résultats obtenus traduisent les phénomènes étudiés et qui concernent 

les cas suivants : 

 

5.1. Cas d’un cylindre creux contenant un défaut 

Dans cette étude les grandeurs sont adimensionnées de telle sorte que la 

température varie entre 0 et 1. Les figures ci-dessous représentent la réponse en 

température d’une conduite cylindrique dont la paroi externe est soumise à température 

imposée constante Tp.  

La figure III-4 décrit  l’évolution de la température en fonction du rayon d’un cylindre 

sans défaut pour différents instants du régime variable. On remarque que la température 

reste presque constante à  des positions proches de la paroi interne, puis les variations 

deviennent importantes et rapides au fur et à mesure qu’on se rapproche de la paroi 

externe. On remarque également que la perturbation est presque immédiate du côté de la 

paroi excitée (externe) mais elle n’atteint les positions internes qu’après un certain temps 

de retard (Figure III-5). 

Les figures III-6 et III-7 montrent  le même  phénomène  dans le cas d’une structure 

contenant un défaut de forme et de géométrie uniforme, avec l’apparition d’un creux dans 

les courbes de la figure III-6, dû au changement d’état (milieu). Le changement de 
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direction des courbes de la figure III-7  décrivant l’évolution de la température en fonction 

du temps pour différentes valeurs du rayon de la conduite  indique la présence du défaut à 

l’intérieur de la structure.  

Pour étudier l’effet de la présence d’un défaut à l’intérieur de la paroi du cylindre, nous 

avons tracé l’évolution de la température en fonction du rayon à un temps donné dans les 

deux cas : avec et sans défaut. La figure III-8 montre que la présence d’un défaut se 

traduit par l’apparition d’un creux et par une diminution de la température à partir de la 

position du changement de milieu solide-Air dans le cas d’une structure avec défaut, 

traduisant le passage du milieu solide au milieu fluide. 

La divergence des deux courbes de la figure III-9 confirme les observations remarquées 

dans la figure III-8. 

 

5.2. Cas d’une plaque plane contenant un défaut 

Les figures III-10 et III-11 représentent la variation de la température en fonction de la 

position d’une plaque plane à différents instants dans les deux cas avec et sans défaut.  La 

figure III-12 montre l’impact de la couche de défaut sur l’évolution de la température. On 

remarque que la présence du défaut retarde la propagation de la chaleur. 

 

5.3. Cas d’un cylindre de conductivité thermique non uniforme 

Pour ce cas intéressant, la figure III-13 illustre la variation  de la température en fonction 

du temps pour différentes lois d’évolution de la conductivité thermique : Linéaire, 

exponentielle et constante. On remarque que la variation fonctionnelle de la conductivité 

influe énormément sur la valeur de la température. 
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Figure III-4 : Evolution de la température en fonction du rayon.  

Cylindre Ri/Re=0.66/1 sans défaut 

 
Figure III-5: Evolution de la température en fonction du temps  

Cylindre Ri/Re =0.66/1 sans défaut 
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Figure III-6 : Evolution de la température en fonction du rayon.  

Cylindre Ri/Re =0.66/1 avec défaut R1/R2=0.833/0.9 

 

 
Figure III-7: Evolution de la température en fonction du temps. 

Cylindre Ri/Re =0.66/1 avec défaut, R1/R2 = 0.833/0.9 
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Figure III-8: Evolution de la température en fonction du rayon  à t=  0.0012. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III-9 : Evolution de la température en fonction du temps pour r= 0.9298 
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Figure III-10 : Evolution de la température en fonction de la position 

Plaque plane sans défaut 

 
 

Figure III-11 : Evolution de la température en fonction de la position 

      Plaque plane avec défaut x1=0.7 et  x2=0.8 
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Figure III-12 : Evolution de la température en fonction de la position à t= 0.0042. 

Cas d’une plaque plane 

 

 

 
Figure III-13 : Variation de la température en fonction du temps pour une conductivité 

thermique non uniforme à r =0.35 . Cas d’un cylindre plein 
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6.  CONCLUSION  

Dans ce troisième chapitre nous avons développé une méthode d’analyse du 

comportement thermique dans une conduite cylindrique  et une plaque plane en régime 

variable. La technique de détection des défauts proposée s’inscrit dans le contexte de 

l’utilisation des méthodes basées sur le contrôle non destructif (CND), puisqu’il s’agit de 

traiter le comportement thermique d’une structure avec défaut après avoir excitée la cible 

par une variation de température ou une densité de flux. 

Nous avons commencé par définir les équations qui définissent la conduction de la chaleur 

en régime variable pour deux géométries différentes (cylindrique, plaque). Pour résoudre 

ces équations nous nous appuyons sur la méthode numérique des différences finies, puis 

nous avons représenté l’évolution de la température à travers les parois des deux 

géométries  cylindrique  et plane en fonction du temps et de l’espace. L’étude est réalisée 

dans un système unidimensionnel.  

Pour le deux  géométries cylindrique et plane la présence d’un défaut est traduite par des 

creux qui apparaissent dans les figures de l’évolution de la température, on remarque aussi 

que la présence du défaut retarde la propagation de la chaleur. 

Dans le cas où la conductivité thermique est variable, on illustre une influence importante 

sur la valeur de la température. 
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1. INTRODUCTION 

Avant d’aborder le problème inverse, nous commençons par une étude préliminaire 

du problème direct. Au cours de cette étude, nous décrirons le type de transfert considéré 

dans nos travaux et définirons les paramètres thermophysiques caractérisant les matériaux 

hétérogènes. Nous introduirons quelques notions essentielles relatives à la conduction de la 

chaleur dans ce type de solide hétérogène. 

Le problème direct traité dans ce chapitre est restreint à la recherche du profil de 

température en tout point de la surface d’une plaque soumise à des conditions imposées  

sur ses surfaces. Il s’avère indispensable de décrire clairement les différents mécanismes 

responsables du phénomène de conduction de chaleur et de préciser les conditions 

physiques extérieures de température et/ou de flux de chaleur auxquelles un solide peut 

être soumis. 

Dans un solide hétérogène la conduction de la chaleur est le seul mode de transfert de 

chaleur qui peut être présent. Elle est modélisée par la loi phénoménologique de Fourrier. 

La conservation de l’énergie calorifique est traduite localement en tout point par une 

équation aux dérivées partielles (EDP) satisfaite en tout point du solide. Cette équation est 

dite équation de la chaleur. Elle fait intervenir les propriétés intrinsèques du matériau 

comme la conductivité thermique λ  qui est variable et la chaleur volumique ρc considérée 

comme constante (ρc = 1). Dans le cas unidimensionnel elle se réduit sous certaines 

conditions à : 

2
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Il est indispensable d’adjoindre les conditions aux limites déterminant la valeur de la 

température et/ou la continuité de flux de chaleur aux frontières du matériau. On suppose 

aussi connue la répartition de température dans le matériau à l’instant initial t = 0. La 

résolution de l’équation de la chaleur, munie des conditions aux limites et initiale, revient à 

exprimer T (x,t) en fonction de la variable d’espace x et du temps t : c’est résoudre le 

problème direct. 

Pour résoudre le système d’équations comprenant l’équation de la chaleur et les équations 

de conditions aux limites et initiale, il existe plusieurs techniques numériques : les 

différences finies, les volumes finis, les éléments finis, etc. Nous nous intéressons 

essentiellement à la technique des différences finies et nous montrerons comment 
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l’équation aux dérivées partielles de la chaleur se réduit à un système matriciel simple à 

résoudre.  

 

2. FORMULATION DU PROBLEME DIRECT  

Description du système physique : 

           Dans le but de construire )(xλ coefficient de conduction de la chaleur, le solide est 

soumis à une excitation de flux φ  (x,t) sur les deux parois extérieure et intérieure et à une 

température initiale à la surface.          

Le phénomène de conduction de la chaleur dans un solide hétérogène est décrit par la 

formule mathématique suivante : 
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Les variablesθ , x, λ  et t sont adimensionnées de la façon suivante : 
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On remplace dans l’équation : 
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Après simplification on trouve : 
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On pose 
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L’équation se simplifie à sa forme réduite: 
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3. PROBLEME INVERSE  ET METHODE D’OPTIMISATION 

Le problème inverse peut être mis sous forme d’un problème d’optimisation, où les 

inconnues sont déterminées de telle sorte qu’elles minimisent l’écart entre les mesures 

issues de l’observation du système physique (dans notre cas elles sont remplacées par un 

modèle numérique exact) et le modèle direct. Le cas où les deux quantités sont égales, et 

s’il y a unicité de solution, les paramètres d’entrées du modèle direct sont ceux du système 

physique. 

 
Figure IV-1 : Le système réel et le modèle numérique dans une approche optimale  de type 

moindre carrée 

 

L’objectif d’un problème de contrôle optimisé est de déterminer un certain nombre de 

fonctions intervenant dans le système de telle sorte que le système soit conduit d’un état 

connu vers un état souhaité (l’objectif)  en une durée de temps limitée. 

Dans ce quatrième chapitre, on s’intéresse à la détermination du coefficient de conduction 
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)(xλ dans un solide hétérogène pour un transfert de chaleur par conduction, par la méthode 

inverse (Inverse Heat Conduction Problem I.H.C.P) en employant la méthode du gradient 

conjugué.     

Un critère J(λ(x)) de moindre carré est introduit pour minimiser l'écart entre la température  

calculée T(x,t) (calculée par le modèle direct) et la température mesurée ou bien exacte 

Tm(x,t) (calculée par le modèle exact ). 

( )( ) ( ) dtdxtxTtxTxJ
tf

ti
m∫ ∫ −=

1

0

2),(),(λ                                                              (IV-5) 

 

4. CALCUL DE VARIATION 

L’objectif du calcul est de minimiser le critère le plus petit possible pour qu’il 

converge à la solution qui nous convient, c'est-à-dire )(xλ  approxime la valeur réelle 

(souhaitée) de sorte que : 

)(inf)( λλ JJ =  

 

4.1. Définition de la dérivée directionnelle 

Dans ce travail la direction de la variation se fait est suivant )(xλ . La dérivée 

directionnelle au sens de Gâteau est de la forme [53]:  

  
ε

λδελλλδλ
)()()( JJJD −+

=     quand 0→ε  

si )(xJDδλ est une forme linéaire continue en δλ   

∫ ∫ ′=
1

0

),()(
tf

ti

dxdttxJxJD δλδλ                J ′  : Gradient du critère J  

L'idée de la méthode est comme suit : 

Si F(x) est dérivable en un point  a, F(x) décroit le plus rapidement dans la direction 

opposée à celle de gradient de F(x) en  a :  )(agradF−  

On pose  )(. aFCB ∇−= ψ  

Si 0fψ   alors  0)(. paF∇ψ   alors  B < C  

On remplace avec des variables significatives : 

)()()1( aFnxnx n∇−=+ ψ   

Alors .....)()()( 210 ≥≥≥ xFxFxF  
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Dans ce qui vient, on va définir chaque terme (F, x, n, B, C,ψ ,…) et les étapes qui les  

calculent.  

 

4.2.  Problème de sensibilité 

Le problème de sensibilité est obtenu à partir du problème direct défini par 

l’équation (IV-4). 

Cette équation subit à une variation pour la température T (x,t) et pour le coefficient de 

conduction de la chaleurλ (x) de sorte que ces deux grandeurs s’écrivent :  

devient :  Tε(x,t) = T(x,t)+ εδT(x,t)  

                λε(x,t) =  λ(x,t)+ εδλ (x,t) 

Ecrire l’équation de sensibilité c'est remplacer dans l’équation du problème direct (IV-4) 

T(x,t) par Tε(x,t) et λ(x,t) par λε(x,t), et on fait une soustraction entre les deux équations en 

négligeant le second ordre pour le résultat final, on obtient l’équation : 

 

0),()(),()(),()(),()(),(
2

2

2

2

=
∂

∂
−

∂
∂

∂
∂

−
∂

∂
−

∂
∂

∂
∂

−
∂

∂
x

txTx
x

txT
x

x
x

txTx
x

txT
x
x

t
txT δλδλδλδλδ     (IV-6) 

Avec les conditions aux limites : 

0)0,( =xTδ                                   (IV-6-1) 

0),0()0(),0()0( =
∂

∂
+

∂
∂

x
tT

x
tT δλδλ                       (IV-6-2) 

0),1()1(),1()1( =
∂

∂
+

∂
∂

x
tT

x
tT δλδλ                             (IV-6-3) 

 

La solution  de l’équation de sensibilité est δT qui sert à calculer la profondeur de descente 

qui est une des clés pour résoudre notre problème. 

 

4.3.  Profondeur de descente  

D’après le paragraphe (4-1) la méthode itérative du gradient conjugué est basée sur 

deux paramètres essentiels, dont la profondeur de descente, qui caractérisent cette 

méthode. La conductivité thermique est donc calculée itérativement par:     
1+nλ = nλ - nn d×θ                                       (IV-7) 

où d est la direction de descente    

     θ  est la profondeur de descente  
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( ) [ ] dxdtYdTdJ
tf

t

21

0

).(. ∫ ∫ −−=− θλθλ                              (IV-8) 

Y : représente la température exacte (ou mesurée). 

On obtient après linéarisation de la température par le développement de Taylor: 

( ) ∑ ∂
∂

−=−
i

dTTdT
λ

θλθλ .)(.              (IV-8-1) 

( ) TTdT δθλθλ .)(. −=−         (IV-8-2) 

D’où : 

( ) [ ] dxdtYTTdJ
tf

t

21

0

.)(. ∫ ∫ −−=− δθλθλ                          (IV-8-3) 

( ) ( ) dxdtTYTdJ
tf

t

2
1

0

))((. θδλθλ −−=− ∫ ∫                        (IV-8-4) 

Alors : 

( ) [ ]dxdtTYTTYTdJ
tf

ti
∫ ∫ +−−−=−

1

0

22 .)())((2))((. θδλθδλθλ                (IV-8-5) 

La condition d’optimalité s’écrit : 

                                                                                             (IV-8-6) 

 

Ce qui donne : 

 

( )( ) 0.)(.2)(.2
1

0

2 =+−−∫ ∫ dxdtTYTT
tf

ti

δθλδ                                       (IV-8-7) 

On obtient : 

( )

dxdtT

dxdtYTT

tf

ti

tf

ti

.)(

.)(

1

0

2

1

0

∫ ∫

∫ ∫ −
=

δ

λδ
θ                      (IV-8-8) 

 

 

 

 

 

0)(
=

∂
−∂
θ
θλ dJ
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5. L’EQUATION DU PROBLEME ADJOINT ET L’EQUATION DU GRADIENT  

     DU CRITERE 

L’équation adjointe et le gradient du critère sont obtenus en multipliant l’équation 

de variation (IV-6) par le multiplicateur de Lagrange (ou bien par des fonctions adjointes) 

P(x,t), et on ajoutant l’équation du critère (J) définie en (IV-8), le système l’équation 

devient : 

[ ] dxdtTtxYtxT

dxdttxP
x

txTx
x

txT
x
x

dxdttxP
x

txTx
x

txT
x
x

t
txTJ

tf

tf

ti

tf

ti

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

−+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
−

∂
∂

∂
∂

−
∂

∂
=∆

0

1

0

1

0
2

2

1

0
2

2

),(),(.2             

),(),()(),()(             

),(),()(),()(),()(

δ

δλδλ

δλδλδλ

                            (IV-9) 

 

La répartition de cette équation donne : 

 

dxdttxP
t

txTI
tf

ti

),(),(1

0
1 ∫ ∫ ∂

∂
=

δ                                                    (IV-9-1) 

dxdttxP
x

txT
x
xI

tf

ti

),(),()(1

0
2 ∂

∂
∂

∂
= ∫ ∫

δλ         (IV-9-2) 

∫ ∫ ∂
∂

=
tf

ti

dxdttxP
x

txTxI
1

0
2

2

3 ),(),()( δλ         (IV-9-3) 

dxdttxP
x

txT
x

xI
tf

ti

),(),()(1

0
4 ∂

∂
∂

∂
= ∫ ∫

δλ         (IV-9-4) 

 

dxdttxP
x

txTxI
tf

ti

),(),()(
1

0
2

2

5 ∫ ∫ ∂
∂

= δλ          (IV-9-5) 

On fait intervenir la technique d’intégration par parties et en posant ti=0 : 

 

Calcul de l’intégrale I1 : 

dxdt
t

txPtxTdxdxtxPtxTdxdttxP
t

txTI
tf

tf
tf

ti
∫ ∫∫∫ ∫ ∂

∂
−=

∂
∂

=
0

1

0
0

1

0

1

0
1

),(),(),(),(),(),( δδδ  

dxdt
t

txPtxTdxxPxTdxtfxPtfxTI
tf

∫ ∫ ∫ ∫ ∂
∂

−−=
1

0

1

0 0

1

0
1

),(),()0,()0,(),(),( δδδ  
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Calcul de l’intégrale I2 : 

[ ]
x

txPxtxP
x
xtxPx

x ∂
∂

+
∂

∂
=

∂
∂ ),()(),()(),()( λλλ  

[ ]
x

txPxtxPx
x

txP
x
x

∂
∂

−
∂
∂

=
∂

∂ ),()(),()(),()( λλλ  

dxdttxP
x

txT
x
xI

tf

),(),()(

0

1

0
2 ∂

∂
∂

∂
= ∫ ∫

δλ   

      dxdt
x

txT
x

txPxtxPx
x

tf

∂
∂

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−
∂
∂

= ∫ ∫
),(),()()),()((

0

1

0

δλλ  

[ ] dxdttxT
x

txPx
x

dxdttxTtxPx
x

dttxT
x

txPxdttxTtxPx
x

I

tftf

tftf

),(),()(),(),()(        

),(),()(),()),()((

0

1

00

1

0
2

2

0

1

00

1

0
2

δλδλ

δλδλ

∫ ∫∫ ∫

∫∫

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−

∂
∂

−
∂
∂

=

 

 

Calcul de l’intégrale I3 : 

dxdttxP
x

txTxI
tf

),(),()(
0

1

0
2

2

3 ∫ ∫ ∂
∂

=
δλ  

     [ ] [ ] dxdt
x

txTtxPx
x

dtdx
x

txTtxPx
tftf

∂
∂

∂
∂

−
∂

∂
= ∫ ∫∫

),(),()(),(),()(
0

1

00

1

0

δλδλ  

[ ] [ ] [ ]∫ ∫ ∫∫ ∂
∂

+
∂
∂

−
∂

∂
=

tf tftf

dxdttxTtxPx
x

dttxTtxPx
x

dtdx
x

txTtxPx
0 0

1

0
2

21

00

1

0

),(),()(),(),()(),(),()( δλδλδλ

 

 

Calcul de l’intégrale I4 : 

dxdttxP
x

txT
x

xI
tf

),(),()(

0

1

0
4 ∂

∂
∂

∂
= ∫ ∫

δλ  

     dxdttxP
x

txT
x

xdttxP
x

txTx
tftf

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

∂
∂
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∂

∂
= ∫ ∫∫ ),(),()(),(),()(

0

1

00

1
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δλδλ  

dxdt
x

txP
x

txTx

dxdttxP
x

txTxdttP
x

tTdttP
x

tTI
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tftftf

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
∂

∂
−

∂
∂

=

∫ ∫
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1

0

0

1

0
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2
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dxdttxP
x

txTxI
tf

),(),()(
0

1

0
2

2

5 ∫ ∫ ∂
∂

= δλ  

 La sommation des 5 intégrales donne : 

[ ] dttxTtxPx
x

tdxd
t

txPtxTdxxPxTdxtfxPtfxT
tftf

1
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0 0
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−
∂

∂
−−

[ ] dxdttxT
x
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x
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dttxT
x
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tftftf

),(),()(),(),()(),(),()(
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[ ] [ ] [ ] dxdttxTtxPx
x

dttxTtxPx
x

dt
x

txTtxPx
tftftf

),(),()(),(),()(),(),()(
0

1

0
2

2
1
0

0

1
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−
∂
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),(),()()0(),0(),0()1(),1(),1(
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00
∫ ∫∫∫ ∂

∂
+

∂
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+
∂

∂
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[ ] 0),(),(.2),(),()(),(),()(
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=−+
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−

∂
∂

∂
∂

+ ∫ ∫∫ ∫∫ ∫ dxdtTtxYtxTdxdttxP
x

txTxdxdt
x

txP
x

txTx
tftftf

δδλδλ

 

 Après simplification entre termes on trouve: 

dxdttxT
x

txPx
x

txP
x
x

t
txPtf

),(),()(),()(),(
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1
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2

δλλ
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∂
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),0(),0()0(),1(),1()1(),0(),0()0( δ
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[ ] 0),(),(.2)0(),0(),0()1(),1(),1(

0

1

000

=−+
∂

∂
+

∂
∂

− ∫ ∫∫∫ TdxdttxYtxTdttP
x

tTdttP
x

tT tftftf

δδλδλ         (IV-9-6) 

Des simplifications sont possibles à travers les conditions aux limites est initiale qui sont 

données par : 

0)0,( =xTδ                                           ( IV-9-7) 

0),0()0(),0()0( =
∂

∂
+

∂
∂

x
tT

x
tT δλδλ                               ( IV-9-8) 

0),1()1(),1()1( =
∂

∂
+

∂
∂

x
tT

x
tT δλδλ      ( IV-9-9)             

  

5.1. L’équation adjointe 

En imposant les conditions aux limites de l’équation adjointe, on  aboutit à 

l’équation adjointe et le gradient de critère : 



Chapitre IV                 Identification par méthode inverse de la conductivité thermique dans un solide  
                                                                                                                                                             hétérogène 
 

 97

[ ] 0)(.),(),(2),()(),()(),( Im

1
2

2

=−−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

+
∂

∂
− ∑

=
i

i
xxtxYtxT

x
txPx

x
txP

x
x

t
txP δλλ  (IV-10) 

 

Les conditions de l’équation adjointe sont issues de la simplification de l'équation         

(IV-9-6) : 

0),( =ftxP            (IV-10-1) 

( )),0(),0(2),0()0( tYtT
x

tP
−×=

∂
∂λ         (IV-10-2) 

)),1(),1((2),1()1( tYtT
x

tP
−×=

∂
∂λ                               (IV-10-3) 

 

5.2.  Gradient du Critère  

 L’équation (IV-9-6) fournit la variation du critère : 

dxdtx
x

txP
x

txTJ
tf

)()),(),(()(
1

0 0

δλλ
∂

∂
×

∂
∂

=∇ ∫ ∫                ( IV-11) 

On a aussi par définition [54]:  

∫ ∫ ′=∇
tf

dxdtxxJxJ
0

1

0

)(),())(( δλλλ                                    ( IV-12) 

Par identification termes à termes on obtient le gradient du critère : 

                                           ( IV-13) 

 

 

5.3.  Minimisation du critère 

Le choix de la méthode de minimisation du gradient va bien entendu dépendre des 

propriétés de la fonctionnelle J. Si J est différentiable, on peut alors utiliser les méthodes 

classiques du gradient conjugué, du quasi-Newton ou de Marquardt-Levenberg. Ces méthodes 

consistent à calculer une suite de directions de descente à partir du calcul du gradient  de la 

fonctionnelle ),( λxJ ′  puis optimiser une profondeur de descente  suivant chaque direction 

successive. [55, 56] 

 

 

 

 

 

x
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x
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5.4. Méthode du gradient conjugué  

En analyse numérique, la méthode du gradient conjugué est un algorithme 

numérique utilisé pour résoudre des systèmes d'équations linéaires et non linéaires dont la 

matrice est symétrique et définie positive. Cette méthode, imaginée en 1950 simultanément 

par Cornelius Lanczos et Magnus Hestenes, est une méthode itérative qui converge en fait 

en un nombre fini d'itérations. Elle a été utilisée pour résoudre le problème inverse de la 

chaleur par Alifanov & Egerov, puis elle à été reprise plusieurs fois par la suite, présentant 

différentes applications possibles allant de la détermination de source ou conditions aux 

limites à la détermination de paramètres (cas traité) [56- 58].   

 
La direction de la descente  
 
            Le processus itératif cité au paragraphe 4.3 est basé sur la méthode du gradient 

conjugué, elle  est utilisé pour l'estimation de )(xλ  en minimisant la fonctionnelle J 

donnée par l’équation (IV-8) : 

)()()(1 xdxx nnnn ×−=+ θλλ       pour n=0, 1,2,…… 

Où θ  est la profondeur de descente déjà définie, et dn (x) est la direction de descente 

donnée par : 

( ))()()( 1 xdxJxd nnnn −×+′= γ  

C’est une expression inspirée du gradient conjugué du critère, où nJ ′ (x)  représente le 

gradient du critère. Dans le cas où n=0, la direction de descente devient le gradient du 

critère.   

Le coefficient conjugué est donné par [56] : 

( )

( )∫ ∫

∫ ∫

= =

−

= =

′

′

=
1

0 0

21

1

0 0

2

x

t

t

n

x

t

t

n

n
f

f

dxdtJ

dtdxJ
γ             avec     00 =γ                                                              (IV-14) 

 

Pour effectuer le calcul itératif de l’équation (IV-7), nous devons résoudre deux équations, 

l’équation adjointe qui détermine la direction de la descente et l’équation de sensibilité 

impliquant la détermination de la profondeur de descente. 
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6.  FORMULATION D’UN PROBLEME EXACTE  

Pour que l’étude soit crédible il faut avoir des données expérimentales, ou bien une 

fonction qui traduit les résultats expérimentaux, pour cela on  propose une solution 

analytique puis on  la transforme en solution numérique. 

Cette équation est inspirée de la fonction de conduction de la chaleur dans le cas d’un 

solide hétérogène qui est donnée par l’équation : 

,0),()(),()(),(
2

2

=
∂

∂
−

∂
∂

∂
∂

−
∂

∂
x

txTx
x

txT
x
x

t
txT λλ                                              (IV-15) 

On propose la variation suivante de la température : 

 ( ) ( )tcbxaxtxT .exp),( 2 α−×++−=  : fonction devant vérifier l ‘équation (IV-15) 

Avec ⎟⎟
⎠
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∂
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2
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6
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2

2
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a
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a
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x
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            ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+−−++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−= 2

2
2

2
6222)exp(

6 a
acbx

a
bxabax

a
bxtαα  

Après calcul, on obtient : 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

x
T

x
λ ( )( )acbxaxt ++−−= 2exp αα  

On peut donc vérifier que : ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

x
T

xt
T λ  

On peut aisément trouver les conditions aux limites et initiale, en choisissant les valeurs 

suivantes : 
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Diagramme du principe de la méthode adjointe  

Solution numérique exacte  
(Valeurs expérimentales) 

Problème direct 
(Discrétisation par différences finies) 

Problème adjoint 

Problème de sensibilité 

Gradient Conjugué 

Estimation 
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Inconnue

Direction de descente 

Profondeur de descente   
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7. RESOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME DIRECT  

7.1. Résolution numérique du problème direct  

Pour la résolution numérique, on suit les étapes de l’algorithme présenté dans le 

schéma de la figure IV-2. La résolution numérique est basée sur une discrétisation suivant 

le schéma de différences finies. Pour la stabilité de calcul on discrétise le temps suivant le 

schéma implicite (inconditionnellement stable)   
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Pour la discrétisation de la température en fonction de l’abscisse x on suit le schéma 

centré : 
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 L’équation du problème direct  est donnée par : 
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Pour simplifier les calculs, on introduit deux coefficient A et B  tel que   : 
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On pose  
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On aboutit à un système d’équations tridiagonal (TDMA), qui est résolu par l’algorithme 

de Thomas basé sur l’élimination de Gauss [52]. 

 

7.2. Résolution numérique de l’équation adjointe 

L’équation adjointe est définie par : 
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Avec )( ixx −δ  : fonction de dirac 
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On pose [ ] )(.),(),( ixxtxYtxTEr −−= δ  : Erreur entre la température estimée et la 

température exacte, l’équation devient après discrétisation:  
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On introduit les constantes : 
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Avec les conditions aux limites : 
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7.3. Résolution numérique de l’équation de sensibilité  

L’équation de sensibilité est donnée par : 
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De même que pour l’équation directe, on discrétise l’équation de sensibilité en utilisant le 

schéma aux différences finies :  
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Pour simplifier les calculs on pose : 
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On obtient après remplacement :  
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8. RESULTATS ET DISCUSSIONS 

Pour valider notre modèle numérique, nous avons utilisé les données de la solution 

exacte décrite au paragraphe IV-6 et qui sont : 

( ) ( ) ( )tcbxaxxT ×−×++−= αexp2  
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Avec : a= -0.45   b=-5   c=5.5       α=0.05      

 

 
 

 

 

La figure IV-2 représente l’évolution de la température en fonction de la position x dans le 

solide au temps t=0.0909, calculée en utilisant le modèle numérique direct  et la solution 

exacte, on peut montrer que le problème direct basé sur le schéma des différences finies 

donne toujours des résultats précis. Pour évaluer la précision de cette méthode, on donne 

au tableau VI-1 l’erreur relative (en comparaison avec la solution analytique exacte) en 

fonction du temps. L’erreur moyenne est de l’ordre de 0.2%. 

 

 
Figure IV-2 : Variation de la température en fonction de la position x au temps t=0.0909  
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Les résultats obtenus avec la méthode inverse pour un schéma de discrétisation de 300 

nœuds pour le temps et 20 nœuds pour la position montrent que les valeurs calculées de la 

conductivité thermique et de la température coïncident parfaitement avec  les  valeurs  

exactes correspondantes (Figures VI-3  et VI-4). L’erreur relative est de l’ordre de  2.56 % 

et 0.652 %  respectivement sur la température (Tableau IV-1) et la conductivité thermique, 

et le critère passe de  547,7 à 3.29 après 50 itérations (Tableau IV-2) 

 
 

K (nombre 
d’itération) 

Erreur relative 
% 

 K (nombre 
d’itération) 

Erreur relative 
% 

1 43.19322098536377  26 2.56479909936085 
2 13.68950811823266  27 2.56479629636964 
3   5.41564368675358  28 2.56479371638520 
4   3.25426677088812  29 2.56479133379104 
5   2.72726140952904  30 2.56478912675207 
6   2.60286429010566  31 2.56478707652776 
7   2.57385462276657  32 2.56478516697168 
8   2.56709308093022  33 2.56478338406910 
9   2.56549235419578  34 2.56478171561169 
10   2.56509194793096  35 2.56478015092106 
11   2.56497549696544  36 2.56477868059938 
12   2.56492983269599  37 2.56477729634798 
13   2.56490435460204  38 2.56477599083114 
14   2.56488635681725  39 2.56477475750048 
15   2.56487218920226  40 2.56477359053059 
16   2.56486050851677  41 2.56477248470342 
17   2.56485064917747  42 2.56477143533473 
18   2.56484219937590  43 2.56477043820195 
19   2.56483487241745  44 2.56476948950149 
20   2.56482845694460  45 2.56476858577761 
21   2.56482279222507  46 2.56476772392193 
22   2.56481775343779  47 2.56476690106895 
23   2.56481324205977  48 2.56476611464205 
24   2.56480917926073  49 2.56476536226559 
25   2.56480550120908  50 2.56479909936085 

 
 

Tableau IV-1 : Erreur relative sur la température exacte et la température calculée par 
méthode inverse 
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Figure VI-3 : Conductivité thermique exacte et calculée (problème inverse) 

 

 
Figure IV-4 : Température  exacte et calculée (problème inverse) 
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K (nombre 
d’itération) 

Cc (critère) ×102   K (nombre 
d’itération)

Cc (critère) ×102  

1    5.47689901455283  26 0.03289251796758 
 

2    0.57890013834406  27 0.03289246298214 
 

3    0.10674791420168  28 0.03289241255406 
 

4    0.04662675919339  29 0.03289236613848 
 

5    0.03589193998298  30 0.03289232327443 
 

6    0.03358200756837  31 0.03289228356898 
 

7    0.03305574050245  32 0.03289224668499 
 

8    0.03293377419214  33 0.03289221233186 
 

9    0.03290494233235  34 0.03289218025744 
 

10    0.03289773352887  35 0.03289215024204 
 

11    0.03289563735915  36 0.03289212209354 
 

12    0.03289481546692  37 0.03289209564287 
 

13    0.03289435693082  38 0.03289207074070 
 

14    0.03289403303835  39 0.03289204725504 
 

15    0.03289377808638  40 0.03289202506807 
 

16    0.03289356789584  41 0.03289200407498 
 

17    0.03289339048575  42 0.03289198418188 
 

18    0.03289323844337  43 0.03289196530452 
 

19    0.03289310660822  44 0.03289194736687 
 

20    0.03289299117611  45 0.03289193030059 
 

21    0.03289288925408  46 0.03289191404339 
 

22    0.03289279859564  47 0.03289189853947 
 

23    0.03289271742765  48 0.03289188373715 
 

24    0.03289264433144  49 0.03289186959018 
 

25    0.03289257815826  50 0.03289185605578 
 

Tableau IV-2 : Evolution du critère en fonction du nombre d’itération 



Chapitre IV                 Identification par méthode inverse de la conductivité thermique dans un solide  
                                                                                                                                                             hétérogène 
 

 109

L’erreur relative sur la température est définie par : 
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Avec :  

         Tij : Température calculée en utilisant la méthode inverse 

         Yij : Température exacte. 

         im : Nombre total de nœuds selon l’abscisse de la position. 

         nm: Nombre total de nœuds selon l’abscisse du temps 

L’erreur relative sur la conductivité thermique est définie par : 

m
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iexiErr 100
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=

λ
λλ  

Avec :  

         λi : Conductivité thermique calculée en utilisant la méthode inverse 

         λexi : Conductivité thermique exacte. 

         im : Nombre total de nœuds. 

Les figures IV-4, IV-5 et IV-6 décrivent les évolutions de Err1 et Err2 ainsi que du critère 

en fonction du nombre d’itérations.  

 

 
 

Figure IV-5: Evolution de l’erreur Err1 en fonction de K 
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Figure IV-6 : Evolution de l’erreur Err2 en fonction de K 
 

 
Figure VI-7: Evolution du critère cc en fonction de K 
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9. CONCLUSION  

Les résultats obtenus, validés par la comparaison des profils thermiques exacts 

(expérimentaux) avec les résultats estimés permettent ainsi de justifier la fiabilité de cette 

approche très intéressante puisqu’elle permet, par l’intermédiaire d’une technique basée 

sur le problème inverse, d’estimer un paramètre interne qui est la conductivité thermique.  

 Pour la mise en forme d’un problème inverse, la notion d’optimisation d’un écart 

quadratique est alors introduite afin de simplifier le problème. Le caractère mal-posé des 

problèmes inverses nous a conduit à utiliser la technique des  gradients conjugués (MGC), 

basée sur la résolution de trois problèmes à chaque itération (problèmes direct, adjoint et 

de sensibilité). 

Les équations obtenues sont discrétisées suivant la méthode classique des différences finies 

et le problème est résolu numériquement.  

L’exécution du programme numérique a donné des résultats très intéressants puisqu’ on a 

pu aboutir à la solution exacte avec des erreurs relatives faibles soit pour la température ou 

pour la conductivité thermique, en plus le critère qui est une référence du calcul numérique 

décroit rapidement en premier temps puis il prend des valeurs proches l’une des autres en 

allant dans le sens décroissant.      
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CONCLUSION GENERALE 

 

L’objectif principal que nous nous sommes fixé dans cette étude a été la mise en ouvre 

d’une méthode inverse utilisant le gradient conjugué pour la résolution de l’équation de la 

conduction thermique dans un système unidimensionnel de conductivité thermique non 

uniforme. 

L’étude de la présence de défauts proposée au troisième chapitre s’inscrit dans le 

contexte de l’utilisation des méthodes basées sur le contrôle non destructif (CND), puisqu’il 

s’agit de traiter le comportement thermique d’une structure avec défaut après avoir excitée la 

cible par une variation de température ou une densité de flux, c’est un travail d'analyse. Les 

résultats que nous avons obtenus sur quelques exemples ont montré qu’une anomalie dans une 

structure homogène peut être identifiée par l'analyse des profils de température en les 

comparant à ceux d’une structure saine.  

Les conséquences pratiques de cette étude paraissent intéressantes, puisqu’elle permet 

de prévoir le comportement thermique d’un matériau en régime variable, et par  la suite 

d’analyser et de caractériser les défauts qui peuvent exister sur ou à l’intérieur de ce solide. 

En imaginant la situation inverse dans laquelle on veut déterminer les caractéristiques 

thermo physiques d'un solide hétérogène dans le cas où on ne connait que les conditions aux 

frontières, c’est ce qu’a été vérifié dans le quatrième chapitre. Dans ces travaux sur les 

problèmes inverses en thermique, le problème d’identification de paramètre a été présenté. 

Nous avons traité l’identification d’une caractéristique qui est la conductivité thermique dans 

un matériau solide hétérogène. 

Afin de réduire l’équation aux dérivées partielles de la conduction de la chaleur à un 

système différentiel ordinaire, difficilement résolvable numériquement à cause de sa non 

linéarité, un algorithme de résolution du problème direct en dimension 1 combine la 

discrétisation spatiale par la technique des différences finies et l’intégration (sommation) 

temporelle par la même technique. 

Pour estimer ce paramètre thermophysique du modèle proposé, une technique inverse 

basée sur la minimisation du critère a été développée. Elle s’appuie sur l’équation adjointe de 

la température, qui permet le calcul de la direction de descente. Un calcul de sensibilité 

permet de déduire la profondeur de descente. Les résultats numériques obtenus, montrent 

l'efficacité de la méthode, tant au niveau précision qu'au niveau implantation et exécution.  
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L’exécution du programme numérique a donné des résultats très intéressants 

puisqu’on a pu aboutir à la solution exacte avec des erreurs relatives faibles soit pour la 

température ou pour la conductivité thermique, en plus le critère qui est une référence du 

calcul numérique décroit rapidement en premier temps puis il prend des valeurs proches l’une 

des autres en allant dans le sens décroissant. 
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 ملخص

 الانتقاللحل معادلة  المترافقباستخدام التدرج  نموذج عكسي تطبيقهو  ا البحثالهدف الرئيسي من هذ

حليل وجود ت العمل واقترح .ةحرارية متغير ناقلية ذوالبعد و غير متجانس أحاديلجسم الحراري 

السلوك  دراسة، ل تدميريغير ال الاختبار باسمي أساليب معروفة هالأجسام الصلبة و  في عيوب

 .الحرارة أو كثافة تدفق في درجة لتغير هاتعرض بعد عيوب للمنشآت التي تحتوي علىالحراري 

 

Abstract 

The main objective of this study  is the implementation of an inverse method using the 

conjugate gradient for solving the heat conduction equation in a one-dimensional non-

homogeneous system,  with a variable thermal conductivity. The analysis of the defect 

presence suggested is also the subject of this work. It is part of the methods based on non-

destructive testing (NDT), to address the thermal behavior of a structure with defects, 

subjected to a temperature or a flux density variation on the wall. 

 

Résumé 

L’objectif principal de cette étude est la mise en ouvre d’une méthode inverse utilisant le 

gradient conjugué pour la résolution de l’équation de la conduction thermique dans un 

système unidimensionnel et non homogène de conductivité thermique variable. L’étude de la 

présence de défauts proposée fait également l’objet de ce travail. Elle s’inscrit dans le cadre 

des méthodes basées sur le contrôle non destructif (CND), visant à traiter le comportement 

thermique d’une structure avec défaut soumise à une variation de température ou une densité 

de flux sur la paroi, c’est un travail d'analyse. 
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