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Introduction générale

L’étude des transferts thermiques couplés dans une cavité fermée a suscité un intérét
grandissant durant ces derniéres décennies. Cet intérét est dicté par le rble joué par telles
configurations dans nombreuses applications industrielles dans plusieurs domaines : le
refroidissement des composants électroniques, la climatisation, les échangeurs de chaleur,
les centrales nucléaires...etc.

De nombreuses études ont été réalisées en utilisant : I’expérimentation numérique
(simulation numérique) et pratique (expérience de laboratoire).

Il est vraisemblable que I’expérimentation de laboratoire est d’une importance cruciale
pour valider la premiere approche, néanmoins elle reste handicapée par le codt élevée du
mateériel et la difficulté de réalisation.

La simulation numérique reste la méthode la moins colteuse, et la plus utilisable.
L’evolution rapide des capacités des calculateurs au cours de ces vingt dernieres années a
permis un progrés notable dans la compréhension du phénoméne de la convection
naturelle, le rayonnement thermique et le couplage entre ces deux phénomenes.

L’étude de la convection naturelle en milieux confinés fait, de nos jours encore, I’objet de
nombreuses recherches, tant sur le plan numerique qu’expérimentale. Dans ce type de
probléme, les différents modes de transfert thermique (convection, conduction,
rayonnement) peuvent intervenir de fagon couplée, notamment par le biais des parois.
Toute fois, quand le transfert radiatif est considéré, un probléme particulier se pose lorsque
le fluide lui-méme se comporte comme un milieu semi-transparent, c'est-a-dire qu’il
absorbe et émet le rayonnement.

Lorsque les cavités sont remplies par un gaz, I’influence des échanges radiatifs entre
surfaces a travers un milieu qui émet du rayonnement & sa propre temperature locale,
absorbe et diffuse le rayonnement incident en tout point (milieu semi-transparent).

L’ objectif du présent travail est le développement d’un code de calcul permettant de
résoudre les équations de transfert dans un systéme constitué d’une enceinte carrée,
contenant de I’air sous I’approximation de Boussinesq. Les deux parois verticales, sont
différentiellement et uniformément chauffées. Par contre, les deux parois horizontales sont
soit adiabatiques, soit soumises a des conditions radiatives, d’ou le phénomene de
couplage. La formulation fonction de courant-vorticité est utilisée pour simplifier ces
équations aux dérivées partielles, avant qu’elles soient discrétisées numériquement en

utilisant la méthode des différences finies. Les équations de la chaleur et de la vorticité
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sont intégrees par la technique des directions alternées (ADI) en schéma UPWIND, et la
fonction de courant est déterminée a chaque nceud du domaine par la méthode de sur-
relaxation successive.

Pour traiter les échanges radiatifs entre les surfaces dans une cavité, une méthode de
radiosité est proposée pour calculer le flux radiatif.

Pour atteindre ces objectifs le travail présenté dans ce mémoire est organisé en quatre
chapitres :

Le premier chapitre, présente des généralités et des définitions sur la convection naturelle,
et le rayonnement thermique, ainsi qu’une recherche bibliographique des différents travaux
qui ont traité ce type de phénomenes.

Le deuxiéme chapitre traite le probleme de rayonnement et la méthode de résolution de
I’équation de radiosité.

Le troisieme chapitre concerne la résolution numerique de la convection naturelle dans une
cavité carrée. Cette simulation est basée sur la discrétisation numérique des équations de
quantité de mouvement, de masse et d’énergie. On y présente également une description
détaillée de la méthode numérique adoptée pour la discrétisation de ces équations. La fin
du chapitre est consacrée aux différents résultats obtenus ainsi que leurs interprétations en
dans le cas de la convection naturelle pure.

Le chapitre quatre est consacré a I’étude du couplage de la convection naturelle avec le
rayonnement des parois. Des essais numériques permettent de valider la méthode, en
mettant en évidence I’effet du rayonnement sur le comportement thermique et dynamique

de I’air dans la cavité.
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Chapitre 1 éfEralités et Revue Bibliographique

1. GENERALITES ET DEFINITIONS
1.1. Transfert de chaleur par convection
La convection est un mode de transport d’énergid’@etion combinée de la conduction,

I'accumulation de I'énergie et le mouvement du eniliLa convection est le mécanisme le
plus important de transfert d’énergie entre undasersolide et un liquide ou un gaz. Le
transfert d’énergie par convection d’'une surfacetda température est supérieure a celle
du fluide qui I'entoure s’effectue en plusieurspé&s D’abord la chaleur s’écoule par
conduction de la surface aux particules fluideseahtes. L'énergie ainsi transmise sert a
augmenter la température et I'énergie interne depegticules. Ensuite ces derniéres vont
se mélanger avec d'autres particules situées damsrégion a basse température et
transférer une partie de leur énergie, celle-cagatésent emmagasinée dans les particules

fluides et elle est transportée sous I'effet de feauvement.

1.1.1. Les différents types de Convection

La transmission de chaleur par convection est désigselon le mode d’écoulement du
fluide, parconvection libreet convection forcéelLorsqu’il se produit au sein du fluide des

courants dus simplement aux différences de deréstdtant des gradients de température,
on dit que la convection ensaturelle ou libre Par contre si le mouvement du fluide est
provoqué par une action externe, telle qu'une pooyein ventilateur, le processus est
appeléconvection forcéeSi les deux causes existent simultanément, saad’'ane soit

négligeable par rapport a I'autre, la convectidndés mixte.

1.1.2. La Convection Naturelle

En convection naturelle, les mouvements du fluidiet provoqués par des gradients de
densité dus a la non—uniformité de la températues. couches chaudes, donc de poids
spécifique plus faible, sont soumises a des fodiegées vers le haut, suivant un
mécanisme analogue a celui de la poussée d’Arclemedns les régions a température
élevée, le fluide prend donc un mouvement ascendant

Le phénoméne inverse de courants descendants cigitprpour les parties du fluide dont
la température est inférieure a celle du fluideuchd.es courants de convection naturelle
sont alors dus a des difféerences de poids spéeifejupar conséquent le phénoméne se
produit-en raison de I'existence du champ de pesaméerrestre.

L'intervention du poids a pour effet de donner avkxticale un réle privilégié. La
définition de la géométrie d’un systeme conveait donc faire intervenir la forme et les

dimensions ainsi que la disposition par rappoat @elrticale.
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Les effets de convection naturelle sont famili€s. peut les observer quotidiennement
dans 'eau que I'on chauffe dans un récipient, daaspanaches de certaines cheminées
d’'usines, la circulation atmosphérique, les vente®tempétes sont aussi des effets de la
convection naturelle.

Pour formaliser la convection naturelle, il fautcdee le couplage des champs de
température, de pression et de vitesse a partiégigstions de conservation de quantité de
mouvement, de la masse et de I'énergie.

La convection ‘libre’ ou ‘naturelle’ est la forméédhange convectif la plus couramment
observéeElle apparait dans le champ des forces de maséeeexes dont la nature peut
étre différente Donc la convection naturelle est le régime d’écadet obtenu lorsque
I'on chauffe un fluide sans qu'il n y ait d’écoulent ‘extérieur’ imposé

La convection naturelle est en fait un mouvemerfildde (a savoir gaz ou liquide) induit
par des forces pesantes ou forces de poussée difadb. Ces dernieres sont dues a des

différences de masse volumique

—

B=-Apg (1.1)

B : Poussée d’Archiméde [N:#h

Ap : Gradient de la masse volumique [K&Jm

g : Accélération de la pesanteur [ifi.s

Ces difféerences de masse volumique peuvent étseeaupar exemple, par des différences
de température ou par des différences de la caatient des especes chimiques.

En général, ce qui est le cas ici, c'est un gradibarmique qui est la cause de cet
écoulement de convection naturelle. En effet, duda l'agitation thermique, la masse
volumique du fluide diminue quand la températurgnaente [1-6]

Grace a cet écart de température en distingue dppsoximations des équations de la

convection : 'approximation de Boussinesq etpiagximation de faible Mach

1.1.3. L’approximation de Boussinesq

En 1903, a I'époque méme @ayleighs’intéresse a la convectioBoussines@ropose
une simplification de ces équations de facon aomserver que les ingrédients nécessaires
et suffisants a la convection thermiquees hypotheses de Boussinesqnsistent a
supposer que les différentes propriétés thermodiyneaas et de transport du fluide sont

indépendantes de la pression. Elles supposent gusse fluide est incompressible mais il
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conserve bierentendu le terme de poussée d’Archimede «le mateua convection »
directement lié da dilatation ou a la contraction thermique dudtii[7]

Cette approximation est valable lorsque I'écartadeempérature entre les parois chaudes
et les parois froides est inferieure & 80T<30). L’hypothése essentielle de Boussinesq
est : «p » est constant sauf dans le terme de pousséehifdéde.

Les propriétés thermophysiques du fluide sont ss@g® constantes et calculées a la
température de référence, B I'exception de la masse volumique x dans ce terme, la

masse volumique varie linéairement avec la tempegat
p =p0[1—B(T —TO)] (1.2)

Avecp = —pio (Z—;)P

Ou Ty .représente la température de référence.

B : le coefficient d’expansion thermique.
L’approximation repose alors sur I’incompressibili% = 0) ou les premiers points
enoncés permettent de simplifier les équations @ime s’intéresser qu'aux effets de la
poussée d’Archiméde. Pour un écoulement incompnesdiéquation de continuité est

remplacée par une contrainte de divergence didlel = 0 . [3, 4, 9].

1.1.4. L'approximation de faible Mach

Lorsque I'écart de température devient importaspproximation de Boussinesq pour les
écoulements de convection naturelle devient inaatéqu

La modélisation faible nombre de Mach est introglyitour traiter les écoulements
compressibles a faible vitesse, ce régime esitd#ar une vitesse caracteristique de
I’écoulement tres faible devant la célérité du so[8]. Le nombre de Mach, définit par le
rapport Ma =V/¢, sera par conséquent, trés petit devant un. Aiesieffets des ondes
acoustiques sont filtrés du champ de I'écoulerfiEdit

c: est la vitesse de propagation de 'onde de pryessiinitésimale dans le fluide.

La résolution des équations de Navier-Stokes ernpoessible se heurte a des problémes
numériques importants.

Cette approximation, en filtrant les ondes sonomgsrmet d'utiliser des méthodes

numeriques couramment utilisées pour les écoulesmecdmpressibles.
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1.2. Transfert de chaleur par rayonnement

1.2.1. Nature du rayonnement

Tous les corps, quelque soit leur état : solidpiidie ou gazeux, émettent un rayonnement
de nature électromagnétique. Cette émission d’'@setgffectue au détriment de I'énergie
interne du corps émetteur. Le rayonnement se peogagnaniere rectiligne a la vitesse de
la lumiere, il est constitué de radiations de dé#fées longueurs d’onde comme l'a

démontré I'expérience de William Hersclig] :

v

v v

Source apT prisme

¥ " Ecmpsorbant
Figure 1.1: Principe de I'expérience de William Herchel

En passant a travers un prisme, les radiations glust ou moins déviées selon leur
longueur d’'onde. On envoie donc les radiations émmr une source a la températwe T
sur un prisme et on projette le faisceau déviéusuécran absorbant (noirci), on obtient
ainsi la décomposition du rayonnement total indiden un spectre de radiations
monochromatiques.

Si I'on déplace le long de I'écran un thermométos, mesure la température. T
caractérisant I'énergie recue par I'écran dans whdgongueur d’onde, et en construisant la
courbe T = f(A), on obtient la répartition spectrale de I'énergayonnée pour la
température Jde la source. On constate alors que:

- I'énergie émise est maximale pour une certaingueur d’onde.,, variable avec d.

- I'’énergie n’est émise que sur un intervallg, ;] de longueur d’onde caractérisant le
rayonnement thermique.

On trouvera représentés sur la figir2 les différents types d’ondes électromagnétiques et
leurs longueurs d’ondes correspondantes. On nendetd que le rayonnement thermique
émis par les corps situant entre 0,1 et {60 On notera par ailleurs que le rayonnement
est percu par 'hommgg] :

- par I'eeil : pour 0,38m <X < 0,78um rayonnement visible.

- par la peau : pour 0,48n <X < 314um rayonnement IR
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Figure 1.2: Spectre des ondes électromagnétiques

1.2.2. Classification
Les grandeurs physiques sont distinguées selon :
» La composition spectrale du rayonnement
- si la grandeur est relative a I'ensemble du speetle est dite totale.
- si elle concerne un intervalle spacétroit d. autour d’'une longueur d’'onde
elle est dite monochromatique.
* Ladistribution spatiale du rayonnement
- si la grandeur est relative a I'enskemibes directions de I'espace, elle est dite
Hémisphérique.

- si elle caractérise une direction dmnde propagation, elle est dite directionnelle.

1.2.3. Définitions relatives aux sources

e Leflux
On appelle flux d’'une source S la puissance raypmuééep par S dans tout I'espace qui
I'entoure, sur toutes les longueurs d’onde. Le ffug'exprime enh.
Le flux envoyé par un élément de surface dS darengie solide élémentair€dest noté
d’D
Le flux envoyé dans tout I'espace par une surfiaméntaire dS est notébd
Le flux envoyé par une surface S dans I'angle sadied entourant la direction Ox est noté
ddy

Nous avons donc les relations suivantesd® = fwd2 ) et
¢ = f dd = f do,
N w

* Angles solides
L’angle solide est une généralisation dans I'esgatteis dimensions de la notion d’angle

plan, il caractérise I'ensemble des directionsassdiun point de I'espace. Donkangle

-7-
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solide sous lequel depuis un point O on voit unéase S est par définition I'aire de la
surface d’intersection de la sphere de rayon wetitdu cone de sommet O s’appuyant sur
le contour de la surface S. L'angle solide sousééqn voit, d’'un point O le contour d’'une
petite surface dS (assimilée a une surface plasg)éire calculé par (1.38, 5] :

dS COSa
dw = T—z (13)

Figure 1.3: Schéma de I'angle solide

Quelques propriétés de I'angle solide
- La valeur d’'un anglsolidew est comprise entre O et 4

- Pour un cbne de demi-angle au somieb =2 (1- cosa)

« Emittance énergétique

- Emittance énergétiguaonochromatigue

Un élément de surface dS émet un certain flux dgeear rayonnement dans toutes les

directions du %2 espace. Ce flux est réparti suintarvalle de longueurs d’ondes. Si I'on

considere le flux d’énergid®]*** émis entre les deux longueurs d’ondest A+dx, on

définit I'emittance monochromatique d’'une sourda température T par :

d(p/%+dl
M, =
AT = dsda
- Emittance énergétiquetale

(1.4)

C’est la densité de flux de chaleur émis par ragomnt par dS sur tout le spectre des

longueurs d’ondes. Elle n'est fonction que destapérature T et de la nature de la source
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My = )“:OOM dl_d(p 1.5
T — 10 AT _dS (')

« Intensité énergétique dans une direction (Luminange
On appelle intensité énergétiqudd flux par unité d’angle solide émis par une acefdS

dans un angle solidewdentourant la direction Ox :

I—dqb" 1.6
x_dw (')

» Luminance énergétique dans une direction
Soit a I'angle fait par la normalei a la surface émettrice S avec la direction Ox. La
projection de dS sur le plan perpendiculaire a €fini la surface émettrice apparente
dS = dS cosu. L'intensité énergétique élémentairg dhns la direction Ox par unité de
surface émettrice apparentexd@ppelle la luminance énergétiqug. LEn partant de la
relation précédente :

B Iy B d*o,
" dScosa  dw dS cosa

(1.7)

Ly

1.2.4. Définitions relatives au récepteur

* Eclairement
C’est 'hnomologue de I'emittance pour une sourcéclairement est le flux recu par unité
de surface réceptrice, en provenance de I'ensed#sdedirections. Si dS est l'aire de la

surface recevant un fluxdd on a :

_do

E=35

(1.8)

Remarque
On définit ainsi les pouvoirs monochromatiquesédiissantr;, absorbant,t et filtrant
T,7 qui sont fonction de la nature du corps, de s@isdpur, de sa température T, de la

longueur d’ondé. du rayonnement incident et de I'angle d’incidenc. I'on considére

I'énergie incidente sur tout le spectre des longeiedionde, on obtient les pouvoirs

réfléchissantst, absorbantir et filtranttt totaux.
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1.2.5. Lois du rayonnement

e Loi de Lambert

Une source est isotrope si la luminance est indigde de la direction 1= L

Ix Ix
Ly = = 1.9
X dSy dS cosa (1.9
De I'égalité Ly = L on déduit la loi de Lambert pour une sourcérigpe :
dix_, 1.10
as cos a (1.10)
Donc :L,, = lox  _ lon (dans la direction normale a dS)
ds cosa as
On en déduit que :
I,, =1,,cosa (1.11)

Raison pour laquelle la loi de Lambert est égaldrappelée la « loi du cosinus ».
Ainsi l'indicatrice d’émission est une sphere tamgeen O a la surface émettrice lorsque

celle-ci suit la loi de Lambert :

In
I(X o
rl l,
N
~2
ds ds
Intensité énergique Luminance

Figure 1.4: Schématisation de la luminance et de l'intensigrgétique d’'une source
isotrope

Comme pour un cdne demi-angle au sommet
w=2nr (1—cosa)
et dw = 2n sina da

Lorsqu’un corps suit la loi de Lambert :

do a=m/2 a=m/2
M=—= Lf cosa dw = ZnLj cosa sina da (1.12)
ds a=0 a=0
Soit :
M =mnlL (1.13)

-10 -
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* Loi de Kirchoff

A une température T donnée et pour une longueurdé’®d donnée, le rappo%“—T est le
AT

méme pour tous les corps.

Pour le corps noir oyt = 1, le rapport ? est donc égal a §k en appelant Mt
AT
I'emittance monochromatique du corps noir, donc :
Myr = axrMoar (1.14)

L’emittance monochromatique de tout corps est égalproduit de son pouvoir absorbant
monochromatique par I'emittance monochromatiqueahps noir a la méme température,

d’ou l'intérét de connaitre le rayonnement émislpaiorps noir.

e Loi de Kirchoff généralisée : Cas des corps gris
Dans le cas du corps gris, on peut généralisee tatce qui facilite les applications. En

effet pour un corps gris,t = o, donc :

A=o00 A=o00 A=
MT == MAT dl = f aAT MO/le/l = aT MOAT d/l (115)
A=0 A=0 A=0

En appelant My I'emittance totale du corps noir a la tempérailiraous obtenons pour un
corps gris :
MT = OCTMOT (116)

L’emittance totale M d’'un corps gris a la température T est égale adyir de son
pouvoir absorbantr par I'emittance totale i} du corps noir a la méme température.

1.2.6. Rayonnement des corps non noirs

» Facteur d’émission ou émissivité
On définit les propriétés émissives des corps ngaigapport aux propriétés émissives du
corps noir dans les mémes conditions de températue longueur d’onde et on les
caractérise a l'aide de coefficients appelés fastaldiémission ou émissivités. Ces
coefficients monochromatiques ou totaux sont defoair :

- M;r
A7 Moar

-11 -
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Et

My
ar = M_T (117)
0

D’apreés la loi de Kirchoff, on montre que :
ar = &r (1.18)

» Cas des corps gris
lls sont caractérisés payr = ot soit d'aprés ce qui précede i = ¢t
Or : Mt = &1 MoT, nous en déduisons I'emittance du corps gristentgérature T :

My = eroT* (1.19)
Ou Mor=0T* c'est la loi de STEFAN-BOLTZMANN qui fournit I'eittance totale du
rayonnement du corps noir dans le vide en fonamsa température absolue.
o =5.67.10"8 W/ (nf.K? est la constante de STEFAN-BOLTZMANN

1.2.7. Rayonnement réciprogue de plusieurs surfaces

On considéere les hypothéses suivantes:
- Les surfaces considérées sont supposees hompgeagses, isothermes et grises.

- Les éclairements sont supposés homogénes éfflesions diffuses

* Radiosité et flux net perdu
Le rayonnement qui quitte une surfageeSt la somme de son émission propre et de la
réflexion d’une partie du rayonnement incident gefte surface. On appelle radiosité, que

I'on note J, 'emittance apparente de la surfagel@c :
]i = Sl'O'Ti4 + (1 - gi)Ei (120)
Avec E Eclairement de la surface (8V.m?)

Considérons maintenant la surfggechoisie parmin surfaces isothermes et homogénes

qui délimitent un volume

-12 -
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&

i

Figure 1.5: Schématisation des flux de rayonnement sur unacaurf

La densité de flux net perdu par rayonnementgauiface Sgal a la différence entre

les flux émis et absorbé par cette surface soit :

¢inet = EiO'Tl-4 - giEi (121)
En introduisant, d’aprés (1.18), la radiositar E; = i (J; — 0T , nous obtenons :
inet — 1ii (6T - J;) = &i(oTt —E;) = J; — E; (1.22)

2. REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

Dans différentes situations physiques et applioatidechnologiques, la convection
naturelle dans une cavité fermée joue un role itaporL’étude d'un tel phénomene, dont
I'importance est dictée par le réle qu’il joue dafigers secteurs industriels, a une masse
importante de publications spécialisées qui s'estimulée au fur des années.

Il existe plusieurs méthodes utilisées pour étuldigorobléme de la convection naturelle
dans les cavités :

Ben Cheikh et al[14] ont examiné I'’écoulement de convection naturediesdune cavité
carrée a l'aide d’'une méthode multigrille, la métbmumeérique est basée sur un schéma
de type volumes finis du second ordre et une méthdel projection. Une approche
multigrille est utilisée pour accélérer la converge de I'équation de poisson.

Guellal et Hamlaoui[21] ont étudié la convection naturelle dans un réseoytindrique,

les équations qui gouvernent la convection sontlués a l'aide de la méthode ADI
(Alternating Direction Implicite Method), I'équatiode la fonction de courant est résolue
par la méthode des différences finies utilisarsicleema de Cronck Nicholson.

Hua et Lauriat [22] ont considéré I'analogie transfert de chaleur eetnthtiere pour la

convection naturelle d’'un mélange binaire non-ditleé gaz parfait ; les équations de

-13-



Chapitre 1 éfEralités et Revue Bibliographique

conservation qui représentent le modele sont disées a l'aide d'une méthode de
volumes finis du second ordre.

Rayen et al[23] ont adopté la convection naturelle qui s’effectisns une enceinte
rectangulaire, les équations sont discrétisées laveéthode des volumes finis.

Arol et al [24] ont étudié I'effet de I'angle d'inclination de tavité carrée remplie de
différents fluides ; la cavité est divisée par wiide imperméable, les équations qui
représentent la convection naturelle sont dis@ésipar la méthode des différences finies.
Riduane et al[25] ont adopté numériguement la convection de flux tthae dans un
cercle, le systeme des équations gouvernanteséssiura l'aide de la méthode des
volumes finis.

X. Xu et al [26] étudient numériquement la convection naturelleifaime autour d’un
cylindre horizontal centré dans une enclosure ¢ridaire, les équations de conservation
sont résolues par la méthode des approches de @aaroontréle.

Mobdi et al [27] ont réalisé une étude de convection naturelle daescavité carrée, les
équations de I'énergie et de la vorticité sont s par la méthode ADI (Alterning
Direction Implicite méthode) et I'équation de ftiba de courant est résolue par la
méthode des différences finies.

Lamsaadi et al[61] ont adopté numériquement la convection naturediesdune cavité
rectangulaire horizontale remplie d’'un fluide noeviNonien et soumise a un flux de
chaleur uniforme ascendant, les égquations gouveraaont résolues numeériguement en
utilisant la méthode des différences finies aveaiilage régulié.

Ghassemi et al [60propose une étude sur I'effet de I'angle d’inclioatsur I'écoulement
et le transfert thermique d’un fluide dans une tgacarrée différentiellement chauffée ou
les parois verticales sont soumises a différemtegpératures tandis que les parois formant
un angle avec I'horizontale sont adiabatiques, dgaations gouvernant la convection
naturelle sont résolues a l'aide de la méthodevdiesnes finis.

D.C.LO et al [59] ont adopté une méthode quadrature différentielle (D@ erential
Quadratic method) pour résoudre les équations deraection naturelle dans une cavité
carrée en 2D différentiellement chauffée ou lesoigaverticales sont soumises a
différentes températures alors que ses paroisdmidles sont adiabatiques.

Les problemes liés au transfert de chaleur par exiion naturelle et par rayonnement
dans les cavités fermées sont rencontrés daneptasapplications industrielles, telles que
I'étude du confort thermique dans les béatiments, refroidissements des composants

électroniques...etc. toutefois le rayonnement apponte contribution significative aux
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transferts thermiques dans de tels systémes. tdé@pendance des phénoménes de
convection naturelle dans les fluides et des édwmmgdiatifs entraine des difficultés de
modélisation physique des équations. Depuis de rmmbs années, la convection
naturelle couplée avec le rayonnement fait I'oljet nombreuses recherches a la fois
expérimentales et numeériques :

DELAROCHLEMBERT (2000) [29] a realisé une étude de bilans thermique et une
recherche compléte sur I'écoulement d’air le lorignd plague d’acier noir épaisse
verticale chauffée avec un flux de chaleur unifarrhes résultats sont obtenus par
méthode thermo-anémomeétrique et pyrométrie IR. Biveodeles physiques sont résolus
au moyen d'un code de calcul commercial (FLUENT),sent ensuite comparés aux
valeurs expérimentales.

LAAROUSSI et al (2005) [30] ont étudié la résistance thermique d’un mur canstite
blocs de matériaux alvéolaires de forme simpleassé deux ambiances a températures
différentes. L'étude est réalisée numeériquementtamant compte de la périodicité
permettant de limiter les simulations a un élémeptésentatif constitué par une cavité
parallélépipédique fermée. En se basant sur I'aqymiation de Boussinesq, les équations
de Navier Stokes et d’énergie ont été résoluesda ldu code de calcul commercialisé
(FLUENT) par la méthode des volumes finies aveadécentrement du second ordre des
termes de transport (Schéma QUICK) utilisant baidhme itératif de SIMPLE pour
traiter le couplage vitesse-pression.

MEZRHAB et al (2007) [31] ont étudié numériqguement I'influence des partsicuor le
transfert de chaleur par convection naturelle gomaement thermique dans une cavité
inclinée d’un anglep=45 par rapport au plan horizontal. Les équations gmae le
systéme, sont résolues par la méthode des volumsslfa cavité contient un nombreN
de partitions variant de 0 a 3. Les résultats alstenontrent que:

- le rayonnement thermique augmente le transfechd&eur au sein de la cavite.

- plus le nombre de partition est grand, plusdesfert de chaleur est réduit.

WANG et al (2006) [32] ont développé un code numérique pour le couplage de
convection naturelle en cavité avec le rayonnerderdurfaces et des études sont menées
pour une cavité carré remplie d’air dont les quaimeois ayant la méme émissivité, les
résultats montrent que, par rapport au cas saosmaynent, la paroi haute est refroidie, la
paroi basse est réchauffée, I'écoulement horizoesalrenforcé, et la stratification est

diminuée.
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JAMI et al (2007) [33] ont étudié numériqguement le phénomene de la caowect
naturelle couplée au rayonnement dans une cawvitéecaontenant un cylindre. Seul le
rayonnement surfacique est pris en compte et idacas radiatives sont supposées grises
et isotrope en émission/réflexion. Un schéma hyhrizhsé sur la méthode de Boltzmann
sur réseau combinée a la méthode des différenness fest utilisé pour I'analyse du
comportement thermique et dynamique de I'air. Liést® du nombre de Rayleigh et la
dimension du cylindre sur le transfert de chalduréeoulement d’air ont été analysés et
discuteés.

MEZRHAB et NAJI (2007) [34] ont étudié un schéma numérique hybride pour simuler
I'interaction entre la convection naturelle et Byannement surfacique dans une cavité
rectangulaire différentiellement chauffée. Les sges sont déterminées par la méthode de
Boltzman sur réseau et I'équation de I'énergiedéstrétisée a I'aide de la méthode des
volumes finis. Les systémes algébriques obtenusrésnlus par la méthode des gradients
conjugués. L’équation de transfert par rayonnenesttrésolue par la méthode de la
radiosité.

SCRELLA et al (2008) [35] ont proposé une étude de l'interaction entre laveotion
naturelle et le rayonnement pour l'approximationfaéble Mach pour les milieux
transparents et semi transparents. Les résoluti@ss équations de Navier-Stokes et
d’énergie écrites pour un gaz parfait utilisentéhode des volumes finis. L'équation de
transfert par rayonnement est résolue par la métded ordonnées discretes.

3 .CONCLUSION

Dans cette étude nous avons décrit les principegafmentaux des deux modes de transfert
de chaleur par convection naturelle et par rayommem les différentes lois du
rayonnement, ainsi qu’'une revue bibliographique ceomant les travaux traitant du
phénomene de transfert de chaleur par convectituratie et le couplage rayonnement -

convection naturelle y sont également présentés.
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1. INTRODUCTION

Le rayonnement thermique est un processus complexe associé au fait que 1’énergie se
transforme au moins deux fois: d’abord elle se transforme en émission des ondes
¢lectromagnétiques suivie du mouvement des ondes (photons), puis les oscillations
¢lectromagnétiques sont absorbées par le milieu ou le corps, ce qui est encore une
transformation de 1’énergie.

Le rayonnement thermique est envisagé comme un processus de propagation des ondes
¢lectromagnétiques transversales émises par le corps rayonnant. Ces ondes se propagent
rectilignement et lorsqu‘elles sont absorbées par le corps ou le milieu, elles se transforment
de nouveau en chaleur [3, 4].

Les échanges radiatifs entre les surfaces peuvent étre calculés par la méthode de radiosité
ou par la méthode des ordonnées discréetes (DOM), en supposant que le fluide est un milieu
transparent non-diffusant et de trés faible coefficient d’absorption. En géométries
tridimensionnelles la modélisation exacte des échanges radiatifs dans une cavité est basée
sur le concept de « radiosité » qui conduit a des systeémes d’équations intégrales.

Si les parois anisothermes sont discrétisées en petites surfaces isothermes ou isoflux, on
montre que ces systemes d’équations intégrales peuvent étre remplacés par des systémes
linéaires (avec un ordre d’approximation qui dépend de la qualité de la discrétisation).

La seconde technique (DOM) est requise lorsque la structure comporte plusieurs cellules et
sa précision dépend du nombre d’ordonnées sélectionnées. Il s’agit d’une méthode
numérique introduite dans les années 60, qui permet d’intégrer I’équation de transfert
radiatif et qui a connu un essor considérable ces derniéres années, notamment parce qu’elle
permet de s’affranchir de 1’hypothése de surfaces diffuses. Dans la pratique, les deux
méthodes peuvent €tre utilisées ; la premiere (méthode de radiosité) consiste a réduire le
nombre de surface en regard en introduisant des clusters constitués de petites surfaces (a
condition que leur propriétés radiatives soient suffisamment uniformes). La seconde
(DOM) consiste a conserver, comme surface ¢lémentaire, les surfaces définies par le
maillage de résolution des autres équations de conservation et a diminuer le nombre de
directions [8]. Dans notre travail on a choisi la méthode de radiosité parce qu’on a travaill¢

avec une géométrie bidimensionnelle (cavité carrée).

2. METHODE DES RADIOSITES
Les principes fondamentaux de radiosit¢ sont plus simples a expliquer avec un

exemple. On considére une cavité rectangulaire comme montrée par la figure 2.1. Le calcul
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de radiosité permet de simuler le flux de lumicre dans ce milieu. En réalité ; ce flux de
lumiére est constitué par des photons qui voyagent a travers le milieu et les corps en lignes
droites. On peut déterminer la distribution de flux de radiosité dans cette cavité par
’utilisation de la technique du ray-tracing. Chaque surface est divisée en un maillage

d’éléments (figure 2.1).

\ [ /7 /
\ [/ / /
R’ ]
v
j/// . TN
A O\ N

Figure 2.1 : Cavité rectangulaire divisée en éléments

Si on assimile I’air dans une cavité a un milieu parfaitement transparent au rayonnement,
ces hypothéses seraient entierement respectées si ’air ne contenait que des gaz
monoatomiques (par exemple air exempt de vapeur d’eau et de gaz carbonique). Les
hypothéses simplificatrices suivantes appliquées sur toutes les surfaces : surfaces opaques,
grises et diffuses en émission et en réflexion, les relations suivantes entre les propriétés
radiatives (hémisphériques) des surfaces sont vérifiées :
p=1—a=1—-—¢ et t=0surfaceopaque (2.1)
Ou p représente la réflectivité, @ ’absorptivité, € 1’émissivité et T la transmitivité.
Le couplage de la convection naturelle avec le rayonnement de surface se fait a travers les
conditions aux limites thermiques. La densit¢ surfacique du flux radiatif net
dimensionnelle Q,; échangé par un élément de surface dS; situé en un point d’abscisse 7;
sur la surface j peut s’exprimer par :
=1J;(r5) = Ei(n) (2.2)
Ou J; (rj) est la radiosité de I’élément de surface dS; et E; (rj) I’éclairement de cet élément

donnés respectivement par [5] :
E; (7’) i 1f ]l (T)dFdsj dS( i) (2.3)
Jip) = go(Tm)* + (1 - &)E;(7) (3.4
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Ou n est le nombre total des éléments de surface qui peuvent étre considérés comme
isoflux ou isotherme et éclairés uniformément.

dF gsi.asj est le facteur de forme entre les éléments i et j. Il représente la fraction d’énergie
qui part de la surface dS; et arrive sur la surface dS;. Etant donnée une distribution de
température sur les surfaces intérieures de la cavité, le probléme du rayonnement de
surface est décrit par le systéme linéaire d’équations intégrales régissant la radiosité J;

(W/n’) :

i) = o (@ )* + (1= &) f Ji ()dFag;-as,(13,m) (25)
0y =555 (@ () = 14(7)), G = 123, .m) 20

dF gsi-as; est défini au paragraphe suivant (3)
o c’est le constante de Stefan Boltzmann.
Apres avoir décomposé S; en surfaces isothermes éclairées uniformément, le systéme (2.5)

peut s’écrire sous forme matricielle :

Aj=b (2.7)

Ou f représente le vecteur de radiosité, et A une matrice de coefficients :

6;; : Symbole de Kronecker

ij
F;j : Facteur de forme.

-

b : Vecteur émission propre.

b (b; = £0,TY) (2.9)
o : Constante de Stefan Boltzmann
La résolution du probléme radiatif se fait par la construction de la matrice A (calcul des
facteurs de forme) et par I'utilisation d’une méthode itérative pour résoudre le systéme
matriciel.

Le terme Q.j apparait dans les conditions aux limites thermiques sur les parois.

3. FACTEURS DE FORME
Les facteurs de forme de surfaces quelconques, utilisés dans les études de transfert

d’énergie par rayonnement, sont en général fournis par des abaques. En effet, leur
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détermination, mis a part quelques rares systetmes a géométrie simple, est généralement
trés pénible, et les chercheurs préferent utiliser des abaques quand ils existent, plutdét que
de chercher des solutions analytiques.

Or, il est possible, dans plusieurs cas pratiques importants d’obtenir ces solutions
analytiques par intégration sur les surfaces étudiées. De plus, les solutions obtenues
peuvent étre mises sous une forme telle qu’elles deviennent trés simples a programmer sur
les petites calculatrices modernes [44,45].

Les solutions analytiques présentent de nombreux avantages: précision, domaine
d’application non limité, ...etc. Elles permettent surtout de résoudre les cas limites ce qui
n’est pas possible avec les abaques.

La figure 2.2 montre une Surface S; recevant un flux @;; de la surface S;. La surface
émettrice S; est une surface Lambertienne qui émet un flux @; alors que S; recoit une
portion de ce flux @;.

Figure 2. 2 : Surface S; recevant un flux ®;; de la surface S;

La fraction adimensionnelle @/ @; est appelée facteur de forme de S; vers S; et notée Fy_g;
ou bien Fj;

Le flux total émis par la surface S; est @;= M; A;

Avec M;: I’emittance de la surface S; et 4; est I’aire de cette surface.

Le flux regu par S; est @;=F; @, Malheureusement le calcul de F; peut étre un probleme

difficile.

3.1 Géométrie des facteurs de forme
Considérons deux ¢éléments de surface dS; et dS; pris respectivement sur S; et S; et écrivons
I’expression du flux émis par dS; en direction de dS;. Ce flux est contenu dans I’angle

solide élémentaire dw, sous lequel dS; est vu a partir de dS; (Figure 2.3)
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Figure 2.3 : Géométrie du facteur de forme entre deux surfaces différentielles

dzd)i]' = Li dSl COSQi dw (210)
Avec:
dS; cosb;

Et a partir de 1’équation (1.13) du chapitre 1 :
L; = % (Loi de Lambert) (2.12)

Ou L; : est la radiance de dS; dans la direction de 6;

Et Selon 1’équation (1.7) du chapitre 1 :

5 ds;dS; cos0;cos0;
d (DU = Mi 1'[")"2 (213)

Par intégration de d?®; j sur §; on obtient le flux &;; €mis par S; vers §; :

dS'dSi 0; 0;
= Jo Js, d*@u=M; fg, fo = 2.14)

nr

Expression que I’on peut encore écrire :

Pij = M; S; sl, ks, fsl. B ,C:zeicosej (2.15)
Faisant ainsi apparaitre le facteur de forme F;:
dS;dS; cosf;cos0;
Fij = S fs L ] 2 (2.16)
On a finalement :
®D;; = M;S;Fij = @;F;; (2.17)
On remarque que F; est une quantité purement géométrique.
Le flux émis simultanément par ; et atteignant S; s’écrit, de maniere similaire:
Dj; = M;SiF;; = ®;F; (2.18)
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En introduisant le facteur de forme :

f j‘ dS dS; cos0; cosO 2.19)
Jl S s; S] TZ )

Fj; estla fraction du flux hémisphérique de §; qui atteint S; .

Le rapprochement des expressions (2.16) et (2.19) montre que :

_f J‘ dS;dS; cos0;cos0;

SiF; p—

ij = S]F]l (2.20)

Ainsi ; ¢l] = MiSiFij ou MLS]F}l

Et @ M]S]F}l ou M]SlFl]
On a donc le choix, pour calculer des flux @;; et @;; , entre évaluer F;; ou Fj; . On choisit

bien entendu celle de ces deux grandeurs qui est la plus simple a calculer.

3.2 Propriétés du facteur de forme

Le facteur de forme est en fait une quantité purement géométrique : il dépend uniquement
de la forme et de la position relative des surfaces.

i. Réciprocité : V (i, j) Ai Fij=Aj Fji (2.21)
ii. La somme de tous les facteurs de forme pour une surface donnée est égale a l'unité.

Soit un environnement clos constitué¢ de n surfaces Al, A2, ..., An. On a donc pour toute

surface 4; de cet environnement (i allantde 1 a n) :

N
Z Fy =1 (2.22)
k=1

iii. Dans le cas d'une surface 4; plane ou convexe, aucun rayon lumineux réfléchi par cette
surface ne va frapper directement cette méme surface. Donc :F;; = 0

Dans le cas d'une surface 4; concave, on a bien entendu : F;; # 0

iv. Additivité : Soient trois surfaces disjointes 4;, 4; et A . La fraction d'énergie issue de 4;
et recue par l'union des deux surfaces 4; et 4 est égale a la somme des fractions d'énergie
issues de 4; et regues par chacune de ces deux surfaces.

Le facteur de forme entre 4; et I'union de 4; et 4, est donc égal a la somme du facteur de

forme entre 4; et 4; et du facteur de forme entre 4; et A

Fi(jUk) = Fl] + Fik (223)

L'inverse n'est pas valable :
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AjFj + AgFy

(Juk)i Aj + Ak Jji ki ( )
Si les deux surfaces 4; et A, ont une partie commune, on a alors :

Figjury = Fij + Fix — Figjni) (2.25)

3.3 Calcul du facteur de forme dans une cavité carrée
Dans ce paragraphe on donne les expressions analytiques des facteurs de forme dans deux

cas3Det2D:

3.3.1. Facteur de forme dans une cavité carrée tridimensionnelle (3D)
Les formules numériques des facteurs de forme entre deux plaques rectangulaires en
parall¢le, et /ou en perpendiculaire sont données par [48] :

a. Facteur de forme pour deux surfaces perpendiculaires

1
- "

Figure 2.4 : Deux plaques rectangulaires perpendiculaires

A

|

H=h/1; W=w/l
Fi =
1
H? + W?

1 1 1
- — —| - JH2 2
- W arctang [ ] + H arctang [ H] H“+ W+ arctang

(2.26)

2 2
1. {a+whHa+wrh[w2a+w?2+81») 1" [ B2 +w? + 8% "
4 1+ W2+ H? ( (

Tyl 1+W2)(W2 + H?)| |(1+HE)(WZ + H)

b. Facteur de forme pour deux surfaces rectangulaires en paralléle

Dans ce cas, ces formules sont complexes mais facile a programmer.
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Figure 2.5 : Deux plaques rectangulaires paralleles

X=w/l ; Y=1/h

2 1+X3)(1+Y X
Fyp = X7 lnj( )( )+X\/1+Y2arctan(—>

X 1+W?24Yy? Vi+tyz
+ Y1+ X? arct ( Y ) X arctan X
arctan | ——) — A arctan
V1 + X?
—YarctanY (2.27)

c. Exemple numérique
On considére une cavité rectangulaire illustrée sur la figure (2.6) avec les parameétres

suivants :

Longueur : 1=5.00m.
Largeur : w=3.00m.

Hauteur : h=2.50m.

Figure 2.6 : Cavité rectangulaire
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PROGRAMME INFORMATIQUE

! PROGRAM TOTAL POUR RESOUDRE L’EQUATION DE RADIOSITE
! Programme de calcul des facteurs de formes pour une cavité parallélépipédique
Parametre (dim=100)
real, dimension (dim, dim)::FF,MM,EE
real, dimension(1:dim) ::C,R,MO0

real ::F,l,wh

INTEGER :k
M=6
N=6

1=5
w=3
h=2.5

do i=1,N

do j=1.M

if (i==j) then
FF(i,))=0

end if

enddo

enddo

call calcperp(F,l,w,h)
FF(1,2)=F
FF(1,3)=FF(1,2)
FF(6,2)=FF(1,2)
FF(6,3)=FF(1,2)

call calcperp(F,w,Lh)
FF(1,4)=F
FF(1,5)=FF(1,4)
FF(6,4)=FF(1,4)
FF(6,5)=FF(1,4)

call calcpara(F,w,Lh)
FF(1,6)=F
FF(6,1)=FF(1,6)

call calcperp(F,h,w,l)
FF(2,1)=F
FF(2,6)=FF(2,1)
FF(3,1)=FF(2,1)
FF(3,6)=FF(2,1)

call calcpara(F,h,w,])
FF(2,3)=F
FF(3,2)=FF(2,3)

call calcperp(F,w,h,l)
FF(2,4)=F
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FF(2,5)=FF(2,4)
FF(3,4)=FF(2,4)
FF(3,5)=FF(2.,4)

call calcperp(F,h,L,w)
FF(4,1)=F
FF(4,6)=FF(4,1)
FF(5,1)=FF(4,1)
FF(5,6)=FF(4,1)

call calcperp(F,l,h,w)
FF(4,2)=F
FF(4,3)=FF(4,2)
FF(5,2)=FF(4,2)
FF(5,3)=FF(4,2)

call calcpara(F,h,1,w)
FF(4,5)=F
FF(5,4)=FF(4,5)

print*,"la matrice FACTEUR DE FORME est:"
doi=1,N
do j=1.M
print'(f8.3,%)",FF(i,j)
end do
print*
end do
print*

!*************************Sous programme Calc_perp()************************

subroutine calcperp(F,largeur,longueur,hauteur)

real :: F,largeur,longueur,hauteur

pi=3.14

H=hauteur/longueur

W=largeur/longueur

SH=H*H

SW=W*W

A=1/(pi*W)

B=W#*atan(1/W)+H*atan(1/H)

C=sqrt(SH+SW)*atan(1/sqrt(SH+SW))

D=(1+SW)*(1+SH)/(1+SH+SW)

E=SW*(1+SW+SH)/((1+SW)*(SW+SH))

G=SH*(1+SW+SH)/((1+SH)*(SW+SH))

F=A*(B-C+0.25*Log(D*(E**SW)*(G**SH)))

end subroutine calcperp
!*******************SOUS programme Calc_para()******************************

subroutine calcpara(F,largeur,hauteur,separation)
realL :: F,largeur,hauteur,separation
pi=3.14
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X=largeur/separation

Y=hauteur/separation
SX=X*X
SY=Y*Y

A=2/(X*Y*pi)

B=log(sqrt((1+SX)*(1+SY)/(1+SX+SY)))

C=X*sqrt(1+SY)*atan(X/sqrt(1+SY))
D=Y*sqrt(1+SX)*atan(Y/sqrt(1+SX))
E=X*atan(X)+Y *atan(Y)

F=A*(B+C+D-E)
END subroutine calcpara

Rayonnement thermique et calcul de radiosité

EXEMPLES DE RESULTATS

Par I’utilisation des formules précédentes programmées en FORTRAN on obtient :

La matrice FACTEUR DE FORME est:

0.000
0.250
0.250
0.257
0.257
0.321

Et les autres termes sont ¢gaux a 0.200.

0.125
0.000
0.080
0.126
0.126
0.125

0.125
0.080
0.000
0.126
0.126
0.125

0.215
0.210
0.210
0.000
0.233
0.215

0.215
0.210
0.210
0.233
0.000
0.215

0.321
0.250
0.250
0.257
0.257
0.000

Dans le cas d’une cavité carrée |l =h=w

F11=F2=F33=F44=F55=F5=0.000

La matrice FACTEUR DE FORME est:

0.000
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200

0.200
0.000
0.200
0.200
0.200
0.200

0.200
0.200
0.000
0.200
0.200
0.200

0.200
0.200
0.200
0.000
0.200
0.200

0.200
0.200
0.200
0.200
0.000
0.200

0.200
0.200
0.200
0.200
0.200
0.000
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3.3.2 Facteur de forme dans une cavité carrée bidimensionnelle (2D)
1- Calcul du facteur de forme entre surfaces perpendiculaires

Soient les surfaces A et As situées sur la face horizontale et les surfaces A, et A4 sur la

face verticale (Figure 2.7)

Y Xy ) X2
1 ; : : : : :
FACE 3
YaT __:‘“Y:
J Ag i
Vit R
|
FACE 4 !
T i T FACE 2
1 Ayl ]
|
|
4 L4
FACE 1 !
| 1 1 i 1 1 !
00 ' ' ' 3’51'____1—_”51__'__'__'1 X
LA, ' Ay .

Figure 2.7 : Cavité carrée en 2D. Ses surfaces sont divisées en segments

Le but est de calculer le facteur de forme perpendiculaire Fj; = F;_, entre la surface Az

et la surface Ay.
On applique la propriété 4 (équation (2.23)) entre les surfaces A3 et (A2+A4) on obtient :

F3_4a) = F32 +F3_4

= F3_4 =F3_244) —F32 (2.28)
On applique la méme propriété sur les surfaces (A2+A4) et (A1+A3)

Fora-a+3) = Foia-1 T Foia—3

= Fo+o-3 = Fia-a+3) = Fei-1 (2.29)

On applique la propriété 1 (équation (2.21)) sur les surfaces (A2+A4) et A3 :
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(Az + A F4a)-3 = AsF3_ (214

(Az+Ay)

= F3 @+ = As Fa14)-3
(Ay+Ay)
= F3 g = 2A3 : [F(2+4)—(1+3) - F(2+4)—1] (2.30)

On applique la propriété 4 (Equation (2.23)) entre les surfaces A2 et (A1+A3) on obtient :

Fo(i43) = Fauq —Fog

Fa_3 =Fa_(143) = Faq (2.31)

On applique la propriété 1 (équation (2.21)) sur les surfaces A2 et A3
AFy 3 = As3F;3

A A
Fz_, = A_2F2—3 = A_Z [Fz—(1+3) - F2—1] (2.32)

La combinaison des équations (2.26) (2.28) et (2.30) donne:

_ (Ax+Ay)

A
Fij = F3_y == [F2+4)-(143) — Faaay-1] — A—z [Faoie3) = Faui] (2.33)

On applique la propriété 1 sur les surfaces (A, +A4) et (A1+As)

_ (A1 +Ay) 534
Fra)-(143) = mF(1+3)—(2+4) (2.34)

On applique la propriété 1 sur les surfaces (A,+A4) et Aj:

A
Forg-1= mFl‘(“‘” (2.35)

On applique la propriété 1 sur les surfaces A, et (Aj+Aj3):
(A1+A3)
Fo(143) = 1Az > Fi43)-2 (2.36)

On applique la propriété 1 sur les surfaces Ajet A, :

A
Fpuq = A_:Fl—z (2.37)

L’équation (2.33) devient donc:

—F. = (Az +Ay) [(Ag + Ajz) . Ay .
Fij=F;_4 = A, 4, + A, [a-e T i Fi-ee
Ay (AL +A3) Ay
TA, lA—z (143)-2 — A—2F1—z (2.38)
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1
Fij =F3_4=— [(Al + As)F(1+3)—(2+4) - A1F1—(2+4)]

As
1
A, [(Ay + A)F(143)-2 — Ay Fy 5] (2.39)
(A +A3)
Fij=F3_, = AL, [F(1+3)—(2+4) - F(1+3)—2]
3
A, A,
+ A, [Fl—z T, F1—(2+4)] (2.40)
(A; +A3)
Fij =F3;_4 = A—[ (A1+A3)—(A2+a4) — F(a1+A3)-A2]
3
Aq
+ ™ [FAl—AZ - FA1—(A2+A4)] (2.41)
3

On applique la formule donnant le facteur de forme entre les deux surfaces
perpendiculaires S; et S; aux surfaces (A1+A3)-(A2+A4), (A1+A3)-A2, A1-A2, Al-
(A2+A4) [52]:

Fsiosz =2(1+H—VI+HZ)  Avec H=12

w

h

Figure 2.8 : Facteur de forme entre deux surfaces perpendiculaires

1

Fsios2 = 5— (w+h-yw2+h2) (2.42)

On a d’apres la figure (2.7):
A=1-X0, As=x5-X1, Azzyl, A2+A4:y2, A+As=1-x3
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On applique la formule (2.42) entre les surfaces (A1+A3) et (A2+A4)

1
Fa1+a3)-(a2+a4) = —((1 —x) +y;— \/(1 - %)%+ YZZ) (2.43)
2(1 —x4)

Puis entre les surfaces (A1+A3) et A2 :

1
Fa1+a3)-a2 = 20 —x1) ((1 —x1) +y1 —J (A —x)? + Y12) (2.44)
1
Entre les surfaces A1-A2:
1
Far-a2 = 2(1——Xz)<(1 —xz) +y1 = (1 —x,)2 + Y12) (2.45)

Entre les surfaces A1-(A2+A4) :

1
FAl—(A2+A4) = m((l —X3) +yz— \/(1 —Xp)% + YZZ) (2.46)

On aura donc:

(1-x)
Fij = Xy X, [2(1 %) ((1 —X1) +y2— \/(1 -x1)% + YZZ)
1
- 2(1—_)(1)<(1 —Xq) +y1 - \/(1 —x1)% + Y12)]
(1—-xy)

X2-Xq [2(1— 2)<(1_X2)+Y1—\/(1—x2)2 +y12)

- 2(1—ixz) ((1 = %) +y2 = (1 —x)% + YZZ)] (2.47)

~1
Fj =m[\/(1—xl)2 +y12 = V(1 = x)2 +y,2 + /(1 = %)% +y,?

— V(A —x)? +y,2] (2.48)

Fi = 5y WA 52 322 = VA= 5 432% + A= 372

—J(1 = x)? +y,2] (2.49)
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2- Calcul du facteur de forme entre surfaces paralléles

Considérons les surfaces L; L, Lyet Ly comme I’indique la figure (2.9)

Figure 2.9 : Facteur de forme entre deux surfaces paralleles

Le facteur de forme entre deux surfaces paralleles est donné par la relation suivante [52] :
Fi,= el (2.50)

En Comparant la figure 2.9 avec la figure 2.10, et en calculant les expressions de L1, L2,
L3, L4, W1 et W2, on obtient I’expression analytique des facteurs de formes

correspondants :

Figure 2.10 : Deux surfaces paralleles en cavité carrée divisées en segments
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On a d’apres la figure 2.10 :

I2=H2+ (x,— %) =L, = \/(51 —x,)" + H? (2.51)
B=H+(x-x) =1, = \/(& —x;)" + H? (2.52)
IZ=H?+(x; —x;) = Ly = \/(& —x;)" + H? (2.53)
IZ=H+(x,—x,) = Ly = \/(& —x;)" + H? (2.54)
Wl = Xz - x1 (255)
Ona
L;+L,—Ls;—1L,
F,_,=F_.= (2.56)
En remplacant L;, L,, L3, L4 et w par leurs expressions, on obtient :
Fii
2 2 2 2
JG =) + 17+ (=) + 82— [ —2) 4 B2 = (=) + 1
B 2(x; —x1)
(2.57)
On arrive a :
X=Xy X=X2
1 2 2
Fiy=———— \/(&—x) + H2 —\/(xl—x) + H2 (2.58)
2(x2 - xl) x=x - X=X
1 1

4. EQUATION DE RADIOSITE

Si les faces S; et S; sont deux surfaces Lambertiennes (émission et réflexion avec une
luminance isotrope), le facteur de forme Fj; représente la fraction de flux émis par S; et
recu par S;. Réciproquement le facteur de forme Fj; représente la fraction de flux émis par
S; et recu par S,.

Nous allons déterminer 1’emittance de chaque surface S; dans un milieu de »n surfaces.
Cette emittance est due au flux initial émis par cette surface plus celui qui est réfléchi par
celle-ci. Le flux réfléchi arrive de toutes les autres surfaces S; visible a S; dans le milieu.

Si on considere une surface S; qui est totalement visible a §j, le flux émis par S; est :
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La fraction de ce flux recue par la plaque S; est :

D;;i=M; Aj F; (2.60)
Le flux réfléchi par S; est : iM;A;Fj;
Ou p; est la réflectivité de S;

M;; est définie comme étant I’emittance de S; due au flux regu en provenance de S; donnée

par :
ij SR ' i L 1]41] L (2.61)

Par I’utilisation de la relation de réciprocité, on peut écrire
M;; = p;M;F; (2.62)

L’emittance finale M; de la surface S; due aux flux recu en provenance de toutes les sources

S; est donnée comme suit:

n
j=1

Ou n est le nombre de surfaces.
M,; est ’emittance initiale de S; due au flux émis par la source S; uniquement.

Donc :
n
j=1

On peut exprimer cette équation pour toutes les surfaces de S; a S, comme un systéme de n

équations linéaires :

My, = My — (o1 M1 Fy1 + p1M3Fyp + -+ + py My Fyy)
My, = My — (p2MyFyq + poMaFoy + <+ po My Fyy) (2.65)

Moy, = My, — (PpM1Fyy + ppnMFrp + - + pp My Fpy)

Alors en peut écrire sous forme matricielle :

[Mo1] [1—piF11 —piFiz . —p1Fin (M1
|MO.2| I _p2F21 1 _szzz e _szz:)’L I MZ
|| : 5 (2.66)
lIWOnJ —PnFn1 —PnFn1 o 1= ppFp LMy,

A partir des notions de matrices on peut exprimer (2.66) sous une forme réduite :
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My=(U-T)M (2.67)
Ou 7 est la matrice unité de dimension n X n
M est le vecteur de I’emittance finale de dimension n X 1
M, estle vecteur de ’emittance initiale de dimensionn X 1
T est la matrice des €léments p;F;; de dimension n X n

(1- T) est dit Matrice de radiosité.

C’est I’équation simple de radiosité: un systéme d’équations linéaires composé
uniquement des coefficients de réflexion, des facteurs de forme et des émittances des
surfaces.

Par identification entre (2.67) et (2.7) on obtient :

M =i : Vecteur de radiosité ¢’est le vecteur de I’emittance

(I-T)=A : Matrice de radiosité c’est la matrice des coefficients

My=b : Vectrice émission propre c’est le vecteur de I’emittance initiale.

Pour déterminer 1’emittance finale M; on a besoin de connaitre 1’emittance initiale My; qui
est la vectrice émission propre et est égale a £0;T5.

La matrice de radiosité est typiquement d’ordre trop grand pour les méthodes directes
comme [’¢élimination Gaussienne. Pour cela, 1’équation de radiosité¢ est idéalement
appropriée pour les techniques itératives comme les méthodes de Jacobi et de Gauss-
Seidel. Ces méthodes possedent une convergence garantie, parce que la matrice est

toujours diagonalement dominante pour les surfaces planes et convexes (Fii=0), et p;F;; est

toujours inferieure a un.

5. RESOLUTION DE L’EQUATION DE RADIOSITE
Il a été¢ démontré au paragraphe précédent que 1’équation de radiosité est un systéme de n

équations linéaires de la forme :

Mo, 1=piF1 —piFi; o —piFin My
Moz —p2F21 1 =paFp ... —poFon || Mz

= | (2.68)
Moy, —PnFn1 —PnFn1 o 1—ppFyy anJ

Ou n est le nombre de surfaces du milieu.
Les éléments du vecteur de I’emittance initiale My; sont donnés par My; = £0;T; . On

connait aussi les valeurs des réflectivités p; de ces surfaces, et on peut estimer le facteur de
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forme Fj; entre deux surfaces i et j. Tous ce qu’on a a faire pour obtenir I’emittance M; est
la résolution de cette équation.

La plus part des milieux nécessitent un systéme d’équations linéaires trop grand a résoudre
par ’utilisation des méthodes directes comme 1’¢limination de Gauss. L’alternative
classique utilise les techniques itératives comme la méthode de Gauss Seidel, c’est une
approche originale prise par Goral et al [49]. Malheureusement cette approche donne un
algorithme de radiosité trés complexe en temps et espace. Pour un milieu de 50.000
surfaces on peut simplement consommer de 1 a 10 gigabits de mémoire pour les facteurs
de forme et prendre un jour en temps de calcul CPU.

On recherche un algorithme qui réduit le temps de calcul et I’espace mémoire de stockage.
Autrement dit, notre algorithme doit générer une premicre approximation raisonnable,
ensuite progressivement et gracieusement raffiner la solution jusqu'a atteindre la forme
finale. C’est le critére essentiel de travail des techniques itératives, pour cela on a besoin
d’un algorithme beaucoup plus effectif que la méthode de Gauss Seidel. C’est la méthode
de Jacobi prise par Ilan Ashdown [47].

Avant d’examiner cette méthode, il faut rappeler les principes de base des techniques

itératives.

5.1 Techniques itératives
A partir de I’équation (2.67), on peut exprimer 1’équation (2.68):
My=U-T)M (2.69)

Ou 7 est la matrice identité ; et 7 exprime la matrice suivante :

piFi1 p1Fiz . piFin pr 0 .. O [F11 Fi, .. Fln]
_ p2Fa1 paFas .. paFon 10 p 05‘ Fp1 Fppeo Fon
Prfn1 PnFn1 o PnFan 0 0 .. pu Foi Far o B
=RF (2.70)

Ou R est la matrice diagonale de réflectivité; et F est la matrice des facteurs de forme. Si
on considére que la matrice de radiosité est égale a une matrice notée K, on obtient un
systeme linéaire de la forme :

My, = KM (2.71)
qui peut étre résolu par 'utilisation d’une des plusieurs techniques itératives.

I1'y a deux questions d’intérét :
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Premicrement, il ya des systémes linéaires ou le vecteur solution diverge plutot qu’il
converge a la solution. L’équation de radiosité est garantie a converger vers la solution par
I’utilisation de 1’une ou d’autre des méthodes itératives de Jacobi ou de Gauss Seidel. (La
somme des facteurs de forme de n’importe quelle ligne de la matrice est égale ou inférieure
a ’unité par I'utilisation de la relation d’addition (I’équation 2.22), et chaque facteur de
forme est multiplié par les coefficients de réflexion p qui sont inferieurs a I'unité. En outre,
le terme diagonal principal de la matrice K de 1’équation (2.71) est toujours égal a 1’unité,
puisque Fj;;= 0 pour toutes les surfaces planes et convexes.

Ainsi, K est strictement de diagonale dominante, ce qui garantie la convergence pour
n’importe quel choix de M.

Deuxiémement, on a besoin d’examiner le choix de M® qu’il faut prendre. Plus ce choix

est proche du vecteur inconnu de I’emittance finale M, plus la méthode itérative converge
rapidement. Bien sir la seule information a priori qu’on posséde concerne les émittances
initiales des surfaces qui représentent les sources Lambertiennes. Autrement dit, notre
meilleur choix est de confier le vecteur de I’emittance initiale My a MO,
Revenant a 1'équation (2.67), On obtient apres réarrangement:

M=U-T)"1M, (2.72)
On ne peut pas résoudre cette équation directement, puisque le calcul de I’inverse de la
matrice (I — T) est un travail difficile (complexe). Par contre on peut I’approximer par un

développement en séries de puissance de Maclaurin :

o

Zx"=1+x+x2+x3+--- (2.73)

n=0

1 —
(1-x)
Qui converge pour —1 < x < 1, il ya un développement en séries pour les matrices [33] :
I-T)1=I+T+T*+T3+- (2.74)
Qui donne :

M=My+TMy+T?*My+T3My + - (2.75)

Il ya une signification physique importante de 1’équation (2.75) démontré par (Kaji [50]).
Chaque terme TM représente successivement le K rebondissement de la lumiére qui
est émise initialement. Le terme M, représente le flux initial, 7M, représente le premier
rebondissement T2M0 le deuxieme rebondissement et ainsi de suite.

On peut exprimer 1’équation (2.67) sous forme itérative:

M® =MD + M, ,k>0 (2.76)
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Autrement dit, le comportement de flux traversant le milieu est lui-méme une méthode

itérative. De plus le vecteur de 1’emittance initiale M, sert comme une estimation initiale

du vecteur de I’emittance finale M.

Par comparaison de 1’équation (2.67) avec les techniques itératives pour résoudre un

systeme linéaire, il est clair que I’équation de radiosité converge toujours a la solution

lorsqu’on applique ces techniques.

Il ya en fait une seule technique itérative qui modélise fidelement la réalité¢ physique du

comportement de la lumiere tel qu’il est exprimé par I’équation (2.76). C’est la méthode

itérative de Jacobi (Technique itérative simple pour résoudre les systémes d’équations

linéaires).

5.1.1. Méthode de Jacobi

La méthode de Jacobi décompose une matrice A (n x n) en une somme de trois matrices

A=D-L-U
D : Matrice diagonale de A.
U : Matrice triangulaire supérieure de A.
L : Matrice triangulaire inférieure de A.

On a alors :

Ax=D—-L-U)x=0»b

Ce qui donne :
Dx=(L+U)x+b
On a donc :
(L+U) b
X = D X+ D
L’itération de Jacobi est :
L+U b
_@ro

k
x D D

Ou bien :

k—1
(—a,-]-x](. ))+bi

() _ yn
X; = Xjeti=1

On arréte les calculs lorsque les valeurs successives de x;

,i=1,2 ...n
ajj

Pour cela, on peut utiliser le critére de convergence absolue
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5.1.2 Méthode de Gauss-Seidel
On procede de la méme maniére que pour la méthode de Jacobi en décomposant la matrice
A comme en (2.77), puis on transforme le systéme :

Ax=bo D—-L)x—Ux=beox={D-L)"h+UD-L)"x (2.83)

On définit ensuite une suite de vecteur(x)* par la formule :

U

k — (k-1) L _b
(x) o 0% +

(D-L)

g >0 (2.84)

Et la relation d’itération fournit 1’algorithme de Gauss-Seidel :
Yii—ayx® + ¥ ax*D + b,

x, = -
(13

(2.85)

@i=I...n)
Le principe de I’algorithme de Gauss-Seidel est de partir d’un vecteur x” dont les
composantes xi”) sont choisies de fagon arbitraire et de chercher & affiner, au fur et a

mesure des itérations du vecteur de départ.

5.2 Application de la méthode itérative de Jacobi a I’équation de radiosité
On peut appliquer I’itération de Jacobi sur 1’équation (2.76). On démarre de 1’équation
(2.67), et on décompose la matrice 7 en une matrice diagonale 7p une matrice triangulaire

supérieure —77, et une matrice triangulaire inferieure -7y, on obtient :

UI-T)=1-Tp+T,+Ty (2.86)
Donc
My=(U—-Tp+T, +Ty)M (2.87)
Qui devient :
(I-=Tp)M =—(T, + Ty)M + M, (2.88)
Alors :
_ —(T, +Ty) M,

T-1) " r a1 (2:89)

Ceci est équivalent a I’itération de Jacobi représentée a 1’équation (2.81). Cependant le
facteur de forme F; pour les plaques planes et convexes est toujours égale a zéro, alors que
chaque ¢lément de la diagonale de T est égal a zéro et donc : (I-Tp)=1.
Onaaussi T =—(T, +Ty)
Donc :

M=—(T, +Ty)M + My, =TM + M, (2.90)
Qui donne par la méthode itérative de Jacobi :
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M® =TMED + M, k>0 (2.91)
Cette équation est identique a 1’équation (2.77). En se reportant a 1’équation (2.72) ; on
obtient :

M® = M, + REM&-D (2.92)

Qui correspondant & la forme de 1’équation (2.78) :
k k-1
Mg ) =MOi‘|‘Piz:]r'l=1Fij1VI]g ) (2.93)

C’est I’équation de radiosité qu’on a obtenu au paragraphe 4 (Equation (2.64)), exprimée

par la méthode itérative.

5.3 Calcul des flux radiatifs

Pour calculer le flux radiatif, les hypothéses généralement retenues pour la méthode des
radiosités sont telles que:

- Les surfaces sont supposées opaques, grises et Lambertiennes (émission et réflexion avec
une luminance isotrope)

- Les densités de flux et températures des surfaces élémentaires sont uniformes.

- Si les différentes surfaces délimitent un volume contenant un fluide quelconque, ce fluide

est suppose€ transparent.

5.3.1 Le concept de radiosité

‘)

A>Y
K
\)% X
< &
] &Y
Surface

Figure 2.11 : [llustration du concept de radiosité
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Soit E(E=M), I’emittance propre de la surface i, si pG est la fraction réfléchie du
rayonnement, G est la fraction de flux recu par la surface, alors sa radiosité R est telle
que :

R=M+pG (2.94)
R est la radiosité qui est la somme de 1’emittance de la surface et du flux réfléchi par unité
de surface [3].
Si € est I’émissivité de la paroi alors :

R =EM; + pG (2.95)

5.3.2 Echange radiatifs dans une cavité

Soit une enceinte constituée de n parois opaques, grises et diffuses

R

%

Figure 2.12 : Bilan énergétique sur la surface k

D’aprés la figure 2.12, la radiosité Ry = qqx de la k™ surface est définie par :

Ry = &oTi + (1 — E)Qix (2.96)
Ou Q; est la densité de flux incident provenant des autres surfaces et R = £,0Ty, la
densité de flux émis par la surface £.

Le flux net échang¢ est la différence entre le flux quittant la surface k (la radiositéR ) et
le flux incidentQ; .

®r = R — Qi (2.97)
Avec :

Qik = ?:1 Fij R; (2.98)
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Donc :
&k
o= (75) T~ RO (2.99)
Ou bien
n
(pk == Rk _XFkJ Rk (2100)
j=1

En identifiant les équations (2.99) et (2.100) on trouve :

R, = EoTE+(1—-8) Z F(k,j) R; (2.101)
=1

Quand on introduit le symbole de Kronecker, I’équation (2.101) devient :

n

£,0TE = Z(ak i~ (- &F )R (2.102)

j=1

Cette équation est généralement utilisée quand on connait la température T}, de toutes les
surfaces.

Si par contre, on impose aux surfaces A; des densités de flux de chaleur, alors les flux nets

sont évalués sous la formulation :

n

Pr = Z(&q — Fyj)R; (2.103)

j=1

R; : est la radiosité dimensionnelle de la surface 4; définie par :
n
2[8“ — (1 — &)F;] R; = goT* (2.104)
j=1
5.3.3 Adimensionnement du vecteur de radiosité et du flux radiatif

e Adimensionnement de vecteur de radiosité
D’apres I’équation (2.101) on a :

R; = €T + (1 — g)z R, (2.105)

En dimensionnant la rad10s1te R; par 6Ty, on obtient :

T4. - (1- 5)2 (2.106)

0T4
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Ji=€ [;—;r +(1-8) Z FyJ; (2.107)
7

R ey, . .
Ou J = mradlosne adimensionnelle
0

T, T,—T, T, [T,- _T, AT ]

T, T. T, AT T, + [6;.6, + 1] (2.108)

J; = £[0,.0, + 1]* + (1 — e)z F,J; (2.109)
=1

o Adimensionnement du flux par oTy
On a d’apres (2.100) :

or =R; — Z FijR; (2.110)
L’adimensionnement du flux par 6Ty donne :
R; Z FisR;
<Pr4 _ 14 _ . (2.111)
oTy oT, oTy
Donc
0 =1i= ) Fyl (2112)

Q,-: Flux adimensionnel.

La résolution du systeme (2.109) fournit le vecteur des radiosités J; , contenant les valeurs

des radiosités des différentes surfaces élémentaires des parois de 1’enceinte.

On utilise une des méthodes linéaires pour résoudre ce systeme (méthode directe ou
itérative), et puisque la diagonale de la matrice A est différente de zéro, on peut utiliser une
méthode directe, soit la méthode de JACOBIE.

Apres la détermination de la radiosité, on peut facilement calculer le flux radiatif a chaque

surface par 1’expression :

Qri=Ji — Z Fi_;Jj (2.113)
j=1
Ou bien :
Qri = Z((Sij —Fi_j)J; (2.114)
j=1

Cependant, on remarque qu’elles font également intervenir les températures de surface

intérieures des différentes parois de 1’enceinte, et ce a la puissance quatre.
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L’ensemble des flux nets et des radiosités des parois est donc fortement couplé aux
températures de surface. La détermination de ces grandeurs est donc conditionnée par la

connaissance des températures de surface intérieures des parois de I’enceinte.

6. RESULTATS

On a développé un algorithme permettant de calculer les facteurs de forme dans une cavité
carrée a 2 dimensions ou ces quatre surfaces sont discrétisées a un nombre N de nceuds.
L’application de la technique itérative de Jacobi permet de résoudre I’équation de radiosité
(2.93), et en fin I’équation (2.116) est utilisée pour déterminer le flux radiatif a chaque

nceud de chaque surface.

6.1. Algorithme de calcul

Début

v

Initiation de MO, R

v

Calcul des facteurs de forme

y

K=1
v

Calcul du vecteur de radiosité (M) | K=k+1

!

[MM(i, k + 1)
— MM(i, k)]
<€

NON

4 oul
Calcul du flux radiatif

Fin
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6.2 Exemples de résultats
6.2.1. Estimation des facteurs de forme

Pour une surface (paroi) discrétisée a 5 nceuds.
Les valeurs de facteurs de forme des nceuds 1, 3,4 et 5 avec tous les autres nceuds des
quatre parois sont présentées aux tableaux suivants :

Tableau 2.1 : Facteurs de forme du nceud N°01 Pour une surface (paroi)

discrétisée a 5 nocuds

La surfacei | Les surfaces | Le facteur de formeF (i, j)
J
1 1 F= 0.000000000000000E+000
1 2 F=0.000000000000000E+000
1 3 F=0.000000000000000E+000
1 4 F=0.000000000000000E+000
1 5 F=0.000000000000000E+000
1 6 F=1.204305601243794E-002
1 7 F=3.144251792009944E-002
1 8 F=4.103847864481203E-002
1 9 F=4.234095345241662E-002
1 10 F=3.916320675392049E-002
1 11 F=4.788561592253937E-002
1 12 F=6.319262743837595E-002
1 13 F=7.982089708453877E-002
1 14 F=9.356288997446671E-002
1 15 F=9.901951359278516E-002
1 16 F=1.204305601243794E-002
1 17 F=1.958601727535925E-002
1 18 F=3.689515866570514E-002
1 19 F=8.907279243665273E-002
1 20 F=0.292893218813452
SOMME Fij= 1.00000000000000
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Tableau 2.2: Facteurs de forme du nceud N°03 Pour une surface (paroi)

discrétisée a 5 nocuds

La surface i | La surface j Le facteur de forme F (i, j)
3 1 F=0.000000000000000E+000
3 F=0.000000000000000E+000
3 3 F=0.000000000000000E+000
3 4 F=0.000000000000000E+000
3 5 F=0.000000000000000E+000
3 6 F=3.689515866570514E-002
3 7 F=7.454276597539528E-002
3 8 F=7.001736953125171E-002
3 9 F=5.461268332743768E-002
3 10 F=4.103847864481230E-002
3 11 F=7.982089708453821E-002
3 12 F=9.356288997446727E-002
3 13 F=9.901951359278516E-002
3 14 F=9.356288997446727E-002
3 15 F=7.982089708453821E-002
3 16 F=4.103847864481203E-002
3 17 F=5.461268332743796E-002
3 18 F=7.001736953125171E-002
3 19 F=7.454276597539514E-002
3 20 F=3.689515866570528E-002

SOMME Fij= 1.00000000000000
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Tableau 2 .3: Facteurs de forme du nceud N°04 Pour une surface (paroi)

discrétisée a 5 nocuds

La surfacei |Lasurfacej Le facteur de forme F (i, j)
4 1 F=0.000000000000000E+000
4 F=0.000000000000000E+000
4 3 F=0.000000000000000E+000
4 4 F=0.000000000000000E+000
4 5 F=0.000000000000000E+000
4 6 F=8.907279243665273E-002
4 7 F=0.114747633940147
4 8 F=7.454276597539514E-002
4 9 F=4.712164295684607E-002
4 10 F=3.144251792009972E-002
4 11 F=9.356288997446671E-002
4 12 F=9.901951359278516E-002
4 13 F=9.356288997446727E-002
4 14 F=7.982089708453821E-002
4 15 F=6.319262743837595E-002
4 16 F=4.234095345241662E-002
4 17 F=5.025253169416655E-002
4 18 F=5.461268332743768E-002
4 19 F=4.712164295684607E-002
4 20 F=1.958601727535897E-002

SOMME Fij= 1.00000000000000
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Tableau 2 .4 : Facteurs de forme du nceud N°05 Pour une surface (parois)

discrétisée a 5 nocuds

La surfacei| Lasurfacej Le facteur de forme F (i, j)
5 1 F=0.000000000000000E+000
5 2 F=0.000000000000000E+000
5 3 F=0.000000000000000E+000
5 4 F=0.000000000000000E+000
5 5 F=0.000000000000000E+000
5 6 F=0.292893218813452
5 7 F=8.907279243665273E-002
5 8 F=3.689515866570528E-002
5 9 F=1.958601727535897E-002
5 10 F=1.204305601243794E-002
5 11 F=9.901951359278516E-002
5 12 F=9.356288997446727E-002
5 13 F=7.982089708453821E-002
5 14 F=6.319262743837595E-002
5 15 F=4.788561592253937E-002
5 16 F=3.916320675392049E-002
5 17 F=4.234095345241606E-002
5 18 F=4.103847864481230E-002
5 19 F=3.144251792009972E-002

5 20 F=1.204305601243794E-002
SOMME Fij= 1.00000000000000

La somme des facteurs de forme est égale a I'unité, ce qui confirme la propriété 2 (La
somme de tous les facteurs de forme pour une surface donnée est égale a l'unité.

Soit un environnement clos constitué¢ de n surfaces Al, A2, ..., An. On a donc pour toute

surface A; de cet environnement (i allant de 1 4 n) ): Zlg:l Fy =
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Tableau 2.5: Facteurs de forme du nceud N°02 Pour une surface (paroi)

discrétisée a 10 noeuds

La surfacei | Lasurfacej Le facteur de forme F (i, j)
2 1 F=0.000000000000000E+000
2 F=0.000000000000000E+000
2 3 F=0.000000000000000E+000
2 4 F=0.000000000000000E+000
2 5 F=0.000000000000000E+000
2 6 F=0.000000000000000E+000
2 7 F=0.000000000000000E+000
2 8 F=0.000000000000000E+000
2 9 F=0.000000000000000E+000
2 10 F=0.000000000000000E+000
2 11 F=3.436305080566360E-003
2 12 F=9.897091890651022E-003
2 13 F=1.525198543497919E-002
2 14 F=1.912167169533074E-002
2 15 F=2.146844143327498E-002
2 16 F=2.249759126921436E-002
2 17 F=2.252269406761820E-002
2 18 F=2.186117922459707E-002
2 19 F=2.077929862098871E-002
2 20 F=1.947595517877376E-002
2 21 F=2.384135653800912E-002
2 22 F=2.752051654444698E-002
2 23 F=3.154396192572517E-002
2 24 F=3.577681448085457E-002
2 25 F=3.999358393574126E-002
2 26 F=4.387781181673933E-002
2 27 F=4.705203783014977E-002
2 28 F=4.914389247189566E-002
2 29 F=4.987562112088950E-002
2 30 F=4.914389247189566E-002
2 31 F=7.997956545394702E-003
2 32 F=9.897091890651022E-003
2 33 F=1.254428723913514E-002
2 34 F=1.637535631174858E-002
2 35 F=2.217625175158999E-002
2 36 F=3.144251792009944E-002
2 37 F=4.712164295684551E-002
2 38 F=7.454276597539528E-002
2 39 F=0.114747633940147
2 40 F=8.907279243665273E-002

SOMME Fij= 1.00000000000000
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Tableau 2. 6 : Facteurs de forme du nceud N°09 Pour une surface (paroi)

discrétisée a 10 nceuds

La surfacei| Lasurfacej Le facteur de forme F (i, j)

9 1 F=0.000000000000000E+000
9 2 F=0.000000000000000E+000
9 3 F=0.000000000000000E+000
9 4 F=0.000000000000000E+000
9 5 F=0.000000000000000E+000
9 6 F=0.000000000000000E+000
9 7 F=0.000000000000000E+000
9 8 F=0.000000000000000E+000
9 9 F=0.000000000000000E+000
9 10 F=0.000000000000000E+000
9 11 F=8.907279243665245E-002
9 12 F=0.114747633940147

9 13 F=7.454276597539514E-002
9 14 F=4.712164295684551E-002
9 15 F=3.144251792009972E-002
9 16 F=2.217625175158999E-002
9 17 F=1.637535631174858E-002
9 18 F=1.254428723913570E-002
9 19 F=9.897091890650467E-003
9 20 F=7.997956545395812E-003
9 21 F=4.914389247189566E-002
9 22 F=4.987562112088950E-002
9 23 F=4.914389247189566E-002
9 24 F=4.705203783014866E-002
9 25 F=4.387781181674044E-002
9 26 F=3.999358393574126E-002
9 27 F=3.577681448085457E-002
9 28 F=3.154396192572628E-002
9 29 F=2.752051654444476E-002
9 30 F=2.384135653801023E-002
9 31 F=1.947595517877376E-002
9 32 F=2.077929862098871E-002
9 33 F=2.186117922459707E-002
9 34 F=2.252269406761875E-002
9 35 F=2.249759126921436E-002
9 36 F=2.146844143327442E-002
9 37 F=1.912167169533074E-002
9 38 F=1.525198543497974E-002
9 39 F=9.897091890650467E-003
9 40 F=3.436305080566360E-003

SOMME Fij= 1.00000000000000

Le programme a ¢été validé pour des nombres de nceuds plus €levés.
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6.2.2. Calcul du vecteur de radiosité et du flux radiatif

Cet exemple est utilisée pour calculer le vecteur de radiosité¢ (M) et le flux radiatif Q, dans

une cavité carrée différenticllement chauffée ou les quatre parois internes sont supposées

grises, diffuses et opaques et ont la méme valeur d’émissivité, ¢ :

en considérant la température de référence To= 293.5K

La différence de température : AT=T¢-T¢= 10

Onadonc: Tc+Tr=587K et Tc-Te=10

Ce qui donne la température de la paroi chaude : Tc=298.5 K
La température de la paroi froide : Tf=288.5 K

Et par la suite les températures réduites (adimensionnelles) des parois chaude et

froide :
To—T, 298.5—293.5

O =~ 5 = o~ =05
T—T, 288.5—293.5

O =—ar = 10 -

Dans ces conditions on prend une valeur de réflectivité (p) des parois constante et égale a

0.4 et on discrétise chaque paroi a 4 nceuds, les valeurs des vecteurs de radiosité et du flux

radiatif de chaque noeud des quatre parois sont illustrées dans les tableaux ci- dessous :
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Tableau 2.7 : Radiosité des parois (Nombre d'itération égal a 7)

le nceud (i) la radiosité J
1 1.002665
2 1.000035
3 0.9974262
4 0.9948322
5 0.9639111
6 0.9649513
7 0.9649513
8 0.9639111
9 0.9948322
10 0.9974262
11 1.000035
12 1.002665
13 1.035506
14 1.034502
15 1.034502
16 1.035506

Tableau 2.8 : le flux radiatif émis par les parois

Le nceud (i) | Le flux radiatif Qr

-6.4583370E-03
-2.5149276E-03
1.3972336E-03
5.2863131E-03
-4.7956534E-02
-4.9517449E-02
-4.9517490E-02
-4.7956567E-02
5.2863234E-03
1.3972644E-03
-2.5150639E-03
-6.4584487E-03
4.9128532E-02
5.0635338E-02
5.0635278E-02
4.9128473E-02

SN TS Iy Y I = = =Sl BN N LN EN IR S

Le programme a été validé pour des nombres de nceuds plus élevés.
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7. CONCLUSION

Nous avons développé un algorithme utilisant une solution analytique pour le calcul des
facteurs de forme dans une cavité bidimensionnelle dont les surfaces sont divisées en
segments. La méthode de radiosité est utilisée pour résoudre 1’équation représentant le
transfert de chaleur par rayonnement surfacique et pour calculer les flux radiatifs nets ainsi
que les radiosités des parois. Ces dernicres (radiosités) sont fortement couplées aux
températures intérieures des parois de I’enceinte.

Cet algorithme nous permet de traiter le couplage rayonnement-convection qui est 1’objet

du chapitre 4.

-53-
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1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous présentons dans un prenmgrstées équations, modélisant la
convection naturelle, qui expriment les lois dessmation de masse (de continuité), de la
quantité de mouvement (Navier-Stokes) et d’énerddeaucoup d’ouvrages de la
mécanique des fluides et de transfert thermique 3[1,4, 15] ont bien décrit les
développements mathématiques nécessaires a I'mrtede ces équationdDans un
deuxieme temps, on applique ces équations au aas davité plane, avec la discussion de

la méthode numérique utilisée pour la résolutiocekéquations.

2. FORMULATION MATHEMATIQUE
Pour résoudre un probléme de convection, il fateérd@ner en tous point et a tout instant

les grandeurs caractéristiques du fluide qui esslgvantes :

- La vitessé/ définie par les trois composantes (U, V, W)

- La masse volumique.

- La pression P.

- Latempérature T.
Pour calculer ces fonctions, il faut disposer deésjuations. Nous allons donc établir des
relations traduisant les principes de conservatiians la mécanique et de la

thermodynamique et nous obtiendrons les équatiert®dservation.

2.1. Hypothéses de calcul

- le transfert de masse est négligeable.

- 'écoulement est laminaire bidimensionnel.

- la dissipation visqueuse est négligeable.

-pas des sources de chaleur interne.

- le fluide est Newtonien, incompressible et ob&m a I'approximation de Boussinesq,
cette approximation consiste a considérer que lssenaolumique du fluide ne varie que
dans le terme des forces de volume (dilatationguedonne naissance au phénomeéne de
la convection thermique.

- la chaleur dégagée par frottements visqueux es$igeé@ble devant tout autre phénomeéne
en raison des faibles vitesses rencontrées en cooweaturelle.

- le milieu est supposé transparent au rayonnertermique ; et pas de production

volumique de chaleur.
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2.2. Equations générales de transport
2.2.1. Equation de continuité
L’égquation de continuité traduit le principe de danservation de la masse :
'augmentation de la masse de fluide, contenue danglume donné pendant un certain
temps, doit étre égal a la somme des masses die fuii y entrent diminuée de celle qui
sort. Le plus souvent il n'y a ni diminution, nigaaentation de masse de fluide au cours du

mouvement. L’équation de continuité s’écrit donc :

d -
d—i + pdivV = pqy (3.1

qy : Le débit des sources ou des puits par unitéotiene.

Pour un fluide incompressible sans sources ni jpmta :div V= 0

2.2.2. Equations de conservation de la quantiténdeuvement

L’application de la deuxieme loi fondamentale demacanique a une particule
fluide en mouvement mene aux équations de congemvee la quantité de mouvement.
Pour un écoulement incompressiblp=donst) a viscosité constantg=¢onst), les

équations de Navier-Stokes s’écrivent comme suit :

av

Par = p'F — grad P + uAv (3.2)
Avec :

F : Les forces massiques

p' . Variation de masse volumique due a la convectatnrelle
pAV: Forces de viscosité (contraintes)

grad P : Force de pression.

2.2.3. Equation de conservation de I'énergie
Le probléeme consiste a appliquer Yeptincipe de la thermodynamique a un fluide
en mouvement. L'équation générale de conservateémnergie s’écrit pour un fluide

Newtonien sans sources ni puits :

dT o dP
pCPE = dlv(lgrad T) + Tﬁt% +qg+o (3.3)
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Avec ¢ : fonction de dissipation regroupant tous les esmwontenant la viscosige définie

par :

U;

3% (3.4)

2
Q= —§y(dlvU)2 + 2ue;

q : est la source interne (réaction chimique, ...etc.)

3. ETUDE D'UNE CAVITE CARREE
Dans ce travail nous étudions la convection ndeirelans une enceinte fermée

parallélépipédique de section droite carrée etisauffment allongée suivant I'axe
horizontale z, qui est perpendiculaire au planadédure (3.1). De plus, numériquement,
les autres parois dites « passives » sont en déoémgidérées adiabatiques, ou plus

rarement parfaitement conductrices

il-}'

B e e, e . W e e e .
3

|

k.
W il il i il i =

Figure 3.1 :Schéma du modele physique utilisé

On suppose par conséquent, que le probléme peutd@mme bidimensionnel, I'enceinte
est de largeur suivant 'axeégale a la hauteur suivant I'axe

Avant l'instant initial nous supposons l'air au ospdans lI'enceinte, a une température
moyenne §= (Tc + Tf) / 2.

Avec Tc: Température de la paroi chaude;;efTEmpérature de la paroi froide

A Tinstant initial, pris arbitrairement, I'enceimt considérée est différentiéllement et
uniformément chauffée, de sorte que la paroi gawdt maintenue chaude, alors que la
paroi droite est maintenue froide.

La température de référence choisie gst U.
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3.1 Formulation du probleme
En se placant dans le cadre des hypotheses préegdegP.1), les équations en
coordonnées cartésiennes sont données comme suit :

3.1.1. Equation de continuité

ou ov
X + A (3.5)
3.1.2.Equations de conservation de la quantité de mouvame
Selon l'axex :
Les forces massiques sont nulles, on a donc :
au au au 02U 0%U 1 0P
EJ“UWJFVW:"(WJFW)_EW (3.6)

Selon l'axey :
A cause de la poussé d’Archiméde (en convectioarele) :p' = p, — p

Les forces massiques ne sont dues qu’a I'accéérdt la pesanteur.

p% = (po — p)g +udV — 3—’; (3.7)
po : est la masse volumique loin des parois.
En convection naturelle la masse volumique du #uigst variable, si on utilise
I'approximation de Boussinesq :
p=po(1-B(T~Tp) (3.8)
Et en supposant quereste constante dans les autres termes g,), on obtient :

8V+U6V+V8V_ T—T)+ 82V+62V 1 0P 39
s U T Vay =9k o) TV\axz T ayz)  py oy (3.9)
Avec f : coefficient de dilatation volumique thermique.
3.1.3 Equation de conservation de I'énergie
Pour un systeme bidimensionnel (o, X, y) :
div( dT)—aZT+aZT 3.10
iv(gra =%z 1 372 (3.10)
Et a = 2 diffusivité thermique.
pCp
L’équation devient donc
aT+UaT+VaT_ 62T+62T 311
ot " “ax " ar “\axz T ay? 311

-57 -



Chapitre 3 Simulation numgue de la convection naturelle

3.2. Choix des conditions initiales et aux limites
A chaque probléme donné, on adjoint les conditinitisles et les conditions aux limites.
Concernant le cas d’'un systeme plan ces condisonsdonnées par :
* Condition initiale:t=0
Uu=0 V=0 T (0, X) = To (3.12)

* Nous imposons une condition de non-glissement @ecples fluides sur les
parois de I'enceinte rigide et imperméable, de goet :

u=Vv=0 sur ces frontieres :

(UX=0Y)=V(X=0Y)=0
UX=LY)=V(X=LY)=0 (3.13)
iU(X,YzO)zV(X,YzO)zO '

UX,Y=H)=VX,Y=H)=0

« Concernant la condition de stationnarité des teatpees chaude et froide sur les
parois verticales, on pose :

T=T, pourX=00<Y<H 314
{T=Tf pour X=LO0<Y<H (3.14)

* Pour les parois adiabatiques horizontales on pose :

aT
aY

=0 (3.15)

Y=0H

3.3. Simplification des équations

3.3.1. Adimensionnement des équations

L’emploi des variables réduites dans les équatammet de s’approcher de plus prés de la
réalité des phénomenes physiques, car leur exestenleur évolution sont indépendantes
du systeme d’unités de mesure utilisé pour lesiétud

On peut dire aussi, que ces variables permettatittehir des informations générales qui

jouent un réle prépondérant dans les similitudes.eHet, pour ramener les équations

phénomeénologiques sous forme adimensionnellet h@&sessaire de définir des grandeurs

caractéristiques.
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Désignons par H une dimension linéaire caractgtistide I'’écoulement, et parp\fa
vitesse de référence, et pariin temps de référencaT, étant I'écart de température de

référence, et June pression de référence :
H
Vo = gBHAT, ; to = Ve Py = poV¢ (3.16)

Les variables réduites sont données par :

X Y U 14 t T-T
xX== ;y=— ; u=— ; v=— ;1=— ;0=-—"- ; P'=— (3.17)
H H Vo Vo to T-Ty Py

Les échelles caractéristiques utilisées pour aditnané les équations sont analogues a
celles des réféerences [14-8-54].
Ce changement de variables effectué sur les éqgatle conservation de la masse, de

guantité de mouvement et d’énergie, nous conduigguations réduites suivantes

a- L’équation de continuité

ou 617_

a-l-@— 0 (3.18)

b- Les équations de quantité de mouvement

ou N ou N ou  |Pr (0%u N 0%u\ oP’ 319
ot " Yox " dy . Ra \0x? = dy? ox (319
6v+ 6v+ v 0+ Pr 62v+62v oP' 320
ot “ox Uay B Ra \9x?  dy? oy (320)

c- L’équation de I'énergie

0 090 6 1 (820 9%0
(3.21)

ac T 4ox Ve T JRapr \ox2 T oy2
Avec :
Ra :le nombre de Rayleigh
C’est le rapport entre le phénomene moteur du nmoene (la poussée d’Archimede) et les
phénomenes résistants (diffusion de chaleur etefr@nt visqueux) dans le cas ou
I'élément moteur du mouvement est un écart de testhy®, ce qui est tout le temps le cas

dans des cavités difféerentiéllement chauffées ocelme s’exprime de la fagon suivante :
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gBAT,H’®
a=—-—-

(3.22)
av

Pr : le nombre de Prandtl
C’est le de rapport entre la diffusivité de quande mouvement (viscosité cinématique) et

la diffusivité thermique.

Pr=- (3.23)
a

3.3.2. Formalisme Vorticité-Fonction de courant
L’intérét d'utiliser ce formalisme est de réduieeslombre d’équations et de faire sortir des
variables dominantes [36]. Dans le cas d’'un systéamntgsien bidimensionnel on définit :

La vorticité :
0= dv Jdu 324
- 0x  dy (3:24)
La fonction de courang, définie par
0y
—=Uu
dy
o (3.25)
ox v
On adonc:
0%y 0%y
£ + a—yz = - (3.26)
0%y 0%y
.Q+W+a—yz—0 (327)

Si on dérive I'équation (3.19) par rappory &t I'équation (3.20) par rapportxa et en se
servant de I'’équation de continuité, la soustracties 2 équations obtenues nous donne :

o0 00 90 _ 96 |Pr(o0 0% 2 og
ot “ox "ay_ ox Ra\odx? = 0dy? (328)

L’équation de I'énergie est donnée par I'expres$ibh?) :

69+ 20 20 1 629+629
u dx?  dy?

+v—= 3.29
ot 0x 0y  +RaPr ( )

Récapitulation des équations a résoudre en cooédeemiesienne :

oY 32y %y .
97 0+ 9x2 + ay? Fonction de courant

-60 -



Chapitre 3 Simulation numgue de la convection naturelle

0n 0n 00 a0 Pr /920 920 - o
9. TUSL TV T T, /— —— 4+ —) Equation de vorticit

a0 00 00 1 920 320 _
ot T U TV, T JRanr Equation d’énergi
ot + o + 3y — (ax2 + ayz) quation d’eénergie

3.4. Adimensionnement des conditions aux limites
e Alinstantinitial: T=0
Y(x,y) =0; Qx,y,00)=0 : O(x,y,0) =0 (3.30)

» Pour la température sur les frontieres du domdiysique :

6=1 pourx=00<y<H
{9=—1 pourx=L0<y<H (3:31)
» Alors que pour les parois adiabatiques :
00
— =0 (3.32)
ay y=0,1

Pour procéder au développement analytique concetagohénomene de la convection
naturelle, nous avons été conduits a établir lestrg équations de conservation sous
forme simplifiée en se basant sur des hypotheseplicatrices, et sur le formalisme
vorticité-fonction de courant. L’analyse théoricgmreprise a permis de réduire le nombre
de variable a trois (la températuie la fonction de courany, et la vorticitéQ), et de
montrer que le systeme a résoudre est fonctiored® dyrandeurs principales : le nombre

de Prandtl Pr, le nombre de Rayleigh Ra.

3.5. Résolution numérique des équations

Depuis quelques années, le développement des tadina encouragé les scientifiques a
résoudre des problémes de plus en plus complexgdgsguels des solutions analytiques

ne peuvent étre trouvees. Ces types de problenmdsgéaéralement modeélisés par des
équations aux dérivées partielles non linéairesir Bbtenir une solution numérique, ces

problémes doivent étre discrétisés en transforteargéquations différentielles en systemes
d’équations algébriques linéarisés par une métledeaiscrétisation avant de les résoudre
par des méthodes directes ou itératives. Nous miésessons dans ce paragraphe a la
résolution numérique des équations aux dérivéetielbas de la fonction de courant, de

vorticité, et d’énergie.
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L'intégration numérique des équations gouvernaet@ssiste en la détermination d’'un
certain nombre de variablé, (y, Q) a des points précis appelés « nceuds ». La méthode
numerique conduit a un systeme d’équations algeésigu les inconnus sont justement les
valeurs des variables physiques aux difféerents soduithtérét de l'intégration numérique
consiste a remplacer une information continue par information discrétisée qui est tres
facile & manipuler. Les trois grandes méthodesistgétisation utilisées dans les codes de
calcul sont : les volumes finis, les differencesds et les éléments finis. Pour résoudre le
systeme d’équations présenté précédent, nous aluisi la méthode des différences

finies.

3.5.1. Représentation de la méthode déd&rences finies

La méthode des différences finies consiste a appeaxles dérivées des équations
décrivant les phénoménes physiques au moyen detogeements de Taylor et se déduit
directement de la définition de la dérivée. Elled dsie aux travaux de plusieurs
mathématiciens du 18eme siécle (Euler, Taylor, hieib). [11-13, 18-20]

Soitu(x, y, z, Y une fonction de I'espace et du temps. Par déimde la dérivée, on a :

ou u(x+4x,y,z,t)-u(x,y,z,t)

— = lim
dx 4x—0 Ax

(3.33)

Si Ax est petit, un développement de Tayloube+ Ax, y, z, ¥ au voisinage dedonne :
Jdu

u(x +Ax,y,z,t) =ulx,y,zt) + Ax e

u(x,y,zt)

Ax? 9%u Ax3 83u
——(x,v,zt _——
+ 2 axz ( Iyl ) ) + 6 ax3

(x,y,z,t) + - (3.34)
En tronquant la série au premier ordreAgnon obtient :

u(x+4x,y,z,t)-u(x,y,zt) _
Ax

Z—Z (x,y,z,t) + 0(4x) 3.35)

L'approximation de la dériv%% (x) est alors d'ordre 1 indiquant que I'erreur dedature

O (AX) tend vers zéro comme la puissance premieriexde
Définition : la puissance dax avec laquelle I'erreur de troncature tend vers z&to

appelée l'ordre de la méthode.
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3.5.2. Le maillage

Nous restreindrons notre étude au cas d’'un probj@ag et d’'un domaine rectangulaire
I'. Nous choisissons évidemment les directi®énst y paralléles aux cotés du rectangle.
Nous tracons alors un réseau de droites paralelésce x, équidistantes de pas(4x),
ainsi qu’'un réseau de droites paralleles a I'sxedquidistantes de pds (4y). Les
intersections des deux réseaux sont les pointesondeudsy ; de coordonnéegsh, jk) tels
queieZ et jeZ.

Les pointam, j constituent I'ensembleZ x kZ , qu’on appelle « maillage ».

“—

] o)
I+ ‘ : ’
j A 1] |
! x (R

i-|1 1| i'!'l

Figure 3.2: Maillage utilisé en différences finies

3.5.3. Approximation des dérivées par des différenfinies

Considérons un poimb; ; intérieur au domaing, ainsi que les points voisins du maillage.
Les pas et ksont supposeés petits par rapport aux dimensiois dest-a-dire par rapport
a I'échelle de variation d’'une grandeun ®. On peut estimer que varie peu lorsqu’on
passe dem;; aux points voisins et que cette variation doitcsié en premiére
approximation a l'aide des dérivées partiellesudeu pointm; ; grace au théoréme des

accroissements finis :

j+1 mi_.i+l
J_mey; ) myl mug gl

X i1 m; 1
i-1 i| i+l

Figure 3.3 :Discrétisation du domaine et implantation de laillaa
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Soit f une fonction d’'une variable, de classe € Alors, si h tend vers 0, on a:

fle+h)=f(x)+hf' (x)+ h;f”(X) + %3/‘”’(96) +0(h") (3.36)
flx—h) = f(x) —hf'(x) + h;f”(X) - %3/‘"'(96) +0(hh) (3.37)
D'oul
s flx) = w +o(h) (3.38)
.« fil0) =L o) (3.39)
 flx) = w+ o(h?) (3.40)
. fr(x) = LERRONTEED o (h2) (3.41)

Si la grandeun est de classe’@ansI’, en appliquant (3.37), (3.38) et (3.39), (3.40)ga
chacune des directiots ety on peut déduire :
- l'approximation d’'une dérivée premiere par deséldhces finies décentrées a droite :

we(myy) = ) D o (3.42)

- lapproximation d'une dérivée premiere par des é&ldhces finies décentrées a

gauche :

we(myy) = ) D o (3.43)

- I'approximation d’'une dérivée premiére par deséatdghces finies centrées :

() = 2Ot Z M) (3:44)

- l'approximation d’'une dérivée seconde par des difiées finies centrées :

du(my) = u(mi+1.j)_Zu’E:ni,j)"‘(mi—l,j) n u(mi.j+1)—Zugii.jﬁ(mi.j—l) +o(h? k?) (3.45)

Au lieu de cherchen dansI” vérifiant I'équation différentielle et les conditis aux limites
considérées, nous cherchdnslans la partie (h¥ kZ) du maillage situé daris vérifiant
une équation « proche » de I'équation considérée®iconditions aux limites « proches »
des conditions considérées. On peut définir ainspwobléme discreP « proche » du

probleme continu P.

3.5.4. Quelques schémas aux différences finies
Considérons par exemple le probleme monodimensialengansfert de chaleur dans une

barre de 1m de longueur [19]. L’équation de laudiibn de chaleur est définit par :
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ou  0%u 346
ot~ “ox? (3.46)
Désignons pah et ksuccessivement les pas d’espace et de temps.ili3e une grille
constituée des points;" de coordonnéeggh, nk)dans le plarx, t).

On peut utiliser deux approches pour discrétiste @guation de la chaleur. La premiere

dite explicite utilise une discrétisation au nceyét a l'itération courante:

ou\" a2u\"
Et la seconde dite implicite utilise une discrét@aau nceud; et a l'itératiom + 1 :
du\"! 92u\"

a- Schéma explicite

Pour discrétiser I'équation de la chaleur (3.47)use grille des points', on

utilise la différence décentrée pour la dérivééeamps P

n

au n u7_'1+1 _
<E> ' = ]T] + O(k) (349)
J

Pour la dérivée en espace, on utilise la différdimie centrée :

0%u ul, —2ul +ujs ,
(ax2>j = % L+ o(h?) (3.50)
D’ou le schéma appelé explicite :
ak
0 = 4+ [ - 207 + 47 (3.51)

Le schéma (3.51) est explicite en sens que, pdaulea u"+1 en un point j, il suffit de
remplacer explicitement les quantités figurant acosad membre de (3.51) par les valeurs
(connues et stockées en mémoire). Le schéma drpti@st pas stable, mais facile pour
I'exécution.

b- Le schéma implicite
La discrétisation de la dérivée en temps et deéfavéle en espace peut étre appliquée au

niveau(n+1) plutét qu’au niveayn). On a alors :
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S
+
=
S

au n+l u] - u]
(E) T T 4ok (3.52)
f

0x?

- () (3.53)

n+1
d%u THARSEVTHARE S THar
02
J

D’ou le schéma appelé totalement implicite :

ak
h2
Avec le schéma implicite, il n’est pas possiblecdieulerii™*! pour une seule valeur §le

artt =4l +

} [art — 200" + ! (3.54)

]

les inconnueﬁ}‘+1 sont liées entre elles par autant d’équationsyge {3.54), en un
systéme linéaire qu’il s’agit de résoudre. Et aalate cher. Mais on remplace le schéma
explicite par le schéma implicite pour une raisan sfabilité. Le schéma implicite est

inconditionnellement stable.

c- le schéma de Crank-Nicolson
On peut faire une moyenne entre les deux schénggggbents : le schéma implicite et le

schéma explicite, ce qui donne le schéma de Qxacddson :

ak
An+l _ An AN onn ~n AN+l _ ognan+tl s+l
ot =+ (afy, — 20 + @, + A — 20 + 0 (3.55)

Ce schéma est également implicite, donc aussi coujee le schéma implicite. Mais il a

'avantage d’étre précis au second ordre.

d- Schéma UPWIND
Pour illustrer cette méthode, on considere I'équmatil’onde linéaire unidimensionnelle
suivante :
ou ou
ot " Yox T
Cette équation décrit une vague propageant dafiseletion x, avec une vitesse

0 (3.56)

Considérant un point de grille typiquedans un domaine unidimensionnel, il y a deux
directions liées au poimt a gauchei{l) et a droite ((i+1).
Si a est positif, le c6té gauche s’appelle le dGEWIND, et le cb6té droit est le coté vent

arriere.
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De méme, sia est négatif, le cb6té gauche s’appelle le coté amrdre et le coté droit est le
c6teUPWIND.

» Schéma UPWIND de premier ordre
L’arrangement UPWIND le plus simple possible estrringement de premier ordre,

I’équation précédente (3.56) s’écrit :

uttt —u Ul —ul
: " “+a lell=0 pour a >0 (3.57)
uttl — oyt —ul
: T “+a l+1Ax ~=0 pour a<?0 (3.58)
On définit
at = max (a,0)
{a‘ = min (a, 0) (3:59)
Et
u___u?"u£1
T Ax
(3.60)
+ _ uln+1 B u‘l{l
T Ax

Les deux équations (3.57) et (3.58) peuvent étrabawées et écrites sous la forme
compacte suivante :

ln+1 _ un

o ~ = —[atuy +a uf] (3.61)

L’équation (3.61) est une maniére générale d’éclir@’'importe quel arrangement de type
UPWIND.

Le schémdJPWIND est stable si la condition suivante de I'étatGirirant—Friedrich—

u

Lewy (CFL)est satisfaite :

a At
= |—] <
C - | <1
Posons :

1
a* =5 (a+la)
(3.62)

o1
a” =3 (a~lal)
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L’équation (3.61) devient :

u?+1 _ u? 1 n n n n
= [(a+ la)@! —ul,) + (a—la)@l, —uM)] (3.63)
On adonc:
At
urtt -yt = T [(a+ la)@! —ulr) + (a—la) @, —uM)] (3.64)
At
WMttt = P [—(a+ |laDu™,) + 2|alul + (a — |a]) (Ul 4] (3.65)

3.5.5 Méthode des directions alternées (ADI)

Il s’agit d’'une méthode implicite du type prédiat@orrecteur [15, 16,19, 20]. La

méthode ADI (Alterning Direction Implicite) est dmable en deux étapes: pour la
premiére étape (prédicteur), elle est implicite dda directionx et explicite dans la

directiony. Pour la seconde étape (correcteur), la méthodé &dD explicite dans la

directionx, et implicite dans la direction (Figure 3.4)

Pendant la premiere étape les valeurs aux nd@gugssont connues a linstaifih) mais

. < 1 . ., . . .
inconnues a | |nstar(h+5). Les valeurs inconnues sont associées a la direcsealement

(c’est a dirg fixe). Les valeurs a l'instant inconnm(%) dans tous les nceuds de maillage

sont données par la résolution des systemes diéguatur i=2,..., imax-1 €t pour chaqug
tel queJ:2,, jmax-l.

Dans la second étape les valeurs aux ndgduglssont inconnues a l'instaifib+1), mais
N 1 . N
connues a Imstantn(k;). On obtient les valeurs de tous les nceuds a lhhsteconnu

(n+1) par la résolution des systémes d’équations pdlr.., jnax-1€t pour chaquetel que
i=2,..., imax-1 - Les valeurs des nceuds a l'instémt1l) sont associées a la directign

seulement (c'est-a-dirdixe).
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n+1l
Tz_;l+1

nt+l
T,

ntlf2 ntl 2 n+l/2
-1j i.j i+1.j

|

x Direction implicite y Direction imgte
Etape 1 tage 2

Figure 3.4 :Discrétisation du domaine et implantation des neaillans la direction x

(étapes 1) et dans la direction y (étape 2)

Pour illustrer le principe le la méthode ADI oraite I'exemple de I'équation de la
diffusion de la chaleur (3.46) dans un systemeniedisionnel :

ou 0%u 0%u

%=t 5y (3.66)
On discrétise I'équation précédente par la méthdaee on obtient :

Premiéere étape — Prédicteur

n+1/2 " n+1/2 2 n+1/2 n+1/2

.. — W . I — L. + U u Zu -|- u
1) 1) = o l+1,] 1) 1 1,] + a 1]+1 1] 1 (367)
At/2 h? k2
Seconde étape - Correcteur
+1 n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2
uy o — U5 _ aui+1,j — 2u; Ty ta ?1111 —2u n+1 + u?1+11 (3.68)
At/2 h? k2 '
En posant = Z—:Zt et s’ = kz , les équations deviennent :
Premiéere étape — Prédicteur
1
—su f’+11]/2 +(1+ ZS)u - suirﬂ:'ll'j/2 =s'ujj_; + (1 =28 )uj + s'ufjy;  (3.69)
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Seconde étape - Correcteur

s'ufith + (1 + 25Dt = s'uft) = :1+11]/2 +(1- ZS)u "7 + suf’:f]/z (3.70)
3.5.6. Choix de la méthode ADI
a. La consistance
o Définition
On considere I'équation de la variale A(w)=0
Soit A(w) le schéma approché dgw). On dit que A(w) est consistant avec
I'équationA(w)=0 si :
max|A(W ) A(W”)l — 0 Quand(h,At) - 0
* Consistance de la méthode ADI
Soit I'équation de Navier Stocks
ow ow ow <62W 0w > — o

AWwW)=—+u—+v—-v oxz T 3y

T TR (3.71)

L’équation approchéd(w) = 0 qui correspond & I'’équation précédente est oltemu

appliguant la premiere étape de la méthode ADIdjptéur), on obtient :

Aw) = ir,}ﬂ/z - Wir,lj 4 uWiI:,lj/z - irl—;,lj/z + vWiI,lj+1 - Wil,lj—l
At/2 2Ax 2Ay
_y (Wﬂl’/z — 2w+ wi L Wijes = 2Wij F Wij- 1) =0 (3.72)
sz Ay2
Avec
At : le pas dans le temps
AX : le pas dans I'espace selon la direction x.
Ay : le pas dans I'espace selon la direction y.
u : la vitesse selon la direction x.
v : la vitesse selon la direction y.
W : représente soitouv.
Oron a:
Wir,}+1/2 = wj; + %(Z—V: +o0 (%)2 (3.73)
Wlﬂ% = Wl] % + Axg— + o(Ax) (3.74)
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n+s n+d ow Ax?9%w
Wipsj = Wy 2 £ Ax——+ ———— + 0(Ax?) (3.75)
ow
Wijr = wij £ 4y 5+ 0(4y) (3.76)
o o ow Ay?o03w 5
Wiit+1 = Wi,j + Aya—y + Ta—yz + O(Ay ) (3.77)

En introduisant ces équations dans (3.71), latemi®on de (3.71) et (3.72) donne :
Aw) — A(w) = % + 0(Ax) + o(Ay) + 0(Ax?) + o(Ay?) (3.78)
Sion posé\x = Ay = h, alors :
Aw) — A(w) = % +o(h) + 0o(h?) (3.79)

Si At—>0,h— 0alors:A(w) —A(w) = 0.
Donc la méthode ADI est consistante.
Pour la seconde étape (Correcteur), le méme résdtaobtenu en suivant la méme

méthode que celle appliquée a I'étape prédicteur.

b. La stabilité
On choisit la méthode de Von Neumann pour analgs®gérifier la stabilité de la
méthode ADI.
On choisit une perturbation de la forrfe e?P**4)), avecz = V-1 s’appliquant a tous
les points d’'une ligne du réseau pour un tempsnk donné K=A4t), et tous les points
x =th ,y = jh.
Avec :
At : pas dans le temps
h : pas dans l'espace
On pose
w;; = @(nk)e@Pih+aih) (3.80)
Wis1) = (p(nk)eZ[p(iil)h+q(ji1)h] (3.81)
p etq sont arbitraires.

On reporte ces formules dans I'équation aux diffées finies, puis on calcule :

1
Q ((n + 7) k>
¢ (nk)
Une condition suffisante de stabilité d€t|:< 1,V (n,i,j,p,q)

Gn,i,j,pq) = (3.82)

-71-



Chapitre 3 Simulation numgue de la convection naturelle

Soit par exemple I'équation de Navier Stockes sii'tiépl‘fi—": =v.4Aw

On discrétise cette équation par la méthode ADI ;

On posec = & = =
P " 4h T 4h T 2h2

Etape prédicteur :

1

—(c+e)W +(1+2e)w 2 +(c—e)W

i—-1,j
= (d + e)Wl"j_l + (1 - Ze)Wl',j - (e - d)Wir,lj_Hl (383)

1+1]

Etape correcteur :
—(d+ Wl + (1= 2wl + (d — e)w],

1
=(c+ e)Wn+11]/2 +(1- 2e)wl-"lj+1/2 + (e — C)W::;’zj (3.84)

En reportant les formules (3.73) et (3.74) dansélgsations précédentes, on trouve un
facteur d’amplificationG correspondant a I'étape prédicteur et un facteamplification
G correspondant & I'étape correcteur. Le facteumgliication de la méthode ADI est le

produit des deux facteur6€ G G') avec :

o 1— (I;—Z)Zsin(qh) — (ﬁ) [1 — cos(qh)] _ L (3.85)
1 + (Izc_h) zsin(ph) + ( ) [1 — cos(ph)] i |
( )Z sin(ph) — (1;1—2) [1 = cos(ph)] _ % (3.86)

LM

(ﬁ) zsin(qh) + (;—Izc) [1 — cos(qh)]
Dou G = %%

YH

Chacun des deux facteuf;set% sont du typé;'- avec Re(N)< Re(D) et Im(N)=-Im(D)
dou|:| < 1et| X <1

Y H
On déduit alors qui7| < 1,V (q,p, k, h)

D’apres l'analyse de stabilité par la méthode den \Weumann la méthode ADI est

inconditionnellement stable.

3.5.7 Conclusion

Pour éviter les contraintes imposées par les tiondide stabilité des schémas explicites,
on a intérét, la plupart du temps, a utiliser delsémas implicites. Toutefois, ceux-Ci
coltent cher. C’est ce qui explique le succés retéppar la méthode des directions
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alternées (Alterning Direction Implicite ou ADI) s laquelle on limite habilement le colt
des résolutions. La méthode ADI est inconditioreraknt stable et convergente. Elle a une

erreur de troncature de I'ordre def\zé,@hz) .Vu ces propriétés, elle est la méthode la plus
adaptée a notre cas.

3.6. Discrétisation des équations

On utilise le schema UPWIND pour discrétiser lemts convectifs :

on GJ0)

. ua + v N dans I'équation de vorticité
26 26

. a + va— dans 'équation de I'énergie

La méthode ADI est utilisée pour discrétiser lenelinstationnaire :

an
‘5 dans 'équation de vorticité

00
* dans I'’équation de I'énergie
Ainsi que le terme diffusif :

920  9%0
. (— + —) dans I'équation de vorticité
0x2

926 629
i + — | dans I'équation de I'énergie

00
Et le terme de BOUYANCYa

3.6.1 Discrétisation de I'équation de vorticité

00 00 90 06 |Pr(o0 0% .
ot “ox ”ay_ax Ra\0dx? = 0dy? (3.87)

Etape 1 - Prédicteur

« Terme instationnaire :

1
n+s
02 Q 2 -0

Ty (3.88)
* Les termes convectifs :
6.(2 1 1 1
— ——(u + IuI)Q + |u IQ 2 + = (u - |u|)Q (3.89)

11] l+1]

ax Ax
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Chapitre 3
ag 1 1 1
u——= —[cuw Ql 12] + cul. Q 2 4 cue. Ql+1]l (3.90)
Avec : cuw = —E(u + |ul) cui = |u| cue = %(u — |u])
a0 11 1 .
Vo= 5 e DA+ IO + 5 0= 1D (391)
e _ 1 .
ay Ay [cvs Qg + cvi. QY + cvn. QU+1] (3.92)
Avec : cvs = _E(U + |v]) cvi = |v| cvn = %(v —|v])

* Terme diffusif
1

j7 <am am>
dx? = 0dy?
n+1 —ZQ %+Q Qn. zgn + Q.
+ [ L (3.93)

Pr ‘QL+1]
sz Ay?

Ra

« Terme de BOUANCY

1
oo 6. %2-0._2
__ i+Lj i—-1,j (3.94)

L’équation devient donc

n+l
azZ-qr 4 .1 .1 .1
l']—]+ cuw. Q. 2+cuLQ 2+cueQ 2
AT Ax i-1,j +1,j
2

1
+ [cvs. QFj_; + cvi. O + cvn. QF 4]

sz ’Ral l+1] - Z‘Q'L] 'Qi—l, l

Pr

Ay o —[QF; 1, — 297+ QF 4]
1 n+% n+%
—m i+1j - Ql. 1]. == 0 (395)
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Avec :
Az : pas dans le temps
AX : pas dans I'espace selon I'axé

Ay : pas dans I'espace selon I'axg

Posons :
A= AT.cuw : B = At.cui : _ AT.cue
24x 24x 24x
D= At pPr | __Atcvi | __Atcvi __Atcvn
~ 2.4x2+|Ra ' T 24y 7 T o24y ! T 24y
_ AT ﬁ . AK _ A_‘L’ 9n+% _ 9n+%
T 2.4y2+|Ra ' T oaax | i+ i-1j
On obtient :
Q. 1](A D)+Q 2(1+B+2D)+Ql+1](6 D)
l] (H— E)+Q (1—2H—F)
U+1(H G) + AK (3.96)
Etape 2 - Correcteur
* Terme instationnaire
1
+1 nty
oy — 0,7 (3.97)
ot At/2 '
* Les termes convectifs :
0N 1 n+s n+s s
U= = x| cuw Ql 1 toul. Q + cue. Q ey (3.98)
6.(2 1
Y3y = a4y — [cvs. QY + cvi. QT + con. QT (3.99)
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* Terme diffusif

Pr 62!2+62!2
Ra\odx? = 0dy?

n+1 1 n+%
ﬁ 'QL+1] - Z'Q‘ ‘Qi—l,j
Ra sz

o [ 2007 O (3.100)
Ay? '
e Terme de BOUANCY
1 1
n+§ _ Tl+§
a6 _ 0141~ 61 (3.101)
0x 2Ax '
L’équation devient donc :
1
2 -ay ! W nil
'— — 2 2 2
at + lcuw Ql 1]+culQ +cueQ l
2
+ [cvs QY+ cvi. QT + con. QP |
1 L1 1
L i P —20] 7+ 0
sz Ra i+1,j
1 Pr
+1 +1 +1
~ 52 2 (0775 — 2077 + 077 ]
1 n+s n+s
2 2| —
~ [6i+1,j - Gi—l,jl =0 (3.102)
Posons :
A= At.cuw : B At.cul : At.cue
24x 24x 24x
D = AT ﬂ . At.cvi At.cvi At.cvn
T 2.4x%2+|Ra ' 24y 24y ' 24y

1 1

AT Pr AT n+= n+-

= — . AK=—16..%—-0. 2
2.4y2 1| Ra 4Ax | It1j i-1,j
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On obtient :

O (E-H) + Q”+1(1 +F+2H) + Q5 (G —H)
(D A)+Q 2(1— — 2D)

l 1,j

(D C)+A (3.103)

l+1]

3.6.2 Discrétisation de I'équation de I'énergie

26 N 69 69 1 020 N 0%0 3104
ot Yox ey T JRapr \ox2 T 9y2 (3104)
Etape 1- Prédicteur
* Terme instationnaire :
1
n+s
00 _ %~ Ol 3.105
ot At/2 (3105)
* Les termes convectifs :
a@ 1 n+s n+s +1
ax = I cuw. @l. ot cul. @ + cue. Ql+1] (3.106)
Avec : cuw = —%(u + |ul) cui = |ul cue = %(u — |ul)
80 1 n
ay A —[cvs. 0]'i_1 + cvi.0]; + cvn. 911+1] (3.107)
Avec : cvs = _E(U + |v]) cvi = |v| cvn = %(v —|v])
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Chapitre 3

+ Terme diffusif

1 <6 9+6 9)
VRaPr \0x?  0dy?

7’).'|‘1 n+§
_ 1 6L+1] - 26 91’—1,]
VRaPr sz
9?]_,_1 29" + Glnj 1
- 3.108
l Ay? ( )
Donc I'équation devient :
1
n+s
u.k i @n+l + @ ; + 0. 2
A’l’/z Ax cuw. i-1,j cul. cue. l+1]
( n+1 ; n+1 )
Ql+1]_2@ +@l 1)
1 n 1 Ax?
+Ay[cvs@”1+cm@ +cvn@”+1] \/ﬁ< g
@Z‘ljﬂ 2@" +911 1
\ Ay? J
=0 (3.109)
Posons :
At.cuw . __Atcui __ At.cue
A= 24x ' b= 24x ' T 24x
At . __Atcvi | __Atcvi | __At.cvn
b= 2.Ax2\/RaPr T 24y ! F= 24y ' T 24y
_ AT
" 2.4y2vRaPr
On obtient :
0,_ 1J(A D)+@ 2(1+B+2D)+Ol+1](C D)
0F_y(H — E) + 0,(1 — F — 2H)
(3.110)

l]+1(H G)
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Etape2 - Correcteur

Terme instationnaire :

1
n+s
00 _ @irfjﬂ-l -0 2

== AT/Z” (3.111)
* Les termes convectifs :
060 1 n+1 n+s
- Ax cuw. 0, _ it cul. 0 + cue. Ql+1] (3.112)
Avec : cuw = —%(u + |ul) cui = |u] cue = %(u — |ul)
6@ 1
Yoy = dy — [cvs. O + cvi. 07 + cvn. 01 (3.113)
Avec : cvs = _E(U + |v]) cvi = |v| cvn = %(v —|v])
* Terme diffusif
1 (629 N 820>
VRaPr \0x?  0y*
n+1 1 n+%
_ 1 @l+1] - 29 @i—l,j
VRaPr sz
@n+1 _ 20n+1 + @n+1
+ [ LIt 2y i 1] (3.114)
Posons :
At.cuw . __At.cul __At.cue
A= 24Ax ’ B= 24x ' T 24x
D= At . __At.cvi __Atcvi | __At.cvn
" 2.Ax2\RaPr T 24y ! T 24y ! T 24y
_ AT
" 2.Ay2\RaPr
On obtient :
O (E—H)+ 0} (1+F +2H) + 0]/, (G — H)

llJ(D A+6, 2(1— —2D)+ @ (D )

i+1,j

(3.115)
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Les équations linéaires (3.96) et (3.103), (3.1#0) (3.115) sont obtenues apres
discrétisation des équations non linéaires (3.283.29) en utilisant le schéma UPWIND
et la méthode ADI. Les coefficients de ces équatisont considérés comme connus a
chaque instant. Chaque équation constitue un sgstifguations constituant une matrice
tridiagonale. Le systeme ainsi obtenu est résotd’@lgorithme de Thomas T.D.M.A (Tri
Diagonal Matrix Algorithm) (Annexe A).

En faisant varier j de 2 jusqu’a (m-1), nous avposir chaque j, un systeme de (n-1)
équations a (n-2) inconnues, nous comptons donsysteme tridiagonale. Pendant le
premier demi pas de temps, nous obtenons les @adutiour la température et la vorticité
ligne par ligne, alors que durant le second demidetemps les solutions sont retrouvées

colonne par colonne.

3.6.3 Discrétisation de I'équation de fonction deurant
L’équation de fonction de courant est donnée [327( :

En utilisant les différences finies centrées pascrétiser cette équation, on obtient :

n—-1 n-1 n-1 n-1 n-1 n-—1
Vi, — 2% +¥ N Vi — 2% +¥ 5

_1 _
M+ an? a0 =0 (3.116)
Posons :
_1 by L
aa= Ax? - Ay?
On obtient :
1 aa
Hi = 2xaa+2x*bb -+ 2xaa+ 2x*bb (Fivyy + ¥i20)
bb i i
*oaarzop Pl T Y (3.117)

La résolution du systeme d’équations ainsi obtestuedfectuée en utilisant la méthode de

SOR (méthode de sur relaxation successive) (voire&a A)

3.6.4 Discrétisation des composantes de vitesse

Les composantes de vitesse définie en (3.25) design

- 80 -



Chapitre 3

Simulation numgue de la convection naturelle

Li 24y

n n
ul, = <I’Ui,j+1 - l’Ui,j—l

Vij = 20x

* Le champ des vitesses

- Condition de non glissement

n __ n _ n __ n — )
{uld- = Uy = U1 =Ujm =0 Vijn

n __ n _— n __ n —_ T
V1j = Vimj = Vi1 = Vijm =0 Vijn

- Condition initiale

{u3j=o Vi, j

vi:=0 vi,j

o~
LO

» Le champ de températures

- aux parois verticales

no=-1

im,j —

- conditions initiale

0 =0 pour (i=2,im—1; j =

» Les parois adiabatiques

[on =75

n n
n <I’Ui+1,j - l’Ui—l,j

49Z}jm_1 -0

)

)

3.7 Discrétisation des conditions initiales et alimites

i,jm-2

keir.ljm - 3

*« Concernant la fonction de courant

m,j

Yo =0

n _ n _ n _ n
{llui,j =¥imj = ¥ip = ¥im

=0
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3.8 Organigramme de calcul

n=n+1

Début

v

Initiation de
T,Q W, u,V

v
n=1

v

T

Calcul de la distribution dew ]< n=n+1

¢ A

|

Calcul des nouveaux champs de vitesse
(u, v)

!

[

Calcul de la distribution de températur}

v

[

Calcul de la distribution deQ ]

y

[ Evaluation de la nouvelle valeur de }

Non l Oui

n=1

N

Y3~ F
PN

) 4

<10°°

Non

[ Affichage des résultats ]: Oul

'

Fin
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4. RESULTATS ET DISCUSSIONS
Le but de ce paragraphe est d’appliquer les forsnpitéalablement établies dans une
cavité carrée de longueur H, différentiellementuféee aux deux parois verticales en vis-
a-vis (la paroi gauche est chauffée et la paratelest refroidie). Cette cavité contenant
de l'air; en conséquence nous abordons ici lesrpsuivants :

- Etude du régime variable

- Etude de I'état stationnaire, et analyse de I'iflce des principaux parametres

intervenant agissant sur le phénoméne.

E3f -] <10% ,ouF
ZiZj|FiT_3‘| - '

Le critere de convergence adopté a chaque pasnbes st
représente la température ou la vorticité.
L’étude du probleme de la convection naturelle dane cavité carrée est liée a deux

principaux parametres : le nombre de Raylé&ghet le nombre de Prandgl.

4.1 Choix du maillage

Dans notre étude nous avons choisi un maillageamgalaire uniforme de>xm noceuds
dans tout 'espace physique. Le nceud (1,1) sedrad’origine des cordonnées, alors que
le nceud (n, m) est de coordonnées (1,1).

Nous avons choisi la hauteur de l'enceinte commendgur de référence, pour
I'adimensionnalisation des équations de transfert.

L’enceinte est donc un carré de coté unité. Lesdespaces suivant les axes x et y sont
donnée par : Ax = ﬁ et Ay = ﬁ
La positionx est repérée par I'équationc:= (i — 1)4x

et la positiory par I'équation :y = (j — 1)4y
Des essais numériques ont été nécessaires pounigmtile temps et la précision des
calculs. Ainsi, un maillage uniforme de %31 a été trouvé suffisant pour simuler les
distributions d’écoulement et de la températuresdame cavité carrée uniforme pour un
pas du temps égal a 0.1. On utilise dans les cleulombre de Prandtl de l'air : Pr=0.71
Lors de nos simulations tests, on a constaté geevdleurs de Ra varie entt®3 et 108 .
Les principaux résultats sont présentés, sous fatendigures, pour chaque valeur du

nombre de Rayleigh Ra.
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4.2 Etude de la convergence

Les figures 3.5 et 3.6 représente respectivementvégiations de température et de
vorticité en fonction du temps a Ra=1.E03, a desitipns différentes dans la cavité. On
remarque que les parties des fluides que se sipréstde la paroi chaude de la cavité
subissent des variations trés importantes (x=0/60,04) de leur température, puis ces
variation deviennent plus faibles au fur et a mesywr'on se rapproche au milieu de la
cavité (x=0.4, y=0.4). Un comportement dynamiquealde en fonction du temps est

observé avant d’atteindre une limite asymptotigag@naire.

0,9
08 o —a— x=0,04,y=0,04
® ° * - x=0,2,y=0,2
T 0,77 —»—x=0,4,y=0,4
c
£ o,
c
(0]
g 05 W
E s
*
2 04 F
*
E *
o 03 J
g *
o 0,2 *
) ; y./r
oxfr p
r
0. 2 7 5 g 0 2 3

Temps

Figure 3.5: Evolution de la température & différentes positjgrour Ra=10°

-0,04
20,06
-0,09
x=0,04, y=0,04
------- x=0,2, y=0,2
20,14
Q
©
=
S 013
>
20,14
014 |
019
-0.2 2 7 5 g 10 ¥ 3

Temps

Figure 3.6 Evolution de la vorticité a différentes positiopsiur Ra=10°
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4.3 Régime stationnaire
La figure 3.7 représentent les isothermes en régimigonnaire. A partir des figures des

isothermes on constate que pour une faible valaunombre deRayleigh (Ra=19), le
fluide (Air) présente une stratification thermiquerticale due a un transfert de chaleur
uniquement par conduction qui ne génere aucun écmrit convectif (Figure 3.7.a).
Lorsque Ra =1%) un écoulement convectif apparait dans le sensndsnit proche de la
paroi chaude et descendant proche de la paroef(&idure 3.7.b).

Quand le nombre Rayleigh augmente0¢ < Ra < 108 ), le fluide chaud situé proche de
la paroi chaude étant le plus lIéger, monte au oideala paroi horizontale haute, il rejoint
ensuite la paroi froide en longeant le plafonds padescend au niveau de la paroi froide,
avant de rejoindre la paroi chaude par le planfffigures 3.7.c, d, e et f).

Les figures 3.8 et 3.9 montrent respectivementilience du nombre de Rayleigh sur
I'écoulement. En effet, la fonction de courant nmaxie et la vitesse maximale augmentent
asymptotiquement en fonction du nombre de Rayleigh.

La figure 3.10 représente les profils de tempéeaem fonction dex a y = 0.5 pour
différentes valeurs du Ra. La distribution de depérature est linéaire pour Ra faible
(10%, et un fort gradient de température au voisindge faces isothermes est observé
lorsque Ra augmente-10°) (figures 3.10.c, d, e, f).

La figure (3.11) représente les vitesses horizeatah fonction de y a x=0.5 ; les profils

de vitesses indique une forte accélération pregpdmis adiabatiques, les vitesses
négatives sur toute la moitié de la cavité€ :5) sont caractéristiques de la zone de

recirculation.
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Figure 3.7: Les isothermes en régime stationnaire a differ&ats
(a) Ra=1.E03 Ta=1 ; (b) Ra=1.E04 Ta=1 ; () Ra=1.E05 Facl ;
(d) Ra=1.E06 Ta=1 ; (e) Ra=1.E07 Fa=1 ; (f) Ra=1.E08 Tha=l
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Figure 3.8: Evolution de la fonction de courant maximale ercfmm de Ra
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4.4. Régime variable

A partir des figures 3.12 et 3.13 qui représentl# isothermes en régime variable pour
Ra=10 et Ra=10 respectivement, on observe que pti§ le fluide est réchauffé au
voisinage de la paroi gauche et refroidie au vaiginde la paroi droite, ce qui est logique
puisque ce sont des parois actives (réechaufféegfitidie respectivement), et quand le
temps augmente et potir> 10 on remarque que le fluide au voisinage de laipdraude
(température plus élevée) devient léger, donmdnte vers la paroi adiabatique haute;
alors que le fluide au voisinage de la paroi fraqde est plus lourd (la température est plus
basse) descend vers la paroi adiabatique basde. Shettification est continue au fur et a
mesure que le temps augmente jusqu’a ce que ldeflaiteint I'équilibre thermique
(t=500).
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Figure 3.12:Les isothermes en régime variable pour Ra=1.E05
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Figure 3.13:Les isothermes en régime variable pour Ra=1.E07
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5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé un algaithden résolution des équations
différentielles gouvernant I'écoulement d’un fluistleompressible dans une cavité fermée
différentieéllement chauffée. L’'effet du nombre dayReigh a été étudié, il s'avere que la
convection devient de plus en plus importante loesg nombre de Rayleigh augmente, et
un processus de circulation est mis en jeu pbff < Ra < 108 ; en effet, le fluide chaud
situé proche de la paroi chaude monte au niveda garoi horizontale haute, il rejoint
ensuite la paroi froide en longeant le plafondspedescend au niveau de la paroi froide,
avant de rejoindre la paroi chaude par le plandRar.ailleurs, Il a été remarqué que la
distribution de la température est linéaire pouiféale, et un fort gradient de température
au voisinage des faces isothermes est observéiRg augmente.
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1. INTRODUCTION

Le but de ce chapitre est d’évaluer I'impact dwrayement des parois sur la dynamique et
la thermique d'un écoulement laminaire dans uneite€adifférentiéllement chauffée
remplie d’air. Le milieu est considéré comme tramept, et les parois adiabatiques sont

considérées grises.

2. DESCRIPTION DU MODELE PHYSIQUE ET HYPOTHESES

On considere une cavité carrée (2D) a parois im@ables, dont les deux faces Est et
Ouest sont soumises a un écart de température @tlx autres a un flux radiatif (figure
4.1).

La cavité est remplie d'un fluide transparent ('de Pr = 0.71), homogene et isotrope
dont l'indice de réfraction est égal a l'unité. lpesois internes sont considérées grises,
diffuses et opaques et ont la méme valeur d’émiés&, Le mouvement de l'air est
gouverné par les équations de Navier-Stokes sdypdthése de Boussinesq. Pour la

résolution, on utilise le formalisme vorticité-fagimn de courant.

ae| v
s’ ay| 7 @
}.‘:
[
T(x=0)= T, H T(x=L)=Tg¢
- L .
' ,
as| v
v Q,

v=0

Figure 4.1: Schéma du modéele physique

On considere les hypothéses suivantes :
Le fluide est newtonien et incompressible
Les propriétés thermophysiques sont constanteslépendantes de la température

Les conditions de I'application de I'approximatide Boussinesq sont remplies
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La dissipation visqueuse est négligeable

Les surfaces sont supposées opaques, grises eett@nhbes (émission et réflexion avec
une luminance isotrope)

Les densités de flux et les températures des agfémentaires sont uniformes.

Le fluide contenu dans la cavité (I'air) est sugptransparent.

3. FORMULATION EN VARIABLES DIMENSIONNEES

3.1. Systéme d’équations

De maniére classique, sans rayonnement de surfagamdition adiabatique implique que
le gradient de température normal a ces paroiswdsEn présence du rayonnement, elle
est traduite par I'équilibre entre les flux convieet radiatif. Dans ce cas le rayonnement
de surfaces ne modifie pas les équations gouvetaanbuvement du fluide mais altére
seulement les conditions aux limites thermiquescheplage de la convection naturelle
avec le rayonnement de surfaces se fait uniquerneravers les conditions aux limites
thermiques[32]. Dans ce cadre des hypotheses, les équations nadélis convection

avec le rayonnement sont les suivantes :

ou N v i1
ax = oY (41
U+U8U+V8U_ 18P+ 82U+82U (4.2)
ot " Voax " ar T pax ' V\axz T arz '
V+U6V+V6V_ 16P+ 62V+62V + BT —Ty) 43
s P Vax T Var= ooy YV axz tavz) 9P 0 (4:3)
aT_I_UaT_I_VaT_ 62T+62T 44
ac " Vax oy~ “\axz Tayz S
3.2 Conditions aux limites
u=v=0 sur toutes les frontiéres :
(U(X =0,Y)=VX=0Y)=0
UX=LY)=VX=LY)=0 (4.5)
UX,Y=0)=VX,Y=0)=0 '
UX,Y=H)=VX,Y=H)=0
Les températures chaude et froide sur les parcicaies :
T=T, pourX=00<Y<H
{T=Tf pour X =LO0<Y<H (4.6)

T, et Tf sont respectivement les températures des paraigieret froide.
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En présence d’'un rayonnement et pour un milieu-$emsparent, la condition adiabatique
est traduite par I'équilibre entre les flux convieet radiatif. Le couplage de la convection
naturelle avec le rayonnement de surfaces se rigjuament a travers les conditions aux

limites thermiques. On a donc, pour les deux ganorizontales de la cavité:

aT
—A oy - + @rly=0 =0 (4.7)
aT
A=y s + @rly=y =0 (4.8)

@, . Est le flux radiatif, égal au flux radiatif caléua partir de I'équation (2.108)

A est la conductivité thermique de I'air.

4. FORMULATION EN VARIABLES ADIMENSIONNEES
On utilise les mémes grandeurs de références addisdans le chapitre 2 pour
adimensionner les équations de conservation.

Les grandeurs de référence sont :
H
Vo = 9BHAT, ; tozv_oi Py = poV§

Les variables réduites sont données par :

=X ) A 4 oot

T H ' Y=u > Ty, R T T g
_T-Tp r_ P . _ Pr
0= , P =— ;o Qr=—3
T~Ty Po oT¢

En appliquant le formalisme vorticité-fonction deucant (chapitre2) le systéme

d’équations devient :

Equation de courant

oy Y Py

E =N+ W + a—yz (49)

Equation de quantité de mouvement
00 00 00 _ 00 |Pr (0’0 0%0 10
ot “ox "ay_ 0x Ra\odx% = 0y? (410)

Equation d'énergie
69+ 69+ a0 1 <629+629>
—tu—+v—=
dy vRaPr \0x? 0y?

7 o (4.11)
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Adimensionnement des conditions aux limites

T-T, oo Y _ . Tc+T
O="0 1 Q=_h i y=g 0 AT=Te T To=—
Poury=0ona:
aT aT
—A W veo + @Orly=0 =0 =1 W = @r (4.12)
Donc
200 , . 00 H 4
AATH—ay= Q,0Ty = E=mO’To Q- (413)
0 _ __ HoTg
oy N:-Qr Ou T AAT
Et la condition radiative:
— =N, Q=0 (4.14)
oy, 777
d
a_ = _Nr ery:l (415)
y=1
oTgH

N, : est le nombre de rayonnemehlt & MT)

Q, : est le flux radiatif adimensionnel

5. DISCRETISATION DES EQUATIONS
On utilise comme dans le chapitre 2 le schéma WDVpour discrétiser le terme

convectif QLZ—Z+ vZ—i) , et la méthode ADI pour discrétiser le terme atishnaire, le

terme diffusif et le terme de BOUYANCY, les équasambtenues sont comme suit :

5.1 Equation de vorticité
Etapel-prédicteur

1
"2 (¢~ D)

n+s n+s
Q_f(A-D)+ Q 21+B+2D)+ Q.1

J
= Qﬁj_l(H —E)+ Qﬁj(l —2H—-F)+ Q?Hl(H - G)

+ AK (4.16)
Avec :
At : pas dans le temps

AXx : pas dans I'espace selon I'axé
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Ay : pas dans I'espace selon I'axg

Avec:
At.cuw At.cul At.cue
A= ; B = ;=
24x 24x 24x
D= At Pr __ Atcvi | __ Atcvi |
" 2.4x%2+|Ra ' T 24y ! T 24y !

1 1

AT Pr AT n+= n+-

H = —  AK=—16., 2 —06. 2
2.Ay2+|Ra '’ 4Ax | i+1j i-1,j

Etape2-correcteur

AtT.cvn

24y

{‘fll(E H)+ Q' (1+F +2H) + Q{l]*jl((; —H)

— 2
=Q, 1](D A+Q 2(1-B- 2D)+Ql+1]
+ AK
Avec:
A= At.cuw : B = At.cul : _ At.cue
24x 24x 24x
AT Pr At.cvi At.cvi
2.4x Ra 24y 24y
PR TR i P B
T 2.4y2+|Ra ' T oaax | i+ i-1j
5.2. Equation de I'énergie
Etapel- prédicteur
llJ(A D)+@ 2(1+B+2D)+@
OF_,(H — E) + 07,(1 —
l]+1(H G)
Avec :
A= AT.cuw : B = At.cul : _ At.cue
2Ax 24x 2Ax
D= AT : E = At.cvi : F = At.cvi :
2.Ax2%2v/RaPr 24y 24y
_ AT
" 2.4y2vRaPr
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Etape2-correcteur
O L (E—H)+ 0} (1 +F +2H) + 0]/, (G — H)

0, 1](0 A +@ 2(1— —2D)
l+1](D 0) (4.19)
Avec :
A= AT.cuw : B = At.cul : _ At.cue
2Ax 24x 2Ax
D= At . __ At.cvi | __Atcvi | __At.cvn
" 2.Ax2\RaPr ' T 24y ! T 24y ! T 24y
_ AT
" 2.Ay2\RaPr

Les coefficients de ces équations sont consid&ésne connus a chaque instant. Chaque
équation constitue un systeme d’équations constituae matrice tridiagonale. Le systeme
ainsi obtenu est résolu par l'algorithme de Thonia®.M.A (Tri Diagonal Matrix
Algorithm).

5.3. Equation de fonction de courant
On utilisant les différences finies centrées pascrétiser I'équation (4.8) :
WHlj—zl,U” Lypnt o, A il

n—1
Qi+ %2 7y? =0 (4.20)
On pose :
L bb = !
9= axz — Ay?
On obtient :
1 aa
n-1 _ n-1 n—-1
ti = 2*aa+2*be” +2*aa+2*bb(llul+1]+lp‘ 1))
bb
n—1
+ 2% qa+ 2% bb (I’Ul j+1 + l’Ui.j—l) (421)

La résolution du systéme d’équation ainsi obtertuedfectuée en utilisant la méthode de

SOR (méthode de sur relaxation successive)
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6. DISCRETISATION DES CONDITIONS INITIALES ET AUX L

Le champ des vitesses

( UL = U = U = U =0 Vn

VILj = Vimj = Vi1 = Vijm =0 Vn
ugj vi,j
v Vi, j

Le champ de température

ij =0, vj,n

07, =0 pour (i = 2,im—1; j = 1,jm)
Les parois adiabatiques
on — "
1,2 ;1 — Nr Qr
24y
eir,ljm+1 - eir,ljm—l

24y

= —N, Q;

Concernant la fonction de courant
n n n n —
{llul"j = lluim‘j = llul"l = llul"jm =0 vn

7. ALGORITHME DE CALCUL

L'algorithme de la méthode numérique est montigdessous
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Début
v

Calcul des facteurs de forme

v
Initiation de
T) Ql q’l ul V! N

v
n=1
, v \

Calcu de la distribution deW < n=n+1

. J

* A
[ Calcul des nouveaux champs de vitesse }

v
[ Calcul de la I'emittance initiale M@T;’ }

A 4

v
[ Calcul du flux radiatif ]

v
[ Injection du flux radiatif dans les conditions dufifique ]

{

[ Calcul de la distribution de température}

n=n+1
v

[ Evaluation des nouvelles valeurs de}

v
[ Calcu de la distribLion de Q ]

Oui
Y X F — F
> ZiZj|Fi7,1j

<10°°

NON

[ Affichage des résultats L
h

v
Fin

-101 -



Chapitre 4 Couplagmnvection naturelle- rayonnement

8. RESULTATS ET DISCUSSION

Le code a été t exercé sur des problemes de ré&par vérifier sa validité. Notre code a
éte validé avec les résultats numériques publigsianrement, et I'accord entre le présent
et les résultats précédents étaient tres bons ldanéférence [32]. Pour cela dans la
présente étude, nous avons concerné la méme tdmpéde référenceqlutilisée dans
[32] et la méme longueur de référence H utiliséesdas travaux de Hong et . Ou

To=293.5K, etAT = 10K : on a

T—T,
AT

La température réduite (ou adimensionnelle) :6 =

Tc+Ty

= 293.5K

Température de référenceT, =
Difference de températurdT = T, — Tr = 10K
Onadonc T, +Tf = 587K et T,—T;=10K
Ce quidonneT, = 298.5K et T; = 288.5K

Et par la suite :
_T.—Ty 2985-2935

O, T 10 0.5
Tr—T, 288.5—293.5
6 = = = —
FToaAT 10
Concernant la longueur de référence H utilisée temsavaux de Wang et!3d
.B.AT.H3
Ra — M—
v.a

g : Accélération de la pesanteur [9.81°th.s
B : Coefficient de dilatation thermique [pour I'aifE1/T;=1/293.5 K]
AT: Difference de températuie — T, = 10K
v : Viscosité cinématique [pour I'air & ZD~1.5< 10~5m?s™]
a : Diffusivité thermique [pour I'air & 20 ~2.02 10~5m?s™]
Ra =1.103 x 10°. H3

aT(;‘H)
AT

o: le constante de Stefan- Boltzmaer$.67x 1078 w.m2.K "%

Et le nombre de rayonnemewt (N, =

Le tableau si dessous contient les valeurs de H gdiférentes valeurs de Ra; et le

nombre de rayonnement en fonction&de
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Ra 1d 10° 10°
H(m) 0.0209 0.045 0.097
Nr 31.018 66.78 143.948

Nous présentons dans la figure (4.2) le profil elmpgérature en x=0.5 dans le cas sans
rayonnement§=0) et en présence du rayonnement pour une vagelgmissivitéE égale
a 0.2 ; nos résultats sont trés similaires a ceftms/ées par Hong et &F, pour cela on

peut dire que le code pourrait étre correctemepligue au probleme considéré.

04 T T T
03 } |
02 | £=0.2 Pl
| ) oo |

02§
03F - .

00 0z 07 3 08 10 (.4 ' ' -

() (b)
Figure 4.2 profils de température en x=0.5 ; & Ra=1(a) obtenus par notre code
(b) donnés par Hong et al [32]

Les figures (4.3), (4.5), (4.5), (4.6) présentezg Isothermes et lignes de courant en
absence et en présence du rayonnement pour delremde Rayleigh f@t 16.

Les nombres de Rayleigh considérés dans cette @ioolduisent des écoulements
monocellulaires.

En mode de convection naturelle combinée au rayoene thermique §# O0),
I'inclinaison des isothermes dans les régions gavant prés des parois horizontales est
due a I'importance des flux radiatifs. Les lignesaburant montrent que le rayonnement
thermique réduit considérablement I'écoulement damswvité.

En fait, le rayonnement réduit I'écart de tempéetentre les parois horizontales et donc,

diminue la vitesse de l'air au voisinage des cesipdigure (4.7).
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En fin la paroi haute est refroidie (figure 4.2)aparoi basse es réchauffée (figure 4.8) e.
Ce comportement de la température sur les paroizdmbales s’explique par le fait que la

paroi haute perd la chaleur (flux net radiatif eseiement positif) et que la paroi basse

()

-0,025
> -2,8E-17 >
04 04 0,080

0,10
,20 0,18
¥ 2
N 0,29
040 9% N
2/ 03 4o
R 04 0
X

recoit de la chaleur (flux net radiatif essentilét négatif)

° °
a 2
o
=
BT~ |
S
i\)\
8
o |
o o
a

=3

o
N O

04 06 08 R 02

© ()
\ 04 ‘ -1
-0,31 -0,28
04 019 0,
-0,15
04 -0,075 04§
-0,020
> 0,040 >
04 04
011
0,15
0, 0,
0,27 0,24
%38 —9,33 9'37 -0‘,2
080 02 04 06 08 0o 02 04 06 08
X X
©
\ -0,42
o 0,25
04 -0,080
>
04
0,090
0,4
0,26
D,43 /
L/
R 02 074 06 08

Figure 4.3: Influence de I'émissivité sur les isothermes & K#%a)&=0 (b) &=0.1 ;
(€)¢=0.2 ; (d) £=0.4 ; (e)¢=0.8
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@ (0)

10 20 30 40 0

Figure 4.4 Influence de I'émissivité sur 'écoulement & Ra=)&=0 ; (b) £&=0.1 ;
(c)¢=0.2 ; (d) £=0.4 ; (e)¢=0.8
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Figure 4.5: Influence de I'émissivité sur les isothermes & R&%a)&=0, (b) £&=0.2
(c)&=0.4, (d) £=0.8
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Figure 4.6: Influence de I'émissivité sur I'écoulement & Ra=@)&=0, (b) £&=0.2
(c)é=0.4, (d)£=0.8

<
04 &
&
—4—¢=0 &
—o—¢g=0,2 go
s f
[o]
= 0,2 4
(]
N L
N p
o <
< <
) et
”n Q.Q
§ 04 &
B W«
0,2
0,0 0.2 0.4 06 038 1,0
y

Figure 4.7: profils de la vitesse horizontale en Ra24%=0.5
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04 -
| —eo— =02
L]
0g|
|
|
09|
| [ ]
|
04e \
'\.
o 04 &
\
-0,1 x
-0,2) \l‘
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od llllllllllllllll ....
o 'y )
- Illll......
\ -
I...
055 0.2 0,4 0,6 08 e
X

Figure 4.8: profils de température en Ra=%0 la paroi basse

Figure 4.9: influence de I'émissivité sur les profils de tenapére & Ra=10

La figure 4.9 illustre &a= 10*l'influence du rayonnement de surfaces sur laifitation
thermique qui diminue en fonction de I'émissivitée.
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9. Conclusion
Dans ce chapitre nous avons étudié numériquemenulgage de la convection naturelle
avec le rayonnement des surfaces dans une cawxiée chfferentiellement chauffée, dont
les parois horizontales sont a un flux radiaté.rmhéthodologie numérique utilisée est une
méthode de radiosité combinée a la méthode dexefifes finies.
La validation du code développé est réalisée paapemaison avec les données de
littérature.
A la lumiere de cette étude on peut dit que :

- le couplage de la méthode de radiosité a la métdesddlifférences finies donne de

bons résultats.
- le rayonnement thermique réduit considérablemeégblilement dans la cavité.
- le rayonnement thermique réduit I'écart de tempieagntre les parois adiabatique

et donc, diminue la vitesse de I'air au voisinageés parois.
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Conclusion génerale

Le travail réalisé dans le cadre de ce mémoire est destiné a mieux comprendre les
processus de la convection naturelle, du rayonnement thermique, et de leur couplage dans
une cavité différentiellement chauffée sur ses parois verticales. Des conditions radiatives
sont appliquées aux deux parois horizontales.
Le sujet traité nous a permis de connaitre et de mettre en ceuvre plusieurs méthodes
analytiques et numériques :
- méthode des différences finies ou le systeme d’équations est discrétisé selon la
methode implicite des directions alternées (ADI).
- methode de sur-relaxation successive avec un facteur optimal de convergence
rapide, pour la résolution de I’équation de la fonction de courant

- Ainsi que d’autres méthodes de résolution comme TDMA, Radiosité, etc...

Dans la premiére partie de ce travail nous avons présenté une étude dynamique et
thermique de la convection naturelle pure pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh.

L analyse théorique entreprise a permis de réduire le nombre de variables a trois (la
température 0, le fonction de courant vy , et la vorticité Q). Dans les équations de
conservation figurent un certain nombre de grandeurs physiques telles que le nombre de
Prandtl Pr et le nombre de Rayleigh Ra.

La simulation numérique a été réalisée pour des nombres de Rayleigh allant de 10° jusqu’a
10® pour un nombre d’aspect égal & 1.

Nous avons constaté que la convection devient de plus en plus importante lorsque le
nombre de Rayleigh augmente, et un processus de circulation est mis en jeu pour
10* < Ra < 108 ; en effet, le fluide chaud situé proche de la paroi chaude monte au
niveau de la paroi horizontale haute, il rejoint ensuite la paroi froide en longeant le
plafond, puis redescend au niveau de la paroi froide, avant de rejoindre la paroi chaude par
le plancher.

Par ailleurs, Il a été remarqué que la distribution de la température devient linéaire pour
des faibles valeurs du nombre de Rayleigh, et un fort gradient de température au voisinage

des faces isothermes est observé lorsque Rayleigh augmente.

La deuxiéme partie du travail a été consacrée a I’étude de I’effet du rayonnement de

surface sur le comportement thermique et dynamique du fluide dans une cavité carrée
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bidimensionnelle. La méthode de radiosité associée aux différentes méthodes numériques
de résolution des équations de la convection naturelle, a permis de traiter le probleme de
couplage en mettant en ceuvre un code numérique qui est validé a travers les différents
tests réalisés. Dans ce cas, nous avons remarqué que le rayonnement thermique réduit
considérablement I’écoulement dans la cavité, ainsi que I’écart de température entre les
parois horizontales, ce qui diminue la vitesse de I’air au voisinage de ces parois.

La simulation numérique présentée pourrait étre poursuivie dans des cas plus complexes

tels que : géométrie cylindrique, présence d’un champ magnétique, etc....
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Al. La méthode de relaxation

Les équations relatives a 1’ensemble des nceuds forment un systéme linéaire de n

équations a n inconnues. On se donne une matrice inversible A et un systéme linéaire

Ax=bh (A.1)

On introduit la partition A =D —E—F ou:

Di}. = ai}.ﬁi}. | |
E - —a; LF]
Tl 0 =g (4.2)

—a;; L= j
{0 <
] 0 i=j

Donc A devient :

—F
A= ( D ) (A.3)
—E

On fait I’hypothése que D est inversible, a,;, = 0, ¥i
Ceci implique que D-E est aussi inversible. On écrit maintenant Ax = b sous la forme
(D—E)x=Fx+b

. . N , .. . D .. .
On introduit un paramétre réel @ non nul. Ceci implique que S E est aussi inversible on

écrit donc (1) sous la forme générale :

D 1—vy
(——E)xZ(F+—D)x+b
¥ ¥

=}x=(i E’)_l(Fll;TD)xl(f E.') b (A.4)

Qu’est de la forme x = Ex 4 ¢ sion choisit :

B = G— Ej_l (F—Fl;—}rﬂ)

c =(§—E]_1b

(4.5)
L’algorithme de relaxation

x(@ donneé (ks1) ol
lx:k‘fi} =(1 _zj;k} _l_i [l‘-'z- - E}-cé ag; X; - E}-H CHES ]‘U‘L =1,..,n (A.6)

& i
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La méthode de relaxation ne peut converger que sous la condition nécessaire pour le

coefficient de relaxation qui est donnée par ye]0,2[

Pour :

¥ = 1 = On parle de sur-relaxation
¥ < 1 = On parle de sous-relaxation

¥ = 1 = Correspond a la méthode de Gauss-Seidel

On note bien que:
La méthode de relaxation est un processus itératif exigeant le contréle du taux de variation
des inconnues au cours de chaque itération. Ceci est réalis¢ par des méthodes de
relaxation

¢=, +yAP (A.7)
Ainsi, la nouvelle valeur de la grandeur ® dépend de la valeur précédente €, et de sa

correction A< en utilisant le coefficient de relaxation y dont la valeur est comprise entre 0

et 2.

En pratique, les valeurs de ces coefficients de relaxation sont imposées pour les
différentes grandeurs du probléme. Malheureusement, il n’existe pas de régle générale
concernant les meilleures valeurs de y. Les valeurs optimales pour un cas étudié
dépendent des particularités du probléme.

En général, les valeurs appropriées pour certain probléme sont basées sur I’expérience [3-
11-12-50-56]

D’apreés [56] dans le cas d’un domaine rectangulaire de taille (n-1) #xx (m1) y, le

calcul converge tres rapidement, la valeur optimale du coefficient de relaxation est

donnée par :
2[1- @ -7
Your = 1 (A.8)
Ou
[+ 6 ) "
1+(33)
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A2. Algorithme de Thomas

La résolution d’un systéme linéaire a matrice tridiagonale est exploitée pour programmer
des fonctions efficaces de résolution des systémes linéaires correspondants. Les
programmes sont basés sur 1’algorithme de Thomas, présenté pour les matrices

tridiagonales [30] [31] :

Le systeme

bl Ci 0 . a0 0 Xi fj_
a, b, ¢ 0 . 0 0 X, f
- . . .e — .e (A.IO)
0 0 0 9 % by G| Xy fai
o 0o 0o 0 - e b/\gx fy

Est résolut en introduisant la récurrence :

(]
{Xk =1y _E_:Xk+1 k=1 (n=1) (A.1D)
X, =w

n n

En utilisant ces relations dans le systéme initial, on peut déterminer les coefficients v, ,

B

By =b,
C
B.=b, — k-1 a, k=2 n (4.12)
Br-1
i h
1;1 ===
By b (4.13)
:fi'{_a'kvk—l L =2 n

Vi
By
Une fois les coefficients v, et ff;, sont calculés, les inconnues X, seront calculées par

substitution inverse en (A.10), a partir de valeur de X,.
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Résumé

Dans ce travail, on propose d’étudier I'évolution @ la stratification thermique et le
comportement dynamique d’'un fluide dans une cavitéfermée, par le moyen de
simulation numérique basée sur les techniques desffdrences finies. Pour traiter les
échanges radiatifs entre les surfaces dans I'encén une méthode de radiosité est
proposée pour calculer les facteurs de forme, le eteur radiosité et le flux radiatif. Le
modele mathématique utilisé associe les deux algimines lies aux deux phénomenes
précédemment cités. L'objectif principal de I'étudeest la mise en ceuvre d’'un code
numérique simulant la convection naturelle coupléau rayonnement dans une cavité 2D
latéralement chauffée.

Mots clés : Convection naturelle, Rayonnement therique, Différences finies, Radiosité,
Couplage

Abstract

In the present work, a numerical simulation based o finite differences is proposed, to
study the thermal stratification evolution and thedynamic behavior of a fluid in a closed
cavity. To process the radiative exchanges betwesarfaces in the enclosure, a radiosity
method is proposed for calculating view factors, w&or radiosity, and the radiative flux.
The mathematical model combines the two algorithmselated to the two phenomena
mentioned above. The main objective of this studysithe implementation of a numerical
code simulating a coupled natural convection and iation in a laterally heated 2D
cavity.

Key words : Natural convection, Thermal radiation, Finite differences, Radiosity,

Coupling
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