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Introduction générale 
 

L’étude des transferts thermiques couplés dans une cavité fermée a suscité un intérêt 

grandissant durant ces dernières décennies. Cet intérêt est dicté par le rôle joué par telles 

configurations dans nombreuses applications industrielles dans plusieurs domaines : le 

refroidissement des composants électroniques, la climatisation, les échangeurs de chaleur, 

les centrales nucléaires…etc. 

De nombreuses études ont été réalisées en utilisant : l’expérimentation numérique 

(simulation numérique) et pratique (expérience de laboratoire). 

Il est vraisemblable que l’expérimentation de laboratoire est d’une importance cruciale 

pour valider la première approche, néanmoins elle reste handicapée par le coût élevée du 

matériel et la difficulté de réalisation. 

La simulation numérique reste la méthode la moins coûteuse, et la plus utilisable. 

L’évolution rapide des capacités des calculateurs au cours de ces vingt dernières années a 

permis un progrès notable dans la compréhension du phénomène de la convection 

naturelle, le rayonnement thermique et le couplage entre ces deux phénomènes.  

L’étude de la convection naturelle  en milieux confinés fait, de nos jours encore, l’objet de 

nombreuses recherches, tant sur le plan numérique qu’expérimentale. Dans ce type de 

problème, les différents modes de transfert thermique (convection, conduction, 

rayonnement) peuvent intervenir de façon couplée, notamment par le biais des parois. 

Toute fois, quand le transfert radiatif est considéré, un problème particulier se pose lorsque 

le fluide lui-même se comporte comme un milieu semi-transparent, c'est-à-dire qu’il 

absorbe et émet le rayonnement. 

Lorsque les cavités sont remplies par un gaz, l’influence des échanges radiatifs entre 

surfaces à travers un milieu qui émet du rayonnement à sa propre température locale, 

absorbe et diffuse le rayonnement incident en tout point (milieu semi-transparent). 

L’objectif du présent travail est le développement d’un code de calcul permettant de 

résoudre les équations de transfert dans un système constitué d’une enceinte carrée, 

contenant de l’air sous l’approximation de Boussinesq. Les deux parois verticales, sont 

différentièllement et uniformément chauffées. Par contre, les deux parois horizontales sont 

soit adiabatiques, soit soumises à des conditions radiatives, d’où le phénomène de 

couplage. La formulation fonction de courant-vorticité est utilisée pour simplifier ces 

équations aux dérivées partielles, avant qu’elles soient discrétisées numériquement en 

utilisant la méthode des différences finies. Les équations de la chaleur et de la vorticité 



‐ 2 ‐ 
 

sont intégrées par la technique des directions alternées (ADI) en schéma UPWIND, et la 

fonction de courant est déterminée à chaque nœud du domaine par la méthode de sur-

relaxation successive.  

Pour traiter  les échanges radiatifs entre les surfaces dans une cavité, une méthode de 

radiosité est proposée pour calculer le flux radiatif. 

Pour atteindre ces objectifs le travail présenté dans ce mémoire est organisé en quatre 

chapitres : 

Le premier chapitre, présente des généralités et des définitions sur la convection naturelle, 

et le rayonnement thermique, ainsi qu’une recherche bibliographique des différents travaux 

qui ont traité ce type de phénomènes. 

Le deuxième chapitre traite le problème de rayonnement et la méthode de résolution de 

l’équation de radiosité.              

Le troisième chapitre concerne la résolution numérique de la convection naturelle dans une 

cavité carrée. Cette simulation est basée sur la discrétisation numérique des équations de 

quantité de mouvement, de masse et d’énergie. On y présente également une description 

détaillée de la méthode numérique adoptée pour la discrétisation de ces équations. La fin 

du chapitre est consacrée aux différents résultats obtenus ainsi que leurs interprétations en 

dans le cas de la convection naturelle pure. 

Le chapitre quatre est consacré à l’étude du couplage de la convection naturelle avec le 

rayonnement des parois. Des essais numériques permettent de valider la méthode, en 

mettant en évidence l’effet du rayonnement sur le comportement thermique et dynamique 

de l’air dans la cavité. 
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1. GENERALITES ET DEFINITIONS 
1.1. Transfert de chaleur par convection  
La convection est un mode de transport d’énergie par l’action combinée de la conduction,  

l’accumulation de l’énergie et le mouvement du milieu. La convection est le mécanisme le 

plus important de transfert d’énergie entre une surface solide et un liquide ou un gaz. Le 

transfert d’énergie par convection d’une surface dont la température est supérieure à celle 

du fluide qui l’entoure s’effectue en plusieurs étapes. D’abord la chaleur s’écoule par 

conduction de la surface aux particules fluides adjacentes. L’énergie ainsi transmise sert à 

augmenter la température et l’énergie interne de ces particules. Ensuite ces dernières vont 

se mélanger avec d’autres particules situées dans une région à basse température et 

transférer une partie de leur énergie, celle-ci est à présent emmagasinée dans les particules 

fluides et elle est transportée sous l’effet de leur mouvement. 

 

1.1.1. Les différents types de Convection  

La transmission de chaleur par convection est désignée, selon le mode d’écoulement du 

fluide, par convection libre et convection forcée. Lorsqu’il se produit au sein du fluide des 

courants dus simplement aux différences de densité résultant des gradients de température, 

on dit que la convection est naturelle ou libre. Par contre si le mouvement du fluide est 

provoqué par une action externe, telle qu’une pompe ou un ventilateur, le processus est 

appelé convection forcée. Si les deux causes existent simultanément, sans que l’une soit 

négligeable par rapport à l’autre, la convection est dite mixte. 

 

1.1.2.  La Convection Naturelle 

En convection naturelle, les mouvements du fluide sont provoqués par des gradients de 

densité dus à la non–uniformité de la température. Les couches chaudes, donc de poids 

spécifique plus faible, sont soumises à des forces dirigées vers le haut, suivant un 

mécanisme analogue à celui de la poussée d’Archimède. Dans les régions à température 

élevée, le fluide prend donc un mouvement ascendant. 

Le phénomène inverse de courants descendants se produits pour les parties du fluide dont 

la température est inférieure à celle du fluide chaud. Les courants de convection naturelle 

sont alors dus à des différences de poids spécifique et par conséquent le phénomène se 

produit-en raison de l’existence du champ de pesanteur terrestre.  

L’intervention du poids a pour effet de donner à la verticale un rôle privilégié. La 

définition de la géométrie d’un système convectif doit donc faire intervenir la forme et les 

dimensions ainsi que la disposition par rapport à la verticale. 
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Les effets de convection naturelle sont familiers. On peut les observer quotidiennement 

dans l’eau que l’on chauffe dans un récipient, dans les panaches de certaines cheminées 

d’usines, la circulation atmosphérique, les vents et les tempêtes sont aussi des effets de la 

convection naturelle. 

Pour formaliser la convection naturelle, il faut décrire le couplage des champs de 

température, de pression et de vitesse à partir des équations de conservation de quantité de 

mouvement, de la masse et de l’énergie. 

La convection ‘libre’ ou ‘naturelle’ est la forme d’échange convectif la plus couramment 

observée. Elle apparait dans le champ des forces de masse extérieures dont  la nature peut 

être différente. Donc la convection naturelle est le régime d’écoulement obtenu lorsque 

l’on chauffe un fluide sans qu’il n y ait d’écoulement ‘extérieur’ imposé.  

La convection naturelle est en fait un mouvement de fluide (à savoir gaz ou liquide) induit 

par des forces pesantes ou forces de poussée d’Archimède. Ces dernières sont dues à des 

différences de masse volumique 

                                         ���� � �∆� 	 ����                                                                              
1.1
 
 

���� : Poussée d’Archimède  [N.m-3] 

∆� : Gradient de la masse volumique  [Kg.m-3] 

	 ����: Accélération de la pesanteur  [m.s-2] 

Ces différences de masse volumique peuvent être causées, par exemple, par des différences 

de température ou par des différences de la concentration des espèces chimiques. 

En général, ce qui est le cas ici, c’est un gradient thermique qui est la cause de cet 

écoulement de convection naturelle. En effet, du fait de l’agitation thermique, la masse 

volumique du fluide diminue quand la température augmente. [1-6] 

Grace à cet écart de température en distingue deux approximations des équations de la 

convection : l’approximation  de Boussinesq et l’approximation de faible Mach 

 

1.1.3. L’approximation de Boussinesq 

En 1903, à l’époque même où Rayleigh s’intéresse à la convection, Boussinesq propose 

une simplification de ces équations de façon à ne conserver que les ingrédients nécessaires 

et suffisants à la convection thermique. Les hypothèses de Boussinesq consistent à 

supposer que les différentes propriétés thermodynamiques et de transport du fluide sont 

indépendantes de la pression. Elles supposent aussi que le fluide est incompressible mais il 
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conserve bien entendu le terme de poussée d’Archimède «le moteur de la convection » 

directement lié à la dilatation ou à la contraction thermique du fluide. [7] 

Cette approximation est valable lorsque l’écart de la température entre les parois chaudes 

et les parois froides est inferieure à 30° (∆T<30°). L’hypothèse essentielle de Boussinesq 

est : « ρ » est constant sauf dans le terme de poussée d’Archimède. 

Les propriétés thermophysiques du fluide sont supposées constantes et calculées à la 

température de référence T0, à l’exception de la masse volumique « ρ » dans ce terme, la 

masse volumique varie linéairement avec la température : 

 

                                � � �0�1 � �
� � �0
�                                                                 
1.2
 
 

Avec � � � �
��   ���

���� 

Où T0 : représente la température de référence. 

       β : le coefficient d’expansion thermique. 

L’approximation repose alors sur l’incompressibilité (
��
�� = 0) où les premiers points 

énoncés permettent de simplifier les équations afin de ne s’intéresser qu’aux effets de la 

poussée d’Archimède. Pour un écoulement incompressible, l’équation de continuité est 

remplacée par une contrainte de divergence nulle � ! " � 0 .  [3, 4, 9]. 

 

1.1.4.  L’approximation de faible Mach 

Lorsque l’écart de température devient important l’approximation de Boussinesq pour les 

écoulements de convection naturelle devient inadéquate. 

La modélisation faible nombre de Mach est introduite pour traiter les écoulements 

compressibles à faible vitesse, ce régime  est décrit par une vitesse caractéristique  ν  de 

l’écoulement très faible devant la célérité du son c  [8]. Le nombre de Mach, définit par le 

rapport   #$ � % & ⁄ , sera par conséquent, très petit devant un. Ainsi, les effets des ondes 

acoustiques sont filtrés du champ de l’écoulement [10].  

c : est la vitesse de propagation de l’onde de pression infinitésimale dans le fluide.  

La résolution des équations de Navier-Stokes en compressible se heurte à des problèmes 

numériques importants.  

Cette approximation, en filtrant les ondes sonores, permet d’utiliser des méthodes 

numériques couramment utilisées pour les écoulements incompressibles.    
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1.2. Transfert de chaleur par rayonnement 

1.2.1. Nature du rayonnement 

Tous les corps, quelque soit leur état : solide, liquide ou gazeux, émettent un rayonnement 

de nature électromagnétique. Cette émission d’énergie s’effectue au détriment de l’énergie 

interne du corps émetteur. Le rayonnement se propage de manière rectiligne à la vitesse de 

la lumière, il est constitué de radiations de différentes longueurs d’onde comme l’a 

démontré l’expérience de William Herschel [5] : 

 

 

 

 

  

              Source à T0                    prisme                           
                                                                                                 Ecran absorbant 

Figure 1.1 : Principe de l’expérience de William Herchel 

En passant à travers un prisme, les radiations sont plus ou moins déviées selon leur 

longueur d’onde. On envoie donc les radiations émises par une source à la température T0 

sur un prisme et on projette le faisceau dévié sur un écran absorbant (noirci), on obtient 

ainsi la décomposition du rayonnement total incident en un spectre de radiations 

monochromatiques. 

Si l’on déplace le long de l’écran un thermomètre, on mesure la température Te 

caractérisant l’énergie reçue par l’écran dans chaque longueur d’onde, et en construisant la 

courbe Te = f(λ), on obtient la répartition spectrale de l’énergie rayonnée pour la 

température T0 de la source. On constate alors que: 

- l’énergie émise est maximale pour une certaine longueur d’onde λm variable avec T0. 

- l’énergie n’est émise que sur un intervalle [λ1, λ2] de longueur d’onde caractérisant le 

rayonnement thermique. 

On trouvera représentés sur la figure 1.2 les différents types d’ondes électromagnétiques et 

leurs longueurs d’ondes correspondantes. On ne retiendra que le rayonnement thermique 

émis par les corps situant entre 0,1 et 100 µm. On notera par ailleurs que le rayonnement 

est perçu par l’homme [3] : 

- par l’œil : pour 0,38 µm < λ < 0,78 µm rayonnement visible. 

- par la peau : pour 0,78 µm < λ < 314 µm rayonnement IR 
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Figure 1.2 : Spectre des ondes électromagnétiques 

1.2.2. Classification 

Les grandeurs physiques sont distinguées selon : 

• La composition spectrale du rayonnement 

- si la grandeur est relative à l’ensemble du spectre, elle est dite totale. 

             - si elle concerne un intervalle spectral étroit dλ autour d’une longueur d’onde λ,            

elle est dite monochromatique.  

• La distribution spatiale du rayonnement 

           - si la grandeur est relative à l’ensemble des directions de l’espace, elle est dite        

Hémisphérique. 

           - si elle caractérise une direction donnée de propagation, elle est dite directionnelle. 

 

1.2.3. Définitions relatives aux sources 

• Le flux 

On appelle flux d’une source S la puissance rayonnée notée ϕ par S dans tout l’espace qui 

l’entoure, sur toutes les longueurs d’onde. Le flux ϕ s’exprime en W. 

Le flux envoyé par un élément de surface dS dans un angle solide élémentaire dΩ est noté 

d2
Φ 

Le flux envoyé dans tout l’espace par une surface élémentaire dS est noté dϕ. 

Le flux envoyé par une surface S dans l’angle solide dω entourant la direction Ox est noté 

dΦx 

Nous avons donc les relations suivantes :     �) � * �+
, )       et        

) � -�)
.

� - �)/,
 

 

• Angles solides 

L’angle solide est une généralisation dans l’espace à trois dimensions de la notion d’angle 

plan, il caractérise l’ensemble des directions issues d’un point de l’espace. Donc  l’angle 
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solide sous lequel depuis un point O on voit une surface S est par définition l’aire de la 

surface d’intersection de la sphère de rayon unité et du cône de sommet O s’appuyant sur 

le contour de la surface S. L’angle solide sous lequel on voit, d’un point O le contour d’une 

petite surface dS (assimilée à une surface plane) peut être calculé par (1.3). [3, 5] : 

�0 � �1 2314
5+                                                                          
1.3
 

 

Figure 1.3: Schéma de  l’angle  solide 

 

Quelques propriétés de l’angle solide 

- La valeur d’un angle solide 0 est comprise entre 0 et 4π 

- Pour un cône de demi-angle au sommet α : 0 =2π (1− cos α) 

 

• Emittance énergétique 

- Emittance énergétique monochromatique :  

Un élément de surface dS émet un certain flux d’énergie par rayonnement dans toutes les 

directions du ½ espace. Ce flux est réparti sur un intervalle de longueurs d’ondes. Si l’on 

considère le flux d’énergie �)77897 émis entre les deux longueurs d’ondes λ et λ+dλ, on 

définit l’emittance monochromatique d’une source à la température T par : 

 

                                        :7� � �)77897
�1�;                                                                          
1.4
 

- Emittance énergétique totale  

C’est la densité de flux de chaleur émis par rayonnement par dS sur tout le spectre des 

longueurs d’ondes. Elle n’est  fonction que de la température T et de la nature de la source 

: 
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                                          :� � - :7��;
7=>

7=�
� �)

�1                                                     
1.5
 
 

• Intensité énergétique dans une direction (Luminance) 

On appelle intensité énergétique Ix le flux par unité d’angle solide émis par une surface dS 

dans un angle solide d0 entourant la direction Ox : 

 

                                           @/ � �)/
�0                                                                                  
1.6
 

 

• Luminance énergétique dans une direction 

Soit α l’angle fait par la normale B�� à la surface émettrice S avec la direction Ox. La 

projection de dS sur le plan perpendiculaire à Ox définit la surface émettrice apparente  

dSx = dS cos α. L’intensité énergétique élémentaire dIX dans  la direction Ox par unité de 

surface émettrice apparente dSX  appelle la luminance énergétique LX. En partant de la 

relation précédente : 

                               CD � @D
�1EFG4 � �+)/

�0 �1 EFG4                                                        
1.7
 
 

1.2.4. Définitions relatives au récepteur 

• Eclairement 

C’est l’homologue de l’emittance pour une source. L’éclairement est le flux reçu par unité 

de surface réceptrice, en provenance de l’ensemble des directions. Si dS est l’aire de la 

surface recevant un flux dΦ, on a : 

 

                                                I � �)
�1                                                                               
1.8
 

Remarque  

On définit ainsi les pouvoirs monochromatiques réfléchissant  rλT, absorbant αλT et filtrant 

τλT qui sont fonction de la nature du corps, de son épaisseur, de sa température T, de la 

longueur d’onde λ du rayonnement incident et de l’angle d’incidence.  Si l’on considère 

l’énergie incidente sur tout le spectre des longueurs d’onde, on obtient les pouvoirs 

réfléchissants rT, absorbant αT et filtrant τT totaux. 
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1.2.5. Lois du rayonnement 

• Loi de Lambert 

Une source est isotrope si la luminance est indépendante de la direction : Lx = L 

                                       CD � @D
�1D

� @D
�1 EFG4                                                      
1.9
 

  

De l’égalité Lx = L on déduit la loi de Lambert pour une source isotrope : 

                                        LMN
LO � P QRS  T                                                                      
1.10
 

Donc : CU/ � VWX
9Y ZU.[ � VW\

9Y    (dans la direction normale à dS) 

On en déduit que : 

                                     MR] � MR^ QRS T                                                                        
1.11
 
Raison pour laquelle la loi de Lambert est également appelée la « loi du cosinus ». 

Ainsi l’indicatrice d’émission est une sphère tangente en O à la surface émettrice lorsque 

celle-ci suit la loi de Lambert : 

 

 In 

 Iα          α                                                                                       

                                       α                                                                  In   Iα 

                                                                                                        

                                  dS                                                                      dS       

                      Intensité énergique                                               Luminance 

Figure 1.4: Schématisation de la luminance et de l’intensité énergétique d’une source 
isotrope 

 

Comme pour un cône demi-angle au sommet α : 

0 � 2_ 
1 � EFG4 
  
et   �0 � 2_ G B4 �4 

Lorsqu’un corps suit la loi de Lambert : 

           : � �)
�1 � C - EFG4 �0

[=`/+

[=�
� 2_C - EFG4 G B4 �4

[=`/+

[=�
                  
1.12
 

Soit :              

                                       # � bP                                                                                    
1.13
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• Loi de Kirchoff 

A une température T donnée et pour une longueur d’onde λ donnée, le rapport  cde
[de

  est le 

même pour tous les corps. 

Pour le corps noir : αλT = 1, le rapport  
cde
[de

 est donc égal à M0λT en appelant M0λT 

l’emittance monochromatique du corps noir, donc : 

                                           :7� � 47�:�7�                                                                   
1.14
 
 

L’emittance monochromatique de tout corps est égale au produit de son pouvoir absorbant 

monochromatique par l’emittance monochromatique du corps noir à la même température, 

d’où l’intérêt de connaître le rayonnement émis par le corps noir. 

 

•  Loi de Kirchoff généralisée : Cas des corps gris  

Dans le cas du corps gris, on peut généraliser cette loi ce qui facilite les applications. En 

effet pour un corps gris αλT = αT, donc : 

                   :� � - :7�
7=>

7=�
�; � - 47�

7=>

7=�
:�7��; � 4� - :�7�

7=>

7=�
�;       
1.15
 

En appelant M0T l’emittance totale du corps noir à la température T, nous obtenons pour un 

corps gris : 

                                               :� � 4�:��                                                                   
1.16
 
 

L’emittance totale MT d’un corps gris à la température T est égale au produit de son 

pouvoir absorbant αT par l’emittance totale M0T du corps noir à la même température. 

 

1.2.6. Rayonnement des corps non noirs 

• Facteur d’émission ou émissivité 

On définit les propriétés émissives des corps réels par rapport aux propriétés émissives du 

corps noir dans les mêmes conditions de température et de longueur d’onde et on les 

caractérise à l’aide de coefficients appelés facteurs d’émission ou émissivités. Ces 

coefficients monochromatiques ou totaux sont définis par : 

f7� � :7�
:�7�
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Et   

                                                                 f7� � :�
:��

                                                               
1.17
 
D’après la loi de Kirchoff, on montre que : 

                                47� � f7�                                                                                         
1.18
 
 

• Cas des corps gris 

Ils sont caractérisés par αλT = αT soit d’après ce qui précède : ελT = εT 

Or : MT = εT M0T, nous en déduisons l’emittance du corps gris à la température T : 

 

:� � f�g�h                                                                                                       (1.19) 

Ou  M0T= g�h c’est la loi de STEFAN-BOLTZMANN  qui fournit l’emittance totale du 

rayonnement du corps noir dans le vide en fonction de sa température absolue. 

g � 5.67. 10ij  W/ (m2.K4) est la constante de STEFAN-BOLTZMANN  

 

1.2.7. Rayonnement réciproque de plusieurs surfaces 

On considère  les hypothèses suivantes: 

- Les surfaces considérées sont supposées homogènes, opaques, isothermes et grises. 

- Les éclairements sont supposés homogènes et les réflexions diffuses 

 

•  Radiosité et flux net perdu 

Le rayonnement qui quitte une surface Si est la somme de son émission propre et de la 

réflexion d’une partie du rayonnement incident sur cette surface. On appelle radiosité, que 

l’on note Ji, l’emittance apparente de la surface Si donc : 

 

                               kl � flg�lh m 
1 � fl
Il                                                                
1.20
 
 

Avec     Ei: Eclairement de la surface Si (W.m-2) 

Considérons maintenant la surface Si choisie parmi n surfaces isothermes et homogènes 

qui délimitent un volume 

 

 

 

 



Chapitre 1                                                                                           Généralités et  Revue Bibliographique 
 

- 13 - 

 

 

 
 
 
                                                               flg�lh
1 � fl
Il        
                                                                                            Ei 

 Si  

 nopo 

Figure 1.5 : Schématisation des flux de rayonnement sur une surface 

La densité de flux  net perdu par rayonnement par la surface  Si égal à la différence entre 

les flux émis et absorbé par cette surface soit : 

                                           )l\qr � flg�lh � flIl                                                                      
1.21
 
En introduisant, d’après (1.18), la radiosité Ji par  Il � �

�ist

kl � flg�lh
 , nous obtenons : 

uo^vw � no
xino

yz{o| � }o~ � noyz{o| � po~ � }o � po                                                   (1.22) 

 

2. REVUE BIBLIOGRAPHIQUE 

Dans différentes situations physiques et applications technologiques, la convection 

naturelle dans une cavité fermée joue un rôle important. L’étude d’un tel phénomène, dont 

l’importance est dictée par le rôle qu’il joue dans divers secteurs industriels, a une masse 

importante de publications spécialisées qui s’est accumulée au fur des années. 

Il existe plusieurs méthodes  utilisées pour étudier le problème de la convection naturelle 

dans les cavités :  

Ben Cheikh et al [14] ont examiné l’écoulement de convection naturelle dans une cavité 

carrée à l’aide d’une méthode multigrille, la méthode numérique est basée sur un schéma 

de type volumes finis du second ordre et une méthode de projection. Une approche 

multigrille est utilisée pour accélérer la convergence de l’équation de poisson.  

Guellal et Hamlaoui [21] ont étudié la convection naturelle dans un réservoir cylindrique, 

les équations qui gouvernent la convection sont résolues à l’aide de la méthode ADI 

(Alternating Direction Implicite Method), l’équation de la fonction de courant est résolue 

par la méthode des différences finies utilisant le schéma de Cronck Nicholson.  

Hua et Lauriat  [22] ont considéré l’analogie transfert de chaleur et de matière pour la 

convection naturelle d’un mélange binaire non-dilué de gaz parfait ; les équations de 
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conservation qui représentent le modèle sont discrétisées à l’aide d’une méthode de 

volumes finis du second ordre.  

Rayen et al [23] ont adopté la convection naturelle qui s’effectue dans une enceinte 

rectangulaire, les équations sont discrétisées avec la méthode des volumes finis.  

Arol et al [24] ont étudié l’effet de l’angle d’inclination de la cavité carrée remplie de 

différents fluides ; la cavité est divisée par un solide imperméable, les équations qui 

représentent la convection naturelle sont discrétisées par la méthode des différences finies. 

Riduane et al [25] ont adopté numériquement la convection de flux chaotique dans un 

cercle, le système des équations gouvernantes est résolu à l’aide de la méthode des 

volumes finis.  

X. Xu et al [26] étudient numériquement la convection naturelle laminaire autour d’un 

cylindre horizontal centré dans une enclosure triangulaire, les équations de conservation 

sont résolues par la méthode des approches de volume de contrôle. 

 Mobdi et al [27] ont réalisé une étude de convection naturelle dans une cavité carrée, les 

équations de l’énergie et de la vorticité sont résolues par la méthode ADI (Alterning 

Direction Implicite méthode)  et l’équation de fonction de courant est résolue par la 

méthode des différences finies.  

Lamsaadi et al [61] ont adopté numériquement la convection naturelle dans une cavité 

rectangulaire horizontale remplie d’un fluide non-Newtonien et soumise à un flux de 

chaleur uniforme ascendant, les équations gouvernantes sont résolues numériquement en 

utilisant la méthode des différences finies avec un maillage régulié.  

Ghassemi et al [60] propose une étude sur l’effet de l’angle d’inclination sur l’écoulement 

et le transfert thermique d’un fluide dans une cavité carrée différentiellement chauffée où 

les parois verticales sont soumises à différentes températures tandis que les parois formant 

un angle avec l’horizontale sont adiabatiques, les équations gouvernant la convection 

naturelle sont résolues à l’aide de la méthode des volumes finis.  

D.C.LO et al [59] ont adopté une méthode quadrature différentielle DQ (Differential 

Quadratic method) pour résoudre les équations de la convection naturelle dans une cavité 

carrée en 2D différentiellement chauffée où les parois verticales sont soumises à 

différentes températures alors que ses parois horizontales sont adiabatiques.  

Les problèmes liés au transfert de chaleur par convection naturelle et par rayonnement 

dans les cavités fermées sont rencontrés dans plusieurs applications industrielles, telles que 

l’étude du confort thermique dans les bâtiments, les refroidissements des composants 

électroniques…etc. toutefois le rayonnement apporte une contribution significative aux 



Chapitre 1                                                                                           Généralités et  Revue Bibliographique 
 

- 15 - 

 

transferts thermiques dans de tels systèmes. L’interdépendance des phénomènes de 

convection naturelle dans les fluides et des échanges radiatifs entraine des difficultés de 

modélisation physique des équations. Depuis de nombreuses années, la convection 

naturelle couplée avec le rayonnement fait l’objet de nombreuses recherches à la fois 

expérimentales et numériques : 

DELAROCHLEMBERT (2000) [29]  a réalisé une étude de bilans thermique et une 

recherche complète sur l’écoulement d’air le long d’une plaque d’acier noir épaisse 

verticale chauffée avec un flux de chaleur uniforme. Les résultats sont obtenus par 

méthode thermo-anémométrique et pyrométrie IR. Divers modèles physiques sont résolus 

au moyen d’un code de calcul commercial (FLUENT), et sont ensuite comparés aux 

valeurs expérimentales. 

 LAAROUSSI et al (2005) [30]   ont étudié la résistance thermique d’un mur constitué de 

blocs de matériaux alvéolaires de forme simple, séparant deux ambiances à températures 

différentes. L’étude est réalisée numériquement en tenant compte de la périodicité 

permettant de limiter les simulations à un élément représentatif constitué par une cavité 

parallélépipédique fermée. En se basant sur l’approximation de Boussinesq, les équations 

de Navier Stokes et d’énergie ont été résolues à laide du code de calcul commercialisé 

(FLUENT) par la méthode des volumes finies avec un décentrement du second ordre des 

termes de transport (Schéma QUICK)  utilisant l’algorithme itératif de SIMPLE pour 

traiter le couplage vitesse-pression.  

MEZRHAB et al (2007) [31]  ont étudié numériquement l’influence des partitions sur le 

transfert de chaleur par convection naturelle et rayonnement thermique dans une cavité 

inclinée d’un angle φ=45° par rapport au plan horizontal. Les équations gouvernant le 

système, sont résolues par la méthode des volumes finis. La cavité contient un nombre NP 

de partitions variant de 0 à 3. Les résultats obtenus montrent que: 

- le rayonnement thermique augmente le transfert de chaleur au sein de la cavité. 

- plus le nombre de partition est grand, plus le transfert de chaleur est réduit. 

WANG et al (2006) [32]  ont développé un code numérique pour le couplage de 

convection naturelle en cavité avec le rayonnement de surfaces et des études  sont menées 

pour une cavité carré remplie d’air dont les quatre parois ayant la même émissivité, les 

résultats montrent que, par rapport au cas sans rayonnement, la paroi haute est refroidie, la 

paroi basse est réchauffée, l’écoulement horizontal est renforcé, et la stratification est 

diminuée.   
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JAMI et al (2007) [33]  ont étudié numériquement le phénomène de la convection 

naturelle couplée au rayonnement dans une cavité carrée contenant un cylindre. Seul le 

rayonnement surfacique est pris en compte et les surfaces radiatives sont supposées grises 

et isotrope en émission/réflexion. Un schéma hybride, basé sur la méthode de Boltzmann 

sur réseau combinée à la méthode des différences finies est utilisé pour l’analyse du 

comportement thermique et dynamique de l’air. Les effets du nombre de Rayleigh et la 

dimension du cylindre sur le transfert de chaleur et l’écoulement d’air ont été analysés et 

discutés. 

 MEZRHAB et NAJI (2007) [34]  ont étudié un schéma numérique hybride pour simuler 

l’interaction entre la convection naturelle et le rayonnement surfacique dans une cavité 

rectangulaire différentiellement chauffée. Les vitesses sont déterminées par la méthode de  

Boltzman sur réseau et l’équation de l’énergie est discrétisée à l’aide de la méthode des 

volumes finis. Les systèmes algébriques obtenus sont résolus par la méthode des gradients 

conjugués. L’équation de transfert par rayonnement est résolue par la méthode de la 

radiosité. 

 SCRELLA et al (2008) [35]  ont proposé une étude  de l’interaction entre la convection 

naturelle et le rayonnement pour l’approximation à faible Mach pour les milieux 

transparents et semi transparents. Les résolutions des équations de Navier-Stokes et 

d’énergie écrites pour un gaz parfait utilisent la méthode des volumes finis. L’équation de 

transfert par rayonnement est résolue par la méthode des ordonnées discrètes.   

 

3 .CONCLUSION 

Dans cette étude nous avons décrit les principes fondamentaux des deux modes de transfert 

de chaleur par convection naturelle et par rayonnement ; les différentes lois du 

rayonnement, ainsi qu’une revue bibliographique concernant les travaux traitant du 

phénomène de transfert de chaleur par convection naturelle et le couplage rayonnement - 

convection naturelle y sont également présentés.  
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1. INTRODUCTION 

Le rayonnement thermique est un processus complexe associé au fait que l’énergie se 

transforme au moins deux fois : d’abord elle se transforme en émission des ondes 

électromagnétiques suivie du mouvement des ondes (photons), puis les oscillations 

électromagnétiques sont absorbées par le milieu ou le corps, ce qui est encore une 

transformation de l’énergie. 

Le rayonnement thermique est envisagé comme un processus de propagation des ondes 

électromagnétiques transversales émises par le corps rayonnant. Ces ondes se propagent 

rectilignement et lorsqu‘elles sont absorbées par le corps ou le milieu, elles se transforment 

de nouveau en chaleur [3, 4]. 

Les échanges radiatifs entre les surfaces peuvent être calculés par la méthode de radiosité 

ou par la méthode des ordonnées discrètes (DOM), en supposant que le fluide est un milieu 

transparent non-diffusant et de très faible coefficient d’absorption. En géométries 

tridimensionnelles la modélisation exacte des échanges radiatifs dans une cavité est basée 

sur le concept de « radiosité » qui conduit à des systèmes d’équations intégrales. 

Si les parois anisothermes sont discrétisées en petites surfaces isothermes ou isoflux, on 

montre que ces systèmes d’équations intégrales peuvent être remplacés par des systèmes 

linéaires (avec un ordre d’approximation qui dépend de la qualité de la discrétisation). 

La seconde technique (DOM) est requise lorsque la structure comporte plusieurs cellules et 

sa précision dépend du nombre d’ordonnées sélectionnées. Il s’agit d’une méthode 

numérique introduite dans les années 60, qui permet d’intégrer l’équation de transfert 

radiatif et qui a connu un essor considérable ces dernières années, notamment parce qu’elle 

permet de s’affranchir de l’hypothèse de surfaces diffuses. Dans la pratique, les deux 

méthodes peuvent être utilisées ; la première (méthode de radiosité) consiste à réduire  le 

nombre de surface en regard en introduisant des clusters constitués de petites surfaces (à 

condition que leur propriétés radiatives soient suffisamment uniformes). La seconde 

(DOM) consiste à conserver, comme surface élémentaire, les surfaces définies par le 

maillage de résolution des autres équations de conservation et à diminuer le nombre de 

directions [8]. Dans notre travail on à choisi la méthode de radiosité parce qu’on a travaillé 

avec une géométrie bidimensionnelle (cavité carrée).  

 

2. METHODE DES RADIOSITES  

Les principes fondamentaux de radiosité sont plus simples à expliquer avec un 

exemple. On considère une cavité rectangulaire comme montrée par la figure 2.1. Le calcul 
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de radiosité permet de simuler le flux de lumière dans ce milieu. En réalité ; ce flux de 

lumière est constitué par des photons qui voyagent à travers le milieu et les corps en lignes 

droites. On peut déterminer la distribution de flux de radiosité dans cette cavité par 

l’utilisation de la technique du ray-tracing. Chaque surface est divisée en un maillage 

d’éléments (figure 2.1).  

 
 

  

 

 

 

 

 

 

Figure 2.1 : Cavité rectangulaire divisée en éléments 

Si on assimile l’air dans une cavité à un milieu parfaitement transparent au rayonnement, 

ces hypothèses seraient entièrement respectées si l’air ne contenait que des gaz 

monoatomiques (par exemple air exempt de vapeur d’eau et de gaz carbonique). Les 

hypothèses simplificatrices suivantes appliquées sur toutes les surfaces : surfaces opaques, 

grises et diffuses en émission et en réflexion, les relations suivantes entre les propriétés 

radiatives (hémisphériques) des surfaces sont vérifiées : 

࣋ ൌ ૚ െ ࢻ ൌ ૚ െ ࣎     ࢚ࢋ     ࢿ ൌ ૙ ࢋ࢛ࢗࢇ࢖࢕ ࢋࢉࢇࢌ࢛࢙࢘                      ሺ2.1ሻ  

  Où ρ représente la réflectivité, ࢻ  l’absorptivité, ࢿ   l’émissivité et τ la transmitivité. 

Le couplage de la convection naturelle avec le rayonnement de surface se fait à travers les 

conditions aux limites thermiques. La densité surfacique du flux radiatif net 

dimensionnelle Qrj  échangé par un élément de surface dSj situé en un point d’abscisse rj 

sur la surface j peut s’exprimer par : 

ܳ௥௝ ൌ ௝൯ݎ௝൫ܬ െ  ௝൯                                                                                  ሺ2.2ሻݎ௝൫ܧ

Où ܬ௝൫ݎ௝൯ est la radiosité de l’élément de surface dSj  et ܧ௝൫ݎ௝൯ l’éclairement de cet élément 

donnés respectivement par [5] : 

௝൯ݎ௝൫ܧ ൌ ∑ ׬ ௜ௌ೔ܬ
௡
௜ୀଵ ሺݎ௜ሻ݀ܨௗೄೕିௗௌ೔൫ݎ௝,                        ௜൯                                           ሺ2.3ሻݎ

௝ሻݎ௝ሺܬ ൌ ሺߪ௝ߝ ௝ܶሺݎ௝ሻሻସ ൅ ൫1 െ  ௝൯                                       ሺ3.4ሻݎ௝൫ܧ௝൯ߝ
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Où n est le nombre total des éléments de surface qui peuvent être considérés comme 

isoflux ou isotherme et éclairés uniformément. 

  dFdSi-dSj est le facteur de forme entre les éléments i et j. Il représente la fraction d’énergie 

qui part de la surface dSj et arrive sur la surface dSi. Etant donnée une distribution de 

température sur les surfaces intérieures de la cavité, le problème du rayonnement de 

surface est décrit par le système linéaire d’équations intégrales régissant la radiosité Jj 

(W/m2) : 

 

௝ሻݎ௝ሺܬ ൌ ሺߪ௝ߝ ௝ܶሺݎ௝ሻሻସ ൅ ൫1 െ ௝൯ߝ ׬ ௜ௌ೔ܬ
ሺݎ௜ሻ݀ܨௗೄೕିௗௌ೔൫ݎ௝, ௜൯                                ሺ2.5ሻݎ                        

ܳ௥௝ ൌ ఌೕ

ሺଵିఌೕሻ
 ሺሺߪ ቀ ௝ܶሺݎ௝ሻሻସ െ ௝൯ቁݎ௝൫ܬ , ሺ݆ ൌ 1,2,3, … ݊ሻ                                   ሺ2.6ሻ                        

         dFdSi-dSj est défini au paragraphe suivant (3)  

  σ c’est le constante de Stefan Boltzmann. 

 Après avoir décomposé Si en surfaces isothermes éclairées uniformément, le système (2.5) 

peut s’écrire sous forme matricielle : 

ଔԦܣ ൌ ሬܾԦ                                                                                            ሺ2.7ሻ 

 

Où ܬԦ représente le vecteur de radiosité, et A une matrice de coefficients :  

௜௝ܣ ൌ ௜௝ߜ െ ሺ1 െ  ௜௝                                                              ሺ2.8ሻܨሻߝ

  

                 ௜௝   : Symbole de Kroneckerߜ

 .௜௝ : Facteur de formeܨ

ሬܾԦ : Vecteur émission propre.  

࢏࢈ሬሬሬԦሺ ࢈ ൌ ࢏ࢀ࢏࣌ࢿ
૝ሻ                                                                              ሺ2.9ሻ     

                        Constante de Stefan Boltzmann : ߪ

La résolution du problème radiatif se fait par la construction de la matrice A (calcul des 

facteurs de forme) et par l’utilisation d’une méthode itérative pour résoudre le système 

matriciel. 

 Le terme ܳ௥௝ apparait dans les conditions aux limites thermiques sur les parois.  

 

3. FACTEURS DE FORME  

Les facteurs de forme de surfaces quelconques, utilisés dans les études de transfert 

d’énergie par rayonnement, sont en général fournis par des abaques. En effet, leur 
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détermination, mis à part quelques rares systèmes à géométrie simple, est généralement 

très pénible, et les chercheurs préfèrent utiliser des abaques quand ils existent, plutôt  que 

de chercher des solutions analytiques. 

Or, il est possible, dans plusieurs cas pratiques importants d’obtenir ces solutions 

analytiques par intégration sur les surfaces étudiées. De plus, les solutions obtenues 

peuvent être mises sous une forme telle qu’elles deviennent très simples à programmer sur 

les petites calculatrices modernes [44,45]. 

Les solutions analytiques présentent de nombreux avantages : précision, domaine 

d’application non limité, …etc. Elles permettent surtout de résoudre les cas limites ce qui 

n’est pas possible avec les abaques.  

La figure 2.2 montre  une Surface Sj recevant un flux Φij de la surface Si. La surface 
émettrice Si est une surface Lambertienne qui émet un flux Φi alors que Sj reçoit une 
portion de ce flux Φij. 

 
Figure 2. 2 : Surface Sj recevant un flux Φij de la surface Si 

La fraction adimensionnelle Φij/ Φi est appelée facteur de forme de Si vers Sj et notée FSi-Sj 

ou bien Fij. 

Le flux total émis par la surface Si est Φi = Mi Ai  

Avec Mi : l’emittance de la surface  Si et Ai est l’aire de cette surface. 

Le flux reçu par Sj est Φij=Fij Φi. Malheureusement le calcul de Fij peut être un problème 

difficile. 

 

3.1 Géométrie des facteurs de forme   

Considérons deux éléments de surface dSi et dSj pris respectivement sur Si et Sj et écrivons 

l’expression du flux émis par dSi en direction de dSj. Ce flux est contenu dans l’angle 

solide élémentaire dω, sous lequel dSj est vu à partir de dSi (Figure 2.3) 
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Figure 2.3 : Géométrie du facteur de forme entre deux surfaces différentielles  

 

݀ଶߔ௜௝ ൌ ݀ ௜ܮ ௜ܵ ܿߠݏ݋௜ ݀߱                                            ሺ2.10ሻ                       

Avec: 

݀߱ ൌ
݀ ௝ܵ ܿߠݏ݋௝

ଶݎ                                                             ሺ2.11ሻ 

Et à partir de l’équation (1.13) du chapitre 1 : 

௜ܮ             ൌ   ெ೔
గ

      ሺLoi de Lambertሻ                                                                 ሺ2.12ሻ                        

Où             ܮ௜ : est la radiance de ݀ ௜ܵ  dans la direction de ߠ௜ 

Et Selon l’équation (1.7) du chapitre 1 :    

݀ଶߔ௜௝ ൌ ௜ܯ
࢐ࣂ࢙࢕ࢉ࢏ࣂ࢙࢕ࢉ ࢏ࡿࢊ࢐ࡿࢊ

૛࢘࣊                                               ሺ2.13ሻ  

Par intégration de ݀ଶߔ௜௝ sur Sj, on obtient le flux  ߔ௜௝  émis par Si vers Sj : 

௜௝ߔ ൌ ׬ ׬ ݀ଶߔ௜௝ௌೕௌ೔
௜ܯ= ׬ ׬

࢐ࣂ࢙࢕ࢉ࢏ࣂ࢙࢕ࢉ ࢏ࡿࢊ࢐ࡿࢊ

࢏ࡿ࢐ࡿ૛࢘࣊
                                             ሺ2.14ሻ   

Expression  que l’on peut encore écrire : 

௜௝ߔ ൌ ௜ ௜ܵܯ  ૚
࢏ࡿ

׬  ׬
࢐ࣂ࢙࢕ࢉ࢏ࣂ࢙࢕ࢉ ࢏ࡿࢊ࢐ࡿࢊ

࢏ࡿ࢐ࡿ૛࢘࣊
                                                           ሺ2.15ሻ   

Faisant ainsi apparaitre le facteur de forme Fij : 

௜௝ܨ ൌ
૚
࢏ࡿ

 න න
࢐ࣂ࢙࢕ࢉ࢏ࣂ࢙࢕ࢉ ࢏ࡿࢊ࢐ࡿࢊ

૛࢘࣊
࢏ࡿ࢐ࡿ

                                               ሺ2.16ሻ  

On a finalement : 

௜௝ߔ  ൌ ௜ܯ ௜ܵܨ௜௝ ൌ   ௜௝                                                                   ሺ2.17ሻܨ௜ߔ

On remarque que Fij est une quantité purement géométrique. 

Le flux émis simultanément par Sj et atteignant Si s’écrit, de manière similaire: 

௝௜ߔ ൌ ௝ܯ ௝ܵܨ௝௜ ൌ   ௝௜                                                                       ሺ2.18ሻܨ௝ߔ
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En introduisant le facteur de forme : 

 

௝௜ܨ ൌ
૚
࢐ࡿ

 න න
࢐ࣂ࢙࢕ࢉ࢏ࣂ࢙࢕ࢉ ࢏ࡿࢊ࢐ࡿࢊ

૛࢘࣊                                                ሺ2.19ሻ 
࢏ࡿ࢐ࡿ

 

 . est la fraction du flux hémisphérique de Sj qui atteint Si  ࢏࢐ࡲ

Le rapprochement des expressions (2.16) et  (2.19) montre que : 

௜ܵܨ௜௝ ൌ ௝ܵܨ௝௜ ൌ න න
࢐ࣂ࢙࢕ࢉ࢏ࣂ࢙࢕ࢉ ࢏ࡿࢊ࢐ࡿࢊ

૛࢘࣊
࢏ࡿ࢐ࡿ

                                       ሺ2.20ሻ  

Ainsi : ߔ௜௝ ൌ ௜ܯ ௜ܵܨ௜௝    ܯ   ݑ݋௜ ௝ܵܨ௝௜  

   Et     ߔ௝௜ ൌ ௝ܯ ௝ܵܨ௝௜     ܯ  ݑ݋௝ ௜ܵܨ௜௝ 

On a donc le choix, pour calculer des flux ߔ௜௝ et  ߔ௝௜ , entre évaluer ܨ௜௝ ou ܨ௝௜ . On choisit 

bien entendu celle de ces deux grandeurs qui est la plus simple à calculer. 

 

3.2 Propriétés du facteur de forme  

Le facteur de forme est en fait une quantité purement géométrique : il dépend uniquement 

de la forme et de la position relative des surfaces. 

i. Réciprocité : ׊ (i, j)   Ai Fij=Aj Fji                                                                          (2.21)                        

ii. La somme de tous les facteurs de forme pour une surface donnée est égale à l'unité. 

Soit un environnement clos constitué de n surfaces A1, A2, ..., An. On a donc pour toute 

surface  Ai de cet environnement (i allant de 1 à n) : 

෍ ௜௞ܨ

ே

௞ୀଵ

ൌ 1                                                                                       ሺ2.22ሻ  

iii. Dans le cas d'une surface Ai plane ou convexe, aucun rayon lumineux réfléchi par cette 

surface ne va frapper directement cette même surface. Donc :ܨ௜௜ ൌ 0 

Dans le cas d'une surface Ai concave, on a bien entendu : ܨ௜௜ ≠ 0  

iv. Additivité : Soient trois surfaces disjointes Ai, Aj et Ak . La fraction d'énergie issue de Ai 

et reçue par l'union des deux surfaces Aj et Ak est égale à la somme des fractions d'énergie 

issues de Ai et reçues par chacune de ces deux surfaces. 

Le facteur de forme entre Ai et l'union de Aj et Ak est donc égal à la somme du facteur de 

forme entre Ai et Aj et du facteur de forme entre Ai et Ak: 

 

௞ሻ׫௜ሺ௝ܨ ൌ ௜௝ܨ ൅   ௜௞                                                                              ሺ2.23ሻܨ

L'inverse n'est pas valable :  
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௞ሻ௜׫ሺ௝ܨ ൌ
௝௜ܨ௝ܣ ൅ ௞௜ܨ௞ܣ

௝ܣ ൅ ௞ܣ
് ௝௜ܨ ൅   ௞௜                                           ሺ2.24ሻܨ

Si les deux surfaces Aj et Ak ont une partie commune, on a alors : 

௞ሻ׫௜ሺ௝ܨ ൌ ௜௝ܨ ൅ ௜௞ܨ െ   ௞ሻ                                                                     ሺ2.25ሻת௜ሺ௝ܨ

 
3.3 Calcul du facteur de forme dans une cavité carrée 
Dans ce paragraphe on donne les expressions analytiques des facteurs de forme dans deux 

cas 3D et 2D : 

3.3.1. Facteur de forme dans une cavité carrée tridimensionnelle (3D)  
Les formules numériques des facteurs de forme entre deux plaques rectangulaires en 
parallèle, et /ou en perpendiculaire sont données par [48] : 
 

a. Facteur de forme pour deux surfaces perpendiculaires 

 

  h 

 

               1  

                                             W 

                                                 l 

                    Figure 2.4 : Deux plaques rectangulaires perpendiculaires 

H=h/l ; W=w/l 
૚૛ࡲ ൌ

ൌ
૚

ࢃ࣊ ቎ࢍ࢔ࢇ࢚ࢉ࢘ࢇ ࢃ ൤
૚
൨ࢃ ൅ ࢍ࢔ࢇ࢚ࢉ࢘ࢇ  ࡴ ൤

૚
൨ࡴ െ ඥࡴ૛ ൅ ࢍ࢔ࢇ࢚ࢉ࢘ࢇ     ૛ࢃ

૚
૛ࡴ√ ൅ ૛ࢃ

൅
૚
૝ ࢔࢒ ቐ

ሺ૚ ൅ ૛ሻሺ૚ࢃ ൅ ૛ሻࢃ
૚ ൅ ૛ࢃ ൅ ૛ࡴ ቈ

૛ሺ૚ࢃ ൅ ૛ࢃ ൅ ૛ሻࡴ
ሺ૚ ൅ ૛ࢃ૛ሻሺࢃ ൅ ૛ሻ቉ࡴ

૛ࢃ

ቈ
૛ሺ૚ࡴ ൅ ૛ࢃ ൅ ૛ሻࡴ

ሺ૚ ൅ ૛ࢃ૛ሻሺࡴ ൅ ૛ሻ቉ࡴ
૛ࡴ

ቑ቏     ሺ2.26ሻ  

 

b. Facteur de forme pour deux surfaces rectangulaires en parallèle 

Dans ce cas, ces formules sont complexes mais facile à programmer. 
 
 
 
 
 
 

2 

1
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2 

 h 

 

  1 w 

l 

Figure 2.5 : Deux plaques rectangulaires parallèles 

X=w/l ; Y=l/h 
 

૚૛ࡲ ൌ
૛

ࢅࢄ࣊ ቎࢔࢒ඨሺ૚ ൅ ૛ሻሺ૚ࢄ ൅ ሻࢅ
૚ ൅ ૛ࢃ ൅ ૛ࢅ ൅ ඥ૚ࢄ ൅ ૛ࢅ ܖ܉ܜ܋ܚ܉ ൬

ࢄ
√૚ ൅ ૛ࢅ

൰

൅ ඥ૚ࢅ ൅ ૛ࢄ ܖ܉ܜ܋ܚ܉ ൬
܇

√૚ ൅ ૛܆
൰ െ ܆ ܖ܉ܜ܋ܚ܉ ܆

െ ܇ ܖ܉ܜ܋ܚ܉   ቏                                                                                                 ሺ2.27ሻ܇

 
c. Exemple numérique  
On considère une cavité rectangulaire illustrée sur la figure (2.6) avec les paramètres 
suivants : 
 
Longueur : l=5.00m. 

Largeur : w=3.00m.              

Hauteur : h=2.50m. 

 

Figure 2.6 : Cavité rectangulaire 
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PROGRAMME INFORMATIQUE 
 
     ! PROGRAM  TOTAL POUR RESOUDRE L’EQUATION DE RADIOSITE 
      ! Programme de calcul des facteurs de formes  pour une cavité parallélépipédique 
       Paramètre (dim=100) 
       real, dimension (dim, dim)::FF,MM,EE 
      real, dimension(1:dim)   ::C,R,M0 
      real    :: F,l,w,h 
      INTEGER    ::k          
       M=6 
       N=6 
        l=5 
       w=3 
      h=2.5 
 
 do i=1,N 
 do j=1,M 
 if (i==j) then 
       FF(i,j)=0 
 end if 
 enddo  
 enddo 
 
      call calcperp(F,l,w,h) 
 FF(1,2)=F 
 FF(1,3)=FF(1,2) 
 FF(6,2)=FF(1,2) 
 FF(6,3)=FF(1,2)  
 
 call calcperp(F,w,l,h) 
 FF(1,4)=F 
 FF(1,5)=FF(1,4) 
 FF(6,4)=FF(1,4) 
 FF(6,5)=FF(1,4)  
 
 call calcpara(F,w,l,h) 
 FF(1,6)=F 
 FF(6,1)=FF(1,6) 
 
 call calcperp(F,h,w,l) 
 FF(2,1)=F 
 FF(2,6)=FF(2,1) 
 FF(3,1)=FF(2,1) 
 FF(3,6)=FF(2,1)  
 
 call calcpara(F,h,w,l) 
 FF(2,3)=F 
 FF(3,2)=FF(2,3) 
 
 call calcperp(F,w,h,l) 
 FF(2,4)=F 
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 FF(2,5)=FF(2,4) 
 FF(3,4)=FF(2,4) 
 FF(3,5)=FF(2,4)  
       
 call calcperp(F,h,l,w) 
 FF(4,1)=F 
 FF(4,6)=FF(4,1) 
 FF(5,1)=FF(4,1) 
 FF(5,6)=FF(4,1) 
 
 call calcperp(F,l,h,w) 
 FF(4,2)=F 
 FF(4,3)=FF(4,2) 
 FF(5,2)=FF(4,2) 
 FF(5,3)=FF(4,2) 
 
 call calcpara(F,h,l,w) 
 FF(4,5)=F 
 FF(5,4)=FF(4,5) 
 
 print*,"la matrice FACTEUR DE FORME est:" 
      do i=1,N 
   do j=1,M 
  print'(f8.3,$)',FF(i,j) 
   end do 
     print* 
        end do 
 print* 
 
!*************************sous programme calc_perp()************************ 
  subroutine calcperp(F,largeur,longueur,hauteur)      
      real    :: F,largeur,longueur,hauteur 
          pi=3.14 
         H=hauteur/longueur 
         W=largeur/longueur 
          SH=H*H 
          SW=W*W 
         A=1/(pi*W) 
         B=W*atan(1/W)+H*atan(1/H) 
         C=sqrt(SH+SW)*atan(1/sqrt(SH+SW)) 
         D=(1+SW)*(1+SH)/(1+SH+SW) 
         E=SW*(1+SW+SH)/((1+SW)*(SW+SH)) 
         G=SH*(1+SW+SH)/((1+SH)*(SW+SH)) 
 
          F=A*(B-C+0.25*Log(D*(E**SW)*(G**SH))) 
   
        end subroutine calcperp  
!*******************sous programme calc_para()******************************  
        subroutine calcpara(F,largeur,hauteur,separation)       
 reaL  :: F,largeur,hauteur,separation 
          pi=3.14 
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          X=largeur/separation 
          Y=hauteur/separation 
              SX=X*X 
              SY=Y*Y 
           A=2/(X*Y*pi) 
           B=log(sqrt((1+SX)*(1+SY)/(1+SX+SY))) 
           C=X*sqrt(1+SY)*atan(X/sqrt(1+SY)) 
           D=Y*sqrt(1+SX)*atan(Y/sqrt(1+SX)) 
           E=X*atan(X)+Y*atan(Y) 
          F=A*(B+C+D-E)    
          END subroutine calcpara     
   
       

EXEMPLES DE RESULTATS 

Par l’utilisation des formules précédentes programmées en FORTRAN on obtient : 

La matrice FACTEUR DE FORME est: 

   0.000   0.125   0.125   0.215   0.215   0.321 

   0.250   0.000   0.080   0.210   0.210   0.250 

   0.250   0.080   0.000   0.210   0.210   0.250 

   0.257   0.126   0.126   0.000   0.233   0.257 

   0.257   0.126   0.126   0.233   0.000   0.257 

   0.321   0.125   0.125   0.215   0.215   0.000 

• Dans le cas d’une cavité carrée l = h = w 

 F11=F22=F33=F44=F55=F66=0.000 

Et les autres termes sont égaux à 0.200. 

La matrice FACTEUR DE FORME est: 

   0.000   0.200   0.200   0.200   0.200   0.200 

   0.200   0.000   0.200   0.200   0.200   0.200 

   0.200   0.200   0.000   0.200   0.200   0.200 

   0.200   0.200   0.200   0.000   0.200   0.200 

   0.200   0.200   0.200   0.200   0.000   0.200 

   0.200   0.200   0.200   0.200   0.200   0.000 
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3.3.2 Facteur de forme dans une cavité carrée bidimensionnelle (2D)  
1-  Calcul du facteur de forme entre surfaces perpendiculaires 

Soient les surfaces A1 et A3 situées sur la face horizontale et les surfaces A2 et A4 sur la 

face verticale (Figure 2.7) 

 

 

 

 Figure 2.7 : Cavité carrée en 2D.  Ses surfaces sont divisées en segments 
 

Le but est de calculer le facteur de forme perpendiculaire  F୧୨ ൌ Fଷିସ    entre la surface A3 
et la surface A4. 
On applique la propriété 4 (équation (2.23)) entre les surfaces A3 et (A2+A4) on obtient : 

Fଷିሺଶାସሻ ൌ Fଷିଶ ൅ Fଷିସ   

⇒  Fଷିସ ൌ Fଷିሺଶାସሻ െ Fଷିଶ                                                                                           (2.28)   

On applique  la même propriété sur les surfaces (A2+A4) et (A1+A3) 

Fሺଶାସሻିሺଵାଷሻ ൌ Fሺଶାସሻିଵ ൅ Fሺଶାସሻିଷ  

⇒ Fሺଶାସሻିଷ ൌ Fሺଶାସሻିሺଵାଷሻ െ Fሺଶାସሻିଵ                                                                          (2.29) 

 

On applique la propriété 1 (équation (2.21)) sur les surfaces (A2+A4) et A3 : 
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ሺAଶ ൅ AସሻFሺଶାସሻିଷ ൌ AଷFଷିሺଶାସሻ 

⇒  Fଷିሺଶାସሻ ൌ ሺ୅మା୅రሻ
୅య

Fሺଶାସሻିଷ 

⇒  Fଷିሺଶାସሻ ൌ ሺ୅మା୅రሻ
୅య

ൣFሺଶାସሻିሺଵାଷሻ െ Fሺଶାସሻିଵ൧                                                          (2.30) 

On applique la propriété 4 (Equation (2.23)) entre les surfaces A2 et (A1+A3) on obtient : 

Fଶିሺଵାଷሻ ൌ Fଶିଵ െ Fଶିଷ   

    Fଶିଷ ൌ Fଶିሺଵାଷሻ െ Fଶିଵ                                                                     ሺ2.31ሻ          

 

On applique la propriété 1 (équation (2.21)) sur les surfaces A2 et A3  

AଶFଶିଷ ൌ AଷFଷିଶ 

Fଷିଶ ൌ ୅మ
୅య

Fଶିଷ ൌ ୅మ
୅య

ൣFଶିሺଵାଷሻ െ Fଶିଵ൧                                                              ሺ2.32ሻ   

 

La combinaison des équations (2.26) (2.28) et (2.30) donne: 

F୧୨ ൌ Fଷିସ ൌ ሺ୅మା୅రሻ
୅య

ൣFሺଶାସሻିሺଵାଷሻ െ Fሺଶାସሻିଵ൧ െ ୅మ
୅య

ൣFଶିሺଵାଷሻ െ Fଶିଵ൧                         ሺ2.33ሻ   

 

On applique la propriété 1 sur les surfaces (A2+A4) et (A1+A3) 

Fሺଶାସሻିሺଵାଷሻ ൌ
ሺAଵ ൅ Aଷሻ
ሺAଶ ൅ Aସሻ Fሺଵାଷሻିሺଶାସሻ                                                   ሺ2.34ሻ 

 

On applique la propriété 1 sur les surfaces (A2+A4) et A1: 

Fሺଶାସሻିଵ ൌ ୅భ
ሺ୅మା୅రሻ Fଵିሺଶାସሻ                                                                          ሺ2.35ሻ                        

 
On applique la propriété 1 sur les surfaces A2  et (A1+A3) : 

   Fଶିሺଵାଷሻ ൌ ሺ୅భା୅యሻ
୅మ

Fሺଵାଷሻିଶ                                                                       ሺ2.36ሻ                       

 

On applique la propriété 1 sur les surfaces A1 et A2 : 

Fଶିଵ ൌ ୅భ
୅మ

Fଵିଶ                                                                                             ሺ2.37ሻ                        

 

L’équation (2.33) devient donc: 

F୧୨ ൌ Fଷିସ ൌ
ሺAଶ ൅ Aସሻ

Aଷ
ቈ
ሺAଵ ൅ Aଷሻ
ሺAଶ ൅ Aସሻ Fሺଵାଷሻିሺଶାସሻ െ

Aଵ
ሺAଶ ൅ Aସሻ Fଵିሺଶାସሻ቉

െ
Aଶ

Aଷ
ቈ
ሺAଵ ൅ Aଷሻ

Aଶ
Fሺଵାଷሻିଶ െ

Aଵ

Aଶ
Fଵିଶ቉                                                         ሺ2.38ሻ 
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F୧୨ ൌ Fଷିସ ൌ
1

Aଷ
ൣሺAଵ ൅ AଷሻFሺଵାଷሻିሺଶାସሻ െ AଵFଵିሺଶାସሻ൧

െ
1

Aଷ
ൣሺAଵ ൅ AଷሻFሺଵାଷሻିଶ െ AଵFଵିଶ൧                                                        ሺ2.39ሻ 

                                     

 

F୧୨ ൌ Fଷିସ ൌ
ሺAଵ ൅ Aଷሻ

Aଷ
ൣFሺଵାଷሻିሺଶାସሻ െ Fሺଵାଷሻିଶ൧

൅
Aଵ

Aଷ
൤Fଵିଶ െ

Aଵ

Aଷ
Fଵିሺଶାସሻ൨                                                                      ሺ2.40ሻ 

 

F୧୨ ൌ Fଷିସ ൌ
ሺAଵ ൅ Aଷሻ

Aଷ
ൣFሺ୅ଵା୅ଷሻିሺ୅ଶା୅ସሻ െ Fሺ୅ଵା୅ଷሻି୅ଶ൧

൅
Aଵ

Aଷ
ൣF୅ଵି୅ଶ െ F୅ଵିሺ୅ଶା୅ସሻ൧                                                                   ሺ2.41ሻ 

 

On applique la formule donnant le facteur de forme entre les deux surfaces 

perpendiculaires S1 et S2  aux surfaces     (A1+A3)-(A2+A4), (A1+A3)-A2, A1-A2, A1-

(A2+A4) [52]: 

Fୗଵିୗଶ ൌ ଵ
ଶ

൫1 ൅ H െ √1 ൅ Hଶ൯          Avec  H ൌ ୦
୵

 

 

 
Figure 2.8 : Facteur de forme entre deux surfaces perpendiculaires 

 

Fୗଵିୗଶ ൌ
1

2w ቀw ൅ h െ ඥwଶ ൅ hଶቁ                                                             ሺ2.42 ሻ 

 

On a d’après la figure (2.7): 
A1=1-x2, A3=x2-x1, A2=y1, A2+A4=y2, A1+A3=1-x1 
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On applique la formule (2.42) entre les surfaces (A1+A3) et (A2+A4) 

Fሺ୅ଵା୅ଷሻିሺ୅ଶା୅ସሻ ൌ
1

2ሺ1 െ xଵሻ ൬ሺ1 െ xଵሻ ൅ yଶ െ ඥሺ1 െ xଵሻଶ ൅ yଶ
ଶ൰        ሺ2.43ሻ    

 

Puis entre les surfaces (A1+A3) et A2 : 

Fሺ୅ଵା୅ଷሻି୅ଶ ൌ
1

2ሺ1 െ xଵሻ ൬ሺ1 െ xଵሻ ൅ yଵ െ ඥሺ1 െ xଵሻଶ ൅ yଵ
ଶ൰              ሺ2.44ሻ 

 

Entre les surfaces A1-A2: 

F୅ଵି୅ଶ ൌ
1

2ሺ1 െ xଶሻ ൬ሺ1 െ xଶሻ ൅ yଵ െ ඥሺ1 െ xଶሻଶ ൅ yଵ
ଶ൰                     ሺ2.45ሻ 

 

Entre les surfaces A1-(A2+A4) : 

F୅ଵିሺ୅ଶା୅ସሻ ൌ
1

2ሺ1 െ xଶሻ ൬ሺ1 െ xଶሻ ൅ yଶ െ ඥሺ1 െ xଶሻଶ ൅ yଶ
ଶ൰           ሺ2.46ሻ 

On aura donc: 

F୧୨ ൌ
ሺ1 െ xଵሻ

xଶିxଵ
൤

1
2ሺ1 െ xଵሻ ൬ሺ1 െ xଵሻ ൅ yଶ െ ඥሺ1 െ xଵሻଶ ൅ yଶ

ଶ൰

െ
1

2ሺ1 െ xଵሻ ൬ሺ1 െ xଵሻ ൅ yଵ െ ඥሺ1 െ xଵሻଶ ൅ yଵ
ଶ൰൨

൅
ሺ1 െ xଶሻ

xଶିxଵ
൤

1
2ሺ1 െ xଶሻ ൬ሺ1 െ xଶሻ ൅ yଵ െ ඥሺ1 െ xଶሻଶ ൅ yଵ

ଶ൰

െ
1

2ሺ1 െ xଶሻ ൬ሺ1 െ xଶሻ ൅ yଶ െ ඥሺ1 െ xଶሻଶ ൅ yଶ
ଶ൰൨                       ሺ2.47ሻ 

 

 

F୧୨ ൌ
െ1

2ሺxଵିxଶሻ ቂඥሺ1 െ xଵሻଶ ൅ yଵ
ଶ െ ඥሺ1 െ xଵሻଶ ൅ yଶ

ଶ ൅ ඥሺ1 െ xଶሻଶ ൅ yଶ
ଶ

െ ඥሺ1 െ xଶሻଶ ൅ yଵ
ଶ൧                                                                                ሺ2.48ሻ 

 

F୧୨ ൌ
െ1

2ሺxଵିxଶሻ ቂඥሺ1 െ xଶሻଶ ൅ yଶ
ଶ െ ඥሺ1 െ xଶሻଶ ൅ yଵ

ଶ ൅ ඥሺ1 െ xଵሻଶ ൅ yଵ
ଶ

െ ඥሺ1 െ xଵሻଶ ൅ yଶ
ଶ൧                                                                             ሺ2.49ሻ 
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2-  Calcul du facteur de forme entre surfaces parallèles 

Considérons les surfaces L1, L2, L3 et  L4  comme l’indique la figure (2.9) 

 

 
Figure 2.9 : Facteur de forme entre deux surfaces parallèles 

 

Le facteur de forme entre deux surfaces parallèles est donné par la relation suivante [52] : 

 

Fଵିଶ ൌ ୐భା୐మି୐యି୐ర
ଶ୛భ

                                                                                                         ሺ2.50ሻ   

 

En Comparant la figure 2.9 avec la figure 2.10,  et en calculant les expressions de L1, L2, 

L3, L4, W1 et W2, on obtient l’expression analytique des facteurs de formes 

correspondants : 

 
Figure 2.10 : Deux surfaces parallèles en cavité carrée divisées en segments 
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On a d’après la figure 2.10 : 

ଵܮ
ଶ ൌ ଶܪ ൅ ൫ݔଵ െ ଶ൯ଶݔ ֜ ଵܮ ൌ ට൫ݔଵ െ ଶ൯ଶݔ ൅   ଶ                       ሺ2.51ሻܪ

 

ଶܮ
ଶ ൌ ଶܪ ൅ ൫ݔଶ െ ଵ൯ଶݔ ֜ ଶܮ ൌ ට൫ݔଶ െ ଵ൯ଶݔ ൅   ଶ                      ሺ2.52ሻܪ

ଷܮ
ଶ ൌ ଶܪ ൅ ൫ݔଵ െ ଵ൯ଶݔ ֜ ଷܮ ൌ ට൫ݔଵ െ ଵ൯ଶݔ ൅   ଶ                  ሺ2.53ሻܪ

ସܮ
ଶ ൌ ଶܪ ൅ ൫ݔଶ െ ଶ൯ଶݔ ֜ ସܮ ൌ ට൫ݔଶ െ ଶ൯ଶݔ ൅   ଶ                   ሺ2.54ሻܪ

ଵݓ ൌ ଶݔ െ   ଵ                                                                                 ሺ2.55ሻݔ

On a 

Fଵିଶ ൌ F୧ି୩ ൌ
Lଵ ൅ Lଶ െ Lଷ െ Lସ

2wଵ
                                             ሺ2.56ሻ 

 
En remplaçant L1, L2, L3, L4 et w1 par leurs expressions, on obtient : 
 

௜ି௞ܨ

ൌ
ට൫ݔଵ െ ଶ൯ଶݔ ൅ ଶܪ ൅ ට൫ݔଶ െ ଵ൯ଶݔ ൅ ଶܪ െ ට൫ݔଵ െ ଵ൯ଶݔ ൅ ଶܪ െ ට൫ݔଶ െ ଶ൯ଶݔ ൅ ଶܪ

2ሺݔଶ െ ଵሻݔ  

                                                                                                                     ሺ2.57ሻ 

On arrive à : 

௜ି௞ܨ ൌ െ
1

2ሺݔଶ െ ଵሻݔ ൥ට൫ݔଶ െ ൯ଶݔ ൅ ଶቤܪ
௫ୀ௫భ

௫ୀ௫మ

െ ට൫ݔଵ െ ൯ଶݔ ൅ ଶቤܪ
௫ୀ௫భ

௫ୀ௫మ

൩     ሺ2.58ሻ  

 

4. EQUATION DE RADIOSITE  

Si les faces Si et Sj sont deux surfaces Lambertiennes (émission et réflexion avec une 

luminance isotrope), le facteur de forme  Fij représente la fraction de flux émis par Si et 

reçu par Sj. Réciproquement le facteur de forme  Fji représente la fraction de flux émis par 

Sj et reçu par Si.  

Nous allons déterminer l’emittance de chaque surface Si  dans un milieu de n surfaces. 

Cette emittance est due au flux initial émis par cette surface plus celui qui est réfléchi par 

celle-ci. Le flux réfléchi arrive de toutes les autres surfaces Sj visible à Si dans le milieu.  

Si on considère une surface  Sj qui est totalement visible à  Si, le flux émis par Sj est : 

     Ф࢐  ൌ   ሺ2.59ሻ                                                                                     ࢐࡭࢐ࡹ



Chapitre 2                                                                                Rayonnement thermique et calcul de radiosité 

 

‐ 34 ‐ 
 

La fraction de ce flux reçue par la plaque Si est : 

࢐࢏ࢶ ൌ   ሺ2.60ሻ                                                                               ࢐࢏ࡲ ࢐࡭ ࢐ࡹ

Le flux réfléchi par Si est :          ࢏࢐ࡲ࢐࡭࢐ࡹ࢏࣋  

Où ࢏࣋ est la réflectivité de Si  

Mij  est définie comme étant l’emittance de Si due au flux reçu en provenance de Sj , donnée 

par : 

࢐࢏ࡹ   ൌ
࢏࢐ࡲ࢐࡭࢐ࡹ࢏࣋

࢏࡭
                                                                            ሺ2.61ሻ  

Par l’utilisation de la relation de réciprocité, on peut écrire 

࢐࢏ࡹ ൌ   ሺ2.62ሻ                                                                                        ࢐࢏ࡲ࢏ࡹ࢏࣋

L’emittance finale Mi de la surface Si due aux flux reçu en provenance de toutes les sources 

Sj est donnée comme suit: 

࢏ࡹ ൌ ࢏૙ࡹ ൅ ࢏࣋ ෍ ࢐ࡹ

࢔

ୀ૚࢐

  ሺ2.63ሻ                                                        ࢐࢏ࡲ

Où  n est le nombre de surfaces. 

 .est  l’emittance initiale de Si due au flux émis par la source Si uniquement ࢏૙ࡹ

Donc : 

࢏૙ࡹ ൌ ࢏ࡹ െ ࢏࣋ ෍ ࢐ࡹ

࢔

ୀ૚࢐

  ሺ2.64ሻ                                                        ࢐࢏ࡲ

On peut exprimer cette équation pour toutes les surfaces de S1 à Sn comme un système de n 

équations linéaires : 

 

଴ଵܯ ൌ ଵܯ െ ሺߩଵܯଵܨଵଵ ൅ ଵଶܨଶܯଵߩ ൅ ڮ ൅  ଵ௡ሻܨ௡ܯଵߩ
଴ଶܯ ൌ ଶܯ െ ሺߩଶܯଵܨଶଵ ൅ ଶଶܨଶܯଶߩ ൅ ڮ ൅  ଶ௡ሻ                                                  (2.65)ܨ௡ܯଶߩ
  ….                                                                                                                                              
  
଴௡ܯ ൌ ௡ܯ െ ሺߩ௡ܯଵܨ௡ଵ ൅ ௡ଶܨଶܯ௡ߩ ൅ ڮ ൅  ௡௡ሻܨ௡ܯ௡ߩ
 
Alors en peut écrire sous forme matricielle : 

 

ۏ
ێ
ێ
ۍ
଴ଵܯ
......଴ଶܯ
ے଴௡ܯ

ۑ
ۑ
ې

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 െ ଵଵܨଵߩ െߩଵܨଵଶ      … െߩଵܨଵ௡

െߩଶܨଶଵ 1 െ ଶଶܨଶߩ … െߩଶܨଶ௡......
െߩ௡ܨ௡ଵ െߩ௡ܨ௡ଵ     … 1 െ ے௡௡ܨ௡ߩ

ۑ
ۑ
ۑ
ې

ۏ
ێ
ێ
ۍ
ଵܯ
......ଶܯ
ے௡ܯ

ۑ
ۑ
ې
                                    ሺ2.66ሻ  

A partir des notions de matrices on peut exprimer (2.66) sous une forme réduite : 
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૙ࡹ ൌ ሺࡵ െ   ሺ2.67ሻ                                                                                                  ࡹሻࢀ

Où I est la matrice unité de dimension ݊ ൈ ݊ 

M    est le vecteur de  l’emittance finale de dimension ݊ ൈ 1  

݊ ଴    est le vecteur de l’emittance initiale de dimensionܯ ൈ 1  

T   est la matrice des éléments ߩ௜ܨ௜௝ de dimension ݊ ൈ ݊ 

(1- T) est dit Matrice de radiosité. 

C’est l’équation simple de radiosité : un système d’équations linéaires composé 

uniquement des coefficients de réflexion, des facteurs de forme et des émittances des 

surfaces. 

Par identification entre (2.67) et (2.7) on obtient : 

M = ࡶԦ : Vecteur de radiosité c’est le vecteur de l’emittance 

(I-T)=A : Matrice de radiosité c’est la matrice des coefficients 

M0=࢈ሬሬԦ : Vectrice émission propre c’est le vecteur de l’emittance initiale.  

Pour déterminer  l’emittance finale Mi on a besoin de connaitre  l’emittance initiale M0i qui 

est la vectrice émission propre et est égale à  ࢏ࢀ࢏࣌ࢿ
૝. 

La matrice de radiosité est typiquement d’ordre trop grand pour les méthodes directes 

comme l’élimination Gaussienne. Pour cela, l’équation de radiosité est idéalement 

appropriée pour les techniques itératives comme les méthodes de Jacobi et de Gauss-

Seidel. Ces méthodes possèdent une convergence garantie, parce que la matrice est 

toujours diagonalement dominante pour les surfaces planes et convexes (Fii=0), et ߩ௜ܨ௜௝ est 

toujours inferieure à un. 

 

5. RESOLUTION DE L’EQUATION DE RADIOSITE 

Il a été démontré au paragraphe précédent que l’équation de radiosité est un système de n 

équations linéaires de la forme : 

 

ۏ
ێ
ێ
ۍ
଴ଵܯ
......଴ଶܯ
ے଴௡ܯ

ۑ
ۑ
ې

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 െ ଵଵܨଵߩ െߩଵܨଵଶ      … െߩଵܨଵ௡

െߩଶܨଶଵ 1 െ ଶଶܨଶߩ … െߩଶܨଶ௡......
െߩ௡ܨ௡ଵ െߩ௡ܨ௡ଵ     … 1 െ ے௡௡ܨ௡ߩ

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 

ۏ
ێ
ێ
ۍ
ଵܯ
......ଶܯ
ے௡ܯ

ۑ
ۑ
ې
                                        (2.68) 

Où n est le nombre  de surfaces du milieu. 

Les éléments du vecteur de l’emittance initiale ࡹ૙࢏  sont donnés par ࡹ૙࢏ ൌ ࢏ࢀ࢏࣌ࢿ 
૝ . On 

connait aussi les valeurs des réflectivités ρi de ces surfaces, et on peut estimer le facteur de 
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forme Fij entre deux surfaces i et j.  Tous ce qu’on a à faire pour obtenir l’emittance Mi est 

la résolution de cette équation. 

La plus part des milieux nécessitent un système d’équations linéaires trop grand à résoudre 

par l’utilisation des méthodes directes comme l’élimination de Gauss. L’alternative 

classique  utilise les techniques itératives comme la méthode de Gauss Seidel, c’est une 

approche originale prise par Goral et al [49]. Malheureusement cette approche donne un 

algorithme de radiosité très complexe en temps et espace. Pour un milieu de 50.000 

surfaces on peut simplement consommer de 1 à 10 gigabits de  mémoire pour les facteurs 

de forme et prendre un jour en temps de calcul CPU.  

On recherche un algorithme qui réduit le temps de calcul et l’espace mémoire de stockage.  

Autrement dit, notre algorithme doit générer une première approximation raisonnable,  

ensuite progressivement et gracieusement raffiner la solution jusqu'à atteindre la forme 

finale. C’est le critère essentiel  de travail des techniques itératives, pour cela on a besoin 

d’un algorithme beaucoup plus effectif que la méthode de Gauss Seidel. C’est la méthode 

de Jacobi prise par Ian Ashdown [47]. 

Avant d’examiner cette méthode, il faut rappeler les principes de base des techniques 

itératives.    

 

5.1 Techniques itératives 

A partir de l’équation (2.67), on peut exprimer l’équation (2.68): 

૙ࡹ ൌ ሺࡵ െ   ሺ2.69ሻ                                                                         ࡹሻࢀ

Où I est la matrice identité ; et T  exprime la matrice suivante : 

 

ࢀ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ
ଵଵܨଵߩ ଵଶܨଵߩ      … ଵ௡ܨଵߩ
ଶଵܨଶߩ ଶଶܨଶߩ … ......ଶ௡ܨଶߩ
௡ଵܨ௡ߩ ௡ଵܨ௡ߩ     … ௡௡ܨ௡ߩ ے

ۑ
ۑ
ې

ൌ ൦

ଵߩ 0     … 0
0 ଶߩ   … 0.......
0 0    … ௡ߩ

൪

ۏ
ێ
ێ
ۍ
ଵଵܨ ଵଶܨ      … ଵ௡ܨ
ଶଵܨ ଶଶܨ … ......ଶ௡ܨ
௡ଵܨ ௡ଵܨ     … ௡௡ܨ ے

ۑ
ۑ
ې

ൌ   ሺ2.70ሻ                                                                                                             ࡲ ࡾ

 

Où R est la matrice diagonale de réflectivité; et F est la matrice des facteurs de forme. Si 

on considère que la matrice de radiosité est égale à une matrice notée K, on obtient un 

système linéaire de la forme : 

૙ࡹ ൌ   ሺ2.71ሻ                                                                                                     ࡹࡷ

qui peut être résolu par l’utilisation d’une des plusieurs techniques itératives. 

Il y a deux questions d’intérêt :  
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Premièrement, il ya des systèmes linéaires où le vecteur solution diverge plutôt qu’il 

converge à la solution. L’équation de radiosité est garantie à converger vers la solution par 

l’utilisation de l’une ou d’autre des méthodes itératives de Jacobi ou de Gauss Seidel. (La 

somme des facteurs de forme de n’importe quelle ligne de la matrice est égale ou inférieure 

à l’unité par l’utilisation de la relation d’addition (l’équation 2.22), et chaque facteur de 

forme est multiplié par les coefficients de réflexion ρ qui sont inferieurs à l’unité. En outre, 

le terme diagonal principal de la matrice K de l’équation (2.71) est toujours égal à l’unité, 

puisque Fii = 0 pour toutes les surfaces planes et convexes. 

Ainsi, K est strictement de diagonale dominante, ce qui garantie  la convergence pour 

n’importe quel choix de M(0). 

Deuxièmement, on a besoin d’examiner le choix de  M(0) qu’il faut prendre. Plus ce choix 

est proche du vecteur inconnu de l’emittance finale M, plus la méthode itérative converge 

rapidement. Bien sûr la seule information à priori qu’on possède concerne les émittances 

initiales des surfaces  qui représentent les sources Lambertiennes. Autrement dit, notre 

meilleur choix est de confier le vecteur de l’emittance initiale M0 à M(0). 

Revenant à l'équation (2.67), On obtient après réarrangement: 

ࡹ ൌ ሺࡵ െ   ૙                                                                                       ሺ2.72ሻࡹሻି૚ࢀ

On ne peut pas résoudre cette équation directement, puisque le calcul de l’inverse de la 

matrice ሺࡵ െ  ሻ est un travail difficile (complexe). Par contre on peut l’approximer par  unࢀ

développement en séries de puissance de Maclaurin :  

૚
ሺ૚ െ ሻ࢞ ൌ ෍ ࢔࢞

ஶ

ୀ૙࢔

ൌ ૚ ൅ ࢞ ൅ ૛࢞ ൅ ૜࢞ ൅   ሺ2.73ሻ                                      ڮ

Qui converge pour  െ1 ൏ ݔ ൏ 1 , il ya un développement en séries pour les matrices [33] : 

           ሺࡵ െ ሻି૚ࢀ ൌ ࡵ ൅ ࢀ ൅ ૛ࢀ ൅ ૜ࢀ ൅      ሺ2.74ሻ                                                             ڮ

Qui donne : 

ࡹ            ൌ ૙ࡹ ൅ ૙ࡹࢀ ൅ ૙ࡹ૛ࢀ ൅ ૙ࡹ૜ࢀ ൅   ሺ2.75ሻ                                               ڮ

     

Il ya une signification physique importante de l’équation (2.75) démontré par (Kaji [50]). 

Chaque terme TKM  représente successivement le Keme rebondissement de la lumière qui 

est émise initialement. Le terme M0 représente le flux initial, TM0 représente le premier 

rebondissement T2M0  le deuxième rebondissement et  ainsi de suite.  

On peut exprimer l’équation (2.67) sous forme itérative: 

ሻ࢑ሺࡹ ൌ ૚ሻି࢑ሺࡹࢀ ൅ ૙    , k൐ࡹ ૙                                                                                         ሺ2.76ሻ 
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Autrement dit, le comportement de flux traversant le milieu est lui-même une méthode 

itérative. De plus le vecteur de l’emittance initiale M0 sert comme une estimation initiale 

du vecteur de l’emittance finale M. 

Par comparaison  de l’équation (2.67) avec les techniques itératives pour résoudre un 

système linéaire, il est clair que l’équation de radiosité converge toujours à la solution 

lorsqu’on  applique ces techniques. 

Il ya en fait une seule technique itérative qui  modélise fidèlement la réalité physique du 

comportement de la lumière tel qu’il est exprimé par l’équation (2.76). C’est la méthode 

itérative de Jacobi (Technique itérative simple pour résoudre les systèmes d’équations 

linéaires). 

 

5.1.1. Méthode de Jacobi 

La méthode de Jacobi décompose une matrice A (n x n) en une somme de trois matrices  

                             A=D-L-U                                                                                       (2.77) 

 D : Matrice diagonale de A. 

U : Matrice triangulaire supérieure de A. 

L : Matrice triangulaire inférieure de A. 

On a alors : 

ݔܣ ൌ ሺܦ െ ܮ െ ܷሻݔ ൌ ܾ                                               ሺ2.78ሻ  

 

Ce qui donne : 

ݔܦ ൌ ሺܮ ൅ ܷሻݔ ൅ ܾ                                                             ሺ2.79ሻ  

On a donc : 

ݔ ൌ
ሺܮ ൅ ܷሻ

ܦ ݔ ൅
ܾ
ܦ                                                                       ሺ2.80ሻ  

L’itération de Jacobi est : 

௞ݔ ൌ
ሺܮ ൅ ܷሻ

ܦ ௞ିଵݔ ൅
ܾ
ܦ                                                              ሺ2.81ሻ  

   

Ou bien : 

࢏࢞
ሺ࢑ሻ ൌ ∑

ሺି࢐࢞࢐࢏ࢇ
ሺ࢑ష૚ሻሻା࢏࢈

࢏࢏ࢇ

࢔
ୀ૚࢏,ୀ૚࢐  , i=1, 2 …n                                          (2.82) 

On arrête les calculs lorsque les valeurs successives de ࢏࢞   sont suffisamment voisines. 

Pour cela, on peut utiliser le critère de convergence absolue  ቚ࢏࢞
ሺ࢑ሻ െ ࢏࢞

ሺି࢑૚ሻቚ ൑   ࢿ
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5.1.2 Méthode de Gauss-Seidel  

On procède de la même manière que pour la méthode de Jacobi en décomposant la matrice 

A comme en (2.77), puis on transforme le système :  

ݔܣ ൌ ܾ ՞ ሺܦ െ ݔሻܮ െ ݔܷ ൌ ܾ ՞ ݔ ൌ ሺܦ െ ሻିଵܾܮ ൅ ܷሺܦ െ  ሺ2.83ሻ          ݔሻିଵܮ

On définit ensuite une suite de vecteurሺݔሻ௞ par la formule : 

ሺ࢞ሻ࢑ ൌ ࢁ
ሺࡸିࡰሻ

૚ሻି࢑ሺ࢞ ൅ ࢈
ሺࡸିࡰሻ

࢑,    ൐ 0                                                                      ሺ2.84ሻ 

Et la relation d’itération fournit l’algorithme de Gauss-Seidel  : 

࢏࢞
ሺ࢑ሻ ൌ

∑ െ࢐࢞࢐࢏ࢇ
ሺ࢑ሻ ൅ ∑ ૚ሻି࢑ሺ࢞࢐࢏ࢇ ൅ ࢏࢈

࢔
࢏ୀ࢐

૚ି࢏
ୀ૚࢐

࢏࢏ࢇ
                        ሺ2.85ሻ 

         (i=1 … n)  

Le  principe de l’algorithme de Gauss-Seidel est de partir d’un vecteur x0  dont les 

composantes xi
(0) sont choisies de façon arbitraire et de chercher à affiner, au fur et à 

mesure des  itérations du vecteur de départ. 

 

5.2 Application de la méthode itérative de Jacobi à l’équation de radiosité  

On peut appliquer l’itération de Jacobi sur l’équation (2.76).  On démarre de l’équation 

(2.67), et on décompose la matrice T  en une matrice diagonale TD, une matrice triangulaire 

supérieure –TL, et une matrice triangulaire inferieure -TU, on obtient : 

ሺܫ െ ܶሻ ൌ ܫ െ ஽ܶ ൅ ௅ܶ ൅ ௎ܶ                                                                ሺ2.86ሻ 

Donc 

଴ܯ ൌ ሺܫ െ ஽ܶ ൅ ௅ܶ ൅ ௎ܶሻܯ                                                                    ሺ2.87ሻ 

Qui devient : 

ሺܫ െ ஽ܶሻ ܯ ൌ െሺ ௅ܶ ൅ ௎ܶሻܯ ൅  ଴                                                            ሺ2.88ሻܯ

Alors : 

ܯ ൌ
െሺ ௅ܶ ൅ ௎ܶሻ

ሺܫ െ ஽ܶሻ ܯ ൅
଴ܯ

ሺܫ െ ஽ܶሻ                                                                    ሺ2.89ሻ 

   

Ceci est équivalent à l’itération de Jacobi représentée à l’équation (2.81). Cependant le 

facteur de forme Fii pour les plaques planes et convexes est toujours égale à zéro, alors que 

chaque élément de la diagonale de T est égal à zéro et donc : (I-TD)=I.   

On a aussi   ܶ ൌ െሺ ௅ܶ ൅ ௎ܶሻ    

Donc : 

ܯ ൌ െሺ ௅ܶ ൅ ௎ܶሻܯ ൅ ଴ܯ ൌ ܯܶ ൅  ଴                                                                  ሺ2.90ሻܯ

Qui donne par la méthode itérative de Jacobi : 



Chapitre 2                                                                                Rayonnement thermique et calcul de radiosité 

 

‐ 40 ‐ 
 

ሺ௞ሻܯ ൌ ሺ௞ିଵሻܯܶ ൅ ,   ଴ܯ ݇ ൐ 0                                                                               ሺ2.91ሻ 

Cette équation est identique à l’équation (2.77). En se reportant à l’équation (2.72) ; on 

obtient : 

ሺ௞ሻܯ ൌ ଴ܯ ൅  ሺ௞ିଵሻ                                                                                     ሺ2.92ሻܯܨܴ

Qui correspondant à  la forme de l’équation (2.78) : 

 

࢏ࡹ
ሺ࢑ሻ ൌ ࢏૙ࡹ ൅ ࢏࣋ ∑ ࢐࢏ࡲ

࢔
ୀ૚࢐ ࢐ࡹ

ሺି࢑૚ሻ                                                                 (2.93) 

 

C’est l’équation de radiosité qu’on a obtenu au paragraphe 4 (Equation (2.64)), exprimée 

par la méthode itérative.  

 

5.3 Calcul des flux radiatifs 

Pour calculer le flux radiatif,  les hypothèses généralement retenues pour la méthode des 

radiosités sont telles que: 

-  Les surfaces sont supposées opaques, grises et Lambertiennes (émission et réflexion avec 

une luminance isotrope) 

- Les densités de flux et températures des surfaces élémentaires sont uniformes. 

- Si les différentes surfaces délimitent un volume contenant un fluide quelconque, ce fluide 

est supposé transparent. 

 

5.3.1 Le concept de radiosité 

 
Figure 2.11 : Illustration du concept de radiosité 
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Soit E(E=M), l’emittance propre de la surface i, si ܩߩ est la fraction réfléchie du 

rayonnement, G  est la fraction de flux reçu par la surface, alors sa radiosité R est telle 

que :  

ܴ ൌ ܯ ൅  ሺ2.94ሻ                                                                                                         ܩߩ

 R est la radiosité qui est la somme de  l’emittance de la surface et du flux réfléchi par unité 

de surface [3].  

Si ࣟ est l’émissivité de la paroi alors : 

ܴ ൌ ௜ܯࣟ ൅  ሺ2.95ሻ                                                                                                           ܩߩ

 

5.3.2 Echange radiatifs dans une cavité 

Soit  une enceinte constituée de n parois opaques, grises et diffuses 

 
Figure 2.12 : Bilan énergétique sur la surface k 

 

D’après la figure 2.12, la radiosité ܴ௞ ൌ  : ଴,௞ de la kième surface est définie parݍ

ܴ௞ ൌ ࣟ௞ߪ ௞ܶ
ସ ൅ ሺ1 െ ࣟሻܳ௜,௞                                                                                             ሺ2.96ሻ 

Où ܳ௜,௞ est la densité de flux incident provenant des autres surfaces et ܴ ൌ ࣟ௞ߪ ௞ܶ
ସ, la 

densité de flux émis par la surface k. 

Le flux net échangé est la différence entre le flux quittant la surface k (la radiositéܴ଴,௞) et 

le flux incidentܳ௜,௞. 

߮௞ ൌ ܴ௞ െ ܳ௜,௞                                                                                                                      ሺ2.97ሻ 

Avec : 

  ܳ௜,௞ ൌ ∑ ௜௝ܨ
௡
௝ୀଵ ௝ܴ                                                                                                         ሺ2.98ሻ    
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Donc :  

߮௞ ൌ ൬
ࣟ௞

1 െ ࣟ௞
൰ ሺߪ ௞ܶ

ସ െ ܴ௞ሻ                                                                                               ሺ2.99ሻ 

Ou bien : 

߮௞ ൌ ܴ௞ െ ෍ ௞௝ܨ

௡

௝ୀଵ

ܴ௞                                                                                                             ሺ2.100ሻ 

 

En identifiant les équations (2.99) et (2.100) on trouve : 

ܴ௞ ൌ ࣟ௞ߪ ௞ܶ
ସ ൅ ሺ1 െ ࣟሻ ෍ ,ሺ݇ܨ ݆ሻ

௡

௝ୀଵ
௝ܴ                                                                           ሺ2.101ሻ 

Quand on introduit le symbole de Kronecker, l’équation (2.101) devient : 

ࣟ௞ߪ ௞ܶ
ସ ൌ ෍ሺߜ௞௝

௡

௝ୀଵ

െ ሺ1 െ ࣟሻܨ௞௝ሻ ௝ܴ                                                                                  ሺ2.102ሻ 

Cette équation est généralement utilisée quand on connait la température ௞ܶ de toutes les 

surfaces. 

Si par contre, on impose aux surfaces Ai des densités de flux de chaleur, alors les flux nets 

sont évalués sous la formulation : 

  

߮௞ ൌ ෍൫ߜ௞௝ െ ௞௝൯ܨ ௝ܴ

௡

௝ୀଵ

                                                                                                        ሺ2.103ሻ 

 

௝ܴ  : est la radiosité dimensionnelle de la surface Ai, définie par : 

෍ൣδ୧୨ െ ሺ1 െ ε୧ሻF୧୨൧
୬

୨ୀଵ

R୨ ൌ ε୧σT୧
ସ                                                           ሺ2.104ሻ 

5.3.3 Adimensionnement du vecteur de radiosité et du flux radiatif 
• Adimensionnement de vecteur de radiosité 

D’après l’équation (2.101) on a : 

R࢏ ൌ एߪ ௜ܶ
ସ ൅ ሺ1 െ ࣟሻ ෍ ௜௝ܨ ௝ܴ

௝

                                                                                            ሺ2.105ሻ 

En dimensionnant la radiosité Ri par ߪ ଴ܶ
ସ, on obtient : 

           
R࢏

ߪ ଴ܶ
ସ ൌ ए ௜ܶ

ସ

଴ܶ
ସ ൅ ሺ1 െ ࣟሻ ෍ ௜௝ܨ

௝ܴ

ߪ ଴ܶ
ସ

௝

                                                                                       ሺ2.106ሻ 
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௜ܬ ൌ ए ൤ ܶ࢏

଴ܶ
൨

ସ

൅ ሺ1 െ ࣟሻ ෍ ௝ܬ௜௝ܨ
௝

                                                                                            ሺ2.107ሻ 

             
Ou  ܬ ൌ ோ

ఙ బ்
ర radiosité  adimensionnelle 

 
ܶ࢏

଴ܶ
ൌ

T࢏ െ ଴ܶ

଴ܶ
൅ ଴ܶ

଴ܶ
ൌ ൤

T࢏ െ ଴ܶ

ΔT .
ΔT

଴ܶ
൅ 1൨ ൌ ሾߐ௜. ଴ߐ ൅ 1ሿ                                             ሺ2.108ሻ 

 

௜ܬ ൌ एሾߐ௜. ଴ߐ ൅ 1ሿସ ൅ ሺ1 െ ࣟሻ ෍ ௝ܬ௜௝ܨ
௝ୀଵ

                                                                             ሺ2.109ሻ  

• Adimensionnement du flux par ߪ ଴ܶ
ସ 

On a d’après (2.100) : 

߮௥ ൌ R࢏ െ ෍ ௜௝ܨ ௝ܴ                                                                                                                 ሺ2.110ሻ 

L’adimensionnement du flux par ߪ ଴ܶ
ସ donne : 

߮௥

ߪ ଴ܶ
ସ ൌ

ܴ௜

ߪ ଴ܶ
ସ െ

෍ ௜௝ܨ ௝ܴ

ߪ ଴ܶ
ସ                                                                                                          ሺ2.111ሻ 

Donc 

ܳ௥ ൌ J࢏ െ ෍ ௜ܬ௜௝ܨ                                                                                                              ሺ2.112ሻ 

ܳ௥: Flux adimensionnel. 

La résolution du système (2.109) fournit le vecteur des radiosités  J୨ , contenant les valeurs 

des radiosités des différentes surfaces élémentaires des parois de l’enceinte. 

On utilise une des méthodes linéaires pour résoudre ce système (méthode directe ou 

itérative), et puisque la diagonale de la matrice A est différente de zéro, on peut utiliser une 

méthode directe, soit la méthode de JACOBIE.  

Après la détermination de la radiosité, on peut facilement calculer le flux radiatif à chaque 

surface par l’expression : 

 ܳ௥,௜ ൌ ௜ܬ െ ෍ ௜ି௝ܨ

௡

௝ୀଵ

 ௝                                                                         ሺ2.113ሻܬ

Ou bien : 

ܳ௥,௜ ൌ ෍ሺߜ௜௝ െ ௜ି௝ሻܨ
௡

௝ୀଵ

 ௝                                                                    ሺ2.114ሻܬ

Cependant, on remarque qu’elles font également intervenir les températures de surface 

intérieures des différentes parois de l’enceinte, et ce à la puissance quatre. 
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L’ensemble des flux nets et des radiosités des parois est donc fortement couplé aux 

températures de surface. La détermination de ces grandeurs est donc conditionnée par la 

connaissance des températures de surface intérieures des parois de l’enceinte.  

 

6.  RESULTATS 

On a développé un algorithme permettant de calculer les facteurs de forme dans une cavité 

carrée à 2 dimensions ou  ces quatre surfaces sont discrétisées à un nombre N de nœuds. 

L’application de la technique itérative de Jacobi permet de résoudre l’équation de radiosité 

(2.93), et en fin l’équation (2.116) est utilisée pour déterminer le flux radiatif à chaque 

nœud de  chaque surface. 

 

6.1. Algorithme de calcul 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                    NON 

 

                                                                                        

                                                                     OUI 

 

 

 

 

 

Début 

Initiation de M0, R 

Calcul des facteurs de forme 

K=1 

Calcul du vecteur de radiosité (M) 

ሾܯܯሺ݅, ݇ ൅ 1ሻ
െ ,ሺ݅ܯܯ ݇ሻሿ
൑ ࣟ 

k=k+1

Calcul  du flux radiatif 

Fin
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6.2 Exemples de résultats  

6.2.1. Estimation des facteurs de forme 

Pour une surface (paroi)  discrétisée à  5 nœuds.     
 Les valeurs de facteurs de forme des nœuds 1, 3, 4 et 5  avec  tous les autres nœuds des 
quatre parois  sont présentées aux tableaux suivants :    
 

Tableau 2.1 : Facteurs de forme du  nœud N°01 Pour une surface (paroi) 

discrétisée à  5 nœuds 

 

            
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

La surface i  Les surfaces 
j 

Le facteur de forme F (i , j) 

           1  1  F=  0.000000000000000E+000 
           1  2  F= 0.000000000000000E+000 
           1  3  F= 0.000000000000000E+000 
           1  4  F= 0.000000000000000E+000 
           1  5  F= 0.000000000000000E+000 
           1  6  F= 1.204305601243794E‐002 
           1  7  F= 3.144251792009944E‐002 
           1  8  F= 4.103847864481203E‐002 
           1  9  F= 4.234095345241662E‐002 
           1  10  F= 3.916320675392049E‐002 

           1  11  F= 4.788561592253937E‐002 
           1  12  F= 6.319262743837595E‐002 
           1  13  F= 7.982089708453877E‐002 
           1 
 

14  F= 9.356288997446671E‐002 
 

           1 
 

15 
 

F= 9.901951359278516E‐002 

           1 
 

16 
 

F= 1.204305601243794E‐002 
 

           1  17  F= 1.958601727535925E‐002 
           1  18 

 
F= 3.689515866570514E‐002 
 

           1  19 
 

F= 8.907279243665273E‐002 
 

           1  20  F= 0.292893218813452 
SOMME Fij=   1.00000000000000 
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Tableau  2.2: Facteurs de forme du  nœud N°03 Pour une surface (paroi) 

discrétisée à  5 nœuds 

 
La surface i  La surface j        Le facteur de forme F (i , j) 

          3  1  F= 0.000000000000000E+000 
           3  2  F= 0.000000000000000E+000 
           3  3  F= 0.000000000000000E+000 
           3  4  F= 0.000000000000000E+000 
           3  5  F= 0.000000000000000E+000 
           3  6  F= 3.689515866570514E‐002 
           3  7  F= 7.454276597539528E‐002 
           3  8  F= 7.001736953125171E‐002 
           3  9  F= 5.461268332743768E‐002 
           3  10  F= 4.103847864481230E‐002 
           3  11  F= 7.982089708453821E‐002 
           3  12  F= 9.356288997446727E‐002 
           3  13  F= 9.901951359278516E‐002 
           3  14  F= 9.356288997446727E‐002 
           3  15  F= 7.982089708453821E‐002 
           3  16  F= 4.103847864481203E‐002 
           3  17  F= 5.461268332743796E‐002 
           3  18  F=7.001736953125171E‐002 
           3  19  F=7.454276597539514E‐002 
           3  20  F=3.689515866570528E‐002 
 SOMME Fij=   1.00000000000000 
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Tableau 2 .3: Facteurs de forme du  nœud N°04 Pour une surface (paroi) 

discrétisée à  5 nœuds 

 La surface i  La surface j       Le facteur de forme F (i , j) 

           4  1  F= 0.000000000000000E+000 
           4  2  F= 0.000000000000000E+000 
           4  3  F= 0.000000000000000E+000 
           4  4  F= 0.000000000000000E+000 
           4  5  F= 0.000000000000000E+000 
           4  6  F= 8.907279243665273E‐002 
           4  7  F= 0.114747633940147 
           4  8  F= 7.454276597539514E‐002 
           4  9  F= 4.712164295684607E‐002 
           4  10  F= 3.144251792009972E‐002 
           4  11  F= 9.356288997446671E‐002 
           4  12  F= 9.901951359278516E‐002 
           4  13  F= 9.356288997446727E‐002 
           4  14  F= 7.982089708453821E‐002 
           4  15  F= 6.319262743837595E‐002 
           4  16  F= 4.234095345241662E‐002 
           4  17  F= 5.025253169416655E‐002 
           4  18  F= 5.461268332743768E‐002 
           4  19  F= 4.712164295684607E‐002 
           4  20  F= 1.958601727535897E‐002 
 SOMME Fij=   1.00000000000000 
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Tableau 2 .4 : Facteurs de forme du  nœud N°05 Pour une surface (parois) 

discrétisée à  5 nœuds 

La surface i  La surface j      Le facteur de forme F (i , j) 
          5  1  F= 0.000000000000000E+000 
           5  2  F= 0.000000000000000E+000 
           5  3  F= 0.000000000000000E+000 
           5  4  F= 0.000000000000000E+000 
           5  5  F= 0.000000000000000E+000 
           5  6  F= 0.292893218813452 
           5  7  F= 8.907279243665273E‐002 
           5  8  F= 3.689515866570528E‐002 
           5  9  F= 1.958601727535897E‐002 
           5  10  F= 1.204305601243794E‐002 
           5  11  F= 9.901951359278516E‐002 
           5  12  F= 9.356288997446727E‐002 
           5  13  F= 7.982089708453821E‐002 
           5  14  F= 6.319262743837595E‐002 
           5  15  F= 4.788561592253937E‐002 
           5  16  F= 3.916320675392049E‐002 
           5  17  F= 4.234095345241606E‐002 
           5  18  F= 4.103847864481230E‐002 
           5  19  F= 3.144251792009972E‐002 
           5  20  F= 1.204305601243794E‐002 
 SOMME Fij=   1.00000000000000 

 
La somme des facteurs de forme est  égale a l’unité, ce qui confirme la propriété  2 (La 

somme de tous les facteurs de forme pour une surface donnée est égale à l'unité. 

Soit un environnement clos constitué de n surfaces A1, A2, ..., An. On a donc pour toute 

surface  Ai de cet environnement (i allant de 1 à n) ): ∑ ௜௞ܨ
ே
௞ୀଵ ൌ 1                                                  
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Tableau 2.5: Facteurs de forme du  nœud N°02 Pour une surface (paroi)   

discrétisée à  10 nœuds 

La surface i  La surface j      Le facteur de forme F (i , j) 
           2  1  F= 0.000000000000000E+000 
           2  2  F= 0.000000000000000E+000 
           2  3  F= 0.000000000000000E+000 
           2  4  F= 0.000000000000000E+000 
           2  5  F= 0.000000000000000E+000 
           2  6  F= 0.000000000000000E+000 
           2  7  F= 0.000000000000000E+000 
           2  8  F= 0.000000000000000E+000 
           2  9  F= 0.000000000000000E+000 
           2  10  F= 0.000000000000000E+000 
           2  11  F= 3.436305080566360E‐003 
           2  12  F= 9.897091890651022E‐003 
           2  13  F= 1.525198543497919E‐002 
           2  14  F= 1.912167169533074E‐002 
           2  15  F= 2.146844143327498E‐002 
           2  16  F= 2.249759126921436E‐002 
           2  17  F= 2.252269406761820E‐002 
           2  18  F= 2.186117922459707E‐002 
           2  19  F= 2.077929862098871E‐002 
           2  20  F= 1.947595517877376E‐002 
           2  21  F= 2.384135653800912E‐002 
           2  22  F= 2.752051654444698E‐002 
           2  23  F= 3.154396192572517E‐002 
           2  24  F= 3.577681448085457E‐002 
           2  25  F= 3.999358393574126E‐002 
           2  26  F= 4.387781181673933E‐002 
           2  27  F= 4.705203783014977E‐002 
           2  28  F= 4.914389247189566E‐002 
           2  29  F= 4.987562112088950E‐002 
           2  30  F= 4.914389247189566E‐002 
           2  31  F= 7.997956545394702E‐003 
           2  32  F= 9.897091890651022E‐003 
           2  33  F= 1.254428723913514E‐002 
           2  34  F= 1.637535631174858E‐002 
           2  35  F= 2.217625175158999E‐002 
           2  36  F= 3.144251792009944E‐002 
           2  37  F= 4.712164295684551E‐002 
           2  38  F= 7.454276597539528E‐002 
           2  39  F= 0.114747633940147 
           2  40  F= 8.907279243665273E‐002 
 SOMME Fij=   1.00000000000000 
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Tableau 2. 6 : Facteurs de forme du  nœud N°09 Pour une surface (paroi) 

discrétisée à  10 nœuds 

La surface i  La surface j Le facteur de forme F (i , j) 
9  1  F= 0.000000000000000E+000 

           9  2  F= 0.000000000000000E+000 
           9  3  F= 0.000000000000000E+000 
           9  4  F= 0.000000000000000E+000 
           9  5  F= 0.000000000000000E+000 
           9  6  F= 0.000000000000000E+000 
           9  7  F= 0.000000000000000E+000 
           9  8  F= 0.000000000000000E+000 
           9  9  F= 0.000000000000000E+000 
           9  10  F=0.000000000000000E+000 
           9  11  F= 8.907279243665245E‐002 
           9  12  F= 0.114747633940147 
           9  13  F= 7.454276597539514E‐002 
           9  14  F= 4.712164295684551E‐002 
           9  15  F= 3.144251792009972E‐002 
           9  16  F= 2.217625175158999E‐002 
           9  17  F= 1.637535631174858E‐002 
           9  18  F= 1.254428723913570E‐002 
           9  19  F= 9.897091890650467E‐003 
           9  20  F= 7.997956545395812E‐003 
           9  21  F= 4.914389247189566E‐002 
           9  22  F= 4.987562112088950E‐002 
           9  23  F= 4.914389247189566E‐002 
           9  24  F= 4.705203783014866E‐002 
           9  25  F= 4.387781181674044E‐002 
           9  26  F= 3.999358393574126E‐002 
           9  27  F= 3.577681448085457E‐002 
           9  28  F= 3.154396192572628E‐002 
           9  29  F= 2.752051654444476E‐002 
           9  30  F= 2.384135653801023E‐002 
           9  31  F= 1.947595517877376E‐002 
           9  32  F= 2.077929862098871E‐002 
           9  33  F= 2.186117922459707E‐002 
           9  34  F= 2.252269406761875E‐002 
           9  35  F= 2.249759126921436E‐002 
           9  36  F= 2.146844143327442E‐002 
           9  37  F= 1.912167169533074E‐002 
           9  38  F= 1.525198543497974E‐002 
           9  39  F= 9.897091890650467E‐003 
           9  40  F= 3.436305080566360E‐003 
 SOMME Fij=   1.00000000000000 

Le programme a été validé pour des nombres de nœuds plus élevés. 
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6.2.2. Calcul du vecteur de radiosité et du flux radiatif 

Cet exemple est utilisée pour calculer le vecteur de radiosité (M) et le flux radiatif Qr dans 

une cavité carrée différentièllement chauffée où les quatre parois internes sont supposées 

grises, diffuses et opaques et ont la même valeur d’émissivité, ε : 

en considérant la température de référence  T0 = 293.5K 

- La différence de température : ߂T=TC -Tf = 10 

- On a donc : TC+Tf =587 K     et     TC-Tf = 10 

- Ce qui donne la température de la paroi chaude : TC = 298.5 K       

- La température de la paroi froide : Tf = 288.5 K 

- Et par la suite les températures réduites (adimensionnelles) des parois chaude et 

froide : 

௖ߐ ൌ
Tେ െ T଴

ΔT ൌ
298.5 െ 293.5

10 ൌ 0.5 

௙ߐ ൌ
T୤ െ T଴

ΔT ൌ
288.5 െ 293.5

10 ൌ െ0.5 

Dans ces conditions on prend une  valeur de réflectivité (ρ) des parois constante et égale à 

0.4 et on discrétise chaque paroi à 4 nœuds,  les valeurs des vecteurs de radiosité et du flux 

radiatif de chaque nœud des quatre parois sont illustrées dans les tableaux ci- dessous : 
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Tableau 2.7 : Radiosité des parois (Nombre d'itération égal à 7) 

 
le nœud (i) la radiosité J 

1 1.002665 
2 1.000035 
3 0.9974262 
4 0.9948322 
5 0.9639111 
6 0.9649513 
7 0.9649513 
8 0.9639111 
9 0.9948322 
10 0.9974262 
11 1.000035 
12 1.002665 
13 1.035506 
14 1.034502 
15 1.034502 
16 1.035506 

 
 
 

Tableau 2.8 : le flux radiatif émis par les parois 
 

Le nœud (i) Le flux radiatif Qr
1 -6.4583370E-03 
2 -2.5149276E-03 
3 1.3972336E-03 
4 5.2863131E-03 
5 -4.7956534E-02 
6 -4.9517449E-02 
7 -4.9517490E-02 
8 -4.7956567E-02 
9 5.2863234E-03 
10 1.3972644E-03 
11 -2.5150639E-03 
12 -6.4584487E-03 
13 4.9128532E-02 
14 5.0635338E-02 
15 5.0635278E-02 
16 4.9128473E-02 

 
   Le programme a été validé pour des nombres de nœuds plus élevés. 
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7. CONCLUSION 

Nous avons développé un algorithme utilisant une solution analytique pour le calcul des 

facteurs de forme dans une cavité bidimensionnelle dont les surfaces sont divisées en 

segments. La méthode de radiosité est utilisée pour résoudre l’équation représentant le 

transfert de chaleur par rayonnement surfacique et pour calculer les flux radiatifs nets ainsi 

que les radiosités des parois. Ces dernières (radiosités) sont fortement couplées aux 

températures intérieures des parois de l’enceinte.   

Cet algorithme nous permet  de traiter le couplage rayonnement-convection qui est l’objet 

du chapitre 4.  
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1. INTRODUCTION  

Dans ce chapitre nous présentons dans un premier temps les équations, modélisant la 

convection naturelle, qui expriment les lois de conservation de masse (de continuité), de la 

quantité de mouvement (Navier-Stokes) et d’énergie. Beaucoup d’ouvrages de la 

mécanique des fluides et de transfert thermique [1, 3, 4, 15] ont bien décrit les 

développements mathématiques nécessaires à l’obtention de ces équations. Dans un 

deuxième temps, on applique ces équations au cas d’une cavité plane, avec la discussion de 

la méthode numérique utilisée pour la résolution de ces équations.  

 

2. FORMULATION MATHEMATIQUE 

Pour résoudre un problème de convection, il faut déterminer en tous point et à tout instant 

les grandeurs caractéristiques du fluide qui est les suivantes : 

- La vitesse � ����définie par les trois composantes (U, V, W)  

- La masse volumique ρ. 

- La pression P. 

- La température T. 

Pour calculer ces fonctions, il faut disposer de six équations. Nous allons donc établir des 

relations traduisant les principes de conservation dans la mécanique et de la 

thermodynamique et nous obtiendrons les équations de conservation. 

 

2.1. Hypothèses de calcul  

- le transfert de masse est négligeable. 

- l’écoulement est laminaire bidimensionnel. 

- la dissipation visqueuse est négligeable. 

-pas des sources de chaleur interne. 

 - le fluide est Newtonien, incompressible et obéissant à l’approximation de Boussinesq, 

cette approximation consiste à considérer que la masse volumique du fluide ne varie que 

dans le terme des forces de volume (dilatation), ce qui donne naissance au phénomène de 

la convection thermique. 

- la chaleur dégagée par frottements visqueux est négligeable devant tout autre phénomène 

en raison des faibles vitesses rencontrées en convection naturelle. 

- le milieu est supposé transparent au rayonnement thermique ; et pas de production 

volumique de chaleur. 
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2.2. Equations générales de transport  

        2.2.1. Equation de continuité 

L’équation de continuité traduit le principe de la conservation de la masse : 

l’augmentation de la masse de fluide, contenue dans un volume donné pendant un certain 

temps, doit être égal à la somme des masses du fluide qui y entrent diminuée de celle qui 

sort. Le plus souvent il n’y a ni diminution, ni augmentation de masse de fluide au cours du 

mouvement. L’équation de continuité s’écrit donc : ���� � ��	
 ��� � ��
                                                               �3.1� 
 �
 : Le débit des sources ou des puits par unité de volume. 

Pour un fluide incompressible sans sources ni puits on a : �	
 ���� 0   

 

2.2.2. Equations de conservation de la quantité de mouvement 

L’application de la deuxième loi fondamentale de la mécanique à une particule 

fluide en mouvement mène aux équations de conservation de la quantité de mouvement. 

Pour un écoulement incompressible (ρ=const) à viscosité constante (µ=const), les 

équations de Navier-Stokes s’écrivent comme suit : 

 

� ������ � ���� � ��������������� � � �����                                                  �3.2� 
Avec :  �� : Les forces massiques �� : Variation de masse volumique due à la convection naturelle �����: Forces de viscosité (contraintes) ��������������� � : Force de pression. 

 

2.2.3. Equation de conservation de l’énergie 

         Le problème consiste à appliquer le 1er principe de la thermodynamique à un fluide 

en mouvement. L’équation générale de conservation de l’énergie s’écrit pour un fluide 

Newtonien sans sources ni puits : 

��� � �� � �	
!"���������������  # �  $% ���� � � � &                          �3.3� 
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Avec & : fonction de dissipation regroupant tous les termes contenant la viscosité µ, définie 

par : 

& � �23���	
'������( � 2�)*+ ,'*,-+                                       �3.4� � : est la source interne (réaction chimique, …etc.) 

 
3. ETUDE D’UNE  CAVITE CARREE 
Dans ce travail nous étudions la convection naturelle dans une enceinte fermée 

parallélépipédique de section droite carrée et suffisamment allongée suivant l’axe 

horizontale z, qui est perpendiculaire au plan de la figure (3.1). De plus, numériquement, 

les autres parois dites « passives » sont en général considérées adiabatiques, ou plus 

rarement parfaitement conductrices.  

 

Figure 3.1 : Schéma du modèle physique utilisé 

 

On suppose par conséquent, que le problème peut être comme bidimensionnel, l’enceinte 

est de largeur suivant l’axe x égale à la hauteur suivant l’axe y. 

Avant l’instant initial nous supposons l’air au repos dans l’enceinte, à une température 

moyenne T0 = (Tc + Tf) / 2.  

Avec  Tc : Température de la paroi chaude; et Tf : Température de la paroi froide  

A l’instant initial, pris arbitrairement, l’enceinte considérée est différentièllement et 

uniformément chauffée, de sorte que  la paroi gauche est maintenue chaude, alors que la 

paroi droite est maintenue froide.  

La température de référence choisie est T0 = 0. 
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3.1 Formulation du problème 
En se plaçant dans le cadre des hypothèses précédentes (§2.1), les équations en 
coordonnées cartésiennes sont données comme suit : 

 
3.1.1. Equation de continuité ,',- � ,�,/ � 0                                                                                            �3.5�   
 
3.1.2. Equations de conservation de la quantité de mouvement 
Selon l’axe x :  

Les forces massiques sont nulles, on a donc : ,',� � ' ,',- � � ,',/ � 1 2,(',-( � ,(',/(3 � 1�4 ,�,-                                                  �3.6� 
             

Selon l’axe y :  

A cause de la poussé d’Archimède (en convection naturelle) : �� � �4 � �        

Les forces massiques ne sont dues qu’à l’accélération de la pesanteur. � 6
6% � ��4 � ��� � ��� � 7�78                                                                                �3.7�        
 �4 : est la masse volumique loin des parois. 

En convection naturelle la masse volumique du fluide est variable, si on utilise 

l’approximation de Boussinesq : 

 � � �4!1 � $� �  4�#                                      �3.8� 
Et en supposant que � reste constante dans les autres termes (� � �4), on obtient : ,�,� � ' ,�,- � � ,�,/ � �$� �  4� � 1 2,(�,-( � ,(�,/(3 � 1�4 ,�,/                           �3.9� 
 Avec $ : coefficient de dilatation volumique thermique. 

 

3.1.3 Equation de conservation de l’énergie 

Pour un système bidimensionnel (o, x, y) : 

�	
!���������������  # � ,( ,-( � ,( ,/(                                                                                       �3.10� 
Et                      � � <=>? : diffusivité thermique. 

L’équation devient donc , ,� � ' , ,- � � , ,/ � � 2,( ,-( � ,( ,/(3                                                                    �3.11� 
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3.2. Choix des conditions initiales et aux limites 

A  chaque problème donné, on adjoint les conditions initiales et les conditions aux limites. 

Concernant le cas d’un système plan ces conditions sont données par : 

• Condition  initiale : t = 0 

U = 0               V = 0                 T (0, X, Y) = T0                                      �3.12� 
 

• Nous imposons une condition de non-glissement des particules fluides sur les 

parois de l’enceinte rigide et imperméable, de sort que : 

U = V = 0         sur ces frontières : 

 

@A
B'�- � 0, /� � ��- � 0, /� � 0'�- � D, /� � ��- � D, /� � 0'�-, / � 0� � ��-, / � 0� � 0'�-, / � E� � ��-, / � E� � 0

F                                              �3.13� 
 

• Concernant  la condition de stationnarité des températures chaude et froide sur les 

parois verticales, on pose : 

G �  H    IJK� - � 0, 0 L / L E �  M    IJK� - � D, 0 L / L EF                                             �3.14� 
 

• Pour les parois adiabatiques horizontales on pose : F, ,/N8O4,P � 0                                                                                                 �3.15� 
 

3.3.  Simplification des équations 

3.3.1. Adimensionnement des équations   

L’emploi des variables réduites dans les équations permet de s’approcher de plus prés de la 

réalité des phénomènes physiques, car leur existence et leur évolution sont indépendantes 

du système d’unités de mesure utilisé pour les étudier. 

On peut dire aussi, que ces variables permettent d’obtenir des informations générales qui 

jouent un rôle prépondérant dans les similitudes. En effet, pour ramener les équations 

phénoménologiques sous forme adimensionnelle, il est nécessaire de définir des grandeurs 

caractéristiques. 
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Désignons par H une dimension linéaire caractéristique de l’écoulement, et par V0 la 

vitesse de référence, et par t0  un temps de référence, ∆T0 étant l’écart de température de 

référence, et  P0 une pression de référence : �4 � Q�$E� 4   ;  �4 � P
R ;      �4 � �4�4(                                �3.16� 
 Les variables réduites sont données par : S � TP      ;  U � 8P    ;    K � V
R    ;     
 � 

R      ;  W � %%R   ; X � YZYRY[ZY\    ;     �� � ��R      (3.17) 

Les échelles caractéristiques utilisées pour adimensionné les équations sont analogues à 

celles des  références [14-8-54]. 

Ce changement de variables effectué sur les équations de conservation de la masse, de 

quantité de mouvement et d’énergie, nous conduit aux équations réduites suivantes                  

 

a-    L’équation de continuité  ,K,S � ,
,U � 0                                                                              �3.18� 
  

b- Les équations de quantité de mouvement  

,K,W � K ,K,S � 
 ,K,U � ]��^� 2,(K,S( � ,(K,U(3 � ,��,S                                             �3.19� 
   

 ,
,W � K ,
,S � 
 ,
,U � X � ]��^� 2,(
,S( � ,(
,U(3 � ,��,U                                       �3.20� 
  

c- L’équation de l’énergie  

 ,X,W � K ,X,S � 
 ,X,U � 1√^��� 2,(X,S( � ,(X,U(3                                         �3.21� 
Avec : 

Ra : le nombre de Rayleigh   

C’est le rapport entre le phénomène moteur du mouvement (la poussée d’Archimède) et les 

phénomènes résistants (diffusion de chaleur et frottement visqueux) dans le cas où 

l’élément moteur du mouvement est un écart de température, ce qui est tout le temps le cas 

dans des cavités différentièllement chauffées, ce nombre s’exprime de la façon  suivante : 
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^� � �$� 4E`�1                                                                      �3.22� 
Pr : le nombre de Prandtl  

C’est le de rapport entre la diffusivité de quantité de mouvement (viscosité cinématique) et 

la diffusivité thermique. 

�� � 1�                                                                                        �3.23� 
3.3.2. Formalisme Vorticité-Fonction de courant  

L’intérêt d’utiliser ce formalisme est de réduire le nombre d’équations et de faire sortir des 

variables dominantes [36]. Dans le cas d’un système cartésien bidimensionnel on définit : 

La vorticité :      

a � ,
,S � ,K,U                                                                                             �3.24� 
La fonction de courant ψ, définie par  

@A
B ,b,U � K,b,S � �
F                                                                                                            �3.25� 

On a donc :                                 ,(b,S( � ,(b,U( � �a                                                                                           �3.26� 
a � ,(b,S( � ,(b,U( � 0                                                                                      �3.27� 

Si on dérive l’équation (3.19) par rapport à y et l’équation (3.20) par rapport à x, et en se 

servant de l’équation de continuité, la soustraction des 2 équations obtenues nous donne : 

,a,W � K ,a,S � 
 ,a,U � �,X,S � ]��^� 2,(a,S( � ,(a,U(3                                             �3.28� 
L’équation de l’énergie est donnée par l’expression (2.12) : ,X,W � K ,X,S � 
 ,X,U � 1√^��� 2,(X,S( � ,(X,U(3                                  �3.29� 
 

Récapitulation des équations à résoudre en coordonné cartésienne :  7c7d � a � efgehf � efgeif       Fonction de courant 
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7j7d � K 7j7k � 
 7j7l � � 7m7k � n�opq r7sj7ks � 7sj7lst      Equation de vorticité 

7m7d � K 7m7k � 
 7m7l � u√pq�o  r7sm7ks � 7sm7lst    Equation d’énergie 

 

3.4. Adimensionnement des conditions aux limites 

• A l’instant initial : v � w       

   b�S, U� � 0 ;  Ω�S, U, 0� � 0        ;       y�S, U, 0� � 0                          �3.30� 
• Pour la température sur les frontières du domaine physique : 

G z � 1   IJK� S � 0, 0 L U L E z � �1   IJK� S � D, 0 L U L EF                                                                    �3.31� 
 

• Alors que pour les parois adiabatiques : F,z,UNlO4,u � 0                                                                                             �3.32� 
 

Pour procéder au développement analytique concernant le phénomène de la convection 

naturelle, nous avons été conduits à établir  les quatre équations de conservation sous 

forme simplifiée en se basant sur des hypothèses simplificatrices, et sur le formalisme 

vorticité-fonction de courant. L’analyse théorique entreprise a permis de réduire le nombre 

de variable à trois (la température θ, la fonction de courant ψ, et la vorticité Ω), et de 

montrer que le système à résoudre est fonction de deux  grandeurs principales : le nombre 

de Prandtl Pr, le nombre de Rayleigh Ra. 

 

3.5. Résolution numérique des  équations 

Depuis quelques années, le développement des ordinateurs a encouragé les scientifiques à 

résoudre des problèmes de plus en plus complexes pour lesquels des solutions analytiques 

ne peuvent être trouvées. Ces types de problèmes sont généralement modélisés par des 

équations aux dérivées partielles non linéaires. Pour obtenir une solution numérique, ces 

problèmes doivent être discrétisés en transformant les équations différentielles en systèmes 

d’équations algébriques linéarisés par une méthode de discrétisation avant de les résoudre 

par des méthodes directes ou itératives. Nous nous intéressons dans ce paragraphe à la 

résolution numérique des équations aux dérivées partielles de la fonction de courant, de 

vorticité, et d’énergie. 
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L’intégration numérique des équations gouvernantes consiste en la détermination d’un 

certain nombre de variable (θ, ψ, Ω) à des points précis appelés « nœuds ». La méthode 

numérique conduit à un système d’équations algébriques ou les inconnus sont justement les 

valeurs des variables physiques aux différents nœuds. L’intérêt de l’intégration numérique 

consiste à remplacer une information continue par une information discrétisée qui est très 

facile à manipuler. Les trois grandes méthodes de discrétisation utilisées dans les codes de 

calcul sont : les volumes finis, les différences finies et les éléments finis. Pour résoudre le 

système d’équations présenté précédent, nous avons choisi la méthode des différences 

finies. 

 

3.5.1. Représentation de la méthode des différences finies 

La méthode des différences finies consiste à approximer les dérivées des équations 

décrivant les phénomènes physiques au moyen des développements de Taylor et se déduit 

directement de la définition de la dérivée. Elle est due aux travaux de plusieurs 

mathématiciens du 18ème siècle (Euler, Taylor, Leibniz...). [11-13, 18-20] 

Soit u(x, y, z, t) une fonction de l'espace et du temps. Par définition de la dérivée, on a : 7{7k � lim�k�4 {�k��k,l,�,%�Z{�k,l,�,%��k                                                  �3.33�  
          

Si ∆x est petit, un développement de Taylor de u(x + ∆x, y, z, t) au voisinage de x donne : 

K�S � ∆S, U, �, �� � K�S, U, �, �� � ∆S ,K,S K�S, U, �, �� 
                                � ∆ks( 7s{7ks �S, U, �, �� � ∆k��  7�{7k� �S, U, �, �� � �   (3.34) 

 

En tronquant la série au premier ordre en ∆x, on obtient : {�k��k,l,�,%�Z{�k,l,�,%��k � 7{7k �S, U, �, �� � ���S�                                                  (3.35)      

 

L'approximation de la dérivée
7{7k �S� est alors d'ordre 1 indiquant que l'erreur de troncature 

O (∆x) tend vers zéro comme la puissance première de ∆x. 

Définition : la puissance de ∆x avec laquelle l'erreur de troncature tend vers zéro est 

appelée l'ordre de la méthode. 
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3.5.2. Le maillage 

Nous restreindrons notre étude au cas d’un problème plan, et d’un domaine rectangulaire 

Γ. Nous choisissons évidemment les directions S� et  U� parallèles aux cotés du rectangle. 

Nous traçons alors un réseau de droites parallèles à l’axe x, équidistantes de pas k (∆x), 

ainsi qu’un réseau de droites parallèles a l’axe y, équidistantes de pas h (∆y). Les 

intersections des deux réseaux sont les points ou les nœuds mi, j de coordonnées (ih, jk) tels 

que 	 � �    et     � � �. 

Les points mi, j constituent l’ensemble �� � �� , qu’on appelle « maillage ».  

 

 

Figure 3.2 : Maillage utilisé en différences finies 

 

3.5.3. Approximation des dérivées par des différences finies 

Considérons un point mi, j intérieur au domaine Γ, ainsi que les points voisins du maillage. 

Les pas h et k sont supposés petits par rapport aux dimensions de Γ, c'est-à-dire par rapport 

à l’échelle de variation d’une grandeur « u ». On peut estimer que u varie peu lorsqu’on 

passe de mi,j aux points voisins et que cette variation doit s’écrire en première 

approximation à l’aide des dérivées partielles de u au point mi, j grâce au théorème des 

accroissements finis : 

 
Figure 3.3 : Discrétisation du domaine et  implantation de la maille 
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Soit f une fonction d’une variable x, de classe C4. Alors, si h tend vers 0, on a : 

��S � �� � ��S� � ����S� � �(2 ����S� � �`6 �����S� � �����                      �3.36� 
��S � �� � ��S� � ����S� � �(2 ����S� � �`6 �����S� � �����                         �3.37� 

D’où  

• ���S� � M�k���ZM�k�� � J���                                                                                         �3.38�    
• ���S� � ZM�kZ���M�k�� � J���                                                                              (3.39) 

• ���S� � M�k���ZM�kZ��(� � J��(�                                                                          (3.40) 

• ����S� � M�k���Z(M�k��M�kZ���s � J��(�                                                               (3.41) 

Si la grandeur u est de classe C4 dans Γ, en appliquant (3.37), (3.38) et (3.39), (3.40) dans 

chacune des directions S�   et U� on peut déduire : 

- l’approximation d’une dérivée première par des différences finies décentrées à droite : 

Kk!�*,+# � K!�*�u,+# � K��*,+�� � J���                                                                               �3.42� 
- l’approximation d’une dérivée première par des différences finies décentrées à 

gauche : 

Kk!�*,+# � K!�*Zu,+# � K��*,+�� � J���                                                                               �3.43� 
- l’approximation d’une dérivée première par des différences finies centrées : 

Kk!�*,+# � K!�*�u,+# � K��*Zu,+�2� � J��(�                                                                         �3.44� 
- l’approximation d’une dérivée seconde par des différences finies centrées : 

�K!�*,+# � {!����,�#Z({!��,�#������,���s � {!��,���#Z({!��,�#�!��,���#�s � J��(, �(�    (3.45) 

Au lieu de chercher u dans Γ vérifiant l’équation différentielle et les conditions aux limites 

considérées, nous cherchons K�  dans la partie (hZ� kZ) du maillage situé dans Γ vérifiant 

une équation « proche » de l’équation considérée et des conditions aux limites « proches » 

des conditions considérées. On peut définir ainsi un problème discret �� «  proche »  du 

problème continu P. 

 

3.5.4. Quelques schémas aux différences finies  

Considérons par exemple le problème monodimensionnel de transfert  de chaleur dans une 

barre de 1m de longueur [19]. L’équation de la diffusion de chaleur est définit par : 
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,K,� � � ,(K,S(                                                                                                                                  �3.46� 
    

Désignons par h et k successivement les pas d’espace et de temps. On utilise une grille 

constituée des points �+� de coordonnées (jh, nk) dans le plan (x, t). 

On peut utiliser deux approches pour discrétiser cette équation de la chaleur. La première 

dite explicite utilise une discrétisation au nœud  xi et à l'itération courante n : 

�,K,� � � � 2,(K,S(3�                                                                                                                     �3.47� 
Et la seconde dite implicite utilise une discrétisation au nœud xi et à l'itération n + 1 : 

�,K,� ��u � � 2,(K,S(3��u                                                                                                             �3.48� 
 

a- Schéma explicite 

Pour discrétiser l’équation de la chaleur (3.47) en une grille des points �+�, on 

utilise la différence décentrée pour la dérivée en temps    
7{7%  : 

�,K,� +� � K+��u � K+�� � J���                                                                                   �3.49� 
 

Pour la dérivée en espace, on utilise la différence finie centrée : 

2,(K,S(3+
� � K+�u� � 2K+� � K+Zu��( � J��(�                                                                �3.50� 

D’où le schéma appelé explicite : 

K�+��u � K�+� � ���( ¡K�+�u� � 2K�+� � K�+Zu� ¢                                                                                �3.51�     
 

Le schéma (3.51) est explicite en sens que, pour calculer  K�+��u en un point j, il suffit de 

remplacer explicitement les quantités figurant au second membre de (3.51) par les valeurs 

(connues et stockées en mémoire). Le schéma explicite n’est pas stable, mais facile pour 

l’exécution. 

b- Le schéma implicite 

La discrétisation de la dérivée en temps et de la dérivée en espace peut être appliquée au 

niveau (n+1) plutôt qu’au niveau (n). On a alors :   
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�,K,� +��u � K+��u � K+�� � J���                                                                                    �3.52� 
 

2,(K,S(3+
��u � K+�u��u � 2K+��u � K+Zu��u�( � J��(�                                                         �3.53� 

D’où le schéma appelé totalement implicite : 

 

K�+��u � K�+� � ���( ¡K�+�u��u � 2K�+��u � K�+Zu��u¢                                                                             �3.54� 
Avec le schéma implicite, il n’est pas possible de calculer K���u pour une seule valeur de j : 

les inconnues K�+��u sont liées entre elles par autant d’équations de type (3.54),  en un 

système linéaire qu’il s’agit de résoudre. Et cela coûte  cher. Mais on remplace le schéma 

explicite par le schéma implicite pour une raison de stabilité. Le schéma implicite est 

inconditionnellement stable. 

 

c-  le schéma de Crank-Nicolson 

On peut faire une moyenne entre les deux schémas précédents : le schéma implicite et le 

schéma explicite, ce qui donne le schéma de  Crank-Nicolson : 

 

K�*��u � K�+� � ��2�( !K�+�u� � 2K�+� � K�+Zu� � K�+�u��u � 2K�+��u � K�+Zu��u#                  �3.55�  
 

Ce schéma est également implicite, donc aussi couteux que le schéma implicite. Mais il a 

l’avantage d’être précis au second ordre. 

 

d- Schéma UPWIND 

Pour illustrer cette méthode, on considère l’équation d’onde linéaire unidimensionnelle 

suivante : ,K,� � � ,K,S � 0                                                                                                                         �3.56�      
Cette équation décrit une vague propageant dans la direction x, avec une vitesse a. 

Considérant un point de grille typique i, dans un domaine unidimensionnel, il y a deux 

directions liées au point i, à gauche (i-1) et à droite ((i+1). 

Si a est positif, le côté gauche s’appelle le côté UPWIND, et le côté droit est le côté vent 

arrière. 
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De même, si  a est négatif, le côté gauche s’appelle le côté vent arrière et le côté droit est le 

côté UPWIND. 

 

• Schéma UPWIND de premier ordre 

L’arrangement UPWIND le plus simple possible est l’arrangement de premier ordre, 

l’équation précédente (3.56) s’écrit : K*��u � K*��� � � K*� � K*Zu��S � 0           IJK�  � £ 0                                                              �3.57� 
K*��u � K*��� � � K*�u� � K*��S � 0               pour    � ¨ 0                                                         �3.58� 
On définit 

G�� � max ��, 0��Z � min ��, 0� F                                                                                                                         �3.59� 
Et  

¬KkZ � K*� � K*Zu��SKk� � K*�u� � K*��S
F                                                                                                                           �3.60� 

Les deux équations (3.57) et (3.58) peuvent être combinées et écrites sous la forme 

compacte suivante : K*��u � K*��� � �­��KkZ � �ZKk�®                                                                                          �3.61�      
L’équation (3.61) est une manière générale d’écrire de n’importe quel arrangement de type 

UPWIND.    

Le schéma UPWIND  est stable si la condition suivante de l’état de Courant–Friedrich–

Lewy  (CFL) est satisfaite : C � °q �%±² ° L 1.             
Posons : 

 

¬�� � 12  �� � |�|�
�Z � 12  �� � |�|�F                                                                                                                     �3.62� 
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L’équation (3.61) devient : K*��u � K*��� � � 12�S ­�� � |�|��K*� � K*Zu� � � �� � |�|��K*�u� � K*��®            �3.63� 
On a donc : 

K*��u � K*� � � ��2�S ­�� � |�|��K*� � K*Zu� � � �� � |�|��K*�u� � K*��®            �3.64� 
K*��u � K*� � � ��2�S ­��� � |�|�K*Zu� � � 2|�|K*� � �� � |�|��K*�u� ®               �3.65� 

 

3.5.5 Méthode des directions alternées (ADI) 

Il s’agit d’une méthode implicite du type prédicteur-correcteur  [15, 16,19, 20]. La 

méthode ADI (Alterning Direction Implicite) est applicable en deux étapes : pour la 

première étape (prédicteur), elle est implicite dans la direction x et explicite dans la 

direction y. Pour la seconde étape (correcteur), la méthode ADI est explicite dans la 

direction x, et implicite dans la direction y. (Figure 3.4)  

Pendant la première étape les valeurs aux nœuds (i, j) sont connues à l’instant (n) mais 

inconnues à l’instant (n+
u(). Les valeurs inconnues sont associées à la direction x seulement 

(c’est à dire j fixe). Les valeurs à l’instant inconnu (n+
u() dans tous les nœuds de maillage 

sont données par la résolution des systèmes d’équation pour  i=2,…, imax-1 et pour chaque j 

tel que j=2,…, jmax-1. 

Dans la second étape les valeurs aux nœuds (i, j) sont inconnues à l’instant (n+1), mais 

connues à l’instant (n+
u(). On obtient les valeurs de tous les nœuds à l’instant inconnu 

(n+1) par la résolution des systèmes d’équations pour j=2,…, jmax-1 et pour chaque i tel que 

i=2,…, imax-1 . Les valeurs des nœuds à l’instant (n+1) sont associées à la direction y 

seulement (c'est-à-dire i fixe). 
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              x Direction implicite                                                  y Direction implicite 

                        Étape 1                                                                      Étape 2 

 

Figure 3.4 : Discrétisation du domaine et implantation des mailles dans la direction x 

(étapes 1) et dans la direction y (étape 2) 

 

Pour  illustrer le principe le la méthode ADI on traite l’exemple de l’équation de la 

diffusion de la chaleur (3.46) dans un système bidimensionnel : ,K,� � � ,(K,S( � � ,(K,U(                                                                                                                 �3.66� 
On discrétise l’équation précédente par la méthode ADI, on obtient : 

Première étape – Prédicteur u´,µ¶�u/( � u´,µ¶Δt/2 � αu´�u,µ¶�u/( � 2u´,µ¶�u/( � u´Zu,µ¶�u/(h( � αu´,µ�u¶ � 2u´,µ¶ � u´,µZu¶k(               �3.67� 
 

Seconde étape - Correcteur u´,µ¶�u � u´,µ¶�u/(Δt/2 � α u´�u,µ¶�u/( � 2u´,µ¶�u/( � u´Zu,µ¶�u/(h( � αu´,µ�u¶�u � 2u´,µ¶�u � u´,µZu¶�uk(     �3.68� 
En posant ½ � ¾�%(�s  et   ½� � ¾�%(�s , les équations  deviennent : 

Première étape – Prédicteur 

�½u´Zu,µ¶�u/( � �1 � 2s�u´,µ¶�u( � su´�u,µ¶�u/( � ½�u´,µZu¶ � �1 � 2½��u´,µ¶ � ½�u´,µ�u¶      �3.69� 
 

 

 



Chapitre 3                                                                             Simulation numérique de la convection naturelle 
 

 

- 70 - 

 

Seconde étape - Correcteur 

�½�u´,µZu¶�u � �1 � 2½��u´,µ¶�u � ½�u´,µ�u¶�u � su´Zu,µ¶�u/( � �1 � 2s�u´,µ¶�u( � su´�u,µ¶�u/(         �3.70� 
 

3.5.6. Choix de la méthode ADI 

a. La consistance 

• Définition 

On considère l’équation de la variable w :   A(w)=0 

Soit ÀÁ�Â� le schéma approché de A(w). On dit que   ÀÁ�Â�  est consistant avec 

l’équation A(w)=0  si : maxÃÀ!Â*,+� # � ÀÁ�Â*,+� �Ã � 0  Quand ��, ��� � 0 

• Consistance de la méthode ADI 

Soit l’équation de  Navier Stocks 

À�Â� � ∂Â∂t � K ,Â,S � 
 ,Â,U � 1 2,(Â,S( � ,(Â,U(3 � 0                         �3.71� 
L’équation approchée ÀÁ�Â� � 0  qui correspond à l’équation précédente est obtenue en 

appliquant la première étape de la méthode ADI (prédicteur), on obtient : 

ÀÁ�Â� � Â´,µ¶�u/( � Â´,µ¶Δt/2 � KÂ´�u,µ¶�u/( �Â´Zu,µ¶�u/(2ΔS � 
Â´,µ�u¶ �Â´,µZu¶2ΔU
� νÆÂ´�u,µ¶�u/( � 2Â´,µ¶�u/( � Â´Zu,µ¶�u/(ΔS( � Â´,µ�u¶ � 2Â´,µ¶ � Â´,µZu¶ΔU( Ç � 0    �3.72�   

Avec  

∆t : le pas dans le temps 

∆x : le pas dans l’espace selon la direction x. 

∆y : le pas dans l’espace selon la direction y. 

u : la vitesse selon la direction x. 

v : la vitesse selon la direction y. 

w : représente soit u ou v. 

Or on a: 

Â´,µ¶�u/( � Â´,µ¶ � Δ�2 ∂Â∂t � o �Δ�2  (                                           �3.73� 
Â´Èu,µ¶�u( � Â´,µ¶�u( È ΔS ∂Â∂S � o�ΔS�                                             �3.74� 
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Â´Èu,µ¶�u( � Â´,µ¶�u( È ΔS ∂Â∂S � ΔS(2 ,(Â,S( � J�ΔS(�                         �3.75� 
Â´,µÈu¶ � Â´,µ¶ È ΔU ∂Â∂U � o�ΔU�                                                        �3.76� 
Â´,µÈu¶ � Â´,µ¶ È ΔU ∂Â∂y � ΔU(2 ,(Â,U( � J�ΔU(�                                  �3.77� 

En introduisant  ces équations dans (3.71), la soustraction de (3.71) et (3.72) donne : 

À�Â� � ÀÁ�Â� � Δ�2 � o�ΔS� � o�ΔU� � J�ΔS(� � J�ΔU(�                �3.78� 
Si on pose ΔS � �U � �, alors : 

À�Â� � ÀÁ�Â� � Δ�2 � o��� � J��(�                                                        �3.79� 
Si   Δ� � 0 , � � 0 alors : À�Â� � ÀÁ�Â� � 0 .  

Donc la méthode ADI est consistante. 

Pour la seconde étape (Correcteur), le même résultat est obtenu en suivant la même 

méthode que celle appliquée à l’étape prédicteur. 

 

b. La stabilité 

On choisit la méthode de Von Neumann pour analyser et vérifier la stabilité de la 

méthode ADI. 

On choisit une perturbation de la forme  !) Ê��Ëk�Ìl�#, avec � � √�1 s’appliquant à tous 

les points d’une ligne du réseau pour  un temps � � Í� donné (k=∆t), et tous les points S � 	�  , U � ��. 
Avec : 

         ∆t :  pas dans le temps 

         h : pas dans l’espace 

        On pose Â*,+ � &�Í��Ê��Ë*��Ì+��                                                               �3.80� Â*Èu,+ � &�Í��Ê�­Ë�*Èu���Ì�+Èu��®                                                      �3.81� 
     I et � sont arbitraires. 

On reporte ces formules dans l’équation aux différences finies, puis on calcule :  

Î�Í, 	, �, I, �� � & 2rÍ � 12t �3&�Í��                                           �3.82� 
Une condition suffisante de stabilité est :|Î| L 1 , Ï �Í, 	, �, I, ��  
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Soit par exemple l’équation de Navier Stockes simplifiée 
6Ð6% � 1. �Â 

On discrétise cette équation par la méthode ADI ;  

On pose  Ñ � �{��      � � �Ò��       Ê � Ò�(�s    
Etape prédicteur : 

��Ñ � Ê�Â*Zu,+��u( � �1 � 2Ê�Â*,+��u( � �Ñ � Ê�Â*�u,+��u(
� �� � Ê�Â*,+Zu� � �1 � 2Ê�Â*,+� � �Ê � ��Â*,+�u�                                     �3.83� 

 

Etape correcteur : ��� � Ê�Â*,+Zu��u � �1 � 2Ê�Â*,+��u � �� � Ê�Â*,+�u��u
� �Ñ � Ê�Â*Zu,+��u/( � �1 � 2Ê�Â*,+��u/( � �Ê � Ñ�Â*�u,+��u(                              �3.84� 

 

En reportant les formules (3.73) et (3.74) dans les équations précédentes, on trouve un 

facteur d’amplification G’ correspondant à l’étape prédicteur et un facteur d’amplification  

G’’  correspondant à l’étape correcteur. Le facteur d’amplification de la méthode ADI est le 

produit des deux facteurs (G= G’ G’’ ) avec : 

Î� � 1 � r�12�t � sin���� � r1��(t ­1 � cos����®
1 � r�12�t � sin�I�� � r1��(t ­1 � cos�I��® � DE                                       �3.85� 

Î�� � �1 � r�K2�t � sin�I�� � r1��(t ­1 � cos�I��®
1 � r�12�t � sin���� � r1��(t ­1 � cos����® � Ô/                                  �3.86�  

D’où  Î � ÕP Ö8 � Õ8 ÖP 

Chacun des deux facteurs 
Õ8  et 

ÖP  sont du type 
×Ø  avec  Re(N)  L Re(D) et Im(N)=�Im(D) 

d’où °Õ8 ° L 1 et ° ÖP° L 1 

On déduit alors que |Î| L 1, Ï ��, I, �, ��  
D’après l’analyse de stabilité par la méthode de Von Neumann la méthode ADI est 

inconditionnellement stable. 

 

3.5.7 Conclusion 

 Pour éviter les contraintes imposées par les conditions de stabilité des schémas explicites, 
on a intérêt, la plupart du temps, à utiliser des schémas implicites. Toutefois, ceux-ci 
coûtent cher. C’est ce qui explique le succès remporté par la méthode des directions 
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alternées (Alterning Direction Implicite ou ADI) dans laquelle on limite habilement le coût 
des résolutions. La méthode ADI est inconditionnellement stable et convergente. Elle a une 

erreur de troncature de l’ordre de o (
�%( , ��(� .Vu ces propriétés, elle est la méthode la plus 

adaptée à notre cas. 

 

3.6.  Discrétisation  des équations 

On utilise le schéma UPWIND pour discrétiser les termes convectifs : 

•  K 7j7k � 
 7j7l dans l’équation de vorticité 

• K 7m7k � 
 7m7l  dans l’équation de l’énergie 

La méthode ADI est utilisée pour discrétiser le terme instationnaire : 

•  
7j7d  dans l’équation de vorticité 

• 
ÙÚÙÛ   dans l’équation de l’énergie 

Ainsi que le terme diffusif : 

• r7sj7ks � 7sj7lst  dans l’équation de vorticité 

• r7sm7ks � 7sm7lst  dans l’équation de l’énergie 

 

Et le terme de BOUYANCY  
7m7k 

 

3.6.1  Discrétisation de l’équation de vorticité 

,a,W � K ,a,S � 
 ,a,U � ,X,S � ]��^� 2,(a,S( � ,(a,U(3                                     �3.87� 
Etape 1 - Prédicteur 

• Terme instationnaire :  

,a,W � Ω*,+��u( �Ω*,+��W/2                                                                                             �3.88� 
• Les termes convectifs : 

K ,a,S � 1�S Ü�12 �K � |K|�Ω*Zu,+��u( � |K|Ω*,+��u( � 12 �K � |K|�Ω*�u,+��u( Ý               �3.89� 
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K ,a,S � 1�S ÜÑKÂ. Ω*Zu,+��u( � ÑK	. Ω*,+��u( � ÑKÊ. Ω*�u,+��u( Ý                                         �3.90� 
Avec :  ÑKÂ � � u( �K � |K|�        ÑK	 � |K|               ÑKÊ � u( �K � |K|�     

 ,a,U � 1�U Þ�12 �
 � |
|�Ω*,+Zu� � |
|Ω*,+� � 12 �
 � |
|�Ω*,+�u� ß                 �3.91� 

 ,a,U � 1�U ¡Ñ
½. Ω*,+Zu� � Ñ
	. Ω*,+� � Ñ
Í. Ω*,+�u� ¢                                            �3.92� 

Avec : Ñ
½ � � u( �
 � |
|�            Ñ
	 � |
|         Ñ
Í � u( �
 � |
|�   
 

• Terme diffusif 

]��^� 2,(a,S( � ,(a,U(3
� ]��^�¬àΩ*�u,+��u( � 2Ω*,+��u( � Ω*Zu,+��u(�S( á � ÜΩ*,+�u� � 2Ω*,+� � Ω*,+Zu��U( Ýâ    �3.93� 

 

• Terme de BOUANCY         

,X,S � z*�u,+��u( � z*Zu,+��u(2�S                                                                   �3.94�      
 

L’équation devient donc 

Ω*,+��u( � Ω*,+��W2 � 1�S ÜÑKÂ. Ω*Zu,+��u( � ÑK	. Ω*,+��u( � ÑKÊ. Ω*�u,+��u( Ý
� 1�U ¡Ñ
½. Ω*,+Zu� � Ñ
	. Ω*,+� � Ñ
Í. Ω*,+�u� ¢
� 1�S(]��^� ÜΩ*�u,+��u( � 2Ω*,+��u( � Ω*Zu,+��u( Ý
� 1�U(]��^� ¡Ω*,+�u� � 2Ω*,+� � Ω*,+Zu� ¢ 
� 12�S Üz*�u,+��u( �z*Zu,+��u( Ý � 0                                      �3.95� 
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Avec : 

∆τ : pas dans le temps 

∆x : pas dans l’espace selon l’axe JS����� 
∆y : pas dans l’espace selon l’axe JU����� 
Posons : À � �d.H{Ð(�k          ;        ã � �d.H{*(�k    ;    � � �d.H{ä(�k  

å � �d(.�ksn�opq   ;      æ � �d.Hç*(�l  ;     � � �d.Hç*(�l  ;    Î � �d.Hç�(�l  

E � �d(.�lsn�opq   ;     Àè � �d��k Üz*�u,+���s � z*Zu,+���s Ý 
 

On obtient : 

Ω*Zu,+��u( �À � å� � Ω*,+��u(�1 � ã � 2å� � Ω*�u,+��u( �� � å�� Ω*,+Zu� �E � æ� � Ω*,+� �1 � 2E � �� �Ω*,+�u� �E � Î� � Àè                                                                                  �3.96� 
 

Etape 2 - Correcteur 

• Terme instationnaire 

,a,� � Ω*,+��u � Ω*,+��u(�W/2                                                                         �3.97� 
• Les termes convectifs : 

K ,a,S � 1�S ÜÑKÂ. Ω*Zu,+��u( � ÑK	. Ω*,+��u( � ÑKÊ. Ω*�u,+��u( Ý                    �3.98� 
                  
 ,a,U � 1�U ¡Ñ
½. Ω*,+Zu��u � Ñ
	. Ω*,+��u � Ñ
Í. Ω*,+�u��u ¢                           �3.99� 
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• Terme diffusif 

]��^� 2,(a,S( � ,(a,U(3
� ]��^� ¬àΩ*�u,+��u( � 2Ω*,+��u( � Ω*Zu,+��u(�S( á
� ÜΩ*,+�u��u � 2Ω*,+��u � Ω*,+Zu��u�U( Ýâ                                                                         �3.100�    
 

• Terme de BOUANCY     :    

,X,S � z*�u,+��u( � z*Zu,+��u(2�S                                                                             �3.101� 
 

L’équation devient donc : 

Ω*,+��u( � Ω*,+��W2 � 1�S ÜÑKÂ. Ω*Zu,+��u( � ÑK	. Ω*,+��u( � ÑKÊ. Ω*�u,+��u( Ý
� 1�U ¡Ñ
½. Ω*,+Zu��u � Ñ
	. Ω*,+��u � Ñ
Í. Ω*,+�u��u ¢
� 1�S(]��^� ÜΩ*�u,+��u( � 2Ω*,+��u( � Ω*Zu,+��u( Ý
� 1�U(]��^� ¡Ω*,+�u��u � 2Ω*,+��u � Ω*,+Zu��u ¢ 

� 12�S Üz*�u,+��u( � z*Zu,+��u( Ý � 0                                                          �3.102� 
Posons : À � �d.H{Ð(�k          ;        ã � �d.H{*(�k    ;    � � �d.H{ä(�k  

å � �d(.�ksn�opq   ;      æ � �d.Hç*(�l  ;     � � �d.Hç*(�l  ;    Î � �d.Hç�(�l  

E � �d(.�lsn�opq   ;     Àè � �d��k Üz*�u,+���s � z*Zu,+���s Ý 
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On obtient : 

 Ω*,+Zu��u �æ � E� � Ω*,+��u�1 � � � 2E� � Ω*,+�u��u �Î � E�
� Ω*Zu,+��u( �å � À� � Ω*,+��u(�1 � ã � 2å� 
�Ω*�u,+��u( �å � �� � À                                                                                       �3.103� 

 

3.6.2 Discrétisation de l’équation de l’énergie  ,X,W � K ,X,S � 
 ,X,U � 1√^��� 2,(X,S( � ,(X,U(3                                            �3.104� 
 

Etape 1- Prédicteur 

• Terme instationnaire : 

  ∂θ∂τ � y*,+��u( � y*,+��W/2                                                                   �3.105�      
 

• Les termes convectifs : 

              
K ,y,S � 1�S ÜÑKÂ. y*Zu,+��u( � ÑK	. y*,+��u( � ÑKÊ. y*�u,+��u( Ý                     �3.106�      

Avec :  ÑKÂ � � u( �K � |K|�        ÑK	 � |K|               ÑKÊ � u( �K � |K|�     

 ,y,U � 1�U ¡Ñ
½. y*,+Zu� � Ñ
	. y*,+� � Ñ
Í. y*,+�u� ¢                                           �3.107�      

Avec : Ñ
½ � � u( �
 � |
|�            Ñ
	 � |
|         Ñ
Í � u( �
 � |
|�   
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• Terme diffusif 1√^��� 2,(X,S( � ,(X,U(3
� 1√^���¬àz*�u,+

��u( � 2z*,+��u( � z*Zu,+��u(�S( á
� Üz*,+�u� � 2z*,+� � z*,+Zu��U( Ýâ                                                                     �3.108�  

 

       

 

Donc l’équation devient : 

y*,+��u( � y*,+��W/2 � 1�S ÜÑKÂ. y*Zu,+��u( � ÑK	. y*,+��u( � ÑKÊ. y*�u,+��u( Ý

� 1�U ¡Ñ
½. y*,+Zu� � Ñ
	. y*,+� � Ñ
Í. y*,+�u� ¢ � 1√^���
@ëë
Aë
ëBày*�u,+��u( � 2y*,+��u( � y*Zu,+��u(�S( á
� Üy*,+�u� � 2y*,+� � y*,+Zu��U( Ýìëë

íë
ëî

� 0                                                                                                                                               �3.109� 
Posons : À � �d.H{Ð(�k          ;        ã � �d.H{*(�k    ;    � � �d.H{ä(�k  

å � �d(.�ks√pq�o   ;      æ � �d.Hç*(�l  ;     � � �d.Hç*(�l  ;    Î � �d.Hç�(�l  

E � �d(.�ls√pq�o   
On obtient : 

y*Zu,+��u( �À � å� � y*,+��u(�1 � ã � 2å� � y*�u,+��u( �� � å�� y*,+Zu� �E � æ� � y*,+� �1 � � � 2E�� y*,+�u� �E � Î�                                                                                          �3.110� 
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Etape2 - Correcteur : 

• Terme instationnaire : 

  ∂θ∂τ � y*,+��u �y*,+��u(�W/2                                                                           �3.111� 
                      

• Les termes convectifs : 

              
K ,y,S � 1�S ÜÑKÂ. y*Zu,+��u( � ÑK	. y*,+��u( � ÑKÊ. y*�u,+��u( Ý                     �3.112�      

Avec :  ÑKÂ � � u( �K � |K|�        ÑK	 � |K|               ÑKÊ � u( �K � |K|�     

 ,y,U � 1�U ¡Ñ
½. y*,+Zu��u � Ñ
	. y*,+��u � Ñ
Í. y*,+�u��u ¢                                �3.113�      

Avec : Ñ
½ � � u( �
 � |
|�            Ñ
	 � |
|         Ñ
Í � u( �
 � |
|�   
 

• Terme diffusif 1√^��� 2,(X,S( � ,(X,U(3
� 1√^��� ¬ày*�u,+

��u( � 2y*,+��u( � y*Zu,+��u(�S( á
� Üy*,+�u��u � 2y*,+��u � y*,+Zu��u�U( Ýâ                                                                                             �3.114� 
 

Posons : À � �d.H{Ð(�k          ;        ã � �d.H{*(�k    ;    � � �d.H{ä(�k  

å � �d(.�ks√pq�o   ;      æ � �d.Hç*(�l  ;     � � �d.Hç*(�l  ;    Î � �d.Hç�(�l  

E � �d(.�ls√pq�o   
On obtient : y*,+Zu��u �æ � E� � y*,+��u�1 � � � 2E� � y*,+�u��u �Î � E�

� y*Zu,+��u( �å � À� � y*,+��u(�1 � ã � 2å� � y*�u,+��u( �å � ��              �3.115� 
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Les équations linéaires (3.96) et (3.103), (3.110) et (3.115) sont obtenues après 

discrétisation des équations non linéaires (3.28) et (3.29) en utilisant le schéma UPWIND 

et la méthode ADI. Les coefficients de ces équations sont considérés comme connus à 

chaque instant. Chaque équation constitue un système d’équations constituant une matrice 

tridiagonale. Le système ainsi obtenu est résolu par l’algorithme de Thomas T.D.M.A (Tri 

Diagonal Matrix Algorithm) (Annexe A). 

En faisant varier j de 2 jusqu’à (m-1), nous  avons pour chaque j, un système de (n-1) 

équations à (n-2) inconnues, nous comptons donc un système tridiagonale. Pendant le 

premier demi pas de temps, nous obtenons les solutions pour la température et la vorticité 

ligne par ligne, alors que durant le second demi pas de temps les solutions sont retrouvées 

colonne par colonne.   

 

3.6.3 Discrétisation de l’équation de fonction de courant 

L’équation de fonction de courant est donnée par  (3.27) : 

a � ,(b,S( � ,(b,U( � 0 

En utilisant les différences finies centrées pour discrétiser cette équation, on obtient : 

 Ω*,+�Zu �ï*�u,+�Zu � 2ï*,+�Zu �ï*Zu,+�Zu�S( �ï*,+�u�Zu � 2ï*,+�Zu �ï*,+Zu�Zu�U( � 0     �3.116�      
Posons : 

�� � 1�S(                                 ðð � 1�U( 

On obtient : 

ï*,+�Zu � 12 ñ �� � 2 ñ ðð Ω*,+�Zu � ��2 ñ �� � 2 ñ ðð �ï*�u,+�Zu �ï*Zu,+�Zu �
� ðð2. �� � 2. ðð !ï*,+�u�Zu �ï*,+Zu�Zu #                                                             �3.117� 

 

La résolution du système d’équations ainsi obtenu est  effectuée en utilisant la méthode de 

SOR (méthode de sur relaxation successive) (voir Annexe A). 

 

3.6.4 Discrétisation des composantes de vitesse  

Les composantes de vitesse définie en (3.25) deviennent : 
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K*,+� � �2ï*,+�u� �ï*,+Zu�2�U 3                                                                     �3.118� 

*,+� � 2ï*�u,+� �ï*Zu,+�2�S 3                                                                      �3.119� 

3.7 Discrétisation des conditions initiales et aux limites  

• Le champ des vitesses  

- Condition de non glissement 

òKu,+� � K*�,+� � K*,u� � K*,+�� � 0     Ï	, �, Í
u,+� � 
*�,+� � 
*,u� � 
*,+�� � 0     Ï	, �, Í F                                                             �3.120� 
 

- Condition initiale 

 

ò K*,+4 � 0                Ï	, �          
*,+4 � 0                 Ï	 , �                                                                                 �F 3.121� 
 

 

• Le champ de températures  

- aux parois verticales 

ò zu,+� � 1                                                      Ï � z*�,+� � �1                                                  Ï � F                                   �3.122� 
- conditions initiale z*,+4 � 0   IJK� �	 � 2, 	� � 1;  � � 1, ���                                      �3.123�   

• Les parois adiabatiques  

@A
Bz*,u� � 4z*,(� � z*,�̀3                   
z*,+�� � 4z*,+�Zu� � z*,+�Z(�3

F                                                                �3.124� 
• Concernant la fonction de courant  

òï*,+� � ï*�,+� � ï*,u� � ï*,+�� � 0                Ï	, �, Í  ï*,+4 � 0                                                            Ï	, �                                     �3.125�F 
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3.8 Organigramme de calcul 
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4. RESULTATS ET DISCUSSIONS 

Le but de ce paragraphe est d’appliquer les formules préalablement établies dans une 

cavité carrée de longueur H, différentièllement chauffée aux deux parois verticales en vis-

à-vis (la paroi gauche est chauffée et la paroi droite est refroidie).  Cette cavité contenant 

de l’air; en conséquence nous abordons ici les 2 points suivants : 

- Etude du régime variable 

- Etude de l’état stationnaire, et analyse de l’influence des principaux paramètres 

intervenant agissant sur le phénomène.   

Le critère de convergence adopté à chaque pas de temps est  
∑ ∑ °ö�,�÷��Zö�,�÷ °�� ∑ ∑ °ö�,�÷ °�� L 10Z�   , ou F 

représente la température ou la vorticité. 

L’étude du problème de la convection naturelle dans une cavité carrée est liée à deux  

principaux paramètres : le nombre de Rayleigh Ra et le nombre de Prandtl Pr. 

 

4.1 Choix du maillage 

Dans notre étude nous avons choisi un maillage rectangulaire uniforme de n�m nœuds 

dans tout l’espace  physique. Le nœud (1,1) se trouve à l’origine des cordonnées, alors que 

le nœud (n, m) est de coordonnées (1,1). 

Nous avons choisi la hauteur de l’enceinte comme grandeur de référence, pour 

l’adimensionnalisation des équations de transfert. 

L’enceinte est donc un carré de coté unité. Les pas d’espaces suivant les axes x et y sont 

donnée par :                �S � u�Zu                          et                        �U � u�Zu 
La position x est  repérée par l’équation :  S � �	 � 1��S 

  et la position y par l’équation :  U � �� � 1��U 

Des essais numériques ont été nécessaires pour optimiser le temps et la précision des 

calculs. Ainsi, un maillage uniforme de 51� 51  a été trouvé suffisant pour simuler les 

distributions d’écoulement et de la température dans une cavité carrée uniforme pour un 

pas du temps égal à 0.1. On utilise dans les calculs le nombre de Prandtl de l’air : Pr=0.71  

Lors de nos simulations tests, on a constaté que  les valeurs de Ra varie entre  10` Ê� 10ø .  

Les principaux résultats sont présentés, sous forme de figures, pour chaque valeur du 

nombre de Rayleigh Ra. 
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4.2 Etude de la convergence  

Les figures 3.5 et 3.6 représente respectivement les variations de température et de 

vorticité en fonction du temps à Ra=1.E03, à des  positions  différentes dans la cavité. On 

remarque que les parties des fluides que se situent près de la paroi chaude de la  cavité 

subissent des variations très importantes (x=0.04, y=0.04)  de leur température, puis ces 

variation deviennent plus faibles au fur et à mesure qu’on se rapproche au  milieu de la 

cavité (x=0.4, y=0.4). Un comportement dynamique variable en fonction du temps est 

observé avant d’atteindre une limite asymptotique stationnaire.    
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Figure 3.5: Evolution de la température à différentes positions; pour Ra=103 
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Figure 3.6: Evolution de la vorticité à différentes positions; pour Ra=103 



Chapitre 3                                                                             Simulation numérique de la convection naturelle 
 

 

- 85 - 

 

4.3 Régime stationnaire 
La figure 3.7 représentent les isothermes en régime stationnaire. À partir des figures des 

isothermes  on constate que pour une faible valeur du nombre de Rayleigh (Ra=103), le 

fluide (Air) présente une stratification thermique verticale due à un transfert de chaleur 

uniquement par conduction qui ne génère aucun écoulement convectif (Figure 3.7.a). 

Lorsque Ra =104, un écoulement convectif apparait dans le sens ascendant proche  de la 

paroi chaude et descendant proche de la paroi froide (Figure 3.7.b). 

Quand le nombre Rayleigh augmente ( 10� ¨ ^� L 10ø ), le fluide chaud situé proche de 

la paroi chaude étant le plus léger, monte au niveau de la paroi horizontale haute, il rejoint 

ensuite la paroi froide en longeant  le plafond, puis redescend au niveau de la paroi froide, 

avant de rejoindre la paroi chaude par le plancher (Figures 3.7.c, d, e et f). 

Les figures 3.8 et  3.9 montrent respectivement l’influence du nombre de Rayleigh sur 

l’écoulement. En effet, la fonction de courant maximale et la vitesse maximale augmentent 

asymptotiquement en fonction du nombre de Rayleigh. 

La figure 3.10 représente les profils de température en fonction de x à y = 0.5 pour 

différentes  valeurs du Ra. La distribution de la température est linéaire pour Ra faible 

(103), et un fort gradient de température au voisinage des faces isothermes est observé 

lorsque Ra augmente (£105) (figures 3.10.c, d, e, f). 

La figure (3.11) représente les vitesses horizontales en fonction de  y à x=0.5 ; les profils 

de vitesses indique une  forte accélération près des parois adiabatiques, les vitesses 

négatives sur toute la moitié de la cavité (y¨ 0.5�   sont caractéristiques de la zone de 

recirculation. 
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Figure 3.7: Les isothermes en régime stationnaire à différents Ra: 

 (a) Ra=1.E03 Tmax=1 ; (b) Ra=1.E04 Tmax=1 ; (c) Ra=1.E05  Tmax=1  ;  

(d) Ra=1.E06  Tmax=1  ; (e) Ra=1.E07 Tmax=1  ; (f) Ra=1.E08  Tmax=1 
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Figure 3.8: Evolution de la fonction de courant maximale en fonction de Ra 
 
 

 

   
Figure 3.9: Evolution de la vitesse verticale maximale en fonction de Ra 
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Figure 3.10 : Evolution de la  température en fonction de x à y=0.5 : (a) 1.E03 ; (b) 

1.E04 ;(c) 1.E05 ;  (d) 1.E06 ;   (e) 1.E07 ;  (f) 1.E08. 
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Figure 3.11 : Evolution de la  vitesse en fonction de y à x=0.5 : (a) 1.E03 ; (b) 1.E04 ;(c) 

1.E05 ;  (d) 1.E06 ;   (e) 1.E07 ;  (f) 1.E08. 
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4.4. Régime variable 

A partir des figures 3.12 et 3.13 qui représentent  les isothermes en régime variable pour 

Ra=105 et Ra=107 respectivement, on observe que pour t=5 le fluide  est  réchauffé  au 

voisinage de la paroi gauche et refroidie au voisinage de la paroi droite, ce qui est logique 

puisque ce sont des parois actives (réchauffée, et refroidie respectivement), et quand le 

temps augmente et pour ù £ 10  on remarque que le fluide au voisinage de la paroi chaude 

(température  plus élevée) devient léger, donc il  monte vers la paroi adiabatique haute; 

alors que le fluide au voisinage de la paroi froide qui  est plus lourd (la température est plus 

basse) descend vers la paroi adiabatique basse. Cette stratification est continue au fur et à 

mesure que le temps augmente jusqu’à ce que le fluide atteint l’équilibre thermique 

(t=500).    
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Figure 3.12: Les isothermes en régime variable pour Ra=1.E05 
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Figure 3.13: Les isothermes  en régime variable pour Ra=1.E07 
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5. Conclusion 
Dans ce chapitre, nous avons développé un algorithme de résolution des équations 
différentielles gouvernant l’écoulement d’un fluide incompressible dans une cavité fermée 
différentièllement chauffée. L’effet du nombre de Rayleigh a été étudié, il s’avère que la 
convection devient de plus en plus importante lorsque le nombre de Rayleigh augmente, et 

un processus de circulation est mis en jeu pour  10� ¨ ^� L 10ø ; en effet, le fluide chaud 
situé proche de la paroi chaude  monte au niveau de la paroi horizontale haute, il rejoint 
ensuite  la paroi froide en longeant  le plafond, puis redescend au niveau de la paroi froide, 
avant de rejoindre la paroi chaude par le plancher. Par ailleurs, Il a été  remarqué que la 
distribution de la température est linéaire pour Ra faible, et un fort gradient de température 
au voisinage des faces isothermes est observé lorsque Ra augmente. 
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1. INTRODUCTION 

Le but de ce chapitre est d’évaluer l’impact du rayonnement des parois sur la dynamique et 

la thermique d’un écoulement laminaire dans une cavité différentièllement chauffée 

remplie d’air. Le milieu est considéré comme transparent, et les parois adiabatiques sont 

considérées grises. 

 

2. DESCRIPTION DU MODELE PHYSIQUE ET HYPOTHESES 

 On considère une cavité carrée (2D)  à parois imperméables, dont les deux faces Est et 

Ouest sont soumises à un écart de température et les deux autres à un flux radiatif  (figure 

4.1). 

La cavité est remplie d’un fluide transparent (l’air de Pr = 0.71),  homogène et isotrope 

dont l'indice de réfraction est égal à l'unité. Les parois internes sont considérées grises, 

diffuses et opaques et ont la même valeur d’émissivité ℰ. Le mouvement de l’air est 

gouverné par les équations de Navier-Stokes sous l’hypothèse de Boussinesq. Pour la 

résolution, on utilise le formalisme vorticité-fonction de courant.  

 

  

 

Figure 4.1 : Schéma du modèle physique 

 

On considère les hypothèses suivantes : 

• Le fluide est newtonien et incompressible 

• Les propriétés thermophysiques sont constantes et indépendantes de la température 

• Les conditions de l’application de l’approximation de Boussinesq sont remplies 
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• La dissipation visqueuse est négligeable 

• Les surfaces sont supposées opaques, grises et Lambertiennes (émission et réflexion avec 

une luminance isotrope) 

• Les densités de flux et les températures des surfaces élémentaires sont uniformes. 

• Le fluide contenu dans la cavité (l’air) est supposé transparent. 

 

3. FORMULATION EN VARIABLES DIMENSIONNEES 

3.1. Système d’équations 

De manière classique, sans rayonnement de surfaces, la condition adiabatique implique que 

le gradient de température normal à ces parois est nul. En présence du rayonnement, elle 

est traduite par l’équilibre entre les flux convectif et radiatif. Dans ce cas le rayonnement 

de surfaces ne modifie pas les équations gouvernant le mouvement du fluide mais altère 

seulement les conditions aux limites thermiques. Le couplage de la convection naturelle 

avec le rayonnement de surfaces se fait uniquement à travers les conditions aux limites 

thermiques [32]. Dans ce cadre des hypothèses, les équations modélisant la convection 

avec le rayonnement sont les suivantes : 

  ���� � ���� 	 0                                                                                                                             �4.1�   
���� � � ���� � � ���� 	 �1� ���� � � ������� � �������                                                              �4.2� ���� � � ���� � � ���� 	 � 1�� ����  � � ������� � ������� � ���� � ���                                   �4.3� ���� � � ���� � � ���� 	 � ������� � �������                                                                                   �4.4� 

 

3.2 Conditions aux limites 

• U=V=0         sur toutes les frontières : 

� 
!��� 	 0, �� 	 ��� 	 0, �� 	 0��� 	 #, �� 	 ��� 	 #, �� 	 0���, � 	 0� 	 ���, � 	 0� 	 0���, � 	 $� 	 ���, � 	 $� 	 0

%                                                                                          �4.5� 
• Les températures chaude et froide sur les parois verticales : 

'� 	 �(    )*+, � 	 0, 0 - � - $� 	 �.    )*+, � 	 #, 0 - � - $%                                                                                          �4.6� �( et  �.  sont respectivement les températures des parois chaude et froide. 
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• En présence d’un rayonnement et pour un milieu semi-transparent, la condition adiabatique 

est traduite par l’équilibre entre les flux convectif et radiatif. Le couplage de la convection 

naturelle avec le rayonnement de surfaces se fait uniquement à travers les conditions aux 

limites thermiques. On a donc, pour  les deux parois horizontales de la cavité: 

                          �0 %����123� � %45|23� 	 0                                                                       �4.7� 
                                0 %����1238 � %45|238 	 0                                                                       �4.8� 

 45 : Est le flux radiatif, égal au flux radiatif calculé à partir de l’équation (2.108)  

λ est la conductivité thermique de l’air. 

  4. FORMULATION EN VARIABLES ADIMENSIONNEES 

On utilise les mêmes grandeurs de références utilisées dans le chapitre 2 pour 

adimensionner les équations de conservation. 

• Les grandeurs de référence sont : �� 	 :��$;��   ;  �� 	 8<= ;      �� 	 ����� 
• Les variables réduites sont données par : 

    > 	 ?8      ;        @ 	 28    ;    + 	 A<=    ;     B 	 <<=      ;  C 	 DD=         E 	 FGF=FHGFI    ;     �′ 	 JJ=                ;       L5 	 MNOF=P 
En appliquant le formalisme vorticité-fonction de courant (chapitre2) le système 

d’équations devient : 

 

Équation de courant �Q�C 	 R � STUSVT � STUSWT                                                        �4.9�   
Équation de quantité de mouvement 

�R�� � + �R�> � B �R�@ 	 ��E�> � Y�,Z� ���R�>� � ��R�@��                                                   �4.10�   
Équation d'énergie    �E�C � + �E�> � B �E�@ 	 1√Z��, ���E�>� � ��E�@��                                                     �4.11�    
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Adimensionnement des conditions aux limites E 	 FGF=\]    ;  L5 	 MNOF=P   ;   @ 	 28    ;   ;T=TC -Tf   ;  �� 	 ]^_]`�  

Pour y=0 on a : 

�0 %����123� � %45|23� 	 0 a 0 %����% 	 45                                                                        �4.12� 
Donc   

0 ΔT % �E$�@% 	 L5d��e a �f�@ 	 $0ΔT d��eL5                                                                           �4.13� 
ghgi 	 j5L5                  Ou                  j5 	 8OF=Pk\]  
 

Et la condition radiative: 

 %�f�@1i3� 	 j5 %L5|i3�                                                                     �4.14� 
         %�f�@1i3l 	 �j5 %L5|i3l                                                                    �4.15�  

 

j5 : est le nombre de rayonnement (j5 	 OF=P8kmF ) 

L5 : est le flux radiatif adimensionnel 

 

5. DISCRETISATION DES EQUATIONS 

On utilise comme dans le chapitre 2  le schéma UPWIND pour discrétiser le terme 

convectif (+ gngo � B gngi� , et la méthode ADI pour discrétiser le terme instationnaire, le 

terme diffusif et le terme de BOUYANCY, les équations obtenues sont comme suit : 

 

5.1 Equation de vorticité 

Etape1-prédicteur 

ΩpGl,qr_l� �s � t� �Ωp,qr_l��1 � u � 2t� �Ωp_l,qr_l� �v � t�	 Ωp,qGlr �$ � w� �Ωp,qr �1 � 2$ � x� �Ωp,q_lr �$ � y�� sz                                                                                                                                            �4.16� 
  Avec : 

∆τ : pas dans le temps 

∆x : pas dans l’espace selon l’axe *>{{{{| 
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∆y : pas dans l’espace selon l’axe *@{{{{| 
Avec: s 	 m}.(~��mo          ;        u 	 m}.(~p�mo    ;    � 	 m}.(~��mo  

t 	 m}�.mo��J5��   ;      w 	 m}.(�p�mi  ;     x 	 m}.(�p�mi  ;    y 	 m}.(�r�mi  

$ 	 m}�.mi��J5��   ;     sz 	 m}emo �fp_l,qr_�� � fpGl,qr_�� � 
Etape2-correcteur 

Ωp,qGlr_l �w � $� �Ωp,qr_l�1 � x � 2$� �Ωp,q_lr_l �y � $�
	 ΩpGl,qr_l� �t � s� �Ωp,qr_l��1 � u � 2t� �Ωp_l,qr_l� �t � v�� sz                                                                                                                                                   �4.17� 
Avec: s 	 m}.(~��mo          ;        u 	 m}.(~p�mo    ;    � 	 m}.(~��mo  

t 	 m}�.mo��J5��   ;      w 	 m}.(�p�mi  ;     x 	 m}.(�p�mi  ;    y 	 m}.(�r�mi  

$ 	 m}�.mi��J5��   ;     sz 	 m}emo �fp_l,qr_�� � fpGl,qr_�� � 
 

 

5.2. Equation de l’énergie  

Etape1- prédicteur 

�pGl,qr_l� �s � t� � �p,qr_l��1 � u � 2t� � �p_l,qr_l� �v � t�	 �p,qGlr �$ � w� � �p,qr �1 � x � 2$�� �p,q_lr �$ � y�                                                                          �4.18� 
 

Avec : s 	 m}.(~��mo          ;        u 	 m}.(~p�mo    ;    � 	 m}.(~��mo  

t 	 m}�.mo�√��J5   ;      w 	 m}.(�p�mi  ;     x 	 m}.(�p�mi  ;    y 	 m}.(�r�mi  

$ 	 m}�.mi�√��J5   
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Etape2-correcteur  �p,qGlr_l �w � $� � �p,qr_l�1 � x � 2$� � �p,q_lr_l �y � $�
	 �pGl,qr_l� �t � s� � �p,qr_l��1 � u � 2t�
� �p_l,qr_l� �t � v�                                                                                       �4.19�      

 Avec : s 	 m}.(~��mo          ;        u 	 m}.(~p�mo    ;    � 	 m}.(~��mo  

t 	 m}�.mo�√��J5   ;      w 	 m}.(�p�mi  ;     x 	 m}.(�p�mi  ;    y 	 m}.(�r�mi  

$ 	 m}�.mi�√��J5   
 Les coefficients de ces équations sont considérés comme connus à chaque instant. Chaque 

équation constitue un système d’équations constituant une matrice tridiagonale. Le système 

ainsi obtenu est résolu par l’algorithme de Thomas T.D.M.A (Tri Diagonal Matrix 

Algorithm). 

 

 

5.3. Equation de  fonction de courant 

On utilisant les différences finies centrées pour discrétiser l’équation (4.8) : 

 Ωp,qrGl ��p_l,qrGl � 2�p,qrGl ��pGl,qrGl;>� ��p,q_lrGl � 2�p,qrGl ��p,qGlrGl;@� 	 0    �4.20� 
On pose : 

�� 	 1;>�                                 �� 	 1;@� 
On obtient : 

�p,qrGl 	 12 � �� � 2 � ��Ωp,qrGl � ��2 � �� � 2 � �� ��p_l,qrGl ��pGl,qrGl �
� ��2 � �� � 2 � �� ��p,q_lrGl ��p,qGlrGl �                                                        �4.21�  

La résolution du système d’équation ainsi obtenu est  effectuée en utilisant la méthode de 

SOR (méthode de sur relaxation successive). 
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6. DISCRETISATION DES CONDITIONS INITIALES ET AUX L IMITES  

• Le champ des vitesses  

�� 
�! +l,qr 	 +p�,qr 	 +p,lr 	 +p,q�r 	 0     ��Bl,qr 	 Bp�,qr 	 Bp,lr 	 Bp,q�r 	 0     ��+p,q�                                                     ��, �          Bp,q�                                                    ��, �          

%                                     �4.22� 
• Le champ de température  

�fl,qr 	 f(                                                      ��, � fp�,qr 	 f.                                                  ��, � fp,q� 	 0   )*+, �� 	 2, �� � 1;  � 	 1, ���   %                                   �4.23� 
• Les parois adiabatiques  

�� 
�!fp,�r � fp,lr2;@  	  j5 L5                fp,q�_lr � fp,q�Glr2;@ 	 �j5 L5 %                                                                �4.24� 

• Concernant la fonction de courant  

��p,qr 	 �p�,qr 	 �p,lr 	 �p,q�r 	 0          ��  �p,q� 	 0                                                      ��, �                                    �4.25�% 
 

 

7. ALGORITHME DE CALCUL 

L'algorithme de la méthode numérique est montré ci-dessous 
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                                                               Oui 

                                                            

                                                    NON 

 

                                                                           NON 

                                                                                                                                   

 

 

Début 

Initiation de 
T, Ω, �, u, v, Nr 

 

n=1 

Calcul de la distribution de   � 

Calcul des nouveaux champs de vitesse (u, v) 

Calcul de la distribution de température 

Calcul de la distribution de   Ω 

Evaluation des nouvelles valeurs de T  

n=1 

n=n+1 

∑ ∑ �xp,qr_l � xqp ∑ ∑ �xp,qr �qp- 10G� 

n=n+1 

Affichage des résultats 

Fin 

  Calcul des facteurs de forme   

Calcul de la l’emittance initiale M0=σTi
4 

 

Calcul du flux radiatif 

Injection du flux radiatif dans les conditions adiabatique 
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8. RESULTATS ET DISCUSSION 

Le code a été t exercé sur des problèmes de référence pour vérifier sa validité. Notre code a 

été validé avec les résultats numériques publiés antérieurement, et l’accord entre le présent 

et les résultats précédents étaient très bons dans la référence [32]. Pour cela dans la 

présente étude, nous avons concerné la même température de référence T0 utilisée dans 

[32] et la même longueur de référence H utilisée dans les travaux de Hong et al [32]. Ou 

T0=293.5K, et ;� 	 10z : on a  

La température réduite (ou adimensionnelle) :       f 	 FGF=mF    

Température de référence :   �� 	 FH_FI� 	 293.5z  

Différence de température :;� 	 �( � �. 	 10z 

On a donc : �( � �. 	 587z  et     �( � �. 	 10z  

Ce qui donne : �( 	 298.5z   et    �. 	 288.5z 

Et par la suite : 

f( 	 �( � ��;� 	 298.5 � 293.510 	 0.5 

f. 	 �. � ��;� 	 288.5 � 293.510 	 �0.5 

Concernant la longueur de référence H utilisée dans les travaux de Wang et al [32]  

Z� 	 �. �. ;�. $��. �  

  g : Accélération de la pesanteur [9.81 m.s-2] 

 β : Coefficient de dilatation thermique [pour l’air1/T=1/T0=1/293.5 K-1] ;T: Différence de température �� � �. 	 10z 

 ν : Viscosité cinématique [pour l’air à 20°C ~1.5� 10G m2 s-1] 

a : Diffusivité thermique [pour l’air à 20°C ~2.02� 10G m2 s-1] Z� 	 1.103 � 10¡. $� 
Et le nombre de rayonnement j5  (j5 	 OF=P8kmF ) 

σ: le constante de Stefan- Boltzmann (σ=5.67� 10G¢ w.m-2.K - 4) 

Le tableau si dessous contient les valeurs de H pour différentes valeurs de Ra ; et le  

nombre de rayonnement en fonction de ℰ: 
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Ra 104 105 106 

H(m) 0.0209 0.045 0.097 
Nr 31.018 66.78 143.948 

 

Nous présentons dans la figure (4.2) le profil de température en x=0.5 dans le cas sans 

rayonnement (ℰ=0) et en présence du rayonnement pour une valeur de l’émissivité ℰ  égale 

à 0.2 ; nos résultats sont très similaires à celles trouvées par Hong et al [32], pour cela on 

peut dire que le code pourrait être correctement appliqué au problème considéré. 
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  ε=0,2

θθ θθ

y

 

(a)                                                                  (b) 

Figure 4.2 : profils de température en x=0.5 ; à Ra=104 :(a) obtenus par notre code 

(b) donnés par Hong et al [32] 

 

 

Les figures (4.3), (4.5), (4.5), (4.6) présentent les isothermes et lignes de courant en 

absence et en présence du rayonnement pour deux nombres de Rayleigh 104 et 105. 

Les nombres de Rayleigh considérés dans cette étude produisent des écoulements 

monocellulaires. 

En mode de convection naturelle combinée au rayonnement thermique (ℰ£ 0), 

l’inclinaison des isothermes dans les régions se trouvant prés des parois horizontales est 

due à l’importance des flux radiatifs. Les lignes de courant montrent que le rayonnement 

thermique réduit considérablement l’écoulement dans la cavité. 

En fait, le rayonnement réduit l’écart de température entre les parois horizontales et donc, 

diminue la vitesse de l’air au voisinage des ces parois figure (4.7). 
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En fin la paroi haute est refroidie (figure 4.2) et la paroi basse es réchauffée (figure 4.8) e. 

Ce comportement de la température sur les parois horizontales s’explique par le fait que la 

paroi haute perd la chaleur (flux net radiatif essentiellement positif) et que la paroi basse 

reçoit de la chaleur (flux net radiatif essentiellement négatif)     
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Figure 4.3 : Influence de l’émissivité sur les isothermes à  Ra=105 (a)ℰ=0 (b) ℰ=0.1 ; 

(c)ℰ=0.2 ; (d) ℰ=0.4 ; (e)ℰ=0.8 
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Figure 4.4 : Influence de l’émissivité sur l’écoulement à  Ra=105 (a)ℰ=0 ; (b) ℰ=0.1 ; 

(c)ℰ=0.2 ; (d) ℰ=0.4 ; (e)ℰ=0.8 
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Figure 4.5 : Influence de l’émissivité sur les isothermes à  Ra=105 (a)ℰ=0, (b) ℰ=0.2 

(c)ℰ=0.4, (d) ℰ=0.8 

 

 

 

 

 



Chapitre 4                                                                                   Couplage convection naturelle- rayonnement 

 

- 107 - 

 

0,0080

0,016

0,024

0,032

0,040

0,0480,056

0,064

0,072

10 20 30 40 50

10

20

30

40

50

Y
 

X 

(a)

0,0075
0,015

0,023

0,030

0,038

0,0450,053

0,060

0,068

10 20 30 40 50

10

20

30

40

50

Y

X 

(b)

 

0,0070

0,014

0,021

0,028

0,035

0,042

0,049

0,056
0,063

10 20 30 40 50

10

20

30

40

50

Y
 

X 

(c)

0,0065

0,013

0,020

0,026

0,033

0,039

0,045

0,052
0,058

10 20 30 40 50

10

20

30

40

50

Y

X 

(d)

 

Figure 4.6 : Influence de l’émissivité sur l’écoulement à  Ra=105 (a)ℰ=0, (b) ℰ=0.2 

(c)ℰ=0.4, (d) ℰ=0.8 
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Figure 4.7 : profils de la vitesse horizontale en Ra=105à x=0.5 
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Figure 4.8 : profils de  température en Ra=105à  la paroi basse 
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Figure 4.9 : influence de l’émissivité sur les profils de température à Ra=104 

La figure 4.9 illustre à Ra = 104 l’influence du rayonnement de surfaces sur la stratification 
thermique qui diminue en fonction de l’émissivité.  
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9. Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons étudié numériquement le couplage de la convection naturelle 

avec le rayonnement des surfaces dans une cavité carrée différentièllement chauffée, dont 

les parois horizontales sont  à un flux radiatif. La méthodologie numérique utilisée est une 

méthode de radiosité combinée à la méthode des différences finies. 

La validation du code développé est réalisée par comparaison avec les données de 

littérature. 

A la lumière de cette étude on peut dit que : 

- le couplage de la méthode de radiosité à la méthode des différences finies donne de 

bons résultats. 

- le rayonnement thermique réduit considérablement l’écoulement dans la cavité. 

- le rayonnement thermique réduit l’écart de température entre les parois adiabatique 

et donc, diminue la vitesse de l’air au voisinage de ces parois.  
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Conclusion générale 
 

Le travail réalisé dans le cadre de ce mémoire est destiné à mieux comprendre les 

processus de la convection naturelle, du rayonnement thermique, et de leur couplage dans 

une cavité différentièllement chauffée sur ses parois verticales. Des conditions radiatives 

sont appliquées aux deux parois horizontales. 

Le sujet traité nous a permis de connaitre et de mettre en œuvre plusieurs méthodes 

analytiques et numériques : 

-  méthode des différences finies où le système d’équations est discrétisé selon la 

méthode implicite des directions alternées (ADI).  

- méthode de sur-relaxation successive avec un facteur optimal de convergence 

rapide, pour la résolution de l’équation de la fonction de courant 

- Ainsi que d’autres méthodes de résolution comme TDMA, Radiosité, etc... 

 

Dans la première partie de ce travail nous avons présenté une étude dynamique et 

thermique de la convection naturelle pure pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh. 

L’analyse théorique entreprise a permis de réduire le nombre de variables à trois (la 

température θ, le fonction de courant ψ , et la vorticité Ω). Dans les équations de 

conservation figurent un certain nombre de grandeurs physiques telles que le nombre de 

Prandtl Pr et le nombre de Rayleigh Ra. 

La simulation numérique a été réalisée pour des nombres de Rayleigh allant de 103 jusqu’à 

108 pour un nombre d’aspect égal à  1. 

Nous avons constaté que la convection devient de plus en plus importante lorsque le 

nombre de Rayleigh augmente,  et un processus de circulation est mis en jeu  pour 

10ସ ൏ ܴܽ ൑ 10଼ ; en effet, le fluide chaud situé proche de la paroi chaude  monte au 

niveau de la paroi horizontale haute, il rejoint ensuite  la paroi froide en longeant  le 

plafond, puis redescend au niveau de la paroi froide, avant de rejoindre la paroi chaude par 

le plancher.  

Par ailleurs, Il a été  remarqué que la distribution de la température devient linéaire pour 

des faibles valeurs du nombre de Rayleigh, et un fort gradient de température au voisinage 

des faces isothermes est observé lorsque Rayleigh augmente. 

 

La deuxième partie du travail a été consacrée à l’étude de l’effet du rayonnement de 

surface sur le comportement thermique et dynamique du fluide dans une cavité carrée 
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bidimensionnelle. La méthode de radiosité associée aux différentes méthodes numériques 

de résolution  des équations de la convection naturelle, a permis de traiter le problème de 

couplage en mettant en œuvre un code numérique qui est validé à travers les différents 

tests réalisés. Dans ce cas, nous avons remarqué que le rayonnement thermique réduit 

considérablement l’écoulement dans la cavité, ainsi que l’écart de température entre les 

parois horizontales, ce qui diminue la vitesse de l’air au voisinage de ces parois. 

La simulation numérique présentée pourrait être poursuivie dans des cas plus complexes 

tels que : géométrie cylindrique, présence d’un champ magnétique, etc…. 
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A1. La méthode de relaxation 
 

Les équations relatives à l’ensemble des nœuds forment un système linéaire de n 

équations à n inconnues. On se donne une matrice inversible A et un système linéaire 

 

                                                 (A.1) 

On introduit la partition    où : 

 
Donc A devient : 

 
On fait l’hypothèse que D est inversible,  

Ceci implique que D-E est aussi inversible. On écrit maintenant   sous la forme 

 

On introduit un paramètre réel ω non nul. Ceci implique que  est aussi inversible on 

écrit  donc (1) sous la forme générale : 

 

 
 

Qu’est de la forme   si on choisit : 

      

L’algorithme de relaxation  

 

       (A.6) 



A2 
 

La méthode de relaxation ne peut converger que sous la condition nécessaire pour le 

coefficient de relaxation qui est donnée par     

Pour : 

 On parle de sur-relaxation 

 On parle de sous-relaxation 

 Correspond à la méthode de Gauss-Seidel 

 

On note bien que: 

La méthode de relaxation est un processus itératif exigeant le contrôle du taux de variation 

des inconnues au cours de chaque itération. Ceci est réalisé par des méthodes de 

relaxation  

 
Ainsi, la nouvelle valeur de la grandeur Φ dépend de la valeur précédente   et de sa 

correction  en utilisant le coefficient de relaxation γ dont la valeur est comprise entre 0 

et 2. 

En pratique, les valeurs de ces coefficients de relaxation sont imposées pour les 

différentes grandeurs du problème. Malheureusement, il n’existe pas de règle générale 

concernant les meilleures valeurs de γ. Les valeurs optimales pour un cas  étudié 

dépendent des particularités du problème.   

En général, les valeurs appropriées pour certain problème sont basées sur l’expérience [3-

11-12-50-56] 

D’après [56] dans le cas d’un domaine rectangulaire de taille (n-1) x  (m-1) y, le 

calcul converge très rapidement, la valeur optimale du coefficient de relaxation  est 

donnée par : 

 
Où 
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A2. Algorithme de Thomas 

 
La résolution d’un système linéaire à matrice tridiagonale est exploitée pour programmer 

des fonctions efficaces de résolution des systèmes linéaires correspondants. Les 

programmes sont basés sur l’algorithme de Thomas, présenté pour les matrices 

tridiagonales [30] [31] : 
 

Le système 

                       (A.10) 

Est résolut en introduisant la récurrence : 

                                              (A.11) 

 En utilisant ces relations dans le système initial, on peut déterminer les coefficients  , 

 

 

 
Une fois les coefficients  et  sont calculés, les inconnues  seront calculées par 

substitution inverse en (A.10), à partir de valeur de . 



Résumé 
 

Dans ce travail, on propose d’étudier l’évolution de la stratification thermique et le 

comportement dynamique d’un fluide dans une cavité fermée, par le moyen de 

simulation numérique basée sur les techniques des différences finies. Pour traiter  les 

échanges radiatifs entre les surfaces dans l’enceinte, une méthode de radiosité est 

proposée pour calculer les facteurs de forme, le vecteur radiosité et le flux radiatif. Le 

modèle mathématique utilisé associe les deux algorithmes liés aux deux phénomènes 

précédemment cités. L'objectif principal de l’étude est la mise en œuvre d’un code 

numérique simulant la convection naturelle couplée au rayonnement dans une cavité 2D 

latéralement chauffée.  

Mots clés : Convection naturelle, Rayonnement thermique, Différences finies, Radiosité,  
                    Couplage  
 
 

Abstract 
  

In the present work, a numerical simulation based on finite differences is proposed, to 

study the thermal stratification evolution and the dynamic behavior of a fluid in a closed 

cavity. To process the radiative exchanges between surfaces in the enclosure, a radiosity 

method is proposed for calculating view factors, vector radiosity, and the radiative flux. 

The mathematical model combines the two algorithms related to the two phenomena 

mentioned above. The main objective of this study is the implementation of a numerical 

code simulating a coupled natural convection and radiation in a laterally heated 2D 

cavity. 

Key words : Natural convection, Thermal radiation, Finite differences, Radiosity,  

                      Coupling  
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 وذلك تجويف مغلق ،داخل  موجود لمائعالتصنيف الحراري والسلوك الديناميكي تغيرات في هذا العمل ، نقترح دراسة 

بين سطوح  ةالإشعاعيالحرارية  التبادلاتلحساب . عن طريق تقنيات المحاكاة العددية القائمة على الفروق المحدودة

يجمع بين  الناتج رياضيالنموذج ال. الإشعاعيالحراري تدفق لحساب ال يةالإشعاع طريقة استعمال ترحنق،  جويفالت

محاكاة لوالهدف الرئيسي من هذه الدراسة هو تنفيذ الرمز العددي . سابقا نالمذكورتيظاهرتين لل تابعتين ينخوارزميت

  . جانبيا سخنذو بعدين مإلى جانب الإشعاع في تجويف  الحمل الطبيعي

.ا%ر�$�ط ا	��اري ، ا����"
! ا	��وق ا	���ودة، . ا����ع ا	��اري. ا	��� ا	��اري :����
� ا	����ت  


