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Résumé

Dans ce travail nous avons traité le problème de commande de stabilisation, de commande

en poursuite de trajectoire référence et de la synchronisation des systèmes dynamiques non

linéaires chaotiques. Ce travail de recherche est motivé par des défies aussi bien théoriques

que pratiques posés pour le chercheur. En effet, ces systèmes ne peuvent pas être stabilisés

directement par des commandes lisses invariantes dans le temps, de plus en dépit du nombre

de méthodes disponibles pour la commande locale de ces systèmes, peut-on utiliser de nou-

velles méthodes telles que le Backstepping et le Backstepping adaptatif dans la formulation du

problème de commande et le besoin de faire face aux singularités rencontrées dans quelques

systèmes chaotiques ?

Cette thèse s’addresse à certains de ces problèmes, formule et résouds les problèmes de com-

mande, de la poursuite de trajectoire et de la synchronisation des systèmes dynamiques non

linéaires chaotiques.

La théorie du Backstepping est traitée en premier, une procédure qui consiste à trouver

une fonction stabilisante qui est une commande virtuelle pour chaque sous-système, basée sur la

stabilité de Lyapunov jusqu’à parvenir à déterminer la commande globale au système. Particu-

lièrement, nous montrons que ces systèmes dynamiques non linéaires peuvent se mettre sous le

modèle de forme de boucle de retour strict une forme triangulaire, des transformations des va-

riables d’état et des translations vers des points d’équilibres sont introduites pour les représenter

sous cette forme, une condition nécessaire pour l’application de la méthode du backstepping.

Cependant, nous montrons aussi qu’il est possible d’atteindre la stabilisation asymptotique glo-

bale à l’origine en utilisant une telle méthode.

La méthode de Backstepping adaptatif est aussi abordée comme un outil pour la commande

des différents systèmes dont certains ou tous ses paramètres sont inconnus, ainsi que la concep-

tion et l’application des lois de contrôle, des lois de mise à jour avec un gain approprié sur des

systèmes non-linéaires chaotiques, qui sont des systèmes de base pour la modélisation et la va-

lidation des algorithmes et des approches, tels que les systèmes non autonomes du second ordre

comme les oscillateurs générateurs de chaos de Duffing et de Van der Pool, les systèmes auto-

nomes du troisième ordre comme le système de Lorenz de Chua et de Rössler. Pour quelques

systèmes chaotiques la stabilisation et la poursuite se font par un choix arbitraire des constantes
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de conception, mais pour d’autres la tâche ne se fait qu’à travers un choix optimisé de ces

constantes par les algorithmes génétiques , une amélioration du temps de convergence et une

poursuite totale du signal de référence ont été remarqué. Pour voir l’efficacité de la méthode

une comparaison basée sur le contrôle actif est utilisée.

La dernière partie est consacré à l’élaboration des lois et des applications sur la synchronisa-

tion chaotique basée sur la méthode de Backstepping et Backstepping adaptatif , une des appli-

cations la plus utilisée dans la transmission sécurisée des données.Dans certaines applications

l’information ne peut parvenir qu’à travers plusieurs systèmes, nous exploitons la procédure

ainsi abordée pour résoudre le problème de coordination d’un groupe de systèmes dynamiques

non linéaires chaotiques. Ainsi, les dynamiques indépendants des systèmes sont coordonnés de

façon à avoir une structure d’ensemble unique.

Un interêt important est porté à la procédure du Backstepping est que les non linéarités

peuvent être traitées avec plusieurs façons. Les non linéarités utiles qui agissent pour la stabili-

sation peuvent être retenus, et le secteur des autres non linéarités peut être traité avec un contrôle

linéaire. Retenir les non linéarités au lieu de les éliminer exige des modèles moins précis et aussi

un effort de contrôle minimal. Plus loin, les résultats de simulation des lois de contrôle peuvent

être quelquefois optimales en ce qui concerne l’indice de performance qui garantit certaines

propriétés de robustesse.



Abstract

This thesis addresses two important issues that are applicable to chaotic systems, the control

and the synchronization of the non linear dynamic chaotic systems. This work of research is mo-

tivated by as well theoretical as pratical challenges put for the researcher. Indeed, these systems

cannot be stabilized directly by smooth invariant control in the time, besides in spite of the

number of available methods for the control of these systems, one can used of new methods as

the Backstepping and the adaptive Backstepping in the formulation of the control problem and

the need to face the singular terms met in some chaotic systems. This thesis attacks some of

these problems, formulates and solves the problems of the control, the track of a trajectory and

the synchronization of the non linear dynamic chaotic systems.

This thesis is broken up into four parts. The first one contains a historic on the chaos and

the different types of problems of control of the chaotic systems, leading to a definition that

is going to allow to the scientists an understanding and an application more increased of the

chaotic systems, one finds fundamental theoretical concepts for the analysis of the behavior and

different classic methods of control of these systems.

The second part of the thesis includes the theory of the Backstepping, a procedure that is a

step by step design and consists of a recursive procedure, interlacing the choice of a Lyapunov

function with the design of a virtual control at each step, at the last step, the final control is ob-

tained. Strong properties of global and asymptotic stability can be achieved. A major advantage

of this method is that, it has the flexibility to build the control law by avoiding cancellations of

useful nonlinearities, there are not any derivatives in the singular controller, free of all nonlinear

or the second order terms.

Especially, we show that these non linear dynamic systems can get back under the model of

strict feedback form a triangular form, transformations of the variables of state and transfers

toward of equilibrium points are introduced to represent them under this shape, a necessary

condition for the application of the method of the backstepping. However, we show that it is

possible to reach the global asymptotic stabilization to the origin while using such a method.

The third part is dedicated to the method of adaptive Backstepping, a tool for the control of

different systems of which some or all their parameters are unknown, as well as the design and

the application of the update control laws with an appropriated gain on the non-linear chaotic
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systems that are benchmark systems for the modeling and the validation of the algorithms and

approaches, as the non autonomous systems of the second order as the chaotic oscillators of

the Duffing and the Van der Pool, the autonomous systems of the third order as the systems of

Lorenz , Chua and Rôssler.

The last part of the thesis contains the development of the laws and applications on the

chaotic synchronization, one of the applications the more used in the transmission secured of

the data based on the method of Backstepping. Knowing that the chaotic systems are characte-

rized by different evolutions for very near initial conditions, to Synchronize two chaotic signals

it means that they will be identical asymptotiquement in infinite time. The use of the chaos in

the systems of communication can permit to reinforce the transmission security of information

and to reduce the probability of interception. In some application information can only arrive

through several systems, we exploit the procedure thus to solve the problem of coordination of a

group of chaotic non linear dynamic systems. It is possible to drive every system as the control

of the group is registered in a desired design. Thus, the independent dynamics of the systems

are coordinated in order to have an unique general structure. In this chapter we will consider

the problem of formation of two or several systems are synchronized in order to behave like a

virtual structure formation.

To keep the non linearities instead of eliminating requires less precise models and also a

small control effort. Farther, the results of simulation of the control laws can be sometimes

optimal with regard to of performance that guarantees some properties of the hardiness.
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Introduction Générale

La théorie du chaos est bien connu comme une des trois révolutions dans les sciences phy-

siques du vingtième siècle selon le philosophe Daniel Parrochia, La relativité a éliminé l’illusion

Newtonien d’espace absolu et du temps, la théorie quantique a éliminé les rêves Newtonien d’un

processus mesurable et vérifiable et le chaos a éliminé la fantaisie Laplacienne de prévisibilité

déterministe [1].

En 1963 le météorologue Edward Lorenz expérimentait une méthode lui permettant de pré-

voir les phénomènes météorologiques, c’est par pur hasard qu’il observa qu’une modification

minime des données initiales pouvait changer de manière considérable ses résultats. Lorenz ve-

nait de découvrir le phénomène de sensibilité aux conditions initiales [2]. Les systèmes répon-

dant à cette propriété seront à partir de 1975 dénommés les systèmes chaotiques par Tien-Yien

Li et James A Yorke qui ont présenté pour la première fois le terme chaos, ou plus précisément,

le chaos déterministe [4], et qui est largement utilisé depuis, c’est donc au cours des années

soixante dix que la théorie du chaos a pris son essor. Cependant, les travaux de certains scien-

tifiques [5] cités dans [6] et plus particulièrement le physicien mathématicien belge David

Ruelle, le mathématicien hollandais Floris Takens [7], [8] menaient bien avant cette décou-

verte, et vont être très utiles à la compréhension de la dynamique chaotique. En effet, vers la

fin du dix-neuvième siècle le mathématicien, physicien et philosophe français Henri Poincaré

avait déjà mis en évidence le phénomène de sensibilité aux conditions initiales lors de l’étude

astronomique du problème des trois corps, ainsi on trouve dans le calcul des Probabilités [9]

de Henri Poincaré l’affirmation suivante :

Une cause très petite, qui nous échappe, détermine un effet considérable que nous ne pou-

vons pas ne pas voir, et alors nous disons que cet effet est du au hasard. Si nous connaissions

exactement les lois de la nature et la situation de l’univers à l’instant initial, nous pourrions

prédire exactement la situation de ce même univers à un instant ultérieur. Mais, lors même que

les lois naturelles n’auraient plus de secret pour nous, nous ne pourrions connaitre la situation

initiale qu’approximativement. Si cela nous permet de prévoir la situation ultérieure avec la

même approximation, c’est tout ce qu’il nous faut, nous disons que le phénomène a été prévu,

qu’il est régi par des lois , mais il n’en est pas toujours ainsi, il peut arriver que de petites
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différences dans les conditions initiales en engendrent de trés grandes dans les phénomènes

finaux , une petite erreur sur les premières produirait une erreur énorme sur les dernières. La

prédiction devient alors fortuite.

Cette citation définit parfaitement le chaos en tant que sensibilité aux conditions initiales

mais aussi le déterminisme qui réside dans le fait que si une condition initiale est parfaitement

déterminée alors l’évolution du système l’est aussi. Le déterminisme traduit l’unicité de la so-

lution pour l’équation différentielle d’un système donné, c’est le théorème de Cauchy.

Toujours au dix-neuvième siècle, le mathématicien russe Alexandre Lyapunov effectuait des

recherches sur la stabilité du mouvement. Il introduisait l’idée de mesurer l’écart entre deux tra-

jectoires ayant des conditions initiales voisines, lorsque cet écart évolue exponentiellement on

parle de sensibilité aux conditions initiales. Les travaux de Lyapunov, d’abord tombaient dans

l’oubli, seront plus tard très précieux pour étudier certains aspects de la théorie du chaos.

Les travaux des prédécesseurs de Lorenz ont donc été très importants pour la compréhen-

sion du chaos déterministe, mais il faut souligner que ce qui va permettre aux scientifiques une

compréhension plus accrue des systèmes chaotiques c’est l’ordinateur. En effet, les équations

différentielles régissant un système chaotique sont nécessairement non linéaires et, sans ordina-

teur, leur résolution est en général impossible.

Plusieurs définitions mathématiques du chaos sont connues [11]- [16], mais toutes expri-

maient les caractéristiques fermes des systèmes dynamiques non linéaires sensibles aux condi-

tions initiales. Dans un système linéaire la solution asymptotique est indépendante des condi-

tions initiales du système, Par contre, pour un système non linéaire, il existe une grande variété

de régimes permanents, tels que le point d’équilibre, la solution périodique, la solution quasi-

périodique et le chaos. De plus, le système dynamique est fortement dépendant des conditions

initiales de départ. le chemin de transition vers le chaos est différent, cependant il existe un cer-

tain nombre de scénarios de transition vers le chaos qui semblent universels, et permettent de

décrire l’évolution d’un système, parmi ces scénarios est que si la dynamique étudiée dépende

des paramètres de contrôle, lorsque un paramètre varie, le système peut passer d’un état station-

naire à un état périodique, puis au-delà d’un certain seuil, il peut suivre un certain scénario de

transition et devenir chaotique, c’est la bifurcation.

Le comportement chaotique a été considéré comme un phénomène exotique qui peut être

seulement d’intérêt mathématique et ne serait jamais rencontré dans la pratique. Cependant,

plus tard la possibilité de dynamique chaotique a été découverte dans de nombreux systèmes

mécaniques, de communication, du laser de la chimie et de la biochimie, de biologie, économie

et aussi en médecine.

Le chaos a été largement appliqué à beaucoup de disciplines scientifiques mathématiques, la
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programmation, la microbiologie, la biologie, l’informatique, l’économie, l’ingénierie, la fi-

nance, la philosophie, la physique, la politique, la dynamique de la population, la psychologie

et la robotique [16] et comme première application du chaos :

- Dans l’engineering, le contrôle et la stabilisation du comportement irrégulier dans les cir-

cuits, le contrôle des oscillations dans des réactions chimiques, les turbines, les systèmes

de puissance et dans la combustion, dans l’accroissement de la puissance d’un laser, le

contrôle des petites perturbations intervenant lors de son réglage qui gênent la finesse du

faisceau, et dans beaucoup plus de domaines.

- Dans les ordinateurs, on remarque la commutation des paquets dans des réseaux informa-

tiques, le cryptage et le contrôle du chaos dans les systèmes robotiques.

- Dans les communications, on trouve la compression et le stockage d’image, la conception

et le management des réseaux d’ordinateurs.

- Dans la médecine et la biologie, on trouve la cardiologie, l’analyse du rythme du coeur

(EEG), la prédiction et le contrôle d’activité irrégulière du coeur.

- Dans Le management et la finance, on a les prévisions économiques, l’analyse financière,

et la prévision du marché.

Une des plus importantes des applications de l’ingénierie est la communication sécurisée

grâce aux propriétés du comportement aléatoire et sensibilité aux conditions initiales des sys-

tèmes chaotiques. La sensibilité aux conditions et de l’imprévisibilité rend les systèmes chao-

tiques très convenable pour construire la cryptographie.

Encore un développement supplémentaire a mis en valeur plusieurs applications où les

modes chaotiques peuvent paraître quelquefois comme nuisibles où l’on doit le contrôler où

le réduire et des classes entières de problèmes de contrôle qui sont d’importance pratique sont

apparus [16], [17], quelquefois comme utiles où on doit le maintenir ou augmenter son degré

de chaoticité et l’idée de la synchronisation chaotique a été utilisée pour construire des systèmes

de communication pour assurer la sécurité de l’information transmise [?], [19].

Le terme "contrôle du chaos" est utilisé principalement pour dénoter la région d’interface

d’étude entre la théorie du contrôle et la théorie des systèmes dynamiques étudiant les mé-

thodes de contrôle des systèmes déterministes avec un comportement chaotique non régulier.

Le problème de contrôle du chaos a attiré l’attention des chercheurs et des ingénieurs depuis le

début des années 1990, son progrès est remarqué essentiellement sur les techniques de concep-

tion de commande des classes des processus dynamiques non linéaires. Le concept du contrôle

du chaos s’est installé dans le jargon de la physique moderne pour signifier que tout processus

ou mécanisme dans un système dynamique qui permet :

- d’améliorer le chaos où le stabiliser quand celui ci est bénéfique.
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- De le supprimer complètement quand il est nocif.

La compréhension et l’utilisation d’une telle dynamique est très souhaitable dans la théorie et

les applications. Dans quelques applications, le chaos peut être utile pendant que dans d’autres

il peut être nuisible. Par exemple pour la commutation dans les systèmes de puissance où les

systèmes mécaniques, le chaos est inacceptable. En revanche et spécialement, quand la synchro-

nisation du chaos a été trouvée en 1991, la théorie du chaos devient de plus en plus attirante,

le chaos est proposé comme un outil promoteur, il est considéré dans la synchronisation, et la

transmission sécurisée de l’information dans les systèmes de communication.

Depuis leurs naissances dans respectivement le travail de Ott, Grebogi et Yorke dans [17],

Pecora et Carroll [39], [40], le contrôle du chaos et la synchronisation chaotique ont reçu un

intérêt énorme dans les études autant théoriques qu’expérimentales. Les systèmes sous considé-

ration dans les deux sujets sont caractérisés par la présence des ensembles limites non standards

et essentiellement d’une dynamique non linéaire, comme conséquence naturelle demandent

l’application des techniques de contrôle non linéaire, et plusieurs méthodes efficaces ont été

proposées et été utilisées durant les deux dernières décennies pour accomplir le contrôle, la

stabilisation [18]- [147], [181]- [202] et la synchronisation des systèmes chaotiques [197]-

[277], tel que le contrôle linéaire et non linéaire comme la méthode de contrôle combiné qui est

appelée la contre réaction ouverte (OPCL) [69], [74] , la Linéarisation de la carte de Poincaré

appelée aussi la méthode OGY [95] , le contrôle adaptatif [21], [79], [100] et le contrôle flou

[114].

Récemment, tout au long de ces progrès marqués sur le contrôle non linéaire, des efforts

ont été centré sur le problème de retour d’état de sortie et ont résulté en une procédure systé-

matique appelé backstepping et backstepping adaptatif applicable aux systèmes non linéaires

sous une forme triangulaire appelée boucle de retour stricte. Cette procédure a été introduit et

perfectionné dans [40]- [82] et beaucoup appliquée dans [83], [184]. La conception du backs-

tepping offre beaucoup de flexibilité à chaque étape de calcul de la loi de commande, nom-

breuses propositions des méthodes de contrôle du chaos basées sur cette technique comme une

nouvelle structure de contrôle non linéaire, qui est une approche de conception systématique

pour construire à la fois les lois de commandes en associant un choix adéquat des fonctions de

Lyapunov permettant de garantir la stabilité asymptotique globale du système.

Les avantages inhérents à cette technique sont bien connus en particulier :

– Procure une grande famille de lois de commande globalement asymptotiquement stabili-

santes.

– Permet de résoudre divers problèmes de robustesse et de commande adaptative.

– Répond essentiellement à la question de la stabilité asymptotique du système.
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Avec le backstepping, les non linéarités du système ne sont pas éliminés dans la loi de com-

mande. Savoir Comment traiter ces non linéarités augmente l’avantage du choix de la procé-

dure. Si un non linéarité agit pour la stabilisation, il est donc en un sens utile, et doit être retenu

dans la boucle de retour du système. Cela mène à une robustesse du modèle et un petit effort

suffisant pour contrôler le système.

Il a été montré que beaucoup de systèmes chaotiques célèbres comme paradigmes dans la re-

cherche du chaos, incluant l’oscillateur de Duffing, l’oscillateur de van der Pool, le système de

Rössler et plusieurs types des circuits de Chua, le système de Lorenz peuvent être transformés

dans une classe de système non linéaire en forme de boucle de retour stricte, et le backstepping

et le Backstepping adaptatif ont été employés et étendus au contrôle de ces systèmes chaotiques.

Cependant, le système de Lorenz, comme indiqué dans [2] [25], ne peut pas être directement

contrôlé en utilisant la méthode du backstepping pour son problème de singularité. Comme

outil de conception, la méthode du backstepping est moins restrictive que la linéarisation par

retour d’entrée ou de sortie, dans quelques situations il peut vaincre ces singularités en asso-

ciant le changement vers la forme de boucle de retour stricte et une méthode d’optimisation des

constantes de la conception.

De façon générale, on peut dire que notre ligne principale de travail s’articule autour du pro-

blème de contrôle vers un point d’équilibre stable ou vers un cycle limite stable(stabilisation du

système autour du point d’équilibre), de poursuite de trajectoire référence et de la synchronisa-

tion des systèmes chaotique basés sur la technique du Backstepping et Backstepping adaptatif.

Le problème de commande non linéaire consiste à concevoir une loi de commande u(t, x)

dans la contre réaction pour les systèmes dynamiques non linéaires décrits par des équations

différentielles ordinaires de type : 

ẋ = f (x, u)

y = h(x),

x(t0) = x0

(1)

Avec x ∈ <n le vecteur d’état d’entré et y ∈ <m le vecteur d’état de sortie, x0 ∈ <n le vecteur

des conditions initiales, m, n ∈ R.

Qui essaye toujours de supprimer les comportements irréguliers et par conséquent, d’élimi-

ner le chaos afin d’éviter la complexité qui peut engendrer beaucoup d’incidents. Ceci s’avère

être quelque chose d’impraticable, peu économique, et physiquement très difficile si ce n’est

pas impossible.

Le contrôle du comportement chaotique a une autre application importante, à savoir, la synchro-

nisation des systèmes chaotiques. Si on considère deux systèmes chaotiques identiques avec des
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conditions initiales différentes, la différence dans l’évolution de ces deux systèmes va se déve-

lopper exponentiellement en fonction du temps [9], et chacun d’eux va évoluer d’une façon très

différente.

L’injection d’une une loi de commande u(t, x) à l’un des deux systèmes permettra t’il à rendre

leur évolution harmonique et réduire la différence à zéro et pousser les deux systèmes dans une

tubulure synchronisée ?

S’il est possible de réaliser une telle application, il est possible de communiquer à l’aide des

signaux chaotiques et de porter un message utile sur un signal chaotique puis le reconstituer à la

réception. Ou mieux encore, utiliser le système chaotique lui même comme information, Reste

à contrôler la trajectoire chaotique pour une telle procédure.

Notre contribution à travers le travail développé dans cette thèse concerne le développement

des lois de commande u(t, x) afin de pouvoir stabiliser, contrôler et conduire la trajectoire des

systèmes chaotiques vers des trajectoires bien spécifiques (points d’équilibres, cycles limites

stables, des trajectoires références périodiques), De plus, appliquer le contrôle du chaos dans la

synchronisation chaotique. Nous avons aussi développé des lois de commande u(t, x) basées sur

d’autres méthodes de contrôle pour monter l’efficacité, le temps de convergence et la robustesse

de la méthode de travail choisie. Ces méthodes correspondent aux :

- Un contrôleur PID dont les paramètres sont optimisés par La méthode des algorithmes

génétiques [203], [204] . Pour parvenir à contrôler plusieurs systèmes chaotiques cités au

dessus. Et plus encore, altérer la stabilisation du système d’une orbite périodique instable

chaotique à des trajectoires bien spécifiques.

- Le développement d’une technique de contrôle basée sur le contrôle actif [228] pour la

synchronisation des systèmes chaotiques.

Le travail est présenté selon le plan suivant :

Au premier chapitre et dans un premier temps, nous rappelons les principales définitions ma-

thématiques relatives aux systèmes chaotiques, notamment des notions préliminaires sur les dy-

namiques du comportement chaotique, nous présentons quelques exemples des systèmes chao-

tiques qui sont des systèmes repères pour la modélisation et la validation des techniques et des

algorithmes proposés à savoir les systèmes non autonomes du second ordre comme les oscil-

lateurs chaotiques Van der Pol, Duffing, et comme système discret le système de Hénon, les

systèmes autonomes du troisièmes ordres comme le système de Lorenz, le système de Chua

et le système de Rossler. Ensuite, nous consacrons la deuxième partie aux études des diffé-

rents types de problèmes de contrôle des processus chaotiques, les problèmes de stabilisation,

les problèmes du contrôle d’excitation ou génération d’oscillations chaotiques, les problèmes

de synchronisation contrôlable. Nous proposons dans la troisième partie du chapitre les plus
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fiables et les plus connues des méthodes de contrôle des processus chaotiques, ces méthodes

sont visées à améliorer la suppression du chaos avec la réduction simultanée du niveau d’effort

externe exigé et conduire les trajectoires du système à converger vers l’orbite périodique dési-

rée.

Dans le chapitre 2, nous introduisons les techniques de bases du Backstepping, où on donne

quelques concepts sur la théorie de Lyapunov, des conditions suffisantes de stabilité des diffé-

rents états d’équilibres des systèmes dynamiques non linéaires, la classe de système est celle

dérivant des modèles de systèmes physiques qui peuvent se présenter par un ensemble des équa-

tions différentielles ordinaires. Des méthodes qui permettent de construire une telle fonction de

Lyapunov candidate pour un système donné, pour la conception d’une loi de contrôle associée

avec une fonction de Lyapunov constitue ce qu’on appelle un contrôle basée sur la théorie de

Lyapunov (Cfl), le Backstepping résouds ce problème à travers une méthode récursive pour

une classe des systèmes non linéaire, on donne par la suite des idées de base de la conception

des lois de commande par le Backstepping Nous examinons l’efficacité de cette méthode de

contrôle par application sur des systèmes chaotiques cités au dessus.

Nous consacrons le chapitre 3 à une autre méthode de contrôle basée sur le Backstepping,

à savoir le contrôle adaptatif, la procédure de conception pour le contrôle adaptatif non linéaire

est présenté lorsque le système chaotique est représenté par un ensemble des équations différen-

tielles ordinaires contenant un nombre fini de paramètres de contrôle inconnues, la procédure

de conception est récursive, durant la iième étape, le iièm sous système est stabilisé sous une

fonction de Lyapunov appropriée par la mise au point d’une fonction stabilisante et une fonction

de réglage. La loi de mise à jour pour le paramètre estimé, et le contrôle final n’est déterminé

qu’en dernière étape, le nombre d’estimation des paramètres est minimal c.à.d. égal au nombre

de paramètres inconnus [184]. On montre également comment fournir les outils appropriés

pour diriger la trajectoire chaotique vers des trajectoires désirées et converger les paramètres à

estimer vers leurs valeurs réelles.

Le chapitre 4 regroupe quelques applications sur la synchronisation chaotique de type iden-

tique pour les systèmes chaotiques cités au paravant, une des applications la plus utilisée dans

la transmission sécurisée des données basée sur la méthode de Backstepping. Ensuite, pour

faire un comparaison de notre méthode, le contrôleur ainsi développé sera comparé avec un

contrôleur basé sur la méthode de contrôle actif. Dans certaines applications l’information ne

peut parvenir qu’à travers plusieurs systèmes, nous exploitons la procédure ainsi abordée pour

résoudre le problème de coordination d’un groupe de systèmes dynamiques non linéaires chao-

tiques. Et enfin, nous terminons cette thèse par une conclusion générale.

Notre objectif est double le premier est de montrer que beaucoup systèmes chaotiques comme

paradigmes dans la recherche du chaos peuvent être transformés dans une classe de systèmes
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non linéaires appelés forme de boucle de retour stricte, et la seconde est atteindre la méthode du

Backstepping et le Backstepping adaptatif au genre de ces système, et montrer que la procédure

peut être naturellement appliquée et généralisée pour contrôler cette classe de systèmes chao-

tiques, pour ses avantages à savoir qu’elle est applicable à une variété de systèmes chaotiques

contenant où pas une excitation externe, et elle n’a besoin seulement que d’un contrôleur pour

réaliser la tache demandée, donne une certaine flexibilité pour construire une loi du contrôle qui

peut être étendue aux systèmes hyper chaotiques de plus haut degrés et le système de boucle

fermé est globalement asymptotiquement stable.



Chapitre 1

Les systèmes dynamiques non linéaires
chaotiques comportement et méthodes de
contrôle

1 Introduction

La science du 20ième siècle a été marquée par trois découvertes majeures :

– La relativité.

– La mécanique quantique.

– Le chaos.

Selon le philosophe Daniel Parrochia [1], la théorie du chaos constitue une des trois grandes

révolutions scientifiques du dix-neuvième siècle et correspond à un changement de paradigme

comparable à ceux qu’entraînèrent la théorie de la relativité et la mécanique quantique. Ce

siècle a vu s’écrouler l’un après l’autre les murs de certitudes qui entouraient la forteresse de

la physique newtonienne. Einstein avec sa théorie de la Relativité, a éliminé en 1905 l’illusion

newtonienne d’un espace et d’un temps absolus. Dans les années 1920 à 1930, la mécanique

quantique a détruit la certitude de tout pouvoir mesurer aussi précisément que possible. Le

chaos, lui a éliminé l’utopie Laplacienne d’une prédictibilité déterministe.

Très succinctement, la théorie du chaos a pour objet l’étude des phénomènes non linéaires

régis par des lois simples et déterministes dont le comportement sous certaines conditions,

deviennent imprédictibles. En particulier, cette théorie se constitue, depuis les années 1970,

à partir d’une triple confrontation :

– La théorie mathématique des systèmes dynamiques.

– L’étude du phénomène non linéaire, le désordre, la turbulence dans la nature et où dans

le monde technologique.
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– La technologie et le développement de l’ordinateur.

A la fin du dix-neuvième siècle, Henri Poincaré réussit à mettre en évidence la possibilité de

comportements irréguliers dans les systèmes déterministes. C’est Edward Lorenz, un météoro-

logue américain qui fut le premier à comprendre et à déterminer un modèle mathématique du

chaos, mais comme conclusion de l’histoire de naissance de la théorie du chaos, elle est le résul-

tat d’une confrontation entre l’histoire de longue durée, qui trouve ses racines au dix-neuvième

siècle dans les travaux d’Henri Poincaré [9], et une période de reconfiguration, constituée par

les travaux séminaires d’Edward Lorenz [2], Stephen Smale [5], David Ruelle et Floris Takens

[7], [8].

Dans un système déterministe, des conditions initiales identiques conduisent à des évolu-

tions identiques, Pour un système chaotique qui est un système dynamique déterministe possé-

dant un comportement imprévisible à long terme, cette imprévisibilité est due à la sensibilité

aux conditions initiales, particularité des systèmes chaotiques.

Le chaos est un phénomène qui se produit largement dans les systèmes dynamiques. De

point de vue pédagogique ce phénomène a été considéré complexe et n’a jamais été donné de

l’importance parce qu’il n’y avait aucune analyse simple disponible qui pourrait aider les étu-

diants et les chercheurs à immerger dans ce phénomène intéressant et obtenir des outils et des

expériences. depuis la présence de chaos s’est répandu dans beaucoup de champs, c’est bon

d’avoir quelque perspicacité dans ce droit du phénomène du niveau haut.

Le terme chaos, dans l’ancienne philosophie signifiait l’état de désordre dans la matière non

formée supposée existée avant l’univers ordonné [11], [13]. Comme pour beaucoup de limites

en science, il n’y avait aucune définition standard du chaos. Néanmoins, les dispositifs typiques

du chaos incluent :

– La non-linéarité. Si le système est linéaire, il ne peut pas être chaotique.

– Le déterminisme. Un système chaotique a des règles fondamentales déterministes plutôt

que probabilistes.

– La sensibilité aux conditions initiales. De très petit changement sur l’état initial peuvent

mener à un comportement radicalement différent dans son état final.

– L’imprévisibilité. En raison de la sensibilité aux conditions initiales qui peuvent être

connues seulement à un degré fini de précision.

– L’irrégularité. Ordre caché comprenant un nombre infini de modèles périodiques in-

stables.
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La possibilité de dynamique chaotique a été découverte dans de nombreux différents sys-

tèmes dynamiques et plusieurs applications du chaos dans l’engineering où les modes chao-

tiques peuvent paraître quelque fois comme nuisibles où l’on doit le contrôler ou le réduire et

des classes entières de problèmes de contrôle qui sont d’importance pratique sont apparus, et la

combinaison de la théorie et le contrôle du chaos ajoute un sens paradoxal et un intérêt immense

au sujet.

Les problèmes du chaos et du contrôle du chaos ont fait l’objet des études intenses durant les

deux dernières décennies. Le terme contrôle du chaos est principalement utilisé pour désigner

le domaine d’étude :

– incluant la théorie du contrôle et la théorie des systèmes dynamiques,

– étudiant les méthodes de contrôle des systèmes déterministes présentant un comporte-

ment chaotique non régulier [16].

2 Comportement chaotique des systèmes dynamiques non li-

néaires

La section suivante donne des notions préliminaires sur les dynamiques du comportement

chaotique, les systèmes chaotiques représentent une classe des modèles indéterministes diffé-

rents des modèles stochastiques. Alors qu’il suffit de connaître l’état courant du modèle déter-

ministe, les trajectoires futures sont prédictives pour une longue période arbitraire, le modèle

stochastique ne peut pas faire une prévision précise, d’une manière générale, et pour une petite

période arbitraire, l’erreur de prédiction pour un modèle chaotique croit exponentiellement et

par conséquent la prévision ne peut se faire que sur une période limité en temps définie par une

erreur de prévision admissible, le processus dans les modèles chaotiques semblait à des oscilla-

tions non régulières variant en amplitude et en fréquence.

Avant le 19ième siècle, les équations différentielles linéaires étaient les principales modèles

mathématiques pour les oscillations des systèmes mécaniques et électriques et d’autres, à la fin

de ce siècle, il est devenu clair que les modèles linéaires ne peuvent pas décrire adéquatement

les nouveaux processus et phénomènes physiques, de nouveaux fondements mathématiques ont

apparus, tels que la théorie des oscillations non linéaires et plus principalement l’étude du cycle

limite stable. Même que les oscillations complexes comme la relaxation, pouvait être décrite

par un simple modèle non linéaire dépendant des conditions initiales "systèmes avec plusieurs

cycles limites", les modèles des oscillations linéaires et non linéaires satisfaisaient énormément

les besoins des chercheurs pour plusieurs décennies. Il a été admis que ces modèles non li-
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néaires, pouvaient décrire tout types d’oscillations et cette conviction était supportée par des

fondements mathématiques, telle que le théorème de Poincaré -Bendixson qui affirmait que les

points d’équilibres et les cycles limites étaient les seules type possible des états limites stables

dans les systèmes continus du second ordre, cependant au milieu du siècle dernier, quelques

mathématiciens établissaient que se n’était pas le cas pour les systèmes du troisième ordre, qui

présentaient des comportements plus complexes comme des oscillations non périodiques limi-

tés [16].

En 1963, le physicien E. Lorenz révolutionnait le monde et démontrait la nature qualitative

de l’atmosphère turbulent, qui obéissait aux équations différentielles partielles complexes de

Navier-Stokes et le représentait par un simple modèle non linéaire du troisième ordre appelé

plus tard les équations de Lorenz :


ẋ = −d (x − y)

ẏ = −x y − r x − y

ż = x y − b z

(1.1)

Avec x, y, z ∈ < sont les variables des états d’entrées et d, r, b sont les paramètres de contrôle du

système. Pour des valeur d = 10, r = 97, b = 2
3 . Les solutions du système de Lorenz semblaient

à des oscillations non périodiques et les trajectoires dans l’espace de phase approchaient des

ensembles limites appelés attracteurs caractérisés par une forme étrange.

L’intention des physiciens et des mathématiciens, et plus tard des ingénieurs, a été attirée

pour ce modèle par les travaux de D. Ruelle et F. Takens qui appelaient pour la première fois at-

tracteurs "étrange" et aussi par les travaux de Li et Yorke qui introduisaient le terme chaos pour

désigner le phénomène non régulier dans les systèmes déterministes, notant que les fondements

mathématiques apparus pour étudier le phénomène chaotique sont mis dés 1960-1970. Durant

ce temps, le comportement chaotique a été découvert dans plusieurs systèmes mécaniques, la-

sers, physiques, chimiques, biologiques et médicales, circuits électroniques et dans beaucoup

d’autres.

2.1 Concepts mathématiques et définitions

Les nouvelles méthodes analytiques et numériques développées pour les systèmes, démon-

traient que le chaos n’est qu’un type exceptionnel de comportement des systèmes non linéaires,

grossièrement parler du comportement chaotique survenait toute fois

– que les trajectoires des systèmes sont globalement bornées et localement instables, dans

les systèmes chaotiques, une petite divergence initiale et arbitraire des trajectoires ne reste

pas insignifiante mais croit exponentiellement.
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– Le spectre de fréquence des trajectoires chaotiques est continu.

Dans plusieurs cas tels que les oscillations non régulières et non périodiques représentaient

mieux le processus dans les systèmes physiques. Il faut noter qu’en pratique, il est impossible

de distinguer à l’oeil le processus chaotique du processus périodique ou quasi périodique. La

terminologie dans le domaine des modèles chaotiques n’est pas encore résolu, et il y’a plusieurs

différentes définitions des systèmes chaotiques dont on présente la plus simple.

Considérons le système dynamique continu dans le temps suivant :



ẋ = F(x)

y = h(x),

x(t0) = x0

(1.2)

Ou : x = x(t) ∈ <n : est le vecteur d’état du système et, 0 ≤ t ≤ ∞.

Définition 2.1 L’ensemble fermé Ω ∈ <n est appelé un attracteur pour le système (1.6) :

a- S’il existe un sous ensemble ouvert, Ω_0 ⊂ Ω tel que toutes les trajectoires x(t) du

système (4.79), commençant dans Ω_0 sont définies pour tout t � 0 et tendent vers Ω

quand t → ∞
c.à.d

Si x0 ∈ Ω_0 et ‖ x − y ‖ représente la distance entre le point x et l’ensemble limite Ω,

alors ‖ x − y ‖→ 0 quand t → ∞
b- Aucun autre sous ensemble de Ω a cette propriété.

Autrement dit : On appelle attracteur un ensemble de points vers lequel converge la trajectoire

de l’espace des phases.

Pratiquement, à partir de quelques itérations, on considère que l’ensemble des points de l’espace

des phases décrit l’attracteur.

Définition 2.2 Un système dynamique est appelé un système chaotique s’il a au moins un at-

tracteur chaotique.

L’instabilité de Lyapunov caractérise la propriété principale des oscillations chaotiques appelée

super sensitivité où dépendance sensible aux conditions initiales, c.à.d. toutes deux trajectoires

fermées arbitraires proches s’éloignent l’une de l’autre nécessairement à une distance finie.

Dans un premier temps, les deux systèmes évoluent de la même manière, mais, très vite, leur

comportement devient différent pour n’avoir plus grand chose à voir.

Définition 2.3 Un attracteur est appelé chaotique s’il est borné et toute trajectoire qui com-

mence dedans est une trajectoire instable de Lyapunov.
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Fig. 1.1 – Evolution dans le temps pour deux conditions initiales très proches.

Il y a d’autres définitions de l’attracteur chaotique et le chaos. Par exemple, la définition

de l’attracteur chaotique qui souvent inclut des exigences supplémentaires telles que l’existence

des trajectoires ou une famille de trajectoires périodiques. La notion d’attracteur chaotique coïn-

cide souvent avec celui de l’attracteur étrange introduite en 1971 par Ruelle et Takens comme

un ensemble accessible et nommé plus tard un ensemble fractal.

La preuve stricte de la chaoticité d’un système est difficile même si la définition la plus simple

est utilisée. Pour quelques-uns universellement reconnu comme des systèmes chaotiques tels

que le système de Lorenz et les systèmes de Henon pour des valeurs standard des paramètres,

les preuves de chaoticité sont maladroites, même si en, bien qu’il y ait des démonstrations

numériques et expérimentales de ce fait. Par conséquent, la simulation numérique et l’estimation

de plusieurs caractéristiques reste la méthode principale d’étudier les systèmes chaotiques.

2.2 Exposant de Lyapunov

Pour caractériser un système chaotique, il faut faire appel à ce qu’on appelle l’exposant

de Lyapunov. Pour estimer l’exposant de Lyapunov, on a recours à une simulation numérique

simple. On laisse évoluer le système à partir de deux conditions initiales différentes mais très

proches. On obtient ainsi deux évolutions différentes et même très différentes à terme car le

système est chaotique (donc, sensible aux conditions initiales). L’exposant de Lyapunov rend

compte de l’évolution de la distance euclidienne entre les deux évolutions induites par des

conditions initiales différentes.

Définition 2.4 Un système chaotique est un système dont l’exposant de Lyapunov est stricte-

ment positif.
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On considère un système, soient X0 et Y0 deux conditions initiales pour ce système. On note X

et Y les fonctions du temps telles que X(t) et Y(t) représentent respectivement l’état du système

à l’instant t et telles que X(0) = X0 et Y(0) = Y0. On note d la distance euclidiènne définie

comme suit :

d : <N ×<N →<, (X,Y)→ √∑n
i=1(xi − yi)2.

S’il existe un instant tl, deux constantes réelles l et a tels que, si :

I = [0, tl], ∀t ∈ I d(Xtl(t),Ytl(t)→ eλl+a

Alors, l est appelé exposant de Lyapunov. L’exposant de Lyapunov caractérise la qualité

chaotique ou non d’un système car il rend compte de la sensibilité aux conditions initiales.

Nous présentons quelques exemples des systèmes chaotiques mentionnés dans ce qui suit.

2.3 Présentation des attracteurs

Attracteur de Lorenz

L’attracteur de Lorenz tient son nom du météorologue Edward Lorenz qui l’a étudié le

premier. C’est une simplification à l’extrême d’équations régissant les mouvements atmosphé-

riques. Lorenz les a étudiés afin de mettre en évidence sur un système simple la sensibilité aux

conditions initiales qu’il avait observée.

Les équations correspondent aux équations de la convection de Rayleigh-Bénard. Dans cette

expérience, il considère un fluide entre deux plaques portées à deux températures légèrement

différentes. Les deux plaques sont horizontales et la plaque la plus chaude est située en bas. il

observe des tourbillons.

Fig. 1.2 – Convection de Rayleigh Bénard des tourbillons convectifs

Cette expérience a été réalisée pour quelques fluides présentant des propriétés adaptées vis-

cosité, coefficient de dilatation, densité moyenne. Elle donne des résultats illustrant très bien le

comportement chaotique.


ν̇ = −Pr (ν − T )

Ṫ = (Ra − Z) ν − T

Ż = ν T − b T

(1.3)

avec Pr = σ = (n/D), nombre de Prandtl, rapport de la viscosité cinématique du fluide sur la

diffusivité thermique.
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T = ρ est la température rapportée à celle du fluide sans la convection.

Ra = β est le nombre de Rayleigh. Il dépend des propriétés du fluide, de la distance entre les

plaques et de la différence de température entre les plaques.

Pour Pr = 10, b = 8/3 et Ra = 28. Ces valeurs impliquent un comportement chaotique. n est

une composante de vitesse et Z est une variable issue des grandeurs physiques évoquées dans

les équations.

Le tracé en échelle logarithmique montre bien que la distance croit de manière exponentielle,

Fig. 1.3 – Attracteur de Lorenz Pr = 10, b = 8/3 et Ra = 28.

Fig. 1.4 – Détermination de l’exposant de Lyapunov pour l’attracteur de Lorenz.

du fait de la sensibilité aux conditions initiales. On peut lire la valeur de la pente, on estime

l’exposant de Lyapunov à 0.8.
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Attracteur de Rössler

Proposé par l’Allemand Otto Rossler, ce système est lié à l’étude de la mécanique des

fluides, il découle des équations de Navier Stokes. Les équations de ce système ont été dé-

couvertes à la suite des travaux en cinétique chimique. Les équations de ce système sont les

suivantes :


Ẋ = − (Y + Z)

Ẏ = X + a Y

Ż = b + Z (X − c)

(1.4)

a, b et c sont des constantes réelles. Pour : a = 0.398, b = 2 et c = 4. On est alors en présence

d’un système chaotique.

L’exposant de Lyapunov vaut ici 0.09.

Fig. 1.5 – Attracteur de Rössler a = 0.398, b = 2 et c = 4.

Fig. 1.6 – Détermination de l’exposant de Lyapunov pour l’attracteur de Rössler.
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Pendule de Moon

Le pendule de Moon est un système physique. Il est constitué d’un pendule (avec une boule

métallique à son extrémité) accroché à une potence légèrement flexible. De plus, le pendule

est placé entre deux aimants situés à égale distance de la boule lorsque celle-ci et la potence

sont au repos. La potence est ensuite excitée à l’aide d’un mouvement oscillatoire harmonique

d’amplitude constante. Stimulé, le pendule se met en mouvement et les forces magnétiques dues

aux aimants. Le mouvement est alors chaotique.

Plusieurs oscillations chaotiques peuvent être produites en introduisant dans les oscillateurs

non linéaires, un signal harmonique par exemple, en substituant la fonction sinusoïdale

z(t) = a cos(ω0t) à droite

1. De l’équation de Van der Pol ÿ + ε (y2 − 1) ẏ + ω2 y = 0.

2. De Duffing ÿ + p, ẏ − q y + q0 y3 = 0.

3. Et le système auto oscillant avec un relais ÿ + p ẏ + q y − signe(y) = 0.

Pour quelques valeurs d’excitation de fréquence et d’amplitude de la fonction sinusoidale

z(t), le cycle limite est induit et les oscillations dans les systèmes non linéaires deviennent chao-

tiques.

y est la position du pendule. ε est la masse de la boule métallique, a est l’amplitude de l’exci-

tation et w est la pulsation de cette excitation. Classiquement, on prend ε = 0.25, a = 0.3 et

w0 = 1.

Fig. 1.7 – Partie de l’attracteur de Moon. ε = 0.25, a = 0.3 et w0 = 1.

L’attracteur de Moon est nettement plus complexe que les autres attracteurs présentés au

dessus. On ne représente qu’une partie de cet attracteur car on ne pourrait pas distinguer les
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Fig. 1.8 – Détermination de l’exposant de Lyapunov pour l’attracteur de Moon.

trajectoires dans le cas contraire, on verrait une sorte de pelote de laine. Cet attracteur est plus

étendu que les autres attracteurs. On trouve un exposant de Lyapunov de 0.32.

Pour le temps discret, les exemples de systèmes chaotiques existent pour tout dimensionne-

ment de l’état du système, même pour n = 1.

Attracteur de Hénon

Le système de Hénon est un modèle proposé en 1976 par le mathématicien Michel Hénon,

il est défini par les équations aux différences suivantes :


xk+1 = 1 − α x2

k + yk

yk+1 = β xk
(1.5)

Le comportement chaotique de la solution de (1.5) est observé, pour la valeurs des paramètres

α = 1.4, β = 0.3 et on prendra pour conditions initiales (X0,Y0) = (1, 0). Ces valeurs furent

proposées par Michel Hénon et permettent d’observer un comportement chaotique.

On peut lire la valeur de la pente, ici, on trouve un exposant de Lyapunov d’une valeur de 0.46.

Le tracé en échelle logarithmique de l’exposant de Lyapunov pour les différents attracteurs

montre bien que la distance croit de manière exponentielle du fait de la sensibilité aux conditions

initiales. On peut facilement lire la valeur de la pente qui donne la valeur de l’exposant de

Lyapunov.
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Fig. 1.9 – Attracteur de Hénon, avec a = 1.4 et b = 0.3.

Fig. 1.10 – Détermination de l’exposant de Lyapunov pour l’attracteur de Hénon.

Ainsi, les systèmes chaotiques semblent évoluer de manière aléatoire. En tout cas, on ne peut

prévoir facilement quelle sera leur évolution dans le temps. Notons que les systèmes chaotiques

obéissent tout de même aux lois de la physique.

De plus la carte de Poincare a trouvé un usage étendu dans les études de processus chaotiques

et les solutions des problèmes de leur contrôle.

2.4 La carte de Poincare

Henri Poincaré a apporté une contribution très utile pour l’étude des systèmes chaotiques.

Parmi ces contributions on trouve les sections de Poincaré. Faire une section de Poincaré re-

vient à couper la trajectoire dans l’espace des phases, afin d’étudier les intersections de cette

trajectoire avec, par exemple en dimension trois, un plan. On passe alors d’un système dyna-

mique à temps continu à un système dynamique à temps discret. Les mathématiciens ont bien

sûr démontré que les propriétés du système sont conservées après la réalisation d’une section
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de Poincaré judicieusement choisie, en particulier, un cycle limite simple du système continu

est remplacé par un point fixe de l’application de Poincaré

La carte de Poincare est introduite sur la supposition de l’existence d’une solution périodique

x̄(t) pour le système (4.79), débutant en un point initial x0, c.à.d. x̄(t + T ) = x(t) est satisfaite

pour tout t ≥ t0 et x0(t) = x0.

Si M0 est un point d’une trajectoire périodique, la section de Poincaré Σ est un plan perpendicu-

laire à la trajectoire passant par M0. Pour chaque point P de la section Σ assez proche de M0, la

trajectoire issue de P après avoir effectué une révolution rencontrera la section en un nouveau

point P1. On définit ainsi une application

T : Σ→ Σ

C’est l’application de premier retour (ou encore application de Poincaré). Pour chaque point P

de Σ, T (P) est le point de Σ où la trajectoire issue P revient croiser Σ. L’application T permet de

transformer le système continu (qui évolue avec le temps) en un système discret qui correspond

aux premiers instants où la trajectoire recoupe le plan Σ.

Autrement dit

Soit Σ une surface transversale lisse de la trajectoire au point M0 qui obéit à l’équation

σ(x0) ≡ 0

Ou σ : <N →<1, est une fonction scalaire lisse qui croise transversalement la trajectoire au

point M0, c.à.d.

σ(x0) = 0 , ∇σ(x0)T T (M) ≡ 0

est satisfaite.

La solution débutant au point x ∈ σ = {x : σ(x) = 0} au voisinage de x0 peut croiser la surface

σ(x0) = 0 au moins une fois.

Soit τ = τ(x) est le temps du premier retour, oú x(τ) ∈ σ le point du premier retour.

Définition 2.5 La carte x→ x(τ) est appelée point ou section de Poincaré.

Une application de Poincaré peut être vue comme un système dynamique discret avec un

espace d’état de dimension égale à celle du système dynamique continu original, moins une.

Comme ce nouveau système dynamique conserve plusieurs propriétés des orbites périodiques

et quasi périodiques du système original et comme le nouveau système comporte un espace

d’états de dimension inférieure, il est souvent utile pour l’analyse du système original. Par

contre, ceci n’est pas toujours possible en pratique puisqu’il n’existe aucune méthode générale

de construction de l’application de Poincaré.

Citons quelques méthodes proposées pour tracer une section de poincaré :
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– Une méthode proposée dans [12] est de tracer une trajectoire par exemple (x; dx/dt) non

pas en continu mais à intervalle de temps régulier.

– une autre méthode consiste en des coupes faites par un plan passant par le point fixe et

parallèle à un axe. Ce choix est arbitraire, et presque n’importe quelle surface ou plus

généralement une variété de dimension n − 1 permet de déterminer une section de Poin-

caré. La seule contrainte à respecter est que la trajectoire traverse la surface et n’y soit

pas tangente.

– Une autre façon de réaliser une section de Poincaré, toute aussi intéressante, consiste a

regarder la suite des maximums de l’une des grandeurs du système (la surface d’équation

ẋ = 0).

Fig. 1.11 – Section de Poincaré
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Cette carte est largement utilisée pour l’étude et le contrôle des processus chaotiques.

En ce qui concerne l’étude du comportement chaotique, La section de Poincaré permet de vi-

sualiser s’il y a chaos ou non et les zones de stabilité, d’après Poincaré qui suggérait d’étudier

des intersections de trajectoires multiples avec un plan fictif judicieusement placé, si toutes les

trajectoires restaient dans un tore, la trajectoire est régulière et prédictible. Si toute la section de

Poincaré est percée de trajectoires, celle-ci sera chaotique et très instable dans le temps. Prati-

quement, ces zones stables sont liées aux orbites bien réguliers et aux phénomènes de résonance.

Pour le contrôle des processus chaotiques, en considérant un point de la section de Poincaré

pour une valeur du paramètre de contrôle, et en supposant que la condition initiale pour le

système soit très proche de ce point, lors de son évolution, le système ne se stabilise jamais

de lui-même autour du point. Ceci signifie qu’à chaque passage dans la section de Poincaré, le

point courant est de plus en plus éloigné du point considéré. Pour contrôler le système, on se

propose de lui imposer de rester autour du point, en modifiant légèrement la valeur du paramètre

de contrôle. En introduisant des perturbations sur le paramètre, on modifie le comportement

du système de façon à ramener les valeurs propres, régissant l’évolution dans la section de

Poincaré, dans le cercle unité.

On présente des sections de poincaré pour quelques attracteurs

(a) Section de Poincaré de l’attracteur de

Moon

(b) Section de Poincaré de l’attracteur de he-

non

Fig. 1.12 – Section de Poincaré des attracteurs à intervalle de temps régulier
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Les notions (équation non linéaire, représentation dans l’espace des phases, instabilité du

système traduisant la sensibilité aux conditions initiales, notion d’attracteur et la notion de la

carte de poincaré) vues précédemment permettent de montrer si les phénomènes étudiés sont

chaotiques ou non . Ces notions font donc partie du domaine théorique. (elles reposent sur

des équations). Expérimentalement, nous ne disposons le plus souvent que d’une seule variable

parmi les différentes variables d’état qui caractérisent entièrement le système. La caractérisation

du comportement dynamique du système se fait alors par le biais des divers outils classiques

suivants :

2.5 Diagramme de Bifurcation

La génération d’un système chaotique n’est pas immédiate. En effet, le système n’évolue

pas d’un état inexistant à un état chaotique sans passer par des transitions. Considérons que la

dynamique étudiée dépende d’un paramètre de contrôle. En variant ce paramètre, le système

peut passer d’un état stationnaire à un état périodique, puis au-delà d’un certain seuil, suivre un

scénario de transition et devenir chaotique.

Dans les équations de Lorenz et les autres attracteurs, la résolution du système n’apporte pas

toujours le chaos. Ce régime n’apparaît que pour certaines valeurs des paramètres. Pour ca-

ractériser le chaos, il peut être intéressant d’étudier l’apparition du chaos, ce qu’on appelle le

scénario vers le chaos).

On distingue trois scénarios théoriques d’évolution vers le chaos. Toutes ces évolutions ont per-

mis de classer certains phénomènes expérimentaux comme chaotiques déterministes. On obtient

l’apparition du chaos en modifiant la valeur d’un paramètre, que ce soit de manière théorique

ou expérimentale.

Le doublement de période

Ce scénario a été découvert en même temps par Mitchell Feigenbaum et par les chercheurs

français Pierre Coullet et Charles Tresser. L’augmentation d’un paramètre provoque, pour un

système périodique, l’apparition d’un doublement de sa période. La période est ensuite multi-

pliée par 4, 8, 16. D’un doublement au suivant, l’augmentation du paramètre est de plus en plus

faible, et, à partir d’une certaine valeur, le chaos apparaît, lorsque la période devient infinie, les

mouvements deviennent chaotiques. L’augmentation du paramètre conduit ensuite à la réappa-

rition de régimes périodiques intercalés dans des zones chaotiques.

Ce scénario peut être observé dans un grand nombre d’expériences comme un robinet qui fuit,

l’étude d’oscillateurs forcés, ou encore l’apparition de la turbulence dans les fluides.
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L’intermittence

Ce scénario a été décrit par Yves Pomeau. L’intermittence se caractérise plutôt par un

mouvement périodique stable entrecoupé par des bouffées chaotiques. Ces perturbations ap-

paraissent de manière irrégulière. L’augmentation d”un paramètre produit l’augmentation de la

fréquence des perturbations, puis le chaos domine le comportement du système.

Ce scénario a été observé dans des expériences sur la convection des fluides et dans des réactions

chimiques.

La quasi périodicité

Le troisième scénario fait intervenir, pour un système périodique, l’apparition d’une deuxième

période dont le rapport avec la première n’est pas rationnel. Ce régime est appelé quasi pério-

dique. Il peut, de lui-même oú avec l’apparition d’une troisième fréquence gigantesque, donner

un régime chaotique. Ce scénario intervient quand on considère deux oscillateurs fortement

couplés. Les variations du champ magnétique terrestre, le déroulement des séismes pourrait

être expliqué par un modèle de ce genre. On le retrouve aussi dans le cas d’un pendule qui

serait stimulé verticalement.

Une manière plus rapide et plus visuelle de représenter ces scénarios de transition vers le chaos

est le diagramme de bifurcations. Ainsi, on peut observer les changements du comportement

dynamique du système, ou bifurcations, en fonction du paramètre dit de bifurcation. Une bifur-

cation correspond à une sorte de changement d’état du système, plus exactement un changement

de stabilité du régime dynamique lorsqu’un des paramètres du système varie.

Pour le système de Hénon le paramètre a revêt une importance particulière. Pour certaines

valeurs de ce paramètre, le système est chaotique, pour d’autres, il ne l’est pas. En étudiant l’in-

fluence de a sur le caractère chaotique ou non du système, on met en évidence un phénomène

caractéristique des systèmes chaotiques, le doublement de période.

Dans le cas général, le doublement de période se traduit par le doublement du nombre de tra-

jectoires observées dans l’espace des phases. Les doublements de période sont ensuite observés

de plus en plus fréquemment à mesure que a augmente. Pour a = 1.4, on ne distingue plus les

cycles, le système présente un caractère chaotique.

Examinons ce qu’une bifurcation semble dans le plan de phase. Pour cela, nous utiliserons le

système de Lorenz donné au dessus, pour commencer, utilisons la condition initiale (−13,−12, 52)

et fixant σ = 16, β = 4 avec ρ = 5 et une gamme du temps de 0 ≤ t ≤ 40. En Examinant l’es-

pace de phase en traçant des valeurs x en fonction des valeurs de z, la solution obtenue est un

état d’équilibre (point d’équilibre). Maintenant par augmentation ρ = 15, on observe un autre

état d’équilibre (un cycle limite).
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Fig. 1.13 – Diagramme de bifurcation pour l’attracteur de Hénon

(a) Portrait de phase pour ρ = 5 (b) Portrait de phase pour ρ = 15

Fig. 1.14 – Portrait de phase pour le système de Lorenz (état d’équilibre)

En augmentant encore ρ = 25, puis ρ = 35. Une bifurcation a causé la solution de passer

d’un point fixe stable à un attracteur chaotique( soit la condition initiale à l’intérieur de l’attrac-

teur ou non). C’est le système célèbre souvent nommé papillon de Lorenz, l’image iconique de

la théorie du chaos. Dans cette section on a vu que plusieurs définitions mathématiques du chaos

sont connues mais toutes exprimaient la caractéristique ferme des systèmes dynamique concer-

nant la dépendance sensible aux conditions initiales, qui se réfère aux trajectoires commençant

à partir de deux conditions initiales distinctes et proches deviennent non corrélées [16]. la simu-

lation numérique et l’estimation de quelques caractéristiques telles que l’exposant de Lyapunov,

la carte de Poincaré et le diagramme de bifurcation restent les méthodes principales d’étudier

les systèmes chaotiques. La variation de la valeur de certains paramètres de contrôle d’un sys-

tème dynamique peut changer le comportement dynamique d’un système non linéaire et devenir

chaotique, comportement que quelque fois nuisible oú il faut éliminer et stabiliser le système, et

par fois utile oú il faut le créer et le garder et un nombre de problèmes de contrôle de processus

chaotiques est apparu.
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(a) Portrait de phase pour ρ = 25 (b) Portrait de phase pour ρ = 35

Fig. 1.15 – Portrait de phase pour le système de Lorenz(état chaotique)
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3 Problèmes de contrôle des processus chaotiques

Les problèmes du contrôle du chaos attiraient l’attention de plusieurs chercheurs et ingé-

nieurs depuis le début de l’année 1990, et plusieurs centaines de publications avaient apparues

durant les deux dernières décennies, étant surpris par la découverte de J.A.Yorke et ses colla-

borateurs [17] en 1990, concernant la possibilité de variation des caractéristiques du système

dynamique pour une petite variation des paramètres du système, en utilisant le modèle discret

de M. Hénon, ils démontraient qu’il suffisait une petite variation dans les paramètres du sys-

tème pouvait transformer les trajectoires chaotiques en une périodique et inversement, ceci a

été confirmé expérimentalement par d’autres publications [18] dans une variété de domaine

d’application tel que, les lasers, les systèmes de communications, systèmes chimiques, techno-

logiques et médicales.

La conclusion paradoxale que le chaos est imprédictible mais contrôlable a fait l’objet d’un

intérêt immense des chercheurs et un avalanche de publications en utilisant toujours des mo-

dèles mathématiques, confirmant la possibilité de variation substantielle des caractéristiques

pour une variété des systèmes chaotiques naturels et artificiels par une petite variation relative

externe dans ses paramètres [19]- [22].

La formulation mathématique des problèmes de contrôles des processus chaotiques les plus

célèbres sont précédés par la présentation des modèles de base des systèmes chaotiques qui sont

souvent utilisés. Les modèles mathématiques les plus connus rencontrés dans la littérature pour

le contrôle de chaos sont représentés par des systèmes des équations différentielles ordinaires

ou les équations d’état :

ẋ = F(x, u) (1.6)

Ou x = x(t) Est le vecteur des variables d’état de dimension n, u = u(t) est le vecteur des entrées

(les commandes) de dimension m et F(x, u) est le vecteur fonction qui est supposé continu.

Dans la présence de perturbations externes, le modèle non stationnaire est défini par :

ẋ = F(x, u, t) (1.7)

Par conséquent, il est clair que le comportement dynamique d’un système non linéaire peut

être changé en changeant certaines valeurs de ces paramètres, à condition que ces dernières

soient accessibles pour l’ajustement. De ce fait, le contrôle du chaos implique l’extraction de

mouvements périodiques désirés en dehors des zones chaotiques, par l’application de petites

perturbations judicieusement choisies. La suppression de la dynamique chaotique dans un sys-

tème dynamique est le seul but pour un problème de contrôle, Dans beaucoup de cas, un modèle
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de contrôle affine simple (1.8) peut être utilisé.


ẋ = f (x) + g(x) u

y(t) = h(x(t))
(1.8)

La sortie mesurée du système est notée par y(t). Elle peut être défini comme une fonction de

l’état courant du système. Maintenant, nous procédons à formuler les problèmes de contrôle de

processus chaotiques.

3.1 Les problèmes de stabilisation

Les problèmes de stabilisation de la solution périodique instable (orbite) surviennent dans la

suppression de bruit ou élimination des harmoniques dans les systèmes de communication, ap-

pareils électroniques, et ainsi de suite, Ces problèmes sont distingués pour le fait que le système

contrôlé est fortement oscillatoire ,c.à.d. les valeurs propres de la matrice du système linéarisé

sont proches de l’axe imaginaire, ces vibrations peuvent être régulières ou quasi régulières ou

même chaotique [23], [24], [25], [26] .

Les problèmes de suppression des oscillations chaotiques ou les réduire aux oscillations régu-

lières ou les supprimer complètement, [27], [30] peut être formalisé comme suit :

Si x?(t) est une trajectoire oscillatoire périodique du système (1.6) sous la condition initiale

x?(0) tel que,

x?(t + T ) = x?(t) (1.9)

Pour stabiliser ce mouvement on doit ramener la solution x(t) du système (1.6) vers x?(t) c.à.d. :

lim
t→∞

(x(t) − x?(t)) = 0 (1.10)

Où conduire la sortie du système y(t) vers une fonction donnée y?(t) :

lim
t→∞

(y(t) − y?(t)) = 0 (1.11)

Pour tout solution x(t) de système (1.6) sous l’état initial x0 ∈ Ω, où Ω est un ensemble des

conditions initiales donné, le problème se réduit à déterminer une fonction de contrôle soit

comme :

– une commande en boucle ouverte : u(t) = U(x0, t).

– Où une commande contre réaction : u(t) = U(x(t)).

– Où une commande de sortie en contre réaction u(t) = U(y(t)).

qui satisfaisant l’objectif du contrôle.

Cette formulation du problème de stabilisation de solution périodique est similaire au pro-

blème de poursuite de la théorique de contrôle conventionnelle. Néanmoins, il existe une dis-

tinction fondamentale est que pour contrôler les processus chaotiques, on a besoin d’atteindre
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l’objectif avec un niveau de contrôle minimale, la résolution de ce problème n’est pas évidente

à cause de l’instabilité des trajectoires chaotique x?(t) [17].

La stabilisation d’un point d’équilibre instable est un cas spécial. c.à.d. F(x?0, 0) = 0 pour

u(t) = 0, alors le système (1.6) admet un point d’équilibre x?0 qui doit être stabilisé toujours

en choisissant une loi de commande appropriée. Ce problème est caractérisé par une exigence

supplémentaire sur le plus petit niveau de contrôle [31].

3.2 Les problèmes du contrôle d’excitation ou de génération d’oscilla-
tions chaotiques

La deuxième classe inclut les problèmes du contrôle d’excitation ou de génération d’oscil-

lations chaotiques. Ces problèmes sont aussi appelés la chaotisation ou anti contrôle. Ils sur-

viennent où le mouvement chaotique est le comportement désiré du système.

La forme de l’objectif de contrôle pourrait être représenté comme (1.11), mais ici la trajectoire

objectif x?(t) n’est plus périodique. De plus, il peut être exigé qu’au lieu du mouvement le long

de la trajectoire donné, le processus de contrôle satisfait un certain critère de chaotisation.

Par exemple, étant donnée une fonction objective scalaire G(x), et le but de contrôle peut être

formulé comme :

lim
t→∞

G(x(t)) = G? Ou lim
t→∞

G(x(t)) ≥ G? (1.12)

Pour les problèmes du chaotisation, le plus grand exposant de Lyapunov, qui est un critère

principal mesurant la dispersion des trajectoires initialement proches caractérisant l’instabilité

locale , est habituellement pris comme une fonction d’objective . L’énergie totale mécanique ou

électrique des oscillations est prise quelquefois aussi comme G(x).

3.3 Les problèmes de synchronisation contrôlable

La troisième classe importante des objectifs de contrôle correspond aux problèmes de syn-

chronisation ou, plus précisément, synchronisation contrôlable. La synchronisation trouve des

applications importantes dans la technologie des vibrations (synchronisation d’excitation vi-

brationnelle), dans la communication (la synchronisation entre le récepteur et l’émetteur des

signaux), dans la biologie et la biotechnologie, et ainsi de suite. Nombreuses publications sur la

synchronisation contrôlable des processus chaotiques et son application dans les systèmes de la

transmission des données sont apparus dans les années 1990, [38], [39], [40].

Dans le cas général, on sous entend par la synchronisation la variation des coordonnées

des états de deux ou plusieurs systèmes, ou peut-être la variation de quelques caractéristiques

telle que les fréquences des oscillations. Si l’asymptoticité est la seule exigence qui doit être

satisfaite, alors la synchronisation est dite asymptotique. Dans le cas ou la synchronisation ne
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peut pas être atteinte dans un système sans contrôle (u = 0), alors on peut poser le problème de

déterminer une loi du contrôle sous laquelle le système de boucle fermée est synchronisé et par

conséquent, la synchronisation peut être utilisée comme le but de contrôle de coïncidence totale

ou partielle des vecteurs d’état telle que l’égalité : x1 = x2.

Qui peut être une expression formelle du mouvement synchrone de deux sous-systèmes avec

les vecteurs d’état : x1 ∈ <n et x2 ∈ <n.

L’exigence de synchronisation assymptotique des états x1 et x2 des deux systèmes peuvent être

représentés aussi comme :

lim
t→∞

(x1(t) − x2(t)) = 0 (1.13)

Le fait que le comportement désiré n’est pas uniquement fixé et ses caractéristiques sont

définies seulement partiellement est commun aux problèmes de contrôle d’excitation et de syn-

chronisation des oscillations. Ces buts de contrôle, souvent peuvent être réarrangés en termes

plus commode d’une fonction d’objective correspondante :

Q(x) =‖ x1 − x2 ‖2 ; Q(x) = (x − x?)T Γ(x − x?) (1.14)

Ou Γ est une matrice définie positive symétrique. On note ici que le choix d’une fonction d’ob-

jective appropriée est une étape importante dans la conception de l’algorithme du contrôle.

Un type important de problèmes de contrôle des processus chaotiques est représenté par la

modification des attracteurs, par exemple, transformation des oscillations chaotiques vers des

oscillations périodiques ou vice versa. Le développement des approches aux problèmes de ce

genre a été stimulé par des nouvelles applications dans la technologies des lasers et chimiques,

dans les télécommunications, la biologie, et la médecine [32], [50]- [56].

4 Méthodes de contrôle des processus chaotiques

Le contrôle du chaos fait référence à la manipulation du comportement dynamique du sys-

tème chaotique, dont l’objectif est la suppression du chaos quand il nuisible ou au contraire le

créer et le préserver quand il est bénéfique, plusieurs méthodes et algorithmes ont été proposés

et développés pour réaliser le contrôle du chaos dans divers systèmes dynamiques non linéaires.

Parmi les nombreux articles, livres, et publications disponibles sur ce thème, nous présentons

dans ce qui suit les plus fiables et les plus connues. Il est important de préciser que la littérature

dans cette matière est très large et que les méthodologies décrites ici ne sont pas les seules va-

lides. Néanmoins, nous espérons avoir fait un tour d’horizon sur tout ce qui a été fait auparavant

dans ce domaine.



32
Les systèmes dynamiques non linéaires chaotiques comportement et méthodes de

contrôle

4.1 La contrôlabilité

Le problème de caractériser la contrôlabilité locale et globale des systèmes non linéaires

est difficile et fait partie des problèmes critiques du domaine de la théorie des systèmes non

linéaires. Un concept fondamental sur la contrôlabilité d’un système non-linéaire provient d’un

théorème qui énonce que si la linéarisation d’un système non linéaire autour d’un point d’équi-

libre est contrôlable alors le système non linéaire est lui même localement contrôlable [59],

[60].

Définition 4.1 Le système non-linéaire (1.8) est dit contrôlable, si pour tous points x0, x1 dans

M, il existe un temps fini T ≤ t0 ≤ 0 et une commande admissible u : [t0,T ] → U, telle que

l’unique solution de (1.8) au temps t = T avec la condition initiale x0(t0) = x0 et pour une

commande u(x, t) donnée, x(t) satisfait x(T ) = x1

4.2 Contrôle en boucle ouverte.

Le principe de contrôle par perturbation ou par un signal programme, est la génération d’un

signal contrôle qui quelque fois une fonction du temps qui néglige les valeurs du processus

contrôlé, et est basé sur le comportement variable du système non linéaire sous l’action d’une

entrée externe prédéterminé u(t), laquelle peut être une certaine action physique sur le système

tel que une force ou un champ ou une variation de quelques paramètres du système contrôlé.

Cette approche est à la demande grâce à sa simplicité et le contrôle se fait sans toutes me-

sures ou détecteurs, c’est particulièrement important pour le contrôle des processus se produi-

sant très rapidement, par exemple, au niveau moléculaire ou atomique où l’état du système ne

peut pas être mesuré au moins en temps réel. La possibilité d’une variation appréciable de la

dynamique du système par excitation périodique, comme a été démontré dans la première moi-

tié du dernier siècle est connue depuis longtemps [23].

L’excitation de haute fréquence peut stabiliser un pendule dans un état instable, Dans la

théorie du contrôle, les actions de haute fréquence et la modulation paramétrique étaient consi-

déré comme une structure de base du contrôle vibrationnel [62], [63]. Cependant ces travaux

ont considéré seulement la stabilisation de l’état d’équilibre du système donné, ou relatif à une

fonction d’objectif donnée ou une trajectoire de référence [64], [65], [66].

Les études récentes sont visées à améliorer la suppression du chaos avec la réduction simul-

tanée du niveau d’effort externe exigé et conduire les trajectoires du système à converger vers

une orbite périodique ou un cycle limite désiré, quelques études même relient le choix de la

fonction d’excitation avec la forme du non linéarité dans le système.

Soit le modèle dynamique suivant :

ẋ = f (x) + Bu (1.15)
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Avec x ∈ <n et u ∈ <m.

Nous assumons que m = n et detB , 0. Si x? est la trajectoire désirée du mouvement contrôlé,

alors le choix d’excitation appelée aussi l’action d’Hubler [68] sera sous la forme :

u(t) = B−1(ẋ?(t) − f (x?(t))) (1.16)

Cette loi est intuitivement justifié parce que la la fonction x?(t) satisfait les équations de mouve-

ment du système éxcité, dans ce cas, l’équation de l’erreur e = x−x?(t), et si le système linéarisé

A(t) =
δ f (x?(t))

δ x
est uniformément stable au sens de

(A(t) + AT (t) � −λ I)

est satisfait pour un certain λ et tout t ≥ 0, alors toutes les solutions de (1.15) convergent vers

x?(t) et le but de contrôle est atteint [16].

4.3 Contrôle linéaire et non linéaire

Les possibilités d’utiliser les approches traditionnelles et les méthodes de contrôle auto-

matiques aux problèmes de contrôle du chaos sont largement discutées. Le but désiré peut être

atteint quelquefois même au moyen d’une loi proportionnelle simple de contrôle et d’une boucle

de retour. Parmi ces méthodes, on trouve la méthode de contrôle combinée qui est appelé aussi

le contrôle par la boucle ouverte plus fermée (OPCL) [69], pour m = n et detB , 0 est ap-

plicable aux systèmes de la forme du modèle dynamique précédent(1.15), La loi du contrôle

proposée a été sous la forme :

u(t) = B−1(ẋ?(t) − f (x?(t))) − K(x − x?(t)) (1.17)

Ou K est une matrice carrée de gain.

La théorie de contrôle non linéaire a développé une diversité de méthodes pour résoudre des

problèmes plus compliqués sous des conditions de contrôle et de mesure incomplet, parmi ces

méthodes les plus élaborées on peut citer :

– La linéarisation par boucle de retour qui a été largement appliqué aux systèmes chaotiques

[70], [71], [72],

– Contrôle global Polynomial [73], contrôle non linéaire par une boucle ouverte plus une

fermée [74],

– Contrôle par la modulation de l’amplitude et la pulsation proportionnelle [75].
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Nombreuse méthodes sont basées sur la variation de la valeur courante d’une certaine fonction

d’objective Q(x(t), t) au quelle la valeur peut correspondre à (1.12), ou à (1.14).

La distance entre la position courante du système x(t) à une surface d’objective donneé

h(x) = 0 telle que Q(x) =‖ h(x) ‖2 peut être prise comme une fonction d’objective. Pour les

systèmes de temps continu, Q(x) n’est pas dépendante directement de la loi de contrôle u, Par

conséquent, une nouvelle fonction d’objective paraisse immédiatement comme

Q̇(x) =
δQ
δ x

f (x, u)

, le taux de changement de cette fonction peut être diminué au lieu des valeurs de la fonction

objective initiale. C’est l’idée principale de la méthode du gradient décliné [76] où la loi de

contrôle u change dans la direction de l’anti gradient du taux de Q̇(x) de la fonction d’objective

originale.

L’algorithme proportionnel de la méthode du gradient décliné peut être simplifié comme :

u̇(t) = −Γ∇Q̇(x, u) (1.18)

Ou Γ est une matrice définie positive.

La méthode du gradient décliné est basée sur la fonction de Lyapunov V qui diminue le

long des trajectoires du système en boucle fermée. La forme finale de l’algorithme est obtenu

si la fonction objective V(x) = Q(x) est elle même utilisée comme la fonction de Lyapunov. La

forme différentielle de l’algorithme correspondant est de choisir :

V(x, u) = Q(x) +
1
2

(u − u?)T Γ−1(u − u?) (1.19)

Ou u? est la valeur désirée des variables de contrôle.

Autres méthodes de la théorie moderne de contrôle non linéaire [77], telles que la théorie

de centre divers [78], des méthodes à conception itérative [79]- [87], avec la procédure du

Backstepping dont le nom se reporte au nature récursive de la procédure.

En premier, seulement un petit sous-système est considéré, pour lequel une loi de contrôle vir-

tuelle est construite. Alors, la procédure est étendue en plusieurs étapes jusqu’à ce que une

loi du contrôle finale pour tout le système est construite. Au long de construction de la loi de

contrôle, une fonction Lyapunov pour le système contrôlé est successivement construite.

Les non linéarités utiles qui agissent pour la stabilisation peuvent être retenues, et le sec-

teur des non linéarités bornées peut être traiter avec un contrôle linéaire, cette méthode sera

largement détaillée et appliquée dans cette thèse, des méthode basée sur la passivité [88], la

méthode de systèmes de structure variable [89]- [91], la théorie de la stabilité absolue [92],

la conception par H∞ Optimale [93], et la combinaison de la méthode Lyapunov directe et la
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linéarisation par la contre réaction [94], [95], toutes ces méthodes ont été utilisé pour résoudre

les problèmes de stabilité d’un état donné ou d’un type de problème objectif.

Nous concluons cette section en accentuant encore une fois que les travaux qui utilisent

les méthodes bien développées de la théorie de contrôle linéaire et non linéaire moderne sou-

vent ne font pas suffisamment attention aux processus chaotiques qui se manifestent et négligée

l’exigence de petit effort de contrôle. En revanche, les publications qui tiennent compte de cette

exigence n’utilisent pas à la pleine puissance la théorie de contrôle moderne. De plus, beaucoup

de publications considèrent seulement des exemples de systèmes d’ordre bas et font des sup-

positions irréalistes. Par exemple, quelques publications supposent que le nombre d’actions du

contrôle est égal à la dimension du vecteur d’état du système [16].

4.4 Le contrôle adaptatif

Développé dans la seconde moitié du dernier siècle, le champ de contrôle adaptatif est

encore intéressant, défiant, et excitant avec une variété d’applications dans les systèmes de

contrôle modernes. Beaucoup de publications [96] - [102] considèrent la possibilité d’appli-

quer les méthodes adaptatives au contrôle de processus chaotiques, n’étant pas surpris parce que

dans beaucoup d’applications physiques, les paramètres et l’information au sujet de la structure

du modèle du système contrôlé sont inconnus, par exemple la dimension des équations du sys-

tème ou la forme caractéristiques des non linéarités dans la plupart du temps sont incomplètes,

ainsi la majorité de travaux rend usage directement ou indirectement ces méthodes de contrôle

paramétrique adaptatif.

Soit le modèle du système paramétré :

ẋ = F(x, θ, u) (1.20)

Où θ est le vecteur des paramètres inconnus. D’après (??), la loi de contrôle est aussi mise sous

une forme paramétrique : u = U(x, ε), ou

ξ̇ = φ(θ) (1.21)

C.à.d., le vecteur des paramètres du contrôleur est défini à partir du vecteur des paramètres

du système (1.20).

Le processus est obtenu en mesurant les états du système x(t), ou les sorties y(t) = h(x(t)) sont

utilisées en ligne ou autonome pour établir les valeurs estimées θ̂(t) des paramètres inconnus

θ(t), ou ajuster directement les paramètres du contrôleur ξ(t).

Une large variété des méthodes d’adaptation existe tel que les méthodes du gradient et le

gradient incliné, les moindres carrés, probabilité maximale, et ainsi de suite peuvent être utili-

sées pour développer des algorithmes de contrôle adaptatif et l’identification paramétrique.
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Ces méthodes sont bien connues dans la littérature de la théorie de contrôle [103], leur va-

lidation est basé habituellement sur la fonctions de Lyapunov laquelle est choisie sous la forme

du second degré ou est réarrangée par une transformation des variables.

4.5 Linéarisation de la carte de Poincaré où la méthode OGY

Cette méthode fut proposée par Ott, Grebogi et Yorke au début des années 90 [17]. La

possibilité de transformer le mouvement chaotique en un mouvement périodique par une action

externe sur un système a été découvert dès 1980 [104]. Cependant, seulement les années 90 ont

vu une augmentation explosive d’intérêt au contrôle de processus chaotiques qui sont en grande

partie dû au études publiées où ils ont formulé les deux idées clef suivantes :

1. Concevoir un contrôleur par un modèle discret du système basé sur la linéarisation de la

carte de Poincare.

2. utiliser la propriété de récurrence des trajectoires chaotiques et appliquer seulement l’ac-

tion de contrôle aux instants quand la trajectoire revient à un certain voisinage de l’état

désiré où une orbite donnée.

Sa réalisation a besoin du temps réel, un temps pour le calcul des vecteurs propres et des valeurs

propres de la matrice Jacobian pour la carte de Poincaré. La Publication de cette méthode qui est

maintenant appelée la méthode OGY, a été suivi par de nombreuses extensions et traitements,

son concept référant à [51], [52], [105] est comme suit :

Soit le processus contrôlé obéissant aux équations différentielles suivantes :

ẋ = F(x, u) (1.22)

Et la trajectoire objective désirée x?(t) est une solution du système (3.2) pour u(t) = 0. Cette

trajectoire peut être périodique ou chaotique, mais dans les deux cas elle est récurrente. on

construit la surface appelée la carte de Poincare :

S = {x : s(x) = 0} (1.23)

Passant par le point donné x0 = x?(0) transversalement au trajectoire x?(t) et on associe au point

x le point P(x, u).

x→ P(x, u). (1.24)

ou P(x, u) est le point du premier retour à la surface S de la solution du système (3.2), commen-

çant au point x et est obtenu pour une entrée constante u.

La carte x → P(x, u) est appelé la carte de Poincare contrôlable. grâce au propriété de récur-

rence de retour de x(t), cette carte est définie au moins pour un certain voisinage du point x0.

En considérant une séquence d’une telle carte, nous obtenons un système discret.

xk+1 = P(xk, uk) (1.25)
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Avec xk = x(tk), ou tk est un l’instant du kime intersection à la surface S , et uk est la valeur de

contrôle u(t) sur l’intervalle entre tk et tk+1.

La prochaine étape consiste à concevoir une loi du contrôle en remplaçant le système origi-

nal (3.2) par un système discret linéaire :

x̃k+1 = A x̃k + B uk (1.26)

Ou : x̃ = xk − x0, uk = C x̃k, C est une matrice qui doit être choisie pour avoir une erreur e très

minime.

Différents auteurs présentent des résultats numériques qui montrent l’efficacité de cette ap-

proche. Néanmoins ils mentionnent souvent que le taux de convergence du processus est bas

vis à vis du coût de stabilisation globale des trajectoires du système non linéaire pour un niveau

minimal de contrôle.

4.6 La contre réaction en retard où méthode de Pyragas

Les années récentes ont vu une augmentation d’intérêt vis à vis de la méthode de réaction

en retard proposée en 1992 par un physicien Lituanien K. Pyragas [106] qui a considéré le

problème de stabilisation d’une orbite instable de période τ d’un système non linéaire de la

forme (3.2) par une loi simple dans la contre réaction.

u(t) = K (x(t) − x(t − τ)) (1.27)

Où K est le coefficient de la transmission et τ est le temps de retard. Pour un contrôleur utilisant

une loi de contrôle de la forme :

u(t) = G(P) (y(t) − y(t − τ)) (1.28)

Ou : G(P) avec (P = d/dt) est la fonction de transfert du filtre,(1.28) est appelé un contrôleur

de Pyragas généralisé [107] , [108].

4.7 Contrôle Basé sur les Réseaux de neurones

Il y a plusieurs approches utilisant les réseaux neuronaux pour le contrôle de processus chao-

tiques. Beaucoup d’études comptent sur la capacité universelle des réseaux neuronaux pour le

contrôle et la prédiction du comportement des systèmes non linéaire. Du moment que les sys-

tèmes chaotiques sont fondamentalement non linéaires, la potentialité de leur contrôle neuronal

n’est pas surprenante [109].

D’autre études décrivent l’identification des systèmes contrôlées par les réseaux neuronaux

combinés avec une méthode standard de contrôle de systèmes chaotiques tel que la méthode
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de OGY [110], contrôleur de la boucle de retour proportionnel [111], cette identification est

souvent obtenu grâce à l’apprentissage adaptatif [112], ou par optimisation l’algorithme géné-

tique [113], des paramètres du contrôleur.

L’Algorithme génétique

Le GA est une méthode de la recherche globale stochastique qui imite le processus de l’évo-

lution naturelle. L’algorithme génétique commence sans connaissance a priori de la solution

correcte et dépend tout à fait des réponses de son environnement et des opérateurs de l’évolu-

tion (c.-à-d. la reproduction, le croisement et la mutation) pour arriver à la meilleure solution.

En commençant par plusieurs points aléatoires indépendants et une recherche en parallèle, l’al-

gorithme évite des minimums locaux et converge pour obtenir une des solutions optimales si

elles existent.

A Présent les GAs ont reçu beaucoup d’attention et plusieurs recherches ont été faites pour

étudier ses applications et principalement dans le domaine de contrôle qui a vu un développe-

ment énorme. Dans ce domaine, les AGs ont montré une capacité d’une haute exploration de

localiser des régions de grande performance dans les domaines complexes sans éprouver des

difficultés associés aux systèmes de grande dimension, comme peut se produire avec les tech-

niques des gradients inclinés oú les méthodes qui comptent sur l’information dérivée.

Utilisant les AGs pour rendre le contrôleur plus performant, l’AG est initialisé typiquement

avec une population aléatoire qui consiste entre 20-100 individus. Cette population est repré-

sentée habituellement par un nombre estimé ou une chaine binaire appelée un chromosome. La

performance de chaque individu est mesurée par une fonction de cout appelée fonction d’ob-

jective. La fonction objective assigne à chaque individu un nombre correspondant appelé l’apti-

tude. L’aptitude de chaque chromosome est répartie et une stratégie de survie du plus haut cout

est appliquée. La valeur de l’erreur est habituellement utilisée pour répartir le cout de chaque

chromosome.

Les étapes de l’algorithme génétique

Il y a trois étapes principales pour l’algorithme génétique, la reproduction, le croisement et

la mutation.

La reproduction Juste comme dans l’évolution naturelle, pendant la phase de la repro-

duction la valeur de cout de chaque chromosome est assignée, cette valeur est utilisée dans

le processus de la sélection pour fournir les individus de plus haut cout, un chromosome de

plus haut cout a une plus haute probabilité d’être sélectionné pour la reproduction. Un exemple

d’une technique de la méthode de la sélection commune est la Roulette. Une section de la roue
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est allouée à chaque individu dans la population, la dimension de la section est proportionnelle

au nombre de l’individu. Un compteur est mis en marche et l’individu à qui il est pointé est

sélectionné. Cela continue jusqu’à ce que le critère de la sélection est atteint. La probabilité

qu’un individuel soit sélectionné est donc en rapport avec son aptitude, en s’assurant que les

individus de plus grand cout laissent places aux membres de la nouvelle génération. Des copies

multiples de la même chaines peuvent être sélectionnées pour la reproduction et les chaines de

plus valeur de cout devraient commencer à dominer.

Croisement Une fois le processus de la sélection est achevée, l’algorithme du croisement

est débuté. Les échanges des opérations du croisement certaines parties des deux chaines sé-

lectionnées dans une offre de capturer les bonnes parties des vieux chromosomes et de créer

mieux nouveaux. Les opérateurs génétiques manipulent directement les caractères d’un chro-

mosome, en utilisant la supposition que le gène de certain individu codé produirades individus

en meilleure santé.

La probabilité du croisement indique tous les combien le croisement est exécuté.La technique

du croisement la plus simple est le croisement en un point seul . En utilisant la sélection et le

croisement sur une population produira un grand nombre de chaines différentes. Cependant il y

a deux problèmes principaux selon la population initiale choisie

– il ne peut pas y avoir assez de diversité dans les chaines initiales pour assurer que le GA

explore dans l’espace entier de recherche.

– Le GA peut converger vers une optimisation locale dû à un mauvais choix d’une popula-

tion initiale.

Ces problèmes peuvent être vaincus par l’introduction d’un opérateur de la mutation dans le

GA.

La mutation La mutation est la modification aléatoire occasionnelle d’une valeur d’une

place de la chaine. Il est considéré comme un opérateur original dans l’algorithme génétique, la

probabilité de mutation est normalement basse parce qu’un haut taux de la mutation détruirait

des chaines de la population et dégénérait l’algorithme génétique dans une recherche aléatoire.

La probabilité de la mutation s’évalue autour de 0.1 ou 0.01.Une fois une chaine est sélectionnée

pour la mutation, un élément est choisi aléatoirement de la chaine est changé ou a subi une

mutation.

Le processus de l’algorithme génétique se résume dans le diagramme suivant :

Les étapes suivies pour la création et pour rendre efficace un algorithme génétique sont comme

suit :

– Génération d’une population initiale aléatoire d’individus pour une dimension fixe.

– évaluation de la fonction d’objective pour chaque individu de la population.
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Fig. 1.16 – Diagramme illustratif de l’Algorithme Génétique

– Sélection des membres dont la valeur de la fonction d’objective élevée de la population.

– La reproduction en utilisant une méthode probabiliste par exemple, la roulette.

– Efficacité de l’opération du croisement par un choix probabiliste du point de croisement.

– exécution de l’opération de la mutation avec une probabilité basse.

– répétition des étapes jusqu’à ce qu’un critère de la convergence prédéfini soit atteint.

Le critère de la convergence d’un algorithme génétique est une condition spécifiée par l’uti-

lisateur généralement le nombre maximal de générations ou quand la valeur de la fonction

d’objective dépasse un certain seuil.

Les algorithmes génétiques sont substantiellement différents des méthodes de recherche tra-

ditionnelle et des techniques d’optimisation en cinq principaux points qui sont :

– Les algorithmes génétiques cherchent une population de points parallèlement et non pas

un point seul.

– les algorithmes génétiques n’exigent pas d’information dérivée ou d’autre connaissance

auxilliaires seulement une fonction objective et un niveau d’évaluation pour l’influence

de la direction de recherche.

– Les algorithmes génétiques utilisent des règles de transition probabilistes et pas determi-

nistes.

– Les algorithmes génétiques travaillent sur un codage d’un ensemble de paramètres, mais

pas l’ensemble de paramètres lui même (excepté que les valeurs réelles des individus sont

utilisées).

– Les algorithmes génétiques peuvent fournir plusieurs solutions potentielles à un problème

donné et le choix d’une solution finale est laissé à utilisateur.

Mais les inconvénients :

– Un usage d’espace mémoire plus grand d’où un temps de plus pour atteindre la meilleure
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solution.

– La gamme de chaque paramètre doit être connue par d’autres méthodes, une grande

gamme de combinaisons possibles.

– L’optimalité locale est l’inconvénient majeur pour les algorithmes génétiques.

– Le test de simulation pour l’algorithme génétique prouve une difficulté dû au fait que les

simulations ne s’exucutent pas en temps réel.

– il a été découvert que l’algorithme génétique peut quelquefois créer des gains d’un contrô-

leur qui renderait les fonctionnalités totales du système instables et d’autres fonctionnali-

tés sont alors à ajouter.

4.8 Contrôle basé sur les systèmes flous

La description indéterminée du système en termes de modèles flous fournit des versions

spécifiques des algorithmes de contrôle. Le système flou appelé Takagi-Sugeno obéissant à

l’ensemble de règles floues suivantes :

IF (Z1 (t) ∈ F1i AND · · ·) AND (Zp (t) ∈ F1p) THEN (ẋ = Ai x + Bi u, y = Ci x + Di u)

Ces règles sont très commodes pour la conception du contrôle. ici, x(t) ∈ <n et u(t) ∈ <m

y(t) ∈ <m :

Sont, respectivement, les vecteurs d’état, entrée, et sortie du système, Zi (t) sont des variables

antécédentes qui sont fonctions des variables d’état du système de la variables entrée u(t) et,

probablement de la variable temps avec Fi j sont les ensembles flous définissant les fonctions

d’appartenances. Les matrices Ai, Bi peuvent être dépendantes des variables Zi(t) qui permettent

de décrire le système non linéaire dans la forme paramétrique. La sortie du système est déter-

minée au moyen de la défuzzification par la méthode de centre de gravité qui souvent utilisée.

y(t) =

r∑

i=1

hi(z) Ci x (1.29)

Ou : hi(z) =
wi(zi)∑r

i=1 wi(zi)
, wi(zi) =

∏
Fi j(zi), z = (z1, z2, · · · , zn).

Avec cette représentation, les non linéarités sont cachées dans la règle de défuzzification qui

permet de construire des modèles flous pour une classe large de dynamique, y compris les

systèmes chaotiques [114].

5 Conclusion

Le contrôle du chaos demeure un domaine de recherche intensive. Les domaines des études

les plus innovatrices et les puissantes tels que le contrôle en boucle ouverte ou contrôle vibra-

tionnel, la linéarisation de la carte de Poincare et la réaction retardée sont explorés activement.
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Néanmoins, ils font face à nombreux problèmes irrésolus s’inquiétant principalement de la jus-

tification des méthodes. Les méthodes bien développées de contrôle non linéaire et le contrôle

adaptatif devrait être utilisé avec soin à cause du critère du moindre effort. Mépris de ceci, les

exigences peuvent produire une impression de simplicité du problème. Du point de vue du cri-

tère de moindre effort, les méthodes basées sur la passivité offrent un avantage parce qu’elles

nous autorisent à atteindre le but indépendamment du gain.

Ces dernières années, il y a eu un intérêt considérable dans le contrôle du chaos dans les sys-

tèmes dynamiques non linéaires. Pour les années passées, beaucoup de techniques différentes

ont été proposées pour contrôler le chaos, tel que méthode OGY, approche géométrique diffé-

rentielle, par retour réaction de l’espace de l’état linéaire, contrôle adaptatif, contrôle flou et

la méthode du Backtepping qui fait partie du contrôle non linéaire sera largement détaillée et

appliquée dans le prochain chapitre.



Chapitre 2

Backstepping pour la stabilisation et la
commande en poursuite de trajectoire
référence des systèmes dynamiques non
linéaires chaotiques

1 Introduction

Durant ces dernières années, une grande partie de la communauté scientifique s’est intéres-

sée à la recherche des procédures récursives pour la mise au point des lois de commande pour

les systèmes non linéaires, comme par exemple le Backstepping, un certain nombre d’ouvrages

traitant de cette nouvelle approche théorique sont apparus [181]- [190]. Des applications à des

procédés ont aussi été présentées dans la littérature [191]- [202]. Ces techniques maintenant

relativement connues sont essentiellement basées sur l’utilisation des fonctions de Lyapunov

pour ce qui est de l’étude de la stabilité.

La théorie de Lyapunov est un outil important, aussi bien pour les systèmes linéaires que

les systèmes non linéaires, malheureusement son utilisation dans le contrôle des systèmes non

linéaires est souvent gênée par des difficultés de trouver une fonction de Lyapunov appropriée

pour un système donné, si on peut trouver une telle fonction le système est stable, mais la tache

de la trouver est malheureusement délaissée pour l’imagination et l’expérience du concepteur

[116].

Le Backstepping est une méthode systématique pour la conception de contrôle non li-

néaire, elle peut être appliquée pour une classe générale de systèmes. Son nom se reporte à

la nature récursive de la conception de la procédure. En premier, un petit sous système est
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considéré pour lequel une loi de commande virtuelle est conçue, puis la conception est éten-

due sur plusieurs étapes jusqu’à ce que la loi de commande finale pour le système globale est

construite. Durant la conception une fonction de Lyapunov du système contrôlé est successive-

ment construite.

Une chose important dans le Backstepping est que les non linéarités peuvent être traitées en

plusieurs moyens, les non linéarités utiles contribuant dans la stabilisation peuvent être retenues,

tandis que les non linéarités non utiles peuvent être remplacées par un contrôle linéaire [87].

Contrairement au contrôle par boucle de retour linéaire, ou les non linéarités sont éliminés en

utilisant une boucle de retour non linéaire, gardé les non linéarités au lieu de les éliminés exige

un modèle moins précis et un petit effort de contrôle et mieux encore, les lois de contrôle résul-

tant peuvent être considérées comme des lois optimales garantissant une certaine propriété de

robustesse.

L’origine du Backstepping n’est pas tout a fait clair, ceci est du à l’apparition simultané

et souvent implicite dans les articles publiés des 1980. Cependant, il est juste de dire que le

Backstepping a reçue beaucoup d’attention, grâce au travaux de professeur V. Kokotovic et ses

collaborateurs [79]- [87]. En 1992 Kannellkapoullos et Al présentaient un outil mathématique

"toolkits" pour concevoir des lois de contrôle pour une variété des systèmes non linéaires utili-

sant la méthode du Backstepping [102]- [104]. Durant les années suivantes, des manuels édités

sont apparus [105], [106].

Ce chapitre introduit les techniques de bases du Backstepping, ou on donne dans la section 2.2

quelques concepts sur la théorie de Lyapunov, la section 2.3 introduit les idées de base de la

conception des lois de commande par le Backstepping, dans la section 2.4 des applications sur

quelques systèmes dynamiques non linéaires chaotiques finalement on termine par une conclu-

sion sur les parties formant le chapitre.

2 Notion de stabilité au sens de Lyapunov

La commande par la méthode du Backstepping est basé sur la théorie de Lyapunov [148],

[149] , l’objectif de la procédure est de construire une loi de commande qui ramène le système

vers un état désiré, qui est généralement un état d’équilibre stable en boucle fermée.

Dans cette section on donne quelques notions de stabilité au sens de Lyapunov, les conditions

de stabilité des différents états d’équilibres des systèmes dynamiques non linéaires [150], [151].

La classe des systèmes est celle dérivant des modèles de systèmes physiques qui peuvent se

présenter par un ensemble des équations différentielles ordinaires.

– Description (sans une entrée)

ẋ = f (x, t) (2.1)
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– Description (avec une entrée)

ẋ = f (x, u, t) (2.2)

Où x = [x1, x2, · · · , xn]T est le vecteur des variables d’état,

u = [u1, u2, · · · , um]T est le vecteur des entrées du système.

Le système Autonome :un système est dit autonome si f ne dépend pas du temps, si non le

système est dit non autonome.

Considérons le système autonome suivant :

ẋ = f (x) (2.3)

Ou : x = x(t) ∈ <n.

2.1 Différents états d’équilibres

Point d’équilibre

C’est un point pour lequel ẋ = 0.

Un point d’équilibre est une valeur de l’état xeq telle que lorsque l’argument x de f (x) est

remplacé par xeq, alors f (x) s’annule :ẋ = f (xeq) = 0.

Cycle limite

Un cycle limite est une trajectoire fermée solution du système.

Un système (2.3) possède un cycle limite C s’il existe un intervalle de temps [t0; t0 + T [ et un

point de départ x0 ∈ C, tel qu’en désignant par φ(t) la solution du système avec pour condition

initiale x(t0) = x0 = φ(t0) on ait :

– φ(t) ∈ C ∀t ∈ [t0; t0 + T [,

– φ(T ) = x0.

Définition intuitive de la stabilité

Si le système est initialement "légèrement" perturbé de son point d’équilibre le système

reste "proche" de ce point d’équilibre.

Notion de distance

Il faut rendre mathématiquement précis ce que l’on entend par "proche" et "légèrement"

[151].

Définition 2.1 Un espace vectoriel ϑ est dit normé lorsqu’il existe une fonction qui associe à

tout x la fonction la norme de x : x � ‖x‖ de ϑ � < telle que :
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– ‖x‖ ≥ 0, ∀x , 0 ∈ ϑ et ‖x‖ = 0 seulement lorsque x = 0

– ‖cx‖ = c‖x‖, ∀c ∈ < ,∀x ∈ ϑ
– ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ ∀x, y ∈ ϑ

Dans un espace vectoriel<n, les normes suivantes sont définies :

– ‖x‖2 =

√∑n
k=1 x2

i

– ‖x‖1 =
∑n

k=1 |x|i
– ‖x‖∞ = maxn

i=1 xi

Avec x = (x1, x2, · · · , xn)T , xi ∈ <, i = 1, · · · , n. vecteur des variables d’état.

Propriétés de stabilité du point d’équilibre

Dans cette partie, nous rappelons quelques concepts sur la stabilité des systèmes dyna-

miques. La notion de stabilité d’un système dynamique caractérise le comportement de ses

trajectoires autour des points d’équilibre. L’analyse de la stabilité d’un système dynamique per-

met donc d’étudier l’évolution de sa trajectoire d’état lorsque l’état initial est proche d’un point

d’équilibre.

La stabilité au sens de Lyapunov est une théorie générale valable pour toute équation diffé-

rentielle. Cette notion signifie que la solution d’une équation différentielle initialisée au voisi-

nage d’un point d’équilibre en reste suffisamment proche.

Les propriétés de stabilité du point d’équilibre sont caractérisées par les définitions suivantes

[120] :

Définition 2.2 – Un point d’équilibre xeq est dit stable au sens de Lyapunov, si pour tout

réel strictement positif R � 0, il existe un réel strictement positif r � 0 tel que pour toute

solution du système x(x0, t) (2.3) on a :

‖x0 − xeq‖ ≤ r ⇒ ‖x(x0, t) − xeq‖ ≤ R

.

x(x0, t) est une solution sous une condition initiale x0

– Il est instable s’il n’est pas stable au sens de Lyapunov.

– Un point d’équilibre xeq est dit attractif si pour tout réel strictement positif ε � 0, il existe

un scalaire positif δ(t0) � 0 tel que :

‖x0‖ ≤ δ(t0))⇒ lim
t→∞

x(t, t0, x0) = xeq ∀t � t0

on dit que le point d’équilibre xeq est globalement attractive si : δ(t0) = ∞ .
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– Un point d’équilibre xeq est asymptotiquement stable (AS) s’il est stable et en plus il est

attractif, c.a.d. il existe un nombre un réel strictement positif η � 0 tel que :

‖x0 − xeq‖ ≤ η⇒ lim
t→∞

x(t) = xeq

– Un point d’équilibre est globalement asymptotiquement stable (GAS) s’il est asymptoti-

quement stable pour tout état initial tel que :

lim
x→∞

x(t) = xeq ∀x0

Définition 2.3 Un cycle limite C est dit stable si toutes les trajectoires dans un voisinage du

cycle tendent vers C .

Il est instable si toutes les trajectoires divergent de C.

Il est semi-stable si certaines trajectoires convergent vers C.

La stabilité était considérée comme la capacité du cycle limite de se maintenir même après

perturbation de celui-ci. Ce type de stabilité sera appelée asymptotique. La présente section

donne les nuances entre les types de stabilité ainsi qu’un traitement approfondi du concept, et

des résultats relatifs. Elle ne s’occupera que de l’analyse d’un point d”équilibre. Les concepts

pourront alors être étendus à la notion de cycle limite sans trop de difficulté.

La stabilité au sens de Lyapunov signifie que la trajectoire d’état peut être gardée arbitraire-

ment prés de xeq, si l’on prend une condition initiale suffisamment proche de xeq.

Montrer qu’un point d’équilibre admet une des propriétés citées ci-dessus en utilisant les

définitions précédentes est souvent difficile. Notons que généralement, on ne sait pas résoudre

explicitement le système (2.3). Pour cela la théorie de Lyapunov est très utile pour étudier la

stabilité et la stabilité asymptotique des systèmes non linéaires [156].

De ce fait, la méthode directe de Lyapunov permet de contourner cet obstacle. Cette méthode

consiste à définir une fonction particulière dont l’existence garantit la stabilité.

2.2 Méthode direct de Lyapunov

Le mathématicien et ingénieur A. M. Lyapunov introduisait l’idée de condenser le vecteur

d’état x(t) en une fonction scalaire V(x), qui mesurait de combien le système est loin du point

d’équilibre xeq et si cette fonction tend vers une valeur minimale, alors le système tend vers son

point d’équilibre. Cette approche qui caractérise la stabilité du système est appelée la méthode

direct de Lyapunov ou la seconde méthode de Lyapunov. Définissons d’abord quelques concepts

utiles :

Définition 2.4 Une fonction scalaire V(x) est :
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– Définie positive si : V(0) = 0 et V(x) � 0 ∀x , 0

– Semi définie positive si : V(0) = 0 et V(x) ≥ 0 ∀x , 0

– Semi définie négative si : −V(x) est Semi définie positive

– Radialement non bornée si : V(x)→ ∞ ‖x‖ → ∞

Maintenant nous pouvons énoncer les théorèmes qui prouvent la stabilité asymptotique globale.

Considérons le système (2.3) et f (0) = 0

Théorème 2.1 V(x) est une fonction scalaire semi définie positive, bornée, continue et diffé-

rentiable dans le temps si :

V̇(x) =
d
dt

V(x) =
∂V
∂x

dx
dt

=
∂V
∂x

ẋ =
∂V(x)
∂x

f (x) ≺ 0 ∀x , 0 (2.4)

Alors x = xeq est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable (GAS).

Une fonction scalaire V(x) qui satisfait la condition V̇(x) ≺ 0 est alors appelée la fonction de

Lyapunov du système.

La définition implique que la fonction V définit des équipotentielles imbriquées. C’est à dire

que les courbes V(x) = cste, appelées équipotentielles de Lyapunov, définissent des domaines

connexes autour de l’origine. De plus en définissant les domaines :

D1 = {x V(x) ≤ c1} f ,D2 = {x V(x) ≤ c2}, alors : c1 ≤ c2 ⇒ D1 ⊂ D2

L’existence de cette fonction implique que le point x = xeq est un point d’équilibre stable, la

condition V̇(x) ≺ 0 garantie la stabilité asymptotique, la condition de radialement bornée ga-

rantie que toutes les courbes de niveau de V(x) sont fermées, toutes ces conditions garantissent

la stabilité asymptotique globale du système.

Dans quelques cas la stabilité asymptotique globale, peut être montrer quand ˙V(x) est seulement

semi définie négative [152].

Considérons le système (2.3) et f (0) = 0

Théorème 2.2 V(x) est une fonction scalaire Semi définie positive, bornée, continue et diffé-

rentiable dans le temps si :

V̇(x) = V(x) f (x) ≺ 0, ∀x , 0, S = {x : V̇(x) = 0}

Et supposant que le système (2.3) admet une solution unique x(t) = xeq. Si x(t) reste au voisinage

de S , alors x = xeq est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable (GAS).

Théorème 2.3 Le point d’équilibre x = xeq du système d’équation (2.3) est dit uniformément

Asymptotiquement Stable si toute trajectoire solution du système comprise dans une boule de

rayon R de grandeur quelconque et initialisée en x0 dans une boule de rayon R0 dépendant de

R converge vers le point d’équilibre quand t tend vers∞.
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∀R � 0,∃r � 0 tel que ‖x0‖ ≺ r ⇒ ‖xt‖ ≺ R

Cette définition signifie que, quelle que soit la boule d’exigence de taille R, il est toujours pos-

sible de choisir une certaine sous-boule de taille r telle que, pour toutes les conditions initiales

comprises dans cette sous-boule, les trajectoires résultantes seront, en tout temps, comprises

dans la boule d’exigence de taille R.

Dans la théorie de Lyapunov, un des critères présentés consiste en l’étude d’une fonction

notée V(x) liée au système considéré, que l’on appelle fonction de Lyapunov. Si cette fonc-

tion remplit certaines conditions, alors le point d’équilibre xeq du système est qualifié de stable

[152].

Une des formes du théorème décrivant ce critère passe par l’utilisation des fonctions de classe

K et K∞. Nous en donnons une définition ci-après.

Définition 2.5 Une fonction continue g(r) où r appartient à l’intervalle [0; a] ⊂ < est dite de

classe K si elle est strictement croissante et si g(0) = 0. Elle appartient à la classe K∞ si a = ∞
et si g(r) tend vers∞ quand r tend vers∞. g(r)→ ∞ ‖r‖ → ∞

Le théorème peut alors être énoncé comme suit.

Théorème 2.4 Supposons qu’une fonction V(x) ait ses dérivées premières continues autour du

point d’équilibre x = xeq. Alors si on peut trouver des fonctions α, γet β de classe K telles que

les conditions suivantes soient vérifiées :

α (‖x‖) � V(x) � β (‖x‖) (2.5)

V̇(x) � γ (‖x‖) (2.6)

le point d’équilibre x = xeq est uniformément asymptotiquement stable (UAS).

Le corollaire qui suit permet de travailler sur tout l’espace d’état.

corollaire 2.1 Si de plus,α est de classe K∞, alors le point d’équilibre x = xeq est Globalement

Uniformément Asymptotiquement Stable (GUAS).

Bien que certains systèmes ont la caractéristique d’avoir une fonction de Lyapunov décrois-

sante, mais pas pour autant strictement décroissante, (c’est-à-dire V̇(x) ≺ 0) au lieu de V̇(x) �
0,∀x , 0), ils sont néanmoins asymptotiquement stable. L’objet de cette section est de présen-

ter les conditions supplémentaires sur la fonction V et sa dérivée dans le temps pour garantir la

stabilité asymptotique.

De plus, l’outil qui sera présenté permet de traiter également la convergence vers un point

d’équilibre ou vers un cycle limite. Nous verrons également que le caractère positif défini de V
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peut très bien être relaxé. Le théorème ne donnera pas une preuve de stabilité au sens de Lyapu-

nov, mais un critère de convergence asymptotique, ceci valant autant pour les points d’équilibre

que pour les cycles limites.

Pour prouver les propriétés de stabilité d’un système, de nombreuses méthodes sont basées

sur le théorème de Lyapunov, pour les systèmes autonomes, il est possible de prouver la stabi-

lité asymptotique quand V̇(x) ≤ 0 en considérant le théorème d’invariance de LaSalle, alors que

pour les systèmes non autonomes le Lemme de Barbalat est employé pour prouver la stabilité

asymptotique [152].

Théorème 2.5 (Théorème de LaSalle) Le point d’équilibre x = xeq de (2.3) est asymptoti-

quement stable s’ il existe une fonction V(x) de D � < continument différentiable ayant les

propriétés suivantes :

– V̇(x) ≺ 0 ∀x , 0

– S = {x : V̇(x) = 0}
Ou :

– D est un ensemble ouvert de<n et xeq ∈ D,

– V(x) ≤ V(xeq) ∀x , 0 dans D, (V(x) est minimale en xeq),

– V̇(x) ≤ 0 ∀x ∈ D,

– L’ensemble S ⊂ D tel que V̇(x) = 0 ne contient pas de trajectoires du système x(t) = xeq.

Alors, pour toute condition initiale x0 ∈ D, la solution de (2.3) reste dans D, est définie pour

tout temps t > 0 et converge vers le plus grand sous-ensemble invariant inclus dans S [157],

[120], [158]. Le théorème d’invariance de LaSalle, s’applique aussi bien aux points d’équilibres

qu’aux cycles limites.

Théorème 2.6 (Lemme de Barbalat) [20], Soit φ : < � < une fonction uniformément continue

sur [0,∞[. Supposons que limt→∞
∫ t

0
φ(τ) dτ existe et est finie, Alors :

φ � 0 quand t � ∞

En combinant la méthode directe de Lyapunov et le Lemme de Barbalat, nous obtenons le

théorème de LaSalle et Yoshizawa.

Théorème 2.7 (Théorème de LaSalle et Yoshizawa) [20]- [21], Soit x = 0 un point d’équilibre

de (1.3)avec f une fonction localement dérivable en x et est uniformément continue en t.

Soit : V : <n ×<+ � <+ une fonction continument différentiable tels que :


γ1 (‖x‖) ≤ V(x, t) ≤ γ2 (‖x‖)
V̇ = ∇V(x) f (x) ≤ −W(x) ≤ 0

(2.7)
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ou γ1 et γ2 sont des fonctions de classes K∞ et W est une fonction continue. Alors, toutes les

solutions de (2.3) sont globalement uniformément bornées et satisfont limt→∞W(x(t)) = 0

De plus, si W(x) est définie positive, alors le point d’équilibre x = 0 est Globalement asympto-

tiquement uniformément stable (GAUS).

Jusqu’ à présent on a défini la stabilité des systèmes à partir de la stabilité de l’état d’équi-

libre autour d’un point, dans un domaine. Il est également possible de considérer la stabilité

entrée/sortie.

Soit le système :



ẋ = f (x, u)

y = h(x, u)

x(t0) = x0

(2.8)

Où u est l’éntrée du système alors que y est la sortie. La stabilité entrée/sortie d’un point d’équi-

libre (ue, ye) se définit par :

Théorème 2.8 Quelque soit ε � 0, il existe ξ � 0 et il existe un domaine de conditions initiales

de l’état du système tels que si ‖u − ue‖ ≺ ξ pour tout t et que x0 appartient au domaine de

conditions initiales alors ‖y − ye‖ ≺ ε pour tout t.

Remarque

Ces théorèmes sont une condition suffisante de stabilité mais ne permet pas de guider l’uti-

lisateur dans le choix de la fonction de Lyapunov, n’indiquent pas toujours comment trouver la

fonction de Lyapunov, qui satisfait les conditions de (GAUS). L’étude des méthodes qui per-

mettent de construire une fonction de Lyapunov candidate pour un système donné a motivé

une littérature très abondante, les formes quadratiques sont les plus utilisées notamment les

fonctions définies positives qui sont des intégrales premières.

Type de fonction de Lyapunov

La recherche des fonctions de Lyapunov, c’est-à-dire des fonctions qui peuvent être assi-

gnées à être des fonctions de Lyapunov pour une certaine commande, joue un rôle très impor-

tant pour la stabilisation des systèmes non linéaires et la robustesse de la stabilité ainsi obtenue.

C’est à la fois un outil fondamental d’un point de vue théorique puisque l’on peut réduire la re-

cherche des lois de commande stabilisantes à la recherche des fonctions de Lyapunov, un outil

de synthèse des lois de commande, et un outil pour l’étude de leurs robustesses [151].
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Quelques exemples de fonctions de Lyapunov

Dans le cas des systèmes non linéaire, il n’existe pas de méthode systématique pour choisir

une fonction de Lyapunov convenable, d’ou l’utilisation de l’expérience, de l’intuition et de

considérations physiques et de quelques méthodes partielles. Nous proposons quelques fonc-

tions de Lyapunov classiques et nous présentons deux méthodes qui permettent de répondre en

partie à ce problème [152].

Fonction de Lyapunov quadratique

Soit n’importe quelle matrice symétrique définie positive P (Une condition nécessaire et

suffisante pour que la matrice symétrique P soit définie positive est que ses valeurs propres

soient toutes positives), alors

V(x) = xT P x (2.9)

est une fonction candidate de Lyapunov. Les équipotentielles de Lyapunov sont des ellipsoïdes

avec des demis axes définis par les valeurs propres et vecteurs propres de P [151]. La dérivée

au long de la trajectoire de V s’écrit :

V̇(x) = xT P f (x) + f (x)T P x (2.10)

Norme du max

Soit la fonction :

V(x) = max |xi| (2.11)

C’est à dire que l’on prend la valeur absolue maximale des coefficients du vecteur x. Les équi-

potentielles de Lyapunov sont des hyper cubes de cotés parallèles aux axes de l’espace vectoriel.

La dérivée le long des trajectoire s’écrit :

V(x) = max |xi| = xisigne(xi) (2.12)

V̇(x) = fi(x)signe(xi) (2.13)

Norme duale du max

Soit la fonction

V(x) =
∑
|xi| (2.14)

C’est à dire que l’on prend la somme des valeurs absolues des coefficients du vecteur x. Les

équipotentielles de Lyapunov sont des hyper cubes de sommets placés sur les axes de l’espace

vectoriel. La dérivée le long des trajectoires s’écrit :

˙V(x) =
∑

fi(x)signe(xi) (2.15)
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Construction des fonctions de Lyapunov

Construction par la méthode de Krasovskii

La méthode de Krasovskii consiste à proposer une fonction candidate de Lyapunov de la

forme V(x) = f T (x) f (x) et de tester si cette fonction est une fonction de Lyapunov.

Théorème 2.9 Soit le système autonome suivant ẋ = f (x) tel que f (0) = 0 dont le point d’équi-

libre étudié est l’origine. Définissons la matrice jacobiéenne du système :

A(x) =
∂ f (x)
∂x

Si la matrice F(x) définie par F(x) = AT (x) + A(x) est définie négative dans un voisinage Ω de

l’origine :

∃Ω ⊆ <N , 0 ∈ Ω : F(x) = AT (x) + A(x) ≺ 0, ∀x , 0

c. à. d

(xT F(x)x) ≺ 0 ∀x , 0, x ∈ Ω

Alors :

V(x) = f T (x) f (x) avec V̇ ≺ 0

V(x) est une fonction de Lyapunov et 0 est un point localement asymptotiquement stable.

Si de plus Ω = <N , et

lim
‖x‖→+∞

V(x) = +∞

alors le système est globalement asymptotiquement stable.

Remarque :

Ce résultat de Krasovskii trés simple à utiliser est toutefois rarement applicable du fait des

problèmes tels que :

– matrice jacobiéenne non définie négative.

– difficulté pour tester la définie négativité de F.

Démonstration :

V̇ = ẋT (
∂ f (x)
∂x

)T f (x) + f (x)T ∂ f (x)
∂x

ẋ = f (x)T (AT (x) + A(x)) f (x)

Généralisation

Soit ẋ = f (x) dont le point d’équilibre étudié est l’origine et A(x) sa matrice jacobienne. S’il

existe deux matrices P = PT et Q = QT telles que :
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Théorème 2.10
∃Ω ⊆ <N ,∃P � 0et∃Q � 0

∀x , 0 x ∈ Ω, F(x) = AT (x)P + P A(x) + Q ≺ 0

Alors :

V(x) = f T (x) P f (x) avec V̇ ≺ 0.

Est une fonction de Lyapunov et l’origine 0 est localement asymptotiquement stable.

Si de plus Ω ≡ <N , et :

lim
‖x‖→+∞

V(x) = +∞
Alors x = 0 est globalement asymptotiquement stable.

Construction par la méthode du gradient variable

Cette méthode constitue une approche formelle permettant de construire des fonctions de

Lyapunov. Une fonction scalaire est reliée à son gradient par la relation intégrale :

V(x) =

∫ x

0
∇Vdξ (2.16)

Ou :

∇V =
(
∇V
∂x1

∇V
∂x2

. . . ∇V
∂xn

)T
(2.17)

Principe de la méthode :

On suppose donnée une forme spécifique pour le gradient ∇V en lieu et place d’une forme

spécifique pour la fonction candidate. Généralement, on suppose :

∇Vi =

n∑

j=1

ai jx j

où les ai j sont des coefficients à déterminer.

Lorsque les conditions d’intégrabilité sont satisfaites (la relation entre le gradient et la fonction

scalaire est biunivoque) :
∇Vi

∂xi
=
∇V j

∂x j
, i , j, (i, j = 1, . . . n) (2.18)

Procedure :

– ∇V est donnée par la forme précédente

– Résoudre les relations croisées pour ai j conditions d’intégrabilité satisfaites.

– Imposer la condition V̇ ≺ 0 implique le choix des ai j(x1, x2, · · · , xn); i = 1, 2, · · · , n, pour

que V̇ soit définie négative.

– Calculer V par intégration à partir de ∇V . l’intégration ne dépend pas du chemin :∫ x1

0
∇V1(ξ1, 0, · · · , 0)dξ1+

∫ x2

0
∇V2(x1, ξ2, 0, · · · , 0)dξ2+, · · · ,+, · · · ,+

∫ xn

0
∇Vn(x1, x2, · · · , ξn)dξn

(2.19)

– En vérifiant toujours la condition V(x) > 0∀x , 0
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Remarque

La stabilité au sens de Lyapunov est une traduction mathématique d’une constatation élé-

mentaire, si l’énergie totale d’un système se dissipe continument (c’est-à-dire décroît avec le

temps) alors ce système (qu’il soit linéaire ou non, stationnaire ou non) tend à se ramener à un

état d’équilibre (il est stable). La méthode directe cherche donc à générer une fonction scalaire

de type énergétique qui admet une dérivée temporelle négative.

Concept de passivité et fonction de Lyapunov

Un système est passif lorsque la puissance soutirée se fait au détriment du stock interne

d’énergie. Ainsi, il ne peut pas y avoir de génération interne de puissance.

L’idée est de considérer des systèmes pour lesquels la dissipation est positive ou nulle. En

d’autres termes lorsque la puissance est injectée la puissance en entrée positive elle est soit

stockée soit dissipée et lorsque le système restitue de la puissance puissance en entrée négative,

elle est fournie par le stock interne. Il n’y a pas de génération interne de puissance [121]- [124],

[152]- [124].

Définissons la fonction de Lyapunov pour un système sans entrée :


ẋ = f (x)

V̇ ≤ 0
(2.20)

Tandis que la passivité pour système entrée-sortie est :


ẋ = f (x, u)

V̇ ≤ puissance f ournie

y = h(x)

(2.21)

La Passivité permet d’obtenir des contrôleurs robustes qui ont une interprétation physique claire

en termes d’interconnexions du système avec son environnement. En particulier, l’énergie totale

du système en boucle fermée est la différence entre l’énergie du système et l’énergie fournie par

le contrôleur .

2.3 Contrôle Basé sur la théorie de Lyapunov

Considérons le système autonome avec entrée suivant :

ẋ = f (x, u)

Où x est le vecteur d’état du système et u est la loi de commande à l’entrée, procédons

déferrement, notre objectif est de trouver une loi de commande qui ramène le système au point
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d’équilibre x = 0, soit u = k(x) tel que x = 0 est un point d’équilibre globalement asymptoti-

quement stable pour le système à boucle de retour fermé ẋ = f (x, k(x)).

Pour démontrer le critère de stabilité (GAS), on a besoin de construire une fonction de Lya-

punov V(x) , qui satisfait les conditions des théorèmes précédents, la conception de la loi de

contrôle u = k(x) associée avec la fonction de Lyapunov est ce qu’on appelle un contrôle basée

sur la théorie de Lyapunov.

Une approche simple de trouver u = k(x) est de prendre une fonction définie positive, bor-

née V(x) , et choisir k(x) telle que ˙V(x) = V(x) f (x) ≺ 0, ∀x , 0.

Pour réussir dans cette approche V(x) doit être soigneusement choisie.

Définition 2.6 Une fonction définie positive, bornée V(x) est appelée un contrôle basé sur la

fonction de Lyapunov (cfl) si :

inf V(x) f (x) ≺ 0 ∀x , 0 (2.22)

Etant donné un (Cfl) pour un système donné, on peut donc trouver facilement une loi de contrôle

assurant une stabilité globale du système, l’existence d’une telle loi est équivalente à l’existence

d’un (cfl) [189], c’est-à-dire pour chaque loi de contrôle assurant une stabilité globale, on peut

trouver un (Cfl) et inversement ceci est connue par le théorème d’Artstein [160].

Théorème 2.11 (theoreme d’Artstein) Un système dynamique a une loi de contrôle basée sur

la fonction de Lyapunov si et seuleument si il existe une fonction de stabilisation regulière dans

la boucle de retour u(x).

Les méthodes ci-dessus supposent que si un (Clf) est connu, le système peut être contrôlé, alors

comment peut-on construire une loi de contrôle correspondant à une fonction de Lyapunov pour

avoir une stabilité globale en boucle fermée, le Backstepping [115]- [120] résout ce problème

à travers une méthode récursive pour une classe des systèmes non linéaire (2.3), dans la section

suivante on donne les conceptes de base de la méthode, laquelle peut être appliqué aux différents

systèmes chaotiques cités au dessus.

3 Théorie du Backstepping

La technique du backstepping a été développée au début des années 90. L’arrivée de la com-

mande par le backstepping a donné un nouveau souffle à la commande des systèmes non li-

néaires, qui malgré les grands progrès réalisés, il manquait des approches générales. Cette tech-

nique est une méthode systématique et récurrsive de synthèse de lois de commande non linéaires

qui utilise le principe de stabilité de Lyapunov et qui peut s’appliquer à un grand nombre de sys-

tèmes non linéaires.
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L’idée de base de la commande par le Backstepping est de rendre les systèmes bouclés

équivalents à des sous-systèmes d’ordre un en cascade stable au sens de Lyapunov, ce qui leur

confère des qualités de robustesse et une stabilité globale asymptotique. En d’autres termes,

c’est une méthode multi-étapes. A chaque étape du processus, une commande virtuelle est ainsi

générée pour assurer la convergence du système vers son état d’équilibre. Cela peut être atteint

à partir des fonctions de Lyapunov qui assurent pas à pas la stabilisation de chaque étape de

synthèse.le Backstepping est :

– applicable au système de type triangulaire inférieur ou appelée aussi boucle de retour

stricte c .à. d la dérivée de chaque composante du vecteur d’état doit être une fonction des

composantes précédentes et dépendre additivement de la composante suivante.

– Commençant avec la première équation différentielle du système ẋ1 qui est plus loin de

l’entrée de commande u, et n’achève la loi de commande de type d’expression analytique

qu’en dernière étape.

– Elle construit une sortie passive et une fonction de stockage qui est utilisée comme une

fonction Lyapunov.

La méthode de linéarisation par bouclage de retour élimine toutes les non linéarités du système,

la technique du backstepping donne plus de flexibilité au concepteur en exploitant les " bonnes

" non linéarités, tandis que les " mauvaises " non linéarités ou les non linéarités déstabilisantes

sont dominées en ajoutant des amortissements non linéaires. Ainsi, une robustesse additionnelle

est obtenue [161].

3.1 Commande de stabilisation par la méthode du Backstepping

Cette technique met à profit des relations causales successives pour construire de manière

itérative et systématique une loi de commande et une fonction de Lyapunov stabilisante. De

plus, et contrairement au bouclage linéarisé, le backstepping offre la possibilité de conserver

dans le bouclage les non linéarités stabilisantes. Pour qu’elle puisse s’appliquer, le système non

linéaire doit être sous la forme paramétrique de boucle de retour stricte.

Considérons le système sous la forme paramétrique du type boucle de retour stricte suivant :


ẋi = gi (xi, t)xi+1 + fi (xi, t)

(i = 1, · · · , n − 1)

ẋn = gn (xn, t) u + fn (xn, t)

y = x1

xt0 = x0

(2.23)

Où xi = [x1, x2, · · · , xi] ∈ <i, (i = 1, · · · , n − 1), u ∈ < , y ∈ < :

Sont respectivement vecteurs des états d’entrées et de sortie.
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gi(.) , 0, fi(.), i = 1, · · · , n − 1 sont des fonctions non linéaires contiues et dérivables.

gn(.) , 0, fn(.) sont des fonctions non linéaires continues.

Ce système est représenté par le bloc diagramme dans la figure (2.1) suivante : Notre objectif

Fig. 2.1 – Le bloc diagramme d’un système de boucle de retour stricte.

est de concevoir un contrôleur dans la contre réaction pour le système (2.23) garantissant une

stabilité globale et force le système vers le point d’équilibre c .à .d :

y(t)→ 0 quand t → ∞ (2.24)

La conception de la procédure du backstepping contient n étapes, durant la iième étape une

loi de commande intermédiaire appelée aussi fonction stabilisante ou loi de contrôle virtuelle

αi doit être déterminée en utilisant une fonction de Lyapunov appropriée Vi.

Considérons en premier l’équation du système (2.23) quand i = 1, dans la première étape,

le premier sous système avec une sortie passive z1 et une entrée x2, est rendue passive par une

loi de contrôle virtuelle α1(x1) , le second sous système avec une sortie passive z2 = x2 − α1 et

une entrée x3, est rendue passive par une loi de commande virtuelle α2(x1, x2) ,cette procédure

est applicable jusqu’au nime sous système avec une sortie zn = xn − αn−1 et une entrée u. La

sortie zn est rendue passive et GAS par une loi de commande finale u.

A chaque étape une fonction de Lyapunov est construite qui est considérée aussi comme une

fonction de stockage de type quadratique et peut être déterminée par les deux méthodes Kra-

sovskii ou le gradient variable.

Première étape

Fig. 2.2 – Le bloc diagramme du premier sous système
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Définissons la première variable de la procédure soit z1 comme sortie virtuelle du premier

sous système z1 = x1. La dérivée dans le temps est :

ż1 = ẋ1 = g1 z2 + g1 α1 + f1 (2.25)

Et une deuxième variable du Backstepping z2 = x2 − α1, avec α1 une loi de commande virtuelle

qui doit être déterminer plus tard. Pour trouver cette loi de commande nous construisons une

Fig. 2.3 – Le bloc diagramme du premier sous système avec une sortie virtuelle z1

fonction Lyapunov partielle de type quadratique :

V1(z1) =
1
2

z2
1 (2.26)

Sa dérivée par rapport au temps est :

V̇1 = z1 ż1 = g1 z1 z2 + z1

=−c1 z1︷       ︸︸       ︷
(g1 α1 + f1) (2.27)

La non linéarité est remplacé par un controle linéaire et α1 est choisie de telle sorte que V̇1 soit

négative définie :

α1 =
1
g1

(−c1 z1 − f1) (2.28)

Où c1 � 0 est une constante de conception positive. Notant que α1 a été choisi de manière à

éliminer la non linéarité f1 et d’avoir V̇1 ≺ 0. On substituant α1 dans V1 et dans on z1 trouve :


V̇1 = −c1 z2
1 + g1 z1 z2

ż1 = g1 z2 − c1 z1
(2.29)

Pour une stabilité globale, le dernier terme g1z1z2 dans V̇1 sera éliminé dans la prochaine étape.

Deuxième étape

Dans cette étape nous utilisons une nouvelle variable z3 = x3 − α2 comme une sortie pour le

second sous système avec x3 comme entrée et réecrivant la seconde équation du système(2.23) :

ż2 = ẋ2 − α̇1 = g2 z3 + g2 α2 + f2 − α̇1 (2.30)

Puisque α1(x1) est la fonction stabilisante du sous système 2 alors :
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Fig. 2.4 – Le bloc diagramme du deuxième sous système

Fig. 2.5 – Le bloc diagramme du deuxième sous système avec une sortie virtuelle z2

α̇1 =
∂α1

∂t
=
∂α1

∂x1
ẋ1 =

∂α1

∂x1
(g1 x2 + f1) (2.31)

En substituant α̇1 dans ż2.

ż2 = g2 z3 + g2 α2 + f2 − ∂α1

∂x1
(g1 x2 + f1) (2.32)

Maintenant nous procédons à trouver une fonction de Lyapunov V2 pour le second sous système,

Parce que z2 est une sortie passive, un choix possible de la fonction du stockage :

V2(z1, z2) = V1(z1) +
1
2

z2
2 (2.33)

Sa dérivée dans le temps est :

V̇2 = V̇1 + z2ż2 = −c1 z2
1 + g2 z2 z3 + z2

=−c2 z2︷                                           ︸︸                                           ︷
(g1 z1 + g2 α2 + f2 − ∂α1

∂x1
(g1 x2 + f1)) (2.34)

La propriété clé de cette expression est que tous les termes potentiellement indéfinis paraissaient

multiplié par z2. D’où, notre contrôle virtuelle x3 = α2(x1, x2) peut être choisi de faireV̇2 négative

défini. une conception possible est :

α2 =
1
g2

(−c2 z2 − g1 z1 − f2 +
∂α1

∂x1
(g1 x2 + f1)) (2.35)

Où c2 est une constante positive de conception. On substituant α2 dans V2 et dans on z2 trouve :


V̇2 = −c1 z2
1 − c2 z2

2 + g2 z2 z3

ż2 = g2 z3 − c2 z2 − g1 z1
(2.36)

Pour une stabilité globale, le dernier terme g2z2z3 dans V̇2 sera éliminé dans la prochaine étape.
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Fig. 2.6 – Le bloc diagramme du troisième sous système

Troisième étape

Commençons par la troisième variable de la procédure soit z3 = x3 − α2 comme une sortie

pour le troisième sous système avec x4 comme entrée, définissant une nouvelle variable z4 =

x4 − α3, α3 est la fonction stabilisante du troisième sous système et réécrivant la troisième

équation du système(2.23) : La dérivée dans le temps est :

Fig. 2.7 – Le bloc diagramme du troisième sous système avec une sortie virtuelle z3

ż3 = ẋ3 − α̇2 = g3 z4 + g3 α3 + f3 − ∂α2

∂x2
(g2 x3 + f2) − ∂α2

∂x1
(g1 x2 + f1) (2.37)

Parce que z3 est une sortie passive, un choix possible de la fonction du stockage(Lyapunov) :

V3(z1, z2, z3) = V1 + V2 +
1
2

z2
3 (2.38)

Sa dérivée dans le temps est :

V̇3 = V̇1 + V̇2 + z3ż3 (2.39)

= −c1 z2
1 − c2 z2

2 + g3 z3 z4 + z3

=−c3 z3︷                                          ︸︸                                          ︷
(g2 z2 + g3 α3 + f3 − ∂α2

∂x1
(g1 x2 + f1)

−∂α2

∂x2
(g2 x3 + f2)) (2.40)
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le contrôle virtuelle x4 = α3(x1, x2, x3) peut être choisi en rendant V̇3 négative défini. une

conception possible est :

α3 =
1
g3

(−c3 z3 − g2 z2 − f3 +
∂α2

∂x1
(g1 x2 + f1) +

∂α2

∂x2
(g2 x3 + f2) (2.41)

α3 est choisie de telle sorte que V̇3 soit définie négative, c3 est une constante positive de concep-

tion. On substituant α3 dans V3 et dans on z3 trouve :


ż3 = +g3 z4 − c3 z3 − g2 z2

V̇3 = −c1 z2
1 − c2 z2

2 − c3 z2
3 + g3 z3 z4

(2.42)

Pour une stabilité globale, le dernier terme g3z3z4 dans V̇3 sera éliminé dans la prochaine étape.

La iièmeEtape

Pour (i = 4, · · · , n − 1), Aprés quelques manipulations algébriques la dérivée de la variable

de la procédure comme sortie virtuelle zi = xi − αi−1, peut être exprimée comme :

żi = ẋi − α̇i−1 = −ci zi + gi zi+1 + fith (2.43)

avec zi+1 = xi+1 − αi, où αi est la loi de commande virtuelle à l’étape i qui doit être déterminée.

Fig. 2.8 – Le bloc diagramme du iième sous système avec une sortie virtuelle zi

La loi de commande virtuelle est maintenant conçue pour rendre définie négative une fonction

de Lyapunov suivant :

Vi = Vi−1 +
1
2

z2
i (2.44)

Sa dérivée dans le temps est :

V̇i = V̇i−1 + zi żi = −
i−1∑

k=1

(ck z2
k) + zi

=−ci zi︷                                  ︸︸                                  ︷
(gi−1 zi−1 + fith + gi zi+1 + gi αi) (2.45)

αi =
1
gi

(−ci zi − gi−1 zi−1 − fith) (2.46)
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Avec :

fith = fi −
i−1∑

k=1

∂αi−1

∂xk
( fk + gk xk+1) (2.47)

On substituant αi dans ziet V̇i on trouve :


żi = −gi−1 zi−1 − ci zi + gi zi+1

V̇i = −∑i−1
=1 (ck z2

k) + gi zi zi+1
(2.48)

Le terme gi zi zi+1 sera éliminé dans la dernière prochaine étape.

La nième étape

Fig. 2.9 – Le bloc diagramme du nième sous système avec une sortie virtuelle zn

C’est le dernier pas de conception, du moment que le contrôle final u apparaît dans la dérivée

de żn

żn = ẋn − α̇n−1 = gn u + fnth (2.49)

Avec :

fnth = fn −
n−1∑

k=1

∂αn−1

∂xk
( fk + gk xk+1) (2.50)

La loi de contrôle u est conçu pour rendre négative définie la dérivée de la fonction Lyapunov

globale :

Vn = Vn−1 +
1
2

z2
n (2.51)

Sa dérivée dans le temps est :

V̇n = ˙Vn−1 + zn żn (2.52)
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Ce qui conduit à :

V̇n = −
n−1∑

k=1

(−ck z2
k) + zn

=−cn zn︷                       ︸︸                       ︷
(gn−1 zn−1 + fnth + gn u) (2.53)

Le chois du contrôle actuel est :

u =
1
gn

(−cn zn − gn−1 zn−1 − fnth) (2.54)

Nous avons maintenant conçu une loi de commande dans la contre réaction pour la stabilisation

du système (2.23) d’ordre n.

u existe et est une fonction de stabilisation regulière dans la boucle de retour , d’après le theo-

reme d’Artstein le système dynamique (2.23) a une loi de contrôle basée sur la fonction de

Lyapunov.

On substituant u dans zn et V̇n on trouve :


żn = −cn zn − gn−1 zn−1

V̇n = −∑n
=1 −ck z2

k

(2.55)

V̇(z) ≺ 0 ∀z , 0, alors Le point d’équilibre x = xeq de (2.23) est asymptotiquement stable car

la fonction V(z) est continument différentiable ayant les propriétés citées dans le théorème de

Lassale, d’où le système globale dans les coordonnées (z1, · · · , zn) :


ż1 = −c1 z1 − g1 z2

żi = −ci zi − gi−1 zi−1 + gi zi+1; (i = 2, · · · , n − 1)

żn = −cn zn − gn−1 zn−1

(2.56)

est globalement assymptotiquement stable(GAS).

Il est claire que la méthode du backstepping

– peut être appliquée à tout système d’ordre n, en fournissant les équations de l’état du

système dans la forme correcte.

– C’est une approche à conception flexible comparée à d’autres méthodes.

– C’est une méthode systématique consiste en n étapes à chaque pas de retour en arrière.

3.2 Commande en poursuite de trajectoire référence par la méthode du
Backstepping

Dans ce paragraphe, nous traitons le problème de poursuite de trajectoires.La définition

formelle du concept de poursuite peut être établi en conformité avec la définition donnée par :
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Définition 3.1 Quand l’objectif est de forcer la sortie du système y(t) ∈ Rm pour le suivi d’une

sortie désirée yr(t) ∈ Rm, il sera défini comme un problème de suivi.

Le problème de commander la sortie d’un système à suivre une référence donnée, peut être traité

avec différentes applications. Une des approches est celle du problème de la stabilisation en un

point, ou le problème de stationnement, qui consiste à faire diriger un système à un point de

configuration fixe, peut importe le comportement du système entre l’état initial et l’état finale.

Dans ce cas, le signal de référence yr est stationnaire. Ce problème est connu sous le nom de

problème de régulation [150].

Dans le problème de poursuite du système non linéaire (2.23), l’objectif de commande n’est

pas seulement de stabiliser globalement le procédé (2.23), mais aussi de forcer la sortie y(t) = x1

à suivre un signal référence yr sous les conditions suivantes :

1. gn(.) , 0.

2. le signal de référence yr et ses n dérivées sont connues et bornées et y(n)
r est continue au

moins par morceaux.

Les mêmes étapes de conception sont répétées dans ce cas avec des modifications mineures.Les

commande virtuelles αi sont alors déterminées après la dérivée de zi et de choisir une fonction

de Lyapunov appropriée Viet la rendre négative définie soit :

Première étape Pour le premier sous système, la première variable du backstepping est

choisie comme l’erreur de poursuite :

z1 = x1 − yr (2.57)

α1 =
1
g1

(−c1 z1 − f1 + ẏr) (2.58)

Deuxième étape Puisque α1 est la fonction stabilisante du sous système 2 estα1(x1, yr, ẏr) alors :

α̇1 =
∂α1

∂x1
ẋ1 +

∂α1

∂yr
ẏr +

∂α1

∂ẏr
ÿr (2.59)

En remplaçant on trouve :

α̇1 =
∂α1

∂x1
(g1 x2 + f1) +

∂α1

∂yr
ẏr +

∂α1

∂ẏr
ÿr (2.60)

D’ou la fonction stabilisante pour le second sous système du (2.23),

α2 =
1
g2

(−c2 z2 − g1 z1 − f2 − ∂α1

∂x1
(g1 x2 + f1 − ∂α1

∂yr
ẏr − ÿr) (2.61)

Troisième étape Sachant que :

α̇2 =
∂α2

∂x1
ẋ1 +

∂α2

∂x2
ẋ2 +

∂α2

∂yr
ẏr +

∂α2

∂ẏr
ÿr +

∂α2

∂ÿr
y3

r (2.62)
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Une conception possible est :

α3 =
1
g3

(−c3 z3 − g2 z2 − f3 +
∂α2

∂x1
(g1 x2 + f1) +

∂α2

∂x2
(g2 x3 + f2)

∂α2

∂yr
ẏr +

∂α2

∂ẏr
ÿr +

∂α2

∂ÿr
y3

r ) (2.63)

La iième étape, Pour (i = 4, · · · , n−1), Après quelques manipulations algébriques la dérivée de

la variable de la procédure comme sortie virtuelle zi = xi−αi−1, qui peut être exprimée comme :

żi = ẋi − α̇i−1 = −ci zi + gi zi+1 + fith (2.64)

Où αi−1 est la loi de contrôle virtuelle à l’étape i qui doit être déterminée.

αi−1 =
1
gi

(−ci zi − gi−1 zi−1 − fith) (2.65)

Avec :

fith = fi −
i−1∑

k=1

∂αi−1

∂xk
( fk + gk xk+1) (2.66)

La nième étape C’est le dernier pas de conception, du moment que le contrôle actuel u

appparaît dans la dérivée de żn

zn = xn − αn−1 = gn u + fnth (2.67)

Avec :

fnth = fn −
n−1∑

k=1

∂αn−1

∂xk
( fk + gk xk+1) (2.68)

La loi de contrôle u est conçu pour rendre négative définie la dérivée de la fonction Lyapunov

globale :

Vn = Vn−1 +
1
2

z2
n (2.69)

Sa dérivée dans le temps est :

V̇n = ˙Vn−1 + zn żn (2.70)

Ce qui conduit à :

V̇n = −
n−1∑

k=1

(−ck z2
k) + zn(gn−1 zn−1 + fnth + gn u) (2.71)

Le chois du contrôle actuel est :

u =
1
gn

(−cn zn − gn−1 zn−1 − fnth) (2.72)
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On substituant u dans zn et V̇n on trouve :


żn = −cn zn − gn−1 zn−1

V̇n = −∑n
=1 −ck z2

k

(2.73)

D’où le système globale dans le système des coordonnées (z1, · · · , zn) :



ż1 = −c1 z1 − g1 z2

żi = −ci zi − gi−1 zi−1 + gi zi+1; (i = 2, · · · , n − 1)

żn = −cn zn − gn−1 zn−1

(2.74)

Sachant que :

zi = xi − xri − αi−1; (i = 1, · · · , n) (2.75)

V̇n ≺ 0 est négative définie, lorsque t � ∞, zi, (i = 1, · · · , n � 0), alors xi � xri le

système d’équation des erreurs en zi, (i = 1, · · · , n) correspondant au système final en boucle

fermé, le système des lois de mise à jour θ̂i, (i = 1, · · · , n) admet un point d’équilibre xeq =

[x1, x2, · · · , xn]T = 0 globalement uniformément asymptotiquent stable.

Puisque le modèle de référence xr1 est borné et sachant que z1 = x1 − xr1 alors ceci garantit

que l’état x(t), la loi de contrôle actuelle u,sont globalement bornés et limt→∞ z(t) = 0 et donc

limt→∞ |y(t) − yr(t)| = 0.

Le système en boucle fermé (2.74) avec le modèle de la référence yr et le contrôleur (2.72) a un

point équilibre globalement uniformément stable au z = [z1; z2; z3, · · · ; zn]T = 0

4 Conception des lois de commande basées sur le Backstep-

ping pour quelques systèmes chaotiques

Dans l’étude du comportement des systèmes dynamiques non linéaires chaotiques et leurs

commandes, plusieurs systèmes de dimension inférieur sont fréquemment utilisés pour la modé-

lisation des procédés naturels et industriele ainsi que des exemples de base pour la vérification

et la validation d’une théorie proposée, méthode, où algorithme. Ces exemples incluent des

systèmes non autonomes du second ordre comme l’oscillateur de Duffing [164], l’oscillateur

de Van der pool [165] - [167](pendule de Moon), des systèmes autonomes du troisième ordre

comme le système de Lorenz [2], [168]- [171], le système de Rössoler [172]- [174] ainsi que

le circuit de Chua [13], [175], [180],qui sont des exemples d’attracteur étrange se caracterisant

par :

– Les attracteurs étranges sont uniques des autres attracteurs d’espace de phase dans le cas

où on ne sait pas exactement où le système sera sur l’attracteur.
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– Deux points sur l’attracteur qui sont près à un moment donné l’un de l’autre seront arbi-

trairement séparés lointainement à temps plus tardifs.La seule restriction est que l’état de

système reste sur l’attracteur.

– Les attracteurs étranges sont aussi uniques dans le cas où ils ne se rapprochent jamais

entres eux mêmes, le mouvement du système ne se répète jamais c. à. d non périodique.

Le mouvement décrit sur ces attracteurs étranges est ce que nous signifions par un comporte-

ment chaotique.

Notons que tous ces systèmes chaotiques mentionnés au-dessus peuvent être réécrits sous la

forme de boucle de retour stricte.

Pour examiner l’efficacité de la conception de la procédure proposée, des simulations en Matlab

sur ordinateur ont été éttendues pour tous ces systèmes [138], [139].

4.1 Oscillateur du second ordre Duffing

L’oscillateur de Duffing fait partie des systèmes modèles qui permettent d’étudier une dy-

namique non linéaire. Il correspond à une équation différentielle non linéaire de la forme :

ẍ + σ ẋ + (β x3 ± +ω2
0 x) = λ cos(ω t + φ) (2.76)

Cette équation diffère formellement de l’équation du mouvement d’un oscillateur harmonique

en régime forcé par la présence d’un terme non linéaire en β x3. Elle fut établie au début du siècle

dernier par l’ingénieur George Duffing, dans le but de modéliser les vibrations forcées d’une

machine industrielle. Un grand nombre de tels systèmes correspondent à une telle modélisation.

Type d’oscillateur de Duffing

Dépendant des paramètres choisis, l’équation peut se mettre sur plusieurs formes :

– Pour l’oscillateur non forcé de Duffing σ = λ = 0 et en prenant un signe+ , l’équation

devient :

ẍ + β x3 + ω2
0 x = 0 (2.77)

Le système décrit par cette équation différentielle manifeste un comportement chaotique

Pour les valeurs :

1. β � 0 Le système représente ce qu’on appelle une source dure.

2. β ≺ 0 Le système représente une source douce, le portrait de phase comporte des

courbes fermées.
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– Si on prend pour β = ω0 = 1 et un déphasage initial φ = 0 et un signe−, l’èquation

devient :

ẍ + σ ẋ + (x3 − x) = λ cos(ω t) (2.78)

cette équation peut se mettre sous la forme d’un système d’équations différentielles du

second ordre on pose x = x1 ẋ = x2 :


ẋ1 = x2

ẋ2 = −σ x2 + x1 − x3
1 + λ cos(ω t)

(2.79)

Pour le cas d’ un système non forcé :


ẋ1 = x2

ẋ2 = −σ x2 + x1 − x3
1

(2.80)

Calcul des points d’équilibres

Les points d’équilibres du système différentielle sont donnés par :

ẋ1 = x2 = 0, ẋ2 = x1 − x3
1 − σ x2 = 0, soit alors les points d’équilibres suivants (0, 0), (±1, 0).

L’analyse de stabilité de ces points d’équilibres peut être étudier par la linéarisation du système

d’équation au voisinage de ces points d’équilibres.

Au point d’équilibre (0, 0), on peut voir que ;

∂F
∂x

(0, 0) =


0 1

1 −σ

 (2.81)

Qui a pour valeurs propres λ1,2 = −σ2 ±
√
σ2 + 4, dont une est stable et une autre instable et par

conséquent le point d’équilibre (0, 0) est instable.

Pour les deux autres points d’équilibres (±1, 0)

∂F
∂x

(±1, 0) =


0 1

2 −σ

 (2.82)

Qui a pour valeurs propres λ1,2 = −σ2 ±
√
σ2 − 8, dans ce cas les deux valeurs propres ont une

partie réelle négative et par conséquent le point d’équilibre (±1, 0) est stable.

Mise en forme paramétrique de boucle de retour stricte

D’une manière générale,par le choix des variables x = x1 ẋ = x2 l’équation différentielle

(2.78) de l’oscillateur de Duffing est mise sous la forme de boucle de retour strict non autonome

du deuxième ordre.


ẋ1 = x2

ẋ2 = −σ x2 + (ω2
0 x1 − β x3

1) + λ cos(ω t)) + u
(2.83)
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Avec :


g1(x1, t) = 1, g2(x1, x2, t) = −σ
f1(x1, t) = 0, f2(x1, x2, t) = (ω2

0 x1 − β x3
1) + λ cos(ω t)

(2.84)

Pour des valeurs des paramètres du système σ = 0.25, λ = 0.3, ω0 = β = 1 et des conditions

initiales x10 = x20 = 0.25 ,le système présente un comportement chaotique, les figures suivantes

illustrent ce phénomène

Si on observe l’évolution temporelle de x(t) on a une allure chaotique.

(a) Variation de l’état x1 (b) Variation de l’état x2

Fig. 2.10 – Comportement chaotique dans l’espace temporel pour l’oscillateur de Duffing

Fig. 2.11 – Variation de l’état x2 en fonction de l’état x1 de l’oscillateur de Duffing
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Backstepping pour la commande en stabilisation pour l’oscillateur de Duffing

Puisque le système est régit par deux équations différentielles, la recherche de la loi com-

mande par la méthode de Backstepping passe par deux étape :

Pour la première équation du système (2.83), on choisit l’état x2 comme une entrée virtuelle

ou fictive de commande au sous système (2.83). Rappelons que l’objectif de commande est de

conduire x1 = y→ 0.

D’ou la première variable du " Backstepping " est choisie comme :z1 = x1. La commande

virtuelle est alors définie comme z2 = x2 − α1, α1 est donnée par

α1 = −c1z1 (2.85)

pour rendre la première fonction de Lyapunov définie négative :

V1 = −c1z2
1 + z1z2 (2.86)

Puisque le système original (2.83) est décrit par 2 états seulement, l’entrée de commande u

apparaît dans la deuxième étape, alors Le choix de la loi de contrôle finale est donné

u = −z1 + σα1 − ω2
0 x + β x3 − λ cos(ω t) − c1 z1 + c1 z2 (2.87)

pour rendre négative définie la fonction de Lyapunov globale du système :

V2 = −c1 z2
1 − σz2

2 (2.88)

Les coordonnées de conception en (z1, z2)


ż1 = −c1 z1 + z2

ż2 = −z1 − σ z2
(2.89)

Résultats de simulations

Les graphes de simulations sont donnés pour les valeurs suivantes σ = 0.25, λ = 0.3,

ω0 = β = 1 et x10 = x20 = 0.25, c1 = 1. Les figures de convergence des états vers le point

d’équilibre xeq = 0 et la loi de commande pour l’oscillateur de Duffing sont données comme

suit :
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(a) Varition de l’état x1 en fonction du temps (b) Variation de l’état x2 en fonction du temps

Fig. 2.12 – Convergence des états x1 x2 vers le point d’équilire xeq = 0 pour l’oscillateur de

Duffing

(a) Variation des états x1,x2 en fonction du temps (b) Variation des états x2 en fonction x1

Fig. 2.13 – Convergence des états x1 x2 vers le point d’équilire xeq = 0 pour l’oscillateur de

Duffing

Backstepping pour la commande en poursuite d’un signal référence pour l’oscillateur de
Duffing

Pour la poursuite on utilise une trajectoire référence comme un signal sinusoidale d’ampli-

tude 1 et de pulsation wr = 1, la fonction stabilisante α1 et la loi de commande finale u sont

données par : α1 est donnée par

α1 = −c1z1 + ẏr (2.90)

La loi de contrôle finale est donné

u = −z1 + σα1 − ω2
0 x + β x3 − λ cos(ω t) − c1 z1 + c1 z2 + ÿr (2.91)
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Fig. 2.14 – Variation de la loi de commande en fonction de temps pour l’oscillateur de Duffing

Résultats de simulations

Les figure de poursuite des états vers le signal de référence yr = sin(t) et la loi de commande

pour l’oscillateur de Duffing sont données comme suit :

(a) Varition des états x1 x2 en fonc-

tion du temps

(b) Variation des états x1 x2 yr en

fonction du temps

(c) Variation des états x2 en fonction

de x1

Fig. 2.15 – Evolution des états x1 x2 en commande en poursuite pour l’oscillateur de Duffing
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Fig. 2.16 – Variation de la loi de commande de poursuite en fonction de temps pour l’oscillateur

de Duffing

On remarque que les états ont convergé assymptotiquement vers l’état d’équilibre et vers

la trajectoire de référence après l’application des lois de commande en quelques secondes, le

temps de convergence est très petit.
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4.2 Oscillateur de Bonhoeffer de Van der pool

L’oscillateur de Van der Pol est un système dynamique différentiable à temps continu et à

un degré de liberté, du nom de Balthasar van der Pol. Balthazar van der Pol était ingénieur élec-

trique hollandais qui a initié la dynamique expérimentale moderne dans le laboratoire pendant

les années 1920 et 1930. Durant ses investigations sur des circuits électriques qui emploient des

tubes électronique, a trouvé qu’ils ont des oscillations stables, qui maintenant appelés des cycles

limites. Quand ces circuits sont excités avec un signal de fréquence proche du cycle limite, la

réponse périodique résultante change sa fréquence à celle du signal. Cependant la forme d’onde

peut être complètement compliqué et contenir une structure riche en fréquences harmoniques et

sous harmoniques.

En septembre de 1927 Van der Pol et son collègue van der Mark ont rapporté dans le journal

britannique de la nature qu’un bruit irrégulier a été entendu à certaines fréquences propres. En

reconstruisant son circuit du tube électronique, nous savons maintenant qu’ils avaient découvert

le chaos déterministe, ce système est décrit par une coordonnée x(t) vérifiant une équation

différentielle faisant intervenir deux paramètres :

– une pulsation propre ω,

– un coefficient de non linéarité.

ẍ + µ(x2 − 1) ẋ + x = 0 (2.92)

Pour le cas d’un système non forcé et après une conversion, cette équation peut se mettre sous

la forme d’un système d’équations différentielles du second ordre, on pose x = x1 ẋ = x2 :


ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1 − µ(x2
1 − 1) x2

(2.93)

Calcul des points d’équilibres

De la première équation du système (2.93), x2 = 0 et en la substituant dans la deuxième

équation du système (2.100) donne la valeur de x1 = 0. Le seul point d’équilibre (x1, x2) = (0, 0).

Au point d’équilibre (0, 0), on peut voir que ;

∂F
∂x

(0, 0) =


0 1

−1 µ

 (2.94)

Qui a pour valeurs propres λ1,2 =
µ±
√
µ2−4

2 , on peut voir que si 0 ≤ µ ≤ 2 ou µ > 2 l’équilibre

est instable.
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Généralisation de l’oscillateur de Van der pool

Le système de l’oscillateur de Bonhoeffer de Van der pool est la généralisation de l’oscilla-

teur de Van der pool contenant plusieurs paramètres de contrôle et est décrit par :


ẋ1 = −x2 + x1 − 1
3 x1

3 + p1 + p2 cos(ω t)

ẋ2 = p3 (x1 + p4 − p5 x2) + u
(2.95)

Ou ω est une fréquence constante, p1, p2, p3, p4, p5 sont des paramètres constants de l’oscilla-

teur,avec :


g1(x1, t) = −1, g2(x1, x2, t) = 1

f1(x1, t) = x1 − 1
3 x1

3 + p1 + p2 cos(ω t), f2(x1, x2, t) = p3 (x1 + p4 − p5 x2)
(2.96)

Pour les valeurs suivantes :

p1 = 0, p2 = 0.74, p3 = 0.1, p4 = 0.7, p5 = 0.8, ω = 0 et x10 = x20 = 0,

l’oscillateur présente un comportement chaotique, les figures suivantes illustrent ce comporte-

ment.

(a) Evolution des états x1, x2 (b) Variation de l’état x2 en fonction de x1

Fig. 2.17 – Comportement chaotique des états x1, x2 pour l’oscillateur de Van der pool

Conception de la loi de commande en stabilisation basée sur le Backstepping pour l’oscil-
lateur de Van der pool

En suivant les même démarches que précédemment on trouve la loi de commande virtuelle

pour le premier sous système de (2.95)comme :

α1 = c1z1 + x1 − 1
3

x1
3 + p1 + p2 cos(ω t) (2.97)

pour rendre défine négative la première fonction de Lyapunov :

V1 = −c1z2
1 − z1z2 (2.98)
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Puisque le système original est décrit par 2 états seulement, l’entrée de commande apparaît dans

la deuxième étape, alors Le choix de la loi de contrôle finale est donné :

u = −c2z2 + z1 − p3(x1 + p4 − p5x2) − (c1z1 + z2(c1 + (1 − x2
1)) + p2 sin(ωt)) (2.99)

pour rendre la fonction de Lyapunov globale du système définie négative :

V2 = −c1 z2
1 − c2z2

2 (2.100)

Les coordonnées de conception en (z1, z2) sont :


ż1 = −c1 z1 − z2

ż2 = −c2 z2 + z1
(2.101)

Résultats de simulations

Les figures de convergences des états vers le point d’équilibre xeq = 0, la variation de la loi

de commande en fonction du temps sont données comme suivant avec le choix des constantes

de conception c1 = 4 c2 = 3 :

(a) Variation des états x1, x2 en fonction du temps (b) Variation des états z1,z2 en fonction du temps

Fig. 2.18 – Convergence des états xi zi vers le point d’équilire xeq = 0 pour l’oscillateur de Van

der pool
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(a) Variation de la loi de commande U (b) Variation de la loi virtuelle α1

Fig. 2.19 – Variation des lois de commande en fonction de temps pour l’oscillateur de Van der

pool

Backstepping pour la poursuite d’un signal référence pour l’oscillateur de Van der pool

Pour la poursuite, la fonction stabilisante et la loi de commande finale sont : α1 est donnée

par :

α1 = c1z1 + x1 − 1
3

x1
3 + p1) + p2 cos(ω t) − ẏr (2.102)

La loi de contrôle finale est donné :

u = −c2 z2 + z1 − p3 (x1 + p4 − p5 x2) − ((c1 z1 + z2 (c1 + (1 − x2
1) − p2 ω sin(ωt)) − ÿr (2.103)

Les figure de poursuite des états vers le signal de référence yr = sin(t) et les lois de commandes

virtuelle et finale pour l’oscillateur de Van der pool sont données comme suit avec les constantes

de conception c1 = 10 ;c2 = 5 ; :

Résultats de simulations
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(a) Variation de l’état x1 et yren fonction du temps

pour l’oscillateur de Vander pools

(b) Variation de l’état différence x1 − yr en fonction

du temps pour l’oscillateur de Vander pools

Fig. 2.20 – Convergence des états x1 x2 vers le signal référence pour l’oscillateur de de Van der

pool

(a) Variation de la loi virtuelle α1 en fonction de

temps pour l’oscillateur de Vander pool

(b) Variation de la loi de commande de poursuite U

en fonction de temps pour l’oscillateur de Vander

pool

D’après ces figures, on peut voir l’état x1 a eventuellement convergé asymptotiquement vers

la trajectoire référence yr et par conséquent l’erreur x1 − yr a convergé vers 0 après un trés peu

de temps et la poursuite est accomplie.
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4.3 Système chaotique de Lorenz

Le modèle de climat d’Edward Lorenz fut le premier modèle manifestant un comportement

chaotique,c’est un exemple célébre de système différentiel au comportement chaotique pour

certaines valeurs de paramètres. Lorenz a publié ses travaux en 1963. A l’époque, il n’avait pu

calculer que 500 iterations. La trajectoire n’avait alors décrit que quelques boucles. Pourtant, il

avait déja prévu la structure de boucles imbriquées de l’attracteur.

Lorenz a simplifié quelques équations de la dynamique des fluides appelé aussi les équations de

Navier Stokes et fini avec un ensemble de trois équations différentielles non linéaires [2].


ẋ1 = −σ (x1 − x2)

ẋ2 = −x1 x3 + ρ x1 − x2

ẋ3 = x1 x2 − β x3 + u

y = x1

(2.104)

La variable x1 est proportionnel à l’intensité de mouvement convective, x2 est proportionnel à

la différence de la température entre les courants ascindantd et descendants et la variable x3 est

proportionnel à la distorsion de la linéarité du profil de la température verticale.

On rappele que dans ces équations, σ est le nombre de Prandtl qui represente le quotient

entre la viscosité du fluide à sa conductivité thermique, ρ représente la différence de tempéra-

ture entre le sommet et le fond du système β est le quotient de la largeur à la hauteur de la boîte

joignait le système [2].

Les valeurs que Lorenz a utilisé sont σ = 10, ρ = 28, β = 3.

L’espace des phases est tridimensionnel (x, y, z). L’espace de contrôle est tridimensionnel (σ, ρ, β).

A première vue ces trois équations paraissent simples à résoudre. Cependant, elles représentent

un système dynamique extrêmement compliqué. Si on trace les trajectoires dans l’espace d’état

à trois dimensions une figure appelée attracteur de Lorenz est obtenu. L’attracteur de Lorenz est

un exemple d’attracteur étrange.

Les figures de la variations des différentes états dans le temps,ainsi que dans l’espace à

trois dimensions du phénomène chaotique sont comme suit sous des conditions initiales et

(x10 = x20 = x30) = (1, 1, 1).
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(a) Variation de l’état x1 (b) Variation de l’état x2 (c) variation de l’état x3

Fig. 2.21 – Variation des trois états en fonction du temps pour le système de Lorenz

Fig. 2.22 – Comportement chaotiques dans l’espace d’état pour le système de Lorenz

Calcul des points d’équilibres

Le système présente un phénomène chaotique, et admet trois points d’équilibres.

Les points d’équilibres se calculent en faisant f (x) = 0.


xeq0 = (0, 0, ρ − 1) = (0, 0, 0)

xeq+ = (
√
β (ρ − 1),

√
β (ρ − 1), ρ − 1) = (9, 9, 27)

xeq− = (−√
β (ρ − 1),−√

β (ρ − 1), ρ − 1)(−9,−9, 27)

(2.105)

Au point d’équilibre (0, 0, 0), on peut voir que ;

∂F
∂x

(0, 0, 0) =



−σ σ 0

ρ −1 0

0 0 −β


(2.106)

Qui a pour valeurs propres :

λ1 = −β
λ2,3 =

−(1+σ)±
√

(1+σ)2+4 (ρ)−1
2

dont une positive et deux autres négatives.
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Translation de l’origine

Pour obtenir un système du type boucle de retour stricte, on fait une translation de l’origine

du système (2.104) vers le point d’équilibre non stable positif [137] avec le système suivant :


x1 = x1 +
√
β (ρ − 1)

x2 = x2 +
√
β (ρ − 1)

x3 = x3 + (ρ − 1)

(2.107)

Le système ainsi trouvé avec σ = 10, ρ = 28, β = 3 est sous la forme paramétrique du type

boucle de retour strict :


ẋ1 = 10 x2 − 10 x1

ẋ2 = −x3 (9 + x1) + (x1 − x2)

ẋ3 = 9 (x1 + x2) − 3 x3 + x1 x2 + u

y = x1

(2.108)

Avec :


g1(x1, t) = 10, g2(x1, x2, t) = −(9 + x1), g3(x1, x2, x3, t) = 1

f1(x1, t) = −10 x1, f2(x1, x2, t) = (x1 − x2), f3(x1, x2, x3t) = 9 (x1 + x2) − 3 x3 + x1 x2
(2.109)

Conception de la loi de commande de stabilisation basée sur le Backstepping pour le sys-
tème de Lorenz

Le but de la commande du système non linéaire (2.108) est d’avoir

y(t) = x1 � 0 quand t � ∞

L’objectif de la conception est de rendre le point d’équilibre, globalement asymptotiquement

stable. Puisque le système original est constitué de trois états ou 3 équations différentielles

non linéaires, alors il y aura une méthode de conception récurrsive à 3 étapes [139]. Dans la

première étape pour rendre une fonction de Lyapunov appropriée du premier sous système,

V̇1 = z1 ż1 = z1 (10 z2 + 10α1 − 10 x1) = −10 z2
1 + 10 z2z1 (2.110)

la fonction stabilisante α1 = 0 V̇1 est négative définie, le dernier terme sera éliminé dans la

prochaine étape.

Donc l’équation en coordonnées (z1, z2) et valeur de la fonction de Lyapunov du premier sous

système sont :


ż1 = 10 z2 − 10 z1

V̇1 = −10 z2
1 + 10 z2z1

(2.111)
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Utilisant z2 = x2, puisque α1 = 0, comme sortie et x3 entrée du second sous système (2.108),

réecrivant :

ẋ2 = −x3 (9 + x1) + (x1 − x2),comme ż2 = ẋ2, Sachant que : z3 = x3 − α2, z3 est la troisième

varible de la procedure, α2 représente la fonction stabilisant ou loi de contrôle virtuelle pour

le second sous système. On procede maintenant à trouver la fonction de Lyapunov appropriée

V2 = V1 + 1
2 z2

2, avec une dérivée dans le temps :

V̇2 = V̇1 + z2 ż2 = −10 z2
1 − z2

2 + z2 (10 z1 − (9 + z1)α2 − (9 + z1) z3) + z1) (2.112)

Pour rendre V̇2 négative définie, α2 est choisie comme :

α2 =
11 z1

(9 + z1)
(2.113)

Alors :


ż2 = −z3 (9 + z1) + (9 z1 − z2)

V̇2 = −10 z2
1 − z2

2 − z3 z2 (9 + z1)
(2.114)

Pour une stabilité globale le troisième terme sera éliminé dans la prochaine étape.

Sachant que : z3 = x2 − α2,et que u se trouve dans la troisième équation réecrivant :

ẋ3 = ż3 − α̇2 (2.115)

= 9 (z1 + z2) − 3 z3 − 3α2 + z1 z2 + u)

− 99(10 z2 − 10 z1)
(9 + z1)2 (2.116)

Pour une fonction de Lyapunov appropriée du sous système : V3 = V2 + 1
2 z2

3, avec une dérivée

dans le temps :

V̇3 = V̇2 + z3 ż3 = −10 z2
1 − z2

2 − 3 z2
3 + z3 (−z2 (9 + z1) + 9 (z1 + z2) − 3α2 + z1 z2 + u

− 99(10 z2 − 10 z1)
(9 + z1)2 (2.117)

Pour rendre V̇3 définie négative , u est choisie comme :

u = −9 z1 + 33
z1

(9 + z1)
+ 99

(10 z2 − 10 z1)
(9 + z1)2 (2.118)

u Représente la loi de commande finale pour la stbilisation du système (4.82) à l’origine et

alors le but de la commande est atteint.

Pour voir l’éfficacité des lois de commandes, on a fait l’intégration sur un petit intervale de

temps. Les figure de convergence des états vers le point d’équilibre xeq = 0 et la variation des la

lois de commande virtuelle et finale pour le système chaotique de Lorenz sont données comme

suit :

Résultats de simulations
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(a) Convergence des trois états vers le point

d’équilire xeq = 0

(b) Convergence des fonctions de Lyapunov

Fig. 2.23 – Variation des états et des fonctions de Lyapunov pour le système de Lorenz

(a) Variation de la loi de commande finale u (b) Variation de la loi de commande virtuelle α2

Fig. 2.24 – Variation des lois de commande pour le système de Lorenz

Backstepping pour la poursuite d’un signal référence pour le système de Lorenz

Pour la poursuite l’idée de base est de poser :

z2 = x2 − yr (2.119)

Et alors trouver une loi du contrôle pour l’entrée u tel qu’une sortie scalaire x1 définie poursuit

une trajectoire désirée yr y compris les cycles limites stables ou instable aussi bien que les

trajectoires chaotiques. Nous allons suivre les mêmes étapes qu’auparavant excepté quel’erreur

est obtenue entre la sortie du deuxième sous-système et le signal de référence. Le choix de α2

pour rendre négative définie V2 après tout le calcul est :

α2 =
x1 − yr − ẏr

(9 + z1)
(2.120)
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Et la loi de la poursuite est :

u =
3 z1 − 3 yr − 2 ẏr − ÿr

(9 + z1)
+

(10 z2 − 10 z1 − yr − ẏr)
(9 + z1)2 − yr(9 + z1) − 9 z1 (2.121)

Résultats de simulations

Les figure de poursuite des états vers le signal de référence yr = sin(ωrt) et la variation de la

loi de commande de poursuite pour le système chaotique de Lorenz sont données comme suit :

(a) Convergence de x1 vers yr (b) Variation des états dans le temps

Fig. 2.25 – Variation des états x1, x2, x3 et yr pour le système de Lorenz

(a) Variation de la loi de commande finale u (b) Variation de la loi de commande virtuelle α2

Fig. 2.26 – Variation des lois de commande de poursuite pour le système de Lorenz
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4.4 Circuit chaotique de Chua

Le circuit de Chua est un circuit électrique du troisième ordre autonome, dissipative, il a

été investit entièrement et expérimentalement sur le plan numériques et analytiques. Ce circuit,

connu pour son répertoire riche de phénomènes dynamiques non linéaire et est devenu un para-

digme universel pour le chaos.

Le schéma (??) suivant montre le circuit de Chua qui inclut deux condensateurs de capacité

c1, c2, une résistance R = 1
G , un inductance L et une résistance non linéaire NR applée aussi la

diode de Chua dont la caractéristique est donnée par le schéma (2.28).

Fig. 2.27 – Circuit de Chua

Fig. 2.28 – Caractéristique de Circuit de Chua

On utilisant l’analyse nodale, et on choisissant :

– 31 la tension aux bornes de la capacité c1 (et la résistance NR).

– 32 la tension aux bornes de la capacité c2 (et l’inductance L).

– i3 Le courant traversant l’inductance L.



4 Conception des lois de commande basées sur le Backstepping pour quelques
systèmes chaotiques 87

Le circuit du Chua est décrit par trois équations différentielles :


c1 3̇1 = 1
R (32 − 31 − f (31)

c2 3̇2 = 1
R (31 − 32) + i3)

L i̇3 = −32

(2.122)

avec : f (31) = Gb 31 + 1
2 (Ga −Gb) (‖(31 + 1)

∥∥∥∥ − ‖(31 − 1)‖))),G = 1
R .

D’ou le système différentiel suivant :


3̇1 = 1
c1

((G (32 − 31) − (Gb 31 + 1
2 (Ga −Gb) (‖(31 + 1)

∥∥∥∥ − ‖(31 − 1)‖)))
3̇2 = 1

c2
(G (31 − 32) − i3)

i̇3 = − 1
L 32

(2.123)

Pour les valeurs suivantes des paramètres du circuit de Chua, le système présente un com-

portement chaotique [176], c1 = 1
9 , c1 = 1,G = 0.7,Ga = −0.8,Gb = −0.5, L = 1

7 [176], et

comme conditions initiales x1(0) = −3.725, x2(0) = −1.325, x3(1) = −0.05.

Les figures suivantes montrent les variations des différentes états du phénomène chaotique dans

le temps, ainssi que dans l’espace des états à trois dimensions.

(a) Variation de l’état x1 dans le temps (b) Variation de l’état x2 dans le temps (c) Variation de l’état x3 dans le

temps

Fig. 2.29 – Comportement chaotique dans l’espace temporel pour le circuit de Chua
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(a) Variation des états dans le temps (b) Comportement chaotiques dans l’éspace des états

Fig. 2.30 – Comportement chaotique pour le circuit de Chua

Calcul des points d’équilibres

Le système (2.123) présente trois points d’équilibres, dont le point :

(31, 32, i3) = (0, 0, 0) est un point d’équilibre. Au point d’équilibre (0, 0, 0), et pour une simplifi-

cation on prend (31 = ±1) on peut voir que ;

∂F
∂x

(0, 0, 0) =



− 1
c1

(G + Gb) G
c1

0
G
c2

−G
c2

1

0 − 1
L 0


(2.124)

Si (λ1, λ2, λ3) sont les valeurs propres,donc elles verifient :

λ3 + λ2 (
G
c2

+
G
c1

+
Ga

c1
) + λ (

G Ga

c1 c2
+

1
L c2

) + (
G + Ga

L c1c2
) = 0

On utilisant les valeurs des paramètres déja cités on a une valeur propre négative et deux autres

conjuguées a partie réelle positive.

Circuit de Chua en boucle de retour strict

Pour transformer le système (2.123) en système en boucle de retour stricte, on faint un

changement de variables des états suivant :


x1 = i3

x2 = 32

x3 = 31

(2.125)

Le système précédent deviendra :


ẋ1 = − x2
L

ẋ2 = 1
c2

(G (x3 − x2) − x1)

ẋ3 = 1
c1

((G (x2 − x3) − (Gb x3 + 1
2 (Ga −Gb) (‖(x3 + 1)

∥∥∥∥ − ‖(x3 − 1)‖)))
(2.126)
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Le système ainsi trouvé est sous la forme paramétrique du type boucle de retour stricte, où

u est une fonction de contrôle à déterminer ultérieurement.

Recherche de la loi commande de stabilisation par la méthode de Backstepping pour le
circuit chaotique de Chua

On appliquant les mêmes étapes que précédemment

1. La loi de contrôle virtuelle α1, V1, z1 pour le premier sous système :



α1 = k11 z1

ż1 = − 1
L z2 − k1 z1

V̇1 = −k1z2
1 − 1

L z1 z2

(2.127)

Où k11 est une constante de conception avec k1 = k11
L

2. La loi de contrôle virtuelle α2, V2, z2 pour le second sous système :



α2 = G1 z1 −G2 z2

ż2 = G
c2

z3 − k2z2 − 1
L z1

V̇2 = −k1z2
1 − k2z2

2 + G
c2

z2 z3

(2.128)

G1 = c2
G ( 1

L + 1
c2

+
c2

11
L + c11)

G2 = c2
G ( 1

L + 1
c2

+
c2

11
L + c11)

k2 est une constante de conception appélée aussi gain positive.

3. La loi de contrôle finale u, V3, z3 pour le troisième sous système :



u = −A z3 − B z2 −C z1 − g(x2, x3)

ż3 = −k3z3 − G
c2

z2

V̇3 = −k1z2
1 − k2z2

2 − k3z2
3

(2.129)

Où

k3 est une constante où gain positive avec :

A = k3 + G G2
c2

B = −G
c2

+ k2 G2 + G1
L

C = k1 G1 + G2
L

Et g(x2, x3) = 1
c1

(G (x2 − x3) − (Gb x3 + 1
2 (Ga −Gb) (‖(x3 + 1)‖ − ‖(x3 − 1)‖))).
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Résultats de simulations

Les figures illustront la convergence des états vers le point d’équilibre et l’évolution des lois

de commandes virtuelles et finale avec un choix des constantes de conception k11 = 1, k2 = 1,

k3 = 1, sont données par :

(a) Convergence des trois états dans le temps (b) Convergence des trois états dans l’éspace

Fig. 2.31 – Convergence des trois états vers le point d’équilire xeq = 0 pour le circuit de Chua

(a) Variation des lois de commande virtuelles α1, α2 (b) Variation de la loi de commande finale u

Fig. 2.32 – Variation des lois de commande de stabilisation pour le circuit de Chua

Backstepping pour la poursuite d’un signal de référence pour le circuit de Chua

Pour la poursuite l’idée de base est de poser :

z1 = x1 − yr (2.130)

Nous allons suivre les mêmes étapes qu’auparavant excepté que l’erreur est obtenue entre la

sortie du premier sous système et le signal de référence. Le choix de α1 pour rendre négative
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définie V1 après tout le calcul est :

α1 = L(k1 z1 − ẏr) (2.131)

Et α2 pour rendre négative définie V2 après tout le calcul est :

α2 = G1 z1 + G2 z2 +
c2

G
(−L ÿr − G L

c2
ẏr +

yr

c2
) (2.132)

Et la loi de la poursuite est :


u = −A z3 − B z2 −C z1 − g(x2, x3) + c2
G (−L yr − G L

c2
ÿr + 1

c2
ẏr )

ż3 = −k3z3 − G
c2

z2

V̇3 = −k1z2
1 − k2z2

2 − k3z2
3

(2.133)

Résultats de simulations

Les figures de poursuite des états vers le signal de référence yr = sin(ωrt) et la variation de

la loi de commande de poursuite pour le système chaotique de Chua pour un choix arbitraire de

K11 = −1, k2 = 0.5,K3 = 0.5 sont données comme suit :

(a) Variation des états x1 , x2, x3 (b) Variation des états x1 et yr

Fig. 2.33 – Variation des états pour la poursuite de référence pour le circuit de Chua

optimisation des paramètres de conception par les AGs

Pour un choix optimisé des paramètres de conception par les algorithmes génétiques ou

k11 = −0.8999, k2 = 0.2093 et k3 = 2.55840, on aura une amélioration du temps de convergence

et une poursuite totale du signal de référence illustré par les figures suivantes .
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(a) Variation des lois de commande virtuelles α1, α2 (b) Variation de la loi de commande finale u

Fig. 2.34 – Variation des lois de commande de poursuite pour le circuit de Chua

(a) Variation des états x1, x2 et x3 (b) Variation des lois de commande de

poursuite

(c) Variation des états x1 et yr

Fig. 2.35 – Variation des états avec des paramètres de conception optimisés pour la poursuite de

référence pour le système de Chua

4.5 Système chaotique de Rössler

Otto Rossler est connu pour avoir publié l’un des deux systèmes les plus utilisés dans le dé-

veloppement de techniques d’analyse des systèmes chaotiques. Pour la plupart, la contribution

d’Otto Rössler se limite ainsi à un jeu de trois équations différentielles ordinaires publié en 1976

et produisant un attracteur chaotique très simple, résultant d’un étirement et d’un repliement.

Otto Rossler conçut son attracteur en 1976 dans un but purement théorique, mais ces équations

s’avérèrent utiles dans la modélisation de l’équilibre dans les réactions chimiques. L’article

original de Rössler mentionnait que son système a été conçu pour fonctionner d’une façon si-

milaire au système de Lorenz, mais également pour être plus simple à analyser, il ne présente

qu’une seule spirale [35]-[37].
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Le fameux système de rösslor est défini par :


ẏ1 = −y2 − y3

ẏ2 = y1 + a y2

ẏ3 = b + y3(y1 − c)

(2.134)

Avec a, b, c, sont des paramètres de controle du système chaotique.

Calcul des points d’équilibres

Pour trouver les points d’équilibres, les trois équations de Rössler sont posées égales à zéro.

Le système est alors résolu et donne le résultat suivant :


y1 = c±
√

c2−4 a b
2

y2 = − c±
√

c2−4 a b
2 a

y3 = − c±
√

c2−4 a b
2 a

(2.135)

Ce qui, maintenant, peut être utilisé pour présenter les points d’équilibres pour des valeurs don-

nées de paramètres :
(

c+
√

c2−4 a b
2 , −c−

√
c2−4 a b
2 a , −c+

√
c2−4 a b
2 a

) (
c−
√

c2−4 a b
2 , −c+

√
c2−4 a b
2 a , −c−

√
c2−4 a b
2 a

)

Pour les valeurs suivantes a = 0, 1, b = 0.1, c = 13, le système présente un phénomène chao-

tique. les figures du comportement chaotique, variation dans le temps des états sont données

par :

(a) Evolution de l’état x1 (b) Evolution de l’état x2 (c) Evolution de l’état x3

Fig. 2.36 – Comportement chaotique dans l’espace temporel pour le système de Rössler
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Fig. 2.37 – Comportement chaotique dans l’espace pour le système de Rössler

Transformation du système en forme paramétique stricte Il est claire que le système n’est

sous la forme paramétrique de boucle de retour stricte , avec une petite transformation des

variables d’état oú on pose :


x1 = y2

x2 = y1

x3 = y3

(2.136)

le système (2.135)devient :


ẋ1 = x2 + x1 − a

ẋ2 = −x3 − x1

ẋ3 = x3(x2 − c) + b + u

(2.137)

Avec :


g1(x1, t) = 1, g2(x1, x2, t) = −1, g3(x1, x2, , x3t) = 1

f1(x1, t) = −a + x1, f2(x1, x2, t) = −x1, f2(x1, x2, x3, t) = b + x3(x2 − c)
(2.138)
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Conception de la loi de commande basée sur le Backstepping pour le système de Rössler

Puisque le système original est régi par trois états ou 3 équations différentielles non linéaires,

alors il y aura une méthode de conception récursive à 3 étapes.

1. La loi de contrôle virtuelle α1 ;V1,z1 pour le premier sous système :


α1 = −c11z1 + a − z1 = −c1z1 + a

ż1 = z2 − c11z1

V̇1 = −c11z2
1 + z1 z2

(2.139)

Ou c1 = c11 + 1 est une constante de conception positive.

2. La loi de contrôle virtuelle α2, V2, z2 pour le second sous système :


α2 = −c1 c11 z1 + c1z2

ż2 = −z3 − c1 z2 + c2 z1

V̇2 = −c11z2
1 − c2z2

2 − z2 z3

(2.140)

Avec : c2 = c1 c11 − 1.

3. La loi de contrôle finale u, z3, V3 pour le troisième sous système :


u = z2 − b − x3(x2 − c) − c1 c11 (z2 − c11z1) − c1 (−c1 z2 + c2 z1)

ż3 = −c3z3 + z2

V̇3 = −c11z2
1 − c1z2

2 − c1 z2
3

(2.141)

Résultats de simulations

Les figures de la convergences des états vers le point d’équilibre xeq = 0, la variation de la

loi de commande en fonction du temps sont données comme suivant :

Fig. 2.38 – Convergence des trois états dans le domaine temporel pour le système de Rössler
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(a) Evolution de la loi de commande

virtuelle α1

(b) Evolution de la loi de commande

virtuelle α2

(c) Evolution de la loi de commande u

Fig. 2.39 – Evolution des lois de commande en fonction de temps pour le système de Rössler

Calcul de la loi de commande de poursuite basée sur le Backstepping pour le système de
Rössler

Pour la poursuite les fonctions stabilisantes et la loi de commande finale por le système de

Rösslor sont : α1 est donnée par

α1 = −c11z1 + a − z1 = −c1z1 + a + ẏr (2.142)

avec c1 = c11 + 1. α2 est donnée par

α2 = −c2 z1 + ÿr (2.143)

La loi de contrôle finale est donné :

u = −c3z3 + z2 − b − x3(x2 − c) − c2 (z2 − c11z1) + ÿr (2.144)

Résultats de simulations

Les figures de la poursuite des états vers le signal de référence yr = sin(wrt), la variation

des lois de commande virtuelle et la loi de commande finale en fonction du temps sont données

comme suivant :

Pour des constantes de conception choisies aléatoirement c11 = 0.1, c2 = 0.01, c3 = 0.01 :
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(a) Evolution des états x1, x2 et x3 dans le

temps

(b) Evolution de x1 et yr dans le temps

Fig. 2.40 – Evolution des états en poursuite pour le système de Rössler

(a) Evolution de la loi de commande

virtuelle α1depoursuite

(b) Evolution de la loi de commande

virtuelle α2

(c) Evolution de la loi de commande u

Fig. 2.41 – Evolution des lois de commande en fonction de temps de poursuite pour le système

de Rössler

Remarque 1

On remarque que pour la poursuite, il ya un certain décalage dans l’amplitude, donc on

peut envisager une correction linéaire par un contrôleur PID dont les gains sont optimisés par

la méthode des algorithmes génétiques simulé sur matlab dont les valeurs sont P = 0.0748, I =

−0.0016,D = −0.1505. Les figures de la poursuite de l’étatx1 vers le signal de référence yr, la

variation des lois de commande du contrôleur PID en fonction du temps sont données comme

suivant :
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(a) Evolution des états x1, x2 et x3 en fonc-

tion de temps

(b) Evolution de x1 et yr pour le système de

Rossler

Fig. 2.42 – Evolution des états pour le système de Rössler en présence de PID

(a) Variation des lois de commandes

virtuelles et finale de poursuite

(b) Variation des lois de commande

des contrôleurs P, I, D

(c) Variation de la loi de commande du

contrôleur PID en fonction de temps

Fig. 2.43 – Variation des lois de commande en présence du PID pour le système de Rössler

Remarque 2

Mais Le décalage persiste toujours car les amplitudes des lois de commandes virtuelles et

finales sont plus intenses que celles des lois de commandes de sortie du contrôleur PID, donc

le problèmes réside dans le choix des constantes de conception c11, c2, c3. Pour une poursuite

totale, ces constantes vont être optimisées par la méthode des algorithmes génétiques simulées

sur matlab.c11 = 16.5460, c2 = −9.5061, c3 = 1.8087, les figures montrant cette poursuite totale

sont données comme suit :
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(a) Variation des états x1, x2 et x3 en

fonction de temps

(b) variation de x1 et yr en fonction du

temps

(c) Variation des lois de commandes

virtuelles et finale de poursuite

Fig. 2.44 – variation des états et les lois de commande avec les ci optimisées pour le système de

Rössler

5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a établi des lois de commandes virtuelles, des lois de commande fi-

nales et des fonction de Lyapunov quadratiques définies négatives pour la commande vers un

point d’équilibre stable pour les systèmes chaotiques autonomes du troisième ordre tels que les

circuits de Chua et de Rosslor et le système de Lorenz, et vers un cycle limite stable pour les

systèmes chaotiques non autonomes du second ordre tels que les oscillateurs de Duffung et de

Vander pool, la poursuite de trajectoire référence ou un signal sinusoidale est choisi est aussi

appliquée sur ces systèmes. Une stabilisation uniformément globalement exponentielle est ob-

tenue selon le théorème de Lassale et le théorème de LaSalle et Yoshizawa.

Dans un premier temps on a mis ces systèmes sous la forme paramétrique stricte conddition né-

cessaire pour l’application de la méthode du backstepping, des lois de commande et commande

en poursuite ont ensuite été développée en adoptant un formalisme basé sur le backstepping.

Les systèmes chaotiques non autonomes du second ordre etaient plus simple à commander et

le choi des constantes de conception ne posait pas de problème, mais pour les systèmes chao-

tiques autonommes du troisième ordre qui représentaient quelques singularités, un algorithme

d’optimisation des constantes de conception et même des gains pour les correcteurs PID étaient

indispensables pour l’amélioration de la convergence vers le point d’équilibre stable et la pour-

suite globale pour une trajectoire référence.

Dans le Backstepping, une chose important est que les non linéarités peuvent être traitées

en plusieurs moyens, les non linéarités utiles contribuant dans la stabilisation ont été retenues

dans la fonction de Lyapunov, tandis que les non linéarités non utiles ont été remplacées par

un contrôle linéaire ce qui nécessite alors un effort de contrôle et mieux encore, des lois de

commande résultantes optimales garantissant une certaine propriété de robustesse.



100
Backstepping pour la stabilisation et la commande en poursuite de trajectoire

référence des systèmes dynamiques non linéaires chaotiques



Chapitre 3

Backstepping Adaptatif pour la
commande des systèmes dynamiques
chaotiques

le contrôle adaptatif des systèmes non linéaires, est considéré comme une région de la re-

cherche passionnante impressionnant de sa rapide prospérité grâce au résultats de stabilité glo-

bale et de poursuite pour une grande classe des systèmes non linéaires de forme de boucle de

retour stricte. Basé sur la théorie de Lyapunov, c.-à-d., la procédure de conception accomplit

les objectifs désirés en construisant une fonctions de Lyapunov convenable et rendre sa dérivé

définie négative [181]- [192].

1 Théorie du Backstepping adaptatif

La procédure de conception de contrôle adaptatif non linéaire est présenté dans cette sec-

tion dont lequel le nombre d’estimation des paramètres est minimal c. à. d. égal au nombre de

paramètres inconnus. Les systèmes adaptatifs commandés par cette procédure possèdent des

propriétés de stabilité robuste.

En plus de l’application du Backstepping adaptatif pour la comande en stabilisation des sys-

tèmes chaotiques, la poursuite d’un signal référence est un problème très fréquent. Dans cette

section nous étendons la méthode du backstepping adaptatif Pour la poursuite d’un signal réfé-

rence des système chaotique sous la forme de boucle de retour stricte.

Considérons un système non linéaire transformable dans la forme de boucle de retour paramé-
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trique stricte :


ẋi = gi (xi, t)xi+1 + fi (xi, t) + θT Fi (xi, t)

(i = 1, · · · , n − 1)

ẋn = gn (xn, t) u + fn (xn, t) + θT Fn (xn, t)

y = x1

xt0 = x0

(3.1)

Où xi = [x1, x2, · · · , xi]) ∈ <i, (i = 1, · · · , n − 1), u ∈ < , y ∈ < sont respectivement le vecteur

des états entrées et la sortie.

θ ∈ <p est le vecteur des paramètres constantes inconnues à estimer.

gi(.) , 0, fi, Fi, i = 1, · · · , n − 1 sont des fonctions non linéaires continues et dérivables.

gn(.) , 0, fn, Fn, sont des fonctions non linéaires continues.

Et un modèle de référence connu, dérivable et borné comme suit.


ẋri = fri(xri, t)

(i = 1, · · · ,m); n ≤ m

yr = xr1

(3.2)

Où xr = [xr1, xr2, · · · , xri]T ∈ <m, yr ∈ < sont respectivement le vecteur des états et de

sortie du signal référence.

fri = (.), i = 1, 2, , · · · ,m sont des fonctions non linéaires connues et dérivables.

Notre objectif est de concevoir un contrôleur adaptatif dans la contre réaction pour le sys-

tème (3.1) qui garantit la stabilité globale, et force la sortie y = x1(t) du système à suivre

asymptotiquement la sortie yr = xr1(t) du modèle référence, c. à d. :

‖y(t) − yr‖ → 0 quand t → ∞. (3.3)

La procédure de conception est récursive, durant la iième étape, le iièm sous système est

stabilisé sous une fonction de Lyapunov appropriée Vi par la mise au point d’une fonction

stabilisante αi et une fonction de réglage τi. La loi de mise à jour pour le paramètre estiméθ̂(t),

et le contrôle actuel u n’est déterminée qu’en dernière étape.

Première étape :

Commençons par le sous-système x1.Introduisant la première variable du " backstepping "

comme l’erreur de poursuite ξ1 = x1 − xr1 et et l’erreur des paramètres inconnus θ̃ = θ̂ − θ
Ou : θ est la valeur du paramètre adaptatif courent

θ̂ est la valeur du paramètre adaptatif estimé,

θ̃ est la valeur de l’erreur sur paramètre adaptatif.

Et comme deuxième variable, ξ2 = x2 − xr2 − α1
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Où :ξ1et ξ2 sont des variables virtuelles de la procédure et α1 est utilisé comme une loi de

contrôle pour stabiliser la première équation du système qui sera défini plus tard. Réécrivant le

premier sous système comme :

ξ̇1 = ẋ1 − ẋr1,

ξ̇1 = g1 (x2 − xr2) + f1 + θ̂T F1 − θ̃T F1 − fr1 + g1xr2

Pour une uniformité et une simplification de notation pour toutes les étapes on pose :

F1tp = F1

f1tp = f1 − fr1 + g1xr2.

ξ̇1 = g1 ξ2 + g1 α1 + f1stp + θ̂T F1tp − θ̃T F1tp (3.4)

Pour trouver cette loi de contrôle nous construisons une fonction Lyapunov partielle de type

quadratique :

V1(ξ1) =
1
2
ξ2

1 +
1
2
θ̃T Γ−1 θ̃ (3.5)

Sa dérivée dans le temps est :

V̇1 = ξ1ξ̇1 + θ̃T Γ−1 ˙̂θ (3.6)

V̇1 = ξ1(g1 ξ2 + g1 α1 + f1stp + θ̂T F1st − θ̃T F1stp)θ̃T Γ−1 ˙̂θ V̇1 = ξ1(g1 ξ2 + g1 α1 + f1stp + θ̂T F1stp) +

θ̃T Γ−1 (˙̂θ − ξ1 F1stp) Si x2 était notre loi de contrôle actuelle, alors ξ2 u 0 sera nulle c. à. d

x2 = α1. Donc, nous en éliminerons θ̃ de V̇1 avec une loi de mise à jour loi dotθ̂ = τ1, où

τ1 = ξ1 F1stp

Est la fonction de réglage. Pour rendre V̇1 = −c1 ξ
2
1 , définie négative on choisit α1 comme :

α1 =
1
g1

(−c1 ξ1 − f1stp − θ̂T F1stp) (3.7)

Où c1 � 0 est une constante de conception positive .

Γ = ΓT est la matrice de gain d’adaptation.

Du moment que x2 n’est pas notre loi de contrôle actuelle, alors ξ2 � 0 ,dotθ̂ = tau1 n’est

pas utilisée comme une loi de mise à jour. Cependant, nous pouvons retenir τ1, comme notre

première fonction de réglage et α1 comme notre première fonction stabilisante. Donc on remet

approximativement la décision sur ˙̂θ et on tolère la présence de θ̃ dansV̇1.

V̇1 = −c1 ξ
2
1 + g1 ξ2 ξ1 + θ̃T Γ−1 (˙̂θ − τ1) (3.8)

Pour une stabilité globale, le dernier terme g1ξ1ξ2 sera éliminé dans la prochaine étape.

L’équation en boucle fermée est :

ξ̇1 = −c1 ξ1 + g1 ξ2 + θ̃T Γ−1 (˙̂θ − τ1) (3.9)
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Deuxième étape

Réécrivant la deuxième équation du système comme :

ξ̇2 = ẋ2 − ẋr2 − α̇1

Sachant que :

α̇1 =
∂α1

∂x1
ẋ1 +

∂α1

∂xr1
ẋr1 +

∂α1

∂θ̂T
˙̂θT

α̇1 =
∂α1

∂x1
(g1 x2 + f1 + θ̂T F1 − θ̃T F1) +

∂α1

∂xr1
( fr1) +

∂α1

∂θ̂T
Γ ξ1 F1stp

Et introduisant la troisième variable de la procédure

ξ3 = x3 − xr3 − α2

Avec α2 est utilisé comme une loi de contrôle pour stabiliser la seconde équation du système

ξ̇2 = g2 (ξ3+α2)+ f2+θ̂
T F2−θ̃T F2− fr2+g2xr3−(

∂α1

∂x1
(g1 x2+ f1+θ̂

T F1−θ̃T F1)+
∂α1

∂xr1
( fr1)+

∂α1

∂θ̂T
˙̂θT )

Pour une uniformité et une simplification de notation pour toutes les étapes on pose :

F2tp = F2 − ∂α1
∂x1

F1

f2tp = f2 − fr2 + g2xr3 − ∂α1
∂x1

(g1 x2 + f1) − ∂α1
∂xr1

( fr1) − ∂α1
∂θ̂T Γ ξ1 F1stp

Donc :

ξ̇1 = g2 ξ3 + g2 α2 + f2tp + θ̂T F2tp − θ̃T F2stp (3.10)

Pour trouver cette loi de contrôle nous construisons une fonction Lyapunov partielle de type

quadratique :

V2(ξ1, ξ2) = V1 +
1
2
ξ2

2 +
1
2
θ̃T Γ−1 θ̃ (3.11)

Sa dérivée dans le temps est :

V̇2 = V̇1 + ξ2ξ̇2 + θ̃T Γ−1 ˙̂θ (3.12)

V̇2 = −c1 ξ
2
1 +g1 ξ1 ξ2 + θ̃T Γ−1 (dotθ̂−Γ F1stp)+ξ2(g2 ξ3 +g2 α2 + f2stp + θ̂T F2st− θ̃T F1stp)θ̃T Γ−1 ˙̂θ

V̇2 = −c1 ξ
2
1 + g2 ξ2 ξ3 + ξ2(g1 ξ1 + g2 α2 + f2stp + θ̂T F2st)) − θ̃T Γ−1 (˙̂θ − Γ ξ1 F1stp − Γ ξ2 F2stp)

Si x3 était notre loi de contrôle actuelle, alors ξ3 u 0 sera nulle c. à. d x3 = α2. Donc, nous en

éliminerons θ̃ de V̇2 avec une loi de mise à jour loi ˙̂θ = τ2, où

τ2 = τ1 + ξ2 F2stp

Est la fonction de réglage.

Pour rendre V̇1 = −c1 ξ
2
1 − c2 ξ

2
2 , négative definie on choisis α2 comme :

α2 =
1
g2

(−c2 ξ2 − g1 ξ1 − f2tp − θ̂T F2tp) (3.13)
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Ou c2 � 0 est une constante de conception positive .

Γ = ΓT est la matrice de gain d’adaptation.

Du moment que x3 n’est pas notre loi de contrôle actuelle, alors ξ3 � 0 ,˙̂θ = τ2 n’est pas utili-

sée comme une loi de mise à jour. Cependant, nous pouvons retenir τ2 comme notre deuxième

fonction de réglage et α2 comme notre deuxième fonction stabilisante. Donc on remet approxi-

mativement la décision sur ˙̂θ et on tolère la présence de θ̃ dansV̇2.

V̇2 = −c1 ξ
2
1 − c2 ξ

2
2 + g2 ξ2 ξ3 + θ̃T Γ−1 (˙̂θ − τ2) (3.14)

Pour une stabilité globale, le dernier terme g2ξ2ξ3 sera éliminé dans la prochaine étape.

L’équation en boucle fermée est :

ξ̇2 = −c2 ξ2 + g2 ξ3 + θ̃T Γ−1 (˙̂θ − τ2) (3.15)

La iièmeEtape,, (i = 3, · · · , n − 1)

Après quelques manipulations algébriques la iième variable de la procédure

ξi = xi − xri − αi−1

Sa dérivée dans le temps est :

ξ̇i = gi ξi+1 + fistp + θT Fistp

Avec :

Fitp = Fi −∑i
k=1 −1∂αi−1

∂xk
Fk

fitp = fi − fri + gixr(i+1) −∑i
k=1 −1∂αi−1

∂xk
(gk xk+1 + fk) −∑i

k=1 −1∂αi−1
∂xrk

( frk) −∑i
k=1 −1∂αi−1

∂θ̂T Γ ξk Fkstep

La fonction stabilisante αi et la loi de mise à jour ˙̂θ sont conçu maintenant pour rendre la fonction

de Lyapunov V̇i suivante :

Vi = Vi−1 +
1
2
ξ2

i + θ̃T Γ−1 θ̃ (3.16)

Sa dérivée dans le temps est :

V̇i = ˙Vi−1 + ξiξ̇i + θ̃T Γ−1 ˙̂θ (3.17)

V̇i = ξi(gi−1 ξi−1 + gi ξi+1 + gi αi + fistp + θ̂T Fistp −∑i
k=1 −1ck ξk + θ̃T Γ−1 ˙θ̂ith

Négative définie.

Pour le paramètre inconnu θ, nous employons un nouveau paramètre à estimer θ̂ dans l’expres-

sion de αi comme :

αi =
1
gi

(−ci ξi − gi−1 ξi−1 − fistp − θ̂T Fistp) (3.18)

En substituant αi dansV̇i et ξ̇i on trouve :

V̇i = −∑i−1
k=1(ck ξ

2
k ) + gi ξi ξi+1 + fitp + θ̃T Γ−1 (˙̂θith − Γ ξi Fitp)

le terme de l’erreur sur le paramètre à estimer θ̃T peut être éliminé par la loi de mise à jour :
˙θ̂ith = Γ ξi Fistp), Pour une stabilité globale, le dernier terme giξiξi+1 sera éliminé dans la pro-

chaine étape.
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La nièmeEtape

C’est la dernière étape de conception, du moment que le contrôle actuelle u apparaît dans la

dernière équation ξ̇n

ξn = xn − xrn − αn−1 = gn u + fnstp + θT Fnstp (3.19)

Avec : Fntp = Fn −∑n−1
k=1

∂αn−1
∂xk

Fk

fntp = fn − frn −∑n−1
k=1

∂αn−1
∂xk

(gk xk+1 + fk) −∑i−1
k=1

∂αn−1
∂xrk

( frk) −∑n−1
k=1

∂αn−1

∂θ̂T Γ ξk Fkstp

La loi de contrôle u est conçu pour rendre la dérivé de la fonction Lyapunov globale définie

négative :

Vn = Vn−1 +
1
2
ξ2

n + θ̃T Γ−1 θ̃ (3.20)

V̇n = −∑n−1
k=1 ck ξ

2
k + ξn(gn−1 ξn−1 + gnu + fntp + θ̂T Fntp) + θ̃T Γ−1 ˙̂θnth

Le choix du contrôle actuelle est :

u =
1
gn

(−cn ξn − gn−1 ξn−1 − fntp − θ̂T Fntp) (3.21)

On substituant u dans ξnet V̇n on trouve :

ξ̇n = −cn ξn − gn−1 ξn−1 + θ̃T Fnstp (3.22)

V̇n = −
n∑

k=1

(ck z2
k + θ̃T Γ−1 (˙̂θnth − Γ ξn Fnstp) (3.23)

Le terme de l’erreur θ̃ dans V̇n sera éliminé par loi de mise à jour finale :
˙̂θnth = Γ ξn Fnstp Ce qui conduit à :

V̇n = −
n∑

k=1

(ck ξ
2
k ) (3.24)

D’où le système globale dans les coordonnées ξ1, · · · , ξn :

ξ̇1 = −c1 ξ1 − g1 ξ2 + θ̃T F1 (3.25)

ξ̇i = −ci ξi − gi−1 ξi−1 + gi ξi+1 + θ̃T Fist; (i = 2, · · · , n − 1) (3.26)

ξ̇n = −cn ξn − gn−1 ξn−1 + θ̃T Fnstp (3.27)

ξi = xi − xri − αi−1; (i = 1, · · · , n);α0 = 0 (3.28)

La loi de mise à jour :
˙̂θith = Γ ξi Fistp; (i = 1, · · · , n) (3.29)

Lorsque t � ∞ θ̃ � 0, alors V̇n ≺ 0 est négative définie,le système d’équation des erreurs

en ξi, (i = 1, · · · , n) correspondant au système final en boucle fermé, le système des lois de

mise à jour θ̂i, (i = 1, · · · , n) admet un point d’équilibre ξeq = [ξ1, ξ2, · · · , ξn]T = 0 globalement
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uniformément asymptotiquement stable.

Puisque le modèle de référence xr1 est borné et sachant queξ1 = x1 − xr1 ce ci garantit que

l’état x(t), la loi de contrôle actuelle u, le vecteur des paramètres estimées θ̂t sont globalement

bornés et limt→∞ ξ(t) = 0 et donc limt→∞ |y(t) − yr(t)| = 0.

Théorème 1.1 Le système adaptatif de boucle fermé (3.1, le modèle de la référence (3.2, le

contrôleur (3.21 et la loi de mise à jour des paramètres (3.22 a un point équilibre globalement

uniformément stable au ξ = [ξ1, ξ2; ξ3, · · · , ξn]T = 0.

Preuve

Les équations de l’erreur (3.25 correspondant au système adaptatif en boucle fermé pour le

modèle du système (3.1, le modèle de la référence (3.2, le contrôleur (3.21 et la loi de mise à

jour du paramètre ((3.22. Le dérivé de la fonction de Lyapunov le long des équations de l’erreur

prouvent que zeq = 0 est globalement uniformément stable.

Remarque

Les systèmes en boucle de retour stricte sont seulement des cas ou les paramètres sont incer-

taines. Les non linéarités du système sont assumées d’être connues et d’une dépendance linéaire

de ces paramètres inconnus. Pour le cas d’une dépendance non linéaire présentes dans le sys-

tème, le contrôle adaptatif robuste peut garantir la robustesse en ce qui concerne les incertitudes

bornées. Mais en général ils ne peuvent pas accomplir la convergence de l’erreur de la poursuite

sans un gain haut [81]- [84].

2 Conception de loi de commande adaptative basée sur le

Backstepping pour quelques systèmes chaotiques

Nombreuses application de la procédure de la commande adaptative basée sur la méthode

du Backstepping citées dans la littérature [195]- [200], mais notre travail consiste en l’appli-

cation de cette procédure sur des systèmes non linéaires chaotiques souvent connus et utilisés

dans la validation des algorithmes et procédures proposées soit pour la simplicité soit pour une

comparaison avec d’autre méthodes appliquées sur ces même systèmes [202].
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2.1 Oscillateur de Duffing

L’équation générale l’oscillateur forcé de Duffing est donnée par :


ẋ1 = x2

ẋ2 = −θ1x2 − θ2x1 − θ3x3
1 + θ4 cos (ωt) + u

(3.30)

Backstepping adaptative pour la commande en stabilisation

Recherchons la loi de commande adaptative en stabilisation du système au voisinage du

point d’équilibre par la méthode de Backstepping, du moment que le système ne contenant que

deux équations différentielles alors la procédure ne prend que deux étapes [201].

Ce qui donne : Dans le nouveau repère ξ1, ξ2Le système de boucle fermée total est réécrit

comme :

ξ̇1 = ξ2 − c1ξ1

ξ̇2 = −c2ξ2 − ξ1 + θ̃T
1 (x2 − c1 (z2 − z1c1)) + θ̃T

2 x1 + θ̃T
3 x3

1 − θ̃T
4 cos (ωt)

(3.31)

Et les règles de mise à jour finales sont :


˙̂θ
T

1 = τ1 = −Γξ2x2

˙̂θ
T

2 = τ2 = −Γξ2x1

˙̂θ
T

3 = τ3 = −Γξ2x3
1

˙̂θ
T

4 = τ4 = Γξ2 cos (ωt)

(3.32)

Les fonctions stabilisantes des sous systèmes et la loi de commande sont :

α1 = −c1ξ1

u = −c2ξ2 − ξ1 + θ̂T
1 ξ2 − θ̂T

1α1 + θ̂T
2 x1 + θ̂T

3 x3
1 − θ̂T

4 cos (ωt) − c1 (ξ2 − c1ξ1)
(3.33)



τ1 = Γξ1 (ξ2 − ξ1 (1 + c11))

τ2 = Γξ1 (ξ2 − ξ1 (1 + c11)) + Γξ2 (ξ1 + c11 (ξ2 − ξ1 (1 + c11)))

τ3 = Γξ1 (ξ2 − ξ1 (1 + c11)) + ξ2 (x1 + c11 (ξ2 − ξ1 (1 + c11))) − Γξ3x3

˙̂θ
T

4 = τ4 = Γξ2 cos (ωt)

(3.34)

Les fonctions de Lyapunov des trois sous systèmes sont :


V̇1 = c1ξ
2
1 + ξ1ξ2

V̇2 = −c1ξ
2
1 − c2ξ

2
2 + θ̃T

1

(
Γ−1 ˙̂θ1 − τ1

)
+ θ̃T

2

(
Γ−1 ˙̂θ2 − τ2

)
+ θ̃T

3

(
Γ−1 ˙̂θ3 − τ3

)
+ θ̃T

4

(
Γ−1 ˙̂θ4 − τ4

)

(3.35)

Les figures suivantes illustrent la convergence des états vers le point d’équilibre xeq = 0 et les

paramètres θi vers leurs valeures éstimées.
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Fig. 3.1 – Convergence des états x1, x2 vers le point d’équilire xeq = 0 pour l’oscillateur de

Duffing.

Fig. 3.2 – Variation des paramètres éstimées dans le temps pour système de l’oscillateur de

Duffing
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Fig. 3.3 – Variation de loi de commande adaptative pour l’oscillateur de Duffing.

Commande adaptative en poursuite pour l’oscillateur de Duffing

Donc pour le premier sous système :

α1 = −c1ξ1 − ẏr (3.36)

Puisque le système original est décrit par 2 états seulement, l’entrée de commande u apparaît

dans la deuxième étape,

u = −c2ξ2 − z1 + θ̂T
1 ξ2 − θ̂T

1α1 + θ̂T
2 x1 + θ̂T

3 x3
1 − θ̂T

4 cos (ωt) − c1 (ξ2 − c1ξ1) − ÿr (3.37)

Les figures suivantes illustrent la convergence des états vers le signal de référence yr = sin(t) et

les paramètres θi vers leurs valeures éstimées.

Fig. 3.4 – Convergence des états x1 x2 vers le signal de référence yr = sin(t) pour l’oscillateur

de Duffing.
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Fig. 3.5 – Variation des paramètres éstimés dans le temps pour l’oscillateur de Duffing.

Fig. 3.6 – Variation de loi de poursuite adaptative pour l’oscillateur Duffing .

2.2 Oscillateur Bonhoeffer Van der pool

Le système de l’oscillateur de Bonhoeffer Van der pol est la généralisation de van der Pol

oscillateur et, est décrit par :


ẋ1 = x1 − 1

3 x3
1 − x2 + p1 + p2 cos (wt)

ẋ2 = p3 (x1 + p4 − p5x2) + u
(3.38)

w est la fréquence constante,p1, p2, p3, p4, p5 sont des paramètres de l’oscillateur constantes.

En posant : p1 = θ1, p2 = γ, p3 = θ2, p3 p4 = θ3, p3 p5 = θ4, ω est une fréquence constante.

Le système précédent devient :


ẋ1 = x1 − 1

3 x3
1 − x2 + θ1 + θ2 cos (wt)

ẋ2 = θ3x1 + θ4 − θ5x2 + u
(3.39)
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Backstepping adaptative pour la commande en stabilisation

Pour le sous système 1 :


α1 (x1) = c1ξ1 + x1 − 1
3 x3

1 + θ̂T
1 + θ̂T

2 cos (wt)
˙̂θ

T

1 = Γz1

˙̂θ
T

2 = Γz1 cos (wt)

V̇1 = −c1ξ
2
1 − ξ1ξ2

ξ̇1 = −c1ξ1 − ξ2 − θ̃T
1 − θ̃T

2 cos (wt)

(3.40)

Maintenant, on passe au sous système 2. Le choix de la loi de contrôle finale est donné de telle

sorte à avoir V̇2 négative définie :

Et les lois de mise à jour suivantes :



˙̂θ
T

3 = τ2 = Γξ2x1

˙̂θ
T

4 = τ3 = Γξ2

˙̂θ
T

5 = τ4 = −Γξ2x2

ξ̇2 = −c2ξ2 + ξ1 − θ̃T
3 x1 − θ̃T

4 + θ̃T
5 x2

V̇2 = −c1ξ
2
1 − c2ξ

2
2

(3.41)

Les figures suivantes illustrent la convergences des états vers le point d’équilibre xeq = 0 et les

paramètres θi vers leurs valeures éstimées.

Fig. 3.7 – Convergence des états x1, x2 vers le point d’équilire xeq = 0 pour l’oscillateur Bon-

hoeffer Van der pol.
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Fig. 3.8 – Variation des paramètres éstimées dans le temps pour l’oscillateur Bonhoeffer Van

der pol.

Fig. 3.9 – Variation de loi de commande adaptative pour l’oscillateur Bonhoeffer Van der pol.

Commande adaptative en poursuite pour le circuit l’oscillateur de Van der pool.

En appliquant la procédure pour le premier sous système 2.72 avec et sachant 2.72 nous

retrouvons la fonction stabilisante les lois de mise à jour pour la première étapes comme :



α1 (x1) = c1z1 + x1 − 1
3 x3

1 + θ̂T
1 + θ̂T

2 cos (wt)
˙̂θ

T

1 = Γz1

˙̂θ
T

2 = Γz1 cos (wt)

V̇1 = −c1z2
1 − z1z2

(3.42)

La loi de poursuite et les lois de mise àjour pour le second sous sytème de la duxième étape sont :

u = −c2z2+z1−θ̂T
3 x1−θ̂T

4 +θ̂T
5 x2+

((
−c1z1 − z2 − θ̃T

1

) (
c1 + 1 − x2

1

)
+ ˙̂θ

T

1 + ˙̂θ
T

2 cos (wt) − θ̂T
2 w sin (wt) + ÿr

)

(3.43)



114Backstepping Adaptatif pour la commande des systèmes dynamiques chaotiques

Fig. 3.10 – Variation de la fonction stabilisante virtuelle pour l’oscillateur Bonhoeffer Van der

pol.

Et :


V̇1 = −c1z2

1 − z1z2

V̇2 = −c1z2
1 − c2z2

2

(3.44)



˙̂θ
T

1 = Γz1

˙̂θ
T

2 = Γz1 cos (wt)
˙̂θ

T

3 = τ2 = Γz2x1

˙̂θ
T

4 = τ3 = Γz2

˙̂θ
T

5 = τ4 = −Γz2x2

(3.45)

Les coordonnées de conception en (z1, z2) :


ż2 = −c2z2 + z1 − θ̃T

3 x1 − θ̃T
4 + θ̃T

5 x2

ż1 = −c1z1 − z2 − θ̃T
1 − θ̃T

2 cos (wt)
(3.46)

2.3 Système chaotique de Lorenz.

Prenons le système de Lorenz sous sa forme paramétrique avec des paramètres adaptatives

inconnues.


ẋ1 = −θ1 (x1 − x2)

ẋ2 = −x1 x3 + θ2 x1 − x2

ẋ3 = x1 x3 − θ3 x3 + u

y = x1

(3.47)

θ̃ = θ̂ − θ
Ou : θ est la valeur du paramètre adaptatif courent



2 Conception de loi de commande adaptative basée sur le Backstepping pour
quelques systèmes chaotiques 115

θ̂ est la valeur du paramètre adaptatif estimé,

θ̃ est la valeur de l’erreur sur paramètre adaptatif.

Commençons par le sous-système x1 et on introduisant les variables du backstepping pour les

différents sous systèmes :


ξ1 = x1

ξ2 = x2 − α1

ξ3 = x3 − α2

(3.48)

Backstepping adaptative pour la commande en stabilisation

Et on appliquant les différentes étapes citées aux dessus on trouves les résultats suivants

[202] :

On pose c1 = c11 θ̂1 avec c11 � 0 et θ̂1 � 0 donc c1 � 0.

¨Dans le nouveau repère ξ1, ξ2, ξ3 le système de boucle fermée total est réécrit comme :


ξ̇1 = θ̂T
1 ξ2 − c1ξ1 − θ̃T

1 (ξ2 − ξ1 (1 + c11))

ξ̇2 = −x1ξ3 − x1θ̂
T
1 − ξ2

(
1 − c11θ̂

T
1

)
− θ̃T

1 c11 (ξ2 − ξ1 (1 + c11)) − θ̃T
2 x1

ξ̇3 = −c3ξ3 + ξ2x1 + θ̃T
3 x3 = −c3ξ3 + ξ2x1 − θ̃T w3

(3.49)

Les fonctions stabilisantes des sous systèmes et la loi de commande finale sont :


α1 = −c11ξ1

α2 = θ̂T
1 + θ̂T

2 − c11θ̂
T
1 + c11

(
1 − c11θ̂

T
1

)
= θ̂T

1

(
1 − c2

11

)
+ θ̂T

2 + c11

u = −c3ξ3 + ξ2x1 − x1x2 + θ̂T
3 x3 −

(
1 − c2

11

) ˙̂θ
T

1 − ˙̂θ
T

2

(3.50)

Et les règles de mise à jour finales sont :


τ1 = Γξ1 (ξ2 − ξ1 (1 + c11)) = Γξ1w1

τ2 = Γξ1 (ξ2 − ξ1 (1 + c11)) + Γξ2 (ξ1 + c11 (ξ2 − ξ1 (1 + c11)))

τ3 = Γξ1 (ξ2 − ξ1 (1 + c11)) + ξ2 (x1 + c11 (ξ2 − ξ1 (1 + c11))) − Γξ3x3

= τ2 + Γξ3x3

(3.51)

Les fonctions de Lyapunov des trois sous systèmes sont :


V̇1 = −c1ξ
2
1 + θ̂T

1 ξ1ξ2

V̇2 = −c1ξ
2
1 − c2ξ

2
2 − ξ2ξ3x1

V̇3 =
(
−c1ξ

2
1 − c2ξ

2
2 − c3ξ

2
3

) (3.52)

Les figures suivantes illustrent la convergence des états vers le point d’équilibre xeq = 0 et

les paramètres θi vers leurs paramètres éstimées θ̂i pour le système de Lorenz.
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Fig. 3.11 – Convergence des états x1 x2, x3 vers le point d’équilire xeq = 0 pour système de

Lorenz

Pour Pour voir l’éfficacité de la méthode du Backstepping faisant une comparaison du temps

de convergence et le niveau de la commande avec une autre méthode et comme exemple utilisé

un contrôleur en contre réaction PId dont les gains sont optimisés par les algorithmes géné-

tiques.

Contrôleur PID basé sur les Algorithmes Génétiques.

[202] Le contrôle des systèmes non linéaire est difficile dans l’absence d’une procédure

systématique comme celle disponible pour les systèmes linéaires. Beaucoup de techniques sont

limitées dans leur application pour des classes spéciales des systèmes. Encore, les méthodes

disponibles sont plus communément heuristiques dans leur nature, la technique des algorithmes

Génétique peut réduire dans une grande mesure la conception arbitraire d’un contrôleur. Les

contrôleurs mieux connus utilisés dans les processus du contrôle industriels sont des PID (pro-

portionnel, intégrateur et ou dérivé de l’erreur), grâce à leur structure simple et leur performance

robuste dans une grande gamme des conditions opérationnelles.

Dans les décennies passées, la théorie du contrôle a traversé des développements majeurs,et

des algorithmes du contrôle intelligents ont été développés. Cependant, le type de contrôleur

PID reste le plus populaire dans l’industrie, les études indiquent même qu’approximativement

90 pourcent de tous les contrôleurs industriels sont du Type PID. Les raisons pour cela sont la

simplicité de la loi de contrôle et le nombre minimal de paramètres de réglage. Des centaines

d’outils, de méthodes et de théories sont disponibles pour ce but. Cependant, trouver des para-

mètres appropriés pour le contrôleur PID est encore une tâche difficile, donc dans le contrôle
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Fig. 3.12 – Variation des paramètres éstimées dans le temps pour le système de Lorenz

réel souvent les erreurs sont utilise pour le réglage du processus.

Le contrôle PID consiste en trois types de contrôle, le contrôle proportionnel, l’intégrateur

et la dérivée de l’erreur entre la sortie courante et une référence. L’algorithme du contrôleur

PID peut être rendu effectif dans beaucoup de formes, mais il est utilisé principalement dans la

boucle de la contre réaction.

On donne au-dessous un diagramme simple qui illustre le schéma du contrôleur PID.

u(t) = kp e(t) + kI

∫ t

0
e(τ) dτ − kD

∂e(t)
∂t

(3.53)

Avec KP,KI,KD sont des les gains respectivement pour les controleurs proportionnel, l’inté-

grateur et dérivateur.

La sortie du contrôleur proportionnel utilise une proportion de l’erreur du système pour

contrôler le système. Cependant, cela introduit une compensation statique de l’ erreur dans le

système.

La sortie du contrôleur intégrateur est proportionnelle a la sommation croissante dans le temps

des erreurs présentes dans le système. L’action intégrante enlève la compensation introduite par

le Contrôleur proportionnel mais introduit un décalage de phase dans le système.

La sortie du contrôleur dérivateur est proportionnelle au taux de changement de l’erreur. Le

contrôleur dérivateur est utilisé pour réduire ou éliminer le dépassement et introduit une action

principale angulaire qui enlève le décalage de phase introduit par l’action intégrante.

La conception d’une fonction d’objective est la partie la plus difficile pour créer un algo-

rithme génétique. Une fonction d’objective pourrait être créée pour trouver un contrôleur qui

donne le plus petit décalage, un temps de montée le plus rapide ou temps du chute le plus rapide
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Fig. 3.13 – Variation de loi de commande adaptative pour le système de Lorenz

Fig. 3.14 – Schema du controleur PID

mais pour combiner tous ces objectifs une fonction d’objective qui minimisera l’erreur du sys-

tème contrôlé est choisie. Chaque chromosome de la population est est évalué à la fois dans la

fonction objective, Le chromosome évalué de plus grand nombre est le meilleur. L’algorithme

génétique utilise la valeur de l’aptitude du chromosome pour créer une nouvelle population qui

consiste en les membres de plus grand cout.

Dans cette section on s’intéresse à l’optimisation les gains d’un contrôleur PID efficace en

utilisant les algorithmes génétiques [203], [204],pour cela on va avoir besoin de trois chaines

assignées à chaque membre de la population, ces membres seront comprises d’un P, et une

chaine D qui serons évaluées partout ou cours du GA, vrai (point flottant) les nombres seront

utilisés pour chiffrer la population. Les trois termes sont introduits dans l’algorithme génétique

par la déclaration d’une trois ligne. entre -100 et 100, le système contrôlé est donné une entrée

du pas et l’erreur est répartie utiliser un critère de la performance de l’erreur approprié c.-à-d.
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Une valeur de l’aptitude totale d’après la magnitude de l’erreur est assignée au chromosome, le

plus petit l’erreur le plus grand la valeur de l’aptitude.

Les paramètres de l’algorithme génétiques sont

– Variable bornée entre [-100,100]. Chaque membre de la population est initialisé avec

randomly des valeurs sélectionné entre -100 et 100.

– La taille de la population 80.

– Nombre maximalede générations = 100.

– Fonction de la sélection de type stochastique uniforme.

– Taux de croisement = 0.8,

– Fonction de la mutation estla Gaussian.

– Critères d’arret est le critère de performance de l’erreur

Pour évaluer les valeurs du controleur PID choisi par l’Algorithme Génétique, une fonction

d’objective est écrite basé sur la somme du critère de la performance de l’erreur l’erreur absolue,

pratiquement ce genre de critère de performance de l’erreur est bon pour la simulation.

les valeurs PID du gain du contrôleur : KP = 0.9501KI = 0.0579KD = 0.8381 ce qui donne

comme trajectoire pour le système de Lorenz. Bien qu’on a une convergence des états mais

Fig. 3.15 – Variation des états dans le temps avec un PID pour le système de Lorenz

cette méthode présente quelques incovinients.

1. Grand éspace mémoire pour le codage des chaines.

2. Temps de convergence trés long.

3. Optimisation locale.

Donc, d’un point de vue pratique, il est souvent désiré de convertir et de contrôler convenable-

ment la dynamique du système avec un effort minime afin que toutes les fois que le mouvement

chaotique est physiquement nuisible qui peut être conduit vers à un etat stable ou un etatdésiré.
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Fig. 3.16 – Variation des lois de contrôle par le PID dans le temps pour le système de Lorenz

Command adaptative en poursuite d’un signal référence pour le système de Lorenz

On suivant les même étapes de la procédure adaptative du Backstepping, et on utilisant un

signal référence yr = sin(wrt),et on démarant par les variables virtuelles


ξ1 = x1

ξ2 = x2 − α1 − yr

ξ3 = x3 − α2

(3.54)

On trouve les lois de commandes virtuelles et finales suivantes :


α1 = −c11ξ1 + x1 − yr

α2 =
ξ2(c2−(1−c11θ̂

T
1 )−yr−ẏr)

x1
+ θ̂T

2 +
(
θ̂T

1 −
(
1 − c11

(
1 − c11θ̂

T
1

)))

u = −c3ξ3 + ξ2x1 − x1x2 + θ̂T
3 x3 −

(
1 − c2

11

) ˙̂θ
T

1 − ˙̂θ
T

2 + ẏr + ÿr

(3.55)

La fonction de Lyapunov finale est négative définie.

Fig. 3.17 – Convergence adaptative des états (x1 x2, x3) pour le système de Lorenz
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Fig. 3.18 – Variation des paramètres éstimées dans le temps pour la poursuite pour le système

de Lorenz

(a) variation de la commande vir-

tuelle α1 dans le temps

(b) variation de la commande vir-

tuelle α2 dans le temps

(c) variation de la commande finale

U dans le temps

Fig. 3.19 – Convergence des commandes virtuelles et finale pour la poursuite adaptative pour le

système de Lorenz

Remarque

On remarque que pour la poursuite adaptative d’un signal référence pour le système de

Lorenz n’est pas totale, on a un décalage de la sortie x1, on signale aussi que meme la présence

d’un PID ou optimisation des constantes de conception par l’algoritme génétique ne donnent

qu’un résultat locale, c.a.d une convergence des états vers le point d’quilibre stable xeq = 0 une

autre méthode est conseillée.
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2.4 Circuit chaotique de Chua.

Le circuit de Chua est régit par le système d’équations différentilles suivant :



ẋ1 = − x2
L

ẋ2 = 1
c2

[G (x3 − x2) − x1]

ẋ3 = 1
c1

[
G (x2 − x3) −

(
Gbx3 + 1

2 (Ga −Gb) (|x3 + 1| − |x3 − 1|)
)]

+ u

(3.56)

En posant :

1
L

= γ1,
G
c2

= γ2,
1
c1

= θ1,

(
1 + Gb

G

)

c1
= θ2,

1
2c1

(Ga −Gb) = θ3

Le système précédent deviendra :


ẋ1 = − x2
L = −γ1x2

ẋ2 = 1
c2

[G (x3 − x2) − x1] = γ2 (x3 − x2) − x1

ẋ3 = 1
c1

[
G (x2 − x3) −

(
Gbx3 + 1

2 (Ga −Gb) (|x3 + 1| − |x3 − 1|)
)]

+ u

= 1
c1

Gx2 − x3G
(

1+ Gb
G

c1

)
− (Ga−Gb)

2c1
(|x3 + 1| − |x3 − 1|) + u

= θ1Gx2 − θ2Gx3 − θ3 (|x3 + 1| − |x3 − 1|) + u

(3.57)



ẋ1 = −γ1x2

ẋ2 = γ2 (x3 − x2) − x1

ẋ3 = θ1Gx2 − θ2Gx3 − θ3 (|x3 + 1| − |x3 − 1|) + u

(3.58)

Pour le système de Chua, nous aurons :

Conception de la loi de commande basée sur le Backstepping Adaptatif en stabilisation

Les lois de stabilisation et de contrôle adaptatives sont :


α1 (x1) = c11ξ1

α2 =
−(c2−γ2+c11γ1)ξ2+ξ1(γ1+γ2c11−c11c1)

γ2

= G1ξ1 + G2ξ2

u = −c3ξ3 − γ2ξ2 − θ̂1Gx2 + θ̂2Gx3 + θ̂3 (|x3 + 1| − |x3 − 1|) + (−G1c1ξ1 + ξ2 (−γ1G1 + c2G2) −G2γ2ξ3)
(3.59)

G1 =
(γ1+γ2c11−c11c1)

γ2

G2 =
−(c2−γ2+c11γ1)

γ2

(3.60)

Le système final en boucle fermé en (ξ1, ξ2, ξ3)


ξ̇1 = −γ1ξ2 − c1ξ1

ξ̇2 = γ2ξ3 − c2ξ2

ξ̇3 = −c3ξ3 − γ2ξ2 − θ̃1x2 + θ̃2x3 + θ̃3 (|x3 + 1| − |x3 − 1|)
(3.61)
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Les fonctions de Lyapunov appropriée pour le système :



V̇1 = −c1ξ
2
1 − γξ1ξ2

V̇2 = −c2ξ
2
2 − c1ξ

2
1 + γ2ξ2ξ3

V̇3 = −c1ξ
2
1 − c2ξ

2
2 − c3ξ

2
3 + θ̃T

1 Γ−1
(
˙̂θ

T

1 − τ1

)
+ θ̃T

2 Γ−1
(
˙̂θ

T

2 − τ2

)
+ θ̃T

3 Γ−1
(
˙̂θ

T

3 − τ3

) (3.62)

Les figures suivantes illustrent la convergences des états vers le point d’équilibre xeq = 0 et les

paramètres θi vers leurs valeures éstimées.

Fig. 3.20 – Convergence des états x1 x2, x3 vers le point d’équilire xeq = 0 pour circuit chaotique

de Chua.

Fig. 3.21 – Variation des paramètres éstimées dans le temps pour circuit chaotique de Chua.



124Backstepping Adaptatif pour la commande des systèmes dynamiques chaotiques

Fig. 3.22 – Variation de loi de commande adaptative pour le circuit chaotique de Chua.

Commande adaptative en Poursuite pour le circuit chaotique de Chua

Les lois de stabilisation et de contrôle adaptatives.



α1 (x1) = c11ξ1 +
ẏr
γ

α2 =
−(c2−γ2+c11γ1)ξ2+ξ1(γ1+γ2c11−c11c1)

γ2
+

ÿr
γ

= G1ξ1 + G2ξ2

u = −c3ξ3 − γ2ξ2 − θ̂1Gx2 + θ̂2Gx3 + θ̂3 (|x3 + 1| − |x3 − 1|) +
(
−G1c1ξ1 + ξ2 (−γ1G1 + c2G2) −G2γ2ξ3 +

˙̈yr
γ

)

G1 =
(γ1+γ2c11−c11c1)

γ2

G2 =
−(c2−γ2+c11γ1)

γ2

Le système final en boucle fermé en (ξ1, ξ2, ξ3)



ξ̇1 = −γ1ξ2 − c1ξ1

ξ̇2 = γ2ξ3 − c2ξ2

ξ̇3 = −c3ξ3 − γ2ξ2 − θ̃1x2 + θ̃2x3 + θ̃3 (|x3 + 1| − |x3 − 1|)

Les fonctions de Lyapunov appropriée pour le système :



V̇1 = −c1ξ
2
1 − γξ1ξ2

V̇2 = −c2ξ
2
2 − c1ξ

2
1 + γ2ξ2ξ3

V̇3 = −c1ξ
2
1 − c2ξ

2
2 − c3ξ

2
3 + θ̃T

1 Γ−1
(
˙̂θ

T

1 − τ1

)
+ θ̃T

2 Γ−1
(
˙̂θ

T

2 − τ2

)
+ θ̃T

3 Γ−1
(
˙̂θ

T

3 − τ3

)

Les figures suivantes ullistrent la convergences des états vers le signal référence yr = 2 sin(ωt)

et les paramètres θi vers leurs paramètres éstimées.
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3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a établi des lois de commandes adaptatives virtuelles, des lois de com-

mande adaptatives finales et des fonction de Lyapunov quadratiques définies négatives, des

règles de mise a jour pour les paramètres a éstimer pour la commande pour les systèmes chao-

tiques autonomes du troisième ordre tels que les circuits de Chua et le système de Lorenz, pour

les systèmes chaotiques non autonomes du second ordre tels que les oscillateurs de Duffung et

de Vander pool vers un point d’équilibre stable ou vers un cycle limite stable, la poursuite de

trajectoire référence ou un signal sinusoidale est choisi est aussi appliquée sur ces systèmes.

Une stabilisation uniformément globalement exponentielle est obtenue selon le théorème de

Lassale et le théorème de LaSalle et Yoshizawa.

Une comparaison pour la commande adaptative utilisant un PID dont les gains sont optimi-

sés par les algorthmes génétiques est aussi traitée, mais on remarque que le temps de conver-

gence et trés long par rapport a la méthode de Backstepping.
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Chapitre 4

Backstepping et Backstepping Adaptatif
pour la Synchronisation Chaotique

1 Introduction

La synchronisation des systèmes dynamiques au comportement complexe tels que les oscil-

lateurs et les systèmes chaotiques a suscité un intérêt croissant de par l’existence de nombreux

champs d’applications ou d’investigations potentiels (exemples en télécommunication, neuros-

ciences, informatique, ...) [205]- [228].

Les radiocommunications constituent actuellement un domaine en plein essor, depuis quelques

années, de nombreux chercheurs étudient la possibilité d’utiliser des signaux chaotiques pour

transmettre des données. Dans les systèmes de communication, la synchronisation est fonda-

mentale pour une transmission réussie.

Depuis au moins vingt ans la synchronisation des systèmes chaotiques fait l’objet de nom-

breux travaux de recherche. Une des applications de cette synchronisation est la transmission

sécurisée des données (analogiques où numériques). De nombreux schémas de transmission ont

été proposés par le passé : méthode par additions, par inclusion, par commutation, mais toutes

souffrent de défaut de robustesse. En effet la méthode par addition est sensible à une attaque

en fréquence et les autres méthodes à une attaque à texte claire connue. Pour remédier à cet

inconvénient majeur,de nombreuses études ont été réalisées concernant plusieurs systèmes de

transmission, ces études ont montré que le chaos apparaissait comme une solution prometteuse

pour augmenter la performance des systèmes de transmission actuels.

L’emploi du chaos dans les systèmes de communication peut permettre de renforcer la sécurité

de transmission de l’information et de réduire la probabilité d’interception.

Dans les systèmes de communication, la synchronisation est une clé très importante pour

une transmission réussie. La synchronisation classique employée dans les systèmes de télé-



128 Backstepping et Backstepping Adaptatif pour la Synchronisation Chaotique

communication cherche à reproduire juste le signal périodique de la porteuse. Par contre, la

synchronisation chaotique au niveau du récepteur cherche à dupliquer le signal chaotique en-

voyé de l’émetteur. Cela veut dire que deux signaux chaotiques seront dit synchronisés s’ils

sont asymptotiquement identiques lorsque le temps t tend vers l’infini.

Les travaux sur la synchronisation chaotique ont débuté avec Yamada et Fujisaka [229] qui

ont utilisé une approche locale de la synchronisation chaotique. Les travaux d’Afraimovich ont

mené au développement de concepts importants liés à la synchronisation. Par la suite, Pecora

et Caroll [197], [230], [231] ont défini la synchronisation chaotique ou synchronisation iden-

tique. Ces travaux ont ouvert la voie à plusieurs systèmes de transmission chaotique basés sur

ce principe de synchronisation.

Finalement, cette nouvelle technique de synchronisation chaotique a commencé à s’imposer

pour les systèmes de transmission par chaos [232]. Plusieurs notions de synchronisation ont

été proposées pour les systèmes chaotiques, la plus forte et a plus large utilisation est la syn-

chronisation identique où l’état du système récepteur converge asymptotiquement à celui du

système transmetteur pour toute combinaison des états initiaux [206]- [277]. Plus récemment,

deux notions plus faibles de synchronisation, appelé synchronisation généralisée [206]- [208],

ou l’état du système récepteur converge asymptotiquement à une transformation du système

transmetteur où les propriétés de la transformation sont indépendantes des conditions initiales.

La synchronisation de phase [209], [210] de deux systèmes associés se produit si la différence

entre les phases des deux systèmes est borné par une constante, où la phase est convenablement

choisie comme une fonction croissante monotone de temps. La méthode de masquage chao-

tique a été une des premières applications des signaux chaotiques aux communications. Elle est

basée sur le principe de synchronisation par couplage ou synchronisation identique entre deux

générateurs chaotiques.

Récemment la synchronisation chaotique [233]- [277] basée sur la méthode de Backstep-

ping est largement utilisée car, une des avantages de la méthode est qu’elle est applicable à une

variété de systèmes chaotiques contenant ou pas une excitation externe, et elle a besoin seule-

ment d’un contrôleur pour réaliser la synchronisation entre des systèmes chaotiques et même

des systèmes hyper chaotiques. Finalement il n’y a pas de dérives dans le contrôleur, singu-

lier, libre de tout termes non linéaires ou du second degré, donne une certaine flexibilité pour

construire une loi du contrôle qui peut être étendue aux systèmes hyper chaotiques de plus haut

degrés et le système en boucle fermée est globalement stable. Dans ce chapitre nous allons

utiliser la méthode de Backstepping et backstepping adaptatif pour développer des lois de syn-

chronisation pour des systèmes chaotiques qui sont des repères pour la validation des concepts

et des approches tels qu’ils sont utilisés aux chapitres précédents.
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2 Synchronisation du système chaotique de Lorenz via Backs-

tepping

2.1 Conception de la loi de synchronisation

Considérons le système chaotique de Lorenz sous la forme paramétrique triangulaire suivant

comme système maitre(émetteur) :


ẋ1 = −10 (x1 − y1)

ẏ1 = (x1 − y1) − z1 (9 + x1)

ż1 = 9 (x1 + y1) − 3 z1 + x1 y1

(4.1)

Et considérons un deuxième circuit chaotique de Lorenz avec les mêmes paramètres de contrôle,

sous d’autres conditions initiales comme système esclave (récepteur).


ẋ2 = −10 (x2 − y2)

ẏ2 = (x2 − y2) − z2 (9 + x2)

ż2 = 9 (x2 + y2) − 3 z2 + x2 y2 + U

(4.2)

Où U est une fonction de contrôle à déterminer ultérieurement. Définissons les états erreurs

pour chaque variable d’état :


ex = x2 − x1

ey = y2 − y1

ez = z2 − z1

(4.3)

Le problème de synchronisation est par conséquent transformé en un problème de stabilisation

du modèle d’erreur autour de zéro.

On dérivant dans le temps les états erreurs puis on substituant (4.1), et (4.2) dans (4.3) on

obtient : 

ėx = −10 ex + 10 ey

ėy = ex − ey − 9 ez − x2 ez − z1 ex

ėz = 9 ex + 9 ey − 3 ez + y2 ex + x1ey + U

(4.4)

En cas d’absence de tout contrôle U, le système précédent admet un point d’équilibre (0, 0, 0) et

si U est choisie de telle sorte que le point d’équilibre (0, 0, 0) reste inchangé alors le problème de

synchronisation de la réponse du système maitre sera réduit à l’étude de la stabilité asymptotique

du système précédent (4.4).

Mais le but de la synchronisation est de trouver une loi de commande totale U telle que le

système (4.4) est stabilisé à l’origine, c.a.d le but de la commande du système non linéaire (4.4)

est d’avoir :

lim
t→∞

e(t) = 0
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L’objectif alors de la conception est de rendre le point d’équilibre globalement asymptotique-

ment (GAS), puisque le système est constitué de trois états où de 3 équations différentielles non

linéaires, alors il y aura une méthode de conception récursive à 3 étapes. On traite le système

comme 3 sous systèmes en cascade chacun avec une seule entrée et une seule sortie. On com-

mence la conception avec le sous système 1 de la première équation différentielle non linéaire et

on continue jusqu’au dernier sous système. Durant le processus de conception un changement

de coordonnées wi = φ(x, y, z) comme variable virtuelle est effectué.

Première étape :

Considérons la stabilité du premier sous système suivant :

ėx = −10 ex + 10 ey (4.5)

Pour le sous système 1, on choisit l’état ey comme une entrée virtuelle ou fictive de commande

au sous système 1, rappelons que l’objectif de la commande est de conduire(ex, ey, ez) = (0, 0, 0)

c.a.d (x2, y2, z2) = (x1, y1, z1).

Définissons la première variable virtuelle du " backstepping " w1 et la commande virtuelle α1

comme :


w1 = ex

w2 = ey − α1
(4.6)

Où α1 est la fonction linéarisante du sous système 1, w2 est une nouvelle variable, cette dernière

ne sera pas utilisée dans la première étape, mais sa présence est nécessaire puisqu’on a besoin

de w2 pour lier le nouveau sous système 1 en w1 au prochain sous système ou sous système en

w2 qui sera considéré dans la seconde étape. D’où, le sous système 1 devient :

ẇ1 = ėx = −10 w1 + 10 w2 + 10α1 (4.7)

Pour trouver la fonction stabilisante α1, choisissons une fonction de Lyapunov appropriée pour

le sous système (4.7)comme :

V1(w1) =
1
2

w2
1 (4.8)

La dérivée dans le temps est

V̇1(w1) = w1 ẇ1 = −10 w2
1 + 10 w1 w2 + 10 w1 α1 (4.9)

pour rendre V̇1(w1) négative définie, on choisi la fonction stabilisante α1 = 0,le second terme

dans V̇1(w1) sera éliminé dans la prochaine étape. Alors l’équation du premier sous système

devient :

ẇ1 = 10 w2 − 10 w1 (4.10)

Les coordonnées de conception ont changées de (ex, ey) vers (w1,w2).
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Seconde étape :

Considérons la stabilité du deuxième sous système, ses dynamiques sont calculés en pre-

nant :

ėy = ex (1 − z1) − ey − ez (9 + x2) (4.11)

Donc les dynamiques du deuxième sous système en (w1,w2) sont :

ẇ2 = ėy − α̇1 = ex (1 − z1) − ey − ez (9 + x2) = w1 (1 − z1) − w2 − ez (9 + x2) (4.12)

La nouvelle loi de contrôle virtuelle est choisie de telle façon à avoir :

w3 = ez − α2 (4.13)

α2 est la fonction stabilisante pour le deuxième sous système et w3 est une nouvelle variable

d’état.

ẇ2 = w1 (1 − z1) − w2 − w3 (9 + x2) − α2(9 + x2) (4.14)

Et une fonction de Lyapunov appropriée au second sous système (4.14)comme :

V2(w1,w2) = V1(w1) +
1
2

w2
2 (4.15)

La dérivée dans le temps est :

V̇2(w1,w2) = −10 w2
1 − w2

2 + w2 (w1 (11 − z1) − w3 (9 + x2) − α2(9 + x2)) (4.16)

pour rendre V̇2(w1,w2) négative définie, on choisi la loi de commande virtuelle α2 comme :

α2 =
(11 − z1) w1

(9 + x2)
(4.17)

Alors V̇2(w1,w2) devient :

V̇2(w1,w2) = −10 w2
1 − w2

2 − w2 w3 (9 + x2) (4.18)

Le troisième terme dans V̇2(w1,w2) sera éliminé dans la prochaine étape. Alors l’équation du

second sous système devient :

ẇ2 = −10 w1 − w2 − w3 (9 + x2) (4.19)

Troisième étape :

Sachant l’équation (4.13), l’équation du troisième sous système devient :

ẇ3 = ėz − α̇2 (4.20)
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Avec :

ėz = w1 (9 + y2) + w2 (9 + x1) − 3 w3 − 3α2 + U (4.21)

Et :

α̇2 =
110 w2(9 + x2) − 110 w1(9 + y2)

(9 + x2)2 (4.22)

Donc :

ẇ3 = w1 (9 + y2) + w2 (9 + x1) − 3 w3 − 3α2 + U

− 110 w2(9 + x2) − 110 w1(9 + y2)
(9 + x2)2 (4.23)

Et une fonction de Lyapunov appropriée au sous système (4.23)comme :

V3(w1,w2,w3) = V1(w1) + V2(w1,w2) +
1
2

w2
3 (4.24)

La dérivée dans le temps est :

V̇3 = −10 w2
1 − w2

2 − 3w2
3 + w3

(
− w2 (9 + x2) + w1 (9 + y2) + w2(9 + x1)

− 3
11 w1

(9 + x2)
+ U − 110 w2(9 + x2) − 110 w1(9 + y2)

(9 + x2)2

)
(4.25)

Pour rendre V̇3(w1,w2) négative définie, on choisi la loi de commande U comme :

U = w2 (9+ x2)−w1 (9+y2)−w2 (9+ x1)+3
11 w1

(9 + x2)
+

110 w2(9 + x2) − 110 w1(9 + y2)
(9 + x2)2 (4.26)

Alors la dérivée de la fonction de Lyapunov globale du système est :

V̇3(w1,w2,w3) = −10 w2
1 − w2

2 − 3 w2
3 (4.27)

Le système final en (ex, ey, ez) est :


ėx = ẇ1 = 10 w2 − 10 w1

ėy = ẇ2 = −10 w1 − w2 − w3 (9 + x2)

ėz = −3 w3 + w2 (9 + x2)

(4.28)

D’après le théorème de LaSalle, V3 est une fonction continument différentiable ayant la pro-

priété positive définie, sa dérivée dans le temps est négative définie, gràce à l’existance de U,

alors le point d’équilibre (ex, ey, ez) = (0, 0, 0) est asymptotiquement globalement stable.

2.2 Simulation des lois de synchronisation sous des condditions initiales
différentes

Nous allons changé les conditions initiales de plus en plus éloignées afin de diversifier le

champ d’applications de la loi de commande de synchronisation pour le système chaotique de

Lorenz via le Backstepping. Ainsi nous considérons les conditions initiales suivantes :
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Avec les conditions initiales suivantes

(x10, y10, z10)=(1, 1, 1), (x20, y20, z20)=(10, 10, 10).

(a) Variation des états x1 et x2 (b) Variation des états y1 et y2 (c) Variation des états z1 et z2

Fig. 4.1 – Synchronisation des états pour le Système de Lorenz
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Fig. 4.3 – Variation des lois de commande de synchronisation pour le Système de Lorenz

Avec les conditions initiales suivantes

(x10, y10, z10)=(1, 1, 1), (x20, y20, z20)=(100, 100, 100).

(a) Variation des états x1 et x2 (b) Variation des états y1 et y2 (c) Variation des états z1 et z2

Fig. 4.4 – Variation des états dans le temps pour le système de Lorenz



2 Synchronisation du système chaotique de Lorenz via Backstepping 135

(a) Variation de l’erreur ex (b) Variation de l’erreur ey (c) Variation de l’erreur ez

Fig. 4.5 – Variation des états erreurs dans le temps pour le système de Lorenz

(a) Variation de la loi de stabilisation α2 (b) Variation de la loi de commande

finale U

Fig. 4.6 – Variation des lois de commande de synchronisation dans le temps pour le système de

Lorenz

Avec les conditions initiales suivantes

(x10, y10, z10)=(1, 1, 1), (x20, y20, z20)=(5, 5, 5).

Dans ce qui suit , nous donnons pour ces même conditions une autre méthode pour faire une

comparaison avec la procédure du Backstepping nous utilisons la méthode de contrôl actif.

Méthode du Backstepping
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Fig. 4.7 – Synchronisation des états via le Backstepping pour le système de Lorenz
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Fig. 4.8 – Variation des états erreurs via Backstepping pour le système de Lorenz

Méthode du contrôle actif Soit le sytème esclave :



ẋ2 = −10 (x2 − y2) + u1

ẏ2 = (x2 − y2) − z2 (9 + x2) + u2

ż2 = 9 (x2 + y2) − 3 z2 + x2 y2 + u3

(4.29)

Ouui, i = 1 . . . 3 sont les fonctions du control actifs qui seront déterminées ultérièrement.Définissons

les états erreurs pour chaque variable d’état :



ex = x2 − x1

ey = y2 − y1

ez = z2 − z1

(4.30)

Et suivons les étapes de la procédure du contrôle actif, par soustraction des équations du systèmes(4.1)

de ceux des équations du systèmes(4.30) on utilisant la définition du système (4.29), on obtient

les dynamiques du système erreur suivant.



ėx = −10 ex + 10 ey + u1

ėy = ex − ey − 9 ez − z2 x2 + z1 x1 + u2

ėz = 9 ex + 9 ey − 3 ez + x2 y2 − x1y1 + u3

(4.31)
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Fig. 4.9 – Variation des lois de commande de synchronisation via Backstepping pour le système

de Lorenz

Redéfinissons les fonctions de contrôle actifs comme :

u1 = v1

u2 = v2 + z2 x2 − z1 x1

u3 = v3 − x2 y2 + x1y1

(4.32)

Les dynimiques du système erreur devient :


ėx = −10 ex + 10 ey + v1

ėy = ex − ey − 9 ez + v2

ėz = 9 ex + 9 ey − 3 ez + v3

(4.33)

[
ėx ėy ėz

]T
= B

[
ex ey ez

]T
(4.34)

Dans la méthode du control actif, on choisit une matrice constanteA qui controle les dynamiques

de l’erreur () telle que

[v1 v2 v3]T = A
[
ex ey ez

]T
(4.35)

Plusieurs choix de la matrice A pouront satisfaire les dynamiques de l’erreur, mais on pour-

rai utiliser la matrice A qui satisfait le critère de Routh-Hurwitz pour la stabilite du modèle

d’erreur autour de zéro.

Les valeurs propres calculées pour det(∇B − λ I), avec ∇ = Le jacobian.

∇B =



−10 10 0

9 9 −3

0 0 −β


(4.36)

Avec : λ1 = −10, λ2 = −3, λ3 = −11. Le choix de A alors sera comme suit :

A =



10 + λ −10 0

−1 1 + λ 9

9 9 −3 − λ


(4.37)
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Pour le choix de λ = −1, les fonctions de contrôle actif sont :


u1 = v1 = (10 + λ) ex − 10 ey

u2 = −ex + (1 + λ) ey + 9 ez + z2 x2 − z1 x1

u3 = −9 ex − 9 ey + (3 + λ) ez − x2 y2 + x1y1

(4.38)

(a) Variation de l’état x1 et x2 (b) Variation de l’état y1 et y2 (c) Variation de l’état z1 et z2

Fig. 4.10 – Synchronisation des états via le contrôle actif pour le système de Lorenz

(a) Variation des différentes états

d’erreurs ex, ey, ez

(b) Variation des différentes lois de

contrôle actifs U

Fig. 4.11 – Variation des états via le contrôle actif pour le système de lorenz

2.3 Généralisation de la loi de commande pour la synchronisation de plu-
sieurs systèmes

Dans ce paragraphe, nous traitons le problème du contrôle de formation pour la coordination

en communication de plusieurs systèmes. L’objectif de la commande de chaque système estque

la structure entière de la formation doit suivre les dynamique d’un système chaotique donné.

L’idée de la coordination d’un ensemble de systèmes pour la sysnchronisation, a pris nais-

sance dans les applications militaires. En effet, cette coordination est utilisée dans des applica-

tions aériennes, aquatiques et terrestres, pour synchroniser des engins en position et en vitesse,

l’échange de l’information doit se faire au biai de la communication. Différents types de struc-

tures pour la coordination, sont utilisées, la formation en forme de V appelée aussi forme de
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navire, en forme d’anneau.

Nous présentons, ainsi, deux types de synchronisation en coordination, en forme de navire et en

forme d’anneau.

synchronisation en coordinationen en forme de navire

La loi de commande u(i) est conçue pour chaque système esclave, afin de suivre les dyna-

miques du système maître, une commande centralisée possédant un superviseur. L’objectif de

la commande est d’avoir :

limt→+∞(xi, yi, zi)i=1...n = (x1, y1, z1).

Sous des conditions initiales différentes respectivement (xi0, yi0, zi0)i=2...5 = (3, 5, 7, 10) et en

forme de navire, ces systèmes vont poursuivre un système maitre sous la condition (x10, y10, z10) =

(1).

(a) Synchronisation des états xi (b) Synchronisation des états yi (c) Synchronisation des états zi

Fig. 4.12 – Synchronisation des états via Backstepping en forme de navire

(a) Variation de l’erreur exi (b) Variation de l’erreur eyi (c) Variation de l’erreur ezi

Fig. 4.13 – Variation des erreurs pour le système de Lorenz via le Backstepping en forme de

navire
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(a) variation de la loi de stabilisation

αi dans le temps

(b) variation de la loi de commande

finale Ui dans le temps

synchronisation en coordination en forme d’anneau

La loi de commande u(i) est conçue pour chaque système esclave (xi, yi, zi) , afin de suivre les

dynamiques du système maître (xi+1, yi+1, zi+1), c’est une commande décentralisée . L’objectif

de la commande est d’avoir : limt→+∞(xi, yi, zi)i=1...n = (xi+1, yi+1, zi+1)i=1...n,1.

Sous des conditions initiales différentes (1, 3, 5, 7, 10) et en forme d’anneau, chaque système

va poursuivre son système maitre jusqu’à fermer l’anneau.

(a) Synchronisation des états x2, x1 (b) Synchronisation des états y2, y1 (c) Synchronisation des états z2, z1

variation

de l’erreur

Fig. 4.14 – Synchronisation des états des système 2 et 1 via Backstepping en forme d’anneau

(a) Synchronisation des états x3, x2 (b) Synchronisation des états y3, y2 (c) Synchronisation des états z3, z2

Fig. 4.15 – Synchronisation des états des système 3 et 2 via Backstepping en forme d’anneau
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(a) Synchronisation des états x4, x3 (b) Synchronisation des états y4, y3 (c) Synchronisation des états z4, z3

Fig. 4.16 – Synchronisation des états des systèmes 4 et 3 via Backstepping en forme d’anneau

(a) Synchronisation des états x5, x4 (b) Synchronisation des états y5, y4 (c) Synchronisation des états z5, z4

Fig. 4.17 – Synchronisation des états des systèmes 5 et 4 via Backstepping en forme d’anneau

3 Synchronisation du système chaotique de Chua via Backs-

tepping

Considérons le système chaotique de Chua sous sa forme paramétrique stricte suivant.


ẋ1 = −p1 y1

ẏ1 = p2 ((z1 − y1) + p3 x1)

ż1 = p41 (y1 − z1) − p42 z1 − p43 (‖(z1 + 1)‖ − ‖(z1 − 1)‖)
(4.39)

On pose :

f (z1) = −p43 (‖(z1 + 1)‖ − ‖(z1 − 1)‖)
Et p1 = 1

L , p2 =
(G
c2

, p3 = 1
c2

,p41 = G
c1

, p42 = Gb
c1

; p43 =
(Ga−Gb)

c1
,

On considére un deuxième circuit chaotique de Chua sous d’autres conditions initiales comme

un système esclave.



ẋ2 = −p1 y2

ẏ2 = p2 ((z2 − y2) + p3 x2)

ż2 = p41 (y2 − z2) − p42 z2 − p43 (‖(z2 + 1)‖ − ‖(z2 − 1)‖) + U

(4.40)

On pose :

f (z2) = −p43 (‖(z2 + 1)‖ − ‖(z2 − 1)‖)
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(a) Synchronisation des états x1, x5 (b) Synchronisation des états y1, y5 (c) Synchronisation des états z1, z5

Fig. 4.18 – Synchronisation des états des systèmes 1 et 5 via Backstepping en forme d’anneau
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Fig. 4.19 – Synchronisation des états des systèmes via Backstepping en forme d’anneau

U est une fonction de contrôle à déterminer ultérieurement.

Définissons les états erreurs pour chaque variable d’état :



ex = x2 − x1

ey = y2 − y1

ez = z2 − z1

(4.41)

On dérivant dans le temps les états erreurs (4.41) puis on substituant (4.40) et (4.39), on obtient :



ėx = −p1 ey

ėy = p2 ez − p2 ey + p3 ex

ėz = p41 ey − (p41 + p42)ez + U + f (z1, z2))

(4.42)

Avec :

f (z1, z2) = −p43 (‖(z2 + 1)‖ − ‖(z2 − 1)‖) + p43 (‖(z1 + 1)‖ − ‖(z1 − 1)‖) (4.43)

La structure triangulaire du modèle dynamique précédent, nous permet de concevoir la loi

de commande en trois étapes.
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forme d’anneau
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d’anneau

Première étape

Dans la première étape, nous déterminons une loi de commande virtuelle qui permet de sta-

biliser le premier sous système. D’ou, le sous système 1 devient :

ẇ1 = ėx = −p1 ey = −p1 w2 − p1 α1 (4.44)

Pour trouver la fonction stabilisante α1, choisissons une fonction de Lyapunov appropriée pour

le premier sous système comme :

V1(w1) =
1
2

w2
1 (4.45)

La dérivée dans le temps est

V̇1(w1) = w1 ẇ1 = w1 (−p1 w2 − p1 α1) (4.46)

pour rendre V̇1(w1) négative définie, on choisi la fonction stabilisante α1 = w1

V̇1(w1) = −p1 w2
1 − p1 w1 w2 (4.47)
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le second terme dans V̇1(w1) sera éliminé dans la prochaine étape.Alors l’équation du premier

sous système devient :

ẇ1 = −p1 w1 − p1 w2 (4.48)

Les coordonnées de conception ont changées de (ex, ey) vers (w1,w2).

Seconde étape :

Considérons la stabilité du deuxième sous système, ses dynamiques sont calculés en pre-

nant :

ẇ2 = ėy − α̇1 = p2 ez − p2 ey + p3 ex + p1 ey (4.49)

Soit :

ẇ2 = p2 w3 + p2 α2 − p2 w2 − p2 α1 + p3 ex + p1 ey (4.50)

Et une fonction de Lyapunov appropriéeau second sous système comme :

V2(w1,w2) = V1(w1) +
1
2

w2
2 (4.51)

La dérivée dans le temps est :

V̇2(w1,w2) = V̇1(w1) + w2 ẇ2 (4.52)

V̇2(w1,w2) = −p1 w2
1 − p2 w2

2 + p2 w2 w3 + w2 (−p1 w1 + p2 α2 − p2 α1 + p3 ex + p1 ey) (4.53)

pour rendre V̇2(w1,w2) négative définie on choisi la loi de commande virtuelle comme α2

comme

α2 =
1
p2

(p1 w1 + p2 α1 − p3 ex − p1 ey) (4.54)

D’ou

V̇2(w1,w2) = −p1 w2
1 − p2 w2

2 + p2 w2 w3 (4.55)

Le troisième terme dans V̇2(w1,w2) sera éliminé dans la prochaine étape.

Alors l’équation du second sous système devient :

ẇ2 = p2 w3 − p2 w2 + p1 w1 (4.56)

Troisième étape :

Sachant que : L’équation du troisième sous système devient :

ẇ3 = p41 ey − (p41 + p42)ez + U + f (z1, z2)) − α̇2 (4.57)



3 Synchronisation du système chaotique de Chua via Backstepping 145

Et une fonction de Lyapunov appropriée comme :

V3(w1,w2,w3) = V1(w1) + V2(w1,w2) +
1
2

w2
3 (4.58)

La dérivée dans le temps est :

V̇3 = −p1 w2
1 −p2 w2

2−(p41+p42)w2
3++w3 (p2 w2+p41 ey−(p41+p42)α2+U+ f (z1, z2)−α̇2) (4.59)

pour rendre V̇3(w1,w2,w3) négative définie, on choisi la loi de commande U comme :

U = p2 w2 − p41 ey + (p41 + p42)α2 − f (z1, z2)) + α̇2 (4.60)

Alors :

V̇3(w1,w2,w3) = −p1 w2
1 − p2 w2

2 − (p41 + p42)w2
3 (4.61)

Le système final en (ex, ey, ez) est :

ẇ3 = −(p41 + p42)w3 + p2 w2 (4.62)



ẇ1 = −p1 w1 − p1 w2

ẇ2 = p2 w3 − p2 w2 + p1 w1

ẇ3 = −(p41 + p42)w3 + p2 w2

(4.63)

Afin d’illustrer notre loi de synchronisation pour le circuit de Chua via Backstepping, nous

testons notre loi de commande avec p1 = 7, p2 = 0.7000, p3 = 1,p41 = 6.3, p42 = −4.5 ;

p43 = −1.35, et des conditions initiales pour chaque système comme (x1, y1, z1)=(-3.725, -

1.325, -0.05), (x2, y2, z2)=(1, 1, 1).
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Fig. 4.22 – Synchronisation des états pour le circuit de Chua via Backstepping
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4 Synchronisation du système chaotique de Rössler via Backs-

tepping

Considérons le système chaotique de Rössler sous sa forme paramétrique stricte.


ẋ1 = y1 + a x1

ẏ1 = −x1 − z1

ż1 = b + z1(y1 − c)

(4.64)

Et on considére un deuxième circuit chaotique de Rössleor sous d’autres conditions initiales

comme un système esclave.


ẋ2 = y2 + a x2

ẏ2 = −x2 − z2

ż2 = b + z2(y2 − c) + U

(4.65)

U est une fonction de contrôle à déterminer ultérieurement. Le système de dérivé de l’erreur

est :


ėx = ey + a ex

ėy = −ez − ex

ėz = −c ez + y2, z2 − y1, z1 + U

(4.66)

Alors les lois de commande virtuelles et finale sont données par :


α1 = −(a + c1) w1

α2 = c2 w2 − α̇1

U = w2 + cα2 − y2, z2 + y1, z1 + α̇2

(4.67)

Le système final en (ex, ey, ez) est :


ẇ1 = −p1 w1 − p1 w2

ẇ2 = p2 w3 − p2 w2 + p1 w1

ẇ3 = −(p41 + p42)w3 + p2 w2

(4.68)

Les figures de simulation des lois pour le circuit de Rösslor via Backstepping sont données

par :
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Fig. 4.24 – Synchronisation des états pour le circuit de Rösslor via Backstepping
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Fig. 4.25 – Variation des états pour le circuit de Rösslor via Backstepping

5 Synchronisation du système chaotique de l’oscillateur de

Duffing via Backstepping

Considérons un oscillteur de Duffing sous la forme paramétrique du type boucle de retour

stricte comme système (maitre) driver :


ẋ1 = y1

ẏ1 = −δ y1 + x1 − x3
1 + γ cos(ω t)

(4.69)

Et un autre un oscillteur de Duffing sous d’autres condditions initiales comme esclave.


ẋ2 = y2

ẏ2 = −δ y2 + x2 − x3
2 + γ cos(ω t) + U

(4.70)

Le système dérivé de l’erreur est :


ėx = y2 − y1

ėy = −δ (y2 − y1) + (x2 − x1) − (x3
2 − x3

1) + U
(4.71)

La loi de commande virtuelle et finale sont données par :

α1 = −w1

U = −w2 − (1 − δ) w1 + (x3
2 − x3

1)
(4.72)
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Le système final en w1,w2 :


ẇ1 = w2 − w1

ẇ2 = −δw2 − w1
(4.73)

Les figures sont données l’oscillateur de Duffing via Backstepping par :
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Fig. 4.26 – Synchronisation des états pour l’oscillateur de Duffing via Backstepping
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Fig. 4.27 – Variation des états pour l’oscillateur de Duffing via Backstepping
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6 Synchronisation du système chaotique de l’oscillateur de

Vander Pool via Backstepping

Considérons un oscillteur de Vander pool sous la forme paramétrique du type boucle de

retour stricte comme système (maitre) driver :


ẋ1 = x1 − 1
3 x1

3 − y1 + p1 + p2 cos(ω t)

ẏ1 = p3 (x1 + p4 − p5 y1)
(4.74)

Et un autre un oscillteur de Vander Pool sous d’autres condditions initiales comme esclave.


ẋ2 = x2 − 1
3 x2

3 − y2 + p1 + p2 cos(ω t)

ẏ2 = p3 (x2 + p4 − p5 y2) + u
(4.75)

Le système dérivé de l’erreur est :


ėx = ex − 1
3 x2

3 + 1
3 x1

3 − ey

ėy = p3 ex − p3 p5 ey + U
(4.76)

Les lois de commande virtuelle et finale sont données par :

α1 = k1 w1 + w1 − 1

3 (x2
3 − x1

3))

U = w1 − p3 w1 + p3 p5 α1 + α̇1
(4.77)

Le système final en w1,w2 :


ẇ1 = −w2 − k1 w1

ẇ2 = −p3 p5 w2 + w1
(4.78)

t0=0 ; x1(1)=0 ;y1(1)=0 ; x2(1)=1 ;y2(1)=1 ;

Pour les valeur des paramètres de contrôle : p1 = 0, p2 = 0.74, p3 = 0.1, p4 = 0.7, p5 = 0.8,

ws = 2, des conditions initiales x10 = x20 = 0.25, x10 = y10 = 0, x20 = y20 = 1,et des paramètres

de conception k1 = 2, k2 = 10, les figures de simulation des lois de synchronisation pour

l’oscillateur de Vander Pool via Backstepping sont données par :
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Fig. 4.28 – Synchronisation des états pour l’oscillateur de Vander Pool via Backstepping
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Fig. 4.29 – Variation des états pour l’oscillateur de Vander Pool via Backstepping

7 Backstepping Adaptatif pour la synchronisation du Sys-

tème chaotique de Lorenz

Considérons le système chaotique de Lorenz sous la forme paramétrique suivante :



ẋ1 = σ (y1 − x1)

ẏ1 = −x1 z1 + ρ x1 − y1

ż1 = x1y1 − β z1

(4.79)

Pour les valeur des paramètres de contrôle d = 10; r = 28; b = 3. Le système présente un

phénomène chaotique Et on considére un deuxième circuit chaotique de Lorenz sous d’autres

conditions initiales et avec les valeur des paramètres de contrôle inconnues comme système

esclave.


ẋ2 = θ1 (y2 − x2)

ẏ2 = −x2 z2 + θ2 x2 − y2

ż2 = x2y2 − θ3 z2 + U

(4.80)



152 Backstepping et Backstepping Adaptatif pour la Synchronisation Chaotique

ou U est une fonction de contrôle à déterminer ultérieurement.

Définissons les états erreurs pour chaque variable d’état :


ex = x2 − x1

ey = y2 − y1

ez = z2 − z1

(4.81)

Le problème de synchronisation est par conséquent transformé en un problème de stabilisation

du modèle d’erreur autour de zéro.

On dérivant dans le temps les états erreurs puis substituant (4.79) et(4.80) dans (4.81) et on

obtient :



ėx = θ1 (y2 − x2) − σ (y1 − x1)

ėy = −x2 z2 + θ2 x2 − y2 + x1 z1 − ρ x1 + y1

ėz = x2y2 − θ3 z2 + U − x1y1 + b z1

(4.82)

On traite le système comme 3 sous systèmes en cascade chacun avec une seule entrée et une

seule sortie. On commence la conception avec le première équation du système (4.82) et on

continue jusqu’au dernier sous système. Durant le processus de conception un changement de

coordonnées w = φ(x, y, z) est effectué.

Première étape :

Considérons la stabilité du premier sous système suivant :



ėx = θ1 (y2 − x2) − σ (y1 − x1)

= θ1 (y2 − y1) + θ1 y1 − θ1 (x2 − x1) − θ1 x1 − σ (y1 − x1)

= θ1 (ey − ex + y1 − x1) − σ (y1 − x1)

(4.83)

Sachant que θ est la valeur du paramètre adaptatif courrent

θ̂ est la valeur du paramètre adaptatif éstimé,

θ̃ est la valeur de l’erreur sur paramètre adaptatif.

θ̃ = θ̂ − θ
Et on pose f1(x1, y1) = −σ (y1 − x1)



ėx = θ1 (ey − ex + y1 − x1) + f1(x1, y1)

= θ̂1 (ey − ex + y1 − x1) − θ̃1 (ey − ex + y1 − x1) + f1(x1, y1) (4.84)
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Pour le sous système 1, on choisit l’état ey comme une entrée virtuelle ou fictive de

commande au sous système 1,Rappelons que l’objectif de commande est de conduire

(ex, ey, ez) = (0, 0, 0) c.a.d

(x2, y2, z2) = (x1, y1, z1)

Définissons la première variable virtuelle du " backstepping " comme :

w1 et La commande virtuelle α1 comme :


w1 = ex

w2 = ey − α1
(4.85)

où α1 est la fonction linéarisante du sous système 1, w2 est une nouvelle variable, cette

dernière ne sera pas utilisée dans la première étape, mais sa présence est nécessaire puis-

qu’on a besoin de w2 pour lier le nouveau sous système 1 en w1 au prochain sous système

ou sous système en w2 qui sera considéré dans la seconde étape. D’ou, le sous système 1

devient :

ẇ1 = ėx = θ̂1 (w2 + α1 − w1 + y1 − x1) − θ̃1 (w2 + α1 − w1 + y1 − x1) + f1(x1, y1)(4.86)

Pour trouver la fonction stabilisante α1, choisissons une fonction de Lyapunov appro-

priée pour le sous système ()comme

V1(w1, θ1) =
1
2

w2
1 +

1
2
θ̃T

1 Γ−1 θ̃1 (4.87)

La dérivée dans le temps est

V̇1(w1, θ1) = w1 ẇ1 + θ̃T
1 Γ−1 ˙̂θ1 (4.88)

= w1 ((θ̂1 (w2 + α1 − w1 + y1 − x1) − θ̃1 (w2 + α1 − w1 + y1 − x1) + f1(x1, y1))

+ θ̃T Γ−1 ˙̂θ1 (4.89)

= θ̂1 w2
1 + θ̂1 w1 w2 + w1 (θ̂1 (α1 + y1 − x1) + f1(x1, y1))

+ θ̃T Γ−1 (˙̂θ − Γ w1 (w2 + α1 − w1 + y1 − x1)) (4.90)

pour rendre V̇1(w1) négative définie, on choisi la fonction stabilisante

α1 = −y1 + x1 − f1(x1, y1)
θ̂1

(4.91)

(4.92)

Et avec la loi de mise à jour loi ˙̂θ1 = τ1, où

τ1 = Γ w1 (w2 + α1 − w1 + y1 − x1)) (4.93)
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Est la fonction de réglage du premièr paramètre à éstimer.

Alors V̇1 devient :

V̇1 = −θ̂1 w2
1 + θ̂1 w1 w2 + θ̃T Γ−1 (˙̂θ − τ1) (4.94)

Le second terme dans V̇1(w1) sera éliminé dans la prochaine étape.

L’équation du premier sous système devient :

ẇ1 = θ̂1 (−w1 + (w2) + θ̃1 (w1 − (w2 + α1) + (x1 − y1) (4.95)

Les coordonnées de conception ont changées de (ex, ey) vers (w1,w2).

Seconde étape :

Considérons la stabilité du deuxième sous système, ses dynamiques sont calculés en pre-

nant :

ėy = −x2 ez − ey − z1 ex + θ̂2 x2 − θ̃2 x2 − ρ x1 (4.96)

Donc les dynamiques du deuxième sous système en (w1,w2) sont :

Introduisant La nouvelle variable virtuelle du backstepping w3.

w3 = ez − α2 (4.97)

α2 est la fonction stabilisante pour le deuxième sous système.

ẇ2 = −x2 w3 − x2 α2 − w2 − α1 − z1 w1 + θ̂2 x2 − θ̃2 x2 − ρ x1 − α̇1 (4.98)

(4.99)

On pose f2() = −ρ x1 − α̇1

Et une fonction de Lyapunov appropriée au second sous système comme :

V2(w1,w2, θ1, θ2) = V1(w1) +
1
2

w2
2 +

1
2
θ̃T

2 Γ−1 θ̃2 (4.100)

La dérivée dans le temps est

V̇2(w1,w2) = V̇1(w1) + w2 ẇ2 + θ̃T
2 Γ−1 ˙̂θ2 (4.101)

V̇2 = −θ̂1 w2
1 − w2

2 − x2 w2 w3

+ w2 (θ̂1 w1 − x2 α2 − α1 − z1 w1

+ θ̂2 x2 + f2()) + θ̃T Γ−1 (˙̂θ − τ1) + θ̃T
2 Γ−1 (˙̂θ

T

2 − Γ w2 x2) (4.102)
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pour rendre V̇2 négative définie on choisi la loi de commande virtuelle comme α2 comme:

α2 =
θ̂1 w1 − α1 − z1 w1 + θ̂2 x2 + f2()

x2
(4.103)

Avec la loi de mise à jour loi ˙̂θ2 = τ2, où

τ2 = Γ w2 x2 (4.104)

τ2 Est la fonction de réglage pour le second paramètre de controle.

Alors V̇2 devient :

V̇2 = −θ̂1 w2
1 − w2

2 − x2 w2 w3 + θ̃T Γ−1 (˙̂θ1 − τ1) + θ̃T
2 Γ−1 (˙̂θ2 − τ2) (4.105)

Le troisième terme dans V̇2 sera éliminé dans la prochaine étape.

L’équation du deuxième sous système devient en coordonnées de (w1,w2).

ẇ2 = −x2 w3 − w2 − θ̂1 w1 − θ̃2 x2 (4.106)

Troisième étape : Sachant que

w3 = ez − α2 (4.107)

L’équation du troisième sous système devient :

ẇ3 = ėz − α̇2 (4.108)

Avec

ėz = x2y2 − θ3 z2 + U − x1y1 + b z1 (4.109)

Donc :

ẇ3 = −θ̂3 z2 − θ̃3 z2 + U + f3() (4.110)

On pose f3() = x2y2 + b z1 − x1y1 − α̇2.

Et une fonction de Lyapunov appropriée comme:

V3(wi, θi) = V1 + V2 +
1
2

w2
3 +

1
2
θ̃T

3 Γ−1 θ̃3 (4.111)

La dérivée dans le temps est:

V̇3(w1,w2,w3) = V̇1 + V̇2 + w3 ẇ3 + θ̃T
3 Γ−1 ˙̂θ3 (4.112)

V̇3 = −θ̂1 w2
1 − w2

2 − θ̂3 w2
3 + w3

−c w3︷                  ︸︸                  ︷
(−θ̂3 z2 + U + f3())

+ θ̃T
1 Γ−1 (˙̂θ1 − τ1) + θ̃T

2 Γ−1 (˙̂θ2 − τ2) + θ̃T
3 Γ−1 (˙̂θ3 − Γ w3 z2) (4.113)
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pour rendre V̇2(w1,w2) négative définie, on choisi la loi de commande U comme :

U = θ̂3 z2 − f3() (4.114)

Avec la loi de mise à jour loi ˙̂θ3 = τ3, où

τ3 = Γ w3 z2 (4.115)

τ3 Est la fonction de réglage pour le troisième paramètre de contrôle.

Alors V̇3 devient :

V̇3 = −θ̂1 w2
1 − w2

2 − w2
3 + θ̃T

1 Γ−1 (˙̂θ1 − τ1) + θ̃T
2 Γ−1 (˙̂θ2 − τ2) + θ̃T

3 Γ−1 (˙̂θ3 − τ3) (4.116)

Supposant qu’un système recepteur sous des conditions initiales des étatsx2 = 10,y2 = 10,z2 =

10, avec ses paramètres de controle θ1 = 16, θ2 = 25, θ3 = 4, va se synchroniser avec un système

transmeteur sous des conditions initiales des états x1 = 1,y1 = 1,z1 = 1, avec ses paramètres

de contrôle θ1 = 10, θ2 = 28, θ3 = 3. Par un choix des paramètres de conceptionc1 = 1, c2 =

1, c3 = 10, et la matrice de gain Γ = [0.0000010.0000010.000001]T , les figures de simulation

suivantes montrent une convergence des états et des paramètres de contrôle du recepteur au bout

de quelques secondes aprés application de la loi de contrôle de synchronisation.

(a) Synchronisation des états x1 et x2 (b) Synchronisation des états y1 et y2 (c) Synchronisation des états z1 et z2

Fig. 4.30 – Convergence adaptative des états récepteur vers les états emetteur du système chao-

tique de Lorenz
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(a) Variation de la loi adaptative vir-

tuelle α1 dans le temps

(b) Variation de la loi adaptative vir-

tuelle α2 dans le temps

(c) Variation de la loi de commande

adaptative finale U dans le temps

Fig. 4.31 – Variation des lois adaptatives de synchronisation pour le système chaotique de Lo-

renz

Fig. 4.32 – Variation des paramètres éstimées θ1, θ2 et θ3 pour la synchronisation dans le temps

8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé une commande non linéaire basée sur le backstep-

ping pour la synchronisation des systèmes dynamiques non linéaires chaotiques, par définitions

des états erreurs le problème de synchronisation est transformé en un problème de stabilisation

du modèle d’erreur autour de zéro.

La synchronisation entre deux systèmes chaotiques de Lorenz identiques est accomplie. Des

simulations ont été effectuées afin de montrer l’efficacité du contrôleur, nous avons utilisé des

conditions initiales de plus en plus éloignées. Ensuite, le contrôleur que nous avons développé

a été comparé avec un contrôleur basé sur la méthode de contrôle actif, le premier présentait

un temps de convergence inférieur et un effort de contrôle minime. De même, nous avons dé-

veloppé aussi des commandes non linéaires basées sur le backstepping pour la synchronisation

pour la coordination en communication de plusieurs systèmes chaotiques en forme de navire

(commande centralisée) et en forme d’anneau (commande décentralisée) ce type de communi-

cation est très utilisé en application militaire. Une des avantages de la méthode du backstepping
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Fig. 4.33 – Variation des états ex, eyetez dans le temps

est qu’elle est applicable à une variété de systèmes chaotiques contenant oú pas une excitation

externe, des lois de commandes ont été conçues pour plusieurs autres types de systèmes chao-

tiques tels que le circuit de Chua, le circuit de Rösslor et les oscillateurs de Duffing et de Vander

pool.

Dans certains cas, le système maître est inconnu dans ses paramètres de contrôle et ses

conditions initiales, pour faire la synchronisation la loi de commande est développée par le biai

du backstepping adaptatif, ce problème aussi a été traité dans ce chapitre, des pics sur des états

ont été remarqués, pour les éliminer un algorithme d’optimisation des constantes de conception

est recommandé.

Un des avantages de l’utilisation de la synchronisation chaotique dans les systèmes de trans-

mission basé sur le chaos est que les signaux chaotiques sont non périodiques, ils sont générés

à partir de systèmes dynamiques non linéaires , ils présentent en plus tous des difficultés d’in-

terception grace à la sensibilité aux conditions initiales et aux paramètres.
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Le travail développe dans le cadre de cette thèse, a eu pour objectif la conception des lois de

contrôles basées sur la méthode du backstepping et le backstepping adaptatif pour le contrôle,

la poursuite d’une trajectoire référence et la synchronisation des systèmes dynamiques non li-

néaires chaotiques non autonomes du deuxième ordre et autonomes du troisième ordre.

Les systèmes sous considération dans les deux sujets sont caractérisés par la présence

des ensembles limites non standards et essentiellement d’une dynamique non linéaire, comme

conséquence naturelle le contrôle de dynamique chaotique et la synchronisation chaotique de-

mandent l’application des techniques de contrôle non linéaire, le contrôle du chaos fait réfé-

rence à la manipulation du comportement dynamique du système chaotique, dont l’objectif est

la suppression du chaos quand il nuisible ou au contraire le créer et le préserver quand il est

bénéfique, la synchronisation chaotique en revanche fait référence à la tâche de permettre la

synchronie dynamique de plusieurs systèmes chaotiques connectés au moyen de techniques de

contrôle ou à travers des configurations couplées spécialement conçues.

Nous avons abordé dans la première partie, les principales définitions mathématiques rela-

tives aux systèmes chaotiques, notamment des notions préliminaires pour l’analyse du compor-

tement chaotique, Les Problèmes de contrôle des processus chaotiques, La formulation mathé-

matique des problèmes célèbres de contrôles des processus chaotiques qui sont précédés par

la présentation des modèles de base des systèmes chaotiques qui sont souvent utilisés, comme

les oscillateurs chaotiques de Van der Pol, de Duffing, et comme systèmes autonomes du troi-

sièmes ordres , le système de Lorenz, le système de Chua et le système de Rösslor. Nous avons

aussi proposé dans cette partie les plus fiables et les plus connues des méthodes de contrôle

des processus chaotiques, ces méthodes sont visées à améliorer la suppression du chaos avec la

réduction simultanée du niveau d’effort externe exigé et conduire les trajectoires du système à

converger vers l’orbite périodique désirée. La suppression de la dynamique chaotique dans

un système dynamique est le seul objectif pour un problème de contrôle. Par conséquent, il est

clair que le comportement dynamique d’un système non linéaire peut être changé en changeant

certaines valeurs de ces paramètres où les valeurs de ses variables d’état , à condition que ces

dernières soient accessibles pour l’ajustement. De ce fait, le contrôle du chaos implique l’ex-

traction de mouvements périodiques désirés en dehors des zones chaotiques, par l’application
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de petites perturbations judicieusement choisies.

Dans la seconde partie du travail, nous avons introduit les techniques de bases du Backstep-

ping, où on a donné quelques concepts sur la théorie de Lyapunov, des conditions suffisantes

de stabilité des différents états d’équilibres des systèmes dynamiques non linéaires, la classe de

système est celle dérivant des modèles de systèmes physiques qui peuvent se présenter par un

ensemble des équations différentielles ordinaires. Des méthodes qui permettent de construire

une telle fonction de Lyapunov candidate pour un système donné, pour la conception d’une loi

de contrôle associée avec une fonction de Lyapunov constitue ce qu’on appelle un contrôle ba-

sée sur la théorie de Lyapunov (Cfl), le Backstepping résout ce problème à travers une méthode

récursive pour une classe des systèmes non linéaire, on a donné par la suite des idées de base

de la conception des lois de commande par le Backstepping et l’application sur des systèmes

chaotiques cités au dessus, .

Pour la technique du backstepping addaptatif, la conception des lois pour le contrôle adap-

tatif non linéaire est présenté lorsque le système chaotique est représenté par un ensemble des

équations différentielles ordinaires contenant un nombre fini de paramètres de contrôle incon-

nues, son objectif est de concevoir en plus d’un contrôleur adaptatif dans la contre réaction pour

le système qui garantit la stabilité globale, et force la sortie du système à converger soit vers le

point d’equilibre ou une orbite périodique dans le cas de la stabilisation, ou à suivre asymptoti-

quement la sortie du modèle référence dans le cas de la poursuite. En passant par l’élaboration

des fonction de mise à jour afin que chaque paramètre adaptatif courrent de controle puisse at-

teindre sa valeur adaptatif éstimé.

La dernière partie du travail regroupe quelques applications sur la synchronisation chao-

tique de type identique pour les systèmes chaotiques cités au paravant, une des applications la

plus utilisée dans la transmission sécurisée des données basée sur la méthode de Backstepping.

Ensuite, pour faire un comparaison de notre méthode, le contrôleur ainsi développé a été com-

paré avec un contrôleur basé sur la méthode de contrôle actif, le premier présentait un temps de

convergence inférieur et un effort de contrôle minime. Dans certaines applications l’information

ne peut parvenir qu’à travers plusieurs systèmes, nous avons exploité la procédure ainsi abordée

pour résoudre le problème de coordination d’un groupe de systèmes dynamiques non linéaires

chaotiques, où une seule loi est conçue à la fois pour synchroniser deux systèmes jusqu’à par-

venir à synchroniser tout le groupe de systèmes.

En effet, les méthodes que nous avons appliqués présentent les caracteristiques suivantes :

– La méthode utilisée est considéré comme une région de la recherche passionnante im-

pressionnant de sa rapide prospérété grâce au résultats de stabilité globale et de poursuite

pour une grande classe des systèmes non linéaires de forme de boucle de retour stricte.

– La procédure de conception est récursive, durant chaque étape, le sous systèmes est sta-
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bilisé sous une fonction de Lyapunov appropriée par la mise au point d’une fonction sta-

bilisate et une fonction de réglage ou de mise à jour pour le paramètre estimé, le controle

final n’est déterminé qu’en dernière étape.

– Les modèles mathématiques les plus connus rencontrés dans la littérature sur contrôle de

chaos sont représentés par les systèmes d’équations differentiel ordinaires ou équations

d’état seulement.

– Les méthode de linéarisations par boucle de retour élimine toutes les non linéarités du

système, la technique du " backstepping " donne plus de flexibilité au concepteur en

exploitant les " bonnes " non linéarités.

– Retenir les non linéaritées au lieu de les éliminées exigent des modèles moins précis et

aussi un effort de contrôle petit.

– Tandis que les " mauvaises " non linéarités ou les non linéarités déstabilisantes sont do-

minées en ajoutant des amortissements non linéaires. Ainsi, une robustesse additionnelle

est obtenue.

– les résultats des les lois de contrôle peuvent être quelquefois optimales en ce qui concerne

l’indice de performance qui garantit certaines propriétés de la robustesse.

Les differents problemes mentionnes ci-dessus sont actuellement au stade de l’étude pour le

contrôle et la poursuite d’un signal référence surtout en domaine de médecine et pour la syn-

chronisation en domaine de communication sécurisée.
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Abstract 

Since the early 1990s, the problems of control of chaos attract attention of the researchers and 
engineers. Numerous publications have appeared over the recent decade. The chaotic systems 
represent a class of indeterminacy models differing from the stochastic models, which is used widely 
since then. Various mathematical definitions of chaos are known, but all of them express close 
characteristics of the dynamic systems that are concerned with super sensitivity to the initial 
conditions.  
 
the robust control scheme based on  the Backstepping  the adaptive Backstepping design is used to 
control, the track and the synchronization of  the chaotic systems arising from the  autonomous second 
order strict feedback form such as  the Duffing and Van der pool oscillators, to the autonomous third 
order strict feedback form such as the Lorenz, Chua and Rosslor Chaotic systems. 
 
 The design  procedure is recursive  at the ith step, the ith subsystem is stabilized with respect to a 
Lyapunov function Vi by the design of a stabilizing function αi for the Backstepping and the  tuning 
function τi, and the update law θi for the unknowns' adaptive parameters estimates, the feedback 
control u is designed at the final step. This procedure possesses strong properties of global stability 
and tracking which are built into the nonlinear system in a number of steps, which is never higher than 
the system order, without any growth restrictions on nonlinearities.  
  
An important feature of backstepping is that nonlinearities can be dealt with in several ways: useful 
nonlinearities, which act stabilizing, can be retained, and sector bounded nonlinearities may be dealt 
with using linear control, retaining  nonlinearities instead of canceling them requires less precise 
models and may also require less control effort. Further, the resulting control laws can sometimes be 
shown to be optimal with respect to a meaningful performance index, which guarantees certain 
robustness properties. Some simulation results for the chaotic system cited above are shown to 
illustrate the parameter convergence with  backstepping and  the adaptive backstepping design for the 
control, the  track and  the synchronization of chaotic systems.  
 
Keywords: Chaotic systems, Backstepping Adaptive backstepping design, Adaptive parameters 
estimates, Lyapunov, Stabilizing and tuning functions, Up date and control laws. 
 

وقد ظھرت العديد من المنشورات . في وقت مبكر ، ومشاكل السيطرة على الفوضى جذب انتباه الباحثين والمھندسين 1990sمنذ 
نظم الفوضى تمثل فئة من عدم التعيين نماذج مختلفة من النماذج العشوائية ، والذي يستخدم على نطاق واسع . على مدى العقد الأخير

ومن المعروف التعاريف الرياضية المختلفة من الفوضى ، ولكن كل منھم التعبير عن خصائصھم قريبة من الأنظمة . منذ ذلك الحين
 .لأوليةالديناميكية التي تھتم حساسية فائقة للشروط ا

نظم تزامن و، والمسار للسيطرة التكيفية Backstepping تصميم يستخدم Backstepping على أساس القوية السيطرة مخطط .
، بركة دير فانالتذبذب و Duffing حيث الثانية من نوعھا الصارمة ردود الفعل من أجل تشكيل الحكم الذاتي الناشئة عن الفوضى
    .الفوضى Rosslor لورينز ونظم، تشوا مثل شكل صارمة ردود فعل الحكم الذاتي الثالثوالأمر 

 αiالسادس من تصميم  Lyapunovالإجراء العودية في التصميم ھو الخطوة إيث، ھو استقرار النظام الفرعي إيث فيما يتعلق الدالة 
التحديث لمعلمات المجھولة للتكيف والتأقلم التقديرات ، صمم ش  θiوظيفة ، وقانون  τiوضبط  Backsteppingظيفة استقرار ل

ھذا الإجراء تمتلك خصائص قوية للاستقرار العالمي والتتبع التي يتم بناؤھا في نظام غير . السيطرة على ردود الفعل الخطوة النھائية
 nonlinearitiesد على نمو الخطية في عدد من الخطوات التي يتم أبدا أعلى من أجل النظام ، من دون أي قيو

يمكن الاحتفاظ : بعدة طرق  nonlinearitiesھو أنه يمكن التعامل مع  backsteppingسمة ھامة من سمات 
nonlinearities  مفيدة ، والتي تعمل استقرار، ويمكن التعامل مع القطاعnonlinearities  يحدھا باستخدام التحكم الخطية ، بدلا

كذلك يمكن، في بعض الأحيان . إلغائھا يتطلب نماذج وأقل دقة كما قد تتطلب جھد أقل السيطرة nonlinearitiesمن الاحتفاظ 
واستشھد . نتيجة لقوانين مكافحة سيظھر وكأنه الحل الأمثل بالنسبة لمؤشر أداء ذات مغزى، والتي تضمن المتانة خصائص معينة

وتصميم على التكيف  backsteppingالتقارب مع المعلمة بعض نتائج المحاكاة لنظام الفوضى وترد أعلاه لتوضيح 
backstepping لمراقبة وتعقب وتزامن نظم الفوضى. 

 وقوانين تاريخ، وحتى وظائفضبط و، وتحقيق الاستقرار Lyapunov التقديرات ، المعلمات التكيفية، backstepping تصميم التكيفية Backstepping، نظم الفوضى :الكلمات الرئيسية 
 .الرقابة
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