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Abstract
Cette thèse est consacrée à l’étude de, la stabilité et du taux de décroissance de la
solution, de certains problèmes de transmission d’ondes et d’équation des ondes visco-
élastique avec retard. Dans certains cas le retard est considéré comme une fonction de
temps. Ainsi que l’étude d’existence et d’unicité de la solution faible d’un problème
aux limites non-linéaire dépendant d’un problème variationnel aux limites.
La première partie de cette thèse se compose de trois chapitres. Dans le chapitre 2, on
considère un système de transmission avec retard. Nous montrons qu’il est bien posé
et puis nous prouvons la stabilité exponentielle de la solution en fonction du poids
d’amortissement linéaire et le poids de la durée du retard.
Dans le chapitre 3, le résultat du chapitre est étendu à un système d’équations d’ondes
visco-élastiques avec retard où un résultat concernant l’existence et la stabilité des so-
lutions a été obtenu.
Dans le chapitre 4, nous prouvons la stabilité d’un problème de transmission avec
retard et un terme de mémoire, mais dans ce cas le retard est considéré comme une
fonction de temps.

La deuxième partie est consacrée à l’étude d’un modèle mathématique de contact.
Dans le chapitre 5, on introduit un modèle mathématique qui décrit l’évolution d’une
plaque visco-élastique en contact de friction avec la fondation, nous dérivons l’inégalité
variationnelle pour le champs de déplacement, puis nous démontrons l’existence de la
solution faible.
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Introduction

Plusieurs auteurs ont étudié les problèmes de transmission des équations des ondes,
et d’ondes visco-élastiques ainsi que des problème contenant des équations thermoélec-
triques. Des différents résultats avaient été établis. Les auteurs dans [28] ont étudié
un problème de transmission en thermo-élasticité où ils ont prouvé un comportement
asymptotique d’un corps unidimensionnels composés de deux types différents de ma-
tériaux, l’un d’eux est de type thermo-élastique, l’autre n’a pas d’effet thermique. Ils
ont montré que la dissipation localisée due de l’effet thermique est suffisamment forte
pour produire une décroissance exponentielle de l’énergie totale du système vers zéro,
à condition que le noyau g(t) soit positif et décroisse exponentiellement vers zéro.
C’est-à-dire, il satisfait

g′(t) ≤ −cg(t),

pour tout t ≥ 0.
Des premiers résultats dans ce sens ont été établis par Dautray et Lions dans [34].
Dans leur travail, les auteurs ont discuté le problème de transmission linéaire pour les
équations hyperboliques, et ils ont démontré l’existence et la régularité de la solution
en utilisant des méthodes classique telles que, série de Fourier et formulations varia-
tionnelles.
En général, la stabilité de l’équation des ondes dissipative est un domaine de recherche
actif et de nombreuses publications intéressantes ont été publiées au cours des trois
dernières décennies. On peut citer, par exemple, le travail de Zuazua [107] où une
vitesse de décroissance uniforme de la solution a été obtenue pour une grande classe
des équations d’ondes non linéaires avec amortissement par friction agissant dans l’en-
semble du domaine.
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INTRODUCTION

Zuazua et Freistas dans [109] ont considéré le système
utt + 2εa(x)ut = uxx,

u(0, t) = u(1, t) = 0,
u(x, 0) = ϕ(x);ut(x, 0) = ψ(x),

(0.0.1)

tels que ε est un paramètre positif, a ∈ L∞(0, 1), et la condition initiale (ϕ, ψ) est prise
dans l’espace d’énergieX = H1

0 (0, 1)×L2(0, 1) considéré muni du produit scalaire usuel
défini par

〈(f, g), (u, v)〉 =
∫ 1

0
(f ′u′ + gv)dx. (0.0.2)

Les auteurs ont donné des conditions suffisantes pour la solution de (0.0.1) pour être
globalement stable asymptotiquement dans l’espace X pour les petites valeurs de ε,
c’est-à-dire (u(., t), ut(., T )) converge fortement vers zéro dans la topologie de l’espace
X, quand t tend vers l’infini.
Des résultats de stabilité similaires ont été obtenus, par exemple, dans [65], où la
stabilité est prouvée pour le problème linéaire suivant

utt −∆u+ h(x)ut + k(x)u = 0, in (0,+∞)× Ω,
u(t, x) = 0, in (0,+∞)× ∂Ω,
u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x) x ∈ Ω,

(0.0.3)

où h : Ω −→ R peut avoir des valeurs négatives, mais dans un ensemble qui est petit
par rapport à l’ensemble où il est positif. Dans cette direction, les auteurs ont géné-
ralisé les résultats précédents dans le cas 1-dimensionnel obtenus par Freista-Zuazua
[109].

Une fois obtenue la stabilité des équations des ondes, la question naturelle qui se
pose est celle du taux de décroissance de la solution (vitesse de la convergence de la
solution à l’état stationnaire). C’était le but de certaines recherches comme dans [72],
où les auteurs se sont intéressés par l’existence et aux taux de décroissance uniforme des
solutions d’une équation d’ondes avec un terme source et soumise à un amortissement
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INTRODUCTION

non-linéaire sur la frontière. Ils ont considéré le système



utt −∆u = |u|ρu, in Ω× (0,+∞),
u = 0, on Γ0 × (0,+∞),
u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), x ∈ Ω,
∂u

∂ν
+ β(ut) = 0, onΓ1 × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), onΩ,

(0.0.4)

où Ω est un domaine étoilé borné de Rn, n ≥ 1, avec Γ = Γ0 ∪ Γ1, Γ0 6= ∅ ; Γ0 et
Γ1 sont fermés et disjoints et ν représente le vecteur unitaire normal vers l’extérieur
sur Γ. Les auteurs, dans leur travail, ont obtenu une estimation explicite de l’énergie
dépendant du terme d’amortissement β(ut) et de la taille des données initiales. Pour
obtenir ces résultats, des hypothèses de croissance de la fonction β près de l’origine ont
été supposées. L’équation des ondes linéaire soumise à un feedback sur la frontières
non linéaires a été largement étudiée. Par exemple dans (0.0.4) quand β(s) = sp, pour
quelques p ≥ 1, et en l’absence du terme source |u|ρu Zuazua dans [108] a prouvé
que l’énergie décroît exponentiellement si p = 1 et polynômialement si p > 1. Dans le
dernier cas, il a prouvé que l’énergie

E(t) = 1
2

∫
Ω
u2
tdx+ 1

2

∫
Ω
|∇u|2dx,

décroît avec le taux suivant :

E(t) ≤ C

(1 + t)
2

p−1
, ∀t ≥ 0,

pour quelques constantes positives C. Lorsqu’aucune hypothèse de croissance à l’ori-
gine n’est imposée à la fonction β, Lasiecka et Tataru dans [62] ont étudié l’équation
d’ondes non linéaire soumise à un feedback non linéaire agissant sur Γ1. En considérant
leur travail, ils étaient les premiers qui ont prouvé que l’énergie décroît vers zéro aussi
vite que la solution de quelque ODE associées et sans supposer que le feedback a une
croissance polynomiale en zéro. Plus précisément, ils ont montré que l’énergie de la
solution y(t) associée à leur problème défini, pour des fonctions non linéaires fi, par

E(t) = 1
2(|∇y(t)|2L2(Ω)

+ |y(t)|2L2(Ω)
+
∫

Γ1
F1(y)dΓ1 +

∫
Ω
F0(y)dΩ,

avec

Fi(s) =
∫ s

0
fi(t)dt, i = 0, 1,

3



INTRODUCTION

satisfait

E(t) ≤ S
(
t

T0
− 1

)
E(0), ∀t ≥ T0 > 0,

où S(t) est la solution de EDO suivante :

S ′(t) + q(S(t)) = 0,

et q est une fonction strictement croissante qui dépend du feedback β. Voir aussi [71]
pour un travail en liaison. Messaoudi et Mustafa in [81] ont considéré le système

utt −∆u+ α(t)g(ut) = 0, in Ω× (0,∞),
u = 0, on ∂Ω× (0,∞),
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,

(0.0.5)

où α, g sont des fonctions spécifiques. Les auteurs ont examiné (0.0.5), dans lequel
l’amortissement considéré est modélisé par un coefficient dépendant du temps α(t), ils
ont établi un résultat général de décroissance explicit, dépendant de g et α.
Il se produit fréquemment dans des applications où le domaine est occupé par plu-
sieurs matériaux dont les propriétés élastiques sont différentes, réunis sur toute la
surface comme dans le travail [8] où les auteurs ont considéré la propagation d’onde
sur un domaine constitué de deux types différents de matériaux dans un problème de
transmission (ou diffraction). Du point de vue mathématique, le problème de trans-
mission pour la propagation des ondes consiste en une équation hyperbolique pour
laquelle l’opérateur elliptique correspondant a des coefficients discontinus.
L’existence et la régularité ainsi que le contrôle exact du problème de transmission
pour l’équation d’ondes pure ont également été étudiées dans [66].

Par la suite Datko et al. dans [32], ont traité le problème unidimensionnel suivant
utt(x, t)− uxx(x, t) + 2aut(x, t) + a2u(x, t) = 0 0 < x < 1, t > 0,
u(0, t) = 0 t > 0,
ux(1, t) = −kut(1, t− τ) t > 0,

(0.0.6)

qui modélise la vibration d’une corde attachée dans une extrémité et libre dans l’autre,
telle que u(x, t) est le déplacement de la corde et a et k sont des constantes positives
et τ > 0 est le temps retard. Ici la corde est contrôlée par une force avec un retard à
l’extrémité libre. Ils ont montré que, si les constantes positives a et k vérifient

k
e2a + 1
e2a − 1 < 1, (0.0.7)

4
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le système de contre-réaction retardée (0.0.6 est stable pour un retard suffisamment
petit. D’autre part si

k
e2a + 1
e2a − 1 > 1, (0.0.8)

alors il existe a et un ensemble D de (0,+∞) tels que pour tout τ ∈ D, le système
(0.0.6) admet des solutions exponentiellement instables.

Le problème de transmission des ondes visco-élastiques a été étudié par Mũnoz
Rivera et Oquendo [82] où ils ont démontré la décroissance exponentielle de la solution
en utilisant la régularité résultant des équations intégrales de Volterra et des propriétés
régularisantes de la viscosité.
Marzocchi, Rivera et Naso dans [75] ont considéré le système

utt − auxx +mθx + f(u) = h1, ∈ Ω×]0,+∞[,
θt − kθxx +muxt = h2, ∈ Ω×]0,+∞[,
vtt − bvxx = h3, ∈]L1, L2[×]0,∞[,

(0.0.9)

tel que a, b, k etm sont des constantes positives, hi : Ω→ R(i = 1, 2) et h3 : R→ R est
une fonction non linéaire avec quelques propriétés spécifiques. Le système est soumis
aux conditions de limite suivantes :

u(0, t) = u(L3, t) = θ(0, t) = θ(L3, t),
u(Li, t) = v(Li, t), aux(Li, t)−mθ(Li, t) = bvx(Li, t), (i = 1, 2),
θx(Li, t) = 0, (i = 1, 2),

(0.0.10)

et les conditions initiales

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,
θ(x, 0) = θ0(x) x ∈ Ω,
v(x, 0) = v0(x), vt(x, Ã ) = v1(x, 0), x ∈]L1, L2[,

(0.0.11)

et f satisfait sf(s) > 0∀s ∈ R. Les auteurs ont prouvé que dans le cas linéaire homo-
gène (f ≡ 0, hi ≡ 0, i = 1, 2), la solution du système précédent tend vers zéro avec un
taux d’exponentiel, quand le temps tend vers l’infini. Dans le cas non linéaire, cette
propriété est remplacée par l’existence d’un ensemble absorbant dans l’espace de so-
lutions qui fournit que, µ est suffisamment petit, où f est supposée de Lipschitz et µ
est sa constante de Lipschitz.

5
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Récemment, la stabilité des solutions dans des équations d’ondes et des ondes visco-
élastiques avec retard est devenue un domaine de recherche actif. Nicaise et Pignoti
dans [84] ont étudié l’effet du retard temporel sur la frontière ou sur la stabilisation
internes de l’équation d’onde dans des domaines de Rn. Ils ont donné quelques résultats
de stabilité sous la condition que le poids du terme d’amortissement sans retard est
supérieur au poids de l’amortissement avec retard. D’autre part, ils ont montré que si
cette dernière condition n’est pas satisfaite, il existe quelques retards pour lesquels le
système n’est pas stable. Dans un certain sens, leur condition suffisante est également
nécessaire pour avoir un résultat général de stabilité. Plus précisément, ils ont considéré
le problème

utt (x, t)−∆u (x, t) = 0, in Ω× (0,+∞) ,
u (x, t) = 0, on ΓD × (0,+∞) ,
∂u

∂ν
(x, t) = −µ1ut (x, t)− µ2ut (x, t− τ) , on ΓN × (0,+∞) ,

u (x, 0) = u0(x), and ut (x, 0) = u1(x), in Ω,
ut (x, t− τ) = f0 (x, t− τ) , in ΓN × (0, τ) ,

(0.0.12)

où Ω ⊂ Rn est un ensemble ouvert borné de frontière Γ qui est de classe C2 et
Γ = ΓD ∪ ΓN avec Γ = ΓD ∩ ΓN = ∅ et ΓD 6= ∅. De plus, τ > 0 est le temps retard, µ1

et µ2 sont des constantes positives. Sous l’hypothèse µ2 < µ1 ils ont obtenu un résul-
tat de stabilité dans une dimension spatiale générale en utilisant des estimations de
type énergétique appropriées. Pour les autres cas, si µ2 ≥ µ1 ils ont montré qu’il existe
une séquence de petits retards arbitraires pour que des instabilités puissent se produire.

Le comportement asymptotique d’un système couplé d’équations des ondes a été
étudié par Rapposo et Bastos [8] par la même méthode utilisée dans [66]. Les auteurs
ont considéré, pour k1, k2 et α soient des constantes positives nombre et 0 < L0 < L,
le système 

utt (x, t)− k1uxx (x, t) + αut (x, t) = 0, x ∈ (0, L0), t > 0,

vtt (x, t)− k2vxx (x, t) = 0, x ∈ (L0, L), t > 0,
(0.0.13)

satisfaisant les conditions aux limites

u (0, t) = v (L, t) = 0, t > 0, (0.0.14)

et les conditions de transmission suivantes

u (L0, t) = v (L0, t) , k1ux (L0, t) = k2vx (L0, t) , t > 0, (0.0.15)

6



INTRODUCTION

et les conditions initiales

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1, x ∈ (0, L0),
v (x, 0) = v0 (x) , vt (x, 0) = v1, x ∈ (L0, L)).

(0.0.16)

Ils ont examiné les propriétés asymptotiques du système ci-dessus. Le résultat principal
de leur travail était un théorème dans lequel ils ont montré que, la solution du problème
de transmission étudié, décroît exponentiellement vers zéro quand le temps tend vers
l’infini, quelque soit la taille de la différence L − L0. L’approche utilisée consistait
à choisir des multiplicateurs appropriés pour construire un fonctionnel de Lyapunov
pour le système. Ils ont associés aux équations (0.0.13)-(0.0.16) les énergies

E(t) = E1(t) + E2(t)

avec

E1(t) = 1
2

∫ L0

0
[|ut|2 + k1|ux|2]dx,

et

E2(t) = 1
2

∫ L

L0
[|vt|2 + k2|vx|2]dx.

Ils ont prouvé qu’il existe deux constantes positives C et c telles que :

E(t) = E1(t) + E2(t) ≤ CE(0)e−ct.

Suite à leur travail [84], Nicaise et Pignoti [85] ont étudié l’équation des ondes soumise
à des conditions aux limites de Dirichlet sur une partie de la frontière du domaine Ω,
et des conditions aux limites dissipatives avec retard sur le reste du bord. C’est-à-dire
ils ont considéré le problème

utt −∆u = 0, in Ω× (0,+∞) ,
u = 0, on Γ0 × (0,∞) ,
∂u

∂ν
(t) +

∫ τ2

τ1
µ(s)ut(t− s)ds+ µ0ut = 0, on Γ1 × (0,=∞) ,

u (x, 0) = u0(x), and ut (x, 0) = u1(x), in Ω,
ut (x,−t) = f0 (x,−t) , on Γ1 × (0, τ 2) ,

(0.0.17)

tel que ν(x) dénote le vecteur normal au point unitaire x ∈ Γ et ∂u
∂ν

est la dérivée
normale. De plus, τ 1 et τ 2 sont des constantes positives avec 0 ≤ τ 1 < τ 2, µ0 est une
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constante positive, µ : [τ 1, τ 2] → R est une L∞ fonction, µ ≥ 0 presque partout, et
les données initiales (u0, u1, f0) appartiennent à des espace convenables. Le problème
ci-dessus peut être considéré comme un problème à mémoire agissant seulement sur
l’intervalle de temps (τ 1, τ 2).
Si µ ≡ 0, c’est-à-dire en l’absence de retard, l’énergie du problème (0.0.17) décroît
exponentiellement vers zéro. Voir aussi certains travaux en relation tels que [33, 106].
Sous l’hypothèse

µ0 >
∫ τ2

τ1
µ(s)ds, (0.0.18)

les auteurs dans [85] ont prouvé une stabilité exponentielle pour le problème (??).

Nig et Yan [110] ont étudié la stabilisation de l’équation d’onde avec des coeffi-
cients variables et un retard dans le feedback de la frontière dissipative. En vertu des
méthodes de la géométrie de Riemann et de l’approche perturbée par l’énergie et des
techniques multiplicatrices de l’énergie.

Cavalcanti et al. [26] ont considéré l’équation d’onde visco-élastique de la forme

utt −4u+ ∆
∫ t

0
g(t− s)∆u(x, s)ds+ h(ut) = f(u), (0.0.19)

dans Ω× (0,∞), soumis à des conditions initiales et des conditions aux limites de type
de Dirichlet, Dans le cas où f = 0 et h(ut) = a(x)ut. C’est-à-dire de la forme

utt −∆u+
∫ t

0
g(t− s)∆u(x, s)ds+ a(x)ut = 0, (0.0.20)

sur Ω × (0,∞), où a : Ω −→ R+ est une fonction, qui peut être nulle sur une partie
du domaine Ω et en supposant a(x) > a0 sur ω ⊂ Ω et

−ζ1g(t) 6 g′(t) 6 −ζ2g(t), ∀t > 0, (0.0.21)

les auteurs ont montré un résultat de décroissance exponentielle sous certaines restric-
tions géométriques sur le sous ensemble w ⊂ Ω. Le résultat dans [26] avait été prouvé
par Berrimi et Messaoudi [16], dans des conditions plus faibles sur les deux données a
et g.

Cavalcanti et al.[23] ont examiné le problème suivant

|ut|ρutt −4u−4utt +
∫ t

0
g(t− s)4u(x, s)ds− γ4ut = 0, t > 0, (0.0.22)
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sur Ω × (0,∞). Pour γ > 0, ils ont montré un résultat d’existence global. En outre,
ils ont obtenu un résultat de décroissance exponentielle pour γ > 0 à condition que la
fonction g décroît exponentiellement.

Fabrizio et Poidoro [37] ont traité le problème (0.0.21) avec a(x) = a0 et ont mon-
tré que la solution du (0.0.21) décroît exponentiellement seulement si le noyau de
relaxation g le fait. C’est-à-dire que la présence du terme mémoire peut empêcher la
décroissance exponentielle. Cette décroissance a lieu toujours pour g = 0 due au terme
d’amortissement par friction linéaire. Messaoudi dans [78] a considéré un problème
proche de (0.0.19) pour lequel il a prouvé un résultat de décroissance. En effet, son
résultat, admet une grande classe de fonctions de relaxation et améliore un résultat
antérieur dans lequel seuls les taux exponentiels et polynomiaux ont été établis.

Cavalcanti et Oquendo [24] ont montré quelques résultats de stabilité pour des pro-
blèmes plus générales que ceux considérés dans [26]. Plus précisément, ils examinaient
le problème suivant.

utt − k0∆u+
∫ t

0
div[a(x)g(t− s)∇u(x, s)]ds+ b(x)h(ut) + f(u) = 0, (0.0.23)

et ils ont prouvé que, sous les mêmes conditions sur la fonction g et pour a(x)+b(x) >
ρ > 0, un résultat de stabilité exponentielle est établi si, g décroît exponentiellement et
h est linéaire, et un résultat de stabilité polynomiale quand g décroît polynomialement,
c’est-à-dire

g′(s) ≤ −c[g(s)]p, p > 1,

et h est non linéaire.
Récemment, Messaoudi et Tatar [77] ont étudié (0.0.22) avec( γ = 0) et ont montré
que le terme vico-élastique d’amortissement est suffisamment long pour stabiliser le
système.
Cavalclcanti et al. dans l’article [21] ont traité un problème similaire à (0.0.19) avec
un feedback non linéaire agissant sur la frontière du domaine Ω, ils ont prouvé des
taux de décroissance uniforme de l’énergie sans imposition d’aucune restriction sur les
hypothèses de décroissance concernant le terme d’amortissement.
L’équation des ondes viscoélastique avec retard a été d’abord abordée par Kirane
et Said-Houari dans [58] ils ont étudié l’existence et le comportement asymptotique
de la stabilité d’une équation d’ondes visco-élastique avec retard, ils ont considéré le
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problème d’équation d’ondes linéaire visco-élastique avec un amortissement linéaire et
un terme de retard

utt(x, t)−∆u(x, t) +
∫ t

0
g(t− s)∆u(x, s)ds

+µ1ut(x, t) + µ2ut(x, t− τ) = 0, x ∈ Ω, t > 0,
u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1, x ∈ Ω,
ut(x, t− τ) = f0(x, t− τ), ∈ Ω, t ∈ (0, τ),

(0.0.24)

tels que u = u(x, t), t ≥ 0, x ∈ Ω,M dénote le Laplacien avec respect de t et de x, Ω
est un domaine régulier borné de RN , (N ≥ 1), µ1, µ2 des constantes positives, τ < 0
est le temps retard, u0, u1, f0 des fonctions dans des espaces convenables. Le but de
leur travail est d’étudier l’existence et la stabilité asymptotique du problème (3.1.1).
En introduisant le terme de retard µ2ut(x, t− τ), ils ont fait du problème un problème
différent de ceux considérés auparavant. Premièrement, les auteurs utilisaient la mé-
thode d’approximation de Faedo-Galerkin avec quelques estimations d’énergie, sous
quelques restrictions sur les paramètres µ1, µ2, pour rendre le problème (3.1.1) bien
posé. Deuxièmement, sous l’hypothèse µ1 < µ2 entre le poids du terme de retard dans
le feedback et, le poids du terme sans retard, ils ont prouvé une décroissance générale
de l’énergie totale du problème (3.1.1).

Gerbi et Said-Houari dans [42] ont traité le problème ci-dessus concernant l’étude
d’équation d’ondes à amortissement avec des conditions aux limites à terme de retard
sur la frontière

utt −∆u− α∆ut = 0, x ∈ Ω, t > 0,
u(x, t) = 0, x ∈ Γ0, t > 0,

utt = −
(
∂u

∂ν
(x, t) + µ1ut(x, t) + µ2ut(x, t− τ)

)
, x ∈ Γ1, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,
ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,
ut(x, t− τ) = f0(x, t− τ), x ∈ Γ1, t ∈ (0, τ),

(0.0.25)

tels que u = u(x, t), t ≥ 0, x ∈ Ω,4 dénote le Laplacien avec respect de t et la variable
x, Ω est un domaine régulier borné de RN , (N ≥ 1), ∂Γ = Γ0 ∪ Γ1,mes(Γ0) > 0,Γ0 ∩

Γ1 = ∅ et ∂u(x, t)
∂ν

dénote la dérivée du vecteur unitaire normal, α, µ1 et µ2 sont des
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constantes positives ; De plus, τ > 0 représente le retard dans le temps et u0, u1, f0 sont
des fonctions données appartiennent à des espaces convenables. Ce type de problèmes
parait (par exemple) en cas de modélisation de vibrations longitudinales sur une barre
homogène où intervient des effets visqueux ; Le terme M ut, indique que la tension est
proportionnelle non seulement sur la souche, mais aussi sur la vitesse de déformation,
voir [20]. D’un point de vue mathématiques, ces problèmes font termes d’accélération
à ne pas négliger sur la frontière. De telles type de conditions aux bord sont appelées
conditions dynamiques au bord ; Ils ne sont pas importants uniquement en théorie
,mais aussi sur le plan d’application en physique. Dans un espace unidimensionnel le
problème (0.0.25) peut donner une modélisation d’évolution à viscosité d’une barre
fixée d’une extrémité et, munie d’une masse sur l’extrémité libre, se référer à [19,
5, 29] pour plus de détails. Dans un espace à deux dimensions, comme dans [96]
et dans les références de ce domaine, ces conditions aux bord apparaissent quand
on considère un mouvement transversal d’une membrane flexible Ω dont la frontière
est peut être affectée par des vibrations uniquement sur une région. Aussi quelques
conditions dynamiques au bord comme dans le problème (0.0.25) appariassent quand
nous supposons que Ω est un domaine extérieur de R3 dans lequel le fluide homogène
est exceptionnellement dans le reste des ondes sonores. Tout point de la frontière est
affecté d’un petit déplacement normal dans l’obstacle (voir [10] pour plus de détails), ce
type de condition au bord sont connus sous le nom de conditions au bord acoustiques.
Dans [42] les auteurs donnaient des réponses positives pour ces deux questions ;
• Est-il possible que le terme d’amortissement −∆ut stabilise le système (0.0.25) quand
le poids du retard est plus grand que le poids de l’amortissement sur la frontière
(i.e. quand µ2 > µ1) ?
• Est-ce que la structure particulière du problème garde le résultat d’instabilité obtenu
pour le problème étudié en [31] ?
Les auteurs construisaient un fonctionnel de Lyapunov approprié qui donne le résultat
de stabilité.

Alabau, Nicaise, and Pignoti dans [2] ont considéré le problème
utt(x, t)−∆u(x, t)−

∫ ∞
0

µ(s)∆u(x, t− s)ds+ kut(x, t− τ) = 0, in Ω× (0,+∞),
u(x, t) = 0, on ∂Ω× (0,+∞),
u(x, t) = u0(x, t) in Ω× (−∞, 0],

(0.0.26)

tels que Ω ⊂ Rn est un ouvert à frontière lisses, avec la donnée initiale u0 apparte-
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nant à un espace convenable, la constante τ > 0 représente le retard dans le temps, k
est un nombre réel et le noyau de mémoire µ : [0,+∞) −→ [0,+∞) est une fonction
localement absolument continue satisfaisant

i) µ(0) = µ0 > 0,

ii)
∫ +∞

0
µ(t)dt = µ̃ < 1,

iii) µ′(t) 6 −αµ(t), for some α > 0.

Le problème ci-dessus est exponentiellement stable pour k = 0 voir [43]. Ils ont montré
qu’un résultat de stabilité est réalisé si le paramètre de retard est petit avec respect
du noyau de mémoire . Ils ont remarqué aussi que si τ = 0 et k > 0 le modèle (0.0.26)
représente un amortissement visco-élastique et amortissement dissipatif. Donc, dans
le cas, sous des hypothèses sur le noyau µ, le modèle est exponentiellement stable,
une stabilité exponentielle aussi se présente si k < 0, sous des hypothèses de petitesse
sur |k|. Ils ont noté que le terme kut(t) avec k < 0 est appelé anti-amortissant, il est
aussi nommé amortissement avec signe opposé avec respect de la dissipation standard,
et alors cela donne instabilité. Effectivement, en l’absence de l’amortissement visco-
élastique, i.e. pour µ ≡ 0, la solution du problème ci-dessus, avec τ = 0 et k < 0, croît
exponentiellement vers l’infini.

Le problème de stabilisation du modèle (0.0.26) a été étudié par Guesmia dans
[48] en utilisant une approche différente basée sur la construction d’un fonctionnel de
Lyapunov convenable.

Dans cette thèse nous étudions la stabilité de quelques problèmes de transmission
d’ondes et d’équation des ondes et des ondes viscoélastiques avec retard. La modéli-
sation des phénomènes physiques nécessite un ensemble de techniques permettant de
disposer d’une représentation mathématique du système étudié. Dans le même sens,
on peut dire que la modélisation théorique exige une connaissance précise des phéno-
mènes intervenant dans le système et une aptitude à les représenter par des équations
mathématiques. Et par suite elle conditionne les méthodes qui seront utilisées par la
suite, pour analyser ses propriétés. Le problème de la stabilité consiste à trouver des
conditions qui portent sur les systèmes pour qu’ils soient stables globalement, expo-
nentiellement ou polynômialement, et ceci pour que la modélisation ait un sens. Du
point de vue pratique, plus particulièrement en science de l’ingénieur, on constate que
les phénomènes de retard apparaissent naturellement dans les processus physiques. On
cite les temps de transmissions des informations les temps de transferts des matières
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ou encore les temps de mesures. Alors dans le but de se rapprocher du processus réel,
une meilleur modélisation consiste à concevoir les systèmes à retard. L’objectif de ce
travail consiste donc à étudier la stabilité d’un problème de transmission où un terme
de retard intervient en présence d’un terme d’amortissement sans terme viscoélastique,
et l’étude d’un problème similaire au premier avec un terme viscoélastique, et un pro-
blèmes similaire au deuxième en considérant le retard comme une fonction de temps.

A l’issue de cette introduction cette thèse est organisée comme suit :

Chapitre 1. Dans ce premier chapitre on va donner des rappelles et des préli-
minaires de base sur l’analyse fonctionnelle qui vont êtres utilisés dans les chapitres
suivants de ce mémoire.

Chapter 2. Dans ce chapitre, nous avons considéré le système

utt (x, t)− auxx (x, t) + µ1ut (x, t) + µ2ut (x, t− τ) = 0, (x, t) ∈ Ω× (0,+∞),

vtt (x, t)− bvxx (x, t) = 0, (x, t) ∈ (L1, L2)× (0,+∞),
(0.0.27)

tel que 0 < L1 < L2 < L3, Ω = ]0, L1[ ∪ ]L2, L3[, a, b, µ1 et µ2 sont des constantes
positives et τ > 0 est le retard, µ1ut(x, t) est le terme d’amortissement, et µ2ut(x, t−τ)
est le terme retard. En utilisant l’approximation de Faedo-Galerkin et l’approche de
semi-groupe, nous avons prouvé l’existence et l’unicité de la solution de notre problème.
En outre, nous avons établi une décroissance exponentielle de l’énergie définie par

E(t) = E1(t) + E2(t) + ζ

2

∫
Ω

∫ 1

0
y2(x, ρ, t)dρdx,

où

E1(t) = 1
2

∫
Ω
u2
t (x, t)dx+ a

2

∫
Ω
u2
x(x, t)dx,

et

E2(t) = 1
2

∫ L2

L1
v2
t (x, t)dx+ b

2

∫ L2

L1
v2
x(x, t)dx,

tels que τµ2 ≤ ζ ≤ τ(2µ1− µ2). La décroissance a été prouvée pourvu que le poids du
retard soit inférieur au poids de l’amortissement (c’est-à-dire µ2 ≤ µ1)). Pour atteindre
l’estimation de la décroissance, nous avons introduit un fonctionnel de Lyapunov qui
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conduit au résultat souhaité.

Chapter 3. Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence et de l’unicité et la
stabilité des solutions d’un problème de transmission. Dans ce problème nous avons
considéré le système utt − auxx +

∫ +∞

0
g(s)uxx(x, t− s)ds+ µ1ut(x, t) + |µ2|ut(x, t− τ) = 0, (x, t) ∈ Ω×]0,+∞[,

vtt − bvxx = 0, (x, t) ∈]L1, L2[×]0,+∞[,
(0.0.28)

où 0 < L1 < L2 < L3, Ω =]0, L1[×]L2, L3[, µ1 ∈ R+
∗ , et µ2 ∈ R. La fonction g re-

présente la mémoire, µ1ut(x, t) est le terme d’amortissement, et |µ2|ut(x, t − τ) est
le terme retard. La constante µ2 est un nombre réel quelconque non nécessairement
positif. En utilisant la théorie des semi-groupes nous prouvons la bonne position du
problème qui est fournie avec le fait que le poids du retard est moins que le poids de
l’amortissement (i.e. |µ2| ≤ µ1). Ainsi, un résultat de stabilité est obtenu.

Chapter 4. Le but de ce chapitre est d’étudier la décroissance d’un système de
transmission avec un terme de mémoire et un terme de retard qui est une fonction de
temps. Nous avons considéré le système
utt(x, t)− auxx(x, t) +

∫ t

0
g(t− s)uxx(x, s)ds+ µ1ut(x, t)

+|µ2|ut(x, t− τ(t)) = 0, (x, t) ∈ Ω× (0,+∞),
vtt(x, t)− bvxx(x, t) = 0, (x, t) ∈ (L1, L2)× (0,+∞),

(0.0.29)

où 0 < L1 < L2 < L3, Ω =]0, L1[∪]L2, L3[, a, b, µ1, sont des constantes positives, la
constante µ2 est un nombre réel quelconque non nécessairement positif, τ(t) > 0 est
la fonction retard. Le terme mémoire et le terme de retard sont dans le premier côté
de la première équation du système. Nous avons prouvé la décroissance de l’énergie en
introduisant un fonctionnel de Lyapunov sous les hypothèses |µ2| ≤ µ1 où µ1 est un
nombre positif µ2 est un réel.

Ici, l’énergie est définie par

E(t) = E1(t) + E2(t) + ζ

2

∫
Ω

∫ t

t−τ(t)
u2
t (x, s)dsdx,
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avec

E1(t) = 1
2

∫
Ω
u2
t (x, t) dx+ β(t)

2

∫
Ω
u2
x(x, t)dx+ 1

2

∫
Ω

(g�ux)dx,

et

E2(t) = 1
2

∫ L2

L1
v2
t (x, t) dx+ b

2

∫ L2

L1
v2
x(x, t) dx

où ζ est une constante positive définie par

|µ2|√
1− d

≤ ζ ≤ 2µ1 −
|µ2|√
1− d

, 0 < d < 1,

et la fonction β est définie au Lemme 4.2.1 .

Chapter 5. Dans ce chapitre nous considérons un problème aux limites non li-
néaire dans un rectangle à deux dimensions. Nous dérivons la formulation variation-
nelle pour ce problème qui sera sous la forme d’une inégalité variationnelle d’évolution
sur un espace de Hilbert. Puis, on établit l’existence et l’unicité de la solution faible du
problème et on prouve la dépendance continue de la solution avec respect de quelques
paramètres. Finalement, on considère une seconde formulation variationnelle pour ce
problème, dite formulation variationnelle duale, qui est sous la forme d’une inéga-
lité à terme de mémoire associée à un ensemble convexe dépendant de temps. Nous
étudierons le lien entre les deux formulations variationnelles et prouvons un résultat
d’existence, unicité et équivalence.
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Chapitre 1
Préliminaires d’analyse fonctionnelle

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous rappelons quelques éléments d’analyse fonctionnel qui vont
êtres utilisés dans les différents chapitres de cette thèse [17, 34, 50, 68, 52, 54, 91].
Quelques résultats sont donnés sans démonstrations, car ils sont standard et connues
chez les lecteurs comme elles peuvent êtres trouvées dans beaucoup de références de
mathématiques. Néanmoins, nous allons réserver une attention particulière pour les
résultats utilisés dans le chapitre suivant.
Elles se basent sur le Lemme de la projection et la représentation de Riez. Tout les
espaces linéaires considérés dans cette thèse sont supposés des espaces linéaires réels.

1.2 Définitions et propriétés élémentaires.

1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1. : Soit X un espace vectoriel. Un produit scalaire(u, v) est une forme
bilinéaire définie sur X ×X à valeurs dans R(i.e, une forme de X ×X dans R qui est
linéaires pour les deux variables telles que

(u, v) = (v, u), ∀u, v ∈ X (symétrie),
(u, v) ≥ 0, ∀u ∈ X (positive),
(u, u) 6= 0, ∀u 6= 0 (définie).
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1.2. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES.

Rappelons que le produit scalaire vérifie l’inégalité de Cauchy-Schwartz

|(u, v)| ≤ (u, u) 1
2 (v, v) 1

2 , ∀u, v ∈ X.

Dans la suite nous utilisons la notation (|.| (ou ‖.‖ ) pour la norme associée au produit
scalaire.

Définition 1.2.2. Un espace vectoriel (X, |.|) est de Hilbert si sa norme provient
d’un produit scalaire et s’il est complet.

Dans ce qui suit , X représente un espace de Hilbert.

1.2.2 Résultats utiles

Dans ce qui suit nous introduisons quelques résultats utiles qui sont valables dans les
espaces de Hilbert. L’opérateur de la projection, quelques propriétés d’orthogonalité
et le Théorème de la représentation de Riez, le Théorème de Lax-Milgram et leurs
conséquences feront l’objet.

Le théorème de projection

L’opérateur de projection représente une classe importante des opérateurs non
linéaires définis sur un Hilbert, pour les introduire nous avons besoin du résultat
d’existence et d’unicité suivant.

Théorème 1.2.3. (Lemme de projection) Soit K un sous ensemble non vide fermé
de l’espace de Hilbert X. Alors, pour tout f ∈ X il existe un élément unique u ∈ K tel
que

‖u− f‖X = min
v∈K
‖v − f‖X . (1.2.1)

Définition 1.2.4. Soit K un sous ensemble non vide fermé de l’espace de Hilbert X.
Alors, pour tout f ∈ X l’élément u qui satisfait (1.2.1) est nommé projection de f sur
K et il est souvent noté PKf . De plus, l’opérateur PK :−→ K est nommé opérateur
de projection sur K.

Ainsi, nous présentons les caractérisations de la projection si-dessous.

Proposition 1.2.5. Soit K un sous ensemble non vide fermé de l’espace de Hilbert
X et soit f ∈ X. Alors u = PKf si et seulement si

u ∈ K, (u, v − u)X ≥ (f, v − u)X , ∀v ∈ K. (1.2.2)
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1.2. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES.

Notons que, à coté des caractérisations de la projection sous forme d’inégalités,
la Proposition 2.5 fournit, implicitement, l’existence et l’unique solution de l’inégalité
(1.2.1). De plus, en utilisant cette inégalité il est facile de prouver les résultats suivants.

Proposition 1.2.6. Soit K un sous ensemble non vide fermé de l’espace de Hilbert
X. Alors l’opérateur de projection PK satisfait les inégalités suivantes :

(PKu− PKv, v − u)X ≥ 0, ∀u, v ∈ K, (1.2.3)
‖PKu− PKv‖X ≤ ‖v − u‖X , ∀u, v ∈ K. (1.2.4)

Proposition 1.2.7. Soit K un sous ensemble non vide fermé de l’espace de Hilbert
X et soit GK : X −→ X un opérateur défini par

GKu = u− PKu ∀u ∈ X. (1.2.5)

Alors, les propriétés suivantes sont vérifiées :

(GKu−GKv, v − u)X ≥ 0, ∀u, v ∈ K, (1.2.6)
‖GKu−GKv‖X ≤ 2‖v − u‖X , ∀u, v ∈ K, (1.2.7)
(GKu, u− v)X ≤ 0, ∀u ∈ X, v ∈ K, (1.2.8)
GKu = 0X iff u ∈ K. (1.2.9)

Dualité et convergence faible

Il est facile, dans espace de Hilbert, de donner une représentation pour les fonc-
tionnels linéaires continus. Choisissons un f ∈ X, alors le correspondance u 7−→ (f, u)
est une fonction linéaire continue sur X. Il est à remarquer le fait que tout fonctionnel
linéaire continu sur X est obtenu sous cette forme :

Théorème 1.2.8. (Le Théorème représentation de Riesz) Soit (X, (., .)X) un espace
de Hilbert et soit l ∈ X ′. Alors il existe un unique u ∈ X tel que

l(v) = (u, v)X ∀v ∈ X. (1.2.10)

De plus,

‖l‖X′ = ‖u‖X . (1.2.11)
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1.3. LE THÉORÈME DE STAMPACCHIA ET LAX-MILGRAM

Le Théorème de représentation de Riesz permet également d’identifier un espace
de Hilbert à son dual et, avec son bidual qui, grosso modo, montre que tout espace
de Hilbert est réflexive. En se basant sur cela nous avons la plus importante propriété
suivante qui représente un cas particulier du théorème connu d’Eberlein-Smulyan.

Théorème 1.2.9. Si X est un espace de Hilbert, alors toute suite bornée dans X
admet une suite faiblement convergente.

Théorème 1.2.10. Soit X un espace de Hilbert et soit {un} une sous suite d’éléments
de X telle que toute sous suite faiblement convergente de {un} converge faiblement vers
la même limite u ∈ X. Alors un ⇀ u dans X.

1.3 Le Théorème de Stampacchia et Lax-Milgram

Définition 1.3.1. Une forme bilinéaire a : X ×X −→ R est dite
(i) continue s’il existe une constante C telle que

|a(u, v)| ≤ C|u||v| ∀u, v ∈ X,

(ii) coercieve s’il existe une constante α > 0 telle que

a(v, v) ≥ α|v| ∀v ∈ X.

Théorème 1.3.2. (Stampacchia). Soit a(u, v) une forme linéaire et continue et
coercive sur X. Soit K ⊂ X un convexe fermé non vide. Étant donné ϕ ∈ X?, il existe
u ∈ K tel que

a(u, v − u) ≥ 〈ϕ, v − u〉, ∀v ∈ K. (1.3.1)

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

u ∈ K and 1
2a(u, u)− 〈ϕ, u〉 = minv∈K

{1
2a(v, v)− 〈ϕ, v〉

}
. (1.3.2)

Théorème 1.3.3. (Théorème de point fixe de Banach - Méthode des ap-
proximations successive de Picard) Soi K un espace métrique complet, et soit
S : K −→ K une application telle que

d(Sv1, Sv2) ≤ kd((v1, v2) ∀v1, v2 ∈ K with k < 0. (1.3.3)

Alors K admet un point fixe unique, u = Su.
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1.4. ÉLÉMENTS D’ANALYSE NON LINÉAIRE

Théorème 1.3.4. (Lax-Milgram) Soit a(u, v) une forme bilinéaire continue et coer-
cive sur X. alors, pour tout ϕ ∈ X?, il existe un élément unique u ∈ X tell que

a(u, v) = 〈ϕ, v〉 ∀v ∈ X. (1.3.4)

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

u ∈ X et 1
2a(u, u)− 〈ϕ, u〉 = minv∈X

{1
2a(v, v)− 〈ϕ, v〉

}
. (1.3.5)

1.4 Éléments d’analyse non linéaire

Dans cette étude nous rappelons quelques éléments d’analyse non linéaire dans
les espace de Hilbert et quelques résultats concernant les inéquations variationnelles
elliptiques et les inéquations variationnelles d’évolution qui interviennent dans l’étude
des problème de ce mémoire. §

1.4.1 Opérateurs Monotones

L’opérateur de projection sur un sous ensemble convexe K d’un espace de Hilbert
est, en générale, un opérateur non linéaire X. Ses propriétés (2.3) and (2.4) peuvent
êtres écrites comme suit.

Définition 1.4.1. Soit X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (., .)X et de
la norme ‖.‖ et soit A : X −→ X un opérateur non linéaire. Alors l’opérateur A est
dit monotone si :

(Au− Av, u− v)X ≥ 0 ∀u, v ∈ X.

L’opérateur A est strictement monotone si

(Au− Av, u− v)X > 0 ∀u, v ∈ X, u 6= v.

fortement monotone s’il existe m > 0 tel que

(Au− Av, u− v)X ≥ m‖u− v‖2
X ∀u, v ∈ X. (1.4.1)
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1.4. ÉLÉMENTS D’ANALYSE NON LINÉAIRE

L’opérateur A est nonexpensive si

‖Au− Av‖X ≤ ‖u− v‖X ∀u, v ∈ X.

et continu de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que

‖Au− Av‖X ≤M‖u− v‖X ∀u, v ∈ X. (1.4.2)

Finalement, l’opérateur A est hemicontinu si la fonction réelle

θ 7−→ (A(u+ θv), w)X est continue sur R, ∀u, v ∈ X.

et A est continu si

un −→ u in X ⇒ Aun −→ Au in X.

Il s’ensuit de la définition précédente que tout opérateur fortement monotone est
strictement monotone et, un opérateur nonexpensive est de Lipschitz et continu de
constant de Lipschitz M = 1. Aussi, il est facile de vérifier qu’un opérateur de Lip-
schitz continu est continu et qu’un opérateur continu est hemi-continu. De plus, il
s’ensuit de la proposition (1.2.6) que les opérateur de projection sont monotones et
nonexpensives.
Dans beaucoup d’applications il n’est pas nécessaire de définir l’opérateur non linéaire
sur tout l’espace X. Effectivement, dans l’étude des inégalités variationnelles qui se-
ront présentées dans les chapitres 3 et 4 nous considèrerons des opérateurs fortement
monotones de Lipschitz continus signifie sur le sous ensemble K ⊂ X. Pour cette
raison nous complétons la définition (1.4.1) avec ce qui suit.

Définition 1.4.2. Soit X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (., .)X et de
la norme ‖.‖X et soit K ⊂ X. Un opérateur A : K −→ X est dit fortement monotone
s’il existe m > 0 tel que

(Au− Av, u− v)X ≥ m‖u− v‖2
X ∀u, v ∈ K.

L’opérateur A est de Lipschitz continu s’il existe M > 0 tel que

‖Au− Av‖X ≤M‖u− v‖X ∀u, v ∈ K.

Le résultat ci-dessous impliquant l’opérateur monotone sera utilisé dans les cha-
pitres 3 et 4 de ce mémoire, en étudiant l’analyse des inégalités variationnelles.
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1.4. ÉLÉMENTS D’ANALYSE NON LINÉAIRE

Proposition 1.4.3. Soit un espace (X, (., .)X) muni d’un produit scalaire et soit A :
X −→ X un opérateur hemi-continu monotone. Soit un une suite d’éléments de X
convergeant faiblement vers l’élément u ∈ X,i.e.

un −→ u in X as n −→∞.

De plus, Soit

lim sup
n−→∞

(Aun, un − u)X ≤ 0.

Alors, pour tout v ∈ X l’inégalité suivante est vérifiée :

lim inf
n−→∞

(Aun, un − u)X ≥ (Au, u− v)X .

On va présenter le résultat suivant qui concerne l’étude des équations non linéaires
impliquant les opérateurs monotone.

Théorème 1.4.4. Soit X un espace de Hilbert et soit A : X −→ X un opérateur
continu de Lipschitz fortement monotone. Alors, pour tout f ∈ X il existe un élément
unique u ∈ X tel que Au = f .

Le théorème (1.4.4) montre que A : X −→ X est un opérateur continu de Lipschitz
fortement monotone défini sur un espace de Hilbert X, alors A il est inversible. Les
propriétés de son inverse, noté A−1, sont données par le résultat suivant.

Proposition 1.4.5. Soit X un espace de Hilbert et soit A : X −→ X un opérateur
continu de Lipschitz fortement monotone. Alors, A−1 : X −→ X un opérateur continu
de Lipschitz fortement monotone.

1.4.2 Sous-différentiel

Ici, nous présentons quelques notions afférentes au sous-différentiel au sens de l’ana-
lyse convexe.

Définition 1.4.6. Soit X un espace vectoriel et K un sous-ensemble convexe non vide
de X. La fonction ϕ : K −→ R est dite convexe si

ϕ((1− t)u+ tv) ≤ (1− t)ϕ(u) + tϕ(v), (1.4.3)

pour tout u, v ∈ K et t ∈ [0, 1]. La fonction ϕ est fortement convexe si l’inégalité
(1.4.3) est stricte pour u 6= v et t ∈ (0, t).
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Nous indiquons que si ϕ, ψ : K −→ R sont convexes et λ ≥ 0, alors les fonctions
ϕ+ ψ et λϕ sont convexes.

Définition 1.4.7. Soit (X, ‖.‖)X un espace vectoriel normé, K un sous-ensemble
convexe fermé non vide de X. La fonction ϕ : K −→ R est dite semi-continue in-
férieurement si pour tout u ∈ K si

lim inf
n−→∞

ϕ(un) ≥ ϕ(u), (1.4.4)

pour tout un ⊂ K convergente vers u dans X. La fonction ϕ est semi-continue infé-
rieurement, si elle est semi-continue inférieurement en tout point u ∈ K. Si l’inégalité
(1.4.4) est vérifiée pour toute suite un ⊂ K faiblement convergente vers u, la fonction ϕ
est dite faiblement semi-continue inférieurement en u. La fonction ϕ est semi-continue
inférieurement si elle est semi-continue inférieurement en tout point u ∈ K.

Notons que si ϕ, ψ : K −→ R sont des fonctions semi-continue inférieurement et
λ ≥ 0, la fonction ϕ + ψ et λϕ sont aussi semi-continue inférieurement. De plus, si
ϕ : K −→ R est une fonction continue, alors elle est aussi semi-continue inférieure-
ment. L’inverse n’est pas vrais, une fonction semi-continue inférieurement peut être
discontinue. Comme la convergence forte dans X Implique la convergence faible, il
s’ensuit qu’une fonction faiblement semi-continue inférieurement est semi-continue in-
férieurement. De plus, on a le résultat suivant.

Proposition 1.4.8. Soit (X, ‖.‖X) un espace de Banach, K un sous-ensemble convexe
fermé non vide de X et ϕ : K −→ R une fonction convexe. Alors ϕ est semi-continue
inférieurement si et seulement si ele est faiblement semi-continue inférieurement.

Proposition 1.4.9. Soit (X, ‖.‖X) un espace normé, K un sous-ensemble convexe
fermé non vide de X et ϕK :−→ R une fonction convexe. Alors ϕ est inférieurement
bornée par une fonction affine, i.e. il existe l ∈ X ′ et α ∈ R telles que ϕ(v) ≥ l(v) +α

pour tout v ∈ K.

Exemple.1 La fonction norme v 7−→ ‖v‖X est faiblement semi-continue inférieu-
rement.
Le second exemple d’une fonction semi-continue inférieurement est donné si-dessous.

Proposition 1.4.10. Soit (X, ‖.‖X) un espace normé et soit a : X × X −→ R une
forme bilinéaire symétrique positive. Alors la fonction v 7−→ a(v, v) est strictement
convexe et semi-continue inférieurement.
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En particulier, il est claire d’après la Proposition (1.4.10) que, si (X, (., .)X) est
un espace muni d’un produit scalaire alors la fonction v 7−→ ‖v‖2

X est strictement
convexe et semi-continue inférieurement. Rappelons maintenant la définition d’une
fonction Gâteau-différentiable.

Définition 1.4.11. Soit (X, (., .)X) un espace muni d’un produit scalaire, ϕ : X −→ R
et u ∈ X. Alors ϕ est Gâteau-différentiable en u s’il existe un élément ∇ϕ(u) ∈ X tel
que

lim
t−→0

−→ ϕ(u+ tv)− ϕ(u)
t

= (∇ϕ(u), v)X ∀v ∈ X. (1.4.5)

L’élément ∇ϕ(u) vérifiant (1.4.5) est unique est il est appelé gradient de ϕ en u. La
fonction ϕ : X −→ R est dite Gâteau-différentiable si elle est Gâteau-différentiable en
tout points de X. Dans ce cas l’opérateur ∇ϕ : X −→ X qui transforme tout élément
u ∈ X en un élément ∇ϕ(u) est dit l’opérateur du gradient ϕ. La convexité d’une
fonction Gâteau-différentiable peut être caractérisée comme suit.

Proposition 1.4.12. Soit (X, (., .)X) un espace muni d’un produit scalaire et soit
ϕ : X −→ R une fonction Gâteau-différentiable. Alors les deux assertions suivantes
sont équivalentes :
(i) ϕ est une fonction convexe
(ii) ϕ vérifie l’inégalité

ϕ(v)− ϕ(u) ≥ (∇ϕ(u), v − u) ∀u, v ∈ X. (1.4.6)

(iii) Le gradient de ϕ est un opérateur monotone, c’est-à-dire

(∇ϕ(u)−∇ϕ(v), u− v)X ≥ 0 ∀u, v ∈ X. (1.4.7)

Des Propositions précédentes en tire le résultat suivant.

Corollaire 1.4.12.1. Soit (X, (., .)X) un espace muni d’un produit scalaire et soit
ϕ : X −→ R une fonction convexe Gâteau-différentiable. Alors, ϕ semi-continue infé-
rieurement.

1.5 Inéquations variationnelles elliptiques

Dans cette section nous allons donner un résultat d’existence et d’unicité dans le
Théorème (1.4.4). Étant donné un espace de Hilbert X, un opérateur A : X −→ X,

24



1.6. INÉQUATIONS VARIATIONNELLES À TERME DE MÉMOIRE

un sous-ensemble K ⊂ X et un élément f ∈ X, considérons le problème de trouver
un élément u tel que

u ∈ K, (Au, v − u)X ≥ (f, v − u)X ∀v ∈ K. (1.5.1)

Une inégalité de la forme (1.5.1) est appelée inéquation variationnelle elliptique
de premier espèce. Le premier résultat qu’on va présenter en étudiant les inéquations
variationnelles (1.5.1) est le suivant.

Théorème 1.5.1. Soit X un espace de Hilbert et soit K ⊂ X un sous-ensemble
convexe fermé non vide. Supposons que A : K −→ X est un opérateur continu for-
tement monotone et de Lipschitz. Alors, pour tout f ∈ X l’inégalité variationnelle
(1.5.1) admet une unique solution.

La preuve du Théorème (1.5.1) peut être trouvée dans [102].

1.6 Inéquations Variationnelles à Terme de Mé-
moire

Dans cette section on va étendre l’étude de l’existence et d’unicité dans le Théorème
(1.5.1) pour une classe spéciale des inéquations variationnelles à terme de mémoire dans
le temps. Pour ce but nous avons besoin d’introduire quelques espace de base dont les
éléments sont des fonctions définies sue un intervalle de temps et à valeurs dans espace
de Hilbert abstrait.

1.6.1 Espaces des fonctions vectorielles

Soit T > 0 et soit X un espace de Hilbert. Dénotons par C([0, T ];X) l’espace des
fonctions continues définies sur [0, T ] à valeurs dans X. Il est connu que C([0, T ];X)
est un espace de Banach avec la norme

‖v‖C([0,T ];X) = max
t∈[0,T ]

‖v(t)‖X .

On rappelle aussi que la fonction v : [0, T ] −→ X est dite différentiable at t0 ∈ [0, T ]
s’il existe un élément de X, noté v̇(t0) et nommé dérivée de v en t0, tel que

lim
h−→0

‖1
h

(v(t0 + h)− v(t0))− v̇(t0)‖X ,
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dont la limite est prise avec respect de h avec t0 + h ∈ [0, T ]. La function v est
dite différentiable sur [0, T ] si elle est différentiable en tout t0 ∈ [0, T ]. Dans ce cas la
fonction v̇ : [0, T ] −→ X est appelée la dérivée de v. La fonction v est dite continûment
différentiable sur [0, T ] si elle est différentiable et sa dérivée est continue. Dénotons
par C1([0, T ];X) l’espace des fonctions différentiables sur [0, T ] à valeurs dans x et on
rappelle que c’est un espace de Banach avec la norme

‖v‖C1([0,T ];X) = max
t∈[0,T ]

‖v(t)‖X + max
t∈[0,T ]

‖v̇(t)‖X .

En utilisant les propriétés de l’intégrale il est facile de voir que si f ∈ C([0, T ];X)
alors la fonction g : [0, T ] −→ X donnée par

g(t) =
∫ t

0
f(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

appartient à C1([0, T ];X) et de plus, ġ = f . De plus, rappelons que pour une fonction
v ∈ C1([0, T ];X) l’égalité si-dessous est vérifiée :

v(t) =
∫ t

0
v̇(s)ds ∀t ∈ [0, T ]. (1.6.1)

Finalement, pour un sous-ensembleK ⊂ X nous utilisons encore la notation C([0, T ];K)
et C1([0, T ];K) pour les fonctions continues et continûment différentiables définies sur
[0, T ] à valeurs dans K, respectivement.
Nous présentons maintenant un résultat du point fixe qui sera utile pour la preuve
de la solvabilité des équations non linéaires et les inéquations variationnelles avec des
opérateurs à terme de mémoire.

Proposition 1.6.1. Soit Λ : C([0, T ];X) −→ C([0, T ];X) un opérateur vérifiant les
propriétés suivante ; il existe k ∈ [0, 1) et c ≥ 0 telles que

‖Λη1(t)− Λη2(t)‖X ≤ ‖η1(t)− η2(t)‖X + c
∫ t

0
‖η1(s)− η2(s)‖Xds

∀η1, η2 ∈ C([0, T ];X), t ∈ [0, T ]. (1.6.2)

Alors, il existe un unique élément η? ∈ C([0, T ];X) tel que Λη? = η?.

Une preuve de la Proposition (1.6.1) peut être trouvée dans [102].
Nous utilisons dans ce qui suit la notation C([0, T ]) pour les espaces des fonctions
réelles continues définies sur sur le compact [0, T ] ⊂ R. L’inégalité c-dessous est utile
pour obtenir le résultat d’unicité dans l’étude des équations non linéaires et les in-
équations variationnelles des opérateurs à terme de mémoire.
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Lemme 1.6.2. (L’inégalité de Gronwall) Soit f, g ∈ C([0, T ]) et supposons qu’il existe
c > 0 tel que

f(t) ≤ g(t) + c
∫ t

0
f(s)ds ∀t ∈ [0, T ] (1.6.3)

Alors

f(t) ≤ g(t) + c
∫ t

0
g(s)ec(t−s)ds ∀t ∈ [0, T ] (1.6.4)

De plus, si g est non décroissante, alors

f(t) ≤ g(t)ect ∀t ∈ [0, T ] (1.6.5)

Une démonstration du Lemme (1.6.2) peut être trouvé dans [102].

1.6.2 Inégalités quasi-variationnelles à terme de mémoire

Dans le reste de cette section nous continuons [101] et [102] d’introduire le concept
des quasi-variationnelles inégalités avec terme de mémoire pour lesquelles nous four-
nirons une existence et unicité.
Soit X un espace de Hilbert réel muni du produit (., .)X et la norme associée ‖.‖X ; Soit
K un sous-ensemble deX considérons l’opérateur A : X −→ X, et S : C([0, T ];X) −→
C([0, T ];X) et soit f : [0, T ] −→ X. Nous sommes intéressés au problème de trouver
une fonction u ∈ C([0, T ];X) telle que, pour tout t ∈ [0, T ], l’inégalité suivante est
vérifiée

u(t) ∈ K, (Au(t), v − u(t))X + (Su(t), v − u(t))X
≥ (f(t), v − u(t))X ∀v ∈ K. (1.6.6)

Pour éviter toute confusion confusion on adopte ici et en bas la notation Au(t) et
Su(t) sont des notations abrégés pour A(u(t)) et (Su)(t), pour tout t ∈ [0, T ]. Pour
l’étude de( 1.6.6) supposons que

K est un sous− ensemble convexe fermé non vide de X, (1.6.7)

et A est un opérateur continu fortement monotone et de Lipschitz, i.e.

(a) Il existe m > 0 tel que
(Au1 − Au2, u1 − u2)X ≥ m ‖u1 − u2‖2

X

∀u1, u2 ∈ X,

(b) Il existe M > 0 tel que
‖Au1 − Au2‖X ≤M ‖u1 − u2‖X ∀u1, u2 ∈ X.

(1.6.8)
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De plus, nous supposons que l’opérateur S satisfait les conditions :

Il existe LS > 0 tel que

‖Su1(t)− Su2(t)‖X ≤ LS

∫ t

0
‖u1(s)− u2(s)‖X ds

∀u1, u2 ∈ C([0, T ];X), ∀ t ∈ [0, T ].

(1.6.9)

Finalement, nous supposons que

f ∈ C([0, T ];X). (1.6.10)

Notons que la condition (1.6.9) est satisfaite pour l’opérateur S : C([0, T ];X) −→
C([0, T ];X) donné par

Sv(t) = R
(∫ t

0
v(s)ds+ v0

)
∀v ∈ C([0, T ];X), ∀t ∈ [0, T ], (1.6.11)

tel que R : X −→ X est un opérateur continu et de Lipschitz et v0 ∈ X. elle est aussi
satisfaite pour l’opérateur de Volterra S : C([0, T ];X) −→ C([0, T ];X) donné par

Sv(t) =
∫ t

0
R(t− s)v(s)ds ∀v ∈ C([0, T ];X), ∀t ∈ [0, T ], (1.6.12)

telle que R ∈ C([0, T ];L(X)). En effet, dans le cas de l’opérateur(1.6.11), l’inégalité
(1.6.9) est vérifiée pour LS, qui devient la constante de Lipschitz pour l’opérateur R,
et pour le cas de l’opérateur(1.6.12) elle est vérifiée pour

LS = ‖R‖C([0,T ];L(X)) = max
t∈[0,T ]

‖R(t)‖L(X). (1.6.13)

Il est claire que, dans le cas des opérateurs (1.6.11, et (1.6.12) la valeur actuelle Sv(t)
dans le moment t dépend des valeurs de v dans le moment 0 ≤ t et, par conséquent,
nous nous référons aux opérateurs de la forme (1.6.11) ou (1.6.12) comme des opéra-
teur à terme de mémoire. Nous prolongeons cette définition pour tous les opérateurs
S : C([0, T ];X) −→ C([0, T ];X) satisfaisant la condition (1.6.9) et pou cette raison,
nous disons que les inégalité quasi-variationnelles de la forme (1.6.6) sont inégalité
quasi-variationnelles à terme de mémoire.

Le résultat principal de cette section est le suivant.

Théorème 1.6.3. Soit X un espace de Hilbert et supposons que (1.6.7)-(1.6.10)
sont vérifiées. Alors, l’inéquation variationnelle(1.6.6) admet une solution unique u ∈
C([0, T ], K).
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Le Théorème (1.6.3) représente un cas a particulier de beaucoup obtenus dans les
ouvrages [102, 101]. Cependant, pour la convenance du lecteur on décide de fournir
ci-dessous une preuve complète de ce théorème. La preuve sera basée sur l’argument
du point fixe et, sera donnée en plusieurs étapes. Nous supposons dans ce qui suit que
(1.6.7)-(1.6.10) sont satisfaites. Dans la première étape, étant donné η ∈ C([0, T ], X),
notons par yη(t) ∈ C([0, T ], X) la fonction

yη(t) = Sη(t) ∀t ∈ [0, T ]. (1.6.14)

Considérons le problème de trouver une fonction uη : [0, T ] −→ X tel que pour tout
t ∈ [0, T ], l’inégalité suivante est vraie :

uη(t) ∈ K (Auη(t), v − uη(t))X + (yη(t), v − uη(t))X
≥ (f(t), v − uη(t) ∀v ∈ K. (1.6.15)

Nous avons le suivant résultat d’existence et d’unicité.

Lemme 1.6.4. Il existe une unique solution uη ∈ C([0, T ], K) du problème (1.6.15).

Démonstration. En utilisant les assertions (1.6.9), (1.6.8) il s’ensuit du théorème (1.5.1)
qu’il existe un unique élément uη(t) résolvant (1.6.15), pour tout t ∈ [0, T ]. Montons
que uη : [0, T ] −→ K est continue, pour cela, considérons t1, t2 ∈ [0, T ]. Pour des
raisons de simplicité notons uη(ti) = ui, η(ti) = ηi, yη(ti) = yi, f(ti) = fi for i = 1, 2.
Utilisant (1.6.15) on obtient

u1 ∈ K, (Au1, v − u1)X + (y1, v)X − (y1, u1)X
≥ (f1, v − u1)X ∀v ∈ K, (1.6.16)

u2 ∈ K, (Au2, v − u2)X + (y2, v)X − (y2, u2)X
≥ (f2, v − u2)X ∀v ∈ K, (1.6.17)

We take v = v2 in (1.6.16) et v = v1 in (1.6.17), puis on rassembles les inégalités qui
en résultent pour en déduire que

(Au1 − Au2, u1 − u2)X ≤ (y1, u2)X − (y1, u1)X + (y2, u1)X
−(y2, u2)X + (f1 − f2, u1 − u2)X .
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Puis, nous utilisons les assertions (1.6.8)(a) l’inégalité de Cauchy-Schwarz nous obte-
nons

m‖u1 − u2‖X ≤ ‖y1 − y2‖X + ‖f1 − f2‖X . (1.6.18)

Nous déduisons de (1.6.18) que t 7−→ uη(t) : [0, T ] −→ K est une fonction continue,
ce qui conclut la preuve.

Dans l’étape suivante nous utilisons le (1.6.4) pour considérer l’opérateur

Λ : C([0, T ], X) −→ C([0, T ], K) ⊂ C([0, T ], X) (1.6.19)

défini par l’égalité

Λ(η) = uη ∀η ∈ C([0, T ], X) (1.6.20)

Nous avons le résultat du point fixe suivant.

Lemme 1.6.5. L’opérateur Λ admet un unique point fixe η? ∈ C([0, T ], K).

Démonstration. Soit η1, η2 ∈ C([0, T ], X) et soit yi une fonction définie par (1.6.14)
pour η = ηi, i.e. yi = yηi

, pour i = 1, 2. Nous notons aussi par ui la solution de
l’inégalité variationnelle (1.6.15) for η = ηi, i.e. ui = uηi

, i = 1, 2. Let t ∈ [0, T ]. De la
définition (1.6.20) nous avons

‖Λη1(t)− Λη2(t)‖X = ‖u1(t)− u2(t)‖X . (1.6.21)

De plus, un argument similaire pour cela dans la preuve de (1.6.18) montre que

m‖u1(t)− u2(t)‖X ≤ ‖y1(t)− y2(t)‖X . (1.6.22)

Puis, nous utilisons (1.6.14) et la propriété (1.6.9) de l’opérateur S pour voir que

‖y1(t)− y2(t)‖X = ‖Sη1(t)− Sη2(t)‖X ≤ LS

∫ t

0
‖η1(s)− η2(s)‖Xds. (1.6.23)

et, utilisant cette inégalité dans (1.6.22) on a

‖u1(t)− u2(t)‖X ≤
LS
m

∫ t

0
‖η1(s)− η2(s)‖Xds. (1.6.24)

Combinons maintenant (1.6.21) and (1.6.24) pour voir que

‖Λη1(t)− Λη2(t)‖X ≤
LS
m

∫ t

0
‖η1(s)− η2(s)‖Xds. (1.6.25)
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Finalement, utilisons (1.6.25) et la Proposition (1.6.1)on obtient que l’opérateur Λ
admet un unique point fixe η? ∈ C([0, T ], X),.
Puisque Λ admet ses valeurs sur C([0, T ], K), on déduit que η? ∈ C([0, T ], K), ce qui
conclut la preuve.

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour démontrer le Théorème (1.6.3).

Démonstration. Existence. Soit η? ∈ C([0, T ], K) un point fixe de l’opérateur Λ, i.e.
Λη? = η?. Il résulte de (1.6.14) et de (1.6.20) que, pour tout t ∈ [0, T ], les égalités
suivantes sont vérifiées :

yη? = Sη?(t), uη? = η?(t) (1.6.26)

Nous écrivons l’égalité (1.6.15) pour η = η? et,puis utilisons les égalités (1.6.26) pour
conclure que la fonction η? ∈ C([0, T ], K) est solution de l’inégalité quasi-variationnelle
(1.6.6).

Unicité. L’unicité est une conséquence de l’unicité du point fixe de l’opérateur Λ
qui peut être prouvé comme suit. Notons par η? ∈ C([0, T ], K) la solution de l’inégalité
quasi-variationnelle (1.6.6) obtenue en haut, et soit η ∈ C([0, T ], K) une solution de
cette inégalité. aussi, considérons la fonction yη ∈ C([0, T ], X) définie par(1.6.14).
alors, il s’ensuit de (1.6.6) que η est une solution de l’inégalité quasi-variationnelle
(1.6.15) et, puisque d’après le Lemme (1.6.4) cette inégalité admet une unique solution,
notée uη, nous concluons

η = uη (1.6.27)

L’égalité (1.6.27) montre que Λη = η où Λ est l’opérateur défini par (1.6.20) il s’ensuit
que η = η?, qui conclut la première partie de la preuve de l’unicité.
Une directe preuve de la partie de l’unicité peut être obtenue en utilisant le Lemme
de Gronwall comme ci-après. Supposons que u1, u2 sont deux solutions de l’inégalité
variationnelle (1.6.6) avec la régularité C([0, T ], K) et soit t ∈ [0, T ]. Utilisons (1.6.6
pour voir que

(Au1(t)− Au2(t), u1(t)− u2(t))X
≤ (Su1(t), u2(t))X − (Su1(t), u1(t))X

+(Su2(t), u1(t))X − (Su1(t), u2(t))X
= (Su2(t)− Su1(t), u1(t)− u2(t))X
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alors, en utilisant les assertions (1.6.8) on a

m‖u1(t)− u2(t)‖2
X ≤ ‖Su1(t)− Su2(t)‖X‖u1(t)− u2(t)‖X .

Nous appliquons cette inégalité et assertion (1.6.9) sur l’opérateur S on trouve

‖u1(t)− u2(t)‖X ≤
LS
m

∫ t

0
‖u1(s)− u2(s)‖Xds.

On utilise le Lemme (1.6.2) on voit que u1(t) = u2(t) pour tout t ∈ [0, T ], ce qui donne
la conclusion de la deuxième partie de l’unicité du théorème.

Nous terminons cette section avec les conséquences suivantes du Théorème (1.6.3).

Corollaire 1.6.5.1. Soit X un espace de Hilbert et supposons que (1.6.8)-(1.6.10) est
vérifiée. Alors il existe une unique fonction u ∈ C([0, T ], X) telle que

(Au(t), v)X + (Su(t), v)X = (f(t), v)X ∀v ∈ [0, T ]. (1.6.28)

Démonstration. Considérons le problème de trouver une fonction u ∈ C([0, T ], X) telle
que

(Au(t), w − u(t))X + (Su(t), w − u(t))X
≥ (f(t), w − u(t))X ∀w ∈ X, ∀t ∈ [0, T ]. (1.6.29)

Supposons que (1.6.29) est vraie et soit v ∈ X et t ∈ [0, T ]. On prend successivement
w = u(t)∓ v dans (1.6.29) on obtient

(Au(t), v)X + (Su(t), v)X ≥ (f(t), v)X
(Au(t), v)X + (Su(t), v)X ≤ (f(t), v)X

qui montre que (1.6.28) est vérifiée, aussi. Contrairement, supposons (1.6.28) est vraie
et soient w ∈ X et t ∈ [0, T ]. On pose v = w − u(t) dans (1.6.28) on obtient (1.6.29).
Nous concluons de ce qui précède que l’égalité variationnelle (1.6.28) est équivalente
à l’inégalité variationnelle du Théorème (1.6.3) qui garantie l’unique solvabilité de
l’inégalité variationnelle (1.6.29).
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1.7 Semi-groupes d’opérateurs linéaires

1.7.1 Definition

Définition 1.7.1. Soit X un espace de Banach et soit (S(t))t≥0 une famille d’opéra-
teurs linéaires continus sur X. S(t) est un C0-semigroupe si
1) S(0) = Id

2) pour tout t, s ≥ 0, S(t+ s) = S(t)S(s)
3) pour tout x ∈ X, t 7−→ S(t)x est une forme continue R+ dans X. On dit que
(S(t))t∈R est un C0-semi-groupe si ces propriétés sont vérifiées pour tout t et s né-
gatifs. On pale de semi-groupe de contraction si S(t) est une contraction pour tout
t ≥ 0 et de semi-groupe compact si S(t) est compact pour tout t > 0. On dit que le
semi-groupe est uniformément continu si S(t) tend vers I sur L(X) quand t −→ 0.

La définition donne les propriétés caractéristiques d’un semi-groupe, directement
directement.

Proposition 1.7.2. Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe, il existe M > 1 et λ ∈ R tels
que

∀t ≥ 0, ‖S(t)‖L(X) ≤Meλt. (1.7.1)

Démonstration. Pour tout x ∈ X, (S(t)x)t∈[0,1] est borné dans X. Du Théorème de
Banch-Stanhaus, la famille (S(t)x)t∈[0,1] est bornée dans L(X) par M ≥ 1. Pour tout
t ≥ 0, soit n = [t] nous avons

‖S(1)S(1)S(1).....S(1)S(t− n)‖ ≤MM t = Met lnM . (1.7.2)

Exemple : Matrice Exponentielle
Soit A un opérateur linéaire, continu sur X ; On peut définir

∀t ∈ R, S(t) = eAt =
∑
k≥0

1
k!A

k. (1.7.3)

Les propriétés de l’exponentiel montrent que S(t) est semi-groupe uniformément continu.
De plus, S(t) est différentiable et

d

dt
S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax. (1.7.4)

Autrement dit, S(t) est le flo correspondant à l’équation différentielle u′(t) = Au(t).
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1.7.2 Générateur infinitésimal

On s’inspire de l’exemple ci-dessus pour écrire tout semi-groupe, sous la forme d’un
exponentiel d’un opérateur.

Définition 1.7.3. Un opérateur linéaire A défini par

Av = lim
t−→0+

S(t)v − v
t

, (1.7.5)

dont le domaine de définition est donné par

D(A) =
{
x ∈ X, lim

t−→0+

S(t)v − v
t

existe dansX
}
, (1.7.6)

est appelé opérateur infinitésimal de la famille de semi-groupes (S(t))t≥0.

Proposition 1.7.4. Soit S(t) un C0-semi-groupe généré par A, alors
1) u0 ∈ X,

∫ t

0
S(s)u0 ∈ D(A), et

A
(∫ t

0
S(τ)u0dτ

)
= S(t)u0 − u0. (1.7.7)

2) Si u0 ∈ D(A), alors S(t)u0 ∈ D(A) pour tout t ≥ 0, S(t)u0 est de classe C1 et

d

dt
S(t)u0 = AS(t)u0 = S(t)Au0. (1.7.8)

1.7.3 Le théorème de Hille-Yosida et Lumer-Philips

Théorème 1.7.5. (Hille Yosida) Un opérateur linéaire A est un générateur infinité-
simal du semi-groupe S(t) sur X satisfaisant ‖S(t)‖ ≤ ewt avec w ∈ R si et seulement
si

1) A est fermé de domaineD(A)dense
2) ρ(A) ⊃]w,+∞[, uù ρ(A) est l’ensemble résolvant de A et

∀λ ∈]w,+∞[, ‖(A− λI)−1‖L(X) ≤
1

λ− w
.

Opérateur dissipative et le théorème de Lumer-Phillips Soit X un espace
Banach (réel ou complexe) et soit X? son dual. Du Théorème Hahn-Banach, pour tout
x ∈ X il existe x? ∈ X? satisfaisant

〈x?, x〉 = ‖x‖2 = ‖x?‖2.
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Alors l’ensemble de dualité

J =
{
x? ∈ X?; 〈x?, x〉 = ‖x‖2 = ‖x?‖2

}
.

est non vide pour tout x ∈ X.

Définition 1.7.6. On dit que l’opérateur (A,D(A)) est dissipative si pour tout x ∈
D(A) il y a x? ∈ J tel que

R〈x?, Ax〉 ≤ 0. (1.7.9)

Si X est un espace réel, alors la partie réelle dans la définition ci-dessus peut être
ignorée.

Théorème 1.7.7. Un opérateur linéaire A est dissipative si et seulement si pour tout
λ > 0 et x ∈ D(A),

‖(λI − A)x‖ ≥ λ‖x‖. (1.7.10)

Théorème 1.7.8. (Lumer-Phillips) soit A un opérateur linéaire à domaine dense
D(A) dans X.
1) Si A est dissipative et il existe λ0 tel que λ0I − A est surjective, alors A est un
générateur infinitésimal de C0-semi-groupe de contractions dans X.
2) Si A est le générateur du C0-semi-groupe de contractions sur X, alors λI −A est
surjective pour tout λ > 0 et il est dissipative. De plus, pour tout x ∈ D(A) et tout
x? ∈ J nous avons R〈x?, Ax〉 ≤ 0..

1.8 Le théorème de Hille-Yosida

1.8.1 Définition et propriétés élémentaires

Définition 1.8.1. Un opérateur non borné A : D(A) ⊂ X −→ X est dit monotone
ou acrétif ou, (−A) est dissipative, si

(Av, v) ≥ 0 ∀v ∈ D(A).

A est dit maximal monotone si de plus, R(I + A) = X, i.e.,

∀f ∈ X ∃u ∈ D(A) such that u+ Au = f.
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Proposition 1.8.2. Soit A un opérateur maximal monotone. Alors
(a) D(A) est dense dans X,
(b) A est un opérateur fermé,
(c) pour tout λ > 0, (I + λA) est bijective de D(A) sur X,(I + λA)−1 est un opérateur
borné, et ‖(I + λA)−1‖L(X) ≤ 1.

Remarque 1.8.3. Soit A un opérateur maximal monotone alors λA est aussi maximal
monotone pour tout λ > 0. Toutefois, si A et B sont deux opérateurs maximaux
monotones , alors A + B, défini sur D(A) ∩D(B), n’est pas nécessairement maximal
monotone.

Définition 1.8.4. Soit A un opérateur maximal monotone. on pose pour tout λ > 0

Jλ = (I + λA)−1 and Aλ = 1
λ

(I − Jλ) (1.8.1)

Jλ est la résolvante de A, et Aλ est la régularisée de Yosida de A. On retiendra que
‖Jλ‖L(X) < 1.

Proposition 1.8.5. Soit A un opérateur maximal monotone. Alors

(a1) Aλv = A(Jλv) ∀v ∈ X and ∀λ > 0,
(a2) Aλv = Jλ(Av) ∀v ∈ D(A) and ∀λ > 0,
(b) |Aλv| = |Av| ∀v ∈ D(A) and ∀λ > 0,
(c) lim

λ→0
Jλv = v ∀v ∈ X,

(d) lim
λ→0

Aλv = Av ∀v ∈ D(A),
(e) (Aλv, v) ≥ 0 ∀v ∈ X and ∀λ > 0,
(f) |Aλv| ≥ 0 ∀v ∈ X and ∀λ > 0.

Remarque 1.8.6. La proposition (1.8.5) implique que (Aλ)λ est une famille d’opérateurs
bornés qui " approchent" l’opérateur non borné A quand λ −→ 0. Cette approximations
sera beaucoup utilisée ; Bien entendu, ‖Aλ‖L(X) "explose" quand λ −→ 0.

1.8.2 Le théorème de Hille-Yosida dans les espaces de Banach

Le théorème de Hille-Yosida s’étend aux espaces de Banach sous la forme suivante.
Soit E un espace de Banach et soit A : D(A) ⊂ E −→ E un opérateur non borné. On
dit que A est m-acrétif si D(A) = E et si pour tout λ > 0, I + λA est bijectif D(A)
sur E avec ‖(I + λA)−1‖L(E) ≤ 1 .

36



1.8. LE THÉORÈME DE HILLE-YOSIDA

Théorème 1.8.7. (Hille-Yosida). Soit A m-acrétif. Alors pour tout u0 ∈ D(A) il
existe une fonction

u ∈ C1([0,+∞);E) ∩ C([0,+∞);D(A))

unique telle que
du

dt
(t) + Au(t) = 0 sur [0,+∞),

u(0) = 0.
(1.8.2)

De plus,

‖u(t)‖ ≤ ‖u0‖ and ‖du
dt

(t)‖= ‖Au(t)‖ ≤ ‖Au0‖ ∀t ≥ 0.

La démonstration peut être trouvée dans [17]. L’application u0 7−→ u(t) prolon-
gée par continuité sur E tout entier est notée SA(t). c’est un semi-groupe continu de
contractions sur E. Réciproquement, étant donné un semi-groupe continu de contrac-
tions S(t), il existe un opérateur m-acrétif A tel que S(t) = SA(t) ∀t ≥ 0. La dé-
monstration peut être trouvée dans P. Lax, A. Pazy,
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Première partie

Problèmes de Transmission
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Chapitre 2
Décroissance des équations des ondes

de transmission avec retard

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons un problème de transmission avec un terme de
retard sous la forme
utt (x, t)− auxx (x, t) + µ1ut (x, t) + µ2ut (x, t− τ) = 0, (x, t) ∈ Ω× (0,+∞),

vtt (x, t)− bvxx (x, t) = 0, (x, t) ∈ (L1, L2)× (0,+∞),
(2.1.1)

tels que 0 < L1 < L2 < L3, Ω = ]0, L1[ ∪ ]L2, L3[, a, b, µ1 et µ2 sont des constantes
positives et τ > 0 est le retard.

u (x, t) v (x, t) u (x, t)
|||||||||||||||||||||||| ||||||||||||||||||||||||||||

0 L1 L2 L3

Le système (2.1.1) est soumis aux conditions de limites et de transmission suivantes :


u (0, t) = u (L3, t) = 0,

u (Li, t) = v (Li, t) , i = 1, 2

aux (Li, t) = bvx (Li, t) , i = 1, 2

(2.1.2)
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Et aux condition initiales :
u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) , x ∈ Ω,

u (x, t− τ) = f0 (x, t− τ) , x ∈ Ω, t ∈ [0, τ ] ,

v (x, 0) = v0 (x) , vt (x, 0) = v1 (x) , x ∈ ]L1, L2[ .

(2.1.3)

Pour µ2 = 0,le système (2.1.1)-(2.1.3) a été examiné dans [8], pour Ω = [0, L1] les
auteurs ont montré l’existence et la stabilité exponentielle de l’énergie totale. Muñoz
Rivera et Oquendo [82] ont étudié les propagations d’onde sur une substance compre-
nant une partie élastique et une autre partie visco-élastique, c’est-à-dire

ρ1utt − α1uxx = 0, x ∈ ]0, L0[ , t > 0,

ρ2vtt − α2vxx +
∫ t

0
g (t− s) vxx (s) ds = 0, x ∈ ]L0, L[ , t > 0,

(2.1.4)

avec les conditions aux limites et initiales suivantes

u (0, t) = v (L, t) 0, u (L0, t) = v (L0, t) , t > 0,

α1ux (L0, t) = α2vx (L0, t)−
∫ t

0
g (t− s) vx (s) ds, t > 0,

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) , x ∈ [0, L0],

v (x, 0) = v0 (x) , vt (x, 0) = v1 (x) , x ∈ [L0, L],

(2.1.5)

tels que ρ1 et ρ2 sont les densités des matériels et α1, α2 sont les coefficients élastiques
et g est une fonction positive décroissante exponentiellement. Ils ont montré que la
dissipation produite par la partie visco-élastique est suffisante pour générer une dé-
croissance exponentielle pour la solution, quelque soit la petitesse de sa valeur. Ma et
Oquendo [70] ont considéré un transmission de transmission problem impliquant deux
équations d’ Euler−Bernoulli modélisant la vibration d’une poutre composée. En uti-
lisant, uniquement, l’amortissement d’un seul terme au bord, ils ont montré l’existence
globale et la propriété de décroissance de la solution. Marzocchi et al. [73] ont examiné
un problème de transmission uni-dimensionnel semi-linéaire de thermos-élasticité clas-
sique pour lequel ils ont montré que la combinaison de la première, et la troisième
énergies de la solution décroit exponentiellement vers zéro quelque soit la petitesse
de l’amortissement. Un même résultat a été montré par Messaoudi et Said-Houari
[79], où un problème de transmission thermos-élastique de type III a été examiné.
Voir aussi Marzocchi et al. [74] pour un problème de transmission thermos-élastique
multidimensionnel linéaire.
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Pour µ2 > 0, le problème (2.1.1) contient un terme de retard avec feedback interne.
Ce terme de retard peut générer une déstabilisation du système (2.1.1)-(2.1.3) qui
est exponentiellement décroissant en l’absence de retards [8]. L’effet du retard sur la
stabilité des systèmes hyperboliques avait été examiné par plusieurs chercheurs. Voir
par exemple [31, 32]. Dans [84] les auteurs ont examiné un système d’équation d’ondes
avec un terme d’amortissement au bord avec retard :

utt −∆u = 0, x ∈ Ω, t > 0,
u(x, t) = 0, x ∈ Γ0, t > 0,
∂u

∂ν
(x, t) = µ1ut(x, t) + µ2ut(x, t− τ), x ∈ Γ1, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,
ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,
ut(x, t− τ) = g0(x, t− τ), x ∈ Ω, τ ∈ (0, 1),

(2.1.6)

et ils ont prouvé, sous les hypothèses

µ2 < µ1 (2.1.7)

que la solution est exponentiellement stable. Par contre, si (2.1.7) n’est pas vérifiée, ils
ont trouvé qu’une série de retards pour les quelles la solution qui correspond au (2.1.6)
sera instable. Nous rappelons aussi obtenu par Xu et al. [106], dans lequel les auteurs
ont prouvé le même résultat comme en [84] pour un espace d’une seul dimension en
adoptant l’approche de l’analyse spectrale.

Le but de ce chapitre de cette partie de ce travail est d’étudier et prouver l’existence
de la solution et, la stabilité asymptotique du système (2.1.1)-(2.1.3) en envisageant
que (2.1.7) est satisfaite. Le chapitre est organisé comme suit. L’existence de la solu-
tion est analysée dans la section 2.2 par deux méthodes. On utilise dans la première la
méthode d’approximation de Galarkin, dans la deuxième méthode on utilise la théorie
des semi-groupes. Dans la Section 2.3, nous prouvons la décroissance exponentielle
quand le temps tend vers l’infini.
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2.2 Existence et unicité de la solution

2.2.1 Première méthode : Méthode de Galerkin

L’existence de la solution

Nous commençons tout d’abord par la recherche de formulation variationnelle du
problème. Soit ϕ ∈ H1(Ω) et ψ ∈ H1(L1, L2). Multiplions la première équation de
(2.1.1) par ϕ et la deuxième équation par ψ, puis intégrons la première équation
obtenue sur Ω et la deuxième équation sur ]L1, L2[, on obtient∫

Ω

utt (x, t)ϕdx− a
∫
Ω

uxx (x, t)ϕdx+ µ1

∫
Ω

ut (x, t)ϕdx+ µ2

∫
Ω

ut (x, t− τ)ϕdx = 0,

and
L2∫
L1

vtt (x, t)ψdx− b
L2∫
L1

vxx (x, t)ψdx = 0.

Utilisons une intégration par parties avec l’application de la formule de Green, il
vient ∫

Ω

utt (x, t)ϕdx+ a
∫
Ω

ux (x, t)ϕxdx− a [ux (L1, t)ϕ (L1)− ux (L2, t)ϕ (L2)]

+µ1

∫
Ω

ut (x, t)ϕdx+ µ2

∫
Ω

ut (x, t− τ)ϕdx = 0,

L2∫
L1

vtt (x, t)ψdx+ b

L2∫
L1

vx (x, t)ψxdx− b [vx (L2, t)ψ (L2)− vx (L1, t)ψ (L1)] = 0.

Considérons maintenant la fonction ω ∈ H1
0 (0, L3) définie par ω =

 u sur Ω,
v sur ]L1, L2[ .

Choisissons les fonctions test ϕ, ψ telles que

 ϕ (L1) = ψ (L1) ,
ϕ (L2) = ψ (L2) .

.

En faisant la somme des deux équations et en utilisant ces notations, le système
précédent devient∫

Ω

ωtt (x, t)ϕdx+ a
∫
Ω

ωx (x, t)ϕxdx+ µ1

∫
Ω

ωt (x, t)ϕdx

µ2

∫
Ω

ωt (x, t− τ)ϕdx+
L2∫
L1

ωtt (x, t)ψdx+ b

L2∫
L1

ωx (x, t)ψxdx = 0.
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Donc la formulation variationnelle s’écrit∫
Ω

ωtt (x, t)ϕdx+ a
∫
Ω

ωx (x, t)ϕxdx+ µ1

∫
Ω

ωt (x, t)ϕdx

µ2

∫
Ω

ωt (x, t− τ)ϕdx+
L2∫
L1

ωtt (x, t)ψdx+ b

L2∫
L1

ωx (x, t)ψxdx = 0,

Avec les conditions initiales
u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) , x ∈ Ω
u (x, t− τ) = f0 (x, t− τ) , x ∈ Ω, t ∈ [0, τ ]
v (x, 0) = v0 (x) , vt (x, 0) = v1 (x) , x ∈ ]L1, L2[

Résolution du problème variationnel

Soit (ej)j≥1 une base spéciale de H1
0 (0, L3) , il existe une suite (gj)j≥1 telle que

ω =
+∞∑
j=1

gj(t)ej(x).

On approche w par la suite (ωn)n≥1 définie par ωn =
n∑
j=1

gjej pour tout n ≥ 1 et

vérifiant l’équation variationnelle suivante∫
Ω

(ωn)tt (x, t)ϕdx+ a
∫
Ω

(ωn)x (x, t)ϕxdx+ µ1

∫
Ω

(ωn)t (x, t)ϕdx

µ2

∫
Ω

(ωn)t (x, t− τ)ϕdx+
L2∫
L1

(ωn)tt (x, t)ψdx+ b

L2∫
L1

(ωn)x (x, t)ψxdx = 0,

(2.2.1)

avec
(un) (x, 0) = un0 (x) −→ u0 (x) , (un)t (x, 0) = un1 (x) −→ u1 (x) , x ∈ Ω,
(un) (x, t− τ) = f0 (x, t− τ) , x ∈ Ω, t ∈ [0, τ ] ,
(vn) (x, 0) = vn0 (x) −→ v0 (x) , (vn)t (x, 0) = vn1 (x) −→ v1 (x) , x ∈ ]L1, L2[ .

(2.2.2)

Le système (2.2.1)-(2.2.2) est un système d’équations différentielles ordinaires qui pos-
sède, d’après la théorie classique des EDO, une solution locale sur [0, tn] . pour quelques
tn > 0.
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Multiplions l’équation (2.2.1) par dgj
dt

et sommons sur j = 1, ..., n. Alors, prenons
ϕ = ωt et ψ = ωt et intégrons sur l’intervalle (0, t), tel que t ≤ T ≤ +∞, on obtient

1
2

∫
Ω

|(ωn)t (x, t)|2 dx− 1
2

∫
Ω

|(ωn)t (x, 0)|2 dx+ a

2

∫
Ω

|(ωn)x (x, t)|2 dx

−a2

∫
Ω

|(ωn)x (x, 0)|2 dx+ µ1

t∫
0

∫
Ω

|(ωn)t (x, s)|2 dxds

+µ2

t∫
0

∫
Ω

(ωn)t (x, s− τ) (ωn)t (x, s) dxds+ 1
2

L2∫
L1

|(ωn)t (x, t)|2 dx

−1
2

L2∫
L1

|(ωn)t (x, 0)|2 dx+ b

2

L2∫
L1

|(ωn)x (x, t)|2 dx

− b2

L2∫
L1

|(ωn)x (x, 0)|2 dx = 0.

Alors, en utilisant l’inégalité de Poincaré suivante
Inégalité de Poincaré. Soit Ω ⊂ Rn un domaine borné. Il existe une constante
positive CΩ telle que

‖u‖H1
0 (Ω) ≤ CΩ‖∇‖L(Ω)2 , ∀u ∈ H1

0 (Ω),

nous permet d’obtenir

1
2 ‖(ωn)t (t)‖2

L2(Ω) −
1
2 ‖un1‖2

L2(Ω) + C0

2 ‖(ωn) (t)‖2
H1

0 (0,L3) −
a

2

∫
Ω

|(ωn)x (x, 0)|2 dx

+µ1

t∫
0

‖(ωn)t (x, s)‖2
L2(Ω) ds+ µ2

t∫
0

∫
Ω

(ωn)t (x, s− τ)ωt (x, s) dxds

+1
2 ‖(ωn)t (t)‖2

L2(L1,L2) −
1
2 ‖un1‖2

L2(L1,L2) −
b

2

L2∫
L1

|(ωn)x (x, 0)|2 dx ≤ 0,

où C0 = min (a, b)
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2.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION

Par conséquent, on déduit

‖(wn)t (t)‖2
L2(Ω) + C0 ‖(ωn) (t)‖2

H1
0 (0,L3) + ‖(vn)t (t)‖2

L2(L1,L2) + 2µ1

t∫
0

‖(un)t (s)‖2
L2(Ω) ds

≤ ‖un1‖2
L2(Ω) + ‖vn1‖2

L2(L1,L2) + ‖un0‖2
H1(Ω)

+ ‖vn0‖2
H1(L1,L2) − 2µ2

t∫
0

∫
Ω

(ωn)t (x, s− τ) (ωn)t (x, s) dxds.

(2.2.3)

D’autre part on a
t∫

0

∫
Ω

(ωn)t (x, s− τ) (ωn)t (x, s) dxds =
τ∫

0

∫
Ω

(un)t (x, s− τ) (un)t (x, s) dxds

+
t∫
τ

∫
Ω

(un)t (x, s− τ) (un)t (x, s) dxds

=
τ∫

0

∫
Ω

(f0)t (x, s− τ) (un)t (x, s) dxds

+
t∫
τ

∫
Ω

(un)t (x, s− τ) (un)t (x, s) dxds. (2.2.4)

Faisons dans la première intégrale du deuxième membre de l’équation (2.2.4) le
changement de variable α = s− τ on aura :

t∫
0

∫
Ω

(ωn)t (x, s− τ) (ωn)t (x, s) dxds =
τ∫

0

∫
Ω

(un)t (x, s− τ) (un)t (x, s) dxds

+
t∫
τ

∫
Ω

(un)t (x, s− τ) (un)t (x, s) dxds

=
τ∫

0

∫
Ω

(f0)t (x, s− τ) (un)t (x, s) dxds+
t−τ∫
0

∫
Ω

ut (x, α) (un)t (x, α + τ) dxdα

≤
τ∫

0

‖(f0)t (s− τ)‖L2(Ω) ‖(un)t (s)‖L2(Ω) ds

+
t−τ∫
0

‖(un)t (α)‖L2(Ω) ‖(un)t (α + τ)‖L2(Ω) dα
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En utilisant l’inégalité de Hölder on obtient
τ∫

0

‖(f0)t (s− τ)‖L2(Ω) ‖(un)t (s)‖L2(Ω) ds

+
t−τ∫
0

‖(un)t (α)‖L2(Ω) ‖(un)t (α + τ)‖L2(Ω) dα

≤
(
‖(f0)t (s− τ)‖L2(Ω)

) 1
2

 τ∫
0

‖(un)t (s)‖2
L2(Ω) ds

 1
2

+
t∫

0

‖(un)t (α)‖2
L2(Ω) dα

En utilisant l’inégalité de Hölder une deuxième fois nous avons

(
‖(f0)t (s− τ)‖L2(Ω)

) 1
2

 τ∫
0

‖(un)t (s)‖2
L2(Ω) ds

 1
2

+
t∫

0

‖(un)t (α)‖2
L2(Ω) dα

≤
(
‖(f0)t (s− τ)‖L2(Ω)

) 1
2

 τ∫
0

‖(un)t (s)‖2
L2(Ω) ds

 1
2

+
 t∫

0

dα


1
2
 t∫

0

‖(un)t (α)‖2
L2(Ω) dα


1
2

En utilisant l’inégalité de Young on déduit

(
‖(f0)t (s− τ)‖L2(Ω)

) 1
2

 τ∫
0

‖(un)t (s)‖2
L2(Ω) ds

 1
2

+
 t∫

0

dα


1
2
 t∫

0

‖(un)t (α)‖2
L2(Ω) dα


1
2

≤ c ‖(f0)t‖L2(Ω×[0,τ ]) + c

τ∫
0

‖(un)t (s)‖2
L2(Ω) ds+ c. (2.2.5)

Supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites

u1 ∈ L2 (Ω) ,
v1 ∈ L2 (L1, L2) ,
u0 ∈ H1 (Ω) ,
v0 ∈ H1 (L1, L2) ,
(f0)t ∈ L2 (Ω× [0, τ ]) .

(2.2.6)
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De (2.2.1), (2.2.5) et(2.2.6), on déduit

‖(un)t (t)‖2
L2(Ω) + C0 ‖(ωn) (t)‖2

H1
0 (0,L3) + ‖(vn)t (t)‖2

L2(L1,L2) + 2µ1

t∫
0

‖(un)t (s)‖2
L2(Ω) ds

≤ c+ c

t∫
0

‖(un)t (s)‖2
L2(Ω) ds. (2.2.7)

En particulier,

‖(un)t (t)‖2
L2(Ω) ≤ c+ c

t∫
0

‖(un)t (s)‖2
L2(Ω) ds.

L’utilisation du lemme de Gronwall donne

‖(un)t (t)‖L2(Ω) ≤ c. (2.2.8)

Donc, de (2.2.7) et (2.2.8), on obtient pour tout t ≤ tn

(un) ∈ L∞
(
0, T ;H1 (Ω)

)
,

(un)t ∈ L
∞
(
0, T ;L2 (Ω)

)
,

(vn) ∈ L∞
(
0, T ;H1 (L1, L2)

)
,

(vn)t ∈ L
∞
(
0, T ;L2 (L1, L2)

)
. (2.2.9)

La solution peut être prolongeable à l’intervalle [0, T ] où 0 ≤ t ≤ tn ≤ T ≤ +∞.
D’après (2.2.9) on peut extraire une sous-suite encore notée (un) de sorte que :

(un) −→ u sur L∞
(
0, T ;H1 (Ω)

)
faible étoile,

(un)t −→ ut sur L∞
(
0, T ;L2 (Ω)

)
faible étoile,

(vn) −→ v sur L∞
(
0, T ;H1 (L1, L2)

)
faible étoile,

(vn)t −→ vt sur L∞
(
0, T ;L2 (L1, L2)

)
faible étoile.

Ce qui nous permet de déduire l’existence d’une solution (u, v) pour le système
(2.1.1)-(2.1.3) ayant la régularité

u ∈ L∞
(
0, T ;H1 (Ω)

)
,

ut ∈ L∞
(
0, T ;L2 (Ω)

)
,

v ∈ L∞
(
0, T ;H1 (L1, L2)

)
,

vt ∈ L∞
(
0, T ;L2 (L1, L2)

)
. (2.2.10)
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2.2.2 Deuxième méthode : La théorie des semi-groupes

Dans cette section, nous prouvons l’existence locale et l’unicité de la solution du
système (2.1.1)-(2.1.3) en utilisant la théorie des semi-groupes. On introduit une nou-
velle variable définie comme suit : [84]

y(x, ρ, t) = ut(x, t− τρ). (2.2.11)

On en tire

τyt(x, ρ, t) + yρ(x, ρ, t) = 0, in Ω× (0, 1)× (0,+∞). (2.2.12)

Alors, le problème (2.1.1) devient équivalent à

utt (x, t)− auxx (x, t) + µ1ut(x, t) + µ2y (x, 1, t) = 0, (x, t) ∈ Ω× ]0,+∞[ ,

vtt (x, t)− bvxx (x, t) = 0, (x, t) ∈ ]L1, L2[× ]0,+∞[ ,

τyt(x, ρ, t) + yρ(x, ρ, t) = 0, in Ω× (0, 1)× (0,+∞),
(2.2.13)

qui, avec (2.1.3) peut êtres écrits sous la forme :
U ′ = A U,

U(0) = (u0, v0, u1, v1, f0(.,−.τ))T,
(2.2.14)

tels que l’opérateur A est défini par

A



u

v

ϕ

ψ

y


=



ϕ

ψ

auxx − µ1ϕ− µ2y(., 1)
bvxx

− 1
τ
yρ


, (2.2.15)

avec le domaine

D(A ) =
{

(u, v, ϕ, ψ, y)T ∈H ; y(., 0) = ϕ on Ω
}
,

tels que

H =
{(
H2(Ω)×H2(L1, L2)

)
∩X∗

}
×H1(Ω)×H1(L1, L2)× L2(0, 1, H1(Ω)).
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L’espace X∗ est donné par :

X∗ =


(u, v) ∈ H1(Ω) ∩H1(L1, L2)|u(0, t) = u(L3, t) = 0,

u (Li, t) = v (Li, t) , aux (Li, t) = bvx (Li, t) , i = 1, 2


On définit l’espace énergie par :

K = X∗ × L2(Ω)× L2(L1, L2)× L2((Ω)× (0, 1)).

Soit

U = (u, v, ϕ, ψ, y)T, U = (u, v, ϕ, ψ, y)T.

Alors, pour une constante positive ζ satisfaisant

τµ2 ≤ ζ ≤ τ(2µ1 − µ2), (2.2.16)

définissons le produit scalaire sur K comme suit :

(U,U)K =
∫

Ω
{ϕϕ+ auxux}dx+

∫ L2

L1
{ψψ+ bvxvx}dx+ ζ

∫
Ω

∫ 1

0
y(x, ρ)y(x, ρ)dρdx

Le résultat de l’existence et de l’unicité est donné par ce qui suit ;

Théorème 2.2.1. Pour tout U0 ∈ K il existe une solution unique U ∈ C([0,+∞[,K )
pour le problème (2.2.14). De plus, si U0 ∈ D(A ), alors

U ∈ C([0,+∞[, D(A )) ∩ C1([0,+∞[,K ).

Démonstration. Pour arriver à prouver le résultat cité dans le Théorème 2.2.1, nous
utilisons la théorie des semi-groupes, c’est-à-dire, nous montrons que l’opérateur A

génère un C0 -semi-groupe sur K . Dans cette étape, nous nous préoccupons de prouver
que l’opérateur A est dissipative. Effectivement, pour U = (u, ϕ, v, ψ, y)T ∈ D(A ),
tels que ϕ(L2) = ψ(L2) et ζ est une constante positive, nous avons

(A U,U)K = a
∫

Ω
uxxϕdx+ b

∫ L2

L1
vxxψdx− µ1

∫
Ω
ϕ2dx

−µ2

∫
Ω
y(., 1)ϕdx− ζ

τ

∫
Ω

∫ 1

0
y(x, ρ)yρ(x, ρ)dρdx (2.2.17)

+a
∫

Ω
uxϕxdx+ b

∫ L2

L1
vxψxdx
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Regardons maintenant le dernier terme de la partie droite de (2.2.17), nous avons

ζ
∫

Ω

∫ 1

0
y(x, ρ)yρ(x, ρ)dρdx = ζ

∫
Ω

1
2
∂

∂ρ
y2(x, ρ)dρdx

= ζ

2

∫
Ω

(y2(x, 1)− y2(x, 0))dx. (2.2.18)

Effectuons une intégration par partie dans (2.2.17), tenons en compte le fait que
y(x, 0, t) = ϕ(x, t) et en utilisant (2.2.18), alors de (2.2.17) nous avons

(A U,U)K = a[uxϕ]∂Ω + b[vxψ]L2
L1

−
(
µ1 −

ζ

2τ

)∫
Ω
ϕ2dx− µ2

∫
Ω
y(., 1)ϕdx− ζ

2τ

∫
Ω
y2(x, 1)dx.(2.2.19)

En utilisant l’inégalité de Young et, (2.1.2) et l’égalité ϕ(L2) = ψ(L2), on obtient de
(2.2.19), que

(A U,U)K ≤ −
(
µ1 −

ζ

2τ −
µ2
2

)∫
Ω
ϕ2dx−

(
ζ

2τ −
µ2
2

)∫
Ω
y2(x, 1)dx. (2.2.20)

Par conséquent, en utilisant (2.2.16), on déduit que (A U,U)K ≤ 0. D’où, l’opérateur
A est dissipative.

Maintenant, pour montrer que l’opérateur A est maximal monotone, il est suffisant
de montrer que l’opérateur λI − A est surjective pour un λ > 0 fixé. En effet, soit
(f1, f2, g1, g2, h)T ∈ K , nous cherchons U = (u, v, ϕ, ψ, y)T ∈ D(A ) solution de

λu− ϕ
λv − ψ

λϕ− auxx + µ1y(., 0) + µ2y(., 1)
λψ − bvxx
λy + 1

τ
yρ


=



f1

g1

f2

g2

h


(2.2.21)

supposons qu’on a trouvé (u, v) avec une régularité convenable, alors

ϕ = λu− f1

ψ = λv − g1. (2.2.22)

Il est clair que ϕ ∈ H1(Ω) et ψ ∈ H1(L1, L2), en outre, de (2.2.21), on peut trouver
y tel que y(x, 0) = ϕ(x), x ∈ Ω , utilisons l’approche utilisée par Nicaise & Pignotti
[84], en utilisant l’équation de (2.2.21), on obtient

y(x, ρ) = ϕ(x)e−λρτ + τe−λρτ
∫ ρ

0
h(x, σ)eλστdσ
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De (2.2.22), on obtient

y(x, ρ) = λu(x)e−λρτ − f1(x)e−λρτ + τe−λρτ
∫ ρ

0
h(x, σ)eλστdσ

En utilisant (2.2.21) et (2.2.22), les fonctions u, v satisfait les equations suivantes :

λ2u− auxx + µ1y(., 0) + µ2y(., 1) = f2 + λf1

λ2v − bvxx = g2 + λg1 (2.2.23)

Puisque

y(x, 1) = ϕ(x)e−λτ + τe−λτ
∫ 1

0
h(x, σ)eλτdσ

= λue−λτ + y0(x),

for x ∈ Ω, nous avons

y0(x) = −f1(x) + τe−λτ
∫ 1

0
h(x, σ)eλτdσ (2.14)

Le problème (2.2.23) peut être reformulé comme suit∫
Ω

(λ2u− auxx + µ1λu+ +µ2λue
−λτ )ω1dx

=
∫

Ω
(f2 + λf1 − µ2λy0(x))ω1dx,∫ L2

L1
(λ2v − bvxx)ω2dx

=
∫ L2

L1
(g2 + λg1)ω2dx, (2.2.24)

for any (ω1, ω2) ∈ X∗.
Intégrons la première équation de (2.2.24) par partie, on obtient∫

Ω
(λ2u− auxx + µ1u+ +µ2λue

−λτ )ω1dx

=
∫

Ω
λ2uω1dx− a

∫
Ω
uxxω1dx+ µ1

∫
Ω
λudx+ µ2

∫
Ω
λue−λτω1dx

=
∫

Ω
λ2uω1dx+ a

∫
Ω
ux(ω1)xdx− [auxω1]∂Ω + µ1

∫
Ω
λudx+ µ2

∫
Ω
λue−λτω1dx

=
∫

Ω
(λ2 + µ1λ+ µ2λe

−λτ )uω1dx+ a
∫

Ω
ux(ω1)xdx− [auxω1]∂Ω (2.2.25)

Intégrons la deuxième équation de (2.2.24) par partie, on obtient∫ L2

L1
(λ2v − bvxx)ω2dx =

∫ L2

L1
λ2v ω2dx+ b

∫ L2

L1
vx(ω2)xdx− [bvxω2]L2

L1 . (2.2.26)
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En utilisant (2.2.25) et (2.2.26), le problème (2.2.24) est équivalent au problème

Φ((u, v), (ω1, ω2)) = l(ω1, ω2) (2.2.27)

tels que la forme bilinéaire Φ : (X∗ × X∗) → R et la forme linéaire l : X∗ → R sont
définies par

Φ((u, v), (ω1, ω2)) =
∫

Ω
(λ2 + µ1λ+ µ2λe

−λτ )uω1dx+ a
∫

Ω
ux(ω1)xdx− [auxω1]∂Ω

+
∫ L2

L1
λ2v ω2dx+ b

∫ L2

L1
vx(ω2)xdx− [bvxω2]L2

L1

et

l(ω1, ω2) =
∫

Ω
(f2 + λf1 − µ2λy0(x))ω1dx +

∫ L2

L1
(g2 + λg1)ω2dx

En utilisant les propriétés de X∗, il est claire que Φ est continue et coercive, et l est
continue. Alors en appliquant le Théorème de Lax-Milgram, on déduit que pour tout
(ω1, ω2) ∈ X∗, le problème (2.2.27) admet une unique solution (u, v) ∈ X∗. Il s’ensuit
de (2.2.25) et (2.2.26) que (u, v) ∈

{(
H2(Ω)×H2(L1, L2)

)
∩X∗

}
. Donc, l’opérateur

λI −A est dissipative pour tout λ > 0. Alors, le résultat cité dans le Théorème 2.2.1
est donné par le Théorème de Hille-Yoshida .

2.3 Décroissance exponentielle de la solution

Dans cette section on va étudier le comportement asymptotique de la solution
du système (2.1.1)-(2.1.3). Pour toute solution régulière de (2.1.1)-(2.1.3), on définie
l’énergie comme suit :

E1(t) = 1
2

∫
Ω
u2
t (x, t)dx+ a

2

∫
Ω
u2
x(x, t)dx (2.3.1)

et

E2(t) = 1
2

∫ L2

L1
v2
t (x, t)dx+ b

2

∫ L2

L1
v2
x(x, t)dx. (2.3.2)

L’énergie totale est définie par :

E(t) = E1(t) + E2(t) + ζ

2

∫
Ω

∫ 1

0
y2(x, ρ, t)dρdx (2.3.3)

tels que ζ est une constante positive définie dans (2.2.16).
notre résultat de décroissance est étudié comme suit :
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Théorème 2.3.1. Soit (u, v) une solution de (2.1.1)-(2.1.3). Supposons que µ2 < µ1

et
a

b
<
L3 + L1 − L2

2(L2 − L1) . (2.3.4)

Alors il existe deux constantes positives C et d telles que

E(t) ≤ Ce−dt, ∀t ≥ 0. (2.3.5)

Remarque 2.3.2. L’hypothèse (2.3.4) donne la relation entre les régions limitrophes et
la transmission autorisée. Il peut également être considérée comme une restriction sur
les vitesses d’onde des deux équations et la partie amortie du domaine. Il est connu
que pour les systèmes de Timoshenko [105] et les systèmes de Bresse [1] que les vitesses
d’ondes contrôlent toujours la décroissance du taux de la solution. Est une question
ouverte intéressante pour d’étudier le comportement de la solution si (2.3.4) n’est pas
satisfaite.

La démonstration du Théorème 2.3.1 sera donnée via quelques lemmes ;

Lemme 2.3.3. Soit (u, v, y) la solution de (2.2.13), (2.1.3). Supposons que µ1 ≥ µ2.
Alors on a l’inégalité suivante

dE(t)
dt

≤
(
−µ1 + µ2

2 + ζ

2τ

)∫
Ω
y2(x, 0, t)dx+

(
µ2
2 −

ζ

2τ

)∫
Ω
y2(x, 1, t)dx. (2.3.6)

Démonstration. Nous avons à patir de (2.3.3) que
dE1(t)
dt

=
∫

Ω
utt(x, t)ut(x, t)dx+ a

∫
Ω
uxt(x, t)ux(x, t)dx (2.3.7)

Using system (2.2.13), and integrating by parts, we obtain
dE1(t)
dt

= a[uxut]∂Ω − µ1

∫
Ω
u2
t (x, t)− µ2

∫
Ω
ut(x, t)y (x, 1, t))dx (2.3.8)

D’autre part, nous avons
dE2(t)
dt

= b[vxvt]L2
L1 . (2.3.9)

Utilisons le fait que
d

dt

ζ

2

∫
Ω

∫ 1

0
y2(x, ρ, t)dρdx = ζ

∫
Ω

∫ 1

0
y(x, ρ, t)yt(x, ρ, t)dρdx

= −ζ
τ

∫
Ω

∫ 1

0
yρ(x, ρ, t)y(x, ρ, t)dρdx

= − ζ

2τ

∫
Ω

∫ 1

0

d

dρ
y2(x, ρ, t)dρdx

= − ζ

2τ

∫
Ω

(y2(x, 1, t)− y2(x, 0, t))dx (2.3.10)
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Collectons (2.3.8), (2.3.9), (2.3.10), on utilise (2.1.2) et en appliquant l’inégalité de
Young, alors (2.3.6) est vraie. Ainsi, la démonstration du lemme 2.3.3 est achevée.

Suite à [4], nous définissons le fonctionnel

I(t) =
∫

Ω

∫ t

t−τ
es−tu2

t (x, s)dsdx

nous avons le lemme suivant.

Lemme 2.3.4. Soit (u, v) une solution de (2.1.1)-(2.1.3). Alors nous avons

dI(t)
dt
≤
∫

Ω
u2
t (x, t)dx− e−τ

∫
Ω
u2
t (x, t− τ)dx− e−τ

∫
Ω

∫ t

t−τ
u2
t (x, s)dsdx. (2.3.11)

La démonstration du lemme 2.3.4 est simple, nous omettons les détailles.
Maintenant, nous définissons le fonctionnel D(t) comme suit :

D(t) =
∫

Ω
uutdx+ µ1

2

∫
Ω
u2dx+

∫ L2

L1
vvtdx. (2.3.12)

Ainsi, nous avons les estimations suivantes.

Lemme 2.3.5. Le fonctionnel D(t) satisfait les estimations suivantes :

d

dt
D(t) ≤ −(a− ε0c2

0)
∫

Ω
u2
xdx− b

∫ L2

L1
v2
xdx

+
∫

Ω
u2
tdx+

∫ L2

L1
v2
t dx+ C(ε0)

∫
Ω
y2(x, 1, t)dx

Démonstration. En prenant la dérivée de D(t) avec respect de t et en exploitant (2.1.1),
on trouve

d

dt
D(t) =

∫
Ω
u2
tdx+

∫ L2

L1
v2
t dx− a

∫
Ω
u2
xdx− b

∫ L2

L1
v2
xdx

−µ2

∫
Ω
u(x, t)y(x, 1, t)dx+ [auxu]∂Ω + [bvxv]L2

L1
. (2.3.13)

En appliquant l’inégalité de Young et en utilisant les conditions aux limites (2.1.2),
nous avons

[auxu]∂Ω + [bvxv]L2
L1

= aux(L1, t)u(L1, t)− aux(L2, t)u(L2, t)
+bvx(L2, t)v(L2, t)− bvx(L1, t)v(L1, t) = 0.

(2.3.14)
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D’autre part, en appliquant l’inégalité de Poincaré et l’inégalité de Young, on obtient

µ2

∫
Ω
u(x, t)y(x, 1, t)dx ≤ ε0c

2
0

∫
Ω
u2
xdx+ C(ε0)

∫
Ω
y2(x, 1, t)dx (2.3.15)

tels que ε0 est une constante positive et c0 est la constante de Poincaré. Par conséquent,
insérons les estimations précédentes dans (2.3.13), on trouve (2.3.13).

Maintenant, s’inspirant de [73], nous introduisons le fonctionnel

q (x) =



x− L1

2 , x ∈ [0, L1] ,

x− L2 + L3

2 , x ∈ [L2, L3] ,

L2 − L3 − L1

2 (L2 − L1) (x− L1) + L1

2 , x ∈ [L1, L2]

(2.3.16)

Puis, nous définissons les fonctionnes suivants :

F1(t) = −
∫

Ω
q(x)uxutdx

et

F2(t) = −
∫ L2

L1
q(x)vxvtdx.

Alors, nous avons les estimations suivantes :

Lemme 2.3.6. Pour tout ε2 > 0, nous avons les estimations :

d

dt
F1(t) ≤ C(ε2)

∫
Ω
u2
tdx+

(
a

2 + ε2

) ∫
Ω
u2
xdx+ C(ε2)

∫
Ω
y2 (x, 1, t) dx

−a4
[
(L3 − L2)u2

x(L2, t) + L1u
2
x(L1, t)

]
(2.3.17)

et
d

dt
F2(t) ≤ L2 − L3 − L1

4 (L2 − L1)

(∫ L2

L1
v2
t dx+

∫ L2

L1
bv2
xdx

)

+ b

4
(
(L3 − L2)v2

x(L2, t) + L1v
2
x(L1, t)

)
. (2.3.18)

Démonstration. En prenant la dérivée de F1(t) avec respect de t et en utilisant l’équa-
tion (2.1.1), on obtient
d

dt
F1(t) = −

∫
Ω
q(x)utxutdx−

∫
Ω
q(x)uxuttdx (2.3.19)

= −
∫

Ω
q(x)utxutdx−

∫
Ω
q(x)ux (auxx (x, t)− µ1ut(x, t)− µ2y (x, 1, t)) dx.
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Utilisons une intégration par partie, on trouve∫
Ω
q(x)utxutdx = −1

2

∫
Ω
q′(x)u2

tdx+ 1
2
[
q(x)u2

t

]
∂Ω
. (2.3.20)

D’autre part, nous avons∫
Ω
aq(x)uxxuxdx = −1

2

∫
Ω
aq′(x)u2

xdx+ 1
2
[
aq(x)u2

x

]
∂Ω
. (2.3.21)

Insérons (2.3.20) et (2.3.21) dans (2.3.19), on trouve
d

dt
F1(t) = 1

2

∫
Ω
q′(x)u2

tdx+ 1
2

∫
Ω
aq′(x)u2

xdx−
1
2
[
q(x)u2

t

]
∂Ω
− 1

2
[
aq(x)u2

x

]
∂Ω

+
∫

Ω
q(x)ux (µ1ut(x, t) + µ2y (x, 1, t)) dx. (2.3.22)

Exploitons l’inégalité de Young et utilisons (3.3.6), then (2.3.22) becomes (2.3.19),
nous trouvons

d

dt
F1(t) ≤ C(ε2)

∫
Ω
u2
tdx+

(
a

2 + ε2

) ∫
Ω
u2
xdx−

1
2
[
q(x)u2

t

]
∂Ω
− a

2
[
q(x)u2

x

]
∂Ω

+C(ε2)
∫

Ω
y2 (x, 1, t) dx. (2.3.23)

pour tout ε2 > 0. Puisque q(L1) > 0 et q(L2) < 0, et, en utilisant les conditions aux
limites (2.1.2), on obtient

1
2
[
q(x)u2

t

]
∂Ω
≥ 0. (2.3.24)

Aussi, nous avons

−a2
[
q(x)u2

x

]
∂Ω

= −aL1

4
[
u2
x(L1, t) + u2

x(0, t)
]
− a(L3 − L2)

4
[
u2
x(L3, t) + u2

x(L2, t)
]
.

(2.3.25)

En prenant en considération (2.3.24) et (2.3.25), alors (2.3.23) donne (2.3.17).
Avec la même méthode, en prenant la dérivée de F2(t) avec respect de t, on obtient

d

dt
F2(t) = −

∫ L2

L1
q(x)vtxvtdx−

∫ L2

L1
q(x)vxvtt

= 1
2

∫ L2

L1
q′(x)v2

t dx−
1
2
[
q(x)v2

t

]L2

L1
+ 1

2

∫ L2

L1
bq′(x)v2

xdx−
b

2
[
q(x)v2

x

]L2

L1

≤ L2 − L3 − L1

4 (L2 − L1)

(∫ L2

L1
v2
t dx+

∫ L2

L1
bv2
xdx

)

+ b

4
(
(L3 − L2)v2

x(L2, t) + L1v
2
x(L1, t).

)
(2.3.26)

qui est exactement (2.3.18).
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Démonstration du Théorème 2.3.1. Nous définissons le fonctionnel de Lyapunov L (t)
comme suit

L (t) = NE(t) + I(t) + γ2D(t) + γ3F1(t) + γ4F2(t) (2.3.27)

tels que N, γ2, γ3 et γ4 sont des constantes positives que nous fixerons après.
Maintenant, il est claire que des conditions aux limites (2.1.2), que

a2u2
x(Li, t) = b2v2

x(Li, t), i = 1, 2. (2.3.28)

Dérivons (2.3.27) avec respect de t et utilisons (2.3.6), (2.3.11), (2.3.13), (2.3.17),
et on prend en considération (2.3.28), on obtient

d

dt
L (t) ≤

{
N

(
−µ1 + µ2

2 + ζ

2τ

)
+ 1 + γ2 + γ3C(ε2)

}∫
Ω
u2
tdx

+
{
N

(
µ2
2 −

ζ

2τ

)
− e−τ + γ2C(ε0) + C(ε2)γ3

}∫
Ω
y2(x, 1, t)dx

+
{
γ2(−a+ ε0c

2
0) + γ3ε2 + γ3a

2

} ∫
Ω
u2
xdx (2.3.29)

+
{
b
L2 − L3 − L1

4(L2 − L1) γ4 − γ2b

}∫ L2

L1
v2
xdx

+
{
L2 − L3 − L1

4(L2 − L1) γ4 + γ2

}∫ L2

L1
v2
t dx− e−τ

∫
Ω

∫ t

t−τ
u2
t (x, s)dsdx

−
(
γ3 −

a

b
γ4

)
a(L3 − L2)

4 u2
x(L2, t)−

(
γ3 −

a

b
γ4

)
aL1

4 u2
x(L1, t).

Maintenent, nous choisissons nos constantes dans (2.3.29), doucement, telles que les
coefficients dans (2.3.29) seront négatives. De plus, sous les hypothèses (2.3.4), on peut
d’habitudes trouverγ2, γ3 et γ4 telles que

L2 − L3 − L1

4(L2 − L1) γ4 + γ2 < 0, γ3 >
a

b
γ4, γ2 >

γ3
2 . (2.3.30)

Une fois les constantes ci-dessus sont fixés, on peut choisir ε2 et ε0 suffisamment petits
telles que

ε0c
2
0 + γ3ε2 < a(γ2 − γ3/2).

Finalement, nous gardons que (2.2.16) et choisissons N suffisamment large telle que
les premier et le deuxième coefficients dans (2.3.29) sont négatifs.
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Par conséquent, de ce qui précède, nous déduisons qu’il existe une constante positive
η1, telle que (2.3.29) devient

dL (t)
dt

≤ −η1

∫
Ω

(u2
t (x, t) + u2

x(x, t) + u2
t (x, t− τ))dx (2.3.31)

−η1

∫ L2

L1
(v2
t (x, t) + v2

x(x, t))dx− η1

∫
Ω

∫ t

t−τ
u2
t (x, s)dsdx, ∀t ≥ 0.

Par conséquent, rappelons (2.3.3), alors, nous déduisons qu’il existe, auusi, η2 > 0,
telle que

dL (t)
dt

≤ −η2E(t), ∀t ≥ 0. (2.3.32)

D’autre part, il n’est pas difficile de voir de (2.3.27) et for N suffisamment large, il
existe deux constantes positives β1 et β2 telles que

β1 E(t) ≤ L (t) ≤ β2E(t), ∀t ≥ 0. (2.3.33)

Combinons (2.3.32) et (2.3.32), nous déduisons qu’il existe Λ > 0 pour lequel l’esti-
mation

dL (t)
dt

≤ −ΛL (t), ∀t ≥ 0, (2.3.34)

est vérifiée. Intégrons (2.3.34) sur (0, t) et utilisons (2.3.32) une autre fois, alors (2.3.5)
est vérifiée. Alors, la démonstration du Théorème 2.3.1 est achevée.
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Chapitre 3
Existence et unicité de la solution

d’un problème de transmission à
terme visco-élastique avec retard

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considère un problème de transmission sur un domaine borné
à terme visco-elastique avec retard. Sous des hypothèses convenables sur la fonction
de relaxation et, la relation entre le poids d’amortissement et le poids du retard, nous
prouvons l’existence et l’unicité de de la solution en utilisant la théorie des semi-
groupes. La preuve du résultat de la décroissance générale de la solution sera donnée.
dans le chapitre suivant nous l’étudierons pour un problème similaire. L’équation des
ondes visco-élastique avec retard a été d’abord abordée, pour la première fois, par Ki-
rane et Said-Houari dans [58] où ils ont étudié l’existence et le comportement asympto-
tique de la stabilité d’une équation d’ondes visco-élastique avec retard, ils ont considéré
le problème d’équation d’ondes linéaire visco-élastique avec un amortissement linéaire
et un terme de retard

utt(x, t)−∆u(x, t) +
∫ t

0
g(t− s)∆u(x, s)ds

+µ1ut(x, t) + µ2ut(x, t− τ) = 0, x ∈ Ω, t > 0,
u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1, x ∈ Ω,
ut(x, t− τ) = f0(x, t− τ), ∈ Ω, t ∈ (0, τ),

(3.1.1)
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tels que u = u(x, t), t ≥ 0, x ∈ Ω,M dénote le Laplacien avec respect de t et de x,
Ω est un domaine régulier borné de RN , (N ≥ 1), µ1, µ2 des constantes positives,
τ < 0 est le temps retard, u0, u1, f0 des fonctions dans des espaces convenables. Le
but de leur travail est d’étudier l’existence et la stabilité asymptotique du problème
(3.1.1). En introduisant le terme de retard µ2ut(x, t− τ), ils ont fait du problème un
problème différent de ceux considérés auparavant. Premièrement, les auteurs utilisaient
la méthode d’approximation de Faedo- Galerkin avec quelques estimations d’énergie,
sous quelques restrictions sur les paramètres µ1, µ2, pour rendre le problème (3.1.1)
bien posé. Deuxièmement, sous l’hypothèse µ1 < µ2 entre le poids du terme de retard
dans le feedback et, le poids du terme sans retard, ils ont prouvé une décroissance
générale de l’énergie totale du problème (3.1.1). Alabau et al dans [2] ont traité un
modèle en combinant l’amortissement visco-elastique et l’amortissement dans le temps
du retard, ils ont considéré le problème

utt −∆u(x, t)−
∫ ∞

0
g(s)∆u(x, t− s)ds+ kut(x, t− τ) = 0, in Ω× (0,+∞),

u(x, t) = 0, on ∂Ω× (0,+∞),
u(x, t) = u0(x, t), ut(x, 0) = u1(x) in Ω× (0,+∞),

(3.1.2)

tels que Ω ⊂ Rn est un ensemble ouvert borné à frontière lisse, la valeur initiale u0

appartienne à un espace convenable, la constante τ > 0 est le temps retard, k est un
nombre réel, et le noyau mémoire µ : [0,+∞) −→ [0,+∞) est une fonction absolument
continue localement et satisfaisant :

i) g(0) = µ0 > 0 ;

ii)
∫ +∞

0
g(t)dt = µ̃ < 1 ;

iii) g′(t) 6 −αg, pour quelques α > 0.
Pour k = 0 le système précédent est exponentiellement stable voir [43]. Les auteurs ont
montré qu’un résultat de stabilité exponentielle est réalisé si le paramètre de retard k
est suffisamment petit avec respect du noyau de mémoire C’est-à-dire pour l’énergie
F (t) du problème (3.1.2), il existe une constante positive k0 telle que pour |k| < k0 il
y a σ > 0 telle que

F (t) ≤ F (0)e1−σt, t ≥ 0,

pour toute solution du problème (3.1.2). La constante k0 dépend uniquement du noyau
g(.) du terme mémoire, du temps retard τ et du domaine Ω.
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Ils ont observé que pour τ = 0 and k > 0 le modèle (3.1.2) présente les deux standard
amortissements visco-élastique et dissipatifs standards. Par conséquent, dans le cas,
sous les hypothèses précédentes sur le noyau µ, le modèle est stable exponentiellement.
Ils ont remarqué qu’une stabilité exponentielle se produit aussi pour k < 0, sous une
hypothèse de petitesse convenable sur |k|.Ils ont noté que le terme kut(t) avec k < 0
est soi-disant anti-amortissement [38] nommé amortissement avec signe opposé avec
respect de l’amortissement dissipatif standard, donc il induit une instabilité. De plus,
en l’absence de l’amortissement visco-élastique,i.e pour µ = 0, la solution de problème
précédent, avec τ = 0 et k < 0, tende exponentiellement vers l’infini.
La stabilisation des problème du modèle (3.1.2) ont été étudiés par Guesmia dans
[48] en utilisant différentes approches basées sur la construction d’un fonctionnel de
Lyapunov convenable.
Considérons le problème

utt − auxx +
∫ +∞

0
g(s)uxx(x, t− s)ds

+µ1ut(x, t) + |µ2|ut(x, t− τ) = 0, (x, t) ∈ Ω×]0,+∞[,
vtt − bvxx = 0, (x, t) ∈]L1, L2[×]0,+∞[,

(3.1.3)

tels que 0 < L1 < L2 < L3 et Ω =]0, L1[×]L2, L3[, µ1 ∈ R+
∗ , et µ2 ∈ R.

Le système (3.1.3) est muni des conditions aux limites, et de conditions de trans-
mission suivantes :

u(0, t) = u(L3, t) = 0,
u(Li, t) = v(Li, t), i = 1, 2

aux(Li, t)−
∫ +∞

0
g(s)uxx(x, t− s)ds = bvx(Li, t), i = 1, 2

(3.1.4)

et les conditions initiales sont données par :
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,
u(x, t− τ) = f0(x, t− τ), x ∈ Ω, t ∈ [0, τ ],
v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), x ∈]L1, L2[.

(3.1.5)

Pour la fonction de relaxation g, nous avons les hypothèses suivantes :
(B1) g : [0,+∞) −→ [0,+∞) est C1 fonction satisfaisant

g(0) > 0, a−
∫ +∞

0
g(t)dt = a− µ̃ = l > 0.
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(B2) il existe une fonction différentiable non croissante ξ : [0,+∞) −→ [0,+∞) telle
que

g′(t) ≤ −ξ(t)g(t), ∀t ≥ 0 and
∫ +∞

0
ξ(t)dt = +∞. (3.1.6)

Les problèmes de transmission liés au problème (3.1.3)-(3.1.5) ont été étudiés de ma-
nière approfondie. Bastos et Raposo dans [8] ils ont étudié le problème de transmission
avec amortissement dû du frottement et ont montré l’existence et l’unicité des solutions
et la stabilité exponentielle de l’énergie totale. Munos et al dans [82] ont considéré le
problème de transmission visco-élastique des ondes, ils prouvé que la dissipation pro-
duite par la partie visco-élastique peut produire une décroissance de la solution, Quelle
que soit sa taille.
Motivé par les résultats précédents notamment dans [2], nous avons l’intention d’étu-
dier dans ce chapitre l’existence et l’unicité de la solution et le résultat de décroissance
pour le problème (3.1.3)-(3.1.5), dans lequel le terme de mémoire infinie

∫ +∞

0
g(s)uxx(x, t−

s)ds est impliqué. Pour atteindre notre objectif, nous utilisons la théorie des semi-
groupes pour prouver l’existence et l’unicité des solutions, et introduisons un fonction-
nel de Lyapunov appropriée pour établir le résultat de décroissance.

3.2 Existence et unicité de la solution du problème
posé

Dans cette section, nous prouvons l’existence et l’unicité de la solution du système
(3.1.3)-(3.1.5) en utilisant le théorie des semi-groupes. Introduisons la nouvelle variable
suivante [84]

y(x, ρ, t) = ut(x, t− τρ), x ∈ Ω, ρ ∈ (0, 1), t > 0, (3.2.1)

et nous introduisons une autre nouvelle variable [30]

ηt(x, s) = u(x, t)− u(x, t− s) (x, t, s) ∈ Ω×]0,+∞[×]0,+∞[. (3.2.2)

Alors nous avons

τyt(x, ρ, t) + yρ(x, ρ, t) = 0 x ∈ Ω, ρ ∈ (0, 1), t > 0, (3.2.3)
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et

ηtt(x, s) = −ηts(x, s) + ut(x, t) (x, t, s) ∈ Ω×]0,+∞[×]0,+∞[. (3.2.4)

En utilisant (3.2.1) and (3.2.2) on peux réécrire (3.1.3)-(3.1.5) comme suit

utt = luxx +
∫ +∞

0
g(s)ηtxx(x, t− s)ds

−µ1ut(x, t)− |µ2| y(x, 1, t), (x, t) ∈ Ω×]0,+∞[,
vtt − bvxx = 0, (x, t) ∈]L1, L2[×]0,+∞[,
ηtt(x, s) = −ηts(x, s) + ut(x, t), (x, t, s) ∈ Ω×]0,+∞[×]0,+∞[,
τyt(x, ρ, t) + yρ(x, ρ, t) = 0, x ∈ Ω, ρ ∈ (0, 1), t > 0,

(3.2.5)

les conditions aux limites et de transmission (3.1.4) deviennent
u(0, t) = u(L3, t) = 0,
u(Li, t) = v(Li, t), i = 1, 2, t ∈ (0,+∞),

lux(Li, t) +
∫ +∞

0
g(s)ηtx(Li, s) = bvx(Li, t), i = 1, 2, t ∈ (0,+∞),

(3.2.6)

et les conditions initiales (3.1.5) deviennent
u(,−t) = u0(x, t), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,
y(x, 0, t) = ut(x, t), y(x, 1, t) = f0(x, t,−τ), (x, t) ∈ Ω× (0,+∞),
v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), x ∈]L1, L2[.

(3.2.7)

Il est clair que
ηt(x, 0) = 0, for all x ∈ Ω,
ηt(0, s) = ηt(L3, s) = 0, for all s > 0,
η0(x, s) = η0(s), for all s > 0.

(3.2.8)

Nous notons U = (u, ϕ, v, ψ, w, y)T . Alors on peux réécrire le problème (3.2.5) avec
(3.1.5) sous la forme U

′ = A(U)
U(0) = (u0, u1, v0, v1, η0, f0(.,−.τ))T

(3.2.9)

tels que η0 = η0(x, s) dans ∂Ω×]0,+∞[. Et l’opérateur A est défini par

A



u

ϕ

v

ψ

w

y


=



ϕ

luxx +
∫ +∞

0
g(s)wxx(s)ds− µ1ut − |µ2| y(., 1)

ψ

bvxx

−ws + ϕ

− 1
τ
yρ


(3.2.10)
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avec le domaine

D(A) =
{

(u, ϕ, v, ψ, η, y)T ∈ H; y(., 0) = ϕ on Ω
}

tels que

H =


(H2(Ω)×H2(L1, L2)) ∩X∗)×H1(Ω)

×H1(L1, L2)× L2
g((0,+∞);H1

0 (Ω))× L2(0, 1, H1(Ω))
.


L’espace X∗ est défini par

X∗ =


(u, v) ∈ H1(Ω) ∩H1(L1, L2)|u(0, t) = u(L3, t) = 0,

u (Li, t) = v (Li, t) , aux (Li, t) = bvx (Li, t) , i = 1, 2
.


L’espace de l’énergie est défini par

K = X∗ × L2(Ω)× L2(L1, L2)× L2
g((0,+∞);H1

0 (Ω))× L2((Ω)× (0, 1)).

tels que L2
g((0,+∞);H1

0 (Ω)) est un espace de Hilbert dont ses élément sont des fonc-
tions à valeurs dans H1 définies sur (0,+∞) cet espace est muni du produit scalaire

〈φ, χ〉L2
g((0,+∞);H1

0 (Ω)) =
∫

Ω

(∫ +∞

0
g(s)φx(x, s)χx(x, s)ds

)
dx

Soit

U = (u, ϕ, v, ψ, w, y)T , and Ũ = (ũ, ϕ̃, ṽ, ψ̃, w̃, ỹ)T

Alors, pour une constante positive ζ satisfaisant

τ |µ2| ≤ ζ ≤ τ(2µ1 − |µ2|) (3.2.11)

On définit le produit scalaire sur K comme suit〈
U, Ũ

〉
K

= a
∫

Ω
[ϕϕ̃dx+ luxũx]dx+ l

∫ L2

L1
[ψψ̃ + bvxṽx]dx

+a
∫

Ω

∫ +∞

0
g(s)wx(s)w̃x(x, s)dsdx

+aζ
∫

Ω

∫ 1

0
y(x, ρ)ỹ(x, ρ)dρdx

Le résultat d’existence et d’unicité est traité comme suit ;

64
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Théorème 3.2.1. Pour tout U0 ∈ K il existe une unique solution U ∈ C([0,+∞[, K)
pur le problème (3.2.9). De plus, si U0 ∈ D(A), alors

U ∈ C([0,+∞[, D(A)) ∩ C1([0,+∞[, K).

Démonstration. Pour prouver le résultat cité dans le Théorème (3.2.1), nous utilisons
la théorie des semi-groupes, c’est-à-dire, nous montrons que l’opérateur A génère un
C0−groupe sur K. Dans cette phase, nous nous restreindrons de prouver que l’opé-
rateur A est dissipatif. Effectivement, pour U = (u, ϕ, v, ψ, w, y)T ∈ D(A) et une
constante positive ζ, nous avons

〈AU,U〉K = al
∫

Ω
uxxϕdx+ bl

∫ L2

L1
vxxψdx− aµ1

∫
Ω
ϕ2dx

−a |µ2|
∫

Ω
y(., 1)ϕdx+ a

∫
Ω

(
ϕ
∫ +∞

0
g(s)wxx(s)ds

)
dx

−aζ
τ

∫
Ω

∫ 1

0
y(x, ρ)yρ(x, ρ)dρdx

+a
∫

Ω

∫ +∞

0
g(s)(−wsx(x, s) + ϕx)wx(x, s)dsdx

+al
∫

Ω
uxϕxdx+ bl

∫ L2

L1
vxψxdx. (3.2.12)

Nous avons aussi∫
Ω

∫ 1

0
y(x, ρ)yρ(x, ρ)dρdx =

∫
Ω

1
2
∂

∂ρ
y2(x, ρ)dρdx (3.2.13)

= 1
2

∫
Ω

(y2(x, 1)− y2(x, 0)dx,

en effectuant une intégration par partie dans (3.2.12) et, en utilisant la troisième
équation de (3.1.4), on obtient

al
∫

Ω
uxxϕdx+ bl

∫ L2

L1
vxxψdx+ al

∫
Ω
uxϕxdx+ bl

∫ L2

L1
vxψxdx

= [aluxϕ]∂Ω + [blvxψ]L2
L1 − al

∫
Ω
uxϕxdx

−bl
∫ L2

L1
vxψxdx+ al

∫
Ω
uxϕxdx+ bl

∫ L2

L1
vxψxdx

= 0.

Par une intégration par partie, et ’utilisation le fait que w(x, 0) = 0, nous avons

−
∫

Ω

∫ +∞

0
g(s)wsx(x, s)wx(x, s)dsdx =

∫
Ω

∫ +∞

0
g′(s) |wx(x, s)|2 dsdx. (3.2.14)
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D’après [41], et en regardant à la définition de D(A) et, en utilisant le fait que
y(x, 0, t) = ϕ(x, t), nous déduisons

1
2 〈AU,U〉K = −a(µ1 −

ζ

2τ )
∫

Ω
ϕ2dx− a |µ2|

∫
Ω
y(., 1)ϕdx− aζ

2τ

∫
Ω
y2(x, 1)dx

+a2

∫
Ω

∫ +∞

0
g′(s) |wx(x, s)|2 dsdx.

En utilisant l’inégalité de Young, on obtient
1
2 〈AU,U〉K ≤ −a(µ1 −

|µ2|
2 − ζ

2τ )
∫

Ω
ϕ2dx− a( ζ2τ −

|µ2|
2 )

∫
Ω
y2(x, 1)dx

+a2

∫
Ω

∫ +∞

0
g′(s) |wx(x, s)|2 dsdx.

Alors, en gardant à l’esprit le fait que g′(s) ≤ −ξ(t)g(s), et g(s) > 0, on obtient

〈AU,U〉K ≤ 0.

L’opérateur A est dissipatif.
Maintenant on montre que l’opérateurA est surjectif. Soient F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6)T ∈

H, nous montrons qu’il existe V = (u, ϕ, v, ψ, w, y)T ∈ D(A) tels que

(λI − A)V = F, (3.2.15)

qui est équivalent à

λu− ϕ = f1,

λϕ− (luxx +
∫+∞

0 g(s)wxx(s)ds− µ1ut − µ2y(., 1)) = f2,

λv − ψ = f3,

λψ − bvxx = f4,

λw + ws − ϕ = f5,

λy + 1
τ
yρ = f6.

(3.2.16)

Supposons qu’on a trouvé u and v avec la régularité appropriée. Donc, la première est
la troisième équations de (3.2.16) donnent ϕ = λu− f1,

ψ = λv − f3.
(3.2.17)

Il est claire que ϕ ∈ H1
0 (Ω) et ψ ∈ H1

0 (L1, L2). En outre, en utilisant la sixième
équation de (3.2.16) nous trouvons y telles que

y(x, 0) = ϕ(x), pour x ∈ Ω, (3.2.18)

66



3.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION DU PROBLÈME POSÉ

utilisons la même approche comme dans Nicaise et Pignotti [84], en utilisant la sixième
équation de (3.2.16) on trouve

y(x, 1) = ϕ(x)e−λτ + τe−λτ
∫ 1

0
f6(x, σ)eλτdσ

De (3.2.17), on obtient

y(x, 1) = λu(x)e−λτ − f1(x)e−λτ + τe−λτ
∫ 1

0
f6(x, σ)eλτdσ (3.2.19)

= λu(x)e−λτ + y0(x),

avec

y0(x) = −f1(x)e−λτ + τe−λτ
∫ 1

0
f6(x, σ)eλτdσ. (3.2.20)

Nous notons que la cinquième équation de (3.2.16) avec w(x, 0) = 0 admet une solution

unique

w(x, s) =
(∫ s

0
eλz(f5(x, z) + ϕ(x)dz

)
e−λs (3.2.21)

=
(∫ s

0
eλz(f5(x, z) + λu(x)− f1(x)dz

)
e−λs.

En utilisant (3.2.16), (3.2.17) et (3.2.18) les fonctions u et v satisfont le système
suivant λ2u− (luxx +

∫ +∞

0
g(s)wxx(s)ds− µ1y(., 0)− |µ2| y(., 1)) = f2 + λf1,

λ2v − bvxx = f4 + λf3,
(3.2.22)

soit

l̃ = l + λ
∫ +∞

0
g(s)e−λs

(∫ s

0
eλzdz

)
ds

,et

f̃ = −
∫ +∞

0
g(s)e−λs

(∫ s

0
eλz((f5(x, z)− f1(x))xxdz

)
ds,

alors le système (3.2.22) devient λ2u− l̃uxx + f̃ + µ1y(., 0) + |µ2| y(., 1) = f2 + λf1

λ2v − bvxx = f4 + λf3.
(3.2.23)
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Utilisons (3.2.18) on obtient∫
Ω

(λ2u− l̃uxx + µ1λu+ |µ2|λue−λτ )g1dx (3.2.24)

=
∫

Ω
(f2 + λf1 − f̃ − |µ2|λy0(x))g1dx, ∀g1 ∈ H1

0 (Ω)∫ L2

L1
(λ2v − bvxx)g2dx

=
∫ L2

L1
(f4 + λf3)g2dx, ∀g2 ∈ H1

0 (L1, L2). (3.2.25)

Nous devons maintenant prouver que (3.2.23) admet une solution (u, v) ∈ H2(Ω) ∩
H1

0 (Ω) × H2(L1, L2) ∩ H1
0 (L1, L2) et en la remplaçant dans (3.2.17), (3.2.18) avec

(3.2.20) pour obtenir V = (u, ϕ, v, ψ, w, y)T ∈ D(A) satisfaisant (3.2.14).
Pour résoudre le système (3.2.23) nous considérons

Φ((u, v), (g1, g2)) = Ψ(g1, g2), (3.2.26)

tels que la forme bilinéaire Φ : (H1
0 (Ω))2 × (H1

0 (L1, L2))2 −→ R
et la forme linéaire Ψ : H1

0 (Ω)×H1
0 (L1, L2) −→ R

sont définies par

Φ((u, v), (g1, g2)) =
∫

Ω
(λ2u− l̃uxx + µ1λu+ |µ2|λue−λτ )g1dx

+
∫ L2

L1
(λ2v − bvxx)g2dx,

et

Ψ(g1, g2) =
∫

Ω
(f2 + λf1 − f̃ − |µ2|λy0(x))g1dx

+
∫ L2

L1
(f4 + λf3)g2dx.

Il est claire que Φ est continue et coercive, et Ψ est continue. Alors en appliquant
le Théorème de Lax-Migram (1.3.4), on déduit que pour tout (g1, g2) ∈ H1

0 (Ω) ×
H1

0 (L1, L2), le problème (3.2.26) admet une solution unique (u, v) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (L1, L2).
En appliquant la régularité elliptique classique, il s’ensuit de (3.2.25) que (u, v) ∈
H2(Ω)∩H1

0 (Ω)×H2(L1, L2)∩H1
0 (L1, L2). Donc l’opérateur λI −A est surjectif pour

tout λ > 0. Alors le résultat cité dans le Théorème 2.1 est vérifié d’après le Théorème
de Hill-Yosida (??).

Remarque. Dans la section suivante nous allons donner seulement le théorème qui
donne la décroissance de la solution et les lemmes nécessaires à sa preuve, parce que
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ce résultat a été étudié par les auteurs Gang et al dans [40].
Pour une solution u du problème (3.1.3)-(3.1.5) on définie l’énergie par

E(t) = 1
2

∫
Ω

[u2
t (x, t) + lu2

x(x, t)]dx+ 1
2

∫ L2

L1
[v2
t (x, t) + bv2

x(x, t)]dx

+ 1
2

∫
Ω

∫ ∞
0

g(s)|ηtx(x, s)|2dsdx+ ζ

2

∫
Ω

∫ 1

0
z2(x, ρ, t)dρdx,

(3.2.27)

où ζ est une constante positive vérifiant (3.2.11).

3.3 Décroissance de la solution

Le résultat de décroissance est donné par le théorème suivant

Théorème 3.3.1. Soit (u, v) une solution de (3.1.3)-(3.1.5). Supposons que (B1),
(B2) soient vrais, que |µ2| ≤ µ1, et que pour m0 ≥ 0,∫

Ω
u2

0x(x, s)dx ≤ m0, ∀s > 0 (3.3.1)

et que

a >
8(L2 − L1)
L1 + L3 − L2

l, b >
8(L2 − L1)
L1 + L3 − L2

l (3.3.2)

soit vérifiée, alors il existent des constantes d0, d2 > 0 telles que, pour tout t ≥ 0 et
pour tout d1 ∈ (0, d0),

E(t) ≤ d2

(
1 +

∫ t

0
(g(s))1−d1ds

)
e−d1

∫ t

0 ξ(s)ds + d2

∫ +∞

t
g(s)ds. (3.3.3)

Pour la preuve du Théorème 3.3.1, nous avons besoin de quelques lemmes.

Lemme 3.3.2. Soit (u, v, z) une solution de (3.2.5)-(3.2.7). Supposons que |µ2| < µ1.
Alors nous avons l’inégalité

dE(t)
dt

≤ −c1

[ ∫
Ω
u2
t (x, t)dx+

∫
Ω
y2(x, 1, t)dx

]
+ 1

2

∫
Ω

∫ ∞
0

g′(s)|ηtx(x, s)|2dsdx.
(3.3.4)

Maintenant on définie le fonctionnel

D(t) =
∫

Ω
uutdx+ µ1

2

∫
Ω
u2dx+

∫ L2

L1
vvtdx.

Alors nous avons l’estimation suivante
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Lemme 3.3.3. Le fonctionnel D(t) satisfait

dD(t)
dt

≤
∫

Ω
u2
tdx+

∫ L2

L1
v2
t dx+ (L2ε+ ε− l)

∫
Ω
u2
xdx−

∫ L2

L1
bv2
xdx

+ g0

4ε

∫
Ω

∫ ∞
0

g(s)|ηtx(x, s)|2dsdx+ µ2
2

4ε

∫
Ω
z2(x, 1, t)dx,

(3.3.5)

où L = max(L1, L3 − L2), et ε > 0.
Maintenant, s’inspirant de [73], on introduit le fonctionnel

q (x) =



x− L1

2 , x ∈ [0, L1] ,

x− L2 + L3

2 , x ∈ [L2, L3] ,

L2 − L3 − L1

2 (L2 − L1) (x− L1) + L1

2 , x ∈ [L1, L2]

(3.3.6)

Ils est facile de voire que q(x) est bornée : |q(x)| ≤M , telle queM = max{L1

2 ,
L3 − L2

2 }.
On définie les fonctionnelles

F1(t) = −
∫

Ω
q(x)ut

(
lux +

∫ ∞
0

g(s)ηtx(x, s)ds
)
dx, F2(t) = −

∫ L2

L1
q(x)vxvtdx.

Alors nous avons les résultats suivants

Lemme 3.3.4. Les fonctionnels F1(t) et F2(t) vérifient

dF1(t)
dt

≤
(
l + g0

2 + M2µ2
1

4ε1
+ ε1M

2
) ∫

Ω
u2
tdx+

(
l2 + 2l2ε1

) ∫
Ω
u2
xdx

+ M2µ2
2

4ε1

∫
Ω
z2(x, 1, t)dx+ (g0 + 2g0ε1)

∫
Ω

∫ ∞
0

g(s)|ηtx(x, s)|2dsdx

− g(0)
4ε1

∫
Ω

∫ ∞
0

g′(s)|ηtx(x, s)|2dsdx−
[
l + g0

2 q(x)u2
t

]
∂Ω

−
[
q(x)

2

(
lux(x, t) +

∫ ∞
0

g(s)ηtx(x, s)ds
)2]

∂Ω

(3.3.7)

et

dF2(t)
dt

≤ −L1 + L3 − L2

4(L2 − L1)

( ∫ L2

L1
v2
t dx+

∫ L2

L1
bv2
xdx

)
+ L1

4 v2
t (L1)

+ L3 − L2

4 v2
t (L2) + b

4
(
(L3 − L2)v2

x(L2, t) + L1v
2
x(L1, t)

)
.

(3.3.8)
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3.3. DÉCROISSANCE DE LA SOLUTION

En ce qui suit [4], on définie le fonctionnel

I(t) = τ
∫

Ω

∫ 1

0
e−τρy2(x, ρ, t)dρdx,

alors nous avons le lemme suivant.

Lemme 3.3.5. Le fonctionnel I(t) satisfait

dI(t)
dt
≤ −c2

( ∫
Ω
y2(x, 1, t)dx+ τ

∫
Ω

∫ 1

0
y2(x, ρ, t)dρdx

)
+
∫

Ω
u2
t (x, t)dx.

Finalement, pour la preuve du Théorème 3.1.1 les auteurs dans [40] ont considéré
le fonctionnel de Lyapunov suivant

L(t) = N1E(t) +N2D(t) + F1(t) +N4F2(t) + I(t), (3.3.9)

tel que N1, N2, N4 sont des constantes positives. Ils ont prouvé l’équivalence entre L(t)
et E(t). Puis par le choix des constantes une par une, ils ont prouvé l’existence de
d0, , d2 > 0 telles que pour tout d1 ∈ (d0, d2) (3.3.3) est vérifiée.
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Chapitre 4
Décroissance pour un problème de

transmission avec mémoire et terme
de retard en fonction de temps

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons un problème de transmission avec mémoire et
un terme de retard en fonction de temps,
utt(x, t)− auxx(x, t) +

∫ t

0
g(t− s)uxx(x, s)ds+ µ1ut(x, t)

+|µ2|ut(x, t− τ(t)) = 0, (x, t) ∈ Ω× (0,+∞),
vtt(x, t)− bvxx(x, t) = 0, (x, t) ∈ (L1, L2)× (0,+∞),

(4.1.1)

tels que 0 < L1 < L2 < L3, Ω =]0, L1[∪]L2, L3[, a, b, µ1, sont des constantes positives,
et µ2 est un nombre réel τ(t) > 0 est la fonction retard.

Le système (4.1.1) est muni des conditions aux limites et conditions de transmission
comme suit :

u(0, t) = u(L3, t) = 0,
u(Li, t) = v(Li, t), i = 1, 2,(
a−

∫ t

0
g(s)ds

)
ux(Li, t) = bvx(Li, t), i = 1, 2,

(4.1.2)
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et des conditions initiales :
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,
u(x, t− τ(t)) = f0(x, t− τ(t)), x ∈ Ω, t ∈ [0, τ ],
v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), x ∈]L1, L2[.

(4.1.3)

Supposons qu’il existe des constantes positives τ 0, τ telles que

0 < τ 0 ≤ τ(t) ≤ τ (4.1.4)

De plus, supposons que

τ ∈ W 2,∞([0, T ]), ∀T > 0. (4.1.5)

et

τ ′(t) ≤ d < 1, ∀t > 0, (4.1.6)

Les problèmes (4.1.1)-(4.1.3) liés à la propagation d’ondes sur un corps composé de
deux matériels élastiques différents sont appelés problèmes de transmission, dont le
corps est constitué par une partie élastique et une partie visco-élastique. Durant les
dernières années, plusieurs auteurs ont étudié les équations d’ondes avec amortissement
visco-élastique et ont montré que la dissipation produite par la partie visco-élastique
peut produire la décroissance de la solution voir par exemple [14, 15, 26] est les réfé-
rences dans le domaine.
Calvalcanti et al. dans [26] ont étudié l’équation ci-dessous,

utt −∆u+
∫ t

0
g(t− τ)∆u(τ)dτ + a(x)ut + |u|γu = 0, in Ω× (0,∞)

tels que a : Ω → R+ vérifiant a(x) ≥ a0 > 0 sur w ⊂ Ω, avec w satisfaisant des
restrictions géométriques, et

−ζ1g(t) ≤ g′(t) ≤ −ζ2g(t), t ≥ 0, (4.1.7)

les auteurs ont montré la décroissance exponentielle en utilisant la méthode de pertur-
bation de l’énergie. Berrimi et Messaoudi [14] ont obtenu le même résultat avec moins
d’exigences sur, a et g tout les deux.
Kirane et Said-houari [58] ont considéré l’équation visco-élastique avec retard

utt−∆u+
∫ t

0
g(t− s)∆u(, x− s)d+µ1ut(x, t) +µ2ut(x, t− τ) = 0, surΩ× (0,∞)
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tels que µ1, et µ2 sont des constantes positives. Ils ont établi un résultat générale de
décroissance de l’énergie sous les conditions 0 ≤ µ2 ≤ µ1. Récemment, Liu, [69] a
confirmé ce résultat en considérant l’équation avec un terme de fonction retard, telle
que le coefficient µ2 du retard n’est pas nécessairement positif. Pour µ2 = 0, le système
(4.1.1)-(4.1.3) a été étudié par [8] ; pour Ω = [0, L1], les auteurs ont montré l’existence
et l’unicité de la solution, et stabilité exponentielle de l’énergie totale. Muñoz Rivera
et Oquendo [82] ont étudié les propagation d’ondes sur un corps constitué d’une partie
élastique et une composante visco-élastique comme suit, ils ont considéré le problème
de transmission ρ1utt − α1uxx = 0, x ∈]0, L0[, t > 0,

ρ2vtt − α2vxx +
∫ t
0 g(t− s)vxx(s)ds = 0, x ∈]L0, L[, t > 0,

(4.1.8)

avec les conditions de limites et les conditions initiales suivantes :
u(0, t) = v(L, t), u(L0, t) = v(L0, t), t > 0,
α1ux(L0, t) = α2vx(L0, t)−

∫ t
0 g(t− s)vx(s)ds, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ [0, L0],
v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), x ∈ [L0, L].

(4.1.9)

Ici ρ1 et ρ2 sont les densités des matériels et α1, α2 sont les coefficients élastiques et g
est une fonction positive exponentiellement décroissante. Ils ont montré que la dissipa-
tion produite par la partie visco-élastique est suffisante pour générer une décroissance
exponentielle pour la solution, quelque soit la petitesse de sa valeur. Ma et Oquendo
[70] ont considéré un problème de transmission impliquant deux équations d’ Euler-
−Bernoulli modélisant la vibration d’une poutre composée. En utilisant uniquement
l’amortissement d’un seul terme au bord, ils ont montré l’existence globale et la pro-
priété de décroissance de la solution. Marzocchi et al [73] ont examiné un problème de
transmission uni-dimensionnel semi-linéaire de thermos-élasticité classique pour lequel
ils ont montré que la combinaison de la première et la troisième énergies de la solution
décroit exponentiellement vers zéro, quelque soit la petitesse de l’amortissement. Un
même résultat a été montré par Messaoudi et Said-Houari [79], où un problème de
transmission thermos-élastique de type III a été examiné. Voir aussi Marzocchi et al.
[74] pour un problème de transmission thermos-élastique multidimensionnel linéaire.

Pour µ2 > 0, le problème (4.1.1) contient un terme retard dans le feedback interne.
Ce term de retard peut déstabiliser le système (4.1.1)-(4.1.3) qui est exponentielle-
ment stable en l’absence de retards [8]. L’effet du retard sur la stabilité des systèmes
hyperboliques a été étudié par plusieurs auteurs. Voir par exemple [31, 32].
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Dans [84] les auteurs ont examiné un système d’équations d’ondes avec amortisse-
ment linéaire au bort avec retard

utt −∆u = 0, x ∈ Ω, t > 0,
u(x, t) = 0, x ∈ Γ0, t > 0,
∂u
∂ν

(x, t) = µ1ut(x, t) + µ2ut(x, t− τ), x ∈ Γ1, t > 0,
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,
ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,
ut(x, t− τ) = g0(x, t− τ), x ∈ Ω, τ ∈ (0, 1),

(4.1.10)

sous les hypothèses

µ2 < µ1, (4.1.11)

ils ont prouvé que la solution est exponentiellement stable. Par contre, si (4.1.11) n’est
pas vérifié , ils ont trouvé une suite de retards pour laquelle la solution correspondante
de (4.1.10) sera instable. Nous rappelons le résultat trouvé par Xu et al [106], où les
auteurs ont prouvé le même résultat comme dans [84] pour un espace uni-dimensionnel
en adoptant l’approche spectrale analytique.

Motivé par les résultats ci-dessus, nous avons l’intention de considérer la bonne
position et la décroissance de la solution du problème (4.1.1)-(4.1.3). La difficulté qui
peut être rencontrée ici est l’apparence de terme visco-élastique et le retard en même
temps. Le but de ce chapitre est l’étude de la stabilité asymptotique du système (4.1.1)-
(4.1.3) tels que la condition |µ2| < µ1. Le chapitre est organisé comme suit. Dans la
section 2, nous donnons quelques outils nécessaires par notre travail et exposons notre
résultat. Le résultat de la décroissance générale est donné dans la section 3.

4.2 Préliminaires et principaux résultats

Dans cette section, nous présentons quelques notions et outils qui vont êtres utilisés
pour montrer nos résultats.
Tout d’abord nous introduisons les notations suivantes :

(g ∗ h)(t) :=
∫ t

0
g(s− t)h(s)ds

(g � h)(t) :=
∫ t

0
g(s− t)|h(t)− h(s)|ds,

(g�h)(t) :=
∫ t

0
g(t− s)|h(t)− h(s)|2ds.
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Notons que le signe de (g�h)(t) dépend du signe de g. Nous pouvons facilement voir
que l’opérateur défini en haut satisfait

(g ∗ h)(t) :=
(∫ t

0
g(s)

)
h(t)ds− (g � h)(t),

|(g � h)(t)|2 ≤
(∫ t

0
|g(s)|ds

)
(|g|�h)(t).

Lemme 4.2.1. Pour tout g, h ∈ C1(R), l’identité suivante est vérifiée

2[g ∗ h]h′ = g′�h− g(t)|h|2 − d

dt

{
g�h−

(∫ t

0
g(s)ds

)
|h|2

}
Pour la fonction de relaxation g, nous supposons

(G1) g :→ R+ est une C1 fonction satisfaisant

g(0) > 0, 0 < β(t) := a−
∫ t

0
g(s)ds and 0 < β0 := a−

∫ ∞
0

g(s)ds.

(G2) Il existe une fonction différentiable ξ(t) : R→ R+ telle que

g′(t) ≤ −ξ(t)g(t), ∀t ≥ 0 and
∫ ∞

0
ξ(t) = +∞.

Ces hypothèses impliquent

β0 ≤ β(t) ≤ a. (4.2.1)

Nous introduisons une nouvelle variable comme suit [84]

y(x, ρ, t) = ut(x, t− τ(t)ρ), x ∈ Ω, ρ ∈ (0, 1), t > 0. (4.2.2)

D’où, on obtient

τ(t)yt(x, ρ, t) + (1− τ ′(t)ρ)yρ(x, ρ, t) = 0, in Ω× (0, 1)× (0,+∞). (4.2.3)

Alors, le problème (4.1.1) est équivalent au système


utt(x, t)− auxx(x, t) + g ∗ uxx + µ1ut(x, t) + |µ2|y(x, 1, t) = 0, (x, t) ∈ Ω×]0,+∞[,
vtt(x, t)− bvxx(x, t) = 0, (x, t) ∈]L1, L2[×]0,+∞[,
τ(t)yt(x, ρ, t) + (1− τ ′(t)ρ)yρ(x, ρ, t) = 0, in Ω× (0, 1)× (0,+∞),

(4.2.4)
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Les conditions aux limites et de transmission prennent la forme

u(0, t) = u(L3, t) = 0, (x, t) ∈ Ω× [O,+∞),
u(Li, t) = v(Li, t), i = 1, 2, t ∈ (0,+∞),(
a−

∫ t
0 g(s)ds

)
ux(Li, t) = bvx(Li, t), i = 1, 2, t ∈ (0,+∞),

y(x, 0, t) = ut(x, t), (x, t) ∈ Ω× (0,+∞)
y(x, ρ, t) = f0(x, t− τ(t)), (x, t) ∈ Ω× (0, τ).

(4.2.5)

Similaire à [95, 11], nous notons l’espace de Hilbert X∗ défini par

X∗ =
{

(u, v) ∈ H1(Ω) ∩H1(L1, L2) : u(0, t) = u(L3, t) = 0,

u(Li, t) = v(Li, t),
(
a−

∫ t

0
g(s)ds

)
ux(Li, t) = bvx(Li, t), i = 1, 2

}
.

et

L2 = L2(Ω)× L2(L1, L2).

Nous traitons le problème sans étudier l’existence et l’unicité. Cette dernière peut être
obtenue par combinaison de [ [58], [39]].

Lemme 4.2.2. Supposons que |µ2| ≤ µ1, (G1) et (G2) sont vérifiés. Etant donné
(u0, v0) ∈ X∗, (u1, v1) ∈ L2 et f0 ∈ L2((0, 1), H1(Ω)), il existe une solution faible
(u, v, y) pour le problème (4.2.4)- (4.2.5) telle que

(u, v) ∈ C(R+;X?) ∩ C1(R+;L2),
y ∈ C(R+;L2(0, 1), H1(Ω)).

Pour toute solution régulière de (4.1.1)-(4.1.3), on définit les énergies suivantes

E1(t) = 1
2

∫
Ω
u2
t (x, t) dx+ β(t)

2

∫
Ω
u2
x(x, t)dx+ 1

2

∫
Ω

(g�ux)dx (4.2.6)

E2(t) = 1
2

∫ L2

L1
v2
t (x, t) dx+ b

2

∫ L2

L1
v2
x(x, t) dx . (4.2.7)

L’énergie totale est définie par

E(t) = E1(t) + E2(t) + ζ

2

∫
Ω

∫ t

t−τ(t)
u2
x(x, s)dsdx (4.2.8)
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telle que ζ est une constante positive définie par

|µ2|√
1− d

≤ ζ ≤ 2µ1 −
|µ2|√
1− d

(4.2.9)

Notre résultat de décroissance est donné comme suit :

Théorème 4.2.3. Soit (u, v) la solution de (4.1.1)-(4.1.3). Supposons que |µ2| < µ1

and

b >
4(L2 − L1)
L1 + L3 − L2

β0, a >
4(L2 − L1)
L1 + L3 − L2

β0 (4.2.10)

Alors il existe deux constantes positives C et d0, telles que pour tout t ∈ R+ et pour
tout d1 ∈ (0, d0)

E(t) ≤ Ce−d1
∫ t

0 ξ(s)ds. (4.2.11)

4.3 Décroissance générale de la solution

Dans cette section nous étudions le comportement asymptotique du système (4.1.1)-
(4.1.3). We use the following lemmas.

Lemme 4.3.1. Soit (u,v,y) la solution du problème ( (4.1.1)-(4.1.3)). Supposons que
|µ2| < µ1. Alors nous avons

dE(t)
dt

≤ −(µ1 −
|µ2|
√

1− d
2 − ζ

2)
∫

Ω
u2
t (x, t) dx (4.3.1)

−
(ζ(1− d)

2 − |µ2|
2
√

1− d
) ∫

Ω
u2
t (x, t− τ(t))dx

+1
2

∫
Ω

(g′�ux)(t)dx

Démonstration. Multiplions la première équation du système (4.2.4) par ut, et inté-
grons par partie, et avec (4.2.5), on obtient

1
2
d

dt

{∫
Ω

[u2
t (x, t) + au2

x(x, t)]dx
}

= −µ1

∫
Ω
u2
t (x, t)dx− |µ2|

∫
Ω
ut(x, t)ut(x, t− τ(t))dx+

∫ t

0
g(t− s)

∫
Ω
ux(s)uxt(t)dsdx.

(4.3.2)
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Du lemme 2.1, le dernier terme du coté droit de (4.3.2) peut être écrit comme suit∫ t

0
g(t− s)

∫
Ω
ux(s)uxt(t)dsdx+ 1

2g(t)
∫

Ω
u2
xdx

= 1
2

{∫ t

0
g(s)

∫
Ω
u2
x(x, t)−

∫
Ω

(g�ux)(t)dx
}

+ 1
2

∫
Ω

(g′�ux)(t)dx.
(4.3.3)

Alors (4.3.2) devient

1
2
d

dt

{∫
Ω

[u2
t (x, t) + β(t)u2

x(x, t)]dx
}

+ 1
2

∫
Ω

(g�ux)(t)dx

= −µ1

∫
Ω
u2
t (x, t)dx− |µ2|

∫
Ω
ut(x, t)ut(x, t− τ(t))dx

−1
2g(t)

∫
Ω
u2
xdx+ 1

2

∫
Ω

(g′�ux)(t)dx

(4.3.4)

D’autre part, nous avons

dE2(t)
dt

= b[vxvt]L2
L1 . (4.3.5)

Utilisons le fait que

d

dt

∫
Ω

∫ t

t−τ(t)
u2
t (x, s) ds dx =

∫
Ω
u2
t (x, t)dx− (1− τ ′(t))

∫
Ω
u2
t (x, t− τ(t)) dx (4.3.6)

et collectons (4.3.2), (4.3.3), (4.3.4) (4.3.5), et utilisons (4.1.2) en appliquant l’inégalité
de Young, nous montrons que (4.3.1) est vérifiée. La preuve est complété.

Notons par

c0 = min

{
µ1 −

|µ2|
√

1− d
2 − ζ

2 ,
ζ(1− d)

2 − |µ2|
2
√

1− d

}
(4.3.7)

Alors (4.3.1) devient

dE(t)
dt

≤ −c0

[∫
Ω
u2
t (x, t) dx+

∫
Ω
u2
t (x, t− τ(t))dx

]
+ 1

2

∫
Ω

(g′�ux)(t)dx (4.3.8)

En suite [4], nous définissons le fonctionnel

I(t) =
∫

Ω

∫ t

t−τ(t)
es−tu2

t (x, s) ds dx ,

Nous formulons le lemme suivant
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Lemme 4.3.2. Let (u, v) be the solution of (4.1.1)-(4.1.3). Alors

dI(t)
dt
≤
∫

Ω
u2
t (x, t) dx− (1−d)e−τ

∫
Ω
u2
t (x, t− τ(t))dx− e−τ

∫
Ω

∫ t

t−τ(t)
u2
t (x, s) ds dx.

(4.3.9)

Démonstration. By differentiating I(t) and using (4.1.4)-(4.1.6), we obtain
dI(t)
dt

=
∫

Ω
u2
t (x, t) dx−

∫
Ω
e−τ(t)u2

t (x, t− τ(t))(1− τ ′(t)) dx

−
∫

Ω

∫ t

t−τ(t)
es−t)u2

t (x, s) ds dx.

≤
∫

Ω
u2
t (x, t) dx− (1− d)e−τ

∫
Ω
u2
t (x, t− τ(t))dx

−e−τ
∫

Ω

∫ t

t−τ(t)
u2
t (x, s) ds dx

Notons

c1 = min
{

(1− d)e−τ , e−τ
}

(4.3.10)

Alors (4.3.9) devient

dI(t)
dt
≤
∫

Ω
u2
t (x, t) dx−c1

{∫
Ω
u2
t (x, t− τ(t))dx+

∫
Ω

∫ t

t−τ(t)
u2
t (x, s) ds dx

}
. (4.3.11)

Maintenant, nous définissons le fonctionnel D(t) comme suit

D(t) =
∫

Ω
uut dx+ µ1

2

∫
Ω
u2 dx+

∫ L2

L1
vvt dx. (4.3.12)

Alors, nous avons l’estimation suivante.

Lemme 4.3.3. Le fonctionnel D(t) satisfait

d

dt
D(t) ≤ (c?ε+ ε− β(t))

∫
Ω
u2
xdx− b

∫ L2

L1
v2
xdx

+ 1
4ε(a− β(t))

∫
Ω

(g�ux)dx+ µ2
2

4ε

∫
Ω
u2
t (x, t− τ(t))dx

+
∫

Ω
u2
t dx+

∫ L2

L1
v2
t dx

(4.3.13)
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Démonstration. Calculons la dérivée de D(t) avec respect de t et en utilisant (4.2.4) ,
nous obtenons

d

dt
D(t) =

∫
Ω
u2
tdx+

∫ L2

L1
v2
t dx−

∫
Ω

(aux − g ? ux)ux, dx− b
∫ L2

L1
v2
x dx

− |µ2|
∫

Ω
u(x, t)ut(x, t− τ(t))dx

=
∫

Ω
u2
t − β(t)

∫
Ω
u2
x −

∫
Ω

(g � ux)uxdx

− |µ2|
∫

Ω
u(x, t)ut(x, t− τ(t))dx.

(4.3.14)

D’autre part, nous avons de l’inégalité de Poincaré et de l’inégalité de Young,

|µ2|
∫

Ω
u(x, t)ut(x, t− τ(t)) dx ≤ µ2

2
4ε

∫
Ω
ut(x, t− τ(t))dx+ c?ε

∫
Ω
u2
x dx (4.3.15)

où ε > 0.
L’inégalité de Young et (G1) donnent∫

Ω
(g � ux)uxdx ≤ ε

∫
Ω
u2
x dx+ 1

4ε

∫
Ω

(g � ux)2dx

≤ ε
∫

Ω
u2
xdx+ 1

4ε(a− β(t))
∫

Ω
(g�ux)dx

(4.3.16)

Insérons l’estimation (4.3.15, et (4.3.16) dans (4.3.14), alors (4.3.13) est réalisée. La
preuve est complétée.

Maintenant, s’inspirant de [73], nous introduisons la fonction

q (x) =



x− L1

2 , x ∈ [0, L1] ,

x− L2 + L3

2 , x ∈ [L2, L3] ,

L2 − L3 − L1

2 (L2 − L1) (x− L1) + L1

2 , x ∈ [L1, L2]

(4.3.17)

Il est facile de voir que q(x) est bornée, c’est c’est-à-dire |q(x)| ≤ M , tels que M =
max(L1

2 ,
L3 − L2

2 ) est une constante positive.
Ensuite, nous définissons les fonctionnelles

F1(t) = −
∫

Ω
q(x)ut(aux − g ? ux) dx, F2(t) = −

∫ L2

L1
q(x)vxvt dx.

Alors, nous obtenons les estimations.
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Lemme 4.3.4. Pour tout ε1 > 0, nous avons l’estimation :

d

dt
F1(t) ≤

[
−q(x)

2 (aux − g ? ux)2
]
∂Ω
−
[
a

2q(x)u2
t

]
∂Ω

+
[
a

2 + µ2
1

2ε1
+ M2

4ε1

] ∫
Ω
u2
t dx

+
[
ε1M

2a2 + β2(t) + 2M2ε1(a− β(t))2 + c2ε1
] ∫

Ω
u2
xdx+ µ2

2
2ε1

∫
Ω
u2
t (x, t− τ(t))dx

+
(
1 + 2M2ε1)(a− β(t)

) ∫
Ω

(g�ux)dx+ (a− β(t))ε1
∫

Ω
(g′�ux)dx.

(4.3.18)

et
d

dt
F2(t) ≤ L2 − L3 − L1

4(2−L1) (
∫ L2

L1
v2
t dx+

∫ L2

L1
bv2
x dx)

+ b

4
(
(L3 − L2)v2

x(L2, t) + L1v
2
x(L1, t)

)
.

(4.3.19)

Démonstration. Prenons la dérivée de F1(t) avec respect de t et utilisons (4.1.1), on
obtient
d

dt
F1(t) = −

∫
Ω
q(x)utt(aux − g ? ux)dt dx−

∫
Ω
q(x)ut(auxt − g(t)ux(t) + (g′ � ux)(t)) dx

=
[
q(x)

2 (aux − g ? ux)2
]
∂Ω

+ 1
2

∫
Ω
q′(x)(aux − ux)2dx−

[
a

2q(x)u2
t

]
∂Ω

dx

+ a

2

∫
Ω
q′(x)u2

tdx−
∫

Ω
q(x)(µ1ut(x, t) + |µ2|ut(x, t− τ(t))(g ? ux)dx

+
∫

Ω
q(x)aux(µ1ut(x, t) + |µ2|ut(x, t− τ(t))dx

−
∫

Ω
q(x)ut[(g′ � ux)(t)− g(t)ux]dx.

(4.3.20)

Notons que
1
2

∫
Ω
q′(x)(aux − g ? ux)2dx = 1

2

∫
Ω

[(
a−

∫ t

0
g(s)ds

)
ux + g � ux

]2
dx

≤
∫

Ω
|β(t)|2u2

xdx+
∫

Ω
|g � ux|2dx

≤
∫

Ω
|β(t)|2u2

xdx+ (a− β(t))
∫

Ω
(g�ux)dx

(4.3.21)

L’inégalité de Young donne pour tout ε1 > 0∫
Ω
q(x)aux(µ1ut(x, t) + |µ2|ut(x, t− τ(t))dx

≤ ε1M
2a2

∫
Ω
u2
xdx+ µ2

1
4ε1

∫
Ω
u2
tdx+ µ2

2
4ε1

∫
Ω
u2
t (x, t− τ(t))dx

(4.3.22)
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et ∫
Ω
q(x)ux(µ1ut(x, t) + |µ2|ut(x, t− τ(t))(g ? ux))dx

≤ ε1M
2
∫

Ω
(g ? ux)2dx+ µ2

1
4ε1

∫
Ω
u2
tdx+ µ2

2
4ε1

∫
Ω
u2
t (x, t− τ(t))dx

≤ 2ε1M2(a− β(t))2
∫

Ω
u2
xdx+ 2ε1M2(a− β(t))

∫
Ω

(g�ux)dx+
∫

Ω
u2
tdx

+ µ2
2

4ε1

∫
Ω
u2
t (x, t− τ(t))dx

(4.3.23)

en outre∫
Ω
q(x)ut[(g′ � ux)(t)− g(t)ux]dx

≤ M2

4ε1

∫
Ω
u2
tdx+ c2ε1

∫
Ω
u2
xdx+ (a− β(t))ε1

∫
Ω

(g′�ux)dx.
(4.3.24)

Insérons (4.3.21)-(4.3.24), dans (4.3.20) on obtient (4.3.18).

Par la même méthode, dérivons F2(t) avec respect de t, on obtient

d

dt
F2(t) = −

∫ L2

L1
q(x)vtxvt dx−

∫ L2

L1
q(x)vxvtt

= 1
2

∫ L2

L1
q′(x)v2

t dx−
1
2[q(x)v2

t ]L2
L1 + 1

2

∫ L2

L1
bq′(x)v2

x dx−
b

2[q(x)v2
x]L2
L1

≤ L2 − L3 − L1

4(L2 − L1)

( ∫ L2

L1
v2
t dx+

∫ L2

L1
bv2
x dx

)
+ b

4
(
(L3 − L2)v2

x(L2, t) + L1v
2
x(L1, t)

)
.

(4.3.25)

qui et exactement (4.3.19).

Dénotons par

c2 = |a− β(t)| c3 = max((1 +M2ε1)c2,
1
4εc2) (4.3.26)

Démonstration du Théorème 2.3
Nous définissons le fonctionnel de Lyapunov

L (t) = γ1E(t) + I(t) + γ2D(t) + γ3F1(t) + γ4F2(t), (4.3.27)

tels que γ1, γ2, γ3 et γ4 sont des constantes positives qui vont êtres fixés plus tard.
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Dérivons (4.3.27) avec respect de t et utilisons les lemmes ci-dessus, nous obtenons

d

dt
L (t) ≤

{
− γ1c0 + 1 + γ2 + γ3(a2 + µ2

1
2ε1

+ M2

4ε1
)
} ∫

Ω
u2
t dx

+
{
− γ1c0 − c1 + µ2

2γ2
4ε + µ2

2γ3
2ε1

} ∫
Ω
u2
t (x, t− τ(t)) dx

+
{
− γ2((β(t)− ε(c? + 1))

+ γ3(ε1M2a2 + β2(t) + 2M2ε1(a− β(t))2 + c2ε1)
} ∫

Ω
u2
x dx

+
{
b
L2 − L3 − L1

4(L2 − L1) γ4 − γ2b
} ∫ L2

L1
v2
x dx

+
{L2 − L3 − L1

4(L2 − L1) γ4 + γ2

} ∫ L2

L1
v2
t dx

+ (−γ4 − aγ3)
[
L4

4 v2
x(L1, t) + L3 − L2

4 v2
x(L2, t)

]
+ c3(γ4 + γ3)

∫
Ω

(g�ux)dx+ (γ1
2 − c2γ3)

∫
Ω

(g′�ux)dx.

(4.3.28)

Jusqu’à ce point, nous choisissons nos constantes dans (4.3.28), doucement, tels que
tous les coefficients dans (4.3.28) soient négatives sauf les deux derniers.
Effectivement, sous les hypothèses (4.2.10), nous pouvons toujours trouver γ2, γ3 et γ4

tels que

γ2 <
L1 + L3 − L2

4(L2 − L1) γ4, γ4 > aγ3, γ2 > γ3β0. (4.3.29)

Une fois les constantes sont fixés, on peut choisir ε et ε1 suffisamment petits

γ2ε(c? + 1) + γ3(ε1M2a2 + 2M2ε1(a− β(t))2 + c2ε1) < γ2 − γ3β(t).

Nous choisissons γ1 suffisamment large tels que les deux premiers coefficients des deux
premiers termes dans (4.3.28) soient négatives et le dernier coefficient est positive.
Alors nous déduisons qu’il existe deux constantes positives α1 et α2 tels que (4.3.28
devient

d

dt
L (t) ≤ −α1E(t) + α2

∫
Ω

(g�ux)dx. (4.3.30)

D’autre part, d’après la définition des fonctionnels D(t),F1(t),F2(t), I(t), et E(t),
pour γ1 suffisamment large , il existe une constante positive α3 satisfaisant

|γ1D(t) + γ3F1(t) + γ4F2(t) + I(t)| ≤ α3E(t). (4.3.31)
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qui implique

(γ1 − α3)E(t)) ≤ L (t) ≤ (γ1 + α3)E(t)) (4.3.32)

D’autre part, en utilisant (G1) et(4.3.1), nous avons

ξ(t)
∫

Ω
(g�ux)dx ≤

∫
Ω

((ξg)�ux))dx ≤ −
∫

Ω
(g′�ux)dx ≤ −2 d

dt
E(t) (4.3.33)

Nous définissons le fonctionnel L(t) par

L(t) = ξ(t)L (t) + 2α2E(t).

Le fait que L et E(t) sont équivalents et (G2) impliquent, pour quelques constantes
positives η1, et η2,

η1E(t) ≤ L(t) ≤ η2E(t) (4.3.34)

Utilisons (4.3.33),(4.3.34) et avec (G2), on obtient

d

dt
L(t) = ξ′(t)L (t) + ξ(t) d

dt
L (t) + 2α2

d

dt
E(t)

≤ ξ(t)
(
−α1E(t) + α2

∫
Ω

(g�ux)dx
)

+ 2α2
d

dt
E(t)

≤ −α1ξ(t)E(t)
≤ −d0ξ(t)L(t)

(4.3.35)

tels que d0 = α1

η2
nous concluons cela, pour tout d1 ∈ (0, d0),

d

dt
L(t) ≤ −d1ξ(t)L(t). (4.3.36)

Intégrons (4.3.36) sur (0, t) on obtient

L(t) ≤ L(0)e−d1
∫ t

0 ξ(s)ds,∀t ≥ 0. (4.3.37)

Alors (4.2.11) est vérifiée. Alors la preuve du théorème 2.3 est complète.

85



Deuxième partie

Problèmes aux limites
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Chapitre 5
Un Problème aux limites d’évolution

5.1 Introduction

La théorie des inégalités variationnelles en ces dernières années, a connu un déve-
loppement très vite, ayant comme modèle, la théorie variationnelle de problèmes aux
limites pour les équations aux dérivées partielles. La théorie des inégalités variation-
nelles représente une généralisation de la théorie des problèmes aux limites et nous
permet de considérer de nouveaux problèmes découlant de beaucoup de domaines de
mathématiques appliquées, comme la physique, la mécanique, la théorie de contrôle,
et la science de l’ingénieur.

Alors que si la théorie variationnelle de problèmes aux limites a connu, son point
de départ, d’après la méthode de projection orthogonale, la théorie des inégalités va-
riationnelles a son point de départ d’après la projection sur un ensemble convexe.
Le premier théorème d’existence pour les inégalités variationnelles a été prouvé en
connexion avec la théorie des équations du second ordre à coefficients discontinus afin
de les rassembler, comme elle étaient au début, théorie potentielle et théorie des équa-
tions aux dérivées partielles elliptiques.
Par exemple, de résultats générales sur l’analyse des équations variationnelles, com-
prenant des résultats d’existence et unicité, peuvent êtres trouvés dans [7, 18, 44, 45,
49, 57, 68].

La théorie des inégalités variationnelles joue aussi, un rôle important dans l’étude
des problèmes aux limites non linéaires qui apparaissent en mécanique, en physique et
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les sciences d’ingénieur.
Le phénomène de contact entre des corps déformables ou entre des corps déformables
et autre corps rigides est en abondance dans l’industrie chaque jour. Le contact de
plaquettes de frein avec les disques de roues, pneus avec las roues, pistons avec les che-
mises, sont des exemples simples. Procédés industriels courants tels que le formage des
métaux , pour l’extrusion par exemple en métal, impliquent des évolutions de contact.
En raison de leur complexité inhérente, les phénomènes de contact conduisent à des
modèles mathématiques exprimés en termes de problèmes non linéaires elliptiques ou
problèmes d’évolution aux limites. Pour cette raison, des progrès considérables ont été
accomplis récemment dans la modélisation de l’analyse mathématique. Pour cette fina-
lité, il utilisent divers concepts mathématiques qui comprennent à la fois les inégalités
variationnelles et hemi-variationelles et inclusions multivaluées. Des excellentes réfé-
rences sur l’analyse des problèmes de contact impliquant des matières élastiques avec
ou sans friction sont [7, 18, 44, 45, 49, 57, 68]. L’analyse variationnelle de différents
problèmes de contact peuvent êtres trouvée dans [102]. Les résultats de l’existence,
d’unicité et de régularité dans l’étude de beaucoup de nouveaux classes des inégalités
variationnelles sont prouvés dans [35, 50, 52, 49, 56, 86, 88, 97, 102].
Nous utiliserons une méthode appelée pénalisation. Nous tenons à souligner que cette
méthode, souvent utilisée pour démontrer la régularité des solutions, peut parfois être
utilisée pour obtenir cette existence lorsque les hypothèses des théorèmes généraux
ne sont pas applicables. La méthode de pénalisation consiste de changer l’inégalité
variationnelle par une famille de problèmes non linéaires aux limites et, de démontrer
que leurs solutions convergent vers la solution de l’inégalité variationnelle d’origine. La
difficulté principale est de pouvoir trouver une estimation convenable à priori. Nous
soulignons qu’il existe différent choix de pénalisation. des travaux récent en théorie
d’optimisation avaient montré quelques relations entre les conditions d’optimalité, la
notion de fonction écart, et la solution des inégalités variationnelles. Le résultat établi
dans [6, 104] fait une référence explicite de relation entre la fonction d’écart en théo-
rie d’optimisation et une vue variationnelle. Résoudre des problèmes d’optimisation
avec contraintes c’est approximer le problème avec une fonction contenant un terme
de pénalité, voir [9, 83]. En d’autre terme, dans le cas où la formulation de l’inégalité
variationnelle des conditions d’équilibre déterminant un problème spécifique est carac-
térisée par une fonction à Jacobien symétrique, alors la solution avec les conditions
d’équilibre et la solution du problème d’optimisation particulier sont les même.
L’étude de la dualité des problèmes élastiques avec contraintes normales et loi de
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Colomb faisaient le sujet d’étude de plusieurs travaux dont, la dualité peut être uti-
lisée pour la dérivation des critères du problème donné indirectement en considérant,
l’une des formulations alternative. Aussi, un problème donné peut être souvent résolu
par la méthode de dualité, voir [102] pages 155-161. Le but de la deuxième partie de
cette thèse, est d’introduire le lecteur dans la théorie mathématique des problèmes
de contact des corps déformables. Ce qui concerne la modélisation mathématique et
l’analyse variationnelle des modèles, comprenant l’existence, l’unicité et les résultats
de convergence. Le contact est de friction et modélisé par de multiples conditions, y
compris la compliance normale et le terme de mémoire.
Le but de ce chapitre est de donner une étude d’un système d’analyse variationnelle
traitant un problème aux limites en utilisant les arguments des inégalités variation-
nelles d’évolution et des opérateurs de mémoire. Le problème qui nous intéresse dans
ce chapitre conduit à partir d’une formulation variationnelle primaire à une inégalité
variationnelle d’évolution. En revanche, sa formulation variationnelle duale est sous la
forme d’une inégalité variationnelle avec un opérateur de mémoire. Pour introduire ce
problème, soit L, h et T des constantes positive donnés , on note Ω = (0, L)× (−h, h).
Partout ci-dessous, nous utilisons la notation (x, y) pour un point de Ω et les indices
x et y représenteront les dérivées partielles avec respect de la variable. Le problème
considéré est le suivant.
Soit Ω = (0, L) × (−h, h) tel que L > 0 et h > 0. Soit T > 0. Nous considérons le
problème aux limites suivant.

Problème P . Trouver les fonctions u = u(x, y, t) : [0, L] × [−h, h] × [0, T ] → R et
w = (x, t) : [0, L]× [0, T ]→ R tels que

λu̇xx + Euxx + µu̇yy +Guyy + qB = 0 (5.1.1)
pour tout (x, y) ∈ Ω, t ∈ [0, T ],

µẇxx +Gwxx + (λ− µ)u̇xy + (E −G)uxy + fB = 0 (5.1.2)
pour tout (x, y) ∈ Ω, t ∈ [0, T ],

u(0, y, t) = w(0, t) = 0 pour tout y ∈ [−h, h], t ∈ [0, T ], (5.1.3)
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λu̇x(L, y, t) + Eux(L, y, t) = 0 (5.1.4)
pour tout y ∈ [−h, h], t ∈ [0, T ],

µ(u̇y(L, y, t) + ẇx(L, y, t)) +G(uy(L, y, t) + wx(L, y, t)) = 0 (5.1.5)
pour tout y ∈ [−h, h], t ∈ [0, T ].

µ(u̇y(x, h, t) + ẇx(x, t)) +G(uy(x, h, t) + wx(x, t)) = qN(x, t) (5.1.6)
pour tout x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ],

(λ− 2µ)u̇x(x, h, t) + (E − 2G)ux(x, h, t) = fN(x, t) (5.1.7)
pour tout x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ].

|(λ− 2µ)(u̇x(x,−h, t) + (E − 2G)(ux(x,−h, t)| ≤ g, (5.1.8)

−(λ− 2µ)(u̇x(x,−h, t)− (E − 2G)(ux(x,−h, t) = g
ẇ(x, t)
|ẇ(x, t)|

if ẇ(x, t) 6= 0, pour tout x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ],

µ(u̇(x,−h, t) + ẇ(x, t)) +G(uy(x,−h, t) + wx(x, t)) = 0 (5.1.9)

u(x, y, 0) = u0(x, y), w(x, 0) = w0(x), (5.1.10)

pour tout x ∈ [0, L], y ∈ [−h, h].

Problème P décrit l’équilibre d’une plaque visco-élastique soumis à l’action des
forces du corps et des tractions et à des contraintes unilatérales sur la frontière. Ici Ω
représente la section transversale de la plaque, u est le déplacement horizontal et w
est le déplacement vertical. λ et µ sont les coefficients positives de viscosité et E et G
sont des constantes positives élastiques.

On donne, dans ce qui suit, une brève description des équations et conditions aux
limites du problème P , y compris leur signification mécanique.

Premièrement, les équations (5.1.1) et (5.1.2) représentent les équations d’équilibre
pour lesquelles les fonctions qB = qB(x, y, t) : Ω × [0, T ] → R et fB = fB(x, y, t) :
Ω× [0, T ]→ R sont les composantes verticales et horizontale des forces du corps.

La condition (5.1.3) montre que la plaque est fixée sur la frontière x = 0 et les
conditions (5.1.4), (5.1.5) montre que la frontière x = L est libre de tractions. Ensuite,
les conditions (5.1.6), (5.1.7) représentent la condition de traction. ici, les fonctions
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qN = qN(x, t) : [0, L] × [0, T ] → R et fN = fN(x, t) : [0, L] × [0, T ] → R dénotent
les composantes horizontale et verticale de la force de traction forces qui actent sur le
sommet y = h de la plate.

La condition (5.1.8) représente la condition de contact bilatérale contact condition
sur le dessous x = −h et la condition (5.1.9) représente la loi de frottement, pour la
quelle la fonction g ≥ 0 est donnée.

Finalement, (5.1.10) représente la condition initiale pour laquelle les fonctions u et
w sont les déplacements initiales horizontal et vertical, respectivement.

Le reste du Chapitre est structuré comme suit. Dans la Section 5.2 nous listons
les hypothèses sur les données et dérivons la formulation variationnelle du problème
P . Dans la Section 5.3 nous énonçons et prouvons notre résultat, Théorème 5.3.1, qui
énonce l’unique faible du problème. La démonstration est basée sur les arguments des
inégalités variationnelles d’évolution.

Dans la Section 5.4 nous énonçons et démontrons le résultat de convergence, Théo-
rème 5.4.1. Il énonce la dépendance continue de la solution avec les donnés. Finalement,
dans la Section 5.5 nous introduisons la formulation variationnelle duale du problème
P pour laquelle nous prouvons une existence, unicité et résultat d’équivalence, Théo-
rème 5.5.2.

5.2 Variational formulation

Nous commençons par des notations et des notions préliminaires. Alors, pour tout
espace de Hilbert Y notons par 〈·, ·〉Y produit scalaire ‖ · ‖Y la norme associée, i.e.
‖y‖2

Y = 〈u, u〉Y pour tout y ∈ Y . Pour un espace normé Y nous notons par C([0, T ];Y )
l’espace des fonctions continues définies sur [0, T ] à valeurs dans Y , équipé de la norme
canonique. En outre, ‖ · ‖L(Y,Z) dénote la norme pour l’espace des opérateurs linéaires
continus sur Y à valeur dans l’espace normé Z.

Partout ci-dessous, nous utilisons la notation standard pour les espaces de Lebesgue
et de Sobolev. En plus, rappelons que Ω = (0, L) × (−h, h), nous introduisons les
espaces

V = {u ∈ H1(Ω) : u(0, ·) = 0}, W = {w ∈ H1(0, L) : w(0) = 0}. (5.2.1)

On notera que les égalités u(0, ·) = 0 et w(0) = 0 dans les définitions des espaces V
et W sont comprises dans le sens des traces. Les espaces V et W sont des espaces de
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Hilbert munis du produit scalaire canonique défini par

〈u, ψ〉V =
∫∫

Ω
(uψ + uxψx + uyψy) dxdy ∀u, ψ ∈ V, (5.2.2)

〈w,ϕ〉W =
∫ L

0
(wϕ+ wxϕx) dx ∀w,ϕ ∈ W. (5.2.3)

Nous considérons aussi le produit d’espaces X = V × W équipé munis du produit
scalaire canonique défini par

〈u,v〉X = 〈u, ψ〉V + 〈w,ϕ〉W ∀u = (u,w), v = (ψ, ϕ) ∈ X, (5.2.4)

Nous considérons l’espace de Hilbert U = L2(0, L) muni de son produit scalaire cano-
nique.

Sur les donnés du Problème P nous faisons les hypothèses suivantes.

λ > 0, E > 0, µ > 0, G > 0. (5.2.5)

fB ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), qB ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). (5.2.6)

fN ∈ L2(0, T ;U), qN ∈ L2(0, T ;U). (5.2.7)

g ≥ 0. (5.2.8)

u0 ∈ V, w0 ∈ W. (5.2.9)

Sous ces hypothèses nous définissons les opérateurs A,B : X → X le fonctionnel
j : X → R et la fonction f : [0, T ]→ X par les égalités

〈Au,v〉X = λ
∫∫

Ω
uxψx dxdy + µ

∫∫
Ω

(uy + wx)(ψy + ϕx) dxdy, (5.2.10)

〈Bu,v〉X = E
∫∫

Ω
uxψx dxdy +G

∫∫
Ω

(uy + wx)(ψy + ϕx) dxdy, (5.2.11)

j(v) = g
∫ L

0
|ϕ| dx, (5.2.12)

〈f(t), v〉X (5.2.13)

=
∫∫

Ω
qB(t)ψ dxdy +

∫∫
Ω
fB(t)ϕdxdy +

∫ L

0
qN(t)ψ dx+

∫ L

0
fN(t)ϕdx

∀u = (u,w), v = (ψ, ϕ), v = (ψ, ϕ) ∈ X, t ∈ [0, T ]
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Nous considérons aussi les conditions initiales u0 ∈ X données par

u0 = (u0, v0). (5.2.14)

Nous notons que les définitions ci-dessus ne spécifient pas la dépendances des diverses
fonctions aux variables x et y.

Avec ces préliminaires nous sommes dans la position d’extraire la formulation va-
riationnelle du Problème P . Nous précédons formellement. Nous supposons dans la
suite que u = (u(x, y, t), w(x, t)) représentent la solution du Problème P et soit
v = (ψ(x, y), ϕ(x)) ∈ X, t ∈ [0, T ] fixé. Multiplions (5.1.1) par ψ − u̇ et intégrons
sur Ω, on obtient

∫∫
Ω
λu̇xx(x, y, t)(ψ(x, y)− u̇(x, y, t)) dxdy (5.2.15)

+
∫∫

Ω
Euxx(x, y, t)(ψ(x, y)− u̇(x, y, t)) dxdy

+
∫∫

Ω
µu̇yy(x, y, t)(ψ(x, y)− u̇(x, y, t) dxdy.

+
∫∫

Ω
Guyy(x, y, t)(ψ(x, y)− u̇(x, y, t) dxdy +

∫∫
Ω
qBdxdy = 0.

Utilisons la formule de Green nous avons,

∫∫
Ω
Euxx(x, y, t)(ψ(x, y)− u̇(x, y, t)) dxdy (5.2.16)

= E
∫ h

−h
ux(L, y, t)(ψ(L, y)− u̇(L, y, t)) dy

−E
∫ h

−h
ux(0, y, t)(ψ(0, y)− u̇(0, y, t)) dy

−E
∫∫

Ω
ux(x, y, t)(ψx(x, y)− u̇x(x, y, t)) dxdy.

Avec des arguments similaires nous avons∫∫
Ω
Guyy(x, y, t)(ψ(x, y)− u̇(x, y, t)) dxdy (5.2.17)

= −G
∫ L

0
uy(x,−h, t)(ψ(x,−h)− u̇(x,−h, t)) dx

+G
∫ L

0
uy(x, h, t)(ψ(x, h)− u̇(x, h, t)) dx

−G
∫∫

Ω
uy(x, y, t)(ψy(x, y)− u̇y(x, y, t)) dxdy.
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∫∫
Ω
λu̇xx(x, y, t)(ψ(x, y)− u̇(x, y, t)) dxdy (5.2.18)

= λ
∫ h

−h
u̇x(L, y, t)(ψ(L, y)− u̇(L, y, t)) dy

−λ
∫ h

−h
u̇x(0, y, t)(ψ(0, y)− u̇(0, y, t)) dy

−λ
∫∫

Ω
u̇x(x, y, t)(ψx(x, y)− u̇x(x, y, t)) dxdy.

∫∫
Ω
µu̇yy(x, y, t)(ψ(x, y)− u̇(x, y, t)) dxdy (5.2.19)

= −µ
∫ L

0
u̇y(x,−h, t)(ψ(x,−h)− u̇(x,−h, t)) dx

+µ
∫ L

0
u̇y(x, h, t)(ψ(x, h)− u̇(x, h, t)) dx

−µ
∫∫

Ω
u̇y(x, y, t)(ψy(x, y)− u̇y(x, y, t)) dxdy.

Maintenent on additionne les égalités (5.2.16)–(5.2.19), et puis on utilise les conditions
aux limites (5.1.3), (5.1.4) et la définition (5.2.1) de l’espace V pour déduire que

E
∫∫

Ω
ux(x, y, t)(ψx(x, y)− u̇x(x, y, t)) dxdy

+G
∫∫

Ω
uy(x, y, t)(ψy(x, y)− u̇y(x, y, t)) dxdy

+λ
∫∫

Ω
u̇x(x, y, t)(ψx(x, y)− u̇x(x, y, t)) dxdy.

+µ
∫∫

Ω
u̇y(x, y, t)(ψy(x, y)− u̇y(x, y, t)) dxdy.

=
∫ L

0
(Guy(x, h, t) + µu̇y(x, h, t))(ψ(x, h)− u̇(x, h, t)) dy

−
∫ L

0
(Guy(x,−h, t) + µu̇y(x,−h, t))(ψ(x,−h)− u̇(x,−h, t)) dx

+
∫∫

Ω
qB(t)(ψ(x, t)− u̇(x, y, t))dxdy (5.2.20)

Supposons maintenant que x ∈ [0, L] est fixé. Nous intégrons l’équation (5.1.2) avec
respect de y sur [−h, h] on déduit que

2hµẇxx(x, t) + 2hGwxx(x, t)

+ (λ− µ)
∫ h

−h
u̇xy(x, y, t) dy + (E −G)

∫ h

−h
uxy(x, y, t) dy +

∫ h

−h
fB(t)dy = 0.

(5.2.21)

Alors, on écrit∫ h

−h
uxy(x, y, t) dy = ux(x, h, t)− ux(x,−h, t)
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et ∫ h

−h
u̇xy(x, y, t) dy = u̇x(x, h, t)− u̇x(x,−h, t)

Pour faciliter le calcul on pose

σ = (λ− 2µ)u̇x(x,−h, t) + (E − 2G)ux(x,−h, t)

Utilisons (5.1.7) et (5.1.8) on obtient

(λ− µ)
∫ h

−h
u̇xy(x, y, t) dy + (E −G)

∫ h

−h
uxy(x, y, t) dy (5.2.22)

= (λ− µ)(u̇x(x, h, t)− u̇x(x,−h, t))

+(E −G)(ux(x, h, t)− ux(x,−h, t))

= (λ− 2µ)(u̇x(x, h, t)− u̇x(x,−h, t))

+(E − 2G)(ux(x, h, t)− ux(x,−h, t))

+µ(u̇x(x, h, t)− u̇x(x,−h, t)) +G(ux(x, h, t)− ux(x,−h, t))

= −σ + (λ− 2µ)u̇x(x, h, t) + (E − 2G)ux(x, h, t)

+µ(u̇x(x, h, t)− u̇x(x,−h, t)) +G(ux(x, h, t)− ux(x,−h, t))

= fN(x, t)− σ + µ(u̇x(x, h, t)− u̇x(x,−h, t))
+G(ux(x, h, t)− ux(x,−h, t))

Ensuite, nous soustrairions les égalités (5.2.22) et (5.2.21) on déduit

−2hGwxx(x, t)− 2hµẇxx(x, t) (5.2.23)
= fN(x, t)− σ + µ(u̇x(x, h, t)− u̇x(x,−h, t))

+G(ux(x, h, t)− ux(x,−h, t)) +
∫ h

−h
fB(t)dy.

Considérons maintenant un élément ξ = ξ(x) ∈ W . Nous multiplions l’égalité (5.2.23)
par ξ, et puis nous intégrons le résultat sur [0, L] pour trouver que

−2hG
∫ L

0
wxx(x, t)ξ(x) dx− 2hµ

∫ L

0
ẇxx(x, t)ξ(x) dx (5.2.24)

=
∫ L

0
−σξ(x)dx+ µ

∫ L

0
(u̇x(x, h, t)− u̇x(x,−h, t))ξ(x)dx

+G
∫ L

0
(ux(x, h, t)− ux(x,−h, t))ξ(x)dx

+
∫ L

0
fNξ(x)dx+

∫∫
Ω
fB(t)ξ(x)dxdy
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Ensuite, nous faisons une intégration par partie et utilisons l’égalité ξ(0) = 0 pour voir
que

−2hG
∫ L

0
wxx(x, t)ξ(x) dx (5.2.25)

= −2hGwx(L, t)ξ(L) + 2hG
∫ L

0
wx(x, t)ξx(x) dx,

−2hµ
∫ L

0
ẇxx(x, t)ξ(x) dx

= −2hµẇx(L, t)ξ(L) + 2hµ
∫ L

0
ẇx(x, t)ξx(x) dx,

Insérons (5.2.25) dans (5.2.24) pour obtenir,

2hG
∫ L

0
wx(x, t)ξx(x) dx+ 2hµ

∫ L

0
ẇx(x, t)ξx(x) dx (5.2.26)

=
∫ L

0
−σξ(x)dx+ µ

∫ L

0
(u̇x(x, h, t)− u̇x(x,−h, t))ξ(x)

+G
∫ L

0
ux(x, h, t)− ux(x,−h, t))ξ(x)dx

+2hGwx(L, t)ξ(L) + 2hµẇx(L, t)ξ(L)

+
∫ L

0
fNξ(x)dx+

∫∫
Ω
fBξ(x)dxdy

D’autre part nous avons l’identité

2hG
∫ L

0
wx(x, t)ξx(x)dx = G

∫∫
Ω
wx(x, t)ξx(x)dxdy (5.2.27)

Alors (5.2.26) devient

G
∫∫

Ω
wx(x, t)ξx(x) dxdy + µ

∫∫
Ω
ẇx(x, t)ξx(x) dxdy, (5.2.28)

=
∫ L

0
−σξ(x)dx+ µ

∫ L

0
(u̇x(x, h, t)− u̇x(x,−h, t))ξ(x)

+G
∫ L

0
ux(x, h, t)− ux(x,−h, t))ξ(x)dx

+2hGwx(L, t)ξ(L) + 2hµẇx(L, t)ξ(L)

+
∫ L

0
fNξ(x)dx+

∫∫
Ω
fBξ(x)dxdy
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Maintenant, nous additionnons les égalités (5.2.20) et (5.2.28 en prenant en considé-
ration ξ = ϕ− ẇ on obtient

E
∫∫

Ω
ux(x, y, t)(ψx(x, y)− u̇x(x, y, t)) dxdy (5.2.29)

+G
∫∫

Ω
uy(x, y, t)(ψy(x, y)− u̇y(x, y, t)) dxdy

+λ
∫∫

Ω
u̇x(x, y, t)(ψx(x, y)− u̇x(x, y, t)) dxdy.

+µ
∫∫

Ω
u̇y(x, y, t)(ψy(x, y)− u̇y(x, y, t)) dxdy.

+G
∫∫

Ω
wx(x, t)(ϕx(x)− ẇx(x, t)) dxdy

+µ
∫∫

Ω
ẇx(x, t)(ϕx(x, t)− ẇx(x, t)) dxdy,

=
∫∫

Ω
qB(t)(ψ(x, t)− u̇(x, y, t))dxdy

+
∫ L

0
fN(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx

+
∫∫

Ω
fB(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dxdy

−
∫ L

0
σ(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx

+µ
∫ L

0
u̇x(x, h, t)(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx

+G
∫ L

0
ux(x, h, t)(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx

+G
∫ L

0
uy(x, h, t)(ψ(x, h)− u̇(x, h, t))

+µ
∫ L

0
u̇y(x, h, t))(ψ(x, h)− u̇(x, h, t)) dx

−µ
∫ L

0
u̇x(x,−h, t)(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx

−G
∫ L

0
ux(x,−h, t)(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx

−G
∫ L

0
uy(x,−h, t)(ψ(x, t)− u̇(x,−h, t))

−µ
∫ L

0
u̇y(x,−h, t))(ψ(x, t)− u̇(x,−h, t)) dx

+2hGwx(L, t)ξ(L) + 2hµẇx(L, t)ξ(L)
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d’autre part nous avons

µ
∫ L

0
u̇x(x, h, t)(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx (5.2.30)

= µu̇(L, h, t)(ϕ(L, t)− ẇ(L, t))− µ
∫ L

0
u̇(x, h, t)(ϕx(x, t)− ẇx(x, t))dx.

G
∫ L

0
ux(x, h, t)(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx

= Gu(L, h, t)(ϕ(L, t)− ẇ(L, t))−G
∫ L

0
u(x, h, t)(ϕx(x, t)− ẇx(x, t))dx.

−µ
∫ L

0
u̇x(x,−h, t)(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx

= −µu̇(L,−h, t)(ϕ(L, t)− ẇ(L, t))− µ
∫ L

0
u̇(x,−h, t)(ϕx(x, t)− ẇx(x, t))dx.

−G
∫ L

0
ux(x, h, t)(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx

= −Gu(L,−h, t)(ϕ(L, t)− ẇ(L, t))−G
∫ L

0
u(x,−h, t)(ϕx(x, t)− ẇx(x, t))dx.

2hµẇx(L, t)(ϕ(L, t)− ẇ(L, t)) = µ
∫ h

−h
ẇx(L, t)(ϕ(L, t)− ẇ(L, t))dy

2hGwx(L, t)(ϕ(L, t)− ẇ(L, t)) = G
∫ h

−h
wx(L, t)(ϕ(L, t)− ẇ(L, t))dy

Additionnons ces six égalités, on obtient

Σ = µ
∫ L

0
u̇x(x, h, t)(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx+G

∫ L

0
ux(x, h, t)(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx

−µ
∫ L

0
u̇x(x,−h, t)(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx−G

∫ L

0
ux(x, h, t)(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx

+2hµẇx(L, t)(ϕ(L, t)− ẇ(L, t)) + 2hGwx(L, t)(ϕ(L, t)− ẇ(L, t))

= µ(u̇x(L, h, t)− u̇x(L,−h, t))(ϕ(L, t)− ẇ(L, t))dx
+G(ux(L, h, t)− ux(L,−h, t))(ϕ(L, t)− ẇ(L, t))dx

−µ
∫ L

0
u̇(x, h, t)− u̇(x,−h, t)(ϕx(x, t)− ẇx(x, t))dx

−G
∫ L

0
u(x, h, t)− u(x,−h, t)(ϕx(x, t)− ẇx(x, t))dx

+µ
∫ h

−h
ẇx(L, t)(ϕ(L, t)− ẇ(L, t))dy

+G
∫ h

−h
wx(L, t)(ϕ(L, t)− ẇ(L, t))dy
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D’autre part on a aussi

G(u(L, h, t)− u(L, h, t))(ϕ(L, t)− ẇ(L, t))

= G
∫ h

−h
uy(L, y, t)(ϕ(L, t)− ẇ(L, t))dy

µ(u̇(L, h, t)− u̇(L,−h, t)(ϕ(L, t)− ẇ(L, t))dx

= µ
∫ h

−h
u̇y(L, y, t)(ϕ(L, t)− ẇ(L, t))dy

−µ
∫ L

0
(u̇(x, h, t)− u̇(x,−h, t))(ϕx(x, t)− ẇx(x, t))dx

= −µ
∫ L

0

∫ h

−h
u̇y(x, y, t)(ϕx(x, t)− ẇx(x, t))dxdy.

−G
∫ L

0
(u(x, h, t)− u(x,−h, t))(ϕx(x, t)− ẇx(x, t))dx

= −G
∫ L

0

∫ h

−h
uy(x, y, t)(ϕx(x, t)− ẇx(x, t))dxdy.

Alors

Σ = µ
∫ h

−h
u̇y(L, y, t)(ϕ(L, t)− ẇ(L, t))dy +G

∫ h

−h
uy(L, y, t)(ϕ(L, t)− ẇ(L, t))dy

−µ
∫ L

0

∫ h

−h
u̇y(x, y, t)(ϕx(x, t)− ẇx(x, t))dxdy.

−G
∫ L

0

∫ h

−h
uy(x, y, t)(ϕx(x, t)− ẇx(x, t))dxdy.

+µ
∫ h

−h
ẇx(L, t)(ϕ(L, t)− ẇ(L, t))dy

+G
∫ h

−h
wx(L, t)(ϕ(L, t)− ẇ(L, t))dy

=
∫ h

−h
[µ(u̇y(L, y, t) + ẇx(L, t)) +G(uy(L, y, t) + wx(L, t))] (ϕ(L, t)− ẇ(L, t))dy

−µ
∫∫

Ω
u̇y(x, y, t)(ϕx(x, t)− ẇx(x, t))dxdy −G

∫ L

0
uy(ϕx(x, t)− ẇx(x, t))dxdy

Utilisons (5.1.5) on obtient

Σ = −µ
∫∫

Ω
u̇y(x, y, t)(ϕx(x, t)− ẇx(x, t))dxdy−G

∫ L

0
uy(ϕx(x, t)− ẇx(x, t))dxdy

(5.2.31)
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Insérons (5.2.31) dans (5.2.29) on obtient

E
∫∫

Ω
ux(x, y, t)(ψx(x, y)− u̇x(x, y, t)) dxdy (5.2.32)

+G
∫∫

Ω
uy(x, y, t)(ψy(x, y)− u̇y(x, y, t)) dxdy

+λ
∫∫

Ω
u̇x(x, y, t)(ψx(x, y)− u̇x(x, y, t)) dxdy.

+µ
∫∫

Ω
u̇y(x, y, t)(ψy(x, y)− u̇y(x, y, t)) dxdy.

+G
∫∫

Ω
wx(x, t)(ϕx(x)− ẇx(x, t)) dxdy

+µ
∫∫

Ω
ẇx(x, t)(ϕx(x, t)− ẇx(x, t)) dxdy,

+G
∫∫

Ω
wx(x, t)(ϕx(x)− ẇx(x, t)) dxdy

+µ
∫∫

Ω
ẇx(x, t)(ϕx(x, t)− ẇx(x, t)) dxdy,

=
∫∫

Ω
qB(t)(ψ(x, t)− u̇(x, y, t))dxdy

+
∫ L

0
fN(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx

+
∫∫

Ω
fB(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dxdy

−
∫ L

0
σ(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx

+µ
∫ L

0
u̇y(x, h, t))(ψ(x, h)− u̇(x, h, t)) dx

+G
∫ L

0
uy(x, h, t)(ψ(x, h)− u̇(x, h, t))

−µ
∫ L

0
u̇y(x,−h, t))(ψ(x, t)− u̇(x,−h, t)) dx

−G
∫ L

0
uy(x,−h, t)(ψ(x, t)− u̇(x,−h, t))

De (5.1.6) nous tirons

µu̇y(x, h, t) +Guy(x, h, t) = qN(x, t)− µẇx(x, t)−Gwx(x, h, t)
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Alors

µ
∫ L

0
u̇y(x, h, t))(ψ(x, t)− u̇(x, h, t)) dx

+G
∫ L

0
uy(x, h, t)(ψ(x, h)− u̇(x, h, t)) (5.2.33)

=
∫ L

0
qN(x, t)(ψ(x, t)− u̇(x, h, t)dx− µ

∫ L

0
ẇx(x, t)(ψ(x, t)− u̇(x, h, t)dx

−G
∫ L

0
wx(x, h, t)(ψ(x, t)− u̇(x, h, t)dx

De (5.1.9) nous obtenons

−µu̇y(x,−h, t)−Guy(x,−h, t) = µẇx(x, t) +Gwx(x, h, t)

Alors

−µ
∫ L

0
u̇y(x,−h, t))(ψ(x, t)− u̇(x,−h, t)) dx

−G
∫ L

0
uy(x,−h, t)(ψ(x, t)− u̇(x, h, t)) (5.2.34)

= µ
∫ L

0
ẇx(x, t)(ψ(x, t)− u̇(x,−h, t)dx

+G
∫ L

0
wx(x,−h, t)(ψ(x, t)− u̇(x,−h, t)dx

On combine (5.2.32),(5.2.33), et (5.2.34) on obtient

E
∫∫

Ω
ux(x, y, t)(ψx(x, y)− u̇x(x, y, t)) dxdy (5.2.35)

+G
∫∫

Ω
uy(x, y, t)(ψy(x, y)− u̇y(x, y, t)) dxdy

+λ
∫∫

Ω
u̇x(x, y, t)(ψx(x, y)− u̇x(x, y, t)) dxdy.

+µ
∫∫

Ω
u̇y(x, y, t)(ψy(x, y)− u̇y(x, y, t)) dxdy.

+G
∫∫

Ω
wx(x, t)(ϕx(x)− ẇx(x, t)) dxdy

+µ
∫∫

Ω
ẇx(x, t)(ϕx(x, t)− ẇx(x, t)) dxdy,

+G
∫∫

Ω
wx(x, t)(ϕx(x)− ẇx(x, t)) dxdy

+µ
∫∫

Ω
ẇx(x, t)(ϕx(x, t)− ẇx(x, t)) dxdy,
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=
∫∫

Ω
qB(t)(ψ(x, t)− u̇(x, y, t))dxdy

+
∫ L

0
fN(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx

+
∫∫

Ω
fB(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dxdy

−
∫ L

0
σ(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx

+
∫ L

0
qN(x, t)(ψ(x, t)− u̇(x, h, t)dx

−µ
∫ L

0
ẇx(x, t)(ψ(x, t)− u̇(x, h, t)dx

−G
∫ L

0
wx(x, t)(ψ(x, t)− u̇(x, h, t)dx

+µ
∫ L

0
ẇx(x, t)(ψ(x, t)− u̇(x,−h, t)dx

+G
∫ L

0
wx(x,−h, t)(ψ(x, t)− u̇(x,−h, t)dx

D’autre part nous avons

(−→f ,−→v ) =
∫∫

Ω
qB(t)(ψ(x, t)− u̇(x, y, t))dxdy (5.2.36)

+
∫ L

0
fN(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx

+
∫∫

Ω
fB(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dxdy

+
∫ L

0
qN(x, t)(ψ(x, t)− u̇(x, h, t)dx

∀−→v = (ψ, ϕ) ∈ X

Nous avons encore

−µ
∫ L

0
ẇx(x, t)(ψ(x, t)− u̇(x, h, t)dx (5.2.37)

+µ
∫ L

0
ẇx(x, t)(ψ(x, t)− u̇(x,−h, t)dx

= −µ
∫ L

0
ẇx(x, t)((ψ(x, t)− u̇(x, h, t)− (ψ(x, t)− u̇(x,−h, t))dx

= −µ
∫ L

0

∫ h

−h
ẇx(x, t)(ψy(x, t)− u̇y(x, y, t))dxdy

= −µ
∫∫

Ω
ẇx(x, t)(ψy(x, t)− u̇y(x, y, t))dxdy
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et

−G
∫ L

0
wx(x, t)(ψ(x, t)− u̇(x, h, t)dx

+G
∫ L

0
wx(x, t)(ψ(x, t)− u̇(x,−h, t)dx (5.2.38)

= −G
∫ L

0
w(x, t)((ψ(x, t)− u̇(x, h, t)− (ψ(x, t)− u̇(x,−h, t))dx

= −G
∫ L

0

∫ h

−h
wx(x, t)(ψy(x, t)− u̇y(x, y, t))dxdy

= −G
∫∫

Ω
wx(x, t)(ψy(x, t)− u̇y(x, y, t))dxdy

Insérons (5.2.36),(5.2.37), et (5.2.38) dans (5.2.35) avec v = v− u̇(t) on obtient

〈Au̇(t),v− u̇(t)〉X + 〈Bu(t),v− u̇(t)〉X +
∫ L

0
σ(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx (5.2.39)

= 〈f(t),v− u̇(t)〉X for all v ∈ X, t ∈ [0, T ].

D’autre part nous avons∫ L

0
σ(ϕ(x, t)− ẇ(x, t))dx ≤

∫ L

0
g|ϕ| − g|ẇ| = j(v)− j(u̇) (5.2.40)

Maintenent on combine l’égalité (5.2.39) avec l’égalité (5.2.40) et on utilise les condi-
tions initiales (5.1.10) et la notation (5.2.14). nous obtenons comme résultat la formu-
lation variationnelle du Problème P .

Problème PV . Trouver une fonction u : [0, T ]→ X telle que

〈Au̇(t),v− u̇(t)〉X + 〈Bu(t),v− u̇(t)〉X + j(v)− j(u̇(t)) (5.2.41)
≥ 〈f(t),v− u̇(t)〉X for all v ∈ X, t ∈ [0, T ],

u(0) = u0. (5.2.42)

On note que le Problème PV représente une inégalité variationnelle d’évolution.
Sa solvabilité sera présentée à travers la prochaine section. Ici, nous nous limitons à
mentionner que la solution de cette inégalité sera appelé solution faible du Problème
P . Nous mentionnons aussi dans la Section 5.5 que nous donnons une deuxième for-
mulation variationnelle du Problème P , appelée la formulation variationnelle duale,
qui est en effet, équivalente avec le Problème PV .
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5.3 Existence et unicité

Notre résultat d’existence et d’unicité pour l’étude du Problème PV est comme
suit.

Théorème 5.3.1. Supposons (5.2.5)–(5.2.9). Alors le Problème PV admet une solution
unique avec la régularité u ∈ C1([0, T ];X).

La preuve est réalisée en plusieurs étapes. La première consiste à étudier les pro-
priétés des opérateurs A et B et, avec cette préoccupation, nous avons les résultats
suivants.

Lemme 5.3.2. Supposons que (5.2.5) est vérifiée. Alors l’opérateur A est linéaire,
symétrique continu et coercif, i.e. il satisfait

〈Av,v〉X ≥ mA‖v‖2
X pour tout v ∈ X, avec mA > 0. (5.3.1)

Lemme 5.3.3. Supposons que (5.2.5) est vérifiée. Alors l’opérateur B est linéaire,
symétrique continu et coercif, i.e. il satisfait

〈Bv,v〉X ≥ mB‖u‖2
X pour tout v ∈ X, avec mB > 0. (5.3.2)

Les démonstrations des lemmes 5.3.2 et 5.3.3 sont identiques et sont basées sur des
arguments standards. Néanmoins, pour la commodité du lecteur, nous présentons, par
exemple, la preuve du Lemme 5.3.2.

Démonstration. La linéarité et la symétrie de l’opérateur A sont évidentes. De plus,
un calcul élémentaire montre que

〈Av,v〉X ≤ (λ+ 2µ) ‖u‖X‖v‖X ∀u, v ∈ X. (5.3.3)

ce qui implique que A est continu. L’inégalité (5.3.1) est conséquence directe de deux
versions de l’inégalité de Korn. Effectivement, on considère un élément arbitraire v =
(ψ(x, y), ϕ(x)) ∈ X. Alors, le petit tenseur de déformation associée au champ de
déplacement à deux dimensions v est donné par

ε(v) =

 ψx
1
2 (ψy + ϕx)

1
2 (ψy + ϕx) 0

 .
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Nous avons

‖ε(v)‖2 = ε(v) · ε(v) = ψ2
x + 1

2(ψy + ϕx)2 a.e. on Ω. (5.3.4)

Notons aussi que la fonction v disparaît sur la frontière x = 0 du rectangle Ω qui est,
de toute évidence, de mesure positive et, en plus, puisque X peut être identifié comme
sous espace de H1(Ω)2, nous avons v ∈ H1(Ω)2. Par conséquent, utilisons l’inégalité
de Korn on obtient qu’il une constante cK > 0 dépendant de h telle que∫∫

Ω
‖ε(v)‖2 dxdy ≥ cK ‖v‖2

H1(Ω)2 . (5.3.5)

Nous combinons maintenant (5.3.4) et (5.3.5) pour déduire que∫∫
Ω

(
ψ2
x + 1

2(ψy + ϕx)2
)
dxdy ≥ cK

∫∫
Ω

(
ψ2 + ψ2

x + ψ2
y + ϕ2 + ϕ2

x

)
dxdy

et alors, en utilisant (5.2.2)–(5.2.4), on obtient que∫∫
Ω

(
ψ2
x + 1

2(ψy + ϕx)2
)
dxdy ≥ c̃K‖v‖2

X . (5.3.6)

où c̃K dépend de cK et de L. D’autre part, en utilisant la définition (5.2.10) de l’opé-
rateur A et l’inégalité (5.3.6) on déduit que

〈Av,v〉X ≥ min(λ, 2µ)
∫∫

Ω

(
ψ2
x + 1

2(ψy + ϕx)2
)
dxdy. (5.3.7)

On combine maintenant (5.3.6), (5.3.7) et l’hypothèse (5.2.5) pour voir que l’inégalité
(5.3.1) est vérifiée avec mA = c̃K min(λ, 2µ) > 0, ce qui conclue la preuve.

Nous sommes maintenant en mesure de fournir la preuve du Théorème 5.3.1.

Démonstration. En utilisant l’hypothèse (5.2.8) il est facile de voir que la fonction j est
une semi-norme continue sur l’espace X. Par conséquent, il s’ensuit de là que j est une
fonction convexe semi-continue inférieurement sur X. Donc, les hypothèses (5.2.6),
(5.2.7) et la définition (5.2.13) implique que f ∈ C([0, T ];X). De plus, l’hypothèse
(5.2.9) montre que la condition initiale satisfait u0 ∈ V . Finalement, Lemme 5.3.2
montre que A : X → X est un opérateur monotone continu de de Lipschitz et Lemme
5.3.3 implique que B : X → X est un opérateur continu de Lipschitz. Théorème 5.3.1
est une conséquence directe du Théorème 11.3 in [51].
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5.4 Un résultat de dépendance continue

Dans cette section nous étudions dépendance de la solution section avec respect des
constantes E, G and g. À cette fin nous supposons que (5.2.5)–(5.2.9) sont vérifiées et
considérons quelques constantes positives Eρ, Gρ et gρ qui représentent une perturba-
tion de E, G et g, respectivement. Ici ρ dénotes un paramètre positif qui convergera
vers zéro. Nous définissons l’opérateur Bρ et la fonction jρ par les égalités

〈Bρu,v〉X = Eρ

∫∫
Ω
uxψx dxdy +Gρ

∫∫
Ω

(uy + wx)(ψy + ϕx) dxdy, (5.4.1)

jρ(v) = gρ

∫ L

0
|ϕ(x)| dx (5.4.2)

pour tout u = (u,w), v = (ψ, ϕ) ∈ X. Alors, on considère le problème variationnel
suivant.

Problème PρV . Trouver une fonction uρ : [0, T ]→ X telle que

〈Au̇ρ(t),v− u̇ρ(t)〉X + 〈(Bρuρ)(t),v− u̇ρ(t)〉X (5.4.3)
+jρ(v)− jρ(u̇ρ(t)) ≥ 〈f(t),v− u̇ρ(t))〉X pour tout v ∈ X, t ∈ [0, T ].

uρ(0) = u0. (5.4.4)

En utilisant le Théorème 5.3.1 il s’ensuit que le Problème PV admet une solution
unique u ∈ C1(0, T ;X) et, en plus, Problème PρV admet une solution unique uρ ∈
C1([0, T ];X). Notre résultat principal est le suivant.

Théorème 5.4.1. Supposons (5.2.5)–(5.2.9) et, de plus, supposons que

Eρ → E, Gρ → G, gρ → g as ρ→ 0. (5.4.5)

Alors la solution solution uρ du Problème PρV converge vers la solution u du Problème
PV i.e

uρ −→ u in C1([0, T ];X) as ρ→ 0. (5.4.6)

Démonstration. Étant donné ρ > 0 et soit t ∈ [0, T ]. On utilise les inégalités (5.2.41)
et (5.4.3), pour déduire que

〈Au̇(t), u̇ρ(t)− u̇(t)〉X + 〈Bu(t),uρ(t)− u̇(t)〉X
+j(u̇ρ(t))− j(u̇(t)) ≥ 〈f(t), u̇ρ(t)− u̇(t))〉X ,

〈Au̇ρ(t), u̇(t)− u̇ρ(t)〉X + 〈Bρuρ(t), u̇(t)− u̇ρ(t)〉X
+jρ(u̇(t))− jρ(u̇ρ(t)) ≥ 〈f(t), u̇(t)− u̇ρ(t))〉X .
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Nous additionnons ces inégalités et utilisons la propriété (5.3.1) de l’opérateur A pour
obtenir

mA‖u̇ρ(t)− u̇(t)‖2
X ≤ 〈Bρuρ(t)−Bu(t), u̇(t)− u̇ρ(t)〉X (5.4.7)

+jρ(u̇(t))− jρ(u̇ρ(t)) + j(u̇ρ(t))− j(u̇(t)).

Ensuite, on utilise les définitions (5.4.2) et (5.2.12), pour voir que

jρ(u̇(t))− jρ(u̇ρ(t)) + j(u̇ρ(t))− j(u̇(t)) (5.4.8)

≤ c |gρ − g| ‖u̇ρ(t)− u̇(t)‖X

où, ici et ci-dessous, c représente une constante qui ne dépend pas de ρ et ses valeurs
peuvent changer de ligne en ligne. Maintenent on cmbine les inégalités (5.4.7) et (5.4.8)
on obtient

mA‖u̇ρ(t)− u̇(t)‖X ≤ ‖Bρuρ(t)−Bu(t)‖X + c |gρ − g| (5.4.9)

D’autre part, en utilisant les définitions(5.2.11) et (5.4.1) il sera facile de voir que

‖Bρuρ(t)−Bu(t)‖X ≤ (Eρ +Gρ)‖uρ(t)− u(t)‖X (5.4.10)

+(|Eρ − E|+ |Gρ −G|)‖u(t)‖X .

Il s’ensuit de l’hypothèse (5.4.5) que Eρ + Gρ ≤ c et, par conséquent, les inégalités
(5.4.9), (5.4.10) impliquent

‖u̇ρ(t)− u̇(t)‖X ≤ c ‖uρ(t)− u(t)‖X (5.4.11)

+(|Eρ − E|+ |Gρ −G|) max
r∈[0,T ]

‖u(r)‖X + c |gρ − g|.

Ensuite, on utilise les conditions initiales (5.2.42) et (5.4.3), pour voir que

‖uρ(t)− u(t)‖X ≤
∫ t

0
‖u̇ρ(s)− u̇(s)‖X ds, (5.4.12)

puis on remplace cette inégalité dans (5.4.11) et utilisons le Lemme de Gronwall on
obtient

‖u̇ρ(t)− u̇(t)‖X (5.4.13)

≤ c (|Eρ − E|+ |Gρ −G|) max
r∈[0,T ]

‖u(r)‖X + |gρ − g|).

La convergence (5.4.6) vient alors des inégalités (5.4.12)et (5.4.13), et de l’hypothèse
(5.4.5).
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5.5 Formulation variationelle duale

Dans cette section nous introduisons et étudions une deuxième formulation varia-
tionnelle du Problème P , dite formulation variationnelle duale. Elle est obtenue par
le changement de la variable σ = Au̇ + Bu dans le Problème PV . La formulation va-
riationnelle duale de problèmes aux limites est originaire de la mécanique de contact,
comme elle est expliquée dans [51, 97, 100]. Notre idée est d’introduire une nouvelle
formulation variationnelle exprimée en terme de champ de contrainte, équivalente à la
première formulation variationnelle qui, à son tour, exprimée en terme de déplacement.

Dans la suite on suppose que (5.2.5)–(5.2.9) restent vraies et on note par A−1

l’inverse de l’opérateur A, dont l’existence est garantie par Lemme 5.3.2. On note aussi
que les Lemmes 5.3.2 et 5.3.3 impliquent que A−1 et B sont des opérateurs linéaires
continus, nous allons utiliser ces résultats dans diverse situations dans la suite. Nous
commençons par le résultat suivant.

Lemme 5.5.1. Alors il existe un opérateur R : C([0, T ];X) −→ C([0, T ], X) tels
que, pour toutes fonctions σ ∈ C([0, T ];X) et u ∈ C1([0, T ];X) avec u(0) = u0, le
équivalence suivante est vraie :

σ(t) = Au̇(t) +Bu(t) ∀ t ∈ [0, T ] (5.5.1)

si et seulement si

u̇(t) = A−1σ(t) +Rσ(t) ∀ t ∈ [0, T ]. (5.5.2)

On notera que (5.5.2) nous utilisons la notation abrégée Rσ(t) au lieu de (Rσ)(t).
Nous allons utiliser cette notation dans de nombreux endroits, si aucune confusion ne
se pose.

Démonstration. Soit σ ∈ C([0, T ];X) et on définit l’opérateur Λσ : C([0, T ];X) −→
C([0, T ];X) par l’égalité

(Λσθ)(t) = −A−1B
( ∫ t

0
(θ(s) + A−1σ(s))ds+ u0

)
(5.5.3)

∀θ ∈ C([0, T ], X), t ∈ [0, T ].

Nous allons montrer que Λσ admet un point fixe unique, noté Rσ. Pour ce but on
considère deux fonctions θ1,θ2 ∈ C([0, T ];X) et soit t ∈ [0, T ]. Alors, en utilisant les
propriétés de l’opérateur A et B il est facile de voire que

‖(Λσθ1)(t)− (Λσθ2)(t)‖X ≤ c
∫ t

0
‖θ1(s)− θ2(s))‖X ds,
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tels que c dénote une constante positive dépendant de A et B. Cette inégalité montre
que l’opérateur Λσ est un opérateur de mémoire et, en utilisant le Théorème 3.1 de
[102] nous déduisons que qu’il existe un seul élément Rσ ∈ C([0, T ];X) tels que

Rσ(t) = Λσ(Rσ)(t). (5.5.4)

Nous comparons les deux égalités (5.5.3) and (5.5.4) on déduit que

(Rσ)(t) = −A−1B
( ∫ t

0
(Rσ(s) + A−1σ(s))ds+ u0

)
.

Supposons maintenant que (5.5.1) est vérifiée. Alors il est facile de voire que

u̇(t)− A−1σ(t) = −A−1Bu(t)

et, puisque u(t) =
∫ t

0
u̇(s) ds+ u0, nous déduisons que

u̇(t)− A−1σ(t) = −A−1B
( ∫ t

0
u̇(s) ds+ u0

)
qui montre que

u̇(t)− A−1σ(t) = −A−1B
( ∫ t

0
(u̇(s)− A−1σ(s) + A−1σ(s)) ds+ u0

)
. (5.5.5)

Nous combinons maintenant (5.5.3) et (5.5.5) pour voire u̇ − A−1σ est un point
fixe de l’opérateur Λσ. D’autre part, on rappelle que cet opérateur admet un point fixe
unique , dénoté Rσ. Par conséquent u̇(t)−A−1σ(t) = Rσ(t), qui montre que (5.5.2)
est vérifiée.

Inversement, supposons que (5.5.2) est vraie. Alors, puisque Rσ est l’unique point
fixe de l’opérateur Λσ, nous avons les égalités

u̇(t)− A−1σ(t) = Rσ(t) = Λσ(Rσ)(t) = Λσ(u̇(t)− A−1σ(t)).

Nous utilisons maintenant la définition (5.5.3) pour déduire que (5.5.5) est vérifiée.
Ensuite, puisque

u(t) =
∫ t

0
u̇(s) ds+ u0,

l’égalité (5.5.5) implique que

u̇(t)− A−1σ(t) = −A−1Bu(t).

Ceci montre que l’égalité (5.5.1) est vraie, ce qui conclut la démonstration.
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Ensuite, pour tout t ∈ [0, T ] on définit l’ensemble Σ(t) ⊂ V par l’égalité

Σ(t) = { τ ∈ V : 〈τ ,v〉X + j(v) ≥ 〈f(t),v〉X ∀v ∈ V } . (5.5.6)

Alors, nous considérons le problème variationnel suivant.

Problème PDV . Trouver une fonction σ : [0, T ]→ X tels que

σ ∈ Σ(t),
〈
A−1σ(t) +Rσ(t), τ − σ(t)

〉
X
≥ 0 for all τ ∈ Σ(t), t ∈ [0, T ]. (5.5.7)

Nous nous référons dans ce qui suit au problème PDV comme étant la formulation
variationnelle du Problème PV . Le lien entre les problèmes variationnels PV et PDV est
donné par le résultat suivant.

Théorème 5.5.2. Supposons que (5.2.5)–(5.2.9) soit vraie est soit u ∈ C1([0, T ];X),
σ ∈ C([0, T ];X). Considérons les énoncés suivants :

(a) u est solution du problème PV .

(b) σ est solution du problème PDV .

(c) σ = Au̇ +Bu et u(0) = u0.

Alors, si deux des énoncés précédents soient vraies, l’autre sera vrai aussi.

Démonstration. La preuve est basée sur les implications (a) et (c) =⇒ (b), (a) et
(b) =⇒ (c), (b) et (c) =⇒ (a) qui vont êtres prouvé dans les trois étapes suivantes
ci-dessous.

1) (a) et (c) =⇒ (b). On suppose dans ce qui suit que u solution de PV , σ = Au̇+Bu,
u(0) = u0 et soit t ∈ [0, T ] donné. Alors, Lemme 5.5.1 implique que u̇(t) = A−1σ(t) +
Rσ(t) et, on remplace cette equation dans (5.2.41) nous avons

〈σ(t),v− u̇(t)〉X + j(v)− j(u̇(t)) ≥ 〈f(t),v− u̇(t))〉X . (5.5.8)

Ensuite, nous testons (5.5.8) avec v = 2u̇(t) et v = 0X on obtient successivement

〈σ(t), u̇(t)〉X + j(u̇(t) ≥ 〈f(t), u̇(t)〉X ,

〈σ(t), u̇(t)〉X + j(u̇(t)) ≤ 〈f(t), u̇(t)〉X
qui implique que

〈σ(t), u̇(t)〉X + j(u̇(t)) = 〈f , u̇(t)〉X . (5.5.9)
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On utilise (5.5.8), (5.5.9) et la définition (5.5.6), pour voire que

σ(t) ∈ Σ(t). (5.5.10)

De plus, on note que (5.5.6) et (5.5.9) donne

〈τ − σ(t), u̇(t)〉X = 〈τ , u̇(t)〉X + j(u̇(t))− 〈f(t), u̇(t)〉X ≥ 0 ∀ τ ∈ Σ(t)

et, utilisons l’égalité u̇(t) = A−1σ(t) +Rσ(t) on obtient que〈
τ − σ(t), A−1σ(t) +Rσ(t)

〉
X
≥ 0 ∀ τ ∈ Σ(t). (5.5.11)

Nous rassemblons (5.5.10) et (5.5.11) pour voire que σ est solution du Problème PDV ,
i.e. (b) est vraie.

2) (a) et (b) =⇒ (c). Nous supposons dans ce qui suit que u est solution de PV et σ
est solution de PDV . Dénotons

σ̃ = Au̇ +Bu (5.5.12)

et soit t ∈ [0, T ]. Alors en utilisant l’implication (a) et (c) =⇒ (b), il s’ensuit que σ̃ est
solution de PDV . Puisque les deux σ et σ̃ sont solutions du Problème PDV nous avons〈

A−1σ(t) +Rσ(t), σ̃(t)− σ(t)
〉
X
≥ 0,〈

A−1σ̃(t) +Rσ̃(t),σ(t)− σ̃(t)
〉
X
≥ 0

et additionnons ces deux inégalités, on obtient que〈
A−1σ̃(t)− A−1σ(t),σ(t)−, σ̃(t)

〉
X
≤ 〈Rσ̃(t)−Rσ(t),σ(t)− σ̃(t)〉X .

Cette inégalité combinée avec les propriétés de A−1 donnent

‖σ̃(t)− σ(t)‖X ≤ c ‖Rσ̃(t)−Rσ(t)‖X (5.5.13)

tels que, ici et dans ce qui suit, c dénote une constante positive donnée dont la valeur
change de ligne en ligne. D’autre part, d’après la définition de l’opérateur R nous
avons

Rσ̃(t) = −A−1B
( ∫ t

0
(Rσ̃(t)(s) + A−1σ̃(t)(s))ds+ u0

)
,

Rσ(t) = −A−1B
( ∫ t

0
(Rσ(s) + A−1σ(s))ds+ u0

)
.
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par conséquent,

‖Rσ̃(t)−Rσ(t)‖X

≤ c
( ∫ t

0
‖σ̃(s)− σ(s)‖Xds+

∫ t

0
‖Rσ̃(s)−Rσ(s)‖Xds

)
et, en appliquant le lemme de Gronwall on obtient

‖Rσ̃(t)−Rσ(t)‖X ≤ c
∫ t

0
‖σ̃(s)− σ(s)‖X ds. (5.5.14)

Nous combinons les inégalités (5.5.13) et (5.5.14) alors en appliquant le lemme de
Gronwal, une deuxième fois, on déduit que

σ̃(t) = σ(t). (5.5.15)

Il s’ensuit de (5.5.12) et (5.5.15) que σ = Au̇+Bu et, par conséquent (c) est vraie.

3) (b) et (c) =⇒ (a). Supposons que σ une solution du problème PDV et, en plus,
σ = Au̇ + Bu et u(0) = u0. Soit t ∈ [0, T ]. Alors, Lemme 5.5.1 implique que u̇(t) =
A−1σ(t) +Rσ(t). Nous remplaçons cette égalité dans (5.5.7) on obtient

〈τ − σ(t), u̇(t)〉X ≥ 0 ∀ τ ∈ Σ(t) (5.5.16)

Soit d(t) ∈ X une sous-différentielle de j en ce point u̇(t). Alors

j(v)− j(u̇(t)) ≥ 〈d(t),v− u̇(t)〉X ∀v ∈ X (5.5.17)

en prenant successivement v = u̇(t), v = 0V dans cette inéquation on obtientque

〈d(t), u̇(t)〉X = j(u̇(t)). (5.5.18)

Nous combinons maintenant (5.5.17) and (5.5.18) pour voire que

j(v) ≥ 〈d(t),v〉X ∀v ∈ X. (5.5.19)

Cette inégalité montre que f(t)−d(t) ∈ Σ(t) et, par conséquent, nous sommes permis
de tester dans (5.5.16) avec τ = f(t)− d(t) . On obtient comme résultat

〈f(t), u̇(t)〉X ≥ 〈σ(t), u̇(t)〉X + 〈d(t), u̇(t)〉X . (5.5.20)

et, utilisons (5.5.18) on obtient

〈f(t), u̇(t)〉X ≥ 〈σ(t), u̇(t)〉X + j(u̇(t)). (5.5.21)
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Notons que l’inégalité inverse est vraie aussi, puisque σ(t) ∈ Σ(t). P, nous concluons
de ce qui précède que

〈σ(t), u̇(t)〉X + j(u̇(t)) = 〈f(t), u̇(t)〉X . (5.5.22)

Maintenant, puisque σ(t) ∈ Σ(t) nous avons

〈σ(t),v〉X + j(v) ≥ 〈f(t),v〉X ∀v ∈ X (5.5.23)

et, utilisons (5.5.21) on déduit que

〈σ(t),v− u̇(t)〉X + j(v)− j(u̇(t)) ≥ 〈f(t),v− u̇(t)〉X ∀v ∈ X.

Finalement, en utilisant les égalités σ(t) = Au̇(t) +Bu(t), u(0) = u0 on déduit que u
est une solution du Problème PV , ce qui conclut la preuve.

Un examen attentif des Problèmes PV et PDV conduit à la conclusion que ces deux
problèmes ont des sens différents. Premièrement, Problème PV est une inégalité va-
riationnelle d’évolution, puisque la dérivée de l’inconnu u apparaît dans son énoncé.
Par conséquent, une condition initiale, (5.2.42), est obligatoire. De plus, elle ne né-
cessite aucune contrainte sur la solution. Par contre, Problème PDV est une inégalité
à terme de mémoire avec contraintes. Effectivement, cette inégalité est gouvernée par
l’opérateur R qui satisfait l’inégalité (5.5.14) et, par conséquent, est un opérateur de
mémoire. De plus, l’inégalité est gouvernée par l’ensemble de contraintes Σ(t), qui est
un ensemble convexe dépendant du temps. Néanmoins, malgré ces différentes caracté-
ristiques, Problèmes PV et PDV sont équivalents, comme a été énoncé dans Théorème
5.5.2. De plus, combinons Théorème 5.5.2 avec Théorème 5.3.1 on déduit l’unique
solvabilité du Problème PDV , sous les hypothèses (5.2.5)–(5.2.9).
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Conclusion

Dans cette thèse nous avons étudié la stabilité de quelques problèmes de transmis-
sion avec retard, notre attention s’est portée sur les équations des ondes.
Tout d’abord nous avons considéré un problème de transmission d’équations des ondes
où un terme d’amortissement et un terme de retard apparaissent dans la première
équation du système sur un domaine unidimensionnel sur le quel on a imposé des
conditions aux points d’extrémité et des conditions de transmission à l’intérieur du
domaine, nous avons prouvé l’existence et l’unicité de la solution puis, en utilisant la
méthode de Lyapunov, nous avons prouvé la décroissance exponentielle de l’énergie
en supposant que le poids de l’amortissement est plus grand que le poids du retard.
Une fonctionnelle de Lyapunov a été construite. Dans le second axe nous avons ajouté
au premier système un terme viscoélastique, en la présence de ce terme nous avons
prouvé aussi la décroissance de l’énergie de la solution sous la même hypothèse c’est-
à-dire le poids de l’amortissement est plus grand que le poids du terme retard. Dans
le troisième axe nous avons considéré le même système précédent mais ici le retard est
une fonction dans le temps. Sous quelques hypothèses sur la fonction retard et sur les
l’hypothèse entre les poids cité ci-dessus.
La dernier axe de notre étude porte sur un problème d’équations aux dérivées partielles
d’évolution modélisant un phénomène mécanique, après avoir dérivé une formulation
variationnelle sous la forme d’une inégalité variationnelle du problème, nous avons
prouvé l’existence et l’unicité de la solution faible de ce dernier. Une formulation équi-
valent a été obtenue telle que sa solution convergeait vers la solution du problème
initial.
Une perspective de recherche portait sur l’étude de la stabilité de l’équation des ondes
dans un domaine de Rn avec un terme de retard.
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