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Introduction
Les problèmes de contact avec ou sans frottement faisant inter-agir des corps déformables

ou non interviennent de multiples façons aussi bien dans le domaine industriel que dans la

vie de tous les jours. Compte tenu de l�importance et de la multitude de ces phénomènes,

de vastes études ont été entreprises, aussi la littérature concernant la Mécanique du contact

est vaste et aborde autant de sujets di¤érents que sont la modélisation, l�analyse mathéma-

tique ou l�approximation numérique des problèmes de contact. Il existe ainsi de multiples

références, citons ici quelques classiques. Une des première référence portant sur l�étude

des problèmes de contact avec frottement via les inéquations variationnelles est sûrement

[9]. En ce qui concerne l�analyse appliquée, le lecteur est invité à se reporter aux ouvrages

[16,24,25]. Pour de plus amples détails sur l�analyse mathématiques des équations aux

dérivées partielles, il conviendra de consulter les ouvrages [4,5,20].

Un phénomène très important en ingénierie sera considèré dans ce mémoire, il s�agit du

phénomène de contact avec adhésion entre corps déformables ou entre une surface rigide

et un corps déformable, ceci a lieu quand la colle est ajoutée pour réduire ou ralentir le

mouvement des surfaces. Ce phénomène a reçu récemment une très grande attention dans la

littérature mathématique. L�analyse des modèles de contact avec adhésion peut être trouvée

dans [1,2,6,7,8,11,15,19,33]. La nouveauté dans tous ces articles est l�introduction d�une

variable interne de surface, le champ d�adhésion noté par � décrivant l�intensité d�adhésion

sur la surface de contact. Suivant [12,13] le champ d�adhésion satisfait la restriction 0 6
� 6 1, quand � = 1 au point de la surface de contact, l�adhésion est complète, quand � = 0
il n�y pas d�adhésion. Quand 0 < � < 1 l�adhésion est partielle. On renvoit le lecteur à une

bibliographie abondante sur le sujet dans [26,30,32,35].

L�objet de ce mémoire est l�étude de trois problèmes viscoélastiques avec mémoire longue.

On considère deux lois de comportement: viscoélastique avec mémoire longue dans le cas

non linéaire et viscoélastique avec mémoire longue dans le cas linéaire. Les conditions aux

limites sont des conditions de contact avec réponse normale instantanée, les conditions de

compliance normale et les conditions de compliance normale avec adhésion.
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La première loi constitutive considérée dans ce mémoire est la loi de comportement

viscoélastique non linéaire avec mémoire longue donnée par

�(t) = A"( :u(t)) + G"(u(t)) +
Z t

0

B(t� s)"(u(s))ds;

la seconde loi de comportement est la loi de comportement d�un matériau viscoélastique

linéaire avec mémoire longue donnée par

�(t) = A"(u(t)) +
Z t

0

B(t� s)"(u(s))ds;

où � désigne le tenseur des contraintes, u représente le champ de déplacement , "(u) désigne

le tenseur des déformations linéarisées, A représente un tenseur viscoélastique, G représente
un tenseur élastique et B désigne un tenseur de relaxation d�ordre quatre. Cette loi de com-

portement a été utilisée récemment dans beaucoup d�articles par exemple dans [28,29,34].

Ce mémoire se compose de quatre chapitres. A�n d�en faciliter la lecture, nous les avons

rendus indépendants en rappelant brièvement les outils nécessaires à leur compréhension.

Le premier chapitre introduit des notions générales pour une bonne compréhension des

problèmes traités dans la suite. Nous commençons par la description des lois de com-

portement, des conditions aux limites utilisés tout au long de ce mémoire et la formulation

mathématique des di¤érents problèmes. Nous rappelons ensuite les espaces fonctionnels et

les principales notations utilisées. Ensuite nous passons en revue quelques résultats fonda-

mentaux d�analyse concernant les équations variationnelles. En complément, nous rappelons

les lemmes de Gronwall et le théorème de point �xe de Banach ainsi que le théorème de

Cauchy-Lipschitz.

Dans le second chapitre, on étudie un problème de contact avec réponse normale instan-

tanée dans un processus dynamique. La loi de comportement est viscoélastique non linéaire

avec terme intégral. On établit des résultats d�existence et d�unicité de la solution, les dé-

monstrations sont basées sur des arguments d�équations variationnelles et des arguments de

point �xe.

Le troisième chapitre est consacré à l�étude d�un problème de contact avec compliance

normale dans un processus dynamique. On établit des résultats d�existence et d�unicité de

la solution, les démonstrations sont basées sur des arguments d�équations variationnelles et

2



Introduction génerale

des arguments de point �xe. Un résultat de dépendance continue par rapport à la fonction

de contact des deux problèmes précedents a été considéré.

Au quatrième chapitre on considère un problème de compliance normale avec adhésion

dans un processus quasi-statique. Pour ce problème, l�adhésion est donnée par une variable

de surface appelée champ d�adhésion dont l�évolution est décrite par une équation di¤éren-

tielle ordinaire d�ordre un. On établit des résultats d�existence et d�unicité de la solution, les

démonstrations sont basées sur des arguments d�équations variationnelles et des arguments

de point �xe.

Notations
Si 
 est un domaine de IRd(d = 1; 2; 3), on note par.
_


 l�adhérence de 


� la frontièrede 
 supposée régulière.

�i (i = 1:2:3) une partie mesurable de la frontière �

mes �1 la mesure de Lebesgue (d = 1)dimensionnelle de �1

� la normale unitare sortante à �

����� les composantes normal et angentiel du champ vectoriel � de�ni sur 


C
�


�

l�espace desfonctions réelles continument di¤érenciables sur 


D
�


�

l�espace des fonctions réelles indé�niment di¤érenciables et à

support compact contenu dans 


H l�espace L2 (
)d

H1 l�espace H1 (
)
d

H l�espace L2 (
)d�d

l�espace f� 2 L2 (
)g
H

1
2 (�) l�espace de Sobolev d�ordre 1

2
sur �

H� l�espace H
1
2 (�)d

H
1
2 (�) l�espace dual de H

1
2 (�)

H 0
� l�espace dual de H�


 : H1 ! H� l�application trace pour les fonctions vectorielles

si H est un espace de Hilbert réel et d 2 N�, on utilise les notations suivantes
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Hd l�espace fx� (xi) =xi 2 Hg
Hd�d l�espace fxi = (xij) =xij = xij 2 Hg
(:; :)H le produits calaire de H

k:kH la norme de H

H 0 l�espace dual de H

(:; :)H0�H le produit dualité entre H 0 �H

 K la fonction indicatrice de k � H

2K l�ensemble de toutes les parties dek

xn ! x la convergentefortedelasuite (xn) versl0élémentxdansH
xn * x la convergente faible de la suite (xn) vers l�élément x dans H

$ (H) l�espace des applications linéaires et continuesde H dans H

Si de plus [0;T ] est un intervalle de temps k 2 N et 1 � p � +1 on note par:

C ( [0;T ] ; H ) l�espace des fonctions continues de [0;T ] dans H

k : k0;H la norme de C ( [0;T ] ; H )

C1 ( [0;T ] ; H ) l�espacedes fonctions continument dérivable de [0;T ] dans H:

k : k1;H la norme de C1([0;T ]; H)

Lp (0; T;H) l�espace des fonctions mesurables de [0;T ] dans H

k : k0; p; H la norme de Lp (0; T;H) ; telles que
R T
0
j f (t)jpH dt � +1

avec les modi�cations usuelles si p = +1
W k; p (0; T;H) l�espace de Sobolev de paramètres k et p:

k : kk; p; H la norme de W k; p (0; T;H)

Pour une fonctions f , on note

domf le domaine de f:

sup pf le support de f:
:

f ,
::

f les dérivés primaire et seconde de f par rapport au temps.

@if la dérivée partielle de f par rapport à laième composante xi.

rf le gradient de f:

" (f) la partie symétrique du gradient de f qui vaut1
2

�
rf +rTf

�
Divf la divergence de f

@f le sousdé¤érentiel (classique)de f:
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Si H1et H2 sont deux espaces de Hilbert réels, on note par

$ (H1; H2) l�espace des applications linéaires et continues de H1 dans H2:

k : k$(H1;H2) la norme de $ (H1; H2) :
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Chapitre 1

Formulation des problèmes aux

limites et rappels d�analyse

Ce chapitre a pour but l�introduction et la formulation des problèmes mécaniques qui sont

traités dans la suite, ainsi qu�un rappel de notions principales de la mécanique des milieux

continus et d�analyse fonctionnelle nécessaire pour la compréhension de ce mémoire.

Ce chapitre est constitué de deux parties. La première partie est consacrée à la formula-

tion mécanique des di¤érents problèmes pour la loi viscoélastique avec therme intégral. La

seconde partie est consacrée à quelques rappels d�analyse.
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1.1. PROBLEMES AUX LIMITES POUR LES MATERIAUX VISCOELASTIQUES

1.1 PROBLEMES AUX LIMITES POUR LES MA-

TERIAUX VISCOELASTIQUES

Dans cette partie on commence par décrire la loi de comportement viscoélastique linéaire

avec terme intégral de Volterra, puis on s�intéresse aux di¤érentes conditions aux limites

concernant les problèmes viscoélastiques. Au début, on considère la loi de contact avec

réponse normale instantanée, ensuite on introduit la loi de contact de compliance normale

et la loi de compliance normale avec adhésion. On donne la formulation mathématique des

problèmes qui seront étudiés au second et au troisième chapitre de ce mémoire.

1.1.1 Lois de comportement

L�objet de la mécanique des milieux continus est l�étude du mouvement des corps si les

distances relatives entre ses points sont variables.

Le principe fondamentale de la mécanique est

Div� + f = �
::
u:

Cette équation s�appelle équation du mouvement, où � représente la densité de masse

et
::
u représente l�accélération. Les processus d�évolution dé�nis par l�équation ci-dessus

s�appellent processus dynamiques. Si u varie lentement avec le temps alors �
::
u sera néglige-

able ce qui nous conduit à l équilibre

Div� + f = 0;

où f : 
! Rd représente la densité des forces volumiques sur 
 et Div � est la divergence

du tenseur �. Les processus d�évolution dé�nis par cette équation s�appellent processus qua-

sistatiques. L�équation équivaut à d relations scalaires, mathématiquement cette équation

ne su¢ t par à modèliser le problème d�équilibre du corps car, par exemple les d composantes

ui du champ de déplacement ne �gurent pas dans cette équation. Du point de vue physique,

il faut remarquer que l�équation exprime une loi universelle valable pour tous les matéri-

aux. Si donc cette équation su¢ sait à déterminer tous les paramètres, cela signi�erait que,

7



1.2. Conditions aux limites de contact

soumis à des conditions identiques, les divers milieux continus auraient des comportements

identiques. Ceci est naturellement absurde. L�équation est donc insu¢ sante, à elle seule,

à décrire l�équilibre des corps matériels, elle doit être complétée par d�autres relations qui

caractérisent le comportement de chaque type de matériau et que l�on désigne sous le vo-

cable général la loi de comportement qui est une relation reliant le tenseur de contrainte

�, le tenseur de déformation " et leur dérivées. On présente dans ce mémoire, la loi de

comportement d�un matériau viscoélastique avec mémoire longue.

La loi de comportement d�un matériau viscoélastique avec mémoire longue est donnée

par:

� = A" ( _u) + G" (u) +
Z t

0

B (t� s) " (u (s)) ds; (I.1.1)

où A est le tenseur de viscosité non linéaire, G est le tenseur d�élasticité et B est un

tenseur de relaxation d�ordre quatre. Lorsque B = 0 la loi constitutive (I:1:1) devient la loi

constitutive du type Kelvin-Voigt suivante:

� = A("( :u)) + G("(u)). (I.1.2)

Les problèmes de contact pour des matériaux de la forme (I:1:1) et (I:1:2) sont le sujet de

nombreux articles, par exemple [17; 18; 21; 22; 23; 27; 28; 29; 31; 32] et dans la monographie

[10].

1.2 Conditions aux limites de contact

1.2.1 Condition de contact sans frottement avec réponse normale

instantanée

La réponse normale instantannée est donnée par

�� = �p�(
:
u�), (I.1.3)

où
:
u� est la vitesse normale, �� désigne la contrainte normale et p� est une fonction donnée

telle que p�(r) = 0 pour r � 0: (I.1.1) traduit une dépendance générale de la contrainte

8



1.2. Conditions aux limites de contact

normale par rapport à la vitesse normale, elle peut représenter le comportement d�une couche

de lubri�ant sur la surface de contact. Dans e cas où

p�(r) = kr 8r 2 R (I.1.4)

avec k � 0 la résistance de la fondation à la pénétration est proportionnelle à la vitesse

normale. De tels exemple de contact à réponse normale instantanée peuvent être trouvés

dans [11].

1.2.2 Condition de contact sans frottement avec compliance nor-

male

La condition de compliance normale est donnée par:

�� = �p�(u�); (I.1.5)

où u� représente le déplacement normale et p� est une fonction positive donnée. Cette

condition a été utilisée dans [11] :Un exemple de la fonction de compliance normale p� est

p�(r) = c�r+ (I.1.6)

où c� est une constante positive et r+ = maxf0; rg:

1.2.3 Condition de compliance normale avec adhésion

La condition de compliance normale avec adhésion est donnée par:

�� = p�(u�)� 
��
2(�R(u�))+ sur �3 � (0; T ); (I.1.7)

�� = 0 sur �3 � (0; T ); (I.1.8)

:

� = �[�[
�(R�(u�))2 + 
� jR� (u� )j
2 � "a]+ sur �3 � (0; T ); (1.2.1)

�(0) = �0 sur �3. (I.1.10)

Les relations (I.1.7) et (I.1.8) représentent les conditions de compliance normale avec ad-

hésion où p� désigne la fonction de compliance normale. La relation (I.1.9) représente une

9



1.2. Conditions aux limites de contact

équation di¤érentielle ordinaire qui décrit l�évolution du champ d�adhésion, où 
� ; 
� et "a

désignent des coe¢ cients d�adhésion et R� , R� sont des opérateurs de troncature dé�nis par

R� (s) =

8>>><>>>:
L is s � �L
�s is � L � s � 0;
0 is s � �L

; (I.1.11)

;

R� (v) =

8<: v is jjvjj � L

L v
jjvjj is jjvjj � L

: (I.1.12)

Quand le champ d�adhesion est nul, (I.1.7) devient

��� = p�(u�) sur �3 � (0; T ): (I.1.13)

1.2.4 Formulation mathématique des problèmes

Nous considérons un corps viscoélastique qui occupe un domaine borné 
 � Rd (d = 2; 3)
avec une surface frontière régulière et de Lipschitz � partitionnée en trois parties mesurables

�1; �2 et �3 telles quemes �1 > 0. Soit T > 0 et [0; T ] l�intervalle de temps en question. Nous

étudions dans l�intervalle de temps [0; T ] l�évolution du corps matériel due à l�application

des forces volumiques et des tractions surfaciques.

Nous notons par u : 
 � [0; T ] ! Rd le champ de déplacements, � : 
 � [0; T ] ! Sd le

champ des contraintes et "(u) représente le tenseur des déformations linéarisées.

Le corps est �xé sur �1 � (0; T ), le champ des déplacements y est par conséquent nul.
Une traction surfacique de densité f2 agit sur �2 � (0; T ). Le corps est éventuellement
en contact avec une fondation sur �3 � (0; T ) : Les conditions sur la surface potentielle de
contact �3 peuvent être très diverses et donner lieu à une variété de modèles de contact sans

frottement.

Notre objectif est l�étude mathématique de trois problèmes de contact pour des matéri-

aux viscoélastiques. Le premier est un problème de contact sans frottement avec réponse

normale instantanée dans un processus dynamique, le second est un problème de contact

sans frottement avec compliance normale dans un processus dynamique et le troisième est

10



1.2. Conditions aux limites de contact

un problème de compliance normale avec adhésion dans un processus quasistatique. Un ré-

sultat de dépendance continue fera l�objet du quatrième chapitre. L�étude variationnelle de

ces problèmes se fera dans le cadre physique dé�ni ci dessus. Sous ces hypothèses, en notant

par u0 le déplacement initial, v0 la vitesse initiale pour les deux premiers problèmes et �0

pour le troisième problème désigne le champ d�adhésion initial, nous arrivons à formuler les

di¤érents problèmes de la manière suivante.

Problème P1: (Matériau viscoélastique, réponse normale instantanée)

Trouver le champ de déplacement u : 
 � [0; T ] ! Rd , le champ du tenseur des

contraintes � : 
� [0; T ]! Sd tels que.

� = A" ( _u) + G" (u) +
R t
0
B (t� s) " (u (s)) ds dans 
� (0; T )

��u =div� + f0 dans 
� (0; T )
u = 0 sur �1 � (0; T )
�� = f2 sur �2 � (0; T )

��� = p ( _u�) sur �3 � (0; T )
�� = 0 sur �3 � (0; T )

u (0) = u0; _u (0) = v0 dans 


Problème P2: (Matériau viscoélastique, compliance normale )

Trouver le champ de déplacement u : 
�[0; T ]! Rd, le champ du tenseur des contraintes

� : 
� [0; T ]! Sd tels que.

� = A" ( _u) + G" (u) +
R t
0
B (t� s) " (u (s)) ds dans 
� (0; T ) II.2.1

��u = div� + f0 dans 
� (0; T ) II.2.2

u = 0 dans �1 � (0; T ) II.2.3

�� = f2 dans �2 � (0; T ) II.2.4

�� = p (u�) dans �3 � (0; T ) II.2.5

�� = 0 dans �3 � (0; T ) II.2.6

u (0) = u0; _u (0) = v0 dans 
 II.2.7

Problème P3: (Matériau viscoélastique, compliance normale avec adhésion )

11



1.3. RAPPELS D�ANALYSE

Trouver le champ de déplacement u : 
�[0; T ]! Rd, le champ du tenseur des contraintes

� : 
�[0; T ]! Sd et le champ d�adhésion � : �3�[0; T ]! [0; 1] tels que.pour tous t 2 [0; T ]
tels que.

� = A" (u) +
R t
0
B (t� s) " (u (s)) ds dans 
� (0; T ) ;

Div � + f0 = 0 dans 
� (0; T ) ;
u = 0 sur �1 � (0; T )
�� = f2 sur �2 � (0; T ),

��� = p�(u�)� 
��
2(�R(u�)) sur �3 � (0; T );

�� = 0 sur �3 � (0; T );
:

� = �[�[
�(R�(u�))2 + 
� jR� (u� )j
2 � "a]+ sur �3 � (0; T ),

�(0) = �0 sur �3:

Les problèmes que nous avons formulés ci-dessus seront étudiés au deuxième et troisième

chapitre de ce mémoire. Nous utilisons des méthodes di¤érentes. Pour le problème P1

nous utilisons des arguments d�équations non linéaires dépendant du temps, des arguments

de point �xe. Pour les problèmes P2 et P3 nous utilisons des arguments d�équations non

linéaires dépendant du temps, arguments de point �xe et opétateurs monotones.

1.3 RAPPELS D�ANALYSE

1.3.1 Espaces fonctionnels

On introduit dans cette section des espaces du type Sobolev utilisés en mécanique du contact,

à savoir les espaces de Hilbert associés aux opérateurs divergence et déformation, ainsi que les

espaces de fonctions à valeurs vectorielles. On présente en plus leurs principales propriétés,

notamment les théorèmes de trace. On adopte ici la convention de l�indice muet et on précise

aussi que toutes les notations ainsi que les espaces fonctionnels utilisés dans mémoire sont

introduits dans cette section. En outre, dans la rédaction de cette section nous avons utilisé

[36].[37] Pour plus de détails sur les espaces de Sobolev et les espaces de distributions, on

renvoit par exemple à [4] ; [5],[24] ; [25] :
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1.3. RAPPELS D�ANALYSE

1.3.2 Espaces de Hilbert associés aux opérateurs divergence et

déformation

Nous désignons par Sd l�espace des tenseurs symétriques d�ordre deux sur IRd (d = 2; 3),

":" et j : j représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne sur IRd

et Sd. Ainsi,

u:� = ui�i ; j�j = (�:�)
1
2 8u; � 2 Rd

�:� = �ij� ij ; j�j = (�:�)
1
2 8�; � 2 Sd

Dans toute la suite, 
 � IRd est un domaine borné avec une surface frontière régulière

de Lipschitz notée �.

Nous utilisons les espaces suivants.

H =
�

u = (ui) = ui 2 L2 (
)�i = 1; d
	
= L2 (
)d

H =
�
� = (�ij) / �ij = �ji 2 L2 (
)�i; j = 1; d

	
= L2 (
)d�d

H1 = fu 2 H / " (u) 2 H g =
�
u = (ui) = ui 2 H1 (
)�i = 1; d

	
= H1 (
)d

H1 = f� 2 H / �ij 2 H g

où " : H1 ! H et Div : H1 ! H sont les opérateurs de déformation et de divergence,

dé�nis par

" (u) = ("ij (u)) ; "ij (u) =
1

2
(ui;j + uj;i) ; Div � = (�i j; j) 1 � i; j � d

où la virgule représente la dérivée par rapport à la variable spatiale, c�est àdire que

ui; j =
@ ui
@ xj

Ces espaces respectifs sont des espaces de Hilbert réels munis de leurs produits scalaires

suivants:

13



1.3. RAPPELS D�ANALYSE

(u; �)H =
R


ui�idx 8u; � 2 H

(�; �)H =
R


�ij� ijdx 8�; � 2 H

(u; �)H1 = (u; �)H + (" (u) ; " (�))H 8u; � 2 H1

(�; �)H1
= (�; �)H + (Div �;Div �)H 8�; � 2 H1

Les normes sur les espaces H, H, H1 et H1 sont notées respectivement par j : jH ; j : jH;
j : jH1 et j : jH1 :Comme la frontière � est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur u à la

frontière est dé�ni p.p. Pour tout champ de vecteurs u 2 H1 nous utilisons la notation u

pour désigner la trace 
u de u sur � et nous notons par u� et u� les composantes normale

et tangentielle de u sur la frontière données par

u� = u:�; u� = u� u�� (I.2.1)

Pour le champ des contraintes � nous notons par �� et �� les composantes normale et

tangentielle à la frontière, à savoir :

�� = (��) :�; �� = �� � ��� (I.2.2)

Nous rappelons que l�application de trace 
 : H1 ! L2(�)d est linéaire continue, mais

n�est pas surjective. L�image de H1 par cette application est notée par H�; ce sous-espace

s�injecte continûment dans L2(�)d. Désignons par H
0
� le dual de H�, et (:; :)H0

��H�
le produit

de dualité entre H
0
� et H�.

Pour tout � 2 H1, il existe un élément noté �� 2 H
0
� tel que

(��; 
�)H0
��H�

= (�; " (�))H + (Div �; �)H 8� 2 H1

En outre, si � est assez régulier (par exemple C1), nous avons la formule

(��; 
�) =

Z
�

��:�da 8� 2 H1

donc, si � est assez régulier nous avons la formule suivante( Formule de Green ):

14



1.3. RAPPELS D�ANALYSE

(�; " (�))H + (Div �; �)H =

Z
�

��:�da 8� 2 H1 (
) (I.2.3)

Nous introduisons à présent un sous espace fermé de H1, dont la dé�nition est donnée

ci-après

V =
n
� 2 H1 (
)

d

/ � = 0 sur �1
o

puisque mes �1 � 0, l�inégalité de Korn s�applique sur V : il existe une constante Ck � 0
dépendant uniquement de 
 et �1 telle que

j" (�)jH � Ck j�jH1(
)d 8� 2 V

une preuve de cette inégalité peut être trouvée dans[25; p:79].

Sur V nous considérons le produit scalaire donné par

(u; �)V = (" (u) ; " (�))H 8u; � 2 V (I.2.4)

et soit j:jV la norme associée, c�est à dire

j�jV = j" (�)jH 8� 2 V:

Par l�inégalité de korn, il vient que j:jH1 et j:jV sont des normes équivalentes sur V et ainsi

(V; j:jV ) est un espace de Hilbert.
En outre, par le théoème de trace de Sobolev, il existe constante C0 � 0 dépendant

uniquement de 
 , �1et �2 telle que

j�jL2(�3)d � C0 j�jV 8� 2 V (I.2.5)

1.3.3 Espaces de fonctions à valeurs vectorielles

Soit H un espace de Hilbert. Soient k 2 IN et 1� p � +1 et T > 0: On rappelle que

W k;p(0; T ;H) est l�espace des distributions vectorielles u 2 D
0
(0; T ;H) telles que Dju 2

Lp(0; T ;H) pour j = 0; k; Dj désignant la dérivée d�ordre j au sens des distributions.
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Si 1 � p < +1, W k;p(0; T ;H) est un espace de Banach réel pour la norme dé�nie par

j u jWk;p(0;T ;H)= (

kX
j=0

Z T

0

j Dju(x) jp dx)
1
p

8u 2 W k;p(0; T ;H):

En particulier, W k;2(0; T ;H) est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire dé�ni par

(u; �)Wk;2(0;T ;H) =
kX
j=0

Z T

0

(Dju(t); Dj�(t))H dt

8u; v 2 W k;2(0; T ;H)

D�autre part, W k;1(0; T ;H) est un espace de Banach pour la norme dé�nie par

j u jWk;1(0;T ;H)=
kX
j=0

sup ess
[0;T ]

j Dj(u(t)) jH

8u 2 W k;1(0; T ;H)

Pour le cas particulier k = 0, on remarque que

W 0;p(0; T ;H) = Lp(0; T ;H)

et on note alors la norme Lp(0; T ;H) par j : jLp(0;T ;H) pour tout 1 � p � +1.On dé�nit
aussi, pour tout k 2 IN , l�espaceCk(0; T ;H) des fonctions u : [0; T ] ! H telles que pour

tout j = 0; k les dérivées
dj u

dtj
existent et sont continues sur [0; T ] : On note, en particulier,

C0(0; T ;H) par C(0; T ;H): L�espace Ck(0; T ;H) est un espace de Banach pour la norme

dé�nie par

j u jCk(0;T ;H)=
kX
j=0

max
t2[0;T ]

j d
j u

dtj
(t) jH

8u 2 Ck(0; T;H):

En particulier, les normes sur les espaces C(0; T ;H) et C1(0; T ;H) sont données par

j u jC(0;T ;H)= max
t2[0;T ]

j u(t) jH 8u 2 C(0; T;H)
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j u jC1(0;T ;H)=j u jC(0;T ;H) + j
:
u jC(0;T ;H)

8 u 2 C1(0; T ;H)

On précise que le point au dessus d�une expression désigne la dérivée de cette expression

par rapport au temps, représentée par la variable t 2 [0; T ].

1.3.4 Fonctions convexes

On considère une fonction ' dé�nie sur un espace vectoriel réel X et à valeurs dans

]�1;+1]. Une telle fonction est dite propre si elle n�est pas identiquement égale à +1,
c�est à dire s�il existe u0 2 X tel que '(u0) < +1. La fonction ' est dite convexe si

'(tu+ (1� t)�) � t'(u) + (1� t)'(�) 8u; � 2 X; t 2 ]0; 1[

.La fonction ' est dite strictement convexe si cette dernière inégalité est stricte pour tout

u; v 2 X tels que u 6= �: Pour toute fonction ' : X ! ]�1;+1], on dé�nit le domaine et
l�épigraphe de ' respectivement par

dom(') = fu 2 X = '(u) < +1g

epi ' = f(u; �) 2 X � IR = '(u) � �g :

Il est clair qu�on peut établir les résultats suivants

1) ' est propre si et seulement dom(') 6= ;:
2) Le domaine de ' est un ensemble convexe de X si ' est convexe.

3) ' est convexe si et seulement si epi ' est un ensemble convexe dans X � IR.

Soit maintenant H un espace de Hilbert. Une fonction ' : H ! ]�1;+1] est dite
semi-continue inférieurement (s.c.i.) en u0 2 H si

lim
u!u0

inf '(u) � '(u0)

Une fonction est s.c.i. sur K � H si elle est s.c.i. en tout point de K et elle est dite s.c.i.

si elle est s.c.i. sur tout H:
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La propriété de semi-continuité peut être caractérisée de la façon suivante:

Lemme. Soit ' : H ! ]�1;+1] : Alors les propriétés suivantes sont équivalentes
1) ' est semi-continue inférieurement.

2) L�épigraphe de ' est fermé dans H � IR:

Puisque dans un espace vectoriel normé tout ensemble convexe est simultanément fermé

pour la topologie forte et la topologie faible, le lemme précédent conduit au résultat suivant:

Théorème. Soit ' : H ! ]�1;+1] une fonction convexe et propre. Alors ' est semi-
continue inférieurement si et seulement si elle est semi-continue inférieurement par rapport

à la topologie faible de H:

Soit maintenant K un sous-ensemble de H: On appelle fonction indicatrice de K, la

fonction 	K : H ! ]�1;+1[ dé�nie par

	K(u) =

8<: 0 si u 2 K
+1 sinon.

En utilisant cette dé�nition, on peut facilement prouver le résultat suivant:

Lemme. K est un ensemble convexe, fermé et non vide de H si et seulement si la

fonction indicatrice 	K est convexe, semi-continue inférieurement et propre.

On note à présent par 2H l�ensemble de toutes les parties de H. Une fonction ' : H !
]�1;+1] est dite Gâteaux-di¤érentiable au point u 2 H s�il existe un élément O'(u) 2 H
tel que

lim
t!0

'(u+ t�)� '(u)

t
= (O'(u); �)H

8 � 2 H. L�élément O'(u) s�appelle la di¤érentielle au sens de Gâteaux de ' en u.
La fonction ' est dite Gâteaux-di¤érentiable si elle est Gâteaux-di¤érentiable en tout

point de H. Dans ce cas l�opérateur u 2 H 7�! O'(u) 2 H s�appelle le gradient de '.
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La convexité des fonctions Gâteaux-di¤érentiables peut être caractérisée de la façon

suivante:

Lemme. Soit ' : H ! IR une fonction Gâteaux-di¤érentiable. Alors ' est une fonction

convexe si et seulement si

'(�)� '(u) � (O'(u); � � u)H 8u; � 2 H:

L�inégalité précédente suggère une généralisation de la notion de gradient aux fonctions

convexes. On dit que la fonction ' : H ! ]�1;+1] est sous-di¤érentiable en un point
u 2 H s�il existe f 2 H tel que

'(�)� '(u) � (f; � � u)H 8 � 2 H:

L�élément f est alors appelé un sous-gradient de ' en u et l�ensemble des sous-gradients de

' en u est appelé le sous-di¤érentel de ' en u et est noté @'(u) :

@'(u) = ff 2 H = '(�)� '(u) � (f; � � u)H 8 � 2 Hg

On note par dom(@') l�ensemble dé�ni par

dom(@') = fu 2 H = @'(u) 6= ;g

En utilisant dé�nis l�ensembles @'(u) et dom(@') ainsi que la dé�nition du domaine

d�une fonction, il résulte

dom(@') � dom':

L�opérateur multivoque u 7�! @'(u) : H ! 2H s�appelle le sous-di¤érentiel de '. La

fonction ' est dite sous-di¤érentiable si elle est sous-di¤érentiable en tout point de H, c�est

à dire si dom(@') = H.

En utilisant l�inégalité, on obtient:

Lemme. Soit ' : H ! ]�1;+1] une fonction sous-di¤érentiable. Alors ' est convexe,
propre et semi-continue inférieurement.
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Lemme. Soit ' : H ! ]�1;+1] une fonction convexe, propre et semi-continue in-
férieurement. Alors ' est sous-di¤érentiable en tout point intérieur de son domaine dom'.

Dans le cas d�une fonction convexe, le lien entre l�opérateur gradient et le sous-di¤érentiel

est donné par

Lemme. Soit ' : H ! ]�1;+1] une fonction convexe et Gâteaux-di¤érentiable.
Alors ' est sous-di¤érentiable et @'(u) = fO'(u)g pour tout u 2 H.

1.3.5 Inéquations variationnelles

Soient A : H ! H un opérateur non linéaire, ' : H ! ]�1;+1] une fonction propre et
f 2 H. Un bon nombre de problèmes aux limites en équations aux dérivées partielles ainsi
qu�en mécanique des milieux continus ont un rapport avec des problèmes mathématiques de

la forme suivante:

Trouver u tel que u 2 H,

(Au; � � u)H + '(�)� '(u) � (f; � � u)H 8 � 2 H: (I.2.6)

Le problème (I:2:6) est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espèce sur H:

On dit que l�opérateur A est:

1) fortement monotone s�il existe m > 0 tel que

(Au� v; u� v)H � m j u� v j2 8u; v 2 H; (I.2.7)

2) monotone si

(Au� Av; u� v)H � 0 8u; v 2 H; (I.2.8)

3) de Lipschitz s�il existe L > 0 tel que

j Au� Av jH� L j u� v j 8u; v 2 H; (I.2.9)
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4) hémicontinu si

8u; v 2 H; l�application t! A (u+ tv) : R! H 0 est continue. (I.2.10)

On peut démontrer que si A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz alors

A est inversible et A�1 est fortement monotone et de Lipschitz.

En ce qui concerne le problème (I:2:6), on a le résultat d�existence et d�unicité suivant:

Théorème. Si A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz et ' est une

fonction propre, convexe et semi-continue inférieurement alors l�inéquation variationnelle

elliptique (I:2:6) admet une solution unique.

Le théorème précédent représente un résultat d�existence et d�unicité pour les inéquations

variationnelles de seconde espèce. La démonstration de ce théorème peut être trouvée par

exemple dans [5].Ce théorème sera utilisé au troisième chapitre.

1.3.6 Compléments divers

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de nom-

breux problèmes de majoration, en particulier pour établir l�unicité de la solution. Nous

citons certains théorèmes utilisés dans ce mémoire. Pour avoir plus de détails sur les rappels

�gurant dans cette section, nous proposons par exemple [37].

1.3.7 Lemmes de Gronwall

Lemme. Soient m; n 2 C(0; T ; IR) telles que m(t) � 0 et n(t) � 0 pour tout t 2 [0; T ] et
soit a � 0: Si ' 2 C(0; T ; IR) est une fonction telle que

'(t) � a+

Z t

0

m(s)ds+

Z t

0

n(s)'(s)ds 8 t 2 [0; T ]

alors

'(t) � (a+
Z t

0

m(s)ds) exp(

Z t

0

n(s)ds) 8 t 2 [0; T ]
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Pour le cas particulier m = 0; ce lemme devient:

Corollaire. Soit n 2 C(0; T ; IR) telle que n(t) � 0 pour tout t 2 [0; T ] et soit a � 0:
Si ' 2 C(0; T ; IR) est une fonction telle que

'(t) � a+

Z t

0

n(s)'(s)ds 8 t 2 [0; T ]

alors

'(t) � a exp(

Z t

0

n(s)ds) 8 t 2 [0; T ]

Lemme. Soient m; n 2 C(0; T ; IR) telles que m(t) � 0 et n(t) � 0 pour tout t 2 [0; T ]
et soit a � 0: Si ' 2 C(0; T ; IR) est une fonction telle que

1

2
'2(t) � 1

2
a2 +

Z t

0

m(s)'(s)ds+

Z t

0

n(s)'2(s)ds 8 t 2 [0; T ]

alors

j '(t) j� (a+
Z t

0

m(s)ds) exp(

Z t

0

n(s)ds) 8 t 2 [0; T ]

1.3.8 Enoncés de certains théorèmes

Nous considèrons maintenant quelques théorèmes importants qui sont utilisés le long de

cette mémoire. La version suivante du théorème de Cauchy-Lipschitz peut être trouvée

dans [38].

Théorème I.2.1: soit V � H � V 0 un triplet de Gelfand. soit A : V �! V 0 un

opérateur monotone et hemicontinu qui satisfait

1.

(Av; v)V 0�V � ! j v j2V +� 8v 2 V; (I.2.11)

j Av j� C (j v jV +1) 8v 2 V; I.2.12

pour des constantes, ! � 0; C � 0 et � 2 R: Etant donné u0 2 H et f 2 L2 (0; T ;V 0) ;

il existe une fonction unique u qui satisfaisant.
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u 2 L2 (0; T ;V ) \ C (0; T ;H) ; _u 2 L2 (0; T ;V 0) ;

_u (t) + Au (t) = f (t) p.p. t 2 (0; T ) ;

u (0) = u0:

La démonstration de ce théorème peut être trouvée par exemple dans [4; page48].

Théorème I.2.2: ( point �xe ):

Soit E un espace de Banach et soit G : E �! E 0 une application contractante : c�est à

dire qu�il existe une constante k � 1 stictement positives telle que :

j Gu1 �Gu2 jE0� k j u1 � u2 jE 8u1; u2 2 E

Alors G admet un poit �xe unique tel que :

Gu = u

Théorème I.2.3. ( Cauchy- Lipschitz ):

Soit X un espace de Banach et soit F : [0; T ] � X �! X une application continue et

telle que:

j F (t; x1)� F (t; x1) jX� L j x1 � x2 j
8x1; x2 2 X et 8t 2 [0; T ] L � 0

Alors, pour tout x0 2 X , il existe x 2 C1 (0; T ;X) unique tel que :

_x (t) = F (t; x (t)) 8t 2 [0; T ] :

La démonstration de ce théorème peut être trouvée par exemple dans [34; page48]. Ce

théorème sera utilisé au troisième chapitre.
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Chapitre 2

Problème de contact avec réponse

normale instantanée.

Dans ce chapitre, on considère un problème de contact entre un corps viscoélastique et une

base déformable dans un processus dynamique. Le contact est modélisé par une réponse

normale instantanée, la loi de comportement est viscoélastique avec mémoire longue. On

présente la formulation mécanique et variationnelle du problème et on établit l�existence et

l�unicité de la solution. La démonstration est basée sur la théorie des équations variation-

nelles et des arguments de point �xe. Un résultat de dépendance continue de la solution

par rapport aux données a été considéré voir [31].

2.1 Formulation mécanique du problème

Problème P1. Trouver le champ de déplacement u : 
� [0; T ]! Rd , le champ du tenseur

des contraintes � : 
� [0; T ]! Sd tels que.
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2.1. Formulation mécanique du problème

� = A" ( _u) + G" (u) +
R t
0
B (t� s) " (u (s)) ds dans 
� (0; T ) II.1.1

��u = Div� + f0 dans 
� (0; T ) II.1.2

u = 0 sur �1 � (0; T ) II.1.3

�� = f2 sur �2 � (0; T ) II.1.4

��� = p ( _u�) sur �3 � (0; T ) II.1.5

�� = 0 sur �3 � (0; T ) II.1.6

u (0) = u0; _u (0) = v0 dans 
 II.1.7

Ici, la relation (II.1.1) représente la loi de comportement d�un matériau viscoélastique

avec mémoire longue, la relation (II.1.2) représente l�équation d�équilibre et les relations

(II.1.3)-(II.1.4) sont les conditions de déplacement-traction. Les relations (II.1.5)-(II.1.6)

représentent les conditions de contact avec réponse normale instantanée et (II.1.7) représente

les conditions initiales du champ de déplacement u0 et du champ de vitesse v0.

Les hypothèses portant sur les diverses fonctions intervenant dans le problème mécanique

seront données ci-après puis quelques notations seront introduites avant d�énoncer la formu-

lation variationnelle d�un tel problème mécanique. On considère l�espace des déplacements

admissibles suivant

V =
�
v 2 H1(
)d/ v = 0 sur �1

	
.

Puisque mes( �1) > 0, l�inégalité de Korn est satisfaite, il existe Ck > 0 qui dépend de


 et de �1 tel que

j "(v) jH� Ck j v jH1 8v 2 V . (II.1.8)

Sur l�espace V , on considère le produit scalaire dé�ni par

(u; v)V = ("(u); "(v))H 8u; v 2 V . (II.1.9)

On note par j : jV la norme associée,

j v jV=j "(v) jH 8v 2 V . (II.1.10)

Il vient de l�inégalité de Korn que j : jH1(
)d et j : jV sont des normes équivalentes sur V: Par
conséquent (V; j : jV ) est un espace de Hilbert réel. En se référant de plus à l�inégalité de
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2.1. Formulation mécanique du problème

Korn et au théorème de trace de Sobolev, il existe une constante C0 strictement positive ne

dépendant que du domaine 
 et des parties �1 et �3 telle que

v jL2(�3)d� C0 j v jV 8v 2 V . (II.1.11)

Pour l�étude du problème mécanique (II.1.1)-(II.1.7), on considère les hypothèses suivantes

L�opérateur de viscosité A : 
� Sd ! Sd satisfait

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

(a) Il existe une constante LA > 0 tel que

j A(x; "1)�A(x; "2) j� LA j "1 � "2 j 8"1; "2 2 Sd; p.p. x 2 
.
(b) Il existe mA > 0 tel que

(A(x; "1)�A(x; "2)):("1 � "2) � mA j "1 � "2 j2 8"1; "2 2 Sd; p.p. x 2 
.
(c) x! A(x; ") est Lebesgue mesurable sur 
.
(d) L�application x! A(x; 0) appartient à H.

(II.1.12)

L�opérateur d�élasticité G : 
� Sd � R! Sd satisfait

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

(a) Il existe une constante LG > 0 tel que

j G(x; "1; �1)� G(x; "2; �2) j� LG(j "1 � "2 j + j �1 � �2 j)
8"1; "2 2 Sd; 8�1; �2 2 R p.p. x 2 
.
(b) Pour tout " 2 Sd et � 2 R, x! G(x; "; �) est Lebesgue mesurable sur 
.
(c) L�application x! G(x; 0; 0) appartient à H.

(II.1.13)

La fonction de contact P : �3 � R �! R satisfait:

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

a) Il existe une constante Lp tel que

jp (x; r1)� p (x; r2)j � Lp jr1 � r2 j 8r1; r2 2 R p.p x 2 �3
b) (p (x; r1)� p (x; r2)) (r1 � r2) � 0 8r1; r2 2 R p.p:x 2 �3 :

c) L�application x �! p (x; r) est mesurable 8r 2 R
d) p (x; r) = 0 8r � 0 p:p :x 2 �3:

(II.1.14)

L�opérateur B relaxation satisfait

B 2 C (0; T ;H1) (II.1.15)

26



2.1. Formulation mécanique du problème

où H1 est l�espace du champ tensorielle de quatrième ordre donné par

H1 = hE = (Eijkl) =Eijkl = Eklij 2 L1 (
) ; 1 � i; j; k; l � di (II.1.16)

qui est espace de Banach réel avec la norme

jEjH1
= max

1�i;j;k;l�d
jEijkljL1(
) : (II.1.17)

Aussi nous supposons que la densité de masse satisfait

� 2 L1 (
) ; il existe �� � 0 telle que � (x) � �� et x 2 
 (II.1.18)

La force volumique et la traction surfacique sont supposées satisfaire:

f0 2 C (0; T ;H) ; f2 2 C
�
0; T ;L2 (�2)

d
�

(II.1.19)

et les données initiales satisfont aux conditions suivantes

u0 2 V; v0 2 L2 (
)d : (II.1.20)

Nous passons maintenant à la formulation variationnelle du problèmes p1: Nous utilisons un

produit modi�é intérieure sur H = L2 (
)d donné par

(u; v)H = (�u; v)H 8u; v 2 H (II.1.21)

et la norme associée,

jjvjjH = (�v; v)
1
2
H 8v 2 H: (II.1.22)

Il résulte des hypothèses (II.1.21)-(II.1.22) quejj:jjH et j:jH sont des normes équivalentes sur
H et la l�inclusion (V; j:jV ) dans(V; jj:jjH) est dense et continu. On note par V 0 le dual de

V . De L�identi�cation de H avec son propre dual, on peut écrire le triplet de Gelfand

V � H � V 0: Nous utilisons la notation (:; :)V 0�V pour représenter la dualité entre V
0 et V

nous avons

(u; v)V 0�V = (u; v)H 8u 2 H;8v 2 V (II.1.23)
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2.2. Formulation variationnelle du problème

Ensuite, on note par f : [0; T ]! V la fonction dé�nie par

(f (t) ; v)V 0�V =

Z



f0 (t) :v dx+

Z
�2

f2 (t) :v da 8v 2 V; t 2 [0; T ] ; (II.1.24)

puis, la fonctionelle j : V � V ! R est dé�nie par

j (u ; v) =

Z
�3

p (u�) v�da ; 8u; v 2 V . (II.1.25)

On note que la condition (II.1.24) implique

f 2 L2 (0; T ;V 0) : (II.1.26)

2.2 Formulation variationnelle du problème

En utilisant des arguments standards basés sur la formule de Green (I.2.3), on obtient la

formulation variationnelle du problème (II.1.1)-(II.1.7).

Problème P1V : Trouver le champ de déplacement u : [ 0; T ] �! V et le champ du

tenseur des contraintes � : 
� [0; T ]! H tels que:

� (t) = A" ( :u (t)) + G" (u (t)) +
Z t

0

B (t� s) " (u (s)) ds (II.1.27)

(�u (t) ; v)V 0�V+(� (t) ; " (v))H+j (
:
u (t) ; v) = (f (t) ; v)V 0�V 8v 2 V; t 2 [ 0; T ] : (II.2.28)

u (0) = u0; _u (0) = v0 (II.1.29)

2.3 Existence et unicité de la solution

Le principal résultat dans cette section est le suivant:

Théorème II.1.1:Sous les hypothèses (II.1.12)-(II.1.20), le problème PV1 admet une

solution unique (u; �) ayant la régularité suivante

u 2 W 1;2 (0; T ;V ) \ C1 (0; T ;H) ; �u 2 L2 (0; T ;V 0) ; (II.1.30)
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2.3. Existence et unicité de la solution

� 2 L2 (0; T ;H) ; Div� 2 L2 (0; T ;V 0) : (II.1.31)

Démonstration. La démonstration du théorème II.1.1 se fait en plusieurs étapes. Nous

supposons que les hypothèses du théorème II.1.1 sont veri�ées et que C est une constante

positive qui dépend de 
 ;�1 ;�2;�3;A ;G; B; p et T dont la valeur change d�un endroit à un
autre. Soit � 2 L2 (0; T ;V 0) : Dans la première étape, on considère le problème variationnel

suivant.

Problème P1V�. Trouver le champ de déplacement u� : [0; T ] �! V tel que:

(�u� (t) ; v)V 0�V + (A" ( _u� (t)) ; " (v))H + (� (t) ; v)V 0�V + j (
:
u (t) ; v)

= (f (t) ; v)V 0�V 8v 2 V; p.p. t 2 [0; T ] : (II.1.32)

u� (0) = u0; _u� (0) = v0: (II.1.33)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme II.1.1. Le problème P1V� admet une solution unique qui satisfait la régular-

ité (II.1.30). Cependant, si ui represente la solution du problème PV1�i, pour � = �i 2
L2 (0; T ;V 0) ; i=1,2; alors il existe C � 0 tel queZ t

0

j _u1 (s)� _u2 (s)j2V ds � C

Z t

0

j�1 (s)� �2 (s)j
2
V 0 ds 8t 2 [0; T ] (II.1.34)

Preuve: Nous dé�nissons l�opérateur A : V �! V 0 par

(Au; v)V 0�V = (A" (u) ; " (v))H + j(u; v) 8u; v 2 V: (II.1.35)

En posant _u� = v� le problème P1V� devient:

Trouver le champ de déplacement v� : [0; T ] �! V tel que:

_v� (t) + Av� (t) + � (t) = f (t) ; (II.1.36)

v� (0) = v0: (II.1.37)
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2.3. Existence et unicité de la solution

Il rsulte de (II.1.10) ; (II.1.11) ; (II.1.12) (a) ; (II.1.14) (a) ; (II.1.25 ) et (II.1.35) que

jAu� AvjV 0 � (LA + LpC
2
0) ju� vjV 8u; v 2 V; (II.1.38)

ce qui implique que A : V �! V 0 est un opérateur de Lipschitz donc continu. D�où

l�application t! A (u+ tv) est continue et alors de la dé�nition I.2.10, nous conluons que

A est un opérateur hémicontinu. Maintenant , de (II.1.35) ; (II.1.12) (c) et (II.1.14) (b)nous

trouvons

(Au� Av; u� v)V 0�V � mA jv1 � v2j2V 8u; v 2 V (II.1.39)

donc que A est un opérateur monotone. Nous choisissons v = 0V dans (II.1.39) et en

utilisant l�inégalité �� � �2

2
+ �2

2
;on obtient

(Au; u)V 0�V � mA juj2V � jA0V jV 0 jujV
� 1

2
mA juj2V �

1

2mA
jA0V j2V 0 8u 2 V;

donc

(Au; u)V 0�V � � juj2V + � 8u 2 V; avec � = 1

2
mA et � = �

1

2mA
jA0V j2V 0 :

Alors la condition (I.2.9) du théorème I.2.1 est véri�èe. Ensuite, en choisissant v = 0V dans

(II.1.38) nous trouvons

jAujV 0 � c (jujV + 1) 8u 2 V:

Alors la condition (I.2.10) du théorème I.2.1 est satisfaite. En�n, nous rappelons que par

(II.1.20) et (II.1.26) nous avons f � � 2 L2 (0; T ;V 0) et v0 2 H: Il résulte alors du théoréme
I.2.1 qu�il existe une fonction inique v� qui satisfait

v� 2 L2 (0; T ;V 0) \ C (0; T ;H) ; _v� 2 L2 (0; T ;V 0) (II.1.40)

_v� (t) + Av� (t) + � (t) = f (t) p:p:t 2 [0; T ] (II.1.41)

v� (0) = v0 (II.1.42)
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2.3. Existence et unicité de la solution

Soit u� : [0; T ] �! V la fonction d�nie par

u� (t) =

Z t

0

v� (s) ds+ u0 8t 2 [0; T ] (II.1.43)

Il vient de (II.1.35) et (II.1.40)-(II.1.43) que u� est une solution du problème variationnel

PV� et satisfait la régularité (II.1.30). Ce qui conclut la partie existence du lemme II.1.1:

L�unicité de la solution vient de l�unicité de la solution du problème (II.1.40)-(II.1.43),

garantie par le thèorème I.2.1: Considèrons maintenant �1; �2 2 L2 (0; T ;V 0) et notons,

ui = u�i ; vi = v�i = _u�i pour i = 1; 2: De (II.1.32) nous obtenons que

( _v1 � _v2; v1 � v2)V 0�V + (A" (v1)�A" (v2) ; (") v1 � " (v2))H = � (�1 � �2; v1 � v2)V 0�V :

Par integration par rapport à t de l�ègalité ci-dessus et par utilisation des conditions initiales

v1 (0) = v2 (0) = v0 et les propriétés de l�opèrateur A on trouve que

mA

Z t

0

jv1 (s)� v2 (s)j2V ds � �
Z t

0

(�1 (s)� �2 (s) ; v1 (s)� v2 (s))V 0�V ds

Maintenant, en utilisant l�inégalité ( �� � �2

2
+ �2

2
) on déduit que

Z t

0

jv1 (s)� v2 (s)j2V ds � C

Z t

0

j�1 (s)� �2 (s)j
2
V 0 ds:

d�où (II.1.34) : Maintenant pour � 2 L2 (0; T ;V 0) on considère l�opèrateur

� : L2 (0; T ;V 0) �! L2 (0; T ;V 0) dè�ni par

(�� (t) ; v)V 0�V = (G" (u� (t)) ; " (v))H + (
Z t

0

B (t� s) " (u� (s)) ds; " (v))H

8v 2 V; 8t 2 [0; T ] : (II.1.44)

Lemme II.1.2 Pour � 2 L2 (0; T ;V 0), l�opèrateur � est continu et il existe un élément

unique �� 2 L2 (0; T ;V 0) tels que ��� = ��

Preuve. Soit �1; �2 2 L2 (0; T ;V 0) et t 2 [ 0; T ]. On note ui = u�i pour i = 1; 2: En

utilisant (II.1.44) ; (II.1.11) ; (II.1.15)(a); (II.1.16) ; (II.1.17) on trouve que
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2.3. Existence et unicité de la solution

j��1 (t)� ��2 (t)jV 0 � C(ju1 (t)� u2 (t)jV +
Z t

0

ju1 (s)� u2 (s)jV ds): (II.1.45)

D�autre part de u1 (0) = u2 (0) = u0 nous avons

ju1 (t)� u2 (t)jV �
Z t

0

j _u1 (s)� _u2 (s)jV ds: (II.1.46)

Par suite, utilisant (II.1.45) pour déduire que

ju1 (t)� u2 (t)jV +
Z t

0

ju1 (s)� u2 (s)jV ds � C

Z t

0

j _u1 (s)� _u2 (s)jV ds: (II.1.47)

Il résulte de (II.1.47) que

j��1 (t)� ��2 (t)jV 0 � C

Z t

0

j _u1 (s)� _u2 (s)jV ds

ce qui implique que

j��1 (t)� ��2 (t)j
2
V 0 � C

Z t

0

j _u1 (s)� _u2 (s)j2V ds: (II.1.48)

Maintenant de (II.1.34) et (II.1.48), il vient que

j��1 (t)� ��2 (t)j
2
V 0 � C

Z t

0

j�1 (s)� �2 (s)j
2
V 0 ds 8t 2 [0; T ] :

En réitérant cette inégalité m fois on obtient:

j�m�1 � �m�2j
2
L2(0;T ;V 0) �

CmTm

m!
j�1 � �2j

2
L2(0:T ;V 0) :

Ainsi, pour m su¢ sant grand, �m est une contraction sur l�espace de Banach L2 (0; T ;V 0),

et donc �m a un point �xe unique. Par conséquent, � admet un point �xe unique �� tel que

��� = ��. Maintenant nous avons tous les ingrédients pour démontrer le théoréme II.1.1:

Preuve.

Soit �� le point �xe de � dé�ni par (II.1.44) et notons

u� = u�� (II.1.49)

32



2.3. Existence et unicité de la solution

et

�� = ��� = A" ( _u�) + G" (u�) +
Z t

0

B (t� s) " (u� (s)) ds: (II.1.50)

Puisque

(�� (t) ; v)V 0�V = (G" (u�) ; " (v))H

+(

Z t

0

B (t� s) " (u� (s)) ds; " (v)H + j (u�; v));

on va prouver que le couple (u�; ��) satisfait (II.1.27)-(II.1.29). En e¤et, nous écrivons

(II.1.32) pour � = �� et on utilise (II.1.49)-(II.1.50) pour voir que (II.1.28) est satisfaite,

(II.1.27) découle de (II.1.50) et (II.1.29) est une conséquence de (II.1.33) :

La régularité de u� vient du lemme II:1:1:et la régularité de �� 2 L2 (0; T ;H) vient du
lemme II:1:1; (II.1.12) ; (II.1.13) ; (II.1.15) et la relation (II.1.50) : En�n (II.1.28) implique

que

��u� (t) = Div�� + f0 (t) sur V 0 p,p. t 2 [0; T ]

et donc par (II.1.18)-(II.1.19), nous constatons queDiv�� 2 L2 (0; T ;V 0) : Nous en déduisons

que la régularité(II.1.31) est véri�ée ce qui conclut la partie d�existence du théorème II:1: L�

unicité est une conséquence de l�unicité du point �xe de l�opérateur � dé�ni par (II.1.44) :
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Chapitre 3

Problème de contact avec compliance

normale

Dans ce chapitre, on considère un problème de contact entre un corps viscoélastique et une

base déformable dans un processus dynamique. Le contact est modélisé par une compli-

uance normale, la loi de comportement est viscoélastique avec mémoire longue. On présente

la formulation mécanique et variationnelle du problème ainsi qu�un résultat et d�existence

et d�unicité de la solution. La démonstration est basée sur la théorie des équations varia-

tionnelles et des arguments de point �xe.

3.1 Formulation mécanique du problème

Problème P2. Trouver le champ de déplacement u : 
� [0; T ]! Rd , le champ du tenseur

des contraintes � : 
� [0; T ]! Sd tels que.

� = A" ( _u) + G" (u) +
R t
0
B (t� s) " (u (s)) ds dans 
� (0; T ) II.2.1

��u = div� + f0 dans 
� (0; T ) II.2.2

u = 0 sur �1 � (0; T ) II.2.3

�� = f2 sur �2 � (0; T ) II.2.4

�� = p (u�) sur �3 � (0; T ) II.2.5

�� = 0 sur �3 � (0; T ) II.2.6

u (0) = u0; _u (0) = v0 dans 
 II.2.7
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3.2. Formulation variationnelle du problème

Içi, la relation (II.2.1) représente la loi de comportement d�un matériau viscoélastique

avec mémoire longue, la relation (II.2.2) représente l�équation d�équilibre et les relations

(II.2.3)-(II.2.4) sont les conditions de déplacement-traction. Les relations (II.2.5)-(II.2.6)

représentent les conditions de contact avec compliance normale et (II.2.7) représente les

conditions initiales du champ de déplacement u0 et du champ de vitesse v0.

Les hypothèses portant sur les diverses fonctions intervenant dans le problème mécanique

sont les mêmes données pour le problème P1.

3.2 Formulation variationnelle du problème

En utilisant des arguments standards basés sur la formule de Green (I.2.3), on obtient la

formulation variationnelle du problème (II.2.1)-(II.2.7).

Problème P2V : Trouver le champ de déplacement u : [ 0; T ] �! V et le champ du

tenseur des contraintes � : 
� [0; T ]! H tels que:

� (t) = A" ( :u (t)) + G" (u (t)) +
Z t

0

B (t� s) " (u (s)) ds (II.2.8)

(�u (t) ; v)V 0�V + (� (t) ; " (v))H + j (u (t) ; v) = (f (t) ; v)V 0�V 8v 2 V; t 2 [ 0; T ] ; (II.2.9)

u (0) = u0; _u (0) = v0: (II.2.10)

3.3 Existence et unicité de la solution

Içi le principal résultat est le suivant:

Théorème II.2.1:Sous les hypothèses (II.1.12)-(II.1.20), le problème P2V admet une

solution unique (u; �) ayant la régularité (II.1.30)-(II.1.31). Les fonctions Nous conciuons

par des théorèmes II:2:1 et II:2:2 que sous les hypotheses (II:1:9)�(II:1:17), la dynamique
des problèmes de contact p1etp1 ont une solution unique faible avec une régularité (II:1:28)�
(II:1:29) :
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3.3. Existence et unicité de la solution

La démonstration du théorème II.2.1 est similaire à celle du théorème II:1:1 et est

réalisée en plyusieurs étapes. Des modi�cation sont simples sont à apporter et nous omettons

les détails.

Démonstration. Les étapes sont les suivantes .

(i ). Pour chaque � 2 L2 (0; T ;V 0) nous montrons qu�il existe une fonction unique u�

ayant la régularité (II.1.30) de telle sorte que

(�u� (t) ; v)V 0�V + (A" ( _u� (t)) ; " (v))H + j (u� (t) ; v) + (� (t) ; v)V 0�V

= (f (t) ; v)V 0�V 8v 2 V p.p. t 2 [0; T ] ; (II.2.11)

u� (0) = u0; _u� (0) = v0: (II.2.12)

Nous dé�nissons l�opérateur A : V ! V 0 par

(Au; v)
V 0�V

= (A" (u) ; " (v))H 8u; v 2 V: (II.2.13)

Nous prouvons que A satisfait les condition (I.2.9) et (II.2.10) du théoréme I.2.1 et nous

procédons comme dans la démonstration du lemme II.1.1. Par ailleurs, nous avons recours

à des estimations semblables à celles dans la preuve du lemme II.1.1 pour voir que, si ui

représente la soulution du problème (II.2.11)-(II.2.12) pour �i 2 L2 (0; T ;V 0) ; i = 1; 2;il

existe C � 0 telle que (II.1.34) est satisfaite.
(ii). Nous introduisons maintenant l�opérateur � : L2 (0; T ;V 0) ! L2 (0; T ;V 0) dé�ni

par

(�� (t) ; v)V 0�V = (G" (u� (t)) ; " (v))H + (
Z t

0

B (t� s) " (u� (s)) ds; " (v))H

+j (u� (t) ; v) 8v 2 V; 8t 2 [0; T ] : (II.2.14)

Içi, pour chaque � 2 L2 (0; T ;V 0) ; u� représente le champ de déplacement obtenu étape

(i): Nous utilisons des estimations semblables à ceux utilisés dans le lemme II.1.2 pour prou-

ver que l�opérateur � satisfait (II.1.48) : Il s�ensuit maintenant de (II.1.34) et du théorème

du point �xe que l�opérateur � a un point �xe unique �� 2 L2 (0; T ;V 0).
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3.4. Résultats de dépendance continue

(iii). Soit �� 2 L2 (0; T ;V 0)le point �xe de l�opéeateur � dé�ni par (II.2.24) et notons

u� = u�� ; �
� = ��� = A" ( _u�) + G" (u�) +

Z t

0

B (t� s) " (u� (s)) ds: (II.2.15)

Nous utilisons l�égalité ��� = ��, (II.2.15)et la dé�nition (II.2.14) de l�opèrateur � pour

prouver que le couple (u�; ��) est une solution de problème PV2 et satisfait la règularitè

(II.1.30)-(II.1.31): Ceci conclut partie de l�existence du théorème II.1.2: L�unicité résulte

de l�unicitè du point �xe de l�opérateur � dé�ni par (II.2.14) obtenu à l�étape (ii):

3.4 Résultats de dépendance continue

Dans cette section, nous étudions la dépendance de la solution des problème PV1 et PV2

par rapport à une perturbation de la fonction de contact p dé�nie en (II:1:14). Nous nous

limitons à l�étude du problème PV1 car on a de mêmes résultats pour le problème PV2:On

suppose dans ce qui suit que (II:1:8)�(II:1:17) sont véri�ées et notons (u; �) la solution du
problème PV1 obtenue d�après le théorème II:1:1: Soit � > 0, on note par p� la perturbation

de la fonction de contact p telle que p� : �3 � R �! R satisfait:

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

a) Il existe une constante L�p > 0 tel que

jp� (x; r1)� p� (x; r2)j � L�p jr1 � r2 j 8r1; r2 2 R p.p x 2 �3 :
b) (p� (x; r1)� p� (x; r2)) (r1 � r2) � 0 8r1; r2 2 R p.p:x 2 �3 :

c) L�application x �! p� (x; d) est mesurable 8r 2 R
d) p� (x; r) = 0 8r � 0 p:p :x 2 �3:

Soit j� : V � V ! R la fonctionnelle dé�nie par

j (u ; v) =

Z
�3

p� (u�) v�da ; 8u; v 2 V .

On considère le problème:

Problème PV �
1 . Trouver le champ de déplacement u

� : [0; T ] 7�! V et le champ des

contraintes �� : [0; T ] 7�! H tel que
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3.4. Résultats de dépendance continue

�� = A" ( _u� (t)) + G" (u� (t)) +
Z t

0

B (t� s) " (u� (s)) ds; (II.3.1)

(�u� (t) ; v)V 0�V + (�
� ((t)) ; " (v))H + j� ( _u� (t) ; v) = (f (t) ; v)V 0�V :8v 2 V; p.p:t 2 [0; T ]

(II:3:2)

u� (0) = u0; _u
� (0) = v0: (II.3.3)

Nous déduisons du théorème II:1:1 que pour tout � � 0 , le problèmePV �
1 admet une

solution unique (u�; ��) qui satisfait (II:1:30)� (II:1:31).
Supposons que la fonction de contact p�satisfait les hypothèses suivantes:8>>>>>><>>>>>>:

Il existe � 2 R+ et � :]0;+1[! [0;+1[ tel que
(a) jp�(x; r)� p(x; r)j � �(�)(jrj+ �) 8� > 0; r 2 R; p.p. x 2 �3:
(b) lim

�!0
�(�) = 0:

(c) Il existe L0 > 0 tel que L�p � L0 pour tout � > 0:

(II.3.4)

Sous ces hypothèses, nous avons le résultat de convergence suivant:

Théorème III:1:1

La solution (u�; ��) du problème PV �
1 converge vers la solution (u; �) du problème PV1

lorsque � �! 0; i.e

u� �! u dans W 1;2 (0; T ;V ) quand � �! 0: (II.3.5)

�� �! � dans L2 (0; T ;V 0) quand � �! 0: (II.3.6)

Ce résultat de convergence est important du point de vue mécanique car il montre

que de petites perturbations sur les conditions de contact peuvent conduire à de petites

perturbations de la solution faible du problème P1:

Démonstation. Soit � � 0:Parout dans ce qui suit, C désigne une constante générique
poisitive. En utilisant (II.1.28) et (II.3.2) on obtient
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3.4. Résultats de dépendance continue

(�u� (t)� �u (t) ; _u� (t)� _u (t))V 0�V + (�
� (t)� � (t) ; " ( _u� (t))� " ( _u (t)))H

+ j� ( _u� (t) ; _u� (t)� _u (t)� j ( _u (t) ; _u� (t)� _u (t))) = 0 p:p:t 2 (0:T ) :
(II:3:7)

Nous introduisons (II:1:27) et(II:3:1) dans (II:3:7) pour obtenir

(�u� (t)� �u (t) ; _u� (t)� _u (t))V 0�V + (A" ( _u� (t))�A" ( _u (t)) ; " ( _u� (t)� _u (t)))H

= � (G" (u� (t))� G" (u (t)) ; " ( _u� (t)� _u (t)))H

�
�R t

0
B (t� s) " (u� (s)� u (s)) ds; " ( _u� (t)� _u (t))

�
H

+j ( _u (t) ; _u� (t)� _u (t))� j� ( _u� (t) ; _u� (t)� _u (t)) p:p:t 2 (0:T ) :
(II:3:8)

Il résulte de (II:1:12) que pour p.p:t 2 (0:T ) :

(A" ( _u� (t))�A" ( _u (t)) ; " ( _u� (t)� _u (t)))H � mA j _u� (t)� _u (t)j2V : (II:3:9)

Nous utilisons maintenant (II:1:13) et (II:1:15) pour obtenir

� (G" (u� (t))� G" (u (t)) ; " ( _u� (t)� _u (t)))H

�
�Z t

0

B (t� s) " (u� (s)� u (s)) ds; " ( _u� (t)� _u (t))

�
H

(II.1.10)

� C

�
ju� (t)� u (t)jV +

Z t

0

ju� (s)� u (s)jV ds
�
j _u� (t)� _u (t)jV p.p:t 2 (0:T ) :.

Des dé�nitions des fonctionnelles j et j� on déduit que

j ( _u (t) ; _u� (t)� _u (t))� j� ( _u� (t) ; _u� (t)� _u (t))

=

Z
�3

(p ( _u� (t))� p� ( _u�� (t))) ( _u
�
� (t)� _u� (t)) da
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3.4. Résultats de dépendance continue

+

Z
�3

(p� ( _u� (t))� p� ( _u�� (t))) ( _u
�
� (t)� _u� (t)) da p.p:t 2 (0:T ) :

En utilisons (II:3:4) ; (II:3:5) ; (I:2:11) et le fait que p� satisfait (II:1:14) avec L�p à la

place de Lp on déduit que

j ( _u (t) ; _u� (t)� _u (t))� j� ( _u� (t) ; _u� (t)� _u (t))

� C (� (�) + ju� (t)� u (t)jV ) j _u� (t)� _u (t)jV p.p:t 2 (0:T ) : (II:3:11)

Nous remplaçons (II:3:9) ; (II:3:10) et (II:3:11) dans (II:3:8) pour obtenir pour p.p:t 2
(0:T )

(�u� (t)� �u (t) ; _u� (t)� _u (t))V 0�V +mA j _u� (t)� _u (t)j2V

� C

�
� (�) + ju� (t)� u (t)jV +

Z t

0

ju� (s)� u (s)jV ds

�
j _u� (t)� _u (t)jV ; (II:3:12)

Et, en utilisant l�inégalité

ab � 1

2mA
a2 +

mA

2
b2;

Après quelques calculs, nous trouvons

(�u� (t)� �u (t) ; _u� (t)� _u (t))V 0�V +
mA

2
j _u� (t)� _u (t)j2V

� C

�
�2 (�) + ju� (t)� u (t)j2V +

Z t

0

ju� (s)� u (s)j2V ds

�
p.p:t 2 (0:T ) :

Nous integrons l�inégalité précédente sur [0; s] et on utilise de la condition initiale _u� (0) =

_u (0) = v0 pour trouver

mA

2

Z s

0

ju� (t)� u (t)j2V dt � C

�
�2 (�) +

Z s

0

ju� (t)� u (t)j2V dt

�
8s 2 [0; T ] :

(II:3:13)

40



3.4. Résultats de dépendance continue

Nous utilisons maintenant (II:1:29) et (II:3:3) pour voir que

ju� (s)� u (s)j2V � C

Z s

0

j _u� (t)� _u (t)j2V dt 8s 2 [0; T ] : (II.3.14)

Nous remplaçons maintenant (II:3:13)dans (II:3:14) et on utilis à nouveau l�inégalité

de Gronwall pour voir que

ju� (t)� u (t)j2V � C �2 (�) 8s 2 [0; T ] : (II.3.15)

De (II:3:13) et (II:3:15) on trouve

Z s

0

j _u� (s)� _u (s)j2V dt � C �2 (�) 8s 2 [0; T ] : (II.3.16)

Nous combinons maintenant (II:3:15),(II:3:16) et l�hypothèse (II:3:4) (b) pour voir que

u� �! u dans W 1;2 (0; T ;V ) ; � �! 0 (II.3.17)

Nous utilisons (II:1:27) ; (II:3:1) ; (II:1:12) ; (II:1:13) et (II:1:15) pour obtenir

j�� (t)� � (t)j2H

� C

�
j _u� (t)� _u (t)j2V + ju� (t)� u (t)j2V +

Z t

0

ju� (s)� u (s)j2V ds

�
:

Nous utilisons (II:3:15) et l�inégalité précédente pour voir que

j�� (t)� � (t)j2H � C
�
�2 (�) + j _u� (t)� _u (t)j2V

�
:

Maintenant, nous intégrons l�inégalité précédente sur [0; s] et on utilise (II:3:16) pour

déduire que

Z t

0

j�� (t)� � (t)j2H dt � C �2 (�) 8s 2 [0; T ] : (II.3.18)

Nous combinons maintenant (II:3:18) et hypothèse (II:3:4) (b) pour voir que

�� �! � dans L2 (0; T ;H) ; � �! 0: (II.3.19)

Le théorème III:1:1 est alors maintenant une conséquence de (II:3:17) et (II:3:19) :

41



Chapitre 4

Problème de compliance normale avec

adhésion

Nous considèrons içi un problème de contact sans frottement entre un corps viscoélastique

et une base déformable dans un processus quasistatique. Le contact est modélisé par une

compliuance normale avec adhésion, la loi de comportement est viscoélastique avec mémoire

longue. On présente la formulation mécanique et variationnelle du problème ainsi qu�un

résultat et d�existence et d�unicité de la solution. Le problème se formule comme un système

formé par une équation variationnelle par rapport au champ de déplacement, une équation

di¤érentielle d�ordre un par rapport au champ d�adhésion . Des résultats d�existence et

d�unicité de la solution ont été considérés en utilisant la théorie des équations variationnelles

et des arguments de point �xe.

4.1 Formulation mécanique et variasonnelle du prob-

lème

On utilise le même cadre physique que pour les problèmes P1et P2:

Problème P3.Trouver le champ de déplacement u : 
 � [0; T ] ! Rd, le champ des

contraintes � : 
 � [0; T ] ! Sd et le champ d�adhésion � : �3 � [0; T ] ! [0; 1].pour tous

t 2 [0; T ] tels que
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4.1. Formulation mécanique et variasonnelle du problème

� (t) = A" (u (t)) +
R t
0
B (t� s) " (u (s)) ds dans 
� (0; T ) (III.1.1)

Div� + f0 = 0 dans 
� (0; T ) (III.1.2)

u (t) = 0 sur �1 � (0; T ) (III.1.3)

�� (t) = f2 sur �2 � (0; T ) (III.1.4)

��� (t) = p� (u� (t))� 
��
2R� (u� (t)) sur �3 � (0; T ) (III.1.5)

��� (t) = 0 sur �3 � (0; T ) (III.1.6)

_� (t) = �(� (t) (
�R� (u� (t))
2 + 
�R� (u� (t)))� �a)+ sur �3 � (0; T ) (III.1.7)

� (0) = �0 sur �3 � (0; T ) (III.1.8)

La relation (III.1.1) représente la loi de comportement d�un matériau viscoélastique linéaire,

(III.1.2) représente l�équation d�équilibre, (III.1.3) et (III.1.4) sont les conditions de déplacement-

traction, (III.1.5) et (III.1.6) représentent les conditions de contact de compliance normale

avec adhésion. La relation (III.1.7) représente une équation di¤érentielle ordinaire qui décrit

l�évolution du champ d�adhésion, où 
� ,
� et "a désignent des coe¢ cients d�adhésion, R�

et R� sont des opérateurs de troncature dé�nis par (I.1.11) et (I.1.12). Quand le champ

d�adhésion est nul, (III.1.5) devient

��� = p�(u�) sur �3 � [0; T ].

En�n, (III.1.8) représente l�adhésion initiale dans lequel �0 est donné. On s�intèresse à

la formulation variationnelle du problème mécanique P3. Pour cela, on garde les mêmes

hypothèses données pour les problèmes P1 et P2 et on rajoutte les hypothèses suivantes:

Z = f � 2 L1(�3) = 0 � � � 1 p.p. sur �3g: (III.1.11)

On dé�nit le sous espace fermé de H1 donné par

V = fv 2 H1 = v = 0 sur �1g:

Puisque mes(�1) > 0; l�inégalité de Korn est satisfaite, donc il existe une constante Ck > 0

qui dépend de 
 et de �1 et qui véri�e (II.1.8). Sur V on considère le produit scalaire et la

norme associée donnés par les relations (II.1.9)-(II.1.10).
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4.1. Formulation mécanique et variasonnelle du problème

Il vient de l�inégalité de Korn que j:jH1
et j:jV sont des normes équivalentes sur V et par

suite (V; j:jV ) est un espace de Hilbert réel. Cependant le théorème de trace de Sobolev
implique qu�il existe une constante C0, dépendant uniquement de 
 , �1 et de �3 véri�ant

(II.1.11).

Maintenant on va enoncer les hypothèses sur les données du problème. Supposons que

le tenseur d�élasticité A satisfait

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

(a) A = (Ai j k l) : 
� Sd ! Sd;

(b) Ai j k l 2 L1(
); 1 � i; j; k; l � d;

(c) A� :� = � .A� 8 �; � 2 Sd; p.p. dans 
;
(d) il existe �0 > 0 tel que

A� :� � �0 j� j2 8 � 2 Sd, p.p. dans 
:

(III.1.12)

On suppose aussi que la densité des forces volumiques et celle des forces surfaciques véri�ent

f0 2 W 1;1(0; T ;L2(
)d) , f2 2 W 1;1(0:T ;L2(�2)
d): (III.1.13)

Les coe¢ cients d�adhésion satisfont


� ; 
�; "a 2 L1(�3); 
� ; 
�; "a � 0 sur �3. (III.1.14)

Le tenseur de relaxation B véri�e

B 2 C(0; T ;L(V )) , (III.1.15)

où L(V ) désigne l�espace des opérateurs linéaires et continus de V dans V . Finalement le

champ d�adhésion initial satisfait

�0 2 Z. (III.1.16)

On considère la fonction f : [0; T ]! V dé�nie par

(f(t); v)V =

Z



f0(t):v dx+

Z
�2

f2(t):v da 8v 2 V; p.p: t 2 (0; T ); (III.1.17)

la régularité donnée par (III.1.13) implique
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4.1. Formulation mécanique et variasonnelle du problème

f 2 W 1;1(0; T ;V ): (III.1.18)

On considère aussi les hypothèses suivantes:

La fonction de compliance normale P� : �3 � R �! R satisfait:

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

a) Il existe une constante L� tel que

jP� (x; r1)� P� (x; r2)j � L� jr1 � r2 j 8r1; r2 2 R p.p x 2 �3
b) (P� (x; r1)� P� (x; r2)) (r1 � r2) � 0 8r1; r2 2 R p.p:x 2 �3 :

c) L�application x �! P� (x; r) est mesurable 8r 2 R
d) P� (x; r) = 0 8r � 0 p.p .x 2 �3:

(III.1.19)

La fonction de compliance normale p� satisfait

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

(a) p� : �3 � R! R+.

(b) Il existe L� > 0 tel que j p� (x; �1)� p�(x; �2)j � L� j�1 � �2j
8 �1; �2 2 R, p.p.x 2 �3
(c) Il existe M� > 0 tel que j p� (x; �)j �M� 8 � 2 R, p.p. x 2 �3.
(d) L�application x! p� (x; �) est mesurable sur �3, 8 � 2 R.
(e) L�application x! p� (x; �) 2 L2(�3).

(III.1.20)

Nous dé�nissons la fonctionnelle d�adhésion jad : L
1 (�3)� V � V �! R par

jad (�; u; v) =

Z
�3

�
�
��2R� (u�) �� + p� (�)R� (u� ) :v�

�
da; (III.1.21)

et la fonctionnelle de compliance normlale jnc : V � V ! R par

jnc(u; v) =

Z
�3

p�(u�)v� da: (III.1.22)

Les conditions (III.1.19) et (III.1.20) entrainent que les intégrales (III.1.21) et (III.1.22)

sont bien dé�nies. En utilisant des arguments standards basés sur la formule de Green, on

montre que le problème variationnel se formule de la manière suivante.

45



4.1. Formulation mécanique et variasonnelle du problème

Problème P3V . Trouver le champ de déplacement u : [0; T ]! V; le champ d�adhésion

� : [0; T ]! L1(�3) tel que

(A"(u(t)); "(v))H + (

Z t

0

B(t� s)"(u(s)) ds; "(v))H + jad(�(t); u(t); v)

+jnc(u(t); v) = (f(t); v)V 8v 2 V; 8t 2 [0; T ]; (III.1.23)

:

� = �[�[
�(R�(u�))2 + 
� jR� (u� )j
2 � "a]+ p.p. t 2 (0; T ); (III.1.24)

�(0) = �0: (III.1.25)

Le problème variationnel P3V est formulé en fonction du déplacement et du coe¢ cient

d�adhésion, puisque le champ des contraintes a été éliminé. Cependant si la solution (u; �)

du problème variationnel est connue, alors le champ des contraintes correspondant � peut

être facilement obtenu en utilisant la loi constitutive viscoélastique linéaire (III.1.1).

Remarque III.1.1. De l�équation (III.1.7) on obtient que �(x; t) � �0(x), puisque

�0(x) 2 Z alors �(x; t) � 1 pour tout t � 0; p.p. sur �3. Si �(x; t0) = 0 pour t = t0 alors il

vient de (III.1.7) que
:

�(x; t) = 0 pour tout t � t0, cependant �(x; t) = 0 pour t � t0. On

conclut que 0 � �(x; t) � 1 8 t 2 [0; T ] p.p. x 2 �3. Par ailleurs C représente une constante
génerique positve qui dépend de 
;�1;�3; 
� , L et qui change d�une place à l�autre:

D�abord, nous remarquons que jad et jnc sont linéaires par rapport au deuxième argu-

ment, donc

jad (�; u;�v) = �jad (�; u; v) ; (III.1.26)

jnc (u;�v) = �jnc (u;v) : (III.1.27)

En utilisant (III.1.20); (III.1.26) avec les inégalités jR� (u�)j � L; jR� (u� )j � L; j�1j � 1;et
j�2j � 1 , nous déduisons que

jad (�1; u1 ; u2 � u1) + jad (�2; u2 ; u2 � u1) � C

Z
�3

j�1 � �2j ju1 � u2j da; (III.1.28)

en combinant cette inégalité avec l�inégalité de Cauchy-Schwartz et (I.2.5) on obtient

jad (�1; u1 ; u2 � u1) + jad (�2; u2 ; u2 � u1) � C j�1 � �2jL2(�3) ju1 � u2jV : (III.1.29)
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4.2. Existence et l�unicité de la solution

Puis, nous choisissons � = �1 = �2 dans (III.1.29) pour trouver

jad (�1; u1 ; u2 � u1) + jad (�2; u2 ; u2 � u1) � 0: (III.1.30)

Par des manipulations semblables, basées sur les propriétés des opérateurs R� ; R� et p� on

montre que

jjad (�; u1 ; v)� jad (�; u2 ; v)j � C ju1 � u2jV jvjV : (III.1.31)

En prenant u1 = v et u2 = 0 dans (III.1.31) et nous employons les égalités R� (0) = 0

et R� (0) = 0 pour obtenir

jad (�; v; v) � 0: (III.1.32)

En outre, nous utilisons (III.1.22) on obtient

jjnc (u1; v)� jnc (u2; v)j �
Z
�3

jp� (u1�)� p� (u2�)j jv� j da; (III.1.33)

et d�aprés (III.1.19); (III.1.20) et l�inégalité de Cauchy-Schwartz on a

jjnc (u1; v)� jnc (u2; v)j � C ju1 � u2jV jvjV : (III.1.34)

En utilisant (III.1.23) on obtient

jnc (u1; u2 � u1) + jnc (u2; u1 � u2) �
Z
�3

(p� (u1�)� p� (u2�)) (u2� � u1�) da; (III.1.35)

et d�aprés (III.1.20) on a

jnc (u1; u2 � u1) + jnc (u2; u1 � u2) � 0: (III.1.36)

Finalement, en choisissant u1 = v et u2=0 dans (III.1.36) et en utilisant (III.1.19)(d),

(III.1.27) nous obtenons

jnc (v; v) � 0: (III.1.37)

4.2 Existence et l�unicité de la solution

Théorème III.2.1. Nous supposons que les hypothèses (III.1.12)-(III.1.16) et (III.1.19)

sont satisfaites. Alors, il existe une solution unique (u; �; � ) du problème P3V: De plus, la

solution satisfait

47



4.2. Existence et l�unicité de la solution

u 2 W 1;1 (0; T ;V ) ; (III.2.1)

� 2 W 1;10; T ;L1 (�3) (III.2.2)

� 2 C (0; T ;H1) : (III.2.3)

Le triplet (u; �; �) véri�ant (III.1.1) et (III.1.23)-(III.1.25) est appelé solution faible du

problème de compliance normale avec adhésion où � véri�e (III.2.3). La démonstration du

théorème III.2.1 se fait en plusieurs étapes.

Dans tout ce qui suit, nous supposons que les hypothèses du théorème III.2.1 sont sat-

isfaites et nous considérons que C est une constante positive qui dépend de 
 ;�1;�3;A
,B; 
� ; 
� ; L et T dont la valeur peut changer d�une place à l�autre:Soit Z le sous- ensemble
fermé de l�espace C ([0; T ] ;L2 (�3)) dé�ni par

Z =
�
� : [0; T ] �! L2 (�3) : 0 � � (t) � 1 8t 2 [0; T ] p.p sur �3

	
(III.2.4)

et soit � 2 C(0; T ;V ), on note par f� la fonctionnelle dé�nie sur V par

(f�(t); v)V = (f(t); v)V � (�(t); "(v))H:

Considérons le problème intermediaire suivant.

Problème P3V� . Trouver u�: [0; T ]! V; trouver ��: [0; T ]! L1(�3) tels que

(A"(u�(t)); "(v))H + jad(��(t); u�(t); v) + jnc(u�(t); v) = (f�(t); v)V (III.2.5)

8 v 2 V; 8 t 2 [0; T ];
:

�� = �[��[
�(R�(u��))2 + 
� jR� (u�� )j
2 � "a]+ p.p. t 2 (0; T ); (III.2.6)

��(0) = �0 . (III.2.7)

Lemme III.2.1. Le problème P3V� admet une solution unique (u�; ��) qui satisfait

(III.2.1)-(III.2.2).

Soit � appartenant à Z �xé. On considère le problème auxiliaire suivant.
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4.2. Existence et l�unicité de la solution

Problème P3V��. Trouver u�� : [0; T ]! V tel que

(A"(u��(t)); "(v))H + jad(�(t); u��(t); v) + jnc(u��(t); v)

= (f�(t); v)V 8v 2 V; 8t 2 [0; T ]; (III.2.8)

Lemme III.2.2. Il existe une solution unique au problème P3V�� qui satisfait

u�� 2 C ([0; T ] ;V ) :

Démonstration. Soit t 2 [0; T ] et on considère l�opérateur At : V ! V dé�ni par

(Atu; v)V = (A"(u); "(v))H + jad(�(t); u; v) + jnc(u; v) 8 u; v 2 V .

Le problème P3V�� devient

(Atu��(t); v)V = (f�(t); v)V 8 v 2 V; 8 t 2 [0; T ]:

En utilisant (III.1.12), (III.1.19), (III.1.31), (III.1.34) on montre que At est fortement

monotone de Lipschitz sur V . Par conséquent At est inversible et son inverse A�1t est

aussi un opérateur fortement monotone et de Lipschitz sur V . On déduit qu�il existe u��(t)

solution unique du problème P3V�� donnée par

u��(t) = A�1t f�(t):

La forte monotonie et la lipschitzianité de A�1t et la régularité de f� montrent alors que

u�� 2 C(0; T ;V ). Dans la prochaine étape on considère le champ de déplacement u��

obtenu dans le Lemme III.2.2 et on résoud le problème suivant.

Problème Q��. Trouver le champ d�adhésion ��� : [0; T ]! L1(�3) tel que

:

���(t) = �[���[
�(R�(u��))2 + 
� jR� (u��)j
2 � "a]+ p.p. t 2 (0; T ), (III.2.9)

���(0) = �0. (III.2.10)

On a le résultat suivant:
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4.2. Existence et l�unicité de la solution

Lemme III.2.3. Il existe un unique ��� 2 W 1;1(0; T ;L1(�3)) solution du problème

Q��: De plus, on a ���(t) 2 Z pour tout t 2 [0; T ]:
Démonstation. On considère l�application F�� : [0; T ]�L1(�3)! L1(�3) dé�nie par

F��(t; ��) = �[���[
�(R�(u��))2 + 
� jR� (u��)j
2 � "a]+

8t 2 [0; T ] et �� 2 L1(�3):

On a d�aprés les propriétés des opérateurs R� et R� donnés par (I.1.10), (I.1.11), F�� est de

Lipschitz par rapport à ��, uniformément dans le temps. Cependant pour tout � 2 L1(�3)
l�application t ! F��(t; �) appartient à L1(0; T ;L1(�3)): Donc d�aprés le théorème de

Cauchy-Lipschitz énoncé à la troisième section du chapitre I (Théorème I.2.2), il existe

��� 2 W 1;1(0; T ;L1(�3)) solution unique du problème Q��. En utilisant des arguments

similaires à la Remarque III.1.1 de la section III , il vient que 0 � ���(t) � 1 8t 2 [0; T ] p.p.
sur �3 et donc ��� 2 Z. Il vient du Lemme III.2.3 que 8 � 2 Z la solution ��� du problème
Q�� appartient à Z. Cependant on peut considèrer l�application � : Z ! Z dé�nie par

�� = ���: (III.2.11)

Lemme III.2.4. Il existe un élément unique �� 2 Z tel que ��� = ��:

Demonstration. Soit t 2 [0; T ]. En notant � = �i, u��i(t) = ui pour i =1,2, il vient

de (III.2.5) que:

(A"(u1(t)� u2(t)); "(u1(t)� u2(t)))H =

jad(�1(t); u1(t); u2(t)� u1(t)) + jad(�2(t); u2(t); u1(t)� u2(t))

+jnc(u1(t); u2(t)� u1(t)) + jnc(u2(t); u1(t)� u2(t))

8t 2 [0; T ]

En utilisant (III.1.31) et (III.1.36), on obtient
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4.2. Existence et l�unicité de la solution

ju1(t)� u2(t)jV � C j�1(t)� �2(t)jL2(�3) (III.2.12)

et par suite Z t

0

ju1(s)� u2(s)jV ds � C

Z t

0

j�1(s)� �2(s)jL2(�3) ds: (III.2.13)

D�autre part en notant � = �i; ���i = �i et u��i = ui; pour i = 1; 2, il vient d�aprés (III.2.9)

et (III.2.10) que

�i(t) = �0 �
Z t

0

[
��i(s)[(�R(ui(s)�))+]2 � "a]+ ds

et par suite

j�1(t)� �2(t)jL2(�3) � C

Z t

0

���1(s)[(�R(u1�(s)))+]2 � �2(s)[(�R(u2�(s)))+]2
��
L2(�3)

ds.

En utilisant les dé�nitions des opérateurs de troncation R� et R� donnés par (I.1.10), (I.1.11)

et en écrivant �1 = �1 � �2 + �2, on trouve

j�1(t)� �2(t)jL2(�3) � C

Z t

0

j�1(s)� �2(s)jL2(�3) ds+ C

Z t

0

ju1�(s)� u2�(s)jL2(�3) ds:

En utilisant le lemme de Gronwall, il vient que

j�1(t)� �2(t)jL2(�3) � C

Z t

0

ju1�(s)� u2�(s)jL2(�3) ds

et en utilisant (II.1.11) on obtient

j�1(t)� �2(t)jL2(�3) � C

Z t

0

ju1(s)� u2(s)jV ds: (III.2.14)

De (III.2.11) et (III.2.12), on trouve

j��1(t)� ��2(t)jL2(�3) � C

Z t

0

ju1(s)� u2(s)jV ds. (III.2.15)

Maintenant, en combinant (III.2.13) et (III.2.15) on voit que

j��1(t)� ��2(t)jL2(�3) � C

Z t

0

j�1(s)� �2(s)jL2(�3) ds

et en réitérant cette inégalité m fois on arrive à
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j�m�1 � �m�2jC([0;T ];L2(�3)) �
CmTm

m!
j�1 � �2jC(0;T ;L2(�3)) . (III.2.16)

On voit que pour m assez grand �m est une contaction sur Z car CmTm

m!
! 0 quand m !

1: Comme Z est un sous ensemble non vide et fermé dans C(0; T ;L2(�3)) donc c�est un

Banach. D�aprés le théorème du point �xe de Banach énoncé à la troisième section du

chapitre I (Théorème I.2.2), il vient que � admet un point �xe unique �� 2 Z. Maintenant
nous avons tous les ingrédients pour prouver le Lemme III.2.1.

Démonstration. Sous les hypothèses (I.2.5), (III.1.19), (III.1.13)-(III.1.15) le prob-

lème P3V�� admet une solution unique (u�; �) qui véri�e (III.2.1)-(III.2.2). En e¤et, pour

l�exitence soit �� 2 Z le point �xe de � et u�� la solution du problème P3V�� obtenue pour

� = �� c�est à dire u�� = u���. En utlisant les mêmes arguments de la démonstration de

(III.2.12) , on a la relation��u��(t1)� u��(t2)
��
V
� C j��(t1)� ��(t2)jL2(�3) ;8t1; t2 2 [0; T ]. (III.2.17)

Puisque ��� = ���� = �� donc le Lemme III.2.4 implique que �� 2 W 1;1(0; T ;L1(�3)) et

par suite (III.2.15) implique que u�� 2 W 1;1(0; T ;V ).

On conclut par (III.2.8), (III.2.9) et (III.2.10) que ( u��; �
�) est la solution de P3V�� qui

satisfait (III.2.1) et (III.2.2). Pour l�unicité, soit (u�; �) une solution de P3V�� qui satifait

(III.2.1) et (III.2.2). En utilisant la remarque 1.1 du chapitre I, on déduit que � 2 Z. Il
vient de (III.2.8) que u� est solution du problème P3V��. Or d�aprés le Lemme III.2.2 il

existe une solution unique u�� au problème P3V��, donc

u� = u�� (III.2.18)

d�où l�unicité de u�.

En posant u� = u�� dans (III.1.24) et (III.1.25) il vient que

:

� = �[�[
�(R�(u�))2 + 
� jR� (u� )j
2 � "a]+ p.p. t 2 (0; T );

�(0) = �0;

on voit alors que � est solution de Q��. Puisque le Lemme III.2.3 implique que le problème

Q�� admet une solution unique ���, il vient que � = ���. Or de (III.2.11) on a �� = ���,
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4.2. Existence et l�unicité de la solution

on déduit donc que �� = � et le Lemme III.2.4 implique que � = ��. Ainsi (u�; �) est la

solution unique du problème P3V�� qui véri�e

u� 2 W 1;1(0; T ;V ),

� 2 W 1;1(0; T ;L1(�3)):

Dans la prochaine étape on considère l�opérateur S : C(0; T ;H)! C(0; T ;H) dé�ni par

S�(t) =

Z t

0

B(t� s)"(u�(s)) ds. (III.2.19)

Lemme III.2.5. L�opérateur S admet un point �xe unique �� 2 C(0; T ;H) tel que
S�� = ��.

Démonstration. Soit �1 , �2 2 C(0; T ;H): On a

jS�1(t)� S�2(t)jH � C

Z t

0

��u�1(s)� u�2(s)
��
V
ds

d�autre part d�aprés (III.2.5) on a

(A"(u�1(t)� u�2(t)); "(u�1(t)� u�2(t)))H =

jad(�1(t); u�1(t); u�2(t)� u�1(t)) + jad(�2(t); u�2(t); u�1(t)� u�2(t))

+jnc(u�1(t); u�2(t)� u�1(t)) + jnc(u�2(t); u�1(t)� u�2(t))

+(�2(t)� �1(t); "(u�1(t)� u�2(t)))H.

En utilisant les mêmes arguments comme dans le Lemme III.2.4 on obtient��u�1(t)� u�2(t)
��
V
� C( j�1(t)� �2(t)jL2(�3) + j�1(t)� �2(t)jH ). (III.2.20)

D�autre part de (III.2.6) et (III.2.7) on a pour i = 1; 2

:

�i = �[�i[
�(R�(u�))2 + 
� jR� (u� )j
2 � "a]+ p.p. t 2 (0; T );

�i(0) = �0,

d�où

j�1(t)� �2(t)jL2(�3) � C

Z t

0

j�1(s)� �2(s)jL2(�3) ds+ C

Z t

0

��u�1(s)� u�2(s)
��
V
ds:
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4.2. Existence et l�unicité de la solution

Le lemme de Gronwall implique que

j�1(t)� �2(t)jL2(�3) � C

Z t

0

��u�1(s)� u�2(s)
��
V
ds: (III.2.21)

En combinant (III.2.20) et (III.2.21) on voit que

��u�1(t)� u�2(t)
��
V
� C(

Z t

0

��u�1(s)� u�2(s)
��
V
ds + j�1(t)� �2(t)jH ): (III.2.22)

On applique de nouveau le lemme de Gronwall à l�inégalité ci-dessus, on obtientZ t

0

��u�1(s)� u�2(s)
��
V
ds � C

Z t

0

j�1(s)� �2(s)jH ds,

d�où

jS�1(t)� S�2(t)jH � C

Z t

0

j�1(s)� �2(s)jH ds.

En réitérant cette inégalité m fois,on arrive à

jSm�1 � Sm�2jC([0;T ];H) � CmTm

m!
j�1 � �2jC(0;T ;H): (III.2.23)

On voit que pour m assez grand Sm est une contaction sur C(0; T ;H) car (CT )
m

m!
! 0 quand

m ! 1: D�aprés le théorème du point �xe de Banach ( Théorème I.2.2), il vient que S

admet un point �xe unique �� 2 C(0; T ;H). Maintenant nous avons tous les ingrédients
pour prouver le Théorème III.2.1.

Démonstration. Soit �� 2 C(0; T ;H) le point �xe de S et (u��� ; �
�) la solution du

problème P3V�� obtenue pour � = ��: Il est claire que (u��� ; �
�) est la solution unique du

problème P3V avec la régularité

u��� 2 W 1;1(0; T ;V ),
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