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Notations

Soit 2 est un domaine de RY , on note par

r
Fl? FQ
mesIl’

v

-|x
< ..>x

< oy >X/><X

L(X,Y)

: espace des tenseurs d/ordre deux symétriques sur RY c-a-d Sy =

: la frontiére de ) supposée assez réguliére
: les parties de la frontiére I"

: la mesure de Lebesgue superficielle de I';
: la normale extérieure unitaire a I"

: presque partout

: espace de Hilbert
: le dual de X
: espace des fonctions mesurables, de carré intégrable sur €2

: espace des fonctions mesurables sur  tel qu/il existe ¢)0 |u(x)| < ¢ p.p sur

: espace réel sur €2 de fonctions indéfiniment dérivables et a support compact

inclus dans 2

. espace des fonctions continues de (0.7) a valeurs dans X

: norme sur lespaceC(0.7.X)

: espace de Sobolev

: adhérence de D(Q2) dans H'(Q)

: espace de Sobolev d/ordre % sur €

: dérivée premiére et seconde de f par rapport au temps

: espace défini par XV={z = (z;) / ;€ X,i=1,2,3,...., N}

: espace défini par XN N={z = (z;;) / v;j = v;; € X,i,j =1,2,3,.., N}
RNV
: élément zéro de Sy

: norme sur l/espace X

: produit scalaire sur X

: produit de dualité entre X et X

: espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y ; en particulier

L(X) = L(X,Y)



Divo  : divergence de o

divD  : divergence du vecteur D
e(u) : le tenseur de la déformation
Vo : le gradient de fonction ¢

H = L*(Q)?

H = L2(Q)dxd

H, = {ueH/e(u)€H}

Hy ={0eL*Q)/ Ve H}

HY(Q) ={ueL2(Q) ) due L Q)i =1..d}

1

Hr = L3(I)

He = (L%(r))N

1% ={ue H /yu=0 ppsur 1}

)% ={o € Hy; / Divo =0 dans Q,0.v = 0 sur I'y}
W = {oc€H;, /ov=0surTy}



0.1 INTRODUCTION

Vu qu’il y a des propriétés de comportement des corps réels mises en évidence par
les essais expérimentaux qui ne peuvent pas étre décrites par les lois de comportement
élastiques (viscosité, fluage, relaxation) c’est pour cela qu’on a considéré au début un
corps élastique en mouvement soumis a des champs de contraintes et & des déformations.
Ensuite on a considéré un corps viscoplastique dans les mémes conditions.

Le but de ce mémoire est de proposer une étude mathématique de quelques problémes
aux limites pour des lois de comportement élastiques ou viscoplastiques dans le cadre des
hypothéses de petites transformations (H.P.T).

Le mémoire est composé de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, avant d’établir le systéme d’équations aux dérivées partielles
qui fera I'objet de notre étude tout en précisant le cadre de celle-ci, on a introduit
quelques notions de la théorie de I’élasticité et la viscoplasticité concernant les lois de
comportement, leur historique illustré par quelques exemples, les tenseurs, les équations
du mouvement et les conditions aux limites.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse a 1’étude d’un probléme aux limites de
déplacement traction en élasticité linéaire. On montrera ’existence et 1'unicité de la
solution du probléme en utilisant le théoréme de Lax-Milgram. On étudie également la
dépendance continue de la solution par rapport aux données. Pour le cas non linéaire,
on rappelle la méthode itérative utilisée par Lebri [7] pour résoudre le probléme et on
termine par quelques exemples numériques oti on compare les solutions réelles et les
solutions approchées.

Le troisiéeme chapitre est consacré a 1’étude d’un probléme aux limites en viscoplas-
ticité. On montre 'existence et I'unicité de la solution en se basant seulement sur la
méthode du point fixe. On achéve ce chapitre par quelques exemples numériques pour
tester l'algorithme proposé en comparant les solutions réelles et les solutions approchées.

Le quatriéme chapitre est destiné & ’étude d’un probléme d’évolution formulé dans

un cadre hilbertien, ce probléme abstrait est proposé uniquement dans le but d’offrir



une présentation dans un cadre plus général des problémes étudiés dans les chapitres
précédents. On démontre un résultat d’existence et d’unicité en utilisant la méthode de
point fixe et on terminera par la proposition d’une approche numérique de la solution
moyennant une méthode itérative.

On acheéve ce mémoire par une annexe résumant les principales notions, ainsi que

quelques théorémes importants en analyse fonctionnelle utilisés dans ce mémoire.



Chapitre 1

FORMULATION
MATHEMATIQUE DES
PROBLEMES AUX LIMITES

Dans ce premier chapitre, nous présentons le systéme d’équations aux
dérivées partielles qui fera I’objet de notre étude en précisant le cadre de
celle-ci.

Pour cela, nous introduisons quelques notions utilisées dans la théorie de
P’élasticité. On donnera une idée sur I’historique et la signification mécanique
de ces notions. Ces derniéres porteront sur les tenseurs, les équations du

mouvement, les conditions aux limites et les lois de comportement.



1.1 Géométrie de la déformation

1.1.1 Définition d’un solide déformable

Un solide déformable est un corps qui change de forme géométrique a cause des efforts

extérieurs (mécaniques, thermiques, ou couplés).

1.1.2 Notion de la déformation

La déformation élastique est une déformation réversible : le milieu retourne a son état
initial lorsqu’on supprime les sollicitations.

L’élasticité linéaire concerne les petites déformations proportionnelles a la sollicita-
tion. Aux plus grandes déformations, I’élasticité devient non linéaire pour certains maté-
riaux.

Le corps que nous étudions ici est déformable et en mouvement.

On désigne par €2 le domaine occupé par le corps a l'instant ¢ = 0 (€ s’appelle la
configuration de référence), et par §2; le domaine occupé par le méme corps a l'instant
t > 0 (€ s’appelle la configuration déformée).

X = (X;) désigne les composantes de la position d’une particule p du corps a I'instant
t=0.

xr = (z;) désigne les composantes de la position de la méme particule p a I'instant

t > 0.

1.1.3 Description analytique de la déformation
Le lien entre X € (), et z € €); est donné par une application vectorielle :

O(,t): Q- VE>0
X = ®(X, 1)

(1.1) r=®(X,t) =X +u(X,t)t>0X e€Q



Avec u (X, 1) le vecteur de déplacement.
®(.,t) est appelé application déformation . En particulier la vitesse et I’accélération,

sont définies respectivement par :

12) o= o = o (X)) _ .
ot
07 (®(X,1))

13) a= v =i =

ot?
Nous introduisons les notations suivantes :
(14) F=Vx®=Iy+H (avec H = Vxu)

(1.5) C=FFT'=(Iy+H+H" + HHT)
(1.6) G=3(C—1Iy)=3H+H"+ HHT)

Ou Vx® désigne le gradient de ® par rapport aux coordonnées de la variable X, H”
est la transposée de H, FT est la transposée de F' et Iy est la matrice unité d’ordre N,
F est le tenseur gradient de la déformation, C est le tenseur des dilatations ou tenseur
des déformations de Cauchy tandis que le tenseur G est le tenseur des déformations; en

COIIlpOS&IltGS on a :

(1.7) Gij = %( + + : )
0X; HX; X, 09X,

On remarque que le tenseur des déformations G s’exprime d’une facon non linéaire

par rapport aux composantes du vecteur déplacement wu.
Précisons maintenant un peu plus le cadre de notre étude afin d’apporter quelques
simplifications aux notions introduites récemment.
Remarque 1.1
Nous nous intéressons aux mouvements qui ont un vecteur de déplacement u(X,t)
ou;
0X;
qu’on est dans 'hypothese des petites transformations (H.P.T). Dans ce cas, les termes
Our  Ouy
0X, 0X,

(1.8) e=3(H+HT)

qui varie lentement avec X. Alors les dérivées partielles sont petites, on dira alors

) sont négligés et 'expression de G se linéarise en ¢ :



Ou en composantes :

(‘9uz~ an
(1-9) €ij — %( + )
0xX;  0X,

Le tenseur ¢ s’appelle le tenseur des déformations linéarisé.

Nous allons maintenant établir I’équation du mouvement du systéme matériel et pré-

ciser les conditions aux limites que nous considérons.

1.2 Equation du mouvement

La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus exprimant 1’équivalence du
torseur des forces extérieures et du torseur des accélérations pour un systéme quelconque,
conduit aux équations du mouvement suivantes :

(2.1) Divo + f = pii. dans Q;, ¢ >0

Ou f:Qx][0,T] — IRYN représente le champ de densité des forces volumiques

appliquées sur le corps et

. . 0oi:
Dive <Dwa = %)
Zj

Est la divergence du champ des contraintes.

Les équations du mouvement (2.1) ne peuvent étre utilisées comme telles car elles
dépendent de la déformation qui est précisément 'inconnue; d’ou la nécessité de leur
réécriture dans la configuration de référence, on prouve sous des hypothéses et un chan-
gement de notation (voir Ciarllet[1]) que I’équation (2.1) devient :

(2.3) Divo + f = pii  dans Q x [0, 7]

Le processus d’évolution modélisé par I’équation (2.3) s’appelle processus dynamique.

Dans certaines situations, I’équation (2.3) peut encore se simplifier, par exemple dans
le cas ot le champ des vitesses u varie trés lentement, le terme pti peut étre négligé et
I'équation (2.3) devient :

(2.4) Dive + f=0  dans Q x |0, T

Dans la suite, on va appeler (2.3) équation de mouvement et (2.4) équation d’équilibre.
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Pour compléter le modéle mathématique donné par (2.3) ou (2.4), il faut préciser les

conditions aux limites qu’on impose.

1.3 Conditions aux limites

Les sollicitations surfaciques imposent des conditions sur la solution aux frontiéres du
domaine 2, et qu’on appelle généralement "conditions aux limites", mais elles peuvent
étre trés diverses. Soit un corps déformable occupant un domaine Q de IRY et ayant une
frontiére T'.

on suppose I' =Ty Uy , I'y NI’y = &, une partition de T'.

sur 'y on impose un déplacement g

sur I's on impose une force traction h

1.3.1 Conditions aux limites de déplacement-traction en di-
mension 1
Soit 2 = ]a,b], telle que : 9Q =T

Ou : Fl = {(I} et Fzz{b}

Les conditions aux limites dans le cas unidimensionnel deviennent :

(3.1) u(a) =g
(3.2) o(b)=h
1.3.2 Conditions aux limites de déplacement traction en di-

mension 3

Soit : Q C IR3, tel que : 9Q =T
On suppose I' =Ty UT'y, I't N T'y = @ une partition de I'.

Les conditions aux limites sont données par :

11



(33) wu=g surly

(3.4) ov=h sur Ty
La condition (3.3) est appelée condition aux limites de déplacement.

Sa signification consiste a ce que le champ des déplacements est imposé sur la partie
I'; de la frontiere I', la fonction g étant une donnée du probléme. La condition (3.4) est
appelée condition aux limites de traction, h représentant la densité des forces appliquées
sur la surface et constituant une donnée du probléme.

Si 'y = & le probléme aux limites est un probléme de traction pure et si ['y = & le
probléme aux limites est un probléme de déplacement pur.

Remarque 1.2 :

Ainsi compte tenu de (2.3), (2.4), le systéme matériel peut étre décrit a 1'équilibre

par les équations suivantes :

(3.5) Dive+ f =0 dans Q
(3.6) u=g sur I'y

(3.7) ov=nh sur Ty
Les inconnues sont :

u; :Q— IR, 1=1,2,3
0 Q= 1IR, 1,7 =1,2,3
Puisque o est symétrique, on aura neuf inconnues :
u= (), c=_(0i)i,j=1,..,N
Du point de vue mathématique, nous avons trois équations avec neuf inconnues, il
est improbable de résoudre ce probléme. De méme, du point de vue physique, décrire le
mouvement d’un corps uniquement par (3.5)-(3.7) signifierait que, soumis & des conditions
identiques, les divers milieux continus auraient des comportements identiques; ce qui est
faux. D’ou l'intérét de caractériser le comportement de chaque type de matériau par des

relations qu’on appellera lois de comportement ; c’est 'objet du paragraphe suivant :

12



1.4 Lois de comportement

D’une fagon générale, les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des
contraintes, le tenseur des déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais
qu’il faut imaginer et réaliser pour établir une loi de comportement. Les expériences
physiques pour les matériaux unidimensionnels constituent le point de départ dans ’éta-

blissement des lois de comportement. En voici quelques exemples :

1.4.1 Loi de comportement en dimension 1

Le point de départ des lois de comportement est en dimension 1, on va voir un peu

I’historique des expériences qui concernent ce point.

Loi de Hooke en 1678 :

L’idée est apparue en 1670, la loi de Hooke est une loi de comportement élastique
linéaire des solides soumis a une déformation de faible amplitude. Cette loi de compor-
tement a été énoncée par Robert Hooke en 1678, aprés une expérience faite en 1675, il
a dit "telle extension, telle force" ou bien en termes modernes : 1’allongement est
proportionnel a la force Hooke désirait obtenir une théorie des ressorts, en soumettant
ces derniers a des forces successives. De cette loi on tire deux aspects importants :

a. La linéarité.

b. L’élasticité.

Ces deux aspects ne sont pas identiques. La linéarité exprime que I’allongement est
proportionnel a la force. L’élasticité exprime que cet effet est réversible et permet donc
de revenir & I’état initial tel un ressort soumis a des forces faibles. L’élasticité a une limite
qui est indépendante de la notion de linéarité.

Hooke n’a considéré que la phrase élastique et linéaire, donc proportionnelle et réver-
sible.

C’est en quelque sorte une analogie avec 1’allongement (I —ly) d’un ressort de raideur

13



k soumis & une force F' avec :
[ : longueur du ressort étiré ou comprimé.
lo. longueur du ressort a vide .
Pour un ressort, on a : F' =k x (I — )
Remarque 1.3 :

La loi de Hooke s’exprime alors sous la forme :
oc=F¢

Expérience de Leibnitz en 1690 :

Une premiére expérience pour les solides déformables a été faite par Leibniz en 1690,

dans un labo sur la tige métallique (acier-doux).

1.4.2 Exemples d’essais

On considére une barre de section S et de longueur /g, on lui applique une force F(t)

a une extrémité, tandis que l'autre est maintenue fixée. On mesure l’allongement [(t) de
la barre, on définit la contrainte o et la déformation € par les égalités :

F(t)

ot) =~ e(t) =
£).

1(£) — Iy
lo

Et on représente la courbe o = o(

On peut imaginer les essais suivants :

a-Essai de chargement monotone :

On considére une tige de longueur [y = b — a et de section S = 150 mm?. La tige est
fixée en a, et tirée de 'autre extrémité b avec une force F(t) a chaque instant. L’opérateur
peut voir avec grande précision et a laide d’'un manométre la valeur F(t) augmenter
progressivement de ‘0’a une certaine valeur ainsi que la longueur [(t) correspondante.

t=0, la longueur de la tige est o = b —a, F(0) =0

14



t=1t; — F(t;) — Ut;)
F(t 1)1
o(t) = 5 et e(t) = -0
Leibniz a défini 0, ¢ et a tracé la courbe représentative o en fonction de € (o0 = o(¢))

ou o(t) est le tenseur de contrainte et £(t) est le tenseur de déformation linéarisé.

3600 déca Newton
150 mm?2

g =

Commentaire :
Tant que o(t) ne dépasse pas oq les déformations sont trés faibles et augmenteraient
proportionnellement avec o (t).
La représentation de la courbe 0 = o(g) met en évidence le phénomeéne suivant :
*La linéarité ou non linéarité de la courbe.
Cet essai permet de mettre en évidence les phénomeénes suivants :
*L’adoucissement éventuel (la non monotonie de la courbe o = o(¢) ).
*La viscosité (on change ¢ =constante on peut obtenir des courbes o0 = o(¢)

différentes, ce qui met en évidence le role de I’échelle de temps).

15



& &
0 0
a) Lineaire non-lineaire
[+2
(e
£ o )
0 adoucissement
b} durcissement
[+2)
£=100
£=10
£ =1
£=01
-~ &
0 viscosite
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b-Essai de charge-décharge :

On augmente la force F' puis on la rameéne a zéro. Cet essai permet de mettre en
évidence le comportement élastique ou anélastique du corps. Si les courbes de charge-
décharge 0 = o(e) coincident, le milieu est élastique; dans le cas contraire il est anélas-

tique.

A
-

& &
0 0

elastique anelastique (plastique)

De ces expériences, on établit des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur
des déformations linéarisées. Celles ci sont appelées lois de comportement.
Remarque 1.4 :

-L’analogie avec la constante de raideur du ressort est donc le module de Young.

Loi de comportement élastique linéaire en dimension 1

Le point de départ était la loi de comportement linéaire donnée par :

o= FEe¢

Qui exprime une dépendance linéaire dans la relation contrainte-déformation.
Ou :

-0 est la contrainte.

17



-F est le module de Young.

- est I’allongement relatif.

1.4.3 Notion de module de Young en 1807

Le module de Young ou module d’é¢lasticité ou encore module de traction est la
constante qui relie la contrainte de traction (ou de compression) et la déformation pour
un matériau élastique.

Le physicien britannique Thomas Young (1773-1829) avait remarqué que le rapport
entre la contrainte de traction appliquée a un matériau et la déformation qui en résulte
(un allongement relatif) est constant, tant que cette déformation reste petite et que la
limite d’élasticité du matériau n’est pas atteinte. La loi d’élasticité linéaire est la loi de

Hooke :

o= FEe¢

Un matériau dont le module de Young est tres élevé est dit rigide. L’acier, l'iridium,
le diamant, sont des matériaux trés rigides, ’aluminium et le plomb le sont moins, les
matiéres plastiques et organiques sont généralement peu rigides. Il ne faut cependant pas
confondre élasticité et rigidité puisque la raideur d’une poutre par exemple dépend de
son module Young mais aussi du moment d’inertie de sa section.

-lorsque 'on augmente la température, une éprouvette de métal s’allonge (dilatation),
donc son module de Young diminue, tandis que 1’éprouvette en polymere se raccourcit
donc son module de Young augmente.

-lorsque 'on diminue la température, on observe le phénomeéne inverse : ’éprouvette
de métal se raccourcit (contraction) donc son module de Young augmente, tandis que
I'éprouvette de polymeére s’allonge (les chaines sont moins agitées et se laissent étirer)
donc son module de Young diminue.

Ainsi, le tableau suivant représente quelques matériaux avec leurs ses coefficients

18



d’élasticité (tableau de Young) :

Matériau | Valeur de E en Déca — Newton/mm?
Acier (1.87-2.16).10°
Fonte (0.88-1.47).10°
Cuivre (0.98-1.28).10°
Aluminium (0.69-0.71).10°
Caoutchouc (3.00-7.80).10°

1.5 Lois de comportement élastique non linéaire en

dimension 1

La loi constitutive est de la forme :

o= F(e(u))

Ou F' est un opérateur linéaire ou non linéaire. Cette loi permet de mettre en évidence

I’adoucissement ou le durcissement du matériau suivant que F' est monotone ou non.

EXEMPLE :

Nous présentons maintenant un exemple de loi élastique dans le cas unidimensionnel :

On a:

(4.1) o=FE()+G(e)
Ou : E > 0 est le module de Young,

og,e:Ry - RetG:R—R

Onprend : G =ec+1, E =5, (4.1) devient :

o = 5(e)+e+1

o = 6(g)+1
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o =6g+1

8-pdf
Interprétation mécanique

Soit : Q =la,b[; avec ' =T Uy, I'1NTy = & et 9Q =T tel que :

ou

Iy ={a}, I'y={b}, e(u) = pre

(4.2) o= F(e(u)) dans 2
(4.3) u(a) =up sur I'y

(4.4) o(b) =09 sur Ty
Une tige unidimensionnelle de longueur b — a, (2 = |a, b[) ayant une loi de comporte-
ment élastique non linéaire : (o = F'( g4 )).
On impose a 'extrémité a un déplacement égal a uy et a I'extrémité b une force de

traction égale a og (si ug = 0, on dit que la tige est fixée en a).
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1.6 Lois de comportement élastiques en dimension 3

Les lois de comportement élastiques en dimension 1 présentées dans la section précé-

dente peuvent se généraliser au cas bidimensionnel et tridimensionnel.

1.7 Lois de comportement viscoplastiques

Pour les matériaux viscoplastiques la loi de comportement est de la forme :
(4.1) o=¢&(E)+ G(o,e)
0o Oe

Oug = —, ¢ = —, & est un tenseur d’ordre quatre et GG est une fonction

I

ot ot

constitutive donnée.

Les lois de comportement (4.1) s’appellent lois viscoplastiques semi linéaires .On peut
envisager d’autres lois plus compliquées par exemple dans le cas ou § = &(o,¢) (lois
viscoplastiques quasilinéaires). On suppose toujours que £ est un tenseur inversible donc
o et ¢ jouent des roles symétriques dans I’équation (4.1) ; plus précisément (4.1) équivaut
a

(4.2) £=¢6+4G(o,¢)

ot &€ = £ est I'inverse du tenseur ¢ et G(o,¢) = —£ 'G(0, €).L’équation (4.2) met
en évidence une décomposition additive du tenseur ¢ :

(4.3) f B AN

Lapartie :% s’appelle partie élastique (réversible) du tenseur ¢ tandis que ¢V

s’appelle

partie anélastique (irréversible) du tenseur ¢ .
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Essai de fluage : On commence par un essai de chargement monotone tel qu’a un
instant ¢ (considéré désormais I'instant initial ¢ = 0) on ait :

0(0) = 09,e(0) = g9 et F(0) = Fy.On maintient F' constante au cours du temps. La
contrainte reste constante pour ¢ > 0 .Généralement, la déformation augmente avec le
temps ; c’est le fluage.

Si cette déformation reste limitée lorsque t tend vers I'infini, le milieu a un compor-

tement du type solide. Si elle n’est pas limitée, il est du type fluide.

o £
) “ go /
0 t 0 t
Variation de la contrainte Fluage limite-type solide
£
50
0 t

Fluage non-limite-type solide
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d-Essai de relaxation :

On maintient la déformation constante dans le temps. Généralement, les contraintes
se relachent au cours du temps; c’est la relaxation.

Si la relaxation est totale tlgglo o(t) = 0, le matériau est de type fluide.

Si limo(t) = 0,0 > 0, le matériau est du type solide.

t—oo
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1.7.1 Loi de comportement viscoplastique en dimension 1 :

Nous présentons maintenant quelques exemples de lois viscoplastiques semi-linéaires,
dans le cas unidimensionnel ; on a :

(4.5) o= FEe+G(o,¢)

Ou E ) 0 est le module de Young, 0,e : R, —Ret G:R? - R

Exemple 4.1 : (modéle de Maxwell, 1867)

On prend G(o,¢) = —0o, donc (4.1) devient

(4.6) oc=Fe—o

C’est un modele viscoélastique (k = 1 et F' = 0 dans (G(o,e) = —k(o — F(¢))).1l
est capable de décrire les phénomeénes de fluage et de relaxation. En effet si on prend
o(t) = 0o ¥t > 0 dans (4.6) on obtient

€ = % donc e(t) = Bt + 9 ot g = £(0)

C’est -a-dire on a ’accroissement en temps de la déformation (fluage).Egalement si

on prend £(t) = €9 t > 0 dans (4.6) on obtient ¢ = —o d’ou

t onoyg=0(0)

o(t) =oge”

On obtient la décroissance en temps de la contrainte (relaxation).Les deux expériences
ci-décrites sont présentées en figure 1 .Suite & la terminologie introduite au paragraphe
1.4.2 le milieu décrit par I’équation de Maxwell (4.6) est du type fluide (les déformations

ne sont pas limitées dans le fluage, la relaxation de la contrainte est totale).
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ff)=F(o, o )t +&, o,

b) relaxation

a) Fluage

fig.1.Modele de Maxwell

Exemple 4.2 : (modéle de Sokolowski, 1948).
On prend dans (4.1)

0 silo| <oy
(4.7) G(o,e) =
(—sgn o)F(lo| —oy) si |o]| > 0,

Ou o, est une constante strictement positive appelée seuil de plasticité,sgn o est le
signe de o (sgn o0 = 1si o >

Oet sgn o = —1sio < 0) et F': R, — R est une fonction réguliére satisfaisant a
F(0) =0, F(r) >0 VYr € R;.D’habitude on considére F(r) = kEr ou k > 0 est un
coefficient de viscosité et £ > 0 est le module de Young. Le modeéle de sokolowski peut
décrire les phénomeénes de fluage, de relaxation et également d’anélasticité. Comme on
peut voir dans ce qui suit :

a) si & l'instant ¢ = 0 on a 0(0) = 0¢ > 0,,6(0) =¢g et o(t) =09 Vt>0,4.1) et

(4.7) impliquent

F(og—oy)

™
—~
~
~—
I
|
I
&=



Donc
e(t) = £F (o0 — o)t +e9 ¥Vt >0

On obtient un accroissement en temps de la déformation (fluage).Les déformations
ne sont pas limitées en temps (voir fig. 2. a);

b) si & l'instant ¢ = 0 on a 0(0) = 09 > 0,,£(0) = g et e(t) = ¢ V&t > 0 alors (4.1)
et (4.7) impliquent

o(t) = G(o(t),e0) = —F(o(t) — o)) < 0.

donc o est décroissante en temps (relaxation); on obtient facilement que o(t))o,
Vt > 0 donc la relaxation n’est pas totale (voir fig. 2. b);

c) dans le domaine |o| < 0, laloi de comportement (4.1), (4.7) est élastique (o = E¢);
par conséquent, la courbe o = (£) pour un essai de charge-décharge dans lequel o dépasse
la valeur o, et qui commence a I’état 0(0) = £(0) = 0 a la forme de la figure 2.c qui
met en évidence la déformation résiduelle e (anélasticité).On remarque également que
le modele de Sokolowski décrit une plasticité parfaite car les déformations anélastiques
ne se manifestent que lorsque la contrainte atteint le seuil fixe o,(ou —o, lorsqu'’il s’agit

d’une compression).
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sokolowski
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Nous présentons un exemple tridimensionnel de loi de comportement viscoplastique
de la forme (4.2), assez fréquemment considérée en littérature :

Exemple 4.3 : (viscoplasticité de type Perzyna)

On prend dans (4.2)

(4.8) G(o,e) =G(o) = ﬁ(a — Pxo)

Ou )0 est un coefficient de viscosité, K € S3 est un convexe fermé tel que 03 € K

et Pi : S3 — K est I'opérateur de projection sur K (voir le théoréme A5-7). En utilisant

(4.3) on obtient

(4.9) e = L(o - Pxo)

Et comme 0 = Pgo si et seulement si 0 € K il résulte que les déformations ané-
lastiques ne se manifestent que pour les états de contraintes qui n’appartiennent pas au
convexe K.Ce convexe est d’habitude défini par ’égalité

(4.10) K={0€S;/ F(o) <0}

Ou F : S3 — R est une fonction convexe, continue, telle que F'(03) )0.L’équation
F(o) =0 définit le critére de plasticité car d’apres (4.9) et (4.10) la surface définie dans
I’espace des contraintes par cette équation sépare la région de comportement élastique
de la région de comportement plastique (éAN =0 < F(0) < 0).Des exemples classiques

des critéres de plasticité peuvent étre obtenus en prenant.

(4.11) F(o) = 30".0P — k? (von Mises )
(4.12) F(o) = max loj —oj| —k*  (Tresca )
z’-]: 1<
(4.13) F(0) = max(|201 — 03 — 03], [202 — 01 — 03|, [203 — 01 — 09|) — k?

Les notations en (4.11)-(4.13) sont les suivantes :

oP : Le déviateur de o;

o; . Les valeurs propres de o;

k : constante strictement positive (limite de plasticité).

Nous allons maintenant compléter le modéle mathématique, en donnant la formulation

des différents problémes :
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1.8 Formulation des problémes

L’évolution d'un corps déformable sous l'action des efforts extérieurs est modélisée
mathématiquement par un systéme d’équations linéaire ou non linéaire aux dérivées par-
tielles, posé sur un domaine Q) € I RV .Ce systéme comprend 1’équation de mouvement ou
d’équilibre du corps, la loi de comportement du matériau ainsi que les conditions initiales
et aux limites de déplacement-traction.

Les problémes mécaniques qu’on va étudier sont les suivants :

Probléme 1.1.

Trouver le champ des déplacements u : 2 — IR et le champ contraintes o : 2 — Sy

tels que :
(1.1) Dive+ f=0 dans Q
(1.2) o= Fe(u) dans
(13) u=g sur T'y
(14) owv=nh sur I'y

Probléme 1.2.
Trouver le champ des déplacements u : 2 x [0,7] — IR et le champ des contraintes

0:Qx[0,T] — Sy tels que :

(2.1) Divoe+ f=0 dans Q2 x 10,7
(2.2) o =¢(e(u) +G(o,e) dans Q2 x]0,T]
(23) u=g sur T'1 x10,T]
(24) ow=h sur Ty x 10, T
(2.5) u(0) =wugp; 0(0) =09 dans Q
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Chapitre 2

ETUDE MATHEMATIQUE D’UN
PROBLEME AUX LIMITES DE
DEPLACEMENT-TRACTION EN
ELASTICITE LINEAIRE

Nous proposons dans ce chapitre une étude de ’existence et de I'unicité
de la solution d’un probléme aux limites en élasticité.

Pour ’existence nous présentons une méthode qui utilise le théoréme de
Lax-Milgram et nous présentons aussi un résultat de dépendance continue de

la solution par rapport aux données.
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2.1 Etude théorique d’un probléme aux limites de
déplacement -traction en élasticité linéaire

Nous proposons dans cette partie une étude de 'existence et I'unicité de la solution
d’un probléme aux limites en élasticité linéaire. La démonstration de l'existence de la
solution est basée sur théoréme de Lax-Milgram.

Pour finir, nous étudierons la dépendance continue de cette solution par rapport aux

données.

2.1.1 Formulation du probléme-Hypothéses

Nous considérons les équations qui décrivent 1’équilibre d’un corps élastique obéissant
a une loi de comportement linéaire. Ce corps occupe un domaine €2 de I R? de frontiére
r=r,ul,,I'hNly=90

Le probléeme est le suivant :

Trouver le champ de déplacements u : Q0 — IR? et le champ o : Q — S5 tels que :
(2.1) Dive+ f=0 dans Q

(2.2) o =¢&e(u) dans Q
(2.3) u= sur Ty
(2.4) ov = sur T’y

L’équation (2.1) represente I’équation d’équilibre ou f est la densité des forces volu-
miques agissant sur le corps déformable. (2.2) représente la loi de comportement élastique
linéaire introduite dans le premier chapitre. (2.3) et (2.4) sont les conditions aux limites
de déplacement traction.

On présente maintenant les hypothéses sur les données pour avoir I'existence et I'uni-

cité de la solution du probléme (2.1)-(2.4).
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Hypothéses sur les fonctions constitutives :

£ : 53 — S5 tels que :
(2.5)4 a)éo.m =0.T,Vo, 7 € S5

b3 a ) 0/¢o.0 > alo|* Yo € Sy
Hypotheéses sur les données :

(26) feH
(27) g € Hp
(2.8) h € Hy

Sous les hypothéses (2.5), (2.6), (2.7), (2.8) nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 :

Soit mesure I'y > 0, sous les hypotheses (2.5)-(2.8) le probléme (2.1)-(2.4) admet une
solution unique u € Hy,0 € H;

Donnons une démonstration de ce théoréme.

2.1.2 Unicité de la solution

Soient (u;,0;)i=12 € Hy x Hy deux solutions de (2.1)-(2.4).

On pose :

(29) u=wu; —uy; 0 =01 — 09

Le systéme (2.1)-(2.4) écrit pour chacune des deux solutions nous donne par différence

des deux systémes obtenus :
(2.10) Dive =0 dans 2

(2.11) o =¢&e(u) dans 2
(2.12) u=0 sur I'y
(2.13) ow=0  surly

On a : uy, ug € Hy = uy — uy € Hy(H; espace vectoriel ).
01,09 € Hi = 01 —09 € H;

Les égalités (2.10), (2.12) et (2.13) impliquent :

(2.14) ueV;,oecd

On a la formule de base :
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<‘7'V77“>H;xHF = (0,6(u)) 403y + (Divo,u) .,y Yu € Hy,0 € Hy

D’aprés la définition de V' et ¢ on a :

o.v=0sur I'y, Dive =0 dans €2, yu = 0 sur ['; d’ou :

(2.15)  (o,e(u))pyyry =0.VueV;ocv

(2.15) définie 'orthogonalité de (V') et 9.

Alors d’apres (2.11) on a :

(0,e(ur — u2))y = (e(ur — uz),e(ur — uz))y =0

(2.16). (e(ur — u2),e(ur —ug))y =0

D’aprées 'hypothese (2.5) on a: 3 « ) 0 tels que :

0= (Ge(ur — ua), e(ur — us))y > afe(ur — ua)fy,

En utilisant maintenant 1’'inégalité de Korn on obtient :

0> ale(u; — uz)ﬁ{ > ac? juy — u2|§h >0

On obtient :  [u; — us|y, = 0 d’ott uy = uy

D’autre part on a : 07 — 09 = {e(uy — ug) et puisque u; = uy il vient :
01 —09=0douo; =09

Ce qui donne 'unicité de la solution (si elle existe).

2.1.3 Existence de la solution

Pour 'existence de la solution nous appliquons le théoréme suivant (Lax Milgram )
Soit X un espace de Hilbert et soit a : X x X — R une forme bilinéaire et coercive;
c’est-a-dire qu’il existe des constantes M, m strictement positives telles que :
la(u,v)] < M u|y |v|y Yu,veX

a(u,u) > m |ul% Vu e X
Alors pour tout [ € X’ il existe u € X unique tel que :

a(u,v) =1l(v)Vv e X
Soit ’espace variationnel défini par :

V = {u € H telle que y.u =0 sur I'; }
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On peut donc appliquer le théoreme de Lax-Milgram, on obtient l'existence d’un
élément u € V.
En admettant la décomposition suivante :
(2.17) u=1u+1u ou
(2.18)  a=Zg
Passons maintenant & la formulation variationnelle du probléme (2.1)-(2.4) :
En multipliant les deux termes de (2.1) par une fonction v € V, on obtient par
intégration sur €2 :
Jo Divovdx + [, fode =0 YoeV
En appliquant la formule de Green :
fa.e v)dx — fa.l/quu + ff.vdx =0WveV
fos d:v—fal/’yvdv—fayfyvdu—i—ffvdx—O (C=T,UTly );YweV
D apres (2.4)F61>t la deﬁnltloff deVona:owv=~hsurlyetyv=0sur
Alors : [ o.e(v dx—fhvvdl/%—ffvdx—O YoeV
(0500 = (V0D g + 0Dy =0 VeV
D’apres (2.2) :
(€e(w), e(0))y — (M) gt gy +(fr0)p =0 Y eV
Et d’apres (2.17) :
(@), £(0)) = s 10 iy — U 00 — (E2(@),£(0)) V0 €V
On pose :.
(219) (@, v) = (€=(@),£(v))y,
(2200 10) = (B 30) g ey — s ) — (€5(@), () W0 € V
1/0On démontre que af(.,.) est une forme bilinéaire :
Vo, € R \V 1y, 19, v1,v9 € V on montre que :
alaty + Blg,v) = aalty,v) + Ba(isg,v)
a(otiy + Plg, v) = (fe(aiiy + Plsg), (V)4
= (ade(y) + B&e(Tz),e(v))y (& € des opérateurs linéaires)
= o (€ (), () + B (Ee(@), (1)
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= aa(ly,v) + fa(ts,v)
a(, avy + fug) = (e(u), e(ovr + fua))y
= (€e(@), ae(vr) + Be(v2))y,
= (§e(@), e(v1))y, + B (€e(@), £(v2))y
= aa(t, v1) + Pa(a, ve)
D’ou a est bilinéaire.
2/0n démontre que af.,.) est continue :
On va montrer que |a(@,v)| < M ||, |v|, Va,v € V
|a(@, v)| = [{§e(@), e(v))
< |&e(@)]4 |e(v)]4 (d’apres Cauchy Schwartz)
< €] |e(@)]4 |e(v)]4,(& opérateur continu).
< e le(@) e |l
< claly |v|;, .d’ou @ est continue.
3/0n démontre que af.,.) est coercive
on va démontrer que |a(@, @)| > a|ufs Vi € V
a(8, @) = [E2(@),=(@) ] = o |2(@) B (dapres (2.5))
> ac?|ily, (d’aprés 'inégalité de Korn)
> Blil},
4/On démontre que [ est une forme linéaire :
On va montrer que : [(avy + fug) = al(vy) + fl(ve),Va, B € R; v, v €V
lavy +8v2) = (h,y(avy + B2)) g1 gy, — (f a1 + o)y — (€(a), £(awy + Bua))y,
= alh,yo) g, + B y02) g, —a o)y — B(f v2)y —
0 (€0(@), (00 — B (Ee(@), (0

= & [(h 901} sy — (F 01d — (€2(@), 2(01))gg| +6

= al(vy) + Bl(ve)

5/0n démontre que [ est continue :

(€e(@), e(v2))p

On va montrer que |[(v)| < M |v|,, Vv € V
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(V)] = ‘h7v>HxH (o) = (€e(@),e(v))y,
(€e(a)

< ‘ V) ! pr‘ + [(f, v) y| + [(€e(@), e(v))4,| (d’apres I'inégalité triangulaire).
< Nl 70l g, + [f g [olg +182(@)] |e(v)| (d"aprés Cauchy Schwartz).
< e bl [l + [f 1 [0l + c2|e(@)ly [e(0)ly, (7,€ des opérateurs continus).

| /\

ex Bl loly + f1i Joly + calily Jol, Vo € V
max(er, 1,ez) ||l [oly + |1y loly + [l [oly

< M (|l + |fl +laly ) ol Yo € V
()] < Mlvly

IN

Ainsi d’aprés de théoréeme de Lax-Milgram, il existe o € V unique tel que :
(2.21) a(ta,v) =Il(v)Vv eV
Construction de la solution :

Soit maintenant :

(2.22) w=1+1u€ H
(2.23) o = Ee(u) € Hy
De (2.21), (2.22) on a :
(@), () = (110} g1 gy — (0D — (Ec(i). £(0))y V0 €V

((e(u),e(v))y = (h, ’7U>H wap — (fro)g Yo eV
De (2.23) on a :

(2.24) (0,€(v))y = (M) g ey + (fr0) g VO EV
En remplagant v = ¢ € D dans (2.24), on aura :
(o,6(P)n = (v it s, + (f> ) -V € D(Q)
— (Divo, )y = (f, )y (¢ & support compact )
Il vient que : Divo + f = 0 Ce qui vérifie (2.1)
En plus puisque f € H on obtient Dive € H et 0 € H .alors :
o€ Hl
Ona: (2.25) (0,e(v))y + (Divo,v), = (a.y,’yv>H/FxHr YoeV
A partir de (2.24) et (2.25) on a :

<h’7“>H’FxHF + (f,v)y + (Divo,v), = <U.V,’}/U>HfrxHF YveV
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On a: (Do, v)y + (f,v)y =0Vv eV

Donc : (2.26) <h>7U>H’F><HF = <‘7-V>'7U>H’FxHF YoeV

Cela entraine o.v = h sur I';.ce qui donne (2.4).

Enfin de (2.22) ona:u=a+doua €V doua =0 sur '
Donc:u=04+u=04¢g=gsurl}

Cela entraine que u = g sur I'1, ce qui donne (2.3).

2.1.4 Dépendance continue de la solution par rapport aux don-
nées

Nous allons évaluer la différence entre deux solutions du probléme (2.1)-(2.4) pour
deux séries de données.

On a le résultat suivant :

Théoréme 2.2 : Sous les hypothéses du théoréme (2.1).Soit (u;,0;);=12 deux solu-
tions du probléme (2.1)-(2.4) pour les données (fi, g;, h;)i—12 satisfaisant aux conditions
(2.6)-(2.8).Alors il existe ¢ ) 0 qui ne dépend que de Q, I" et ¢ tel que :

(2.27)  |uy —usly, + 0w — o2y, < CHlf1 = folg + 191 — galg, + [h1 — h2|H'F]

Démonstration :

En utilisant (2.1)-(2.4) on obtient :
(2.28) Div(oy —09) + (f1 — fo) =0 dans Q
(2.29) 01— 09 =¢&(e(ur) — e(u2)) dans <)
(2.30) u; —us = g1 — go sur IT'y

(2.31) (01 —03).v="hy — hy sur I'y
Soit également

(2.32)  dy=Zgiji=1,2
(233) @ =w—d0=1,2

En utilisant (2.3), ona 4; = g—g=0sur I';, donc 4; € Vi =1,2
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D’apres (2.31) il vient :

(2.34)  ((01 = 02) v, (U = 2)) gty = (P1 = Do, (U1 = G2)) gyt o,

(235) <(O'1 — 0'2),8(1]1 — ﬂ2)>7’(><7‘i = <-D’iU(O’1 — 0'2),'&1 — ’EL2>H+<<O'1 — O'Q).V,’Y('lll — a2)>H;XHF

En utilisant (2.28), (2.29) et (2.33) on obtient :

(2.36)(Ee(ur) — Ee(ug), e(ur — ua))y = (§e(ur) — &e(ua), e(tin) — e(t2))y+(f1 — fo, U1 — tUg) y+
<h1 - hz,'}/(al - a?))H{,xHF

En utilisant maintenant (2.5) et (2.36) on obtient :

(2.37) arle(ur) —e(ua)lf, < Cile(wr — up)ly le(ii — 2)|yy + [(f1 — for tis — Tia) | +

)<h1 — hag, y(t; — a2)>H’Fpr
Et puisque :
(238) |<f1 — fg, ﬂl — 112>H| S |f1 — f2|H |’L~61 — 112|H(d’aprés Cauchy SChWELI'tZ).
< |f1 - f2|H |ﬂ1 - a2|H1
(2.39) ’(hl — ha, (U1 — ﬁ2)>H;xHF’ < [hy = bl [y (G0 — t2)|
< Cy|hy — h2|H’F |ty — a2’H1
On a obtenu :

(2.40) |e(wr) €(U)|2 <C |5<U1—U2)’H‘5(ﬁ1—ﬁ2)’H+’f1—fsz]ﬂl—&g\Hl—l—
: 1) — 2) Il =

|h1 = h2‘H'F |1 — ﬂ’2|H1
Compte tenu de (2.33), on obtient :
e(ur) — e(ug) = e(ty) — e(g) + () — e(tz)
D’ou il vient :
) — () y—le(in) — e(iia)lyy < Jelur) — e(u)ly < Je(iin) — e(@a)lygle(in) — (i)
En utilisant cette inégalité dans (2.40) on obtient :
i i X X (@ — @) gy e — tiz) |y + [e(@) — eldz) [, +
(2:41) [Je(@) — e(@a)ly, — () — e(dz) ] < C " " "

|f1 - f2‘H |ﬁ1 - a2’H1 + ’hl - h2‘H’F ml - a2|H1
En utilisant maintenant 1’'inégalité de Korn on obtient :

(2.42) |y — a2|?’—[1 <C <|ﬁ1 — ol + [f1 = foly + |h1 — h2|H'r> |ty — tg| g, +C |y — ?12\?11
Et puisque X2 < CX +Y? = X < C +Y.il vient :
(243) |ty — sy, <C (|ﬁ1 — Qo|y, +1f1 = fol g + b1 — h2|H'F> + [y =ty
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compte tenu de (2.33) on a |uy — ug|y, < |Gy — Ua|y, + [ — G|y, .donc (2.43) en-
traine :

(2.44) Juy = 1wy, < C (It = sl + 1fr = foly + b1 = hal )

En utilisant maintenant (2.28), (2.29) il vient :

(2.45) |Div(r — o)y = |y — foly

(246) |01 — 02|y = [§e(ur — uz)]y < C'lur — uslp,

Donc d’apres (2.45), (2.46) on obtient :

(247) |Div(oy — 02)|y + |01 = 02ly < |f1 = folg + C'lur — ualy,

Alors : |0y — 03)y, <C (|f1 — foly + Jur — ulel)

En utilisant maintenant (2.44) il vient :

(248) |01 = 0l < C |1 = folyy + i =l + [hs — hal

En conclusion, d’aprés (2.44), (2.48), on obtient :

(249) [y = ]y, + |01 = 02l < C [Jn = aly, + 11 = folyg + b = ol

Et comme d’aprés (2.32) on a : |y — da|y, < c|g1 — galp,

Alors :

(250) [ — taly, +101 = 02l < C [l = ol + 12 = faly + s — ol

C’est I'inégalité cherchée (2.27) ce qui achéve la démonstration.

Cas non linéaire :

propose une méthode itérative qui résout le probléeme (P,) suivant

Trouver : u, € Hy,0, € H

wy, = U+ U,

@, €V, tel que (Bﬂﬂwv)véxvM =1,(v)

YveV

0, = F(e(u,))

Celui -ci étant non linéaire, on va I’approcher par une suite de problémes linéaires .on
se base sur ’hypothése F' = ¢ + G.

On ne va pas s’étaler sur les détails de la démonstration.

Théoréme 2.3 :
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Sous les hypothéses du théoréme (2.1), le probléeme (P}) admet une solution unique
uy € Hy, oy, € Hy

Théoréme 2.4 :

Soit (u,,0,) € Hy x H; la solution du probléme (P,).

Soit (uy;,0},) € Hy X H; la solution du probléeme (P7').

Alors quand n — 400

(2.51) u, — u,, dans Hy; o), — o0, dans H,;
(252)  fup - w] < L (K20 x it - ], avee K = Lo1
(253)  |op—ou] <518+ Ll XXS_—K)W}—”mw

G : S3 — S5 est telle que :
a) il existe Lg = 0 tel que
|G(€1) — G(52)| < Lg |€1 — €2| v&l,&‘g S Sg

b) G(0) =0
\
f la constante de continuité ¢ définie en (2.5) et « la constante de coercivité de £

définie en (2.5).

Ou Lg est la constante de Lipchitz de G définie par

Démonstration : Voir Lebri [7]

Remarque :

Ainsi nous avons par la résolution des problémes linéaires (P[})RGN la solution du
probléme (P,) par un passage a la limite sur n.

La méthode est dite itérative car pour 772 € H donné, on résout le probléme (PS)
linéaire, et & l'aide de sa solution on calcule 7, par (77"), et on résout (P,) autant de
fois qu’on désire.

Et c’est cela que dans la suite nous allons traduire sous forme d’algorithme.

Alors pour résoudre de probléme (P) il faut résoudre (P]) et en passant a la limite
(n — 400, u — 0) on trouvera la solution de P.

L’algorithme de la méthode :

On donne ’algorithme pour I'approximation de la solution du probléme (P) par la

résolution d’un probléme plus simple :
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Début de ’algorithme

Données : € > 0 (suffisament petit).

Initialisation : soit 7)2 € H donné, u >0

Tandis que

(2.54) norme(nitt —ul, ot — o) (e

Trouver 1;” €V, tel que :

(2.55) w =

(2.56) ar €V, tel que A, v) + (nL, 6(v)>H = L(v),Yv €V,
(2.57) oy = F(e(uy))

(2.58) ittt = Ge(ul})

Fin d’algorithme.
Clest -a-dire que pour 7;, donné, on calcule (uf),07) avec (2.55), (2.56).En suite on
recomience avec ni donné par (2.58).

Pour p — 0, on approche la solution de (P) a un ¢ donné positif pour un nombre

d’itérations donné.
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2.2 Exemples numériques

Nous allons ici, avec quelques exemples numériques expérimenter 1’algorithme pro-
posé, en comparant les solutions réelles des solutions approchées par des polynémes de
degré 1.

L’étude comparative se fera sur les minima et les maxima donnés par les représenta-

tions graphiques du déplacement u et de la déformation € approchées.

Exemple 1.1 : Trouver le champ des déplacements u : [0,1] — R et le champ des

contraintes o : [0,1] — R tels que :

(1.1) 24+ f=0 dans [0,1]

(1.2) o =¢&e(u) dans [0,1]
(1.3) u(0)=0  surly
(1.4) o(1) =09 sur Ty
ou
Ou e(u)=——
Ox

Nous avons les données suivantes :
f=20,E=1u0)=0,0(1)=-1
Calculons la solution réelle, avec : x € [0, 1]
De (1.1) — (1.4) nous avons : u(z) = —1022 + 19z
e(r) = —20x + 19
o(x) =—20x + 19

De plus on a :

(
19

Umax = 9.025 avec T = 55
Umin = 0 avec z =10
E€max = 19 avec z =0
Emin = —1 avec x = 1
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Et sa solution approchée donnée par les résultats numériques ci-contre nous avons :

,u:%: E=2

Umax = 4.5 €max = 9.9

Upmin = 0 Emin = —0.5
E=3

Umax = 3 Emax = 0.33

Umin = 0 Emin = —0.333
E=4

Umax = 2.2D Emax = 4.7

Umin = 0 €min = —0.25

On remarque que plus F augmente, plus la déformation et le déplacement diminuent.
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Les tableaux des solutions approchées avec les représentations graphiques :
Pour : p=1/5
f=20, E=2,U(0)=0,0(1)=-1,p=0.2

Noeud X U
1 0.00 0.00
2 0.20 1.70
3 0.40 3.00
4 0.60 3.90
5 0.80 4.40
6 1.00 4.50
Tableau : 1
Noeud X €
1 0.00 9.50
2 0.20 7.50
3 0.40 5.50
4 0.60 3.50
5 0.80 1.50
6 1.00 -0.50
Tableau : 2
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Représentation graphique de déplacement

« Solution approchée pour : £ = 2; u = 0.2

u(x)
5

00 02 04 06

14.pdf
figure-1-
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Représentation graphique de déformation

« Solution approchée pour : £ = 2;u = 0.2»

15.pdf
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Pour: F =3
f=20,u(0)=0,0(l)=—-1,4=0.2

Noeud X

1 0.00 0.00
2 0.20 1.13
3 0.40 2.00
4 0.60 2.60
5 0.80 2.93
6 1.00 3.00

Tableau : 3

Noeud X

1 0.00 6.33
2 0.20 5.00
3 0.40 3.66
4 0.60 2.33
5 0.80 1.00
6 1.00 -0.33

Tableau : 4
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Représentation graphique de déplacement

« Solution approchée pour : £ = 3; u = 0.2
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U
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Représentation graphique de déformation

« Solution approchée pour : £ =3; 1= 0.2 »

T
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figure-4-
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Pour :F =14
f=20,u(0) =0,0(1) = —-1,u=0.2

Noeud X
1 0.00 0.00
2 0.20 0.85
3 0.40 1.50
4 0.60 1.95
5 0.80 2.20
6 1.00 2.25
Tableau : 5
Noeud X
1 0.00 4.75
2 0.20 3.75
3 0.40 2.75
4 0.60 1.75
5 0.80 0.75
6 1.00 -0.25
Tableau : 6
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Représentation graphique de déplacement

« Solution approchée pour : £ =4;u = 0.2»
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Représentation graphique de déformation

« Solution approchée pour : £ =4;u=0.2 »

s} 02 04

19.pdf
figure-6-
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Chapitre 3

ETUDE MATHEMATIQUE D’UN
PROBLEME AUX LIMITES
DEPLACEMENT-TRACTION EN
VISCOPLASTICITE

Nous proposons dans ce chapitre une étude de l’existence et de 1’unicité
de la solution d’un probléme aux limites, en viscoplasticité dans le cas quasi-

statique.

Pour I’existence nous présentons la méthode de point fixe.
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3.1 Formulation du probléme-Hypothéses

L’évolution quasistatique d’un corps viscoplastique occupant dans la configuration de
référence le domaine 2 de RNV (N = 1,2, 3) est régie par le probléme mixte suivant :
Trouver le champ des déplacements u :  x [0,7] — RY et le champ des contraintes

o:Qx[0,T] — R tels que :

(3.1) Divo+ f=0 dans Q x 10, T
(3.2) o =¢&e(u)+ G(o,e(u)) dans Q x 10,7
33) u=g sur T'y x 10, T
(3.4) owv=nh sur I'y x 10, T
(3.5) u(0) =up; 0(0) =09 dans 2

L’équation (3.1) représente ’équation d’équilibre ou f est la densité des forces volu-
miques agissant sur le corps déformable, (3.2) représente la loi de comportement visco-
plastique introduite dans le premier chapitre, (3.3) et (3.4) sont les conditions aux limites
de déplacement-traction. Finalement (3.5) représente les conditions initiales.

Donnons quelques exemples de problémes similaires a (3.1)-(3.5) et leurs interpréta-
tions mécaniques.

Exemple 3.1 :

Soit Q =10,1], T >0, E >0, o, 0g € R et G: R — R une fonction de Lipchitz. On

considere le probléme suivant :

9o(t,z) =0 dans [0,1] x 0,7
o(t,z) = Ee(t,x) + G(e(t,x)) dans [0,1] x [0,
e(t,z) = 24(t,x) dans [0,1] x [0,T]
u(t,0) = 0;u(t,1) = « vVt €10,
u(0,z) = ax;0(0,z) = 0g vt € 10,7

Ou les inconnues sont les fonctions u,e,0 : Q x [0, 7] — R
Donnons l'interprétation mécanique du probléme.
On considére une barre unidimensionnelle fixée en = = 0, avec déplacement imposé

en r = 1 et de loi de comportement viscoplastique
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o= Ee(t,z) + G(e(t, x))
On présente maintenant les hypothéses sur les données pour avoir I'existence et 1'uni-
cité de la solution du probléme (3.1)-(3.5)

-Hypothéses sur les fonctions constitutives :

( & Sy — Sy tels que :

(3.6)4 a) o1 =0.61,V0o, T E Sy

| b) Ja>0/¢o.0 > alof*, Vo € Sy

( G : Sy x Sy — Sy tels que :

(3.7)4 a) 3L)0 : |G(01,61) — G(02,62)| < L(|o1 — 09| + |e1 — €2|) Voi, 65 € Sy,i = 1,2

\ b) G(0,0) € H
-Hypothéses sur les données :
(3.8) feCY0.T,H)
(3.9) g€ CY0.T, Hr)
(3.10) h e CH0.T, Hy)

(311) ug € Hy,00 € Hy
-Hypothéses de compatibilité :

(3.12) Divog + f(0) =0 dans €, up = g(0) sur I'y, og.v = h(0) sur I'y

Sous ces hypotheses, on a le résultat suivant :

Théoréme 3.1 :

Soit mesI'; > 0.Sous les hypothéses (3.8)-(3.12), le probléeme (3.1)-(3.5) admet une
solution unique u € C*(0.T, Hy),o € C*(0.T, Hy).

Des résultats d’existence et d’unicité pour le probléme (3.1)-(3.5) ont été donnés
antérieurement par Ionescu et Sofonea [1988], Djabi et Sofonea [1993], Djabi [1994] en
utilisant différentes méthodes fonctionnelles. En fait, le théoréme 3.1 a été démontré
par Djabi et Sofonea en utilisant une méthode de point fixe. Pour la démonstration du

théoréme 3.1, commencons par présenter cette méthode.
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3.2 Meéthode de point fixe

L’existence de la solution a été prouvée par Djabi et Sofonea en utilisant uniquement
des résultats d’existence et d’unicité d’élasticité linéaire suivie d’'une technique de point

fixe.

3.2.1 Le principe de la méthode :

L’idée est de remplacer le probléme (3.1)-(3.5) par un probléme plus simple : soit
n € C°(0.T,’H), on construit Z, qui dépend de 7 définie par :
Zy :[0,T] — H tels que :
t
(3.13) Z,(t) = [n(s)ds + Zy ou
0
(314) ZO =09 — é-&f(Ug)
On a remplacé le probléme d’évolution (3.1)-(3.5) par un probléme élastique qui ne
dépend pas du temps.
On a fait une intégration de la loi de comportement viscoplastique :
t

f 99 ds = fa%ge(u) ds + fG(a,g(u)) ds =
o(t) —o(0) = &e(u(t)) — 0)) + OftG o,e(u)) ds =
o(t) —&e(u(t)) = o9 — &e(ug) + j G(o,e(u)) ds =

(1) = €2 (1)) = 0 — (o) + [ () ds
On pose : Zy = 09 — &e(uyp) ’

t) = fn(s) ds + Z
Alors la loi Viscoplzgstique s’écrit comme suit :

a,(t) = &e(uy) + 2,

On peut construire le probléme suivant :
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(3.15) Divo,+ f=0  dans Q2 x]0,T]
P (3.16) o, =&e(uy) + 2, dans Q x10,T]
(3.17) w, = sur Ty x 10, T
(3.18) o,v=nh sur T'y x |0, 7T

En utilisant des techniques classiques d’élasticité linéaire on prouve que le probléme
(3.15)-(3.18) admet une solution unique u, € C*(0.T, H,), o, € C'(0.T,H;) tel que :
uy(0) = ug; 0,(0) = 0¢ dans Q.

On consideére ensuite 'opérateur A : C(0.7,’H) — C(0.7,H) défini par :

An = G(o,,u,),Vn € C(0.T,’H) et on prouve que pour p assez grand AP est une

contraction, et (u,,o,) solution du probléme (BP,) .

Remarque 3.1

-Du point de vue mécanique le probléme (3.15)-(3.18) est plus simple que (3.1)-(3.5)
,car il n’ya pas de dérivées par rapport au temps .

-Le probléme (3.15)-(3.18) est un probléme affine (presque linéaire).

-On note (u,,0,), la solution du probléme (3.15)-(3.18).

La démonstration du théoréme 3.1 par une méthode de point fixe est comme suit :

On a le résultat suivant :

Lemme 3. 1 :

Le probléme (3.15)-(3.18) admet une solution unique u,, € C*(0.T, Hy), o, € C*(0.T, H1)
tel que : u,(0) = ug, 0,(0) = o¢ dans

Démonstration

-L’unicité :

Pour I'unicité de la solution, on s’intéresse a la différence de deux solutions éventuelles
du probléme (3.15)-(3.18).

Soient (wiy,, 0iy)i=1,2 € C*(0.T, Hy x H1), deux solutions du probleme (3.15)-(3.18).

On pose :

(3.19) uy = ury — Ugy; 0y = 01y — T2y
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Le systéme (3.15)-(3.18) écrit pour chacune des deux solutions nous donne par diffé-

rence des deux systémes obtenus :

(3.20) Divo, =0 dans Q x]0,T
(3.21) o, =&e(u,) dans Q x1]0,T
(3.22) u, =0 sur T'y x 10, T

(3.23) 0,v=0 sur Ty x 10, T
Les égalités (3.20), (3.22) et (3.23), impliquent :

(3.24) w, € CH0.T,V); 0, € C*0.T,9)
En utilisant orthogonalité de (V') et ¥, & partir de (3.20) et (2.22), on obtient :

(3.25) (o, €(un))y = 0

D’ou

(3.26) (€euy), (1)) = 0

En utilisant maintenant ’hypothese (3.6) sur € et I'inégalité de Korn, on obtient :
(3:27) g, =0

En utilisant (3.19) on obtient :

(3.28) [ury — ugy|y, =0 d’ou Uty = Uy

En utilisant (3.21), (3.28) on a :

|onl3e = 168 (un) 5y = lowy — oayly = 188 (ury — u2y)ly = 0

Et d’apres (3.20) : |[Divo,|, =0

D’autre part on a : |0y, = |oyly + [Divey|y

Alors :

(3.29) [oyly, = 0 ce qui entraine que : o1, = 09,

-Existence : Pour la démonstration de ’existence nous admettons la décomposition
suivante :

(3.30) w,(t) = a(t) + a,(t)

(3.31) u(t) = Zg € CH0.T, Hy)

Afin d’appliquer le lemme de Lax-Milgram, nous définissons les opérateurs suivants :

a:VxV —->R;It,.):V—Rpar:
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(3.33)  a(iiy,v) = (€e(iy),(v))ye
(3.34) 1t 0) = (hy V)t s gy, — (EE(@) + Ziy €(0)) g + (fr0) g Vo € V. VE € [0, T]
On va vérifier les hypothéses du lemme de Lax-Milgram :
a est évidemment bilinéaire et aprés majoration on a
|a(ty, v)| = |(Ee(@y), e(v)),y| < €2(ay)],, [€(v)],(dapres Cauchy Schwartz ).
< [€] e ()5 [e()y,
< C'liiyly, |v]y, -(§ opérateur continu).Vo € V,C)0

En utilisant maintenant ’hypothese (3.6) et I'inégalité de Korn on obtient :
(3:35) [ty uy)| = [(6(),2i))ye] = ale(@), = Bligf3 .
D’ot1 a est une forme bilinéaire continue et coercive.
On a aussi :
1 0)] = [ (10 ey — (€2(@) + Zus ()b + (F 0}
D’aprés Cauchy Schwartz on a :
0 0)] < bl 170l + 162(@) + Zulye [2(0) 3y + £t ol

< Il o]y + 1€60) + Zylyg ol + 1 (1) ol

< C(h(t) y, +1€6(@) + Zylyg + 1F O] o]y

< Clvly .
(3.36) |l(t,v)| < Cv|,, Yv e V,Vt € [0,T]
Cela implique que [ est continue sur V.
Ainsi d’apres le lemme de Lax-Milgram, il existe @,(t) € V tel que :
(3.37) a(uy,(t),v) =1l(v,t), Vo e V; ¥Vt € [0,T]
Et en plus

i, € C*(0.T,V)

Construction de la solution :
Soit maintenant :

(3.38)  u,(t) = u(t) + @,(t)
(3.39) oy(t) = Ee(uy(t)) + Zy(t)
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De (3.37), (3.39) on a :

(€e(tin), e(v))yy = (s )y + (W), Y0} g1 oy, — (§E(0) + Zy, €(v)), VE € [0, T]
(€e(tin), e(v))y, + (€e(@) + Zy,e(v))yy = (f,0) y + (R(E), 7-0) it

Cela implique :

(€e(un) + Zn, e(0))y, = {fs )y + (h(t), 70} g1 oy VE € [0, T]

D’ou il vient :

(3.40) (oy(t),e(v))y = (f; 0}y + (h(E),7.0) g1y, VE € [0, T]

En remplagant v = ¢ € D(2) dans (3.40), on aura :

<0n(t)a5(‘:0)>7-¢ = (f, ‘;0>H§ vt €[0,T]

D’ou :

<_Dw0n(t)790>}1 =(f,o)y; Vt€[0,T]

Il vient que Divo, + f =0, ce qui vérifie (3.15)

En plus puisque f € C*(0.T, H); on obtient la régularité de o, € C*(0.T,H;)

On a:

(3.41)  (oy(t),e(v)), + (Divoy,(t),v),; = <077'V7V'U>H’Fpr Yo e V,Vt € [0.7

A partir de (3.40), (3.41) on a :

(f,v) g+ (h(t),. v)H iy T (Divoy(t),v) ;= (Jn.l/,’y.v)HrrxHF Yv e V,Vt € [0,T]

Donc : (h(t),~. U>H i = (On-V,7. U>H§pr

Cela entraine : 0,.v = h(t) sur I'y; x |0, 7], ce qui donne (3.18)

Enfin, de (3.38) on a : u,, = 4 + @,.

Or 4, € C*(0.T,V), dou @, = 0 sur 'y x |0, 7]

Donc : uy =0+ 1, =9g+0=gsur 'y x]|0,7]

Cela entraine u,, = g sur I'y x |0, T'[ce qui donne (3.17).

Pour prouver les conditions initiales, on remarque qu’a partir (3.12), (3.13) et (3.14)
le couple (ug, o) est solution du probleme (3.15)-(3.18) a l'instant ¢ = 0. Les conditions
initiales (0,(0) = ¢, u,(0) = ug) résultent alors de l'unicité de la solution (u,(t), o, (%))
du probléme (3.15)-(3.18)

pour tout ¢ € [0,7].
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En utilisant & présent (3.7), on remarque que t — G(0,(t),(u,(t))) est une fonc-
tion continue sur [0,7]. Cette propriété permet donc de considérer 'opérateur A :
C%0.7T,H) — C°(0.T,H) défini par :

(3.42) An(t) = G(oy(t),e(uy,(t))Vt € [0,T] ;1 € C°(0.T, H)

Pour lequel on donne le résultat suivant :

Lemme 3.2 :

L’opérateur A admet un point fixe unique n* € C°(0.7, H)

Démonstration :

Soit 1y, ny € C°(0.T,H) et t € [0, T]

Par soucis de simplification, on note : Z, = Z;2,, = Zy;uy,, = u1;Uy,, = U; 0y, =
0130y, = 02

Soit (u;, 0;)i=1,2 solution du probléme (3.15)-(3.18) .

Le systéme (3.15)-(3.18), écrit pour chacune des deux solutions nous donne, par dif-

férence des systémes obtenus :

(3.43) Div(o; —09) =0 dans
(3.44) o1 — 09 =¢&c(uy) — &e(ug) + Z1 — Zy dans Q
(3.45) u; —ug =0 sur I'y
(3.46) (01 —o02)v =0 sur Ty

D’apres (3.43), (3.45) et (3.46) nous avons :

(3.47) (01 —02) €V, up —ug €V

Alors d’aprés l'orthogonalité de (V') et ¥ on obtient :

(01— 02,e(u1) — €(ug)), = 0 d’apres (3.44) on a :

(Ee(ur) — &e(ug) + Z1 — Za, e(ur) — €(ug)),, = 0 alors

(Se(ur) — gelug), e(ur) — e(uz))y = — (Z1 — Z2,6(ur) — &(uz))y
En utilisant (3.6) on obtient :

To > 0 ale(u) — e(u)ll < |(€e(un) — olua),2(ur) — ezl < |71 — Zaby lo(u) — ezl
D’apres I'inégalité de Korn on a :

(348) |u1 —ualy < C'|Z1 — Zalyy

En plus en utilisant (3.44), (3.48) on obtient :
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|01 — 02l < [€e(ur) — Ee(ua)ly + |21 — Zalyy (o1 — 02y = |01 — 02lyy)
Et d’aprés la continuité de £ on a :

|01 — 02y < Cle(ur) — e(ug)ly + (21 — Zalyy

(3.49) |01 — 02|y < C'lug — sy, + |21 — Za|y

D’ou d’apres (3.48), (3.49) on a :

ur — usly, + o1 — 02ly < C1Z1 = Zalyy + C' |y — sy + |21 — Zofyy

< C|Zy = Zolyy + C' |21 = Zoly + | 21 — Zalyy
Alors il existe C' > 0 telle que :
[uy — usly + oy — 02ly < C|Zy — Zsly,
(3.50) |ur —usly, + o1 — 02ly < C|Z1 — Zsly
Et a partir de (3.42)t et (3.47), ont obtient :
Any(t) — Any(t) = /771(5) ds — /772(5) ds donc

0 0

B51) A1) = Ana(O)ye < € [ In(s) = (o)l s

On sait que C' > 0 seulementOA peut ne pas étre une contraction, c’est pour cela
qu’on considére AP la puissance P de 'opérateur A.

Alors on utilise (3.7) on a :

3L >0:|G(o1,e1) — G(o2,e2)| < L(|o1 — 02|y + |e1 — €2]3)- Voi, 65 € Sy

Ou, 3 L > 0:|G(0o1,u1) — G(oz, uz)|y, < L(|oy — 02lyy + [ur — uz|y, ) Vo € Sy

Et d’apres (3.50) on a :

|G(o1,u1) — G(02,u2) |y g LC|Zy — Zs|y, =

Ay (£) — Amo(t) <L0/m1 ()l d

Par récurrence :
t

IMNMW—AM%@MﬁJC/MmW—A%WMdT

A2y (£) — A2y (1)), <B@//ml (@)l dadr.
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t r q
|AP771 — AP, (t )| < LPCP// / 111 (s) = n5(8)|4, dgdr...ds.
0Jo 0
p intégrales

PourtouttG[O TletpeNona:

T t pr q
/ |APn(t) — APny( )‘Hdt < (CL)P/ 11— M2l dt/ / / dqdr....ds.
0 0 Jo 0

M p intégrales

P
|AP771 AP772 |0T’H (CL>P ‘771 772‘0 TH X 7];'

CLT
(3.52) |A n — A 772|0TH < ( In — 772|0.T,71
Est puisque th % = 0(d’apres la reégle de D’Alembert et la condition nécessaire

de convergence des séries numériques), (3.52) implique que pour P assez grand 1’opérateur
AT est une contraction dans C°(0.7, H).Alors d’apreés le théoréme du point fixe, il existe
un unique élément 7 € C°(0.7,H) tel que :

(3.53) APp=n

D’apres (3.53) on a :

(3:54) APT() = A(AP)) = A(n) = AP(A7)

Alors il résulte d’apreés (3.54) que An* est un point fixe de A¥ mais 7 est un point fixe
unique de A c’est a dire

AP(An) = AP(1) = A =1)

Alors il résulte que 7 est un point fixe unique de A.

Démonstration du théoréme 3.1 :

Existence :

Soit 7 € C°(0.T,’H) le point fixe de opérateur A est soit (u;},a%) e CY(0.T, Hy) x
C1(0.T,H) solution de probléme (3.15)-(3.18)

Pour n = 7); en utilisant (3.13) et (3.16), aprés en dérivant par rapport au temps, on
obtient :

(3.55) 0, (t) = Ee(uy (t)) + 7(t).p.p-t dans ]0, T

A partir de (3.42) ; il résulte :
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(3.:56) 7(t) = A(t) = G(o; (t), (us (t)), VE € ]0, T

En utilisant (3.55) et (3.56), on obtient :

(3.57) d;(t) = fa(u';%(t)) + G(U;(t), g(uﬁ(t))), p.p.t dans |0, T,

Et moyennant le théoréme (3.1), on trouve que le couple (uﬁ,a;]) est solution du
probléme (3.1)-(3.5).

Unicité :

Soit (u, o) une solution du probléme (3.1)-(3.5) ayant la régularité u € C*(0.T, H;),0 €
CY0.T,H,)

En notant par n € C°(0.7,H) la fonction définie par :

(3.58) n(t) = G(o,(t),e(uy(t))), Vt € 10,1

Il vient & partir de (3.13), (3.14) que le couple (u, o) est une solution du probléme
(3.15)-(3.18).Comme ce probléme admet une solution unique (u;z, 0;3), on trouve :

(3.59) u= Us; 0 = O

n
En utilisant maintenant (3.42), (3.58) et (3.59), il vient An =17

(3.60) =1
Alors la partie unicité dans le théoréme (3.1) est maintenant une conséquence de

(3.58), (3.59).

3.2.2 Algorithme permettant de calculer la solution en dimen-

sion 1 :

Soit G' une fonction donnée, tel que : ny = G(0,c(u)).

1. Le probléme sera :
(

Qoo(el) 4 f(z,t) =0 dans Ja,b[ x 10,7

oo(z,t) = Ee(up(z,t)) + Zy dans Ja,b] x |0, T
) up(a,t) = p dans {a} x10,T]|

oo(b,t) = « dans {b} x10,T]|

up(z,0) = ug(x) dans |a,b|

oo(z,0) = o¢(2) dans |a,b|

64



Soit (ug, o) une solution de ce probleme (F,,)

2. On pose : Any = G(e(ug, 09)) ot (uy,, oy, ) solution du (B,)
T (tggs0,) S Ang = G, () =y
m ™ (g, 0,) S Ay = Gl () =y

Le probleme (P,,) sera :

Qo) 4 f(z,t) =0

t) = Ea(ul(x,t)) + 7

a,t) =

a1(z,

ua (
o1(b,t)

a1(z,

0) = o1(x)

| w(z, 0) = uy(x)
Et ainsi de suite jusqu’a :

(Pry_1)
T]n—l n—> ' <u77n71’ 0-77n71) —> Ann_l = G<O-"7n7176(u77n71)) = T}n

(Mn)nen — (uy, , 0y, ) solution du probléme (P, )

A a un point fixe unique : An=n& APp=n
3. Le test d’arrét : & chaque fois je compare : An, avec n;,7 € N

Si An;, = n;,, dans ce cas :(uy, , 0y, ) est la solution du probléme (3.1)-(3.5).

L’intérét de la méthode :

La méthode du point fixe est une méthode constructive c’est -a-dire :

a) A partir de 7, on calcule (u,,,0,,) solution du probleme (P,).

b) On calcule 7, = G(e(uy,), 0y, )-

¢) En suivant les mémes étapes a), b); on calcule n; = G(e(uy, ), 00, ,)-

d) A chaque fois, on compare n; et An; = G(e(uy, ), 04, ,) et lorsque An;
alors la solution du probleéme sera (u, , 0. ).

Le probléme en dimension 1 et son interprétation mécanique :

Considérons le probléme suivant :

Trouver u : 2 X [0,7] = R,0: Qx[0,T] — R tel que : Q =]a,b[,T; = {a},Ty =
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(3.61) 22D 4 f(x1) =0 dans |a,b] x10,T]|
(3.62) o0 = Ee(u)+ G(e(u),0) dans [a,b] x 10, T
(3.63) wu(a,t)=p sur T'y x 10, T
(3.64) o(b,t) =« sur I'y x 10, T
(3.65) wu(x,0) =wug(z), o(x,0) =0oo(x) dans [a,bd]

Ou ce probléme représente une barre unidimensionnelle viscoplastique occupant un
intervalle I de R de frontiere I'y = {a} et 'y = {b},

ayant une loi de comportement viscoplastique (décomposable en une partie linéaire
et 'autre non linéaire ) et soumis & des conditions aux limites déplacement-traction |,
on donne a I'éxtrimité (x = a) un déplacement égal & (u(a,t) = ), et Pautre éxtrimité
(x = b) une force de traction égale a (u(b,t) = «), et soumis & des conditions initiales

(u(z,0) = ug; o(x,0) = 09).

3.2.3 Exemples numériques en dimension 1 :

Résoudre le probléme suivant explicitement, puis par la méthode de point fixe pour
expérimenter l'algorithme proposé et comparer les solutions réelles avec les solutions
approchées :

1) Nous avons les données suivantes : f =0, F =1, up = ax, 09 = «

Q=10,1], 'y = {0}, 'y = {1}
Trouver le champ des déplacement u : Q x [0,7] — R, et le champ des contraintes

og:Qx[0,T] — S tels que :

(3.66) 92(x,t) =0 dans Q x 0, T
(3.67) o =c¢c(u(x,t)) —e(z,t)  dans Q x]0,T]
(3.68) wu(0,t) =0 sur Ty x [0, T
(3.69) o(1,t) =« sur I'y x 10,77

(3.70) u(x,0) = az,0(x,0) =« dans
1/Calculons la solution réelle du probléme (3.66)-(3.69) :

De (3.66) on tire o(x,t) = o(t) (ne dépendant pas de z).
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(3.69) implique o(1,t) ne dépendent pas de t.
Alors : o(z,t) = «
De (3.67) on a :

%_? = e(u(z,t)) — e(z,t) = (u(x, b)) — e(x,t) :to

B—‘O
Q

I

~
+

o

= Ine(u(z,t)) —
= e(u(z,t)) = aexpt
Ou e(u(x,t)) = $4(z,t) = u(z,t) = awexpt

D’ou la solution réelle est :

u(z,t) = awexpt

e(u(z,t)) = aexpt

2/Calculons la solution par la méthode du point fixe :
Soit G une fonction donnée : n = G(o(x,t),e(u(x,t)) = —e(x, 1)

Le probléeme sera :
(

onlzt) —

op(x,t) = e(uy(z,t) + 2,
(Py) § u,(0,t) =0

on(1,t) = «

uy(z,0) = ax,0,(z,0) =«

N t

Ou Z,(t) = / n(s)ds + 2.Vt € [0, 1], et 29 = 09 — €(up)
0
Pour N =1:

Posons 7, = 0 (choisi ot donné) tel que :

770 - (Pno) - (un()?a??o) = (UO,UO)
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D’ou le probléme devient :

(
(3.71) Zo(z,t) =0

) (3.72) 00 = e(uo(x,t)) + Zo
) (3.73) we(0,6) =0
(3 74) oo(1,t) =«
De (3. 1) (3.74) on trouve :

oo(z,t) = «

t
Mais Zy = / no(s)ds + 20 =0
0
De (3.72) on a : e(up(z,t)) = «
Alors : ug(z,t) = / e(up(X,t)) dX = up(z,t) = ax

0
D’ou les solutions approchées suivantes :

up(z,t) = ax
e(up(z,t)) = «

oo(z,t) = «

Pour N =2:

Dans ce cas :

m = G(oo,e(ug)) = —e(ug) = —a
m = (By,) = (uy,,00,) = (u1,01)
D’ou le probléme devient :

([ (3.75) 991 (z,t) = 0

3. 76) O'1(£L’ t) = €<U1(£L’ t)) + Zl
(0,

(F,) (
(
)

3.78) o1(l,t) =«
De (3. 75 ,(3.78) on trouve : oy(z,t) = «

t ¢
Mais Z;(t) = / ny(s)ds + zo = / —ads+0=—aot
0 0
De (3.76) on a : e(uy(z,t)) = a+ at
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Alors
uy(z,t) :/ e(ur (X, t))dX :/ (a+ at)dX = ax + atx
0 0

D’oul les solutions approchées suivantes :

ui(z,t) = ax+ atx
e(u(z,t)) = a+at

oi(z,t) = «

Pour N =3
Dans ce cas : 7y, = G(o1,e(uy)) = —e(uy) = —(a + at)
772 - (P’VZQ) - (U’n270-772) = (UQ,O'Q)

D’ou le probléme devient :

(95205 4) = 0
) oo(x,t) = e(ug(z,t)) + Z3
UQ(O,t) =0
0'2(1,t) =

\
De la méme maniére on trouve les solutions approchées suivantes :

)
ug(x,t) = §t T+ atr + ax
e(ug(z,t)) = %t2 +at+a
oz, t) = «

Pour N =4:
Dans ce cas : 13 = G(02,£(uz)) = —e(up) = —(§1* + ot 4 )
ng = (By,) — (us, 03)

D’oul le probléme devient :
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W t

r,) o3(x,t) = e(ug(z,t)) + Z3
U3(0,t) =0
Ug(l,t) =«

De la méme maniére on trouve les solutions approchées suivantes :

1 1
e(us(w,t)) = a(l+t+ =t* + ~t%)

2 6
1 1
ug(z,t) = ax(l+t+ 5152 + 6253)
o3(z,t) = «
(n(2,1)) = a(l 41+ o4 54 Lpm)
e(up(z, = « - - =
2 6 n!
1 1 1
nlx,t) = L+t+ 234+ —t"
U (2, 1) ax(++2 +ott +n!)
on(z,t) = «

Remarque 3.1 :

On a:

expt=1+t+5+ 5+ .+ 5 4ot

*On remarque que plus le nombre d’itérations N est grand plus on se rapproche de
la solution réelle.

2) Nous avons les données suivantes : f =0, F = 0, ug = 2%, 09 =

Q=10,1], It ={0}, I'» = {1}

Trouver le champ des déplacements u : Q x [0,7] — R; et le champ des contraintes

o:Qx[0,T] — S;.

tels que :
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(3.79) %2(x,t) =0 dans Q2 x |0, T
(3.80) o0 =c(u(x,t)) —o(x,t) +e(x,t) dans Q x]0,T]|
(3.81) u(0,t) =0 sur T'y x 10, T
(3.82) o(1,t) =« sur I'y x 10, T
(3.83) u(x,0) = 2% 0(z,0) =« dans Q

1) Calculons la solution réelle du probléme (3.79)-(3.83) :
De (3.79), (3.82) on trouve :

De (3.80) on a :
% — (x,t) — o(x,t) +e(z,t) = (P)

(P) est un probléme de Cauchy :
La résolution de ce probléme est comme suit :
1/ Résolution de I’équation sans second membre :
e t) + e(x, 1) = T_/t—ldT
= Ine(z, t)oz In2x—-t+C

= e(u(z,t)) = C2rexp(—t)
2/ variation de la constante :
e(z,t) = C(t)2zexp(—t) = &(x,t) = O (t)2w exp(—t) — C(t)2z exp(—t)
C'(t)2x exp(—t) — C(t)2x exp(—t) + C(t)2z exp(—t) = a

(P) =
e(z,0) =2z
{ 220" (t) = avexp(t)
=
e(z,0) =2z

= / 220" (T) /aexp(T) aT
= 5z (alexp(t) — 1) + k)
Alors : 5( ( t)) = a(l —exp(—t)) + kexp(—t)
Mais e(u(x,0)) = k. = k = 2.
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Donc e(u(z,t)) = a(l — exp(—t)) + 2x exp(—t)
Puisque e(u(x,t)) = % = u(z,t) = az(l — exp(—t)) + 2? exp(—t)

D’ou la solution réelle est :

u(z,t) = ax(l—exp(—t)) + 2% exp(—t)
e(u(z,t)) = a(l —exp(—t)) +2zexp(—t) Vxel0,1],t€[0,T]

o(z,t) = «

2) Calculons la solution approchée par la méthode du point fixe :
Soit G une fonction donnée : n = G(o(x,t),e(u(x,t)) = —o(z,t) + e(u(x,t))
Le probléeme sera :

(

680; (x,t) =0

Pour N =1:
Posons 7y = 0 tel que : g — (P,,) = (ty,, 0p,) = (to, 00)
D’oul le probléme devient :

;
(3.84) Zo(z,t) =0

(3.85) 0o = ¢e(up(x,t)) + Zo

(Pyo)
(3.86) 1o(0,t) =0
| (387) oo(Lt) =a
De (3.84),(3.87) on trouve :

oo(z,t) = «
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t
Ona: Zy= / No(s) ds + o9 — e(ug) = o — 22Vt € [0, T
0
Alors d’apres (3.85) on a :

e(up(z,t)) =2z

Ou
0 t
e(uo(z, 1)) = % = u(z, 1) = 22
D’ou la solution approchée :
ug(z,t) =

e(ugp(z,t)) = 2z

oo(z,t) = «

Pour N =2:
N, = G(agza(uo)) = —09+e(ug) = —a + 2z
Oou 27 :/nl(s) ds + o9 — e(up) :/ (—a+2x)ds+a—2x
Zi= (22— a)(t - 1) "
= (Poy) = (00 tn) = (01,11)

Le probléme (P,,) devient :
(

%(m,t} =0

(r,) o1(z,t) = e(uy(z,t)) + 723
ul(O,t) =0
o1(L,t) =«

\
De la méme maniére on trouve les solutions approchées suivantes :

ui(w,t) = —2°(t—1)+ atx
e(ui(z,t)) = —2z(t—1)+ ot
oi(z,t) = «

73



Pour N =3
ny = G(o1,e(uy)) = —0o1 +e(ur) = (o —2x)(t — 1)
My — (P,) = (0,5 uy,) = (02, u2)

Le probléme (P,,) devient :
(

T, t) =0
oo(z,t) = e(ug(z,t)) + Z2
(Png)
UQ(O,t) =0
| oo(1,t) =«
Ou

Zy = /0 ny(s)ds + og — e(ug) = (o — Qx)(% —t+1).

De la méme maniére on trouve les solutions approchées :

t? t2
ug(z,t) = am(—; +1t)+ xQ(E —t+1)
t2 2
e(uz(x,t)) = aft— 5) + 2x(§ —t+1)
oa(z,t) = «
Pour N =4:
n3:(2x—a)(§—t+1) et Z3:(2x—a)(%—§+t—1)

N3 — (Pp,) — (03, us3)

la solution approchée du probléme (P,,) est :
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3 2 2 3

t) = — — — 4t 1—t4+ = ——
us(x,t) am(G 2+ )+ x*( —i—2 6)
tQ t3 t2 t3
t) = alt— =+ —-)+22(1—t+ = — —
o3(z,t) = «
23 (—t)" ) 2 (=)™
Up(z,t) = ax(t—§+g—....+ .y )+x(1—t+§—g+....+ -
23 (—t)" 2 (=)™
e(up(z,t)) = a(t—§+€—....+ o )+2x(1—t+§—€+....+7)
on(z,t) = «

Remarque 3.2 :

On a:

exp(—t)=1—t+8 & 1t L+ B o)

*On remarque que plus le nombre d’itérations N est grand plus on se rapproche de

la solution réelle.
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Chapitre 4

UN PROBLEME D’EVOLUTION
ABSTRAIT

Dans les chapitres précédents on a utilisé la méthode du point fixe pour I'étude des
problémes mécaniques en élasticité et viscoplasticité.

Les questions qu’on pourrait se poser sont les suivantes : Peut-on appliquer cette
méthode dans un cadre plus général 7 Si oui, & quels types de problémes les appliquer ? Ce
chapitre fournit donc des éléments de réponse a ces questions en proposant un probléme
d’évolution formulé dans un cadre hilbertien général. Ainsi aprés la formulation de ce
probléme on donne un résultat d’existence et d’unicité moyennant une technique de point
fixe. Ensuite on proposera une approche numérique de la solution utilisant une méthode

itérative.
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4.1 Formulation du probléme-Hypothéses :

Soit H un espace de Hilbert réel, tel que H = X &Y une décomposition orthogonale
de H. Soient A et B deux opérateurs non linéaires A: H — H et B: [0,T] x X XY —
H,T > 0. On considére alors le probléme d’évolution suivant :

Probléme P : Trouver les fonctions = : [0,7] — X et y : [0,7] — Y telles que :

(4.1) y(t) = Az(t) + B(t,z(t),y(t)) pour tout t € [0, T

(42) 2(0) = 20, y(0) = o

Le probléme (4.1)-(4.2) représente une version abstraite du probleme (3.1)-(3.5) dans
les cas ou h =0, g = 0.

Pour I’étude de ce probléme on formule les hypothéses suivantes :

A est un opérateur symétrique défini positif :

(4.3) il existe o > 0 tel que (Az, z)y > x|}, . pour tout = € H

(4.4) (Az,y )y = (z, Ay)y..pour tout x,y € H

Nous supposerons également que B satisfait :

(4.5) il existe L ) 0 tel que

|B(t,x1,y1) — B(t, z2,y2)| < L(|x1 — 22| g+|y1 — yo| ). pour tout t € [0,7] et xq, 25 €
Xy, €Y

(4.6) t — B(t,z,y) : [0,7] — H est une fonction continue pour tout x € X,y € Y

(4.7) zoe X,y €Y

4.2 Existence et unicité de la solution :

Sous les hypotheses (4.1)-(4.6), le probléme P admet une solution unique z € C*(0,T, X),y €
Cc'(0,7.Y)
Démonstration :

Soient n € C°(0,T, H) et z, € C*(0,T, H) la fonction définie par
t

(4.8) z,(t) = /n(s) ds +zy. pour tout t € [0, 7]
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Ou

(4.9) 20 = yo — Axg

En utilisant des arguments standards des équations elliptiques on obtient I'existence
et I'unicité de deux fonctions z, € C*(0,7T, X),y, € C'(0,T,Y) vérifiant :

(4.10) y,(t) = Axy(t) + 2,(t) Vte€[0,T]

Cependant, en prenant a la forme bilinéaire, symétrique et coercive sur H définie par :

(4.11) a(u,v) = (Au,v)g Yu,v € H

La fonction z, vérifiera 1'égalité

(4.12) a(z,(t),s) + (z,(t), 2 )y = O¥2" € X et t € [0,7] (voir (1.3),(1.4) Lax -
Milgram)

En utilisant maintenant (4.8)-(4.10) et 'orthogonalité de X et Y on obtient

(4.13) 24(0) = @0, y4(0) = wo
Soient 7,1, € C°(0,T, H), on note : z, = 2z1; 2y, = 22 Ty, = Ti; Yn, = Yi.
Ona 1 —2eX,y1 —yp €Y
En utilisant (4.10) on trouve :
(4.14) yy —yo = Axy — Azg + 21 — 29
Moyennant 'orthogonalité de X et Y on obtient :
(y1 — Yo, x1 — x2)y = 0 d’apres (4.14) on a :
(Azy — Azg + 21 — 29,21 — x9)y = 0 alors :
(Ary — Axg, 11 — o)y = —(21 — 29,1 — To)y
En utilisant (4.3) on obtient :
oz = xaly < o1 — waly 21 — 2l y
|21 — 2|y < 5121 — 2y
(4.15) o1 — 22|y < Cl21 — 22|y
En plus en utilisant (4.14), (4.15) on obtient :
Y1 — vl y < |[Axy — Azo|y + |21 — 22|y
< C|zy — 9|y + |21 — 22|y (A opérateur continu)

(4.16) [y1 — w2y < Clz1 — 22|y
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D’ou d’apres (4.15), (4.16) on a :

|21 — @]y + Y1 — 2|y < Clar — 22|y

Puis on passe a l'intégrale :

|1 — x2|0,T,H + |y1 — y2|0,T,H <Cla - z2|o,T,H

(4.17) |‘T77|0,T,H + |y77|0,T,H <C |Z77|0,T,H

De la méme maniére on considérant la dérivée par rapport au temps dans (4.15) et

(4.16) on trouve

|’I:77|0,T,H + |y77|0,T,H <C |ZW|U,T,H

Alors <|xn’0,T,H + |5én|o,T,H> + (‘yn|0,T,H + |y’l’0,T,H> <C <’Z77|0,T,H + ‘zn|o,T,H>

(4.18) gl + |l < Cloglirm

D’apres (4.17), (4.18) il vient :

(4.19) gl 7 + 10l 00 < Clanl g

Ou C est une constante qui dépend seulement de A tel que C') 0

Si on définit I'opérateur A : C°(0,7T, H) — C°(0,T, H) par

(4.20) An(t) = B(t,z,(t), yy(t)); Vn € C°(0, T, H) et t € [0, 7]

et comme on obtient que t — B(t, z,(t),y,(t)) moyennant (4.5), (4.6) est une fonction
continu de [0,7] dans H , on montre que A admet un point fixe unique. En effet, soient

ny,1M, € C°(0, T, H), en utilisant (4.5), (4.19) et (4.8) nous obtenons :
(4.21) [Any (1) — Any(8)l < CL / ni(s) = mols)lr ds ¥t € [0,7]

Par récurrence, dénotant par Ap les puissances de 'opérateur A, (4.21) implique
APy (8) — APy (8)] < (CL) / e [ ats) = o) g

D 1ntegrales

pour tout ¢ € [0,T] et p € N.il résulte :
(4.22) [APn; — Ap772|o7:r,H (CLT m — 772|0,T,H VP eN
(CLT)?

Est puisque Plim— =0, (4.22) implique que pour P assez grand 'opérateur
- P!
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AT est une contraction dans C°(0.7, H).Alors d’aprés le théoréme du point fixe, il existe

un unique élément 7 € C°(0.7, H) tel que :

(4.23) APn=1

D’apres (4.23) on a :

(4.24) A1) = A(AP) = A(n) = A(An)

Alors il vient d’apres (4.24) que An* est un point fixe de A” mais 7 est un point fixe
unique de A” c’est a dire

AP(An) = AP(7) = A =1)

Alors on conclut que ﬁk est un point fixe unique de A.

Démonstration du théoréme 4.1 :

Existence :

Soit 7 € C°(0.T, H) le point fixe de opérateur A est soit (z;,y:) € CH(0.T,X) x
CY(0.7,Y) solution de probleme (4.8)-(4.10)

Pour n = 7; en utilisant (4.8) et (4.10), ensuite en dérivant par rapport au temps, on
obtient :

(4.25) 4, (t) = Az, +n(t).p.pt dans ]0, T

a partir de (4.20) ; il résulte :

(4.26) 7(t) = An(t) = B(t,z;,y,) ¥t €]0,T]

En utilisant (4.25) et (4.26), on obtient :

(4.27) y';(t) = Az (t) + B(t, 24 (1), y;(t)), p.p.t dans |0, T

Et moyennant le théoréme (4.1), il résulte que le couple (x;%, y;;) est solution du pro-

bleme (4.1)-(4.2).

Unicité :

Soit (x,y) une solution du probléme (P) ayant la régularit¢ x € C*(0.T,X),y €
CY0.T,Y)

En notant par n € C°(0.T, H) la fonction définie par :

(428) 0(t) = B(t,y(t), yo (1)), ¥t €10, T
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Il vient & partir de (4.8), (4.9) que le couple (z,y) est une solution du probléme
(4.8)-(4.10).Comme ce probléme admet une solution unique (x;;, y;%), on a:

(4.29) =z = L5y = Ys

En utilisant maintenant (4.20), (4.28) et (4.29), il vient An =17

(4.30) =1

Alors I'unicité de la solution dans le théoréme 4.1 est maintenant une conséquence de

(4.28), (4.29).

4.3 Une approche numérique

La propriété de contraction soulignée dans le paragraphe précédent nous permet d’étu-
dier "approche numeérique de la solution du probléme (4.1)-(4.2) par un processus itératif.
Ainsi, nous supposons dans ce qui suit que (4.3)-(4.7) est vérifiée et nous considérons la
suite (1) C C°(0,T, H) définie par :

(4.31) 1,y =An,

ol 7, est un élément arbitraire de C°(0, T, H).

Pour chaque n € N, on note z, 1’élément défini par (4.8) et par (x,,y,) la solution de
(4.10) pour n = n,,.Soit ;5 le point fixe unique de A; on note également par Z 'élément zs
et par (z,7) la solution de (4.10) pour i = 7. Il résulte de la preuve du théoreme (4.1)
que :

(432) =z ; y=y

ot (z,y) est la solution du probléme (4.1)-(4.2).

Lemme 4.1 :

quand n — +oc nous avons x, — x et y, — y dans C°(0,7, H), de plus on a
I’estimation suivante :

(4.33) |z, — I|j7T,H + [Yn — y|j,T7H <C(T+j)expK % [Ang — 770|O7T,H
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pour tout j = 0,1,n € N ou C' est une constante strictement positive définie dans le
théoréme 4.1 et K = CLT.

Démonstration :

puisque A est un opérateur continu et pour p assez grand AP est une contraction sur
'espace C°(0,T, H), il résulte que
n, — 1 dans C°(0, T, H).par conséquent par (4.8) on obtient z, — z dans C(0, T, H).En
utilisant le résultat de continuité trouvé dans (4.19) nous obtenons z,, — 1y, — y dans
CY(0,T, H), par conséquent par (4.32) nous obtenons : z, — =, y, — y (la premiére
partie du lemme).
Afin d’obtenir (4.33) nous commengons par estimer la distance entre 7, et ;3 nous
remarquons que pour chaque m, n € N;m > n, de (4.31) et (4.22) Nous déduisons :
1, — 77m|o,T,H = |77n M1 T gt = Mgz T g2 = Mgz T Mg — oo T M1 — 77m|07T7H
M = Nl < ‘nn - 77"+1|0,T,H+}77"+1 - 77”+2|0,T,H+|77n+2 - n”+3‘O,T,H+"'+Mm*1 - 77m}o,T,H
Ona: i, =AM, Mhye = Ay = A2y, = A0y Wm n € N
Alors : 1, = Nloz s < [ = s ot A0 = Ao g 1A% = Ao 1t
b [ ATy gy [
D’apres (4.22) on a : ’Ann — A77n+1’o,T,H < {—{, |77n - 77"+1|0,T,H'

|A277n - AQT]n-H‘O,T,H S 1;_'2 ‘nn o nn+1‘0,T,H

K'm—n—l

—n—1 —n—1
AT = A oz < G (e = Moz

2 m—n—1
Alors < |1, = plory < A+ 5+ 5+ + h> |7 = 77n+1|0,T,H'
Cette inégalité implique :
|77n - nm|0,T,H < eXpK }7771 - 77”+1|0,T,H

Et passant & la limite quand m — +o00, nous obtenons :

—il <expK |n, - o]
nn n 0.T.H = p nn T]n—l—l 0,7.H

De (4.31) nous obtenons : 1, = A"y, 0,1 = A" g = ANy = An,

82



En utilisant encore (4.22), la derniére inégalité devient :

Np — ;‘OTH <exp K [A"n, — AnJr177()|o,T,H VneN
D’ aprés (4.22) :
(4.34)

M — TI’OTH <exp K L7 |An, - Molory VN €N

Maintenant remarquons que de (4.8) nous obtenons :
t

zn—z §/nn—5§) ds

H H

0
T T
/zn—Z‘ dtg/t nn—i%) dt ¥t € [0,T] =
H H

0 0

0,7, H 0,T,H

Apres en dérivant par rapport au temps, on obtient :

OT.H 0,7,H
On a zn—z' :zn—Z‘ —1—25—2
1,7,H 0,7, H OTH
<Th iy
>4, =1 oT.H M — 1 orH
1,7,H 0,7,H
Alors :
(4.35) |z, — 2 <(T+3j) |n,—n . j=0,1,VneN
3T H 0,7,H
(4.8) étant linéaire donc (4.19) entraine :
(4.36) |z, —x + lyn — ¥ <Clz,—2 j=01VneN
4T, H 5T, H 4.1, H

En combinant (4.34)-(4.36) et (4.32) on trouve l’expression (4.33).

Afin de continuer 'approximation de la solution du probléme (4.1)-(4.2) nous consi-
dérons (Xj)nyo une famille de sous espaces fermés de X et pour chaque n € N nous
définissons les suites (21 )n0 C CH(0,T, H), (Yun)nyo C C(0, T, H) par les égalités :

(4.37)  a(zan(t), 7))+ < 2,(t), ), >p=0,V 2, € X,t €[0,T]

(4.38)  ynn(t) = Azpn(t) + 2,(t). YVt €[0,T]

Soient maintenant les quantités S, (7, T") définies par :

(4.39)  Spp(0,T) = sup ( /inf |a:n(t) — x/h(t)|H)

te[0,T T, eXy
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(4.40) Sun(1,T) = sup ( inf |z (t) — m;L(t)‘H) + sup ( inf | () — x/h(t)‘H)
te[0,T] =, €Xp te[0,T] =, €Xp
Pour tout n € N et h > 0. Nous avons le résultat suivant :

Lemme 4.2 :

Il existe C' > 0 qui dépend seulement de A, tel que :
(4.41) Nzon = 2ol + Ynn = Yol jpp < CSun(3,T) V5 =0,1,n € N et h)0

Démonstration :

Soit n € N, et h > 0, comme il vient de la preuve du théoréme 4.1 (voir (4.12))

(4.42)  a(x,(t),2)+ < 2,(t), 7 >y V2 € X, t €0, T)

En utilisant maintenant le premier lemme de Strang

(4.43)  |zan(t) —2u(t)|y < C1 inf |z (t) — $/h|H Vt € (0,7
thXh,
Ou C; > 0 dépend seulement de I'opérateur A. De la méme maniére on considérant

la dérivée par rapport au temps dans (4.37) et (4.42) on trouve

(4.44) |zon(t) — 2,(t)| < Oy inf |@,(t) — 2|, ¥te[0,T]
H " exy,

Zp
En utilisant maintenant les notations (4.39), (4.40) dans (4.43), (4.44) il s’ensuit :

ran(t) — 2Dl < s sup (inf [a(t) — 74(1)] ) = €140, 7)
t€[0,T] =, €Xp,
Et

;lt—n't‘ <C inf |z, () — x (t
Lo (t) x()oﬁT’H_ 1t25%(xigxh |2 (t) — 2, (1))

sup ( inf |z (t) — x/h(t)|H)+
< Cl te[0,T] z, €Xp

0,T,H sup ( inf |l‘n(t) - xlh(t)lH)
te[0,7T] I;LGXh

Ton(t) — 2 (t) -

[T (t) — wn(tMO,T,H +

|Zn(t) — xn(t”l,T,H < CiSm(L,T)

Alors :

(4.45)  |zw(t) —2a(®)]; 75 < C1Su (4, T)  Vj=0,1

De plus, de (4.38), (4.10) et de la continuité de 'opérateur A il résulte :
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Y (t) — Yn () < Co |zan(t) — zu(t)] gy =
Ynn () = YnDlorn < C2|Tan(t) — za(t)|g 7 yen dérivant par rapport au temps on

obtient :

|Yan(t) = Yn(O)lo . < Co|Tnn(t) — r”<t)‘o,T,H =

|Ynn(t) — yn<t)|o,T,H+|yﬁh(t) - yn(t)lo,T,H < Cy [|$nh(t) - xn(t)|0,T,H + xnh(t) - fn(t)‘OTH} =

[Ynn(t) — yn(t)|17T7H < Cy |zpn(t) — xn(t)|17T7HA10rs :

Ynn(8) = Yn (D) 1, < C2|2nn(t) = 20 ()] ;7 5 = 0,1

ou Cy dépend seulement de A et en utilisant (4.45) nous obtenons :

(4.46)  [ynn(t) = yn(D)]; 10 < C1C25m(5,T) Vj=0,1

L’inégalité (4.41) est maintenant une conséquence de (4.45), (4.46).

Afin de conclure utilisons (4.33) et (4.41) et nous obtenons I’évaluation suivante de
la différence entre la solution (z,y) du probléme (4.1)-(4.2) et la solution (z,p, Yns) du

probléme approximatif (4.37), (4.38) ce qui achéve la démonstration du théoréme suivant :

Théoréme 4.2 :

Il existe C, C' qui dépend seulement sur A, tels que :

| T, — ] rH Yt — Y| i S C(T +j) exp K % |Ang — 770’0,T,H + CSnn(4,7T)
J J

Vj=0,1,neNeth>0.0uK=CLT
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ANNEXE

Nous présentons dans cette annexe des résultats de base sur les espaces fonctionnels
utilisés dans I’étude des problémes en élasticité-viscoplasticité. On étudie ici des espaces
de type Sobolev associés a 'opérateur déformation et & 'opérateur divergence et on
présente leurs principales propriétés, notamment les traces .On donne des compléments
divers et quelques théorémes d’existence.

Rappelons tout d’abord quelques notations et résultats d’analyse fonctionnelle.

A1l1-Notations -Espaces fonctionnels.

Nous donnons les notations que nous adopterons dans notre étude sur les espaces de

distributions sur un ouvert Q de RY.

(AL1) D=[p@)"; D= D@

Ou D(R) :espace des fonctions indéfiniment dérivables, a valeurs réelles et a support
compact inclus dans un ouvert 2 de RY(N = 1,2,3) et (s) désigne la restriction aux
éléments symétriques de ’espaces considéré.

Soit également

(A12)  H=LXQ)N ; H=L>(QFN

Ou L*(Q) : espaces des fonctions mesurables, de carré intégrables sur €.

Les espaces H, H sont des espaces de Hilbert munis des produits scalaires suivants :

(A1.3) (u,v)g = /Uﬂ% dx Yu,v e H
Q
(A14) (O',T)H :/O-ijTij dx VO',TEH

Q
Leurs normes sont définies de la fagon suivante :

N

1
3
lul; = /|u|2 Yue H | |o|ly= /|a|2 Vo e H
Q Q
Nous avons les inclusions et relations suivantes :

(Al5) DCHcCD; DCHCTD

(A1.6) <u,v >p=<u,v>p,.p, VueH,YveD
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(A1.7) <0, T >y=<0,T >pp VoeH, VTeD

Ou <,>y,.pet <, > Dreprésentent la dualité entre D, D (respectivement, D'.D

On définit les opérateurs de déformation, de gradient et de divergence pour les dis-
tributions par :

V0= (Vih), Vil =F- . i=1..N,0¢cL*Q)

Ou; u; .
g(u):<€ij(u))75ij(u):%(ami +gTj> 1,7 =1....Njue H
divg=2% ¢ge H

Ox;,’

Divo = (Do), Do = 99ii = 1. N,oceH

T
Ox;

Rappelons maintenant quelques résultats concernant les espaces liés aux opérateurs
déformation et divergence et leurs propriétés principales.

A2-Espaces liés a I'opérateur déformation et divergence

a) Espaces liés a ’opérateur déformation

Pour l'opérateur déformation défini par (A1.8), on introduit l'espace H; défini par
(A2.1) Hy={u€e H / e(u) € H}

On le munit du produit scalaire et de la norme

(A2.2) <wu,v>g=<u,v>g+ <eu),e(v) >y Yu,v € Hy
(A23) [u, = ful},+ ()

(A2.0) Je(u)ly < [uly,

On rappelle la définition de I’espace de Sobolev H! défini par :
(A2.5) HYQ)={ue L*Q) /duec L*(Q),i=1,d}

Soit W le sous espace fermé de H'(2) défini par :

(A26) W={¥eH Q) /V=0surl,}

On a:

(A27) 19l = Il

(A28) Hy={0€L*Q)/ Ve H}
(A2.9)  (0.9)y, = (0.9)1200) + (VE,Vo)y

87



(A2.10) V8], < [6l,,,

Nous avons les inclusions suivantes :

(A211) DCcH,CHCD.

Et

(A2.12) (Hy,<,>p,) est un espace de Hilbert.

Enoncons maintenant quelques résultats sur les traces qui nous permettent d’étudier
les conditions aux limites.

Soit 'application v, : Hy — Hr = [Lé(F)]N est linéaire continue , surjective et il
existe une constante C' > 0 ne dépendant que de € telle que :

(A2.13)  [nulg, < Cluly, ;s Vu € Hy

En plus, il existe une application inverse linéaire continue Z telle que :

Z : Hr — Hy telle que v,(Z(€)) =¢&; V€ € Hr

Et

12Oy < Clél

Soit 'application fy~1 . Hy — Hp = L2(T") est linéaire continue, surjective et il existe
une constante C' > 0 ne dépendant que de 2 telle que :

(A2.14) )%u

0 < Cluly,; Yue H

En plus, il existe une application inverse linéaire continue Z telle que :

Z . Hr — H, telle que ~,(Z(€)) = & V¢ € Hy

et

12() 1, < C el

Soit maintenant V' ’espace défini par :

(A2.15) V={ueH / u=0 ppsurly}

V' est un espace de Hilbert muni du produit scalaire <, >y, .La norme sur V' est :

(A2.16) lully = lle(u)l5

Rappelons aussi le résultat technique suivant (I'inégalité de Korn) :

Soit mes I'y > 0.alors il existe une constante C')0 qui dépend de Q2 et T’y telle que :
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(A2.17) le(u)lly = Cllully,; YueV
La formule de Green :

On rappelle deux types la formule de Green :
soit 0 € Hy ,v € V on a:

(A2.18) < o,e(v) >y + < Dive,v >g= /au.v da

r
pour De W, W €W ona:

(A2.19) <D, VU >y + <divD, ¥ >3q)= /DV.\II da
Ty

Passons maintenant a :
b) Espaces liés a 'opérateur Divergence :

Soit I’espace fonctionnel associé a 'opérateur divergence défini par

(A2.20) Hy = {o € H,Divo € H}
On le munit du produit scalaire et de la norme :

(A2.21) <o,7 >p,=< 0,7 >y + < Divo, Divt >g,Yo, 7 € Hy

(A2.22) |of3, = |ol7, + | Divol, , Vo € Hy
(A223) [Divo|y <loly,,loly < loly,

(A224) Hy={qe H / divge L*(Q)}

(A2.25) < q,p>m,=<q,p>p + <divg,divp >12q)
(A2.26) |divq|raiq) < lalg,

Et on a ’espace fonctionnel W :

(A2.27) Wy ={D = (D;) € L*(Q)%,divD = D;; € L*(Q)}

Nous avons les inclusions suivantes :

(A2.28) DCcHC H,CD.

Et

(A2.29) (Hi,<,>n,) est un espace de Hilbert.

Aussi compte tenu des relations (A2.11) et (A2.28) , nous avons :
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(A2.30) <e(u),® >p.p+ <u,Divd >pg=0Vu € HVP € D
(A231) <@,e(u) >y + < Diwd,u> , =0 VVueDVPeH
(A2.32)
(A2.33)

A2.33

< 0,e(p) > + < Divo, ¢ >, ,=0VpeDVoeH

< 0,e(p) >n, + < Divo,o > =0Vp e D VD € H,
D xD

X

On considére maintenant les espaces fonctionnels suivants :

(A2.34) V= {9 €eH,/ 7~19 =0 sur Fl}

) 16l =1Vl
) Vi={u€eH /| yqu=0 sur T}
) uly, = [e(u)ly,
A2.38) Vr—lz{@er /© =0 sur Ii}
) Voo={9€Hr/g=0 surly}
) %_{quz/qV\F“2_0
) Vo={o€Hy/ Divoc =0,0v\r, =0} C Hs
) loly, = loly
A243) W={oceHy/ ov=0sur 'y} C H,y

Vs et VW sont des espaces de Hilbert munis du produit scalaire <, >4,

Nous avons les relations suivantes :

(A2.44) < ov,vyu > 1l =< o,e(u) >y + < Divo,u >y, Yu € Hy,Vo € Hy

(A2.45) < o,e(u) >y + < Divo,u >g=0,Yu € VYo € W

(A2.46) < ov,yu >y = < o,e(u) >y + < Divo,u >y Yu € V,Vo € Vy
On note par orthogonalité :

(A2.49) < o,e(u) >»= 0, pour tout u €V}

Introduisons maintenant d’autres espaces fonctionnels dont nous aurons besoin.

A3-Espaces des fonctions a valeurs vectorielles.

Soit |.| et <, >y la norme et le produit scalaire d’un espace de Hilbert X et 7' > 0
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On définit les espaces C7(0,T, X),(J =0,1,2,3,...) par :

C%0,7,X)={x:[0,T] - X “z est continue}

CH0,T,X)={x:[0,T] — X /x est dérivable, z € C°(0T, X )}

C7(0,T,X) ={z:[0,T] — X /x est dérivable, z € C?1(0T, X)}

Ou x dénote la dérivée de la fonction x

alors C°(0,7,X),C*(0,T, X) munis respectivement des normes suivantes, sont des

espaces de Banach :

A3.1 X = X)) .
(A3.1) | |0TX tH%gDT” ()|X

A32) |X|, 5y = |X ’X’

(A3.2) X1y 10 = Wl + X[

Donnons maintenant des compléments divers sur les équations aux dérivées partielles
A4- Compléments divers

On présente ici quelques lemmes de type de Gronwall et quelques théorémes d’exis-

tence

Lemme (A4-1).

Soient m,n € C°(0,T,R) tels que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout ¢t € [0,7T] et soit
a > 0.

Sig:[0,T] — R est une fonction telle que :
t

B(t) <a+/m ds+/ (s) &(s) ds vVt e (0,7

t

alors :¢(t) < a+/m ds | exp /n(s)ds Vt € (0,7

0

Lemme (A4-2).
Soient m,n € C(0,T,R) tels que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout ¢t € [0,7] et soit

a>0.Si¢:[0,7] — R est une fonction telle que :
t

L92(1) < 1a2+/m ds+/ (5) 6%(s) ds  Vte[0,T]

0
Alors :
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t

lo(t)] < a—i—/m(s)ds exp /n(s)ds Vt € [0,T]

0
On a les théorémes suivants :

Théoréme (A5.1).(Minty-Browder) :

Soit X un espace de Hilbert et soit A : X — X une application non linéaire fortement

monotone et de Lipchitz.
C’est a dire qu’il existe deux constantes M, m strictement positives telles que :
< Auy — Aug,ug — ug >x> m|ug — u2|§<; Yy, ug € X
|Auy — Augl o <mjug —ugly 5 Yug,ug € X

Alors pour tout f € X', il existe u € X unique tel que : Au = f
Théoréme (A5.2). (Cauchy-Lipchitz) :

Soit X un espace de Banach et soit F': [0,7] x X — X

une application continue et telle que
|F(t,21) = F(t, 32) |y (L |21 — 22|y

Ve, € X et Vt€[0, 7] L>0
Alors, pour tout zy € X, il existe z € C'*(0, T, X), unique telle que :

(A5.1) 2(t) = F(t,z(t)); Vt€[0,T]

(A5.2) z(0) = xg

Ce théoréme rend de grands services dans I’étude des équations différentielles or-
dinaires mais il est pratiquement inutilisable pour résoudre les équations aux dérivées

partielles.

Théoréme (A5.3) (théoréme de représentation de Riez-Fréchet)
Etant donné n € H',

il existe f € H unique tel que :
<nv > g=<fivo>YweH

on a de plus 0| = |fly
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Théoréme de Stampacchia (A5.4).

Soit a(u,v) une forme bilinéaire continue et coersive .Soit K C H (H espace de

Hilbert ) un convexe fermé non vide .

Etant donné p € H', il existe v € K unique tel que :

alu,v —u) ><p,v—u> WYwek

Théoréme du point fixe (A5.5).

Soit X espace de Banach

Soit F': X — X' une application non linéaire contractante.
ie:Jdk:0<k <1 |F(xy) — F(xg)| < k|zy — 29| Vo, xe € X
Alors :

L’application F' admet un point fixe unique x € X c.ad: F(z) ==

Théoréme de Lax -Milgram (A5.6).

Soit X un espace de Hilbert

a : X — X une forme bilinéaire, continue et coersive c.a.d :
1) 3M > 0 |a(u,v)] < M |uly [v]y  Vu,v € X (continue)
2) 3IM > 0 : a(u,u) > m |ul% Vu € X (coersive)
Alors :

Vie X, 3ue X a(u,v) = (f,v)x Vv e X

Théoréme (A5.7).
Soit K C H un convexe fermé non vide. Alors pour tout f € H il existe u € K unique

tel que
(A5.1) = uly = min [f = ol

De plus, u est caractérisé par la propriété
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(A5.2) veK, <uv—u>g><fiv—u>yg YveK.
Le théoréme précédent nous permet d’associer a chaque élément f € H I'élément u
défini par (A5.1) ou (A5.2). On note u = Pk f.On a mis ainsi en évidence 1'opérateur

Py : H— K qui s’appelle I'opérateur de projection sur K.
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Résumé :
Le but de ce travail est I'étude de quelques problemes aux limites de déplacement traction.

Les lois de comportement considérées sont élastiques linéaires, non linéaires ou
viscoplastiques.

On donne des résultats d’existence et d’unicité de la solution pour chaque probleme en
utilisant le théoréme du point fixe. On donne aussi une application de ce théoréme a un
probleme d’évolution.

Mots clés : élasticité, viscoplasticité, point fixe, opérateur fortement monotone.

Abstract :

The purpose of this work is the study of some problems with displacement traction
boundary conditions. The constitutive laws consider here are linear, non linear elastic or
viscoplastic. We give for each problem the existence and uniqueness result for the solution
using the fixed point theorem we applied this theorem to evolutionary problem.

Key words : elasticity, viscoplasticity, fixed point, strongly monotone operator.



