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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intéresse a ’adaptation de la technique de diagonalisation de
la matrice Hessien dans la méthode de Quasi Newton pour la résolution des problémes
d’optimisation sans contraintes. Notre contribution consiste d’une part a changer ’ordre
des étapes dans l'algorithme de Toint et d’autre part a utiliser la variante de DFP au
lieu de BFGS . Les tests numériques programmés sont en faveur de notre variante.

Mots clés : optimisation sans contraintes, méthode Quasi-Newton, méthodes des-

cendantes.



INTRODUCTION

L’idée fondamentale des méthodes de type Quasi-Newton est de générer une suite
(B*)ren de matrices symétriques définies positives et de disposer, & chaque itération,
d’une approximation de la matrice Hessienne réelle ou de son inverse. Malheureusement,
dans la formule de Quasi-Newton de Broyden il n’y a aucune garantie que les matrices
produites & chaque itération restent définies positives méme si la fonction f est quadra-
tique et que B® = I. On peut cependant noter I'intérét des méthodes de mise & jour de
rang 2 telle que la méthode de DFP et BFGS. L’objet de cet étude est de particulari-
ser cette classe de méthodes au cas de figure dans lequel on désire également préserver
une matrice diagonale & chaque itération. L’approximation de la matrice Hessienne par
la méthode DFP est améliorée cependant par une procédure de diagonalisation, et ce
pour réduire le cotit calculatoire des opérations nécessaires pour exécuter 1’algorithme en

question.

Le mémoire est divisé en trois chapitres, en premier, On donne un rappel sur les no-
tions fondamentales de ’analyse matricielle et ’analyse convexe. Le deuxiéme chapitre
est réservé au développement d’un algorithme pour la résolution d’un probleme d’opti-
misation sans contraintes basé essentiellement sur 1’idée de diagonalisation de la matrice
produite par la méthode DFP. Le chapitre 3, est réservé entiérement aux tests numé-
riques. Cette étude est étayée par des expérimentations numériques concluantes. Notre

travail ouvre des perspectives pour d’autres classes de probléme d’optimisation.



Notations et terminologie
(P) : Probléme d’optimisation.
Vecteurs
Les vecteurs sont désignés par des lettres minuscules. Si x est un vecteur de R", on
désigne par :
2T . Le vecteur transposé de z ;
xr; : La i-éme composante de z ;
2% . Le k-éme vecteur d’une suite de vecteurs.
Matrices
AT : La matrice transposée de A ;
A1 : L’inverse de la matrice A;

I, : La matrice identité de l'ordre n;

Ay : La matrice correction de rang 2.

Opérations
A=0 : A est une matrice symétrique définie positive ;
A>0 : A est une matrice symétrique sem-définie positive;

(z,y) = 2Ty : Le produit scalaire de deux vecteurs avec x,y € R™.
Ensembles

R™ : L’espace euclidien des n-composantes réelles ;

R™™ : L’espace des matrices réelles a m lignes et n colonnes;

R™*™ . L’espace des matrices carrrées d’ordre n.
Fonctions
Soit f(R™ — R) une fonction différentiables a plusieurs variables (zq - - - x,,). Alors :

T

Vf(z) = (agg)’ e 85:5?) : gradient de f au point x;
of(x)
ox;

: Les dérivées partielles au point z ;

. [ Pf(x)

) , La matrice Hessienne;
1<6,j<n

C! : Espace vectoriel des fonctions continues et dérivables sur R" ;



R™.

02

: Espace vectoriel des fonctions deux fois continiment différentiables sur



Chapitre 1

Rappels d’analyse matricielle et

d’analyse convexe

1.1 Rappel sur le calcul matriciel

Soit R désigne I’espace vectoriel.

1.1.1 Les valeurs propres et les vecteurs propres d’une matrice

Soit A une matrice carrée, A € R"*". Les valeurs propres A\ de cette matrice sont les

racines de ’équation caractéristique :
det(A — \I) = 0.

L’ensemble des valeurs propres d’une matrice constitue son spectre. Les vecteurs propres

v; de cette matrice se calcul de 'equation :

AUZ' = )\Ui



Comme le systéme est indéterminé, les vecteurs propres sont obtenus & une constante

multiplicative prés, c’est & dire que ’on détermine des directions propres.

Remarque 1 det(A — \I) = 0 est appelé polynome caractéristique de A.
A — A est appelée la matrice caractéristique de A.

Deux matrices sont dites semblables si elles ont le méme polynome caractéristique.

Propriétés

Si A est une matrice carrée, A € R™*", ayant pour valeurs propres \;, 1 = 1,....n :
? ) 9 Y )

i=1

trace(A) = Z Ai, désigne le trace de A.

=1
1.1.2 La définie positivité

On dit qu’une matrice A € R™*" est symétrique définie positive, A > 0, si et selment

si la forme quadratique qui lui est associée est définie positive :
A=0 < z7Az >0, Vo #0.

A est symétrique semi défenie positive, A > 0 si et selment si 7 Az > 0, Vo € R™.

A est symétrique définie négative, A < 0 si et selment si z7 Az < 0 pour tout vecteur
x # 0.

A est symétrique semi définie négative, A < 0 si et selment si 27 Az < 0, Vo € R™.

On parle, selon le cas, de positivité ou de négativité.



1.1.3 Le gradient d’une fonction scalaire

Soit une fonction multivariable & valeur réel, définie par :

f: R'"—R

z — f(z)

_ (U@ (of) . af@))"
v () (ot )
ou ggi sont les derivés partielles de f en x;.

1.1.4 La Hessienne d’une fonction scalaire

Etant donné une fonction scalaire f(z), f : R* — R. La matrice Hessienne de f(x)

relative au vecteur x € R™ est définie comme la matrice symétrique suivante :

2w Eie)
) - (21 . o
€T = =
8@-8% nxn , ) ) )
0% f(z) 0% f(z)
Oxndx1 02z,




1.2 Rappels d’analyse convexe

1.2.1 Eléments d’analyse convexe
Ensembles convexes

Définition 1 Un sous-ensemble C' de R" est dit convezxe si :
Ve,ye C: (1= XNz + Ay e C,VA € [0,1].
Autrement dit si le segment de droite joignant deux points quelconques
ryeC [yl ={1-Nzx+IyeC,0< A< 1}

est entierement inclus dans C.

Une conséquence immédiate de la définition dit que toute intersection de convexes
est convexe. En particulier toute intersection de convexes fermés est un en-

semble convexe fermé.

Définition 2 C est dit affine si :
Ve,ye C: (1 =Nz + Ay € C, VA €R.

Fonctions convexes

Soit f: R® — R = RU {+o00} = [~00, +00]. On associe & f les ensembles suivants :
Epigraphe de [ : epi(f) = {(z,\) € R"": f(z) < A}.
Epigraphe strict de f : epi(f) = {(z,)\) € R™™ : f(z) < A}.
Courbe ou ensemble de niveau : Sy(f) = {z € R": f(z) < \}.
Courbe stricte : S\(f) = {z € R": f(z) < A}, A e R.
Domaine effectif de f : dom(f) = {x € R": f(z) < +o0}.
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Définition 3 Une fonction f : R* — R est dite convexe sur R™ si :
FlA=XNz+ Xy < (1 =Nf(z)+Af(y), Va,y e R" V Ae0,1].
*f est dite strictement convexe sur R" si :
FlIA=XNz+ Xyl < (1=XN)f(x)+Af(y),Ve,y € R", 2 #y,VA €]0,1]

*f est dite concave sur R" si —f est convexe sur R”.

Définition 4 La fonction f est dite affine si :

FlA =Nz 4y = (1 =N f(x)+ Af(y), VA €R.

La fonction f:R" — R est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) en 2° si :

VA ER, A\ < f(2°) = Ja > 0 tel que ||$—$OH <a= f(z)> A\

0

*f est dite semi continue supérieurement (s.c.s) en 2’ si —f est semi continue

inférieurement en °.
*f est dite continue en z° (resp. sur C' ) si f est a la fois semi continue inférieurement

et semi continue supérieurement en z°(resp. sur C').

Définition 5 Soit f : R* — R une fonction propre et 1° € R™ tel que f(2°) est une

valeur finie. g € R™ est appelé sous gradient de f en 2° si :
f(z) > f(2°) + <x — mo,g> Ve € R".
L’ensemble de tous les sous gradients de f en x2° est appelé sous différentiel de f en

20 et noté Of (z0).
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Propriétés
1. Of(«®) est un convexe fermé, (éventuellement vide).
2. 2° ¢ dom(f) = 0f(2") = 0 par définition.
3. Si df(x°) # 0, f est dite sous différentiable en z°.

4. f est continue en ° = 9 f(2°) # 0 et compact (borné). La réciproque est fausse :

(une fonction sous-différentiable n’est pas nécessairement continue).

5. Si f est convexe, alors :

* f est différentiable en 20 si et seulement si 9f(z°) est un singleton, alors on a :

0f(2%) ={Vf(a")}.
*0f(2°) # 0 = f s.cien 2 (f(z°) = f(2°)). La réciproque est fausse.
* f s.cd propre= 0f(2°) # 0 Vz° € ri(domf).

6. Si z € int(domf) alors Of(x) est convexe compact non vide.

Reégles de calcul

*ONf)(x) = Xof(x), YA > 0.
*O(f 4+ g)(x) D df(x) + dg(x), Vx. Si f et g sont convexes et propres, alors il y a
égalité lorsque int(domf) Nint(domg) # 0.

*Si f(x) = maxies fi(x), fi convexe Vi € I = {1,...,m} alors

Of (x) = co{0fi(x), 1 € I : filx) = f(x)}.
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1.3 Rappels d’optimisation

Sous sa forme générale, un probléme d’optimisation s’écrit comme suit :

min [f(z) : z € C]. (P)

T

La fonction f : R" — R est appelée fonction objectif, I’ensemble () # C' C R" est
appelé I’ensemble des solutions réalisables.

On appelle solution optimale globale de (P), tout point 7 € C satisfaisant
f(@) < f(x), Vo € C. L’ensemble des points T ainsi défini est noté arg mine f(z).

On dit qu'un point T € C' est solution optimale locale de (P), s’il existe un
voisinage V' de T tel que f(Z) < f(x), Vo € C' N V. L’ensemble des points T ainsi défini
est noté locming f(z).

Nous avons toujours arg ming f(x) C locming f(z).

Rappelons que si f est semi continue inférieurement (s.c.i) et C' compact (fermé et

borné) alors arg ming f(x) # 0.

1.3.1 Conditions d’optimalité
A) Le cas sans contraintes

Si C' =R Alors (P) devient

min [f(x) : © € R"]. (1.1)

T

Conditions du premier ordre

Supposons que la fonction f : R® — R est de classe C* sur R™.
Conditions nécessaires (CN1)
— Si f a un minimum local en 7 alors V f(Z) = 0.

Conditions suffisantes (CS1)
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— Si f est convexe et Vf(Z) =0 alors f a un minimum global en Z.

Conditions du second ordre

Supposons la fonction f : R®” — R de classe C? sur R™.

Conditions nécessaires (CN2)

— Si f a un minimum local en T € R" alors V f(Z) = 0 et la matrice Hessienne est
sem-définie positive.

Conditions suffisantes (CS2)

~ Si Vf(Z) = 0 et si la matrice V2f(T) est définie positive, alors f a un minimum

local en 7.

Cas des fonctions convexes

Si f est convexe (non nécessairement différentiable), alors une condition nécessaire et

suffisante (CNS) pour que x soit un minimum global est :
0 € df(z).

B) Le cas avec contraintes

On considere le probléme (P) :

min [f(z) : z € C]. (1.2)

x

ot C est un convexe de R" et f est C'! sur un ouvert contenant C. On a les conditions
suivantes d’optimalité en un point T C C' :
— (CN1) Si f a un minimum local sur C' en T alors (V f(Z),z —Z) > 0 pour tout

reC.
— (CS1) Si f est convexe et (V f(Z),x —Z) > 0 pour tout x € C alors f a un minimum

global sur C' en 7.
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Notons que dans les deux cas nous avons V f(Z) € N(Z) on

N@@) = {x ER": (z,y—7) <0 Vy € S(z)}
est le cone normal & 'ensemble de niveau

S(@) = {y € R" tel que f(y) < f(T)}.

On suppose maintenant que C est défini comme suit :

C={zeR":gi(x)<0,i=1,....,p; h, =0, j=1,...,q}.

Les contraintes g;(x) < 0 sont appelées contraintes d’inégalités et les contraintes
h;(z) = 0 contraintes d’égalités.
L’obtention des conditions nécessaires d’optimalité nécessite que certaines conditions

appelées conditions de qualification des contraintes soient vérifiées.

Qualification des contraintes :

Sans rentrer dans des détails inutiles, nous rappelons ici les conditions suffisantes les

plus utilisées pour la qualification des contraintes.

Condition de Slater

La condition de qualification des contraintes de Slater est comme suit :

— Les fonctions g; sont convexes et les fonctions h; sont affines.

— Tl existe 2° tel que g;(z°) < 0 et h;(z°) = 0 pour tout 1, J.
Condition de Mangasarian-Fromowitz

La condition de qualification des contraintes de Mangasarian-Fromowitz en un point

T € C est comme suit :
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— Les vecteurs Vh;(Z) sont linéairement indépendants.

— 1l existe d tel que <Vh OD = 0 pour tout j et <ng OD < 0 pour tout i.

Théoréme 1 Un ensemble C' C R"™ est compact si et seulement si il est fermé et borné.

1.3.2 Direction de descente

— Un élément d € R™ est appelé une direction de descente pour f en 2° € C si : 3
T =0:Vael0,T[, f(2°+ ad) < f(z°).

0

— Si la dérivée directionnelle de f en x” suivant d existe alors :

f'(2°,d) < 0 = d une direction de descente pour f en z°.
— En particulier si f est différentiable en 2°, on a :
Vf(2°)'d < 0 = d une direction de descente pour f en z°.

Voici maintenant deux résultats d’existences :

Théoréme 2 (Weierstrass) [3]

Si f continue sur C' compact} —> argminf(x) # ¢
zeC

Corollaire 1 :

St f continue sur C' fermé

et coércive ( hm f(z) =+00) = arg micnf(x) # ¢

]| —

Remarque 2 L’unicité d’une solution éventuelle est en général une conséquence de la

convexité de C' et la stricte convexité de f.

Théoréme 3 Soit f : C C R* — R strictement convere sur C' convere. Le minimum

de f sur C s’il existe, il est unique.
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1.3.3 Meéthodes de recherche linéaire

L’objectif d'une recherche linéaire est de trouver un pas de déplacement o* pour que
la fonction f ait une décroissance suffisante le long d’une direction de descente d*. Cela

se traduit souvent par une inégalité de la forme :

fa" +atd") < f(ah),

ou z¥ désigne l'iteration & l'ordre .

Quand l'itération est loin du minimum de f, prendre le pas de Newton peut ne pas
diminuer la fonction ; il y a une possibilité de se déplacer trop loin pour que ’approxima-
tion quadratique soit valable. Un déplacement le long de la direction de Newton garantit
seulement que f décroisse initialement. Ainsi, le but est de déplacer vers un nouveau
point zF*! pour lequel le modéle quadratique de f soit plus précis. En fait, si le pas est

trop grand, il faut le réduire. Ceci se traduit par :

o =2 L afdE, 0<af <1
Pour simplifier les notations, nous définissons la restriction de f & la demi-droite
{xk +aFdk o > 0}
par la fonction
k k
pr(a) = f(z" + ad”).
Comme nous cherchons & minimiser f, il semble naturel de chercher & minimiser le critére

le long de d* et donc de déterminer le pas de déplacement o comme solution du probléme

min py(a).

Jusqu’au milieu des années 60, la méthode classique était de choisir o* pour que z*+!
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minimise exactement f dans la direction d*. Une telle approche s’appelle une recherche
linéaire exacte. Elle donne un meilleur déplacement le long de la direction de descente,
mais elle est cotiteuse a cause du nombre d’évaluations de la fonction. D’ailleurs, elle
n’est plus nécessaire. En effet, puisque d* est toujours la direction de Newton dans notre
méthode, nous essayons d’abord a* = 1, ceci peut mener & la convergence quadratique
si 2% est suffisamment proche de la solution. Cependant, si f(z¥*1) ne vérifie pas nos
critéres de décroissance suffisante, nous faisons un rebroussement le long de la direction
de Newton, essayant une valeur plus petite de a*, jusqu’a ce que nous trouvions un point
approprié. Puisque la direction de Newton est une direction de descente pour f, il est
assuré que f décroisse pour une valeur de o suffisamment petite. Une telle approche
s’appelle une recherche linéaire inexacte. Dans ce cas, des conditions moins restrictives
et plus facilement vérifiées seront utilisées. D’ailleurs, il n’y aura plus un unique pas
(ou quelques pas) vérifiant ces conditions mais tout un intervalle de pas (ou plusieurs
intervalles), ce qui rendra la recherche de tels pas plus aisée. Les sections ci-dessous

présentent les conditions pour accepter un pas menant & une décroissance suffisante de

f.

La régle d’Armijo

- Si () (0) +

< ¢'(0)cv, alors « convient.
- Si (@) > ¢(0) +
0,1]

m
me'(0)a, alors a est trop grand.
oum € |

On peut noter que 'on a
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La régle de Goldstein

En ajoutant une deuxiéme inégalité & la régle d’Armijo, on obtient la régle de Gold-
stein, otl m; et mqy sont deux constantes vérifiant 0 < m; < my :

- Si p(a) < ¢(0) + may'(0)a, alors « est trop petit.

- Si () > ©(0) +m1¢'(0)a, alors a est trop grand.

- Sip(0) + mig'(0)a > @(a) > (0) + may'(0)c, alors o convient.
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Chapitre 2

Technique de diagonalisation dans

les méthodes de Quasi-Newton

2.1 Meéthode de Newton et Quasi Newton

2.1.1 Rappel

Rappelons briévement la procédure des méthodes de type Quasi Newton. On envi-
sage un probléme de minimisation sans contraintes d’une fonction deux fois contintiment

dérivable :

min f(x) (2.1)

z€eR™

2.1.2 Meéthode de Newton

La méthode de Newton consiste a remplacer, au voisinage du point courant z*, la

fonction par son approximation quadratique suivante :

q(x) = f(2*) + VT (a") (@ - 2*) + %(x = 2"V f(a")(x — o") (2:2)
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! minimum de ¢(z) lors-

On prend alors comme nouveau candidat optimum, le point z**
qu’il existe. Ceci ne peut étre le cas que si la matrice Hessienne V?f(2*) est définie
positive. Dans ce cas, la fonction ¢(x) est strictement convexe et a un minimum unique

2" défini par la condition Vq(2*™!) = 0. Soit en explicitant cette condition :
M =gk — VR f ()L f () (2.3)

ott [V2f(x*)]7! est I'inverse de la matrice V2 f(2*). Pour remédier & ces difficultés, une
premiére modification consiste & introduire une recherche linéaire le long de la direction

de recherche :

d* = —[Vf(a")] L.V f (") (2.4)

On détermine le pas o afin de minimiser p(a) = f(z* + ad®) ou, tout au moins, de

trouver un nouveau point tel que f(z* + ofd¥) < f(z*).

2.1.3 Relation de Quasi Newton

Une méthode de Quasi Newton est une méthode du type :

dk — _Bk k

xk+1 — xk + akdk,
ou

dk — —H_lgk,

an S L

ou B (respectivement H") est une matrice destinée a approcher Iinverse du hessien de
f (respectivement le hessien de f ) en z*. Il se pose donc un probléme : quelle stratégie
adopter pour faire cette approximation ? On peut démarer par exemple : B® = I, mais
comment ensuite mettre & jour approximation B* au cours des itérations. L’idée est

la suivante : on sait qu’au point x*, le gradient et le hessien de f vérifient la relation

21



gk+1 — gk + V2f($k)($k+1 . Jik) + E(xk:—i-l _ {Ck)

Si on suppose que I'approximation quadratique est bonne, on peut alors négliger le terme
ppose q pp q q

e(z** — 2*) et considérer que 1'on a :
gt — ¢F & VP F(aP) (2P = 2F),

cela conduit a la notion de relation de Quasi-Newton :

Définition 6 On dit que les matrices B (H*) wérifient une relation de Quasi-

Newton si :
Hk+1(:)3k+1 _ ZEk) _ Vf(flfk+1) _ Vf(CL’k) _ gk+1 _ gk’

ou

ajk'H _ a:k — Bk+1(Vf(ZEk+1) _ Vf(fﬂk))

11 reste le probléme & résoudre : comment mettre & jour B* tout en assurant B* = 07

C’est ce que nous allons voir maintenant.

2.2 Formules de mise a jour de ’approximation du
hessien

Le principe de la mise & jour consiste, a une itération donnée de I’algorithme :

d¥ — _Bkgk

ghHl = gk 4 okdk

22



a appliquer une formule du type
BM— BF 4 AL
avec 4\, symétrique, assurant la relation de Quasi Newton
mk-{-l i xk _ Bk+1(gk+1 _ g’“), (A)

ainsi que B**! = 0, sous I’hypothése que B* > 0.

La formule (A) permet d’utiliser, les nouvelles informations obtenues lors de I’étape
k de I’algorithme, c’est & dire essentiellement le gradient ¢**' = Vf(z**!) au point
2"1 obtenu par recherche linéaire (exacte ou approchée) dans la direction d*. Il existe

différentes formules du type (A). Suivant que A est de rang 1 ou 2, on parlera de

correction de rang 2.

2.2.1 Formule de Broyden

On peut chercher & déterminer une formule de correction de rang 1 de la fagon sui-

vante. On écrit B**! sous la forme
B* = B + oo”
et on cherche v € R™ tel que la relation de Quasi Newton
Bitlyk — gk

k+1

on pose y* = g*tl — gk et s*¥ = 2% — 2% On a donc

BfyF Tk = s*
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et en prenant le produit scalaire des deux membres de 1’égalité précédente avec y* on

obtient
((¥")"0)* = (s" = B*y")"Ty".
Si on utilise maintenant 1’égalité

R GO TR
- (UTyk)Z ’

(Y

alors on peut écrire, en remplacant vZy* par s* — B¥y* et (vTy*)? par (y*)T(s* — Bryk),
la formule de correction devient :

(Sk . Bkyk)(sk . Bkyk)T

Bk:+1 — Bk
+ (Sk _ Bkyk>Tyk )

connue sous le nom de formule de Broyden. La validité de cette formule provient du

résultat suivant :

Théoréme 4 [10] Soit f une forme quadratique définie positive. Considérons la mé-

thode itérative qui, partant d’un point xy arbitraire engendre sucessivement les points

2P = gk gk

les s* sont des vecteurs linéairement indépendants. Alors la suite (B) générée par B® qu’
est symétrique et donnée par la formule :
(s* — Bryk)(sh — BEyk)T

(sk — Blyk)Tyk ’
avec y* = Vf(z") - Vf(a"h),

Bk+1 — Bk =+

en au plus n étapes vers A~1, linverse du hessien de f.
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Preuve. Puisque le hessien de f est constant et égal o A on a :
Y = Vi) = V(@) = A - 2, Vi,
On a vu que B**' est construite de fagcon & ce que l'on ait :

k41, k _ k
Byt =",

montrons que l’on a aussi
Byl =g i=0,.. k—1.

On raisonne par récurrence en supposant que cette propriété est vraie pour B¥, & savoir
Byl =g i=0,.. k—2.

Soit donc 1 < k — 2 quelconque. On a

Bk+1 i Bkyz+

(s* — B*")((s*)"y' — B*(y*)"y")
(Sk Bkyk)Tyk’ :

Par Uhypothese de récurrence on a B¥y' = s' donc
(y")' Bry' = (y")'s',
mais comme As' = y7,Vj, on obtient
(y")7s' = (sM)TAs' = ("),
donc dans (B) le numérateur est nul et on a B*'y' = Byt = s'. On a donc
Bfflyi =5t i=0,.. k.
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Au bout de n itérations on a donc

et puisque l'on a ' = As' cette derniére formule s’écrit comme :
B"As'=s', i=0,...,n—1.
Comme les st constituent une base de R™ on a B"A = I ou encore
B" =A%
ce qui montre le résultat. m

Inconvénient :

Le probléme de la formule de Broyden est qu’il n’y a aucune garantie que les matrices
B* soient définies positives méme si la fonction f est quadratique et si par exemple

B = I. On peut cependant recourir aux méthodes de rang 2 (DFP, BFGS).

2.2.2 Formule de Davidon, Fletcher et Powell (DFP)

La formule de mise a jour de Davidon, Fletcher et Powell est une formule de correction

de rang 2 donnée par :

Bk — gk 4 st (sh)” _ Bry*(y*)" B
SE)Tyk (y*)T Bryk

Le résultat suivant montre que sous certaines conditions, la formule (C) conserve la

définie-positivité des matrices B”.
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Théoréme 5 [10] On considére la méthode définie par

dF — Bk
s SN )
o optimal, ot B® = 0 est donnée ainsi que x°. Alors les matrices B* sont définies
positives, Vk > 0.

Preuve. Soit x un vecteur de R™. On a :

K\T ,.\2 k TBk )
Tgktl, _— TRk ((s") ") ((v")
N ) L o

_ WNBMrT B — (WY B | ((s1) )

By G
si on définit le produit scalaire (x,y) = 2T B*y alors on a :
2

:L,TBk,‘—i-lx — <yk’ yk> <:U7 $> - <yk7 'T> + ((sk)Tx)2 ] (D)
(v, y*) (s¥)Ty"

Le premier terme du second membre est positif ou nul d’aprés linégalité de Cauchy—
Schwartz. Quant au deuxiéme terme, on peut faire l’analyse suivante : puisque le pas est

optimal, on a la relation :

(gk+l)Tdk — 0’

donc

(Sk)Tyk — ak<gk+1 _ gk)Tdk — ak(gk)TBkgk > 0,

a donc xT B¥*1x > 0. Les deux termes dans (D) étant positifs, cette quantité ne peut s’an-
nuler que si les deux termes sont simultanément nuls. Le premier terme ne peut s’annuler

que si x = \y* pour un scalaire X # 0. Dans ce cas le deuziéeme terme est non nul car
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(s")Tz = M(s®)Ty*. On a donc bien B* = 0. m

Remarque 3 La propriété (s*)Ty* > 0 est vérifiée également par des méthodes de re-

cherche linéaire approchées comme par exemple la régle de Wolfe et Powell : en effet dans

k+1

ce cas on détermine un point x tel que :

¢ (aF) = V(@ )T d" > myV (2R d", 0 < my < 1,

d’ot

et donc

(gk+1 o gk)T($k+1 o $k) > 0.

2.2.3 Algorithme de Davidon-Fletcher-Powel (DFP)

1. Choisir 2° et B® définie positive quelconque (par exemple B = I);
2. A Tlitération k, calculer la direction de déplacement
d" = BV f(a");
déterminer le pas optimal o* et poser
gh = gk aFdk
3. Poser s* = afdk et y* = V f(2**1) — V f(2¥), puis calculer

k+1 _ gk o s*0T By (MTBE
B =B + (sF)TyF - (W TBFyF

4. Faire k < k + 1. Retourner en 1 sauf si le critére d’arrét est vérifié.

Comme critere d’arrét, on retiendra par exemple Hg’“rl H < €.
Cet algorithme a un comportement remarquable dans le cas ou f est une forme

quadratique :

Théoréme 6 [10] Appliqué o une forme quadratique f, l’algorithme DFP engendre des
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0

directions s°, ..., s* vérifiant

(ss7), = (VA =0,0<i<j<k+1, (E)

B*Ast = s 0<i<k. (2.5)

Preuve. En utilisant la formule (C), on a pour tout k

Bk:—l—lASk: — Bk:—‘rlykz7

= Sk7

par construction. Dans (D) est en particulier vérifiée pour k = 0, soit
B'As® = s°.
On a aussi

(SO)TASI — —a1<SO)TABl 17
— —051<SU)T91,

= 0,

puisque BYAs? = 0 et que x!' est obtenu par un pas optimal dans la direction s°. Donc
(E) est vérifiée pour k = 0.
Supposons maintenant que (E) et (F) sont vérifiées a l'ordre k — 1. On peut écrire d’une

part pour i =0,....,k — 1.

gL gl = it ik

= AT 45 4+ 5N
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car f est une forme quadratique de hessien A. D’autre part, puisque '+ est obtenu par

un pas optimal dans la direction s' on a (s')Tg"™t =0 et donc
()T (gF — ) = (sHTA(s™ + 5"+ ... +55), i=0,..., k-1,
donc en vertu de I’hypothése de recurrence (conjugaison des s') on a :

(sHYTg" =0, i=0,....k—1, (G)

cette relation reste aussi valable pour i = k puisque l'on a (s*)Tg*™1 = 0 (pas optimal).

La deuxiéme hypotheése de récurrence permet donc d’écrire, en remplacant s par B* 1 As’
dans (G)
(sHYTAB*1g* 1 =0, i=0,..,k

et donc, puisque H*t1ghtl = — g+l /qk+l
()T As*T =0, i=0..k,

ce qui démontre donc la propriété (D) au rang k.

Montrons maintenant que
B Ast =1 i=0..k—1.

Cette relation est vraie pour i = k comme on l’a déja montré plus haut. On a :

k(sk)TASi Bkyk(yk)TBkASz
DTGB

Bl As' = BFAs® + i

Le deuxiéme terme du second membre est nul car (s*)TAs' = 0. Si on note que par

Uhypothése de récurrence on a B¥As' = s' pour i = 0,....k — 1 et (y*)T = (s")TA le
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numérateur du troisiéme terme est donné par :
Bk:yk(yk)TBkASi _ Bkyk(sk)TASz‘ 0.
Par conséquent on a bien
BfflAs =5 i=0,.. k-1,

ce qui démontre la propriété (F) a lordre k. m

La méthode DFP se comporte donc, dans le cas quadratique, comme une méthode
de directions conjuguées. Dans ce cas 'algorithme converge en au plus n itérations. On

peut aussi remarquer que ’on a pour £k = n — 1, la relation :
B"As'=5s', i=0,..,n— 1,

et comme les s sont linéairement indépendants (car mutuellement conjugués) on en
déduit que
B"= A"

Remarque 4 On peut montrer que dans le cas géneral (non quadratique), sous les
mémes réserves que pour la méthode de Fletcher-Reeves (réinitialisation périodique d* =
—g*), cet algorithme permet de converger vers un minimum local T de f, et que l'on

a

lim B =V?f(2)7",

k—o0

qui montre que prés de Uoptimum T, et si la recherche linéaire est exacte, la méthode
se comporte asymptotiquement comme la méthode de Newton classique. Cette remarque
permet de justifier le choiz d’une estimation du pas de déplacement donnée par of =1,

dans les méthodes de recherche linéaire approchée.
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2.2.4 Algorithme de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno
(BFGS)

La forme de mise a jour de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno BFGS est une
formule de correction de rang 2 qui s’obtient a partir de la formule de DFP en interver-
tissant les roles de s* et 3/*.

La formule obtenue permet de mettre & jour une approximation H* du hessien possé-
dant les mémes propriétés, a savoir H*1 = 0 si H* = 0 et vérifiant la relation de Quasi

Newton suivante :

yF = Hbs*

La formule est donc :

et _ ey YIWOT HESH () THY
(yk)TSk (Sk)THk:Sk

L’algorithme associé est le suivant :

2.2.5 Algorithme de BFGS

1. Choisir 2° et H? définie positive quelconque ( par exemple H® = I);
2. A Tl'itération k, calculer la direction de déplacement
0= (Y)Y 1)
déterminer le pas optimal o* et poser
ZF = gk g ok gk,
3. Poser s¥ = afdF et y* = V f(2**1) — V f(2*) puis calculer

k(. kT ksk Sk T 17k
= T

4. Faire k < k + 1. Retourner en 2 sauf si le critére d’arrét est vérifié.

Notons que la direction d* est obtenue par résolution d’un systéme linéaire. En pra-
tique la mise & jours de H* est faite directement sur le facteur de Cholesky C) ou

H* = C,CF ce qui raméne le calcul de d¥ au méme cotit que pour la formule de DFP.
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De plus, cette technique permet de controler précisément la définie positivité de H*, qui

peut se dégrader a cause des erreurs d’arrondi.

Remarque 5 [10] La méthode de BFGS posséde les mémes propriétés que la méthode de
DFP :dans le cas quadratique les directions engendrées sont conjuguées et on a H" = A.
Cette méthode est reconnue comme étant beaucoup moins sensible que la méthode DF P
aux 1mprécisions dans la recherche linéaire, du point de vue de la vitesse de convergence.
Elle est donc tout a fait adaptée quand la recherche linéaire est faite de fagon économique,

avec par exemple la régle de Goldstein ou la régle de Wolfe et Powell.

2.3 La méthode de Gauss-Newton

Dans les problémes de moindres carrés non linéaires, la fonction & minimiser prend

en général la forme :
1 m
i=1

on doit calculer le Hessien de f, qui dans ce cas précis prend une forme particuliére : on

a d’une part
= Z Vfi(z) fi(x)

et le hessien de f est donné par

Zsz )V fi(x +Zfz )WV fi()

Si l'on se place prés de l'optimum, ou on supposera que les fonctions f;(z) sont

négligables. D’ot1 on aura :

Zsz )WV i)

La matrice obtenue posséde une propriété intéressante : elle est symétrique sem-définie
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positive pour tout x. De plus dans la plupart des cas m > n et la matrice est dans
la plupart des cas définie positive. La méthode originale que ’on obtient & partir de la

méthode de Newton en remplacant V2 f(x) par H(z) est la méthode de Gauss-Newton :

Zo donné,
H* =31, Vi)V fila)”,
gFtl = ok — (H*)7IV f (2F).

2.3.1 La méthode de Levenberg-Marquardt

Pour assurer la convergence globale de Gauss-Newton, on peut combiner 1’algorithme
précédent avec une recherche linéaire, et dans ce cas on peut alors faire les itérations

suivantes :

& = —(H") 'V f ()

gh = gk 4ok,

Cependant, il n’y a aucune garantie pour que H* reste définie positive, et en générale on
fait appel a une méthode modifiée, qui est la méthode de Levenberg-Marquardt : 1'idée
consiste a remplacer, dans la méthode précédente, la matrice H* par la matrice H* 4 ul

ol p est un réel positif. Si u est trés grand, on retombe alors sur la méthode de gradient.

Méthode de Levenberg-Marquardt [10]

(
T donné,

H* =31 YV fi(2)V fi(z)"
dF = —(H* 4+ pI) 7'V f(2F)

pRHl = gk gk gk
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2.4 Position du probléme : génération d’une suite de
matrices approximantes creuses ou diagonales

Si les méthodes de Quasi-Newton sont applicables avec succes aux problémes de taille
modérée, il n’en va pas de méme pour les probléme de grande taille, puisque ceux-ci
exigent, entre autres, la manipulation et la mémorisation de matrices de dimension n X n
symétriques a chaque itération. De plus, les formules d’actualisation n’exploitent absolu-
ment pas les caractéristiques liées & la nature du probléme. Ainsi, méme si de nombreux
problémes de grande taille se caractérisent pas une matrice Hessienne creuse, quasi dia-
gonale ou a diagonale dominante, les formules de mise & jour classiques perdent ces pro-
priétés intéressantes. Comme les mises a jour énoncées ci-dessus engendrent de rechercher
des formules capables de préserver cette structure creuse. Cette tache doit reposer sur
des fondements mathématiques rigoureux. Grace aux travaux de Toint (1977) et Thapa
(1981), on dispose maintenant d’une théorie permettant de démontrer l'existence et la
convergence des approximations de type Quasi-Newton préservant la structure creuse de
la matrice Hessienne réelle. Nous avons adapté aux matrices diagonales le théorie générale

établie pour des matrices creuses [7].

2.5 Meéthodes de Quasi-Newton préservant la struc-
ture diagonale des matrices

Dans la suite de ce chapitre, on prend la convention de simplifier les notations. On
omet l'indice d’itération k et on remplace I'indice d’itération k£ + 1 par +. On cherche
a enrichir la matrice B, approximation du Hessien en vue de trouver une matrice B*

qui soit a la fois symétrique définie positive, et qui satisfasse & 1’équation de Quasi-
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Newton :

Bts =y (2.6)

avecs = a" —x et y=g" —g. (2.7)

heureusement, on sait que ces schémas classiques de mise & jour ne conservent pas la
structure diagonale ou creuse de la matrice Hessienne originale. On sait aussi qu’il n’est
pas automatique de construire une approximation qui satisfasse en méme temps aux
contraintes de positivité, de symétrie et & la condition de Quasi Newton. Une maniére
de procéder pour obtenir une mise & jour de type Quasi Newton qui répond & toutes ces

contraintes est de recourir & une minimisation de normes.

2.5.1 Version modifiée des formules de mise a jour de Davidon-

Fletcher-Powell (DFP)

Toint (1977) [7], a montré qu’il est possible d’obtenir une version modifiée des for-
mules de mise & jour de Davidon-Fletcher- Powell pour matrices creuses qui satisfassent
a ’équation de Quasi-Newton ainsi qu’aux conditions de symétrie et définie positivité.
Celle-ci se définit en trouvant une matrice de correction E de telle sorte que la matrice
remise a jour BT = B + E soit la plus proche possible de la matrice originale B au
sens de la norme de Frobenius, tout en possédant la méme structure (creuse ou dia-
gonale). Pour une matrice diagonale, le probléme s’énonce mathématiquement comme

suit :

min [| £
avec Es =y — Bs (2.8)
Eij =0 (i#J)
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Toint a montré que la solution unique £ du probléme (2.6) est donnée par :

0 (i # j)

ot le vecteur A = (A1, ..., A\,)T est la solution du systéme linéaire diagonal :

Q)N =y — Bs, (2.10)

dans lequel la matrice () est définie par :

Qi = | (2.11)

2.5.2 Généralisation de la mise a jour de la technique de diago-

nalisation & d’autres procédures de type Quasi-Newton

Les résultats de Toint peuvent étre étendus a d’autres schémas de mise & jour symé-
triques. L’extraction de tels procédés de mise & jour, préservant la structure creuse de la
matrice repose sur une série de théorémes énoncés par Thapa (1981) [7]. La théorie des
matrices diagonales n’est qu'une adaptation de théorie générale pour matrices creuses de
Thapa. On utlilise les notions suivantes afin de distinguer la partie diagonale et la partie
non diagonale de la mise a jour :

. B (i = j) ~ 0 (=)

Bf, = et B, =

(2.12)
0 (1 # j) B (1 # 7)
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Soit B+ = nB+U ou U, est une matrice de mise a jour symétrique mais généralement

non diagonale et 1 est un nombre réel. On suppose de plus, que cette approximation B+

satisfait a ’équation de Quasi Newton :

Bts=y

(2.13)

Des lors, la matrice BT la plus proche de §$ dans la norme de Frobenius et satisfaisant

a la condition de Quasi Newton, est de la forme :

Bt= BL+E

(2.14)

La matrice de correction E est la solution du probléme de minimisation de norme :

min || |z
avec Es = B s

Eiy=0 (i#}])

La solution de ce probléme est donnée par :

0 (i # J)

Eij —

ot le vecteur A = (A1, ..., \,)T est lui-méme la solution du systéme linéaire :

QA= B s
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dans lequel la matrice () est une matrice diagonale définie par :

Qij = ) T (2.18)

Il résulte du théoréme précédent que la version de la méthode de Quasi-Newton pour
matrices diagonales requiert la solution du systéme linéaire QA = EX, ps. Toutefois, il est
possible de montrer qu’il n’est pas nécessaire de calculer les éléments non diagonaux de
la matrice de remise a jour Uyp. En effet, par simple manipulation algébrique, on montre
facilement a partir de ’équation de Quasi-Newton (2.11) et des contraintes du probléme

(2.13), la propriété suivante :
B;{,DSZy—nBS—UDS (2.19)

On conclut que seuls les termes diagonaux de Up doivent étre calculés pour obtenir ’ana-
logue de la remise a jour de type DFP pour des matrices diagonales. On n’évalue donc que

les termes :

Ui = —— — : (2.20)

2.5.3 Caractére défini positif des approximations de la matrice

Hessienne
La méthode de Quasi Newton pour matrices diagonales requiert la résolution de
deux systémes linéaires. La mise a jour de I’approximation de la Hessienne nécessite

d’abord la résolution du systéeme QA = b. Ensuite, la recherche de la direction de

descente demande encore la solution du systéme Bd = —g. Malheureusement, le pro-
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bléme vient du fait que les matrices B et () ne sont pas nécessairement définies posi-
tives.

Considérons d’abord le systéme QA = b. En examinant l’expression (2.16) de la ma-
trice @, il est facile de voir que la matrice () est symétrique et définie positive si, et
seulement si, chaque composante du vecteur s est différenete de zéro : s* # 0, Vi. S’il
existe au moins un s = 0, la matrice Q est singuliére et le systéme peut ne pas admettre
de solution. Dans ce cas de figure, Toint a proposé d’annuler les \; et b; correspondant
aux s’ nuls et de résoudre le systéme réduit obtenu en ignorant la ligne et la colonne cor-
respondante. Toutefois, pour des matrices diagonales, on perd la garantie que la nouvelle
approximation diagonale satisfasse & la condition de Quasi-Newton.

La résolution du second systéme linéaire Bd = —g, détermine la direction de pro-
gression. Si la matrice B n’est pas définie positive, il n’est plus garantie que d soit une
direction de descente. Plusieurs techniques sont discutées par Thapa (1981) lorsque 'es-
timation du Hessien n’est pas définie positive. Thapa (1981) a notamment proposé, soit
d’utiliser une version creuse de ’algorithme de factorisation de Cholesky soit de recourir
a une procédure de Levenberg-Marquardt. On remplace B par B = B + P, ou P est
une matrice diagonale dont les éléments sont tous positifs ou par B = B + ul, ot u
est le module de la valeur propre la plus négative. On résout ensuite le systéme modifié
Bd = —g.

Un moyen d’obtenir des estimations définies positives de la Hessienne consiste a rem-
placer B par B qui est également diagonale symétrique et définie positive mais qui ne
satisfait peut étre pas a la condition de Quasi-Newton. On espére ainsi que la nouvelle
approximation B obtenue a partir de B soit meilleure que Bt obtenue a partir de B.
Hélas, Thapa (1981) a constaté que dans ces cas difficiles, la mise & jour converge plus

lentement [7].
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Algorithme de Toint

1- Soit 2° € R™ et B une matrice diagonale de dimension n définie positive ;
calculer ¢°;

2- Si B* n’est pas définie positive, employer une procédure de Levenberg-Marquart
pour obtenir une matrice définie positive B' = B* + pl;

3- Remplacer B* par son substitut défini positif B* := B¥;

4- Calculer la direction de descente d* en résolvant le systéme B*dF = —g*;

5- Effectuer une recherche linéaire selon la direction d*, c’est-a-dire calculer un pas
de progression positif o le long de d* de sorte que f(z* + o*d*) > f(2*);

6- 2Fl =2 + oFd¥;

7- Calculer gF+!;

8- Calculer s¥ = 21 — 2% et oF = gkl — ¥,

9- Si 2%*! ne satisfait pas au critére de convergence, calculer une nouvelle approximation
de matrice hessienne comme suit :

- Calculer les éléments diagonaux de la mise & jour de type BFGS soit UF :

- sk.yk sk Bkgk

UL = _y; _ (BEsH)?,
- Calculer les éléments de la matrice diagonale Q : Q;; = 2s%;
- Pour obtenir le vecteur A résoudre le systéme : QA = y* — B*s* — Uk sk,
si @ n’est pas définie positive, parce qu’au moins un des s° = 0,
alors on impose \; = 0 et (y* — B¥s* — UEsF); =0,
ensuite résoudre le systéme réduit correspondant ;
- Calculer les éléments de la matrice de correction diagonale E* : EE = 2)\;sF;
- Calculer la nouvelle approximation diagonale du Hessien B**! = nkB* 4 Uk + EF;

10- Retour en 2.

Remarque 6 Dans [’algorithme de Toint on a déplacé les étapes (2 et 8) en les étapes

8 et 9) parce que : dans U'étape 2 de l'algorithme de DFP on a déja la matrice B® = I
( ) parce q D g ]
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qui est définie positive. De méme d’autre coté on a utilise la variante DFP au lieu de

BFGS dans l’algorithme de Toint.

On propose la modification suivante :

Initialisation : Soit € > 0 est une précision donnée,

f une fonction différentiable, 2° € R™ une point de départ et B® une matrice identité;
1- Soient 2 € R™ un point de départ et B® une matrice identité,

calculer ¢° = V f(z°);

Tant que critére d’arrét non satisfait faire

2- Calculer la direction de descente d* en résolvant le systéme B*d¥ = —g*:

3- Effectuer une recherche linéaire selon la direction d”, c’est-a-dire calculer un pas
de progression positif o le long de d* de sorte que f(z* + o*d*) > f(2*);

4- oMt = ok 4 oFdk;

5- Calculer ¢gF*!;

6- Calculer s¥ = 21 — 2k et ¢F = gFtl — ¢¥;

7- Calculer les éléments diagonaux de la mise & jour de type DFP soit U :

= SRk yF BEyE 3

Ik — 5 (BEw)?.
i3

2.

- Calculer les éléments de la matrice diagonale @) : Q;; = 2s7;

- Pour obtenir le vecteur A résoudre le systéme : Q\ = y* — B¥sk — Uk sk,
si Q n’est pas définie positive, parce qu’au moins un des s* = 0,
alors on impose \; = 0 et (y* — B¥s* — UEsF); =0,
ensuite résoudre le systéme réduit correspondant ;

- Calculer les éléments de la matrice de correction diagonale E* : EE = 2)\;s;

- Calculer la nouvelle approximation diagonale du Hessien B*! = B* 4 Uk + E¥;
8- Si B**! n’est pas définie positive, employer une procédure de Levenberg-Marquardt
pour obtenir une matrice définie positive B = pr + pl;

k41

9- Remplacer B**! par son substitut défini positif B**':= B ;

Fin tant que.
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Chapitre 3

Tests numériques

3.1 Exemples

Les tests numérique sont éfféctués sur la station COMPAQ. Le pas de deplacement

est calculé en utilisant la recherche linéaire de Goldstein.

Exemple 1

min f(z) = x1202  avec la solution optimale est (1,0)"

z€R2
Méthodes Solution Nombre d’itérations | Temps
DFP (0.91581727,0.00023888)7 10 1554¢ent
DFP avec diagonalisaton | (0.91581727,0.00023888)" 10 1526

e = 1075, point de départ est (1,1)T.

Exemple 2
- 2 2 » : 3\
min f(z) = a7 + 223 + 2132 — 21 + 32 avec la solution optimale est (?, —?)
zeR
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Méthodes Solution Nombre d’itérations | Temps
DFP (0.71429129, —0.42857360)7 28 4569cent
DFPavec diagonalisaton | (0.71429129, —0.42857360)T 28 3s8gcent
e = 1075, point de départ est (1,1)T.
Exemple 3
) 2 , . Lo
min f(z) = 3z{\/z2 avec la solution optimale est (0, 5)
z€R
Méthodes Solution Nombre d’itérations | Temps
DFP (—0.00000115, 0.44899533)" 7 2824cent
DFP avec diagonalisaton | (—0.00000115, 0.44899533)7 7 1869¢ent
e = 1075, point de départ est (1,1)T.
Exemple 4
mﬁn f(z) = 2izy +In(1 4+ 23) avec la solution optimale est (0,0)"
z€R?
Méthodes Solution Nombre d’itérations | Temps
DFP (0.00003949, —0.00000003)" 24 4528cent
DFP avec diagonalisaton | (0.00003949, —0.00000003)" 24 3o 17eent
e = 1074, point de départ est (1,1)T.
Exemple 5
m%Rr% f(z) =23 + 23 — 3x129  avec la solution optimale est (1,1)"
S
Meéthodes Solution Nombre d’itérations | Temps
DFP (1.00000053, 1.00000005)” 18 3513cent
DFP avec diagonalisaton | (1.00000053, 1.00000005)% 18 2553¢ent

e = 1075, point de départ est (0,1)T.
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3.2 Conclusion et perspectives

Conclusion 1 Les simulations numériques testées montrent l’efficacité de notre approche

(DFP avec technique de diagonalisation) en terme de temps relativement & la méthode

de DFP classique.

Perspectives

- Etendre cette approche & d’autres classes de problémes d’optimisation.

- Répondre a la question qu’est qu’on pert en diagonalisant les matrices B*.
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