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Introduction  

 

L’objectif  de ce travail est l’étude approfondie des propriétés structurales, mécaniques, 

vibrationnelles et thermodynamiques des composés semiconducteurs SiX (X= C, Ge) du type 

IV-IV, cristallisant  dans la phase zinc-blende, ainsi que leurs alliages binaires. Ces matériaux 

semi-conducteurs  offrent un potentiel immense pour les applications technologiques. 

 

Le silicium, le carbone et le germanium occupent un rôle central en tant que prototypes 

de la physique des semi-conducteurs. Les composés semi-conducteurs IV-IV tels que SiGe, 

SiC et GeC et leurs alliages binaires Si1-xGex  et Si1-xCx  ont reçu une plus grande attention que 

les matériaux élémentaires du groupe IV. Aussi ils ont également  des propriétés 

remarquables qui les distinguent des autres semi-conducteurs III-V et II-VI. 

 

Vue leur importance technologique, les alliages à base de carbone  Si1-xCx  ont attiré un 

intérêt de plus en plus croissant dans la recherche ces dernières années. Bien qu'ils 

appartiennent à la famille des alliages binaires du groupe IV, ils ont des propriétés 

remarquables, qui les distinguent des autres alliages binaires à base de Germanium  tels que 

Si1-xGex  [1, 2]. Ces alliages contenant du carbone présentent des propriétés physiques et 

chimiques qui diffèrent de manière significative des tendances générales de la famille du 

groupe IV. 

 

D'un autre coté,  les alliages semi-conducteurs Si1-xGex  ont aussi un  grand intérêt dans 

les applications nanoélectroniques, la technologie photovoltaïque, les dispositifs optiques, et 

de nombreuses autres applications, en raison de leur utilisation pour l’ingénierie des structures 

de bande et la physique de supercellule. De nombreux types de dispositifs électroniques et 

optoélectroniques à couches contraintes d’hétérostructure Si1-xGex /Si ont été réalisés [3]. Les 

alliages et les composés de Si-Ge ont aussi des propriétés optoélectroniques particulières pour 

les applications des transitions inter-sous-bande dans les puits quantiques [4].  

Plusieurs entreprises offrent déjà des circuits SiGe sur le marché avec des avantages 

considérables par rapport aux performances des dispositifs classiques [5]. Un nombre 

considérable d'études expérimentales et théoriques sur les propriétés des alliages SiGe ont été 

rapportées (voir, par exemple: Semiconductors data hand book, springer-Verlag). 
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Dans ce travail, nous nous sommes proposé d'étudier l’effet de la composition  du 

carbone et du germanium (se cristallisent dans la structure zinc-blende) sur  les propriétés 

structurales, mécaniques, vibrationnelles et thermodynamiques des alliages semi-conducteurs 

Si1-xCx et Si1-xGex respectivement. Le silicium, le carbone, et le germanium forment une série 

d’alliages binaires Si1-xGex  (Si1-xCx), avec la composition x du Germanium (Carbone) variant 

de 0 à 1. En changeant la composition x de l'alliage, les propriétés physiques peuvent être 

contrôlées par la composition x, et dans certains cas, elles peuvent être très différentes de 

celles des matériaux parents. De ce fait, l'effet de la composition sur les propriétés physiques 

de SixGe1-x et le Si1-xCx revêt une importance particulière. 

Afin de réaliser ce travail, nous avons utilisé le code de calcul ABINIT qui se base sur la 

théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT), en utilisant l'approximation de la densité 

locale LDA  (Local Density Approximation) pour le traitement de l'interaction d’échange et de 

corrélation. Et pour le traitement de l'interaction électron de cœur-électron de valence et 

l'interaction électron-noyau, on a utilisé la théorie de pseudopotentiel qui permet de remplacer 

ce grand potentiel d'interaction par un faible potentiel nommé le pseudopotentiel. Aujourd'hui,  

les méthodes ab-initio sont devenues  un outil de base pour le calcul des propriétés physiques 

des systèmes les plus complexes. Elles sont aussi un outil de choix pour la prédiction de 

nouveaux matériaux, et elles ont parfois pu remplacer des expériences très coûteuses ou 

même irréalisables en laboratoire. La plupart des méthodes ab initio, sont basées sur la DFT 

qui est une méthode appropriée à la modélisation des solides, de par la simplification 

remarquable qu’elle apporte aux équations de la mécanique quantique. 

 

Ce manuscrit est divisé en deux parties : 

 Dans la première partie, nous présentons le cadre théorique pour la réalisation de  nos 

calculs des différentes propriétés des composées semiconducteurs IV-IV, ainsi que leurs 

alliages binaires, dans la phase zinc-blende. Cette partie  est divisée en deux chapitres. Dans 

le premier, nous donnerons un aperçu sur les méthodes et approximations pour réaliser ce 

travail. Dans le second, nous présentons la théorie des pseudopotentiels. 

 

La deuxième partie sera consacrée aux résultats. Cette partie est divisée en quatre 

chapitres relativement indépendants les uns des autres. Chaque chapitre débute par un rappel 

théorique sur  la propriété physique à calculer et se termine par une bibliographie : 
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Dans le premier chapitre, nous présentons l'étude structurale (constantes du réseau, 

module de rigidité et sa dérivée) des éléments Si, C, Ge, ensuite des composés SiC, SiGe et 

enfin des alliages binaires Si1-xCx et Si1-xGex dans la phase zinc-blende. 

 

Nos résultats relatifs aux propriétés mécaniques (constantes élastiques (C11, C12, C44), le 

module de cisaillement (G), le coefficient de Zener (AZ), le coefficient de Poisson (σ), et le 

module de Young (E)) de ces matériaux sont présentés dans le deuxième chapitre.  

  
Dans le troisième chapitre, nous présentons les calculs des fréquences des phonons ainsi 

que les spectres de dispersion des phonons le long des différentes lignes de symétrie Γ, X, et 

L. Entre autres, nous donnons un petit aperçu sur la « Density Functional Perturbation 

Theory » (DFPT). 

 

Le quatrième chapitre est consacré à l'étude des propriétés thermodynamiques de  ces 

matériaux. Après avoir calculé la température de Debye, on se base sur l’effet de la 

température sur les propriétés thermodynamiques telles que l’énergie libre, l’énergie interne, 

l’entropie, et la capacité thermique à volume constant  de ces matériaux. 

 

Finalement, nous terminons notre manuscrit par une conclusion générale de cette étude. 
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1. Introduction 

 

Les méthodes ab initio cherchent à prédire les propriétés des matériaux, par la résolution 

des équations de la mécanique quantique, sans utiliser de variables ajustables. Parmi elles, la 

DFT est une reformulation du problème quantique à N corps en un problème portant 

uniquement  sur la densité électronique. Aujourd’hui, la DFT constitue l’une des méthodes les 

plus utilisées pour les calculs quantiques de structure électronique du solide, car la réduction 

du problème qu’elle apporte permet de rendre accessible au calcul de l’état fondamental d’un 

système comportant un nombre important d’électrons. C’est donc une méthode de choix pour 

l’étude des propriétés physiques de l’état fondamental des solides.  

 

2. Equation de Schrödinger à un électron 

 

2.1. Hamiltonien exact du cristal  

 

Les solides sont constitués par une association de particules élémentaires : Les ions et les 

électrons. Le problème théorique fondamental de la physique du solide est de comprendre 

l'organisation intime de ces particules à l'origine de leurs propriétés. Mais dans ce cas, la 

mécanique classique s'avère être insuffisante et il faut faire appel à la mécanique quantique 

dont la base est la résolution de l'équation de Schrödinger : 

 

Ψ=Ψ EĤ             (1.1) 

  

Le problème général peut être posé sous la forme d'une équation du mouvement de toutes 

les particules présentes dans le cristal. L'hamiltonien exact du cristal (non relativiste) résulte 

de la présence des forces électrostatiques d'interaction : Répulsion ou attraction suivant la 

charge des particules (ions, électrons). 

 

eenennentotal V+V+V+T+T=H          (1.2) 
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Tn est l'énergie cinétique des noyaux, Vnn l'énergie potentielle d'interaction entre les noyaux, 

Vne l'énergie potentielle d'attraction noyaux-électrons, Vee l'énergie potentielle de répulsion 

entre les électrons et Te l'énergie cinétique des électrons. 

La solution de l'équation (I.1) avec H total conduit à la résolution d'un problème à N corps. 

 

2.2.  Approximation de Born-Oppenheimer 

 

Les diverses méthodes de calcul de la structure de bandes électroniques des matériaux à 

l'état solide mises au point au cours des dernières décennies reposent sur un certain nombre 

d'approximations. Suivant Born et Oppenheimer [l], on sépare le mouvement des noyaux par 

rapport à celui des électrons et l'on ne prend en compte que celui des électrons dans le réseau 

rigide périodique des potentiels nucléaires. On néglige ainsi l'énergie cinétique Tn des noyaux 

car leur mouvement est lent relativement à celui des électrons, et l'énergie potentielle noyaux-

noyaux devient une constante qu'on peut choisir comme la nouvelle origine des énergies. 

 

eeneetotal VVTH ++=            (1.3) 

   

L'approximation de Born-Oppenheimer est qualifiée d'adiabatique car elle consiste à 

séparer le problème électronique de celui des vibrations du réseau. On pourra toujours 

introduire ultérieurement Tn et Vnn pour aborder le problème des vibrations du réseau 

(phonons) mais en supposant qu'il n'y a pas d'échange d'énergie entre le système électronique 

d'une part et les modes de vibration d'autre part. 

 

Cette approximation réduit de manière significative le nombre de variables nécessaires 

pour décrire la fonction d’ondeΨ . En outre, tous les termes de l'Hamiltonien impliquant les 

noyaux sont éliminés. Cette approximation ne suffit cependant pas à elle seule à résoudre 

l'équation de Schrödinger, à cause de la complexité des interactions électron-électron. C’est 

pourquoi elle est très souvent couplée à l'approximation de Hartree. 

2.3. Approximation de Hartree et de Hartree-Fock 

L'approximation de Hartree [2] consiste à chercher les fonctions propres de H sous la 

forme approchée : 
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( ) ( ) ( ) ( )nn12approchés rΨrΨrΨ=,r,rΨ ............................. 2211     (1.4)   

 

Cette approximation est basée sur l'hypothèse d'électrons libres ce qui revient à ne pas 

tenir compte des interactions entre les électrons et des états de spin. Ceci a deux conséquences 

importantes : 

- La répulsion coulombienne totale Vee du système électronique est surestimée. 

- Le principe d'exclusion de Pauli n'est pas pris en compte. 

 

Cette seconde conséquence étant plus grave que la première, l'approximation de 

« Hartree- Fock » [3] a été introduite pour prendre en compte le spin des électrons pour la 

résolution de l'équation de Schrödinger. 

L'énergie moyenne électronique est obtenue par minimisation de l'opérateur hamiltonien par 

la méthode variationnelle: 

 

ψψ
ψψ H

H =                                          (1.5) 

 

Le calcul variationnel montre que chaque fonction d'onde  ( )rΨ i  doit, pour rendre 

minimale l'énergie moyenne (H), être elle-même solution d'une équation  différentielle du 

second ordre qui a la forme d'une équation de Schrödinger à une particule. 

 Dans la suite du texte, nous utiliserons les unités atomiques (ħ2=2m=e2/2=1) avec la 

correspondance 1 u.a. de longueur = 0.529177A° et 1 Ry=13.605814 eV, ce qui donne des 

énergies en Hartree. 

 

( ) ( )[ ] ( ) ( )rErrUrW iiii ψψ =++∇− 2
         (1.6) 

 

Le premier terme potentiel W(r) de cette équation est issu directement du hamiltonien H. 

Il représente l'interaction coulombienne de l'électron avec tous les noyaux du cristal, et il 

possède la périodicité du réseau de Bravais. 

 

Le second terme potentiel de l'équation (I.6), U(r), appelé potentiel moyen auto-cohérent, 

représente la répulsion coulombienne exercée sur l'électron i par tous les autres électrons j≠i, 

chacun étant dans son état jΨ : 
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( ) ( )
| |∫∫∫ −

r'd
r'r

r'ρq
=rU i

i
3

2

          (1.7) 

 

 Avec  ( )r'ρi  est la densité électronique au point r', qui est donnée par: 

 

( ) ( )∑ ≠
=

ji ji rr '' ψρ            (1.8) 

 

Il existe N équations de la forme (1.6) (une pour chaque électron), toutes différentes et 

couplées entre elles par les différents potentiels U(r). Le calcul est donc sans solution en 

pratique si l'on ne procède pas à des approximations supplémentaires. Par conséquent, il faut 

résoudre l'équation par approximations successives, jusqu'à ce qu'il y ait auto-cohérence des 

solutions trouvées. 

 

On distingue essentiellement trois groupes de méthodes pour la résolution de l'équation de 

Schrödinger : 

 

- Les méthodes basées sur une combinaison linéaire d'orbitales atomiques (LCAO) [4-6], 

utilisables, par exemple, pour les bandes «d» des métaux de transition. 

 

   - Les méthodes dérivées des ondes planes orthogonalisées (OPW) [6,7].mieux adaptées aux 

bandes de conduction de caractère s-p » des métaux simples. 

 

   - Les méthodes cellulaires du type ondes planes augmentées (APW) [8] et la méthode de la 

fonction de Green de Korringa, Kohn et Rostoker (KKR) [9-11] applicables à une plus grande 

variété de matériaux. 

 

Les méthodes linéarisées mises au point par Andersen [12] : Ondes planes augmentées 

linéarisées (LAPW) et orbitales «muffin-tin » linéarisées (LMTO), permettent de gagner 

plusieurs ordres de grandeur dans les temps de calcul. 
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3. Théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) 

 

Le formalisme de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) est basé sur le 

théorème de Hohenberg et Kohn [13]. L'hamiltonien d'un système de N électrons qui se 

déplacent dans un potentiel extérieur fixe Vext est donné par : 

 

( ) ( )∑ ∑∑ ∑
≠

++∇−=++=
N

i

N

i

N

ij

N

i
iext

ij
i rV

r
VUTH

2

2

12
                                 (1.9) 

 

où T est l'énergie cinétique, U la répulsion coulombienne électron-électron et V l'interaction 

avec le potentiel extérieur. 

 

Premièrement, Hohenberg et Kohn ont montré que le potentiel extérieur est 

rigoureusement représenté par une fonctionnelle de l'état fondamental de la densité 

électronique ρ(r), donc la fonctionnelle de l'énergie s'exprime en fonction de ρ(r). 

 

( ) ( ) ( )∫+= drrrVFH ext ρρφφ                        (1.10) 

  

  

Soit, en tenant compte de l'approximation de Hartree : 

 

[ ] ( ) ( ) ( )∫∫ +
−

= ρρρρ Gdrdr
rr

rr
F '

'

'2

2

1
                (1.11) 

 

G[ρ] est une fonctionnelle qu'on définira par la suite. Elle représente l'énergie cinétique 

plus la différence entre l'énergie d'interaction vraie et celle donnée par le terme d'interaction 

de Hartree. Les fonctionnelles de la densité électronique F[ρ] et G[ρ] sont valables quelque 

soit la forme du potentiel extérieur et le nombre d'électrons. 

     Deuxièmement, Hohenberg et Kohn montrent que la densité vraie de l'état fondamental est 

la densité qui minimise F[ρ].Par conséquent, si la fonctionnelle universelle  F[ρ] est connue, 

alors, il sera relativement facile d'utiliser ce principe variationnel pour déterminer l'énergie 

fondamentale et la densité électronique pour un potentiel extérieur donné. Malheureusement, 

le théorème de Hohenberg et Kohn ne donne aucune indication de la forme de F[ρ]. 
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Il est utile de noter que ce théorème s'applique également en l'absence  d'interaction entre les 

électrons. 

 

( ) ( )∑ ∑+∇−=+=
N

i

N

i
isis rVVTH 2

                                                                        (1.12) 

 

Donc l’équation de Schrödinger est : 

 

( )[ ] ( ) ( )rkErkrV jjis ,,2 ψψ+∇−                   (1.13) 

 

Où la densité est donnée par une somme sur l'ensemble des orbitales occupées : 

 

( ) ( )
2

,∑=
occ

jk
j rkr ψρ                      (1.14) 

 

Kohn et Sham [14] ont écrit la densité électronique comme étant la somme des densités des 

particules libres, et ont utilisé la propriété variationnelle pour obtenir une description de la 

détermination de l'énergie de l'état fondamental et de la densité donnant la fonctionnelle 

Exc(ρ). Par suite, G[ρ] est de la forme : 

 

[ ] [ ] [ ]ρρρ xcs ETG +=                     (1.15) 

 

où Ts est l'énergie cinétique d'une particule libre et Exc une fonctionnelle de l'échange et de la 

corrélation. 

 

( )( ) ( )∑ ∫ ∇−=
occ

jk
jjss drrkrkT ,, 2* ψψφφ                                 (1.16) 

 

     Nous avons ainsi isolé deux termes : Le terme de Hartree dans l'équation (1.11) et celui de 

l'énergie cinétique dans l'équation (1.15) qui, tous les deux jouent un rôle important dans la 

description des états des électrons libres. Ces termes sont vraisemblablement les plus 

importants dans le traitement de l'interaction des électrons. La différence entre l'énergie 
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cinétique réelle et celle des particules libres ainsi que la différence entre l'énergie d'interaction 

réelle et celle de Hartree sont prises en compte dans la fonctionnelle de l'énergie Exc[ρ]. 

L'approximation de la densité locale (LDA) consiste à écrire : 

 

[ ] ( )[ ]∫= drrE xcxc ρερ                    (1.17) 

 

Ce qui est exact si les densités varient lentement. Le terme d'échange et de corrélation εεεεxc(ρρρρ) 

est approché par une fonction locale de la densité qui reproduit habituellement l'énergie 

connue du gaz électronique dont la distribution est supposée uniforme. 

L'efficacité de cette approximation est apparue à partir des années 1970 avec les travaux de 

Zunger et Freeman [15], ainsi que ceux de Moruzzi et al. [16]. Il existe à présent d'excellents 

ouvrages sur le sujet (Lundqvist et March [17], Callaway et March [18], Dreizler et Provincia 

[19], Parr et Yang [20]). 

 La fonctionnelle de l'énergie s'écrit désormais sous la forme : 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ∫ 











++
−

+= drrrrVdr
rr

r
TT xcextsss ρρερφφφφ '

'

'2

2

1
                  (1.18) 

 

La recherche de la valeur minimale de la densité conduit aux équations de Kohn-Sham (KS). 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )rkkErkrVrVdr
rr

r
jjjxcext ,,'

'

'22 ψψρρ =












++
−

+∇− ∫             (1.19) 

 

Où Vxc(ρ(r)) est le potentiel pour l'échange et la corrélation 

 

( )( ) [ ]
( )rρ

ρE
=rρV xc

xc ∂
∂

                                                                        (1.20) 

 

L'énergie d'échange et de corrélation Exc[ρ] est écrite avec l'approximation de la densité locale 

(LDA) sous la forme : 

 

[ ] ( ) ( )( )∫ rρεrrρd=ρE xcxc
3                    (1.21) 
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Les estimations les plus utilisées de ( )ρε xc  ont été données par Hedin et Lundqvist [21]. 

 

L'interaction répulsive entre les électrons du métal crée autour de chacun d'eux un trou de 

corrélation dans la distribution de charge électronique. L'électron et son trou forment une 

quasi-particule indépendante qui peut être traitée dans le cadre de la théorie de la 

fonctionnelle de la densité (DFT). Il existe plusieurs approximations de cette théorie, qui 

traitent l'effet de corrélation et d'échange entre les électrons par un potentiel local Vex(ρ(r)) 

dépendant de la densité de charge électronique totale au point considéré. Les potentiels 

utilisés par Slater [22, 23], Gaspar [24] et Kohn & Sham [14] ont donné naissance à ce qu'on 

appelle l'approximation  Xα. 

 

( )( ) ( )




















−=
3

1
3

2
2

3
rrVex ρ

π
αρ                   (1.22) 

 

où α est une constante ajustable, qui vaut 1 pour le potentiel de Slater et 2/3 pour le potentiel 

de Kohn-Sham. Pour la plupart des métaux, les valeurs de α donnant des résultats compatibles 

avec les mesures expérimentales sont comprises dans l'intervalle [2/3, 1]. Plus récemment, à 

partir de l'étude du gaz d'électrons en interaction, Hedin et Lundqvist [21] ont obtenu un 

potentiel d'échange et de corrélation où 3α/2 est remplacé par une fonction β de la densité ρ(r) 

sans paramètre ajustable : 

 

( )( ) ( ) ( )




















−=
3

1
3

2 rrrV sex ρ
π

βρ                             (1.23) 

 

Avec         ( )r
rs ρ

π 1

3

4 3 =      et ( ) 






 ++=
x

Bxrs

1
1log1β  

 

 

Où      7734.0
9

4

2
,045.0,21, 3 =====

ππ
πAC

BCA
A

r
x s  
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Ce potentiel a été par la suite étendu au cas des métaux magnétiques par Von Barth et Hedin 

[25] puis par Moruzzi [16]. 

 

Une autre approximation très intéressante en LDA est l'approximation du gradient 

généralisé (GGA) [26]. Dans cette approximation, une expression similaire à l'équation (1.21) 

est utilisée, mais avec εxc(ρ) remplacée par une fonction locale de la densité et de la grandeur 

de son gradient | |( )ρρ,xc ∇ε   

 

( ) ( )↓↑↓↑↓↑ ∇∇= ∫ ρρρρρρ ,,,, 3rfdE GGA
xc                 (1.24) 

 

La logique voudrait que l'on utilise une meilleure description de l'énergie Exc, ce qui a été 

réalisé par différents auteurs (Langreth et Perdew [27], Langreth et Mehl [28], Becke [29], 

Perdew et al [26] et les références inclues). 

 

Les orbitales de KS sont décrites par : 

 

( ) ( )∑ rk,φC=rk,ψ ijij                    (1.25) 

 

Où ( )rk,φi  sont les fonctions de base et les Cji les coefficients de développement. 

 

La résolution des équations de KS pour les points de symétrie dans la première zone de 

Brillouin permet de simplifier les calculs. La résolution des équations de KS se fait alors d'une 

manière itérative en utilisant un cycle d'itérations auto-cohérent illustré par l'organigramme de 

la figure (1.1). On commence par injecter la densité de charge initiale ρin pour diagonaliser 

l'équation séculaire : (H- εiS)=O (H représente la matrice hamiltonienne et S la matrice de  

recouvrement). Ensuite, la nouvelle densité de charge ρout est construite avec les vecteurs 

propres de l'équation séculaire en utilisant la densité de charge totale qui peut être obtenue par 

une sommation sur toutes les orbitales occupées (1.14). 

 

Si les calculs ne concordent pas, on mélange les deux densités de charge ρin, et ρout  de la 

manière suivante : 
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( ) i
out

i
in

i
in ρραρ +−=+ 11

                              (1.26) 

  

i représente la ième itération et α un paramètre de mixage. Ainsi la procédure itérative peut être 

poursuivie jusqu'à ce que la convergence soit réalisée. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure (1.1) : Diagramme de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT). 
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1. Introduction 
 

L'emploi du pseudopotentiel dans le formalisme de la DFT a connu un succès 

considérable ces dernières années, dans les calculs et les prédictions des propriétés de l'état 

fondamental du solide. 

L'idée de base de la méthode du pseudopotentiel est d'obtenir les états de valence d'un 

système (atome, molécule, cristal) sans avoir recours à calculer les états du cœur qui ne sont 

pas nécessaires pour la description des propriétés physiques, c'est-à-dire le concept de base du 

pseudopotentiel est l'approximation du cœur gelé [1] qui suppose que les états électroniques 

des électrons du cœur sont insensibles à la configuration électronique voisine.  

 En pratique, les fonctions d’onde ( )rΨ  représentant les électrons de valence sont 

remplacées par des pseudo-fonctions d’onde ( )rpsΨ  (figure (2-1)). L’égalité ( )rpsΨ = ( )rΨ  

est imposée à l’extérieur d’une sphère de rayon cr autour de l’atome et à l’intérieur de cette 

sphère, la forme de ( )rpsΨ  est choisie de manière à supprimer les nœuds et les oscillations 

dues à l’orthogonalité des fonctions d’onde [2]. 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

Figure (2.1) : Illustration schématise le potentiel de tout- électron 
(lignes continues), pseudo-électron (lignes discontinues) et leurs 
fonctions d’ondes correspondantes 

(Illustration tirée de la référence [3]). 

 

rc 

( )rpsΨ
( )rΨ

( )rΨ

Vps(r) 

V(r
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Ces pseudo-fonctions d'onde ainsi obtenues offrent l'avantage d'être représentées dans 

l'espace de Fourier par un nombre très réduit d'ondes planes, et cela réduirait 

considérablement les calculs numériques. Le potentiel subit un traitement similaire. La forme 

du pseudopotentiel est choisie de manière à ce que les pseudo-fonctions d’onde et les 

fonctions d’onde de valence aient les mêmes énergies propres [3]. L’interaction entre les 

électrons de valence et les ions comprend l’interaction coulombienne des électrons de valence 

avec les noyaux écrantés par les électrons de cœur, la répulsion cœur-valence due au principe 

de Pauli et le phénomène d’échange-corrélation. Cette dernière est prise en compte par 

l’introduction d’une dépendance par rapport au moment orbital du pseudopotentiel [2]. 

Le rayon rc est le rayon qui délimite la région du cœur, plus ce rayon sera élevé, et plus les 

pseudo-fonctions d’ondes et le pseudopotentiel seront lisses [3]. 

 La figure (2.1) illustre la «pseudisation» des fonctions d’onde et du potentiel. 

 

2. La méthode du pseudopotentiel 

 

L'utilisation de la fonctionnelle de la densité par les équations de Kohn et Sham fait 

intervenir pour chaque système chimique tous les électrons de chaque atome, ce qui a un 

impact sur le temps de calcul. Le principe des pseudopotentiels repose sur la séparation des 

électrons en deux parties : les électrons de valence et les électrons de cœur. En terme de 

fonction d'onde, cela revient à supposer que la probabilité de trouver un électron de cœur loin 

du noyau est quasiment nulle. La création d'un nouveau potentiel correspondant aux électrons 

de coeur supposés gelés dans une configuration atomique de référence augmente la vitesse de 

calcul de ( )rVs

r
 dans les équations de Kohn et Sham. Ce potentiel dépend peu de 

l'environnement qui entoure l'atome, il peut donc être calculé une fois pour toute. 

En appliquant cette idée aux équations de Kohn et Sham, l'équation (1.13) devient : 

 
( )[ ] ( ) ( )[ ] iiiRsiiis ErVrVErV ϕϕψψ =++∇−→=+∇− 22

                (2.1)
  

Où �� représente les fonctions d'onde de valence et VR et le potentiel ajouté à Vs qui donne le 

pseudopotentiel : 
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Rspseudo VVV +=           (2.2)
    

Outre le fait que les valeurs propres des fonctions d'onde de valence Ei doivent être 

identiques à celles des fonctions d'onde du système total, un certain nombre de règles 

concernant les fonctions d'onde doivent être vérifiées : 

 

1. Les pseudo-fonctions de valence sont sans nœuds et ne sont donc plus orthogonales 

aux fonctions de cœur. 

2. Les pseudo-fonctions sont identiques aux fonctions du système total au delà d'un 

rayon de coupure rc. 

3. La continuité des fonctions d'onde est valide en tout point. 

4. La continuité des dérivées des fonctions d'onde existe en tout point. 

5. La conservation de la norme est de mise: drrrrdrrrr 2*2* )()()()( ψψϕϕ ∫∫ =
. 

 
Cette dernière condition trop restrictive en pratique sur la forme des pseudo-fonctions pour                    

r < rc peut être levée en introduisant des corrections a posteriori. 

 

De nombreux travaux ont contribué à l'élaboration des pseudopotentiels qui amènent des 

fonctions d'onde de plus en plus proches de celles obtenues dans le cas où tous les électrons 

sont pris en compte (calcul tous-électron). 

Trois grandes familles de pseudopotentiels ont ainsi été créées : les pseudopotentiels dits à 

conservation de norme, les pseudopotentiels de Vanderbilt appelés ultra-mous ou US [4]  et 

les pseudopotentiels projetés PAW (Projector Augmented Waves) qui ne conservent pas la 

norme [5]. 

La non conservation de la norme dans les deux cas précédents est compensée a posteriori 

par l'ajout d'un terme d'augmentation (correction) à la densité électronique. 

 

3.  Les bases de projection 

 

Il existe plusieurs méthodes permettant de donner une forme algébrique à la fonction 

d'onde multi-électronique. La plupart font appel à une décomposition sur une base de 

fonctions centrées sur les atomes et qui possèdent de ce fait une signification chimique, ces 

fonctions sont alors appelées orbitales. 
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3.1 Les fonctions gaussiennes 

Ces fonctions G.T.O. (Gaussian Type Orbitals) sont définies, en coordonnées cartésiennes, 

par : 

 

( ) ml
nml

L YrzyVx ,
2

, exp αχ α −=           (2.3) 
 
 
Avec C le coefficient de normalisation α la largeur de diffusion de la fonction et L=l+m+n 

qui permet de classer les fonctions par leur symétrie (L=0 pour une fonction sphérique ou de 

type s, L=1 pour trois fonctions de type p et L=2 pour une fonction de type s et cinq fonctions 

de type d). 

Ces fonctions ne représentent cependant pas fidèlement des orbitales. Du point de vue 

physique, ce sont les fonctions de type Slater qui en sont les plus proches. 

 
 
3.2.   Fonctions de type Slater 
 
Les fonctions S.T.O. (Slater Type Orbitals) sont définies en coordonnées sphériques par : 
 

( ) ( )φθζχ ζ ,exp ;
1

,,, ml
n

mln YrCr −= −
        (2.4) 

 
avec ζ le paramètre de décroissance exponentielle et Yl,m l'harmonique sphérique de forme 

complexe définie par : 

 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )φθ

π
φθ imP

ml

mll
y l

mml expcos
!4

!12
,, +

−+=       (2.5) 

 

( )[ ]l

ml

mlm

l

l
l

m x
x

x
l

xP 1²)1(
!2

)1(
)( 2 −

∂
∂−−= +

+

       (2.6) 

 

Dans la pratique, l'utilisation de fonction S.T.O. se révèle trop complexe et trop coûteuse 

en terme de temps de calcul. On lui préfère souvent l'utilisation d'une forme approchée 

obtenue par une combinaison linéaire de fonctions G.T.O. appelée gaussiennes contractées : 

 

∑
=

=
A

L
LLd

1
,, αττ χχ           (2.7) 
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avec dL,τ les coefficients choisis pour s'approcher d'une fonction S.T.O. et χL,α les G.T.O. 

définies dans l'équation (2.3). 

 
4. Les ondes planes 

 
Dans un système périodique, une autre approche permet d'obtenir les fonctions d'ondes 

multi-électroniques en se servant de la périodicité du système. Le théorème de Bloch montre 

que lorsque l'hamiltonien s'écrit sous la forme  ( )rVH
r+∇−= 2

2

1
 ce qui est le cas de 

l’équation (I.19) de Kohn et Sham, on peut alors exprimer la fonction d'onde ψi comme le 

produit d'une onde plane rkie
rr

.  par une fonction ( )ru
k{ i,

r
r  ayant la périodicité du système. 

 

( ) ( )Rruru ii

rrr +=  

 
k
r

est le vecteur d'onde, i est l'indice de bande, R
r

 est le vecteur du réseau direct. 

La forme exacte des vecteurs propres  est donnée par les conditions de Born Von Karman où 

la fonction d'onde devient : 

 

( ) ( ) 









== ∑ +

g

rgi

gk

rki

ki

rki

ki
eCeruer

r

rr

rr

rr

r

rr

r
rr ..

,

.

,
ψ       (2.8) 

 

( ) ( )










= ∑ +

+
g

rgki

gkki
eCru

r

rrr

rrr
r .

,         (2.9) 

 

Avec g
r

 un vecteur du réseau réciproque défini par m=Rg 2π
rr ⋅ ( mest un entier). 

 

Dans la pratique, la résolution des équations de Kohn et Sham s'effectue sur une grille de 

points k choisie de façon à décrire le mieux possible la zone de Brillouin. Des méthodes 

permettent d'obtenir des grilles de points k comme celle de Monkhorst et Pack [6, 7] qui est 

une des plus utilisée. 
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5. pseudopotentiel à norme conservée 

 

Cette famille correspond à des pseudo-potentiels dits à norme conservée (la pseudo 

fonction d’onde correspondante est normalisée). Ces pseudo-potentiels modernes sont 

construits selon une méthode proposée par Hamann, SCHLUTER et CHIANG (H-S-C) [8] et 

systématisée par Bachelet et al. [9]. 

Ces pseudo-potentiels sont obtenus à partir d’un calcul DFT pour l’atome libre sans avoir 

besoin des termes spectroscopiques. C’est pour cela qu’ils sont dits modèles de pseudo-

potentiel « ab initio ». Nous retiendrons que c’est la pseudo fonction d’onde qui est d’emblée 

paramétrée et que le pseudo-potentiel s’obtient en fin de compte par inversion de l’équation 

de schrodinger radiale. Des raffinements à la méthode ont été introduits par la suite 

[vanderbilt, 1990 ; Troullier and Martin, 1991]. 

 

6.Quelques exemples de pseudopotentiel à norme conservée  

6.1  Pseudopotentiel de Troullier Marttin 

Les pseudo-fonctions d’onde, pour chaque moment orbital ℓ , ont la forme suivante dans 

la région du cœur [10]: 

( ) ( )rpps errR 1+= l

l   crr ≤                  (2.10) 

Où ( ) 12
12

10
10

8
8

6
6

4
4

2
20 rcrcrcrcrcrccrp ++++++=                           (2.11) 

Les coefficients nc sont déterminés à partir de : 

1. La condition de conservation de la norme à l'intérieur de la région de cœur: 

 

( )( ) ( )( )∫∫ =
cc rrrr

ps drrRdrrR
p

l

p

l

22

                             (2.12) 
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2. Les conditions de la continuité de la fonction d'onde et de ses quatre premières 

dérivées au point rc 

 

( ) ( )
4,.......,0, == n

dr

rRd

dr

rRd
n

c
n

n
c

n ps

ll       (2.13) 

 

• Continuité de la fonction d'onde: 

 

( ) ( ) ( )c
rp

cc
ps rRerrR c

l

l

l
== +1

       (2.14) 

( ) ( )
1

ln +=
l

l

c

c
c

r

rR
rp         (2.15) 

• Continuité de la première dérivée de la fonction d'onde: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rRrprR
r

rperer
dr

rdR pspsrprp
ps

ll

lll
l

l ′++=′++= + 1
1 1                   (2.16) 

D'où: 

( ) ( )
( ) cc

ps
c

c rrRdr

rdR
rp

11 +−=′ l

l

l

              (2.17) 

• Continuité de la seconde dérivée de la fonction d'onde, qui revient à écrire: 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]21
22 cc

c
cc rprp

r
rVrp ′−′+−−=′′ lε              (2.18) 

• Continuité de la troisième et quatrième dérivée de la fonction d'onde, qui est assurée 

par la continuité de la troisième et quatrième dérivée de ( )rp . Par une dérivation 

directe de l'expression de ( )rp ′′  : 
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2
1

2
1

2
1

42 2
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lll

         (2.20) 

 

3. La condition ( ) 00 =V ''  qui se transforme à la condition 

 

( ) 0524
2
2 =++ lcc                              (2.21) 

A partir de là, il est possible d’obtenir un pseudopotentiel intermédiaire « écranté », qui 

agit sur les pseudo-fonctions d’onde, comme le potentiel effectif agit sur les fonctions d’onde 

de valence. Il suffit pour cela d’inverser l'équation de Schrödinger radiale pour les pseudo-

fonctions : 

( ) ( )
( ) ( )[ ]r

dr

d

rrr
rV ps

psn
ps

sc l

l

ll

ll Ψ
Ψ

++−=
2

2

2,, 2

1

2

1ε                         (2.22) 

Enfin, le pseudopotentiel correspondant au moment orbital ℓ  est obtenu en soustrayant les 

contributions dues aux électrons de valence dans le pseudopotentiel écranté : 

 

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }rnVrnVrVrV ps
xc

ps
H

ps
sc

ps −−=
ll ,                               (2.23) 

Où ( )rnps  désigne une pseudo-densité électronique construite à partir des pseudo-fonctions 

d’onde. 

 

6.2 Pseudopotentiel  de Hartwigzen Geodecker Hutter: 

La partie locale du pseudopotentiel est donnée par [11]: 
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erf est l’erreur fonction et ionZ  est la charge ionique du cœur atomique, c.à.d. la charge 

totale moins la charge de valence. 

La contribution non locale au pseudopotentiel est donnée par : 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rYrphrprYrrV mjjii
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j m
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,',
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l

l

ll                   (2.25) 

où mY ,l  sont les harmoniques sphériques, ℓ  est le moment angulaire, et les projecteurs ( )rpi
l

 

sont gaussiens de la forme : 
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                            (2.26) 

 

Γ  Représente la fonction gamma. 

Dans cette construction, les paramètres sont trouvés en minimisant la différence entre les 

valeurs propres et les charges à l’intérieur de la région de cœur pour l’atome et le pseudo-  

atome. La caractéristique spéciale de leur pseudopotentiel est qu’il fit leurs paramètres 

directement à partir des valeurs propres et des charges calculées en faisant intervenir tous les 

électrons, au lieu de faire un fit analytique ou numérique qui reproduit les pseudo-fonctions 

qui sont elles mêmes construites à partir de ces derniers. 
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1. Introduction 

 

Dans ce contexte, notre étude a pour but de calculer par les méthodes ab-initio les 

propriétés structurales (pas de réseau, module de rigidité et sa dérivée) à l'équilibre des 

éléments semiconducteurs Si, C, Ge, des composés SiC, SiGe, ainsi que les alliages binaires 

SixC1-x et SixGe1-x dans la phase zincblende. 

En utilisant le programme ABINIT [1], L'ensemble de ces études est basé sur la LDA associée 

à la DFT. 

 

Dans notre calcul, on a utilisé la forme du pseudopotentiel proposée par TROUILLER 

MARTINS [2]  pour les composés IV-IV et pour l’alliage  Si1-xCx, qui donne des 

pseudopotentiels à conservation de norme très transférable. Pour l’alliage Si1-xGex on a utilisé 

la forme du pseudopotentiel proposée par Hartwigsen-Goedecker-Hutter [3].  La forme 

proposée par TETER et PADE [4] (1993) est utilisée pour l’énergie d’échange et de corrélation 

dans le cadre de l'approximation de la densité locale. 

 

La première étape de ce travail consiste à déterminer l'énergie de cut-off Ec pour assurer la 

convergence de l'énergie totale ET et les paramètres constitutifs de la méthode. 

La seconde est d'obtenir les propriétés structurales statiques telles que la constante de réseau 

d'équilibre obtenue à partir du volume qui donne le minimum d'énergie, le module de rigidité, 

ainsi que sa dérivée, par ajustement de l'énergie totale à l'aide de l'équation d'état de 

Murnaghan [5]: 

 

( ) ( ) ( )
1

1
1

/ 0000
0 −

−














−
−

''
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+

B

VV

B

VB
=VEVE                       (1.1) 

 

2

2

2

2

0 9a

4

a

E
=

V

E
V=B

∂
∂

∂
∂

                        (1.2) 

 

Où à 0=P , 0B  est le module de rigidité donné par la relation (1.2), 0V  est le volume 

d'équilibre, ( )0VE  est l'énergie au volume d'équilibre et 'B  est la dérivée du module de 

rigidité en fonction de la pression P : 
 
 



Résultats et discussions  Chapitre B1: Les propriétés structurales 

34 
 

PB=B' ∂∂ /                       (1.3) 

Cette équation donne un très bon fit de l'énergie en fonction du volume. 

 En plus de la valeur du paramètre de réseau d’équilibre 0a  obtenue à partir du fit de 

l'équation  de MURNAGHAN , il existe un programme du package ABINIT qui fait la tâche 

d'optimisation du paramètre de maille en utilisant la technique de minimisation de BROYDEN-

FLETCHER-GOLDFARB-SHANNO (BFGS) [6-9]. 

 

2. Les composées IV-IV 

 

Nous avons utilisé une énergie de cut-off de 75 Hartree (1 Ha= 27.211396 eV) pour le Si, C, 

et le SiC, et 50 Ha pour le Ge et le SiGe pour obtenir une bonne convergence, c’est à 10-4 près. 

L'énergie structurale totale a été calculée d'une façon auto-cohérente avec 28 points k dans la 

zone réduite de Brillouin pour le Si, C, et le SiC, et 10  points k pour le Ge et Le SiGe. 

Les valeurs de 0a (le paramètre de maille correspondant à l’état fondamentale), du module de 

rigidité B0, ainsi que sa dérivée 'B  pour le Si, C, Ge, SiC, et le SiGe, trouvées à partir du 

programme d'optimisation en utilisant la LDA sont présentées sur le tableau 1.1 en 

comparaison avec d’autres résultats expérimentaux et théoriques obtenus par d’autres 

chercheurs 

 

Tableau 1.1. Le paramètre de maille (a0, en Ǻ), le module de rigidité (B, en GPa) et sa dérivée 
β' en comparaison avec les valeurs expérimentales et théoriques pour le C, Si, Ge, SiGe et SiC. 
 
 

 
C Si Ge ZB SiGe ZB SiC 

a0 

 

3.5418 

3.5670a 

 

5.3978 

5.432 b 

5.394 e 

5.582 

5.657 b 

5.583 e 

5.5065 

5.528 f 

5.538 h 

4.3321 

4.3604 g 

4.310 f 

β0 459.786 

 

96.009 

97 d 

96 e 

73.549 

76.3 c 

76 e 

84.165 

84.85 f 

87.4 h 

227 

224  g 

225  f 

β' 

 

 

3.68596 

 

 

4.284 

- 

- 

4.994 

- 

- 

4.266 

3.88 f 

4.48 h 

3.532 

3.430 f 

 

 

a Ref   [10]  b Ref. [11]  e Ref. [14] f Ref. [15]. 
c Ref. [12] d Ref. [13]  g Ref. [16] h Ref. [17]. 
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On peut voir selon le tableau 1.1 que la constante de réseau du ZB SiC est plus petite que 

celle du ZB SiGe d'environ 21,4% plus. Nous remarquons que nos calculs du paramètre de 

maille sont en excellent accord avec les valeurs théoriques disponibles [15, 17]. 

  

Pour le Si, C, Ge et le ZB SiC, le paramètre de maille calculé est en accord avec les résultats  

obtenus expérimentalement [10, 11, 16] et  celles théoriquement [12, 13, 14, 15, 18], et la 

différence est inférieure à 0,9%, 0,7%, 1,3%  pour le silicium et le ZB SiC, le carbone, et le 

germanium respectivement. Il est connu que les calculs obtenus avec LDA généralement 

sous-estiment le paramètre de maille d’environ 1%. 

 

3. Alliage Si1-xCx 

 

Pour le calcul des propriétés structurales (pas de réseau, module de rigidité et sa dérivée) à 

l'équilibre de l’alliage Si1-xCx nous avons utilisé une énergie de cut-off de 70 Hartree pour 

obtenir une bonne convergence, c’est à 10-4 près. L'énergie structurale totale a été calculée 

d'une façon auto-cohérente avec 28 points k dans la zone réduite de Brillouin, ce qui 

correspond à 6x6x6 points k spéciaux de la zone de Brillouin. 

 

Pour étudier l'alliage Si1-xCx, nous avons préféré suivre l'approximation du cristal virtuel 

(VCA) [18, 19]. La VCA considère que l'alliage est approximativement représenté par un 

réseau périodique monoatomique (virtuel) avec un potentiel atomique moyen [20]. 

Cette approximation  prévoit une variation linéaire des principaux paramètres dans l'alliage. 

En particulier, le potentiel cristallin est défini par interpolation linéaire entre ceux des 

composants constituant le cristal. 

 

VVCA= (1-x) VSi+xVC                           (1.4) 

 

Le pas de réseau, le module de rigidité et sa dérivée à l’équilibre ont été calculés pour 

plusieurs concentrations en carbone (x) en minimisant l'énergie totale calculée pour 

différentes valeurs de la constante de réseau. Les paramètres de maille initiaux ont été pris à 

partir des valeurs expérimentales et théoriques comme point de départ. 
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Dans le tableau  1.2, on présente les données d'équilibre calculées avec la LDA en 

comparaison avec celles obtenues à partir d'autres approximations effectuées par d’autres 

chercheurs. 

Les valeurs théoriques données par Bernard et Zunger [13], et Sze [21] pour le Si et le C 

respectivement, sont similaires à nos résultats. 

Sur la figure 1.1, on présente nos résultats avec la VCA (avec un pas de x= 0.125) du 

paramètre de réseau en fonction de la concentration en carbone. La variation du pas de réseau 

en fonction de x est donnée par l’équation quadratique suivante: 

 

a0 (x) =5.370-0.287x-1.521x2                                                                                                                               (1.5) 

 

On peut constater selon le tableau 1.2 que pour le Si, comme pour le C, la LDA sous estime 

le paramètre de maille pour l’alliage Si1-xCx. 

 

Tableau 1.2 : Le paramètre de maille (a0, en Ǻ), le module de rigidité (B, en GPa) et sa 
dérivée B’, pour l’alliage Si1-xCx en comparaison avec les valeurs expérimentales et 
théoriques. 
 

 Loi de Vegard a0 (Ǻ) B (GPa) B' 

x=0 

 

 

x =0.125 

x =0.25 

x =0.375 

x =0.5 

x =0.625 

x =0.75 

x =0.875 

x =1 

5.431 

 

 

5.2 

4.96 

4.73 

4.5 

4.26 

4.03 

3.8 

3.56 

 

5,39 

5.432a 

5.394b 

5.293 

5,17 

5.035 

4,85 

4.614 

4,31 

3.96 

3.54 

3.567a 

3.56d 

96.00 

97c 

94.7e 

98.43 

103.96 

114.05 

130.86 

158.22 

203.72 

286.09 

459.78 

444.8f 

4,28 

 

 

3.96 

3,66 

3.44 

3,3 

3.22 

3,23 

3.35 

3,6 

 
a Ref. [11] d Ref. [21] 
b Ref. [14] e Ref. [22] 
c Ref. [13] f Ref. [23] 
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En ce qui concerne le module de rigidité, nos résultats sont en excellent accord avec les 

mesures expérimentales données par [22, 23] pour le Si et le C respectivement, et la variation 

de ce module en fonction de la concentration x est illustrée sur la figure 1.2, et déterminée 

par l’équation suivante: 

 

B =97.406-109.616x+917.418x2-1792.981x3+1345.715x4                                      (1.6) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig 1.1 Variation du paramètre de maille pour le Si1-xCx en fonction de la concentration (x): notre 

calcul (cercles), loi de Végard (carrés), et eq.1.5 (ligne) 
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Fig 1.2 Variation du module de rigidité pour le Si1-xCx en fonction de la concentration (x): notre 

calcul (carrés), et eq. 1.6 (ligne) 
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4. Alliage Si1-xGex 

 
Pour le calcul des propriétés structurales (pas de réseau, module de rigidité et sa dérivée) à 

l'équilibre de l’alliage Si1-xGex nous avons utilisé une énergie de cut-off de 50 Hartree pour 

obtenir une bonne convergence, c’est à 10-4 près. L'énergie structurale totale a été calculée 

d'une façon auto-cohérente avec 28 points k dans la zone réduite de Brillouin, ce qui 

correspond à 6x6x6 points k spéciaux de la zone de Brillouin. 

 

Pour étudier les différentes propriétés de l’alliage Si1-xGex en fonction de la composition 

en germanium, on a utilisé deux méthodes : la VCA et la SC. 

 

Pour la méthode de la super cellule, on  a traité l’alliage Si1-xGex pour cinqs compositions 

(x=0, 0.25, 0.50, 0.75, et 1) avec les structures ordonnées décrites en termes de super cellules 

répétées périodiquement avec huit atomes par maille. Pour x = 0,25, 0,50 et 0,75, nous avons 

remplacé deux, quatre et six atomes de silicium, respectivement, par les atomes de germanium 

pour obtenir la concentration voulue. Les coordonnées et la concentration en germanium sont 

données dans le tableau 1.3. 

 
 
Tableau 1.3. Coordonnées et concentration du Ge dans l’alliage Si1-xGex 

 
 
Étiquette d'atomes 1 2 3 4 5 6 7 8 
 
coordinatrices 

X 0.00 0.25 0.50 0.75 0.50 0.75 0.00 0.25 
Y 0.00 0.25 0.50 0.75 0.00 0.25 0.50 0.75 
z 0.00 0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 0.50 0.75 

Pourcentage en 
germanium (%) 

état d'occupation (1 - Silicium, 2- germanium) 

0 
25 
50 
75 
100 

1 1 1 1 1 1 1 1 
1 2 1 2 1 1 1 1 
1 2 1 2 1 2 1 2 
2 1 2 1 2 2 2 2 
2 2 2 2 2 2 2 2 

 
 
 

Le tableau 1.4  montre la variation du pas de réseau en fonction de la concentration en 

germanium pour l’alliage Si1-xGex calculé par les deux méthodes : la VCA et la SC. 
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Nous avons également calculé le module de rigidité Bo ainsi que sa dérivée B' en ajustant 

l'équation de Murnaghan (1.1). Nos résultats sont comparés avec d'autres valeurs 

expérimentales et théoriques. 

 

On remarque que le paramètre de maille pour le silicium et pour le germanium est en 

excellent accord avec la valeur expérimentale obtenue dans [11], et il diffère de moins de 

0,9% et 1,3% respectivement. 

Les valeurs théoriques données par Bernard et al. [14] sont en très bon accord avec nos 

résultats. 

La figure (1.3) illustre nos résultats du pas de réseau en fonction de la concentration en 

germanium x par les deux méthodes: la VCA et la SC (avec un pas de 0.25). 

 
On constate selon la figure (1.3) que le pas de réseau augmente quadratiquement en 

fonction de la composition x. Cette croissance est due à la masse de l’atome de germanium 

qui est plus élevée que celle de l'atome de silicium. Nous notons également que les pas de 

réseau calculés par l’approximation VCA sont un peu plus élevés que ceux calculés par la 

méthode de SC. 

 

Les valeurs du pas de réseau obtenues par les deux méthodes (VCA et SC) sont données par 

les équations suivantes : 

 

VCA 

2
0 0.0570.2565.382 xx+=(x)a −                                 (1.7) 

SC 

2
0 0.0370.1615.382 x+x+=(x)a                                (1.8) 
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Fig.1.3 Variation du pas de réseau pour l’alliage Si1-xGex en fonction de la concentration en 

germanium: VCA (triangles), SC (cercles), loi de Vegard (carrés) 
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Fig.1.4. Variation du module de rigidité pour l’alliage Si1-xGex en fonction de la concentration en 

germanium : VCA (carrées), SC (cercles) 
 
 

Les mesures expérimentales données par Dismukes et al.  [24] et par d’autres travaux 

théoriques calculées par D. Rideau et al. [25] présentent une variation quadratique identique 

à celle trouvée par nos calculs ab-initio du pas de réseau en fonction de la concentration en 

germanium x : 
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[ ] 2exp
0 027.02.0431.5 xxxa ++=                                                                                                                                        (1.9) 

[ ] 2
0 0532.01428.0387.5 xxxathéo ++=                (1.10) 

 

Les valeurs du module de rigidité pour x=0, 0.25, 0.50, 0.75 et 1 sont 96.22 (95.99), 

89.56 (90.70), 83.67 (85.12), 78.30 (79.29) et 73.55 (73.06) calculées par la VCA et la SC 

respectivement. On peut constater que le module de rigidité est sous estimé en comparaison 

avec les résultats donnés dans [13, 22] pour le germanium et le silicium respectivement. 

On peut voir que la valeur la plus grande pour le module de rigidité est celle du silicium, 

alors que la plus faible est celle du germanium. 

 

La variation du module de rigidité pour l’alliage Si1-xGex en fonction de la concentration en 

germanium est illustrée sur la figure 1.4, et est donnée par les équations suivantes : 

 

VCA 

B=95.58-22.65x                           (1.11) 

SC 

B=96.27-22.89x                                         (1.12) 

Expérimental 

B=97.90-22.80x                             (1.13) 

 

On constate un excellent accord entre les deux méthodes, la VCA et la SC, ainsi entre 

nos calculs et les résultats expérimentaux présentés par Schaffler et al. [26]. 
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Tableau II.4. Le paramètre de maille (a0, en Ǻ), le module de rigidité (B, en GPa) et sa 
dérivée B’,  pour l’alliage Si1-xGex en comparaison avec les valeurs expérimentales et 
théoriques. 
 
 

 Loi de Vegard  a0(A˚) B 

(GPa) 

Β' 

X=0 

 

5.4309 

 

VCA 5.382 

5.432a 

5.394b 

96.2 

97c 

94.7f 

4.378 

Supercell 5.382 95.9  

X=0.25 5.4877 

 

VCA 

 

5.444 

 

89.5 

 

4.513 

Supercell 5.426 90.7 4.562 

X=0.5 

 

5.5444 

 

VCA 5.496 
a 

83.6 4.693 

Supercell 5.472 85.1 4.99 

X=0.75 

 

5.6011 VCA 5.542 78.3 4.861 

Supercell 5.525 79.3 4.783 

X=1 

 

5.657 

 

VCA 

 

5.582 

5.657a 

5.583b 

73.5 

76.3d 

 

5.002 

Supercell 5.582 73.1  

 
a Ref. [11]  b Ref. [14] 
c Ref. [13]  d Ref. [12] 
e Ref. [22] 
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1. Introduction 

 

Au même titre que les paramètres de maille et les modules de rigidité, les valeurs des 

constantes élastiques permettent de vérifier en profondeur la fiabilité des calculs ab initio 

quand on dispose d’une comparaison expérimentale. 

De plus, il est très important d'étudier les propriétés élastiques des matériaux, car  ils 

permettent d’exprimer une relation entre le comportement mécanique et dynamique des 

cristaux, et de donner des informations importantes sur la nature des forces qui agissent dans 

les solides.  

Lorsqu’on exerce une contrainte sur le cristal, celui-ci se déforme, en modifiant les 

paramètres qui le décrivent, Ce sont les déformations homogènes du cristal. Dans la région 

proche de l’équilibre, le développement quadratique de l’énergie permet d’exprimer une 

relation linéaire entre la contrainte et la déformation : c’est la loi de Hooke. Cette relation est 

définie grâce aux constantes élastiques. 

Les constantes élastiques permettent aussi de définir la stabilité mécanique du cristal 

face aux déformations. En effet, pour que le point d’équilibre soit un point d’équilibre stable, 

il faut que la forme quadratique de l’énergie soit définie positive, ce qui impose des 

conditions aux constantes élastiques. 

 

2. Définitions 

 

2.1 Expression de l’énergie et du tenseur des constantes élastiques 

 

On définit la déformation ε de la manière suivante : soit x1, x2, x3 les coordonnées avant 

déformation le long d’axes quelconques et X1 = x1 +u1, X2 = x2 + u2, X3 = x3 + u3 les 

coordonnées après déformation, E l’énergie et V0 le volume d’équilibre en l’absence de 

contrainte sur le système. Alors le tenseur des déformations se définit par : 

 















∂
∂

∂
∂

i

j

j

i
ij x

u
+

x

u
=ε

2

1
                             (2.1) 

 

Si on effectue un développement quadratique de l’énergie par rapport aux variables, on 

obtient : 
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∑ ∑
ij ijkl

klijijklijij εεC+εC+
V

E
=

V

E

2

1

0

0

0

                        (2.2) 

 

Avec 

  
00

1

ε=ij
ij

ε

E

V
=C















∂
∂

             (2.3) 

 

Le tenseur Cijkl est appelé tenseur des constantes élastiques. De plus, le théorème de 

Schwartz permet d’écrire l’égalité des dérivées croisées : 

 

ijklklij εε

E
=

εε

E

∂∂
∂

∂∂
∂ 22

                    (2.4) 

 

klijijkl C=C                      (2.5) 

 
2.2 Tenseur des contraintes et équilibre mécanique 
 
 
Le tenseur des contraintes est défini par : 
 















∂
∂

ij
ij

ε

E

V
=σ

0

1
                    (2.6) 

 
On se place près d’un point d’équilibre, c’est-à-dire d’un minimum de l’énergie donc : 

 
 

0
1

00

=
ε

E

V
=C

ε=ij
ij 














∂
∂

                   (2.7) 

 
Alors 
 
 

∑
kl

klijklij εC=σ                     (2.8) 

 

Le tenseur des constantes élastiques Cijkl  donne donc la relation linéaire entre la déformation 

et la contrainte (loi de Hooke). On a alors la relation suivante pour la matrice décrivant le 

réseau de Bravais initial a et le réseau déformé a' (les matrices a et a’ sont définies par les 

coordonnées des trois vecteurs du réseau de Bravais) : 

0

2

0

1

=εklij
ijkl

εε

E

V
=C















∂∂
∂
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( )aε+Id=a'                      (2.9) 

 

Où Id est la matrice identité. 

 

2.3 Notation de Voigt 

 

σ et ε étant des matrices symétriques, on peut réduire leur représentation à un vecteur 

de dimension 6. Le changement de représentation s’applique aussi à la matrice des constantes 

élastiques. La première paire d’indices correspond à l’indice de σ et la deuxième paire 

correspond à l’indice de ε : 

 

IJijkl CC →   avec  Iij →  et Jkl → . Par exemple 561312 CC → car 513→  et 612→  

 

 Le tenseur Cij (qui à l’équilibre est nul, équation (2.7)) se contracte de la même manière que 

les tenseurs σ et ε. 

 

Dans la suite, les indices contractés vont de 1 à 6 et sont toujours notés en majuscules 

pour éviter la confusion avec les indices non contractés, car certains tenseurs ne se 

différencient dans leur notation que par le nombre d’indices. Par exemple, le tenseur Cij 

d’ordre 2 qui devient CI ne doit pas être confondu avec la matrice CIJ qui est la notation 

contractée du tenseur d’ordre 4 Cijkl. On peut alors écrire sous forme matricielle : 

 
































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

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






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
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




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
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







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











6

5

4

3

2

1

66

5655

464544

36353433

2625242322

161514131211

6

5

4

3

2

1

ε

ε

ε

ε

ε

ε

C

CC

CCC

CCCC

CCCCC

CCCCCC=

σ

σ

σ

σ

σ

σ=σ               (2.10) 

 

On donne seulement le triangle supérieur, la relation (2.5) permettant de déduire le 

triangle inférieur. En écriture matricielle condensée, on a : 
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Cε=σ                              (2.11) 

 

εσ
V

+
V

E
=

V

E
.

2
0

0

0

0

                  (2.12) 

 

Où  σ et ε sont des vecteurs colonnes à 6 composantes et C est une matrice de dimension 

6×6. L’avantage de cette notation introduite par Voigt est de faciliter l’écriture du tenseur 

d’ordre 4, Cijkl. Cependant pour ε, un facteur 
2
1

 doit être introduit pour compenser les 

doubles comptages. En effet, pour σ, l’équation matricielle en notation réduite (eq. 2.11) 

donne 6 termes dans la somme alors que dans l’équation (2.8), il y a 3 × 3 = 9 termes dans la 

somme. Les termes de part et d’autre de la diagonale sont comptés 2 fois dans  l’équation 

(2.8) et une seule fois dans la notation réduite. Pour tenir compte de cette différence on définit 

la correspondance entre la matrice 3 × 3 et le vecteur de dimension 6 de la façon suivante : 

 


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











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
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232212
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1
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1
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1

ε
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ε
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ε
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ε

εεε

εεε
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2.4 Cristal à symétrie cubique 

 

2.4.1 Tenseur des constantes élastiques 

 

Pour les cristaux de symétrie cubique, le tenseur des constantes élastiques se simplifie par 

symétrie [1] et prend la forme suivante : 
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
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


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Avec les Conditions de stabilité mécanique : 
 
 

0

02C

0

44

1211

1211

≥
≥

≥−

C

+C

CC

                  (2.16) 

 
 
2.4.2 Déformations 
 

1. Déformation par la dilatation (symétries du cristal inchangées) : 
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2. Déformation par allongement (le cristal devient quadratique) : 
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3. Déformation par cisaillement (le cristal devient rhomboédrique) : 
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3. Méthode de calcul  
 

 
Dans le système cubique, on a affaire à déterminer trois constantes indépendantes non 

nulles : 1211 C,C  et 44C .La combinaison de ces trois constantes donne plus d'informations et 

de données, tels que les vitesses des ondes acoustiques, les modules élastiques des cristaux 

dans l’état polycristallin (module de rigidité  B, module de cisaillement G, le module d'Young 

E, coefficient de Poisson σ) et certaines propriétés thermodynamiques telles que la 

température de Debye. 

 

L’une des propriétés les plus importantes des solides cristallins est  le coefficient de Zener 

Qui est définit par [2]:  

 

 ( ) 441211 2C/CC=AZ −                  (2.21) 
 

Pour un cristal isotrope on a C11 - C12 =2C44, donc AZ =1.  La magnitude de déviation par 

rapport à 1 est une mesure du degré d’anisotropie possédée par le cristal. Si AZ<1, le cristal 

est plus rigide le long de la direction <100> du cube, alors que si AZ > 1, il est plus rigide le 

long des  axes <111> [3]. 

Le module de Young (E), qui est défini comme le rapport entre la contrainte et la 

déformation, est utilisé pour fournir une mesure de la rigidité du solide.  

La valeur de coefficient de Poisson est petite (σ = 0,1) pour les matériaux covalents, alors 

que pour les matériaux ioniques une valeur typique de σ est 0,25 [4].  

D’autre part, un matériau est fragile (ductile) si le rapport B / G est plus faible (élevé) à 

1,75 [5]. 
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Dans le présent travail, nous avons utilisé la méthode d'homogénéisation Voigt-Reuss-Hill 

[6-10] pour calculer le module de cisaillement (G), le module de Young (E) et le coefficient 

de Poisson (σ): 

 
G = (GV+ GR)/2                                                                               (2.22) 
 

Tel que GV et GR sont les modules de cisaillement de Voigt et Reuss respectivement, et sont 

donnés par : 

 

5

3C441211 +CC
=GV

−
     et    

441211

345

C
+

CC
=

GR −
            (2.23) 

 

Le module de Young E, et le coefficient de poisson sont reliés à B et G par la relation 

suivante [11]: 

 

G+

GB
=E

3B

9
    et ( )G+

=σ
3B2

2G3B−
                          (2.24) 

 
 
4. Les composées IV-IV 

 

Dans ce travail, nous avons calculé les constantes élastiques C11, C12, C44 des éléments Si, 

C, Ge, et des composés binaires SiC et SiGe dans la phase zinc blende.  

 

Les résultats des constantes élastiques sont rapportés dans le tableau 2.1 en comparaison 

avec d’autres résultats expérimentaux et théoriques obtenus par d’autres chercheurs. 

On constate selon le tableau (2.1) que notre calcul du C11 pour le silicium et pour le 

germanium est sous-estimé  d’environ 2,4% et 3,3%, par rapport aux valeurs expérimentales 

obtenues par D. F. Nelson et al. [12] et  J. E. Bernard et al. [13] respectivement. Alors que C12 est 

surestimée de 1,4% et de 4,8%. Pour le ZB SiC, on voit que C11 est surestimée d'environ 

1,42%, et C12 est sous-estimée d'environ 5,9% par rapport aux valeurs expérimentales 

obtenues par K. Karch et al. [14]. Il est bien connu que les deux constantes élastiques  C11 et 

C12 sont liées au module de rigidité, donc si C11 est surestimée par le calcul théorique, C12 doit 

être sous-estimée. 
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Tableau 2.1 constantes élastiques C11, C12, C44, module de cisaillement (G), le coefficient de 
Zener (AZ), le coefficient de Poisson (σ), et le module de Young (E) pour l’alliage Si1-xGex . 
 
 
 C Si Ge ZB SiC ZB SiGe 

C11 1090.800 

- 

1079 a 

160.884 

165 b 

159.8 c 

165.64 a 

127.45 

131 d 

124.2 c 

128.70 a 

395.55 

390 e 

390 f 

399.6g 

142.393 

- 

147.8 h 

254.5 g 

C12 145.976 

- 

124 a 

63.926 

63 b 

60.5 c 

63.94 a 

45.84 

44 d 

45.9 c 

47.70a 

134.45 

142 e 

134 f 

138 g 

54.965 

- 

56.1 h 

179.5 g 

C44 587.182 

- 

578 a 

76.521 

79.1 b 

75.2 c 

79.51 a 

66.87 

68.8 d 

71.3 c 

66.8 a 

252.93 

259 e 

253 f 

130 g 

70.757 

- 

41 g 

B0= (C11+2C12)/3 460.917 

- 

442 a 

96.245 

97 b 

93.6 c 

73.04 

76.3 d 

72 c 

 

221.48 

224 e 

219 f 

225.6g 

84.165 

- 

86.6 h 

84.85 g 

G (GPa) 538.22 

478j 

63.72 

52i 

54.85 219.26 58.33 

Az 0.805 

 

0.633 

 

0.61 0.516 0.610 

σ 0.078 

0.1 k 

0.228 

0.26i 

 

0.201 0.134 0.218 

E (GPa) 1161.46 

1050j 

156.53 

130i 

131.79 497.57 142.151 

 

a Ref. [16] b Ref. [12] c Ref. [17] d Ref. [18]. 
e Ref. [14] f Ref. [19] g Ref. [15] h Ref. [13]. 
i Ref. [20].         j Ref. [21] k Ref. [22]. 
 
 

Cependant, on peut remarquer que notre résultat pour la constante élastique C44 est en bon 

accord avec les calculs théoriques et expérimentales pour le Si et Ge, mais pour le SiC, notre 

valeur calculée est plus élevée en comparaison avec les résultats théoriques faites par S. 

Goumri-Said et al. [15]. 
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Pour le carbone et le ZB SiGe , nous n'avons pas de valeurs expérimentales pour comparer 

nos résultats, mais les constantes C11, C12 et C44 sont en excellent accord avec les résultats 

réalisés dans la référence [16] et [13] pour C et SiGe respectivement. Pour SiGe, les 

constantes élastiques obtenues par S. Goumri-Said et al. [15], ne sont pas en accord avec nos 

résultats, ni avec les autres valeurs théoriques. 

 

Lorsqu’on compare les valeurs des constantes élastiques obtenues pour le ZB SiC et le ZB 

SiGe, nous pouvons constater que toutes les constantes élastiques pour le ZB SiC sont 

presque le  triple de celles du ZB SiGe, ce qui indique que le SiC est un matériau beaucoup 

plus dur que le SiGe. 

 
C’est pour cela qu’on a calculé le module de rigidité à partir des constantes élastiques qui sont 
reliées entre elles par : 
  

( )12110 2C3/1 +C=β                                                                                                            (2.25) 

 
Afin de vérifier notre calcul fait à l’aide du fit de l'équation  de MURNAGHAN. 
 
 
5. Alliage Si1-xCx 

 

Dans ce qui suit, nous avons calculé les constantes élastiques pour l’alliage Si1-xCx dans 

la phase Zinc blende en fonction de la concentration en carbone avec un pas de x=0.125. 

Nos résultats pour ces constantes élastiques sont indiqués dans le tableau 2.2.  

Pour le moment, il n’existe aucune étude expérimentale, ni théorique sur l’effet de la 

concentration en carbone sur les constantes élastiques des alliages Si1-xCx, par conséquent, il 

n'y a pas de possibilité de comparer nos résultats.  

 

Pour un cristal cubique, il est connu que les conditions de stabilité mécanique que doit 

satisfaire les constantes élastiques sont données par : C11 - C12> 0, C11> 0, C44> 0, C11 + 2C12> 

0 et C12 <B <C11. On constate que nos résultats ab-initio par l’approximation du cristal virtuel 

VCA des constantes élastiques rapportés dans le tableau 2.2 vérifient ces conditions de 

stabilité, et donc nous pouvons dire que l’alliage Si1-XCX dans la phase zinc blende est 

élastiquement stable pour toutes les valeurs x de la concentration en carbone. 
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Table 2.2 constantes élastiques C11, C12, C44, module de cisaillement (G), le coefficient de Zener 
(AZ), le coefficient de Poisson (σ), et le module de Young (E) pour l’alliage Si1-xCx . 
  
 
 C11 (GPa) C12 (GPa) C44 (GPa) G (GPa) Az σ E (GPa) 

x=0 

 

 

 

x =0.125 

x =0.25 

x =0.375 

x =0.5 

x =0.625 

x =0.75 

x =0.875 

x =1 

160.88 

165a 

159.8c 

168.3b 

168.00 

176.53 

191.74 

221.42 

279.10 

391.14 

614.36 

1090.80 

1076.4d 

63.92 

63 a 

60.5 c 

66.8 b 

62.56 

61.25 

61.54 

64.55 

71.53 

85.01 

109.1 

145.97 

125.2 d 

76.52 

79.1 a 

75.2 c 

79.9 b 

82.50 

89.21 

99.22 

116.66 

148.6 

208.97 

328.3 

587.18 

577.4 d 

63.72 

52e 

 

 

68.94 

74.88 

83.79 

99.50 

128.69 

184.47 

295.6 

538.22 

478f 

0.633 

 

 

 

0.639 

0.646 

0.656 

0.672 

0.698 

0.732 

0.769 

0.805 

 

0.228 

0.26e 

 

 

0.216 

0.209 

0.204 

0.196 

0.180 

0.152 

0.115 

0.078 

0.1 d 

156.53 

130e 

 

 

167.67 

181.15 

201.92 

232.15 

303.72 

425.11 

659.61 

1161.46 

1050f 

 
a Ref. [12] b Ref. [23] c Ref. [24] 
d Ref. [20] e Ref. [21] f Ref. [22]  
  

La variation des constantes C11, C12, et C44 en fonction de la concentration x (avec un 

pas de 0.125) est illustrée sur la figure 3.1, et est donnée par les expressions suivantes (en 

GPa) : 

 

C11 =164.32-239.81x+2106.19x2-4611.59x3+3667.29x4             (2.26) 

 

C12 =63.96-14.04x+13.18x2-16.88x3+99.78x4              (2.27) 

 

C44 =78.49-121.22x+1197.76x2-2617.54x3+2047.12x4             (2.28) 

 

Nous pouvons voir sur la figure 2.1 que les trois constantes élastiques C11, C12, et C44 

augmentent avec l'augmentation de la concentration en carbone x. 
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 Fig 2.1 Variation du C11, C12, C44, pour l’alliage Si1-XCX en fonction de la concentration en carbone 

(x) 

 

Une fois les constantes élastiques sont calculées, nous avons obtenu d'autres propriétés 

mécaniques importantes (voir le tableau 2.2), tels que le facteur d'anisotropie de Zener Az, le 

module de cisaillement G, le coefficient de Poisson σ  ,  et le module de Young E. 

A partir des valeurs calculées de Az présentées dans le tableau 2.2, on constate bien qu’il est 

inférieur à 1 pour toutes les concentrations en C de l’alliage Si1-xCx, ce qui signifie que cet 

alliage est rigide le long des diagonales <100>. On peut aussi le voir dans le tableau 3.2 que 

l’alliage Si1-xCx devient plus anisotrope avec la diminution de la concentration x du carbone. 

 

Nos résultats de la variation du facteur d’anisotropie Az en fonction de la concentration en 

carbone x sont donnés par l’équation quadratique suivante : 

 

Az = 0.633 – 0.004 x + 0.176 x2                     (2.29) 
 

Nous avons calculé le coefficient de Poisson (σ) et le module de Young (E) en utilisant les 

équations (2.24). La valeur de coefficient de Poisson est petite (σ = 0,1) pour les matériaux 

covalents, alors que pour les matériaux ioniques la valeur typique de σ est 0,25 [4]. 
 

Nos calculs présentés dans le tableau 2.2 confirment que le coefficient de Poisson diminue 

de 0,22 à 0,08 avec l’augmentation de la concentration  x, cependant, le comportement de 
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covalence dans les liaisons inter-atomiques devient plus élevé avec l’augmentation de la 

concentration x du carbone, et on peut dire que ces matériaux deviennent mécaniquement plus 

stables avec la diminution de la concentration en carbone. 
 

En ce qui concerne le module de Young (E), on remarque selon les résultats présentés 

dans le tableau 2.2 que sa valeur augmente avec l’augmentation de la concentration en 

carbone, on peut donc dire que ces matériaux deviennent beaucoup plus durs et plus rigides 

allant de x = 0 à x =1. 

 

      Notre  calcul de la variation  du  coefficient de Poisson (σ), du module de Young (E), et le 

module de cisaillement (G) en fonction de la concentration (x) avec l’approximation du cristal 

virtuel VCA (par un pas de 0,125) sont décrites par les expressions suivantes: 

 

σ =0.219-0.111x+0.228x2-0.266x3                         (2.30) 

 

E =152.446+594.571x-2347.028x2+2757.386x3            (2.31) 

 

G =61.412+303.319x-1190.525x2+1361.706x3            (2.32) 

A notre connaissance, il n'existe pas de donnée expérimentale ou de calcul théorique de 

l’effet de la concentration du carbone sur les propriétés mécaniques de l’alliage Si1-xCx à part 

les nôtres. Donc nos résultats peuvent être considérés comme des prédictions 

 

6. Alliage Si1-xGex 

 

Nous allons maintenant  étudier l’effet de la composition en germanium sur les propriétés 

mécaniques des alliages binaires Si1-xGex. 

 

Les valeurs des constantes élastiques obtenues C11, C12 et C44 pour le Si, le Ge, et leurs 

alliages binaires dans la phase de zinc blende sont rapportées dans le tableau 2.3, et 

comparées aux résultats expérimentaux et théoriques disponibles. Nos valeurs calculées de 

C11 pour Si et Ge sont sous-estimées d'environ 1,9% et de 2,7% par rapport aux valeurs 

expérimentales données dans les références [12-18], respectivement. Bien que les valeurs de 
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C12 du Si et Ge soient surestimées de 4,1% et 0,07%, respectivement, néanmoins, le module 

de cisaillement C44 est en bon accord avec les calculs théoriques et expérimentaux pour le Si 

et Ge. 

L'effet de la composition du Ge sur les propriétés mécaniques des alliages Si1-xGex est 

traité par les deux méthodes: la VCA et la méthode de supercellule. Pour la supercellule et à 

x = 0,5, dans lequel la symétrie cubique est brisée, la moyenne des constantes élastiques est 

définie comme suit : 

( )'
33

'
22

' C+C+C=C 1111 3

1
                    

( )'
13

'
23

' C+C+C=C 1212 3

1
                                                                                                     (2.33)   

( )'
66

'
55

' C+C+C=C 4444 3

1
          

 
Tableau 2.3 constantes élastiques C11, C12, C44, module de cisaillement (G), le coefficient de 
Zener (AZ), le coefficient de Poisson (σ), et le module de Young (E) pour l’alliage Si1-xGex . 

 
  C11 

(GPa)  
C12 

(GPa
)  

C44 

(GPa)  
G 

(GPa)  
B/G  A  σ E (GPa) 

X=0 
 

VCA 161,8 
165a 

159.8d 

168.3c 

63,1 
63 a 

60.5 d 

66.8 c 

77,07 
79.1 a 

75.2 d 

79.9 c 

64.47 1,49 0.64 0.226 158.10 

Supercell 161.8 63.1 77.08 64.48 1,49 0.64 0.225 158.03 

X=0.25 VCA 152,7 57,7 75,15 62.52 1,43 0.63 0.216 152.15 

Supercell 154.2 58.9 74.09 62.08 1,46 0.64 0.221 151.64 

X=0.5 
 

VCA 143,9 53,2 72,65 60.15 1,39 0.62 0.210 145.56 

Supercell 146.7 54.3 74.33 61.44 1,38 0.62 0.209 148.57 

X=0.75 
 

VCA 135,5 49,2 69,85 57.57 1,36 0.61 0.204 138.78 

Supercell 137.4 50.2 71.10 58.42 1,36 0.61 0.185 140.71 

X=1 
 

VCA 
 

127,4 
131b 

124.2d 

132.8c 

45,8 
44 b 

45.9 d 

46.8 c 

66,87 
68.8 b 

71.3 d 

66.57 c 

54.85 1,34 0.61 0.201 131.79 

Supercell 127.5 45.8 
 

66.88 54.86 1,33 0.610 0.181 131.63 

 
a Ref. [12]   b Ref. [18] 
c Ref. [23]        d  Ref. [24] 

 
D'après le tableau 2.3, on peut constater que les méthodes VCA et supercellule 

s’accordent bien entre elles et que les valeurs obtenues par la VCA sont inférieures à celles 
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obtenues par la méthode de la supercellule d’environ 5%. La variation des constantes 

élastiques C11, C12 et C44 en fonction de la concentration en germanium (x) dans 

l'approximation VCA et celle de la supercellule (par un pas de 0,25) sont également illustrées 

sur la figure. 2.2 et données par les expressions suivantes en [Gpa]: 

 

 

C11= 161.46-34.3x              VCA       

 C11= 162.64-34.21x            Supercell                                                                          (2.34)  

 C11= 165.8-37.3x                ref. [25] 

 

C12= 62.39− 17.16x            VCA             

 C12= 63.09− 17.22x            Supercell                                                                          (2.35) 

 C12= 63.9− 15.6x                ref. [25] 

 

C44= 77.45-10.28x              VCA           

C44= 76.36-9.34x                Supercell                                                                           (2.36)     

C44= 79.6-12.8x                   Ref. [25] 

Nous pouvons voir sur la figure 2.2, que les trois constantes élastiques C11, C12 et C44 

diminuent avec l'augmentation de la concentration x en Ge. 

 

En ce qui concerne l’effet de la composition en germanium sur les autres propriétés 

mécaniques, tels que le facteur d'anisotropie de Zener Az, le module de cisaillement G, le 

coefficient de Poisson σ et le module de Young E, nos valeurs calculées par les deux 

approximations (VCA et SC) sont rapportées dans le tableau 2.3 et comparées avec d'autres 

calculs théoriques. 
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Fig 2.2 Variation du C11, C12, C44, pour l’alliage Si1-XGeX en fonction de la concentration en 

germanium par la VCA et la SC. 

 

 

On remarque que la valeur du facteur d'anisotropie de Zener Az est inférieure à 1 pour 

toutes les concentrations en germanium de l’alliage Si1-xGex, ce qui signifie qu'ils sont rigides 

le long des diagonales <100>. On peut aussi remarquer dans le tableau 2.3 que l’alliage Si1-

xGex devient moins anisotrope avec la diminution de la concentration x du germanium. 

 

Nos résultats de la variation du facteur d’anisotropie Az en fonction de la concentration 

en germanium x sont donnés par le fit linéaire suivant : 

 

 

Az(x)=  0.63-0.03x                                  VCA  

Az(x)=  0.64-0.03x                                   Supercell                      (2.37) 

Az(x)=  0.64-0.04x                                  Ref. [25] 

 

Les valeurs du coefficient de Poisson rapportées dans le tableau 2.3 montrent une 

diminution de 0,226 à 0,201 (pour la VCA) et de 0,225 à 0,181 (pour la SC) avec 

l’augmentation de la concentration x. Par conséquent, le comportement de covalence dans les 
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liaisons inter-atomiques devient plus élevé avec l’augmentation de la concentration x du 

germanium, et on peut dire que ces matériaux deviennent mécaniquement plus stables avec la 

diminution de la concentration en germanium.  

 

Nous avons fait un fit linéaire à nos calculs, qui est en très bon accord avec les  résultats 

théorique donnés par  Wortman et al. [21]: 

 

σ=    0.22-0.02x                                       VCA 

σ=   0.22-0.04x                                        supercell                               (2.38) 

σ=   0.27- 0.005x                                     théorique 

 

On peut constater selon le tableau 2.3 que le module de Young (E) a une grande 

valeur, donc on peut dire que ces matériaux sont des composés plutôt durs, alors qu'il diminue 

avec la concentration du Ge, ce qui suggère une diminution de la rigidité avec l’augmentation 

de la concentration en germanium (x). A notre connaissance, il n'existe pas de donnée 

expérimentale ou de calcul théorique pour comparer nos résultats de la variation du module de 

Young en fonction de la concentration en germanium pour l’alliage Si1-xGex, donc nos 

résultats peuvent être pris comme des prédictions. 
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1. Introduction 
 

Il est connu que les atomes s'organisaient dans les cristaux pour former des structures 

cristallines bien définies. Si on se place à 0 K, les atomes sont fixes dans leurs positions 

d'équilibre. Si on augmente la température, les atomes vont vibrer autour de leurs positions 

d'équilibre. L'énergie d'une vibration est quantifiée et le quanta d'énergie est appelé phonon 

(par analogie avec les photons). On notera q
r

le vecteur d'onde du phonon. Nous ne traiterons 

que du cas où le réseau possède deux atomes par maille. Dans ce chapitre nous étudierons les 

modes de vibration  ( )kω
r

 des éléments semiconducteurs Si, C, Ge, des composés SiC, et le 

SiGe, ainsi que les alliages binaires SixC1-x et SixGe1-x dans la phase zincblende. 

 

2. Définition 

 

2.1.Cas d'un cristal unidimensionnel 1D 

 

2.1.a. Mise en équation du problème 

 

On considère un cristal à une dimension géométrique et ayant 2 atomes par maille 

élémentaire, tel que décrit la figure 3.1. 

 

                             

Fig 3.1 : Schéma du cristal 1D étudié. 
 

On suppose que les atomes "noirs" ont une masse M1 et on note us, us+1… leurs 

déplacements par rapport à leurs positions à l'équilibre. Les atomes "blancs" ont une masse 

M2 et on note vs, vs-1… leurs déplacements. De plus, on suppose que les atomes "blancs" et les 

atomes "noirs" sont couplés par une constante de rappel C. Si on suppose que chaque plan 

n'interagit qu'avec ses plus proches voisins, on a : 
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( )sSS
s uVVC

dt

ud
M 212

2

1 −+= −          (3.1) 

 

( )sSS
s VuuC

dt

Vd
M 212

2

1 −+= +             (3.2) 

 
Nous allons chercher des solutions sous la forme d'une onde de propagation : 
 

iωωaq{ is
s eeu=u −rr

.           et        iωωaq{ is
s eeV=V −rr

.                                          (3.3) 

    

Ce qui, par substitution dans (1) et (2), conduit à : 
 
 

( )
( ) 0

21

12
2

2

2
1 =








×








−+−
+−− −

V

u

MCeC

eCMC
aqi

aqi

ω
ω
rr

rr

                  (3.4)

  

 

Le système de deux équations linéaires à deux inconnues n'a une solution non triviale que si le 

déterminant est nul, soit: 

 

( ) ( )( ) 0cos122 22
21

4
21 =−++− qaCMMCMM ωω                      (3.5) 

 

Les deux solutions du polynôme (3.5) en ω2 sont données par : 
 
 

( )( )













−−








++= qa

MMMMMM
C cos1

21111

21

2

2121

2
mω                  (3.6) 

 
 
Cette relation est paire et périodique de 2π/a, on peut se contenter de la tracer sur une demi-

zone de Brillouin : 
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Fig3.2: Courbe de dispersion des vibrations dans un réseau linéaire de 2 atomes par maille 
primitive. 

 

On remarque deux branches distinctes avec une bande interdite en fréquence. La 

branche supérieure correspond au signe + et la branche inférieure au signe -. 

Près de l'origine, qa ≈0 et les deux solutions de (5) sont : 

 









+=+

21

2 11
2

MM
Cω            (3.7) 

 

( )
22

21

2

2
aq

MM

C

+
=−ω           (3.8) 

 

Notons que l'énergie ħω+  est de l'ordre de 30 meV dans les semiconducteurs "usuels". 

La première solution correspond à la branche supérieure. Dans ce cas, on obtient en la 

reportant dans (3.4) que u/v=-M2/M1 : les atomes vibrent en opposition de phase (figure 3.3). 

Une vibration de ce type pourrait être engendrée par le champ électrique d'une onde 

lumineuse, c'est pourquoi cette branche est appelée branche "optique". 

 

Fig 3.3 : Vibrations 1D transverses selon les branches acoustiques et optiques. 
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La seconde racine correspond à la branche inférieure. Dans ce cas, u/v=1 et les atomes 

vibrent en phase comme pour une excitation acoustique (figure 3.3) : c'est la branche 

"acoustique", dont le nom peut se justifier également par le fait que c'est la branche à basse 

fréquence. 

Pour les grandes longueurs d'onde (qa ≈π), les deux racines pour les deux branches sont 

données par (avec M1>M2) : 

 

* branche optique 
2

2
1

2

M

C=ω          (3.9) 

 

* branche acoustique   
1

2
2

2

M

C=ω                   (3.10) 

 
2.1.b. Nombre de modes 

 

Nous avons supposé jusque là que toutes les valeurs de q (et donc de w) étaient 

acceptables. En réalité, la longueur finie L de la chaîne de 2N atomes entraîne une condition 

aux limites : on impose que les solutions us et vs soient identiques aux deux extrémités de la 

chaîne, ce qui revient à boucler par l’esprit la chaîne sur elle-même. On peut aussi considérer 

que la chaîne est infinie mais en imposant des solutions us et vs périodiques sur une grande 

distance L. Cette condition (uN = u1) est appelée conditions aux limites périodiques de Born-

von Kármán : 

 

L

n
qeuu iqL

N

π2
11 =⇒=⇒=    où  n  entier. 

 

Remarque : on peut aussi dénombrer le nombre de modes en imposant que les deux 

extrémités de la chaîne soient fixes. Pour des systèmes de grande taille, la physique du 

problème n’est guère modifiée et l’on aboutit bien sûr au même nombre de modes. 

 

Il n’y a donc qu’un nombre fini de modes de vibration par zone de Brillouin. La distance 

entre deux modes successifs dans l’espace réciproque est 
L

2π
. Le nombre de modes est donc 

par zone et par branche 1
/2π

/2π −N=
a

L
=

L

a
=Nm . En observant que q = 0 ne correspond pas à 
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un mode de vibration et que 
a

π
=q  et  

a

π
=q

−
correspondent au même mode, il y a 

finalement Nm=N-2 modes par zone et par branche. Si N est très grand, ce qui est le cas dans 

un cristal massif), on peut dire qu’il y a autant de modes que d’atomes dans le cristal. 

 

2.2.Généralisation à un cristal tridimensionnel 3D 

 

Dans un cristal 3D l’espace réciproque devient également 3D et aux modes longitudinaux 

(acoustiques et optiques) que l’on a en 1D s’ajoutent dans chaque cas 2 modes transverses 

polarisés à 90° l’un de l’autre, comme illustré sur la figure 3.4. 

 

 

 

Fig 3.4 : Le mode de vibration longitudinal (L) et les 2 modes transverses (T) d’un réseau 3D. 
 

On montre d’une manière générale que si la maille élémentaire contient p atomes, les 

courbes de dispersion sont constituées de 3p branches, dont 3 branches acoustiques et 3p–3 

branches optiques. Cela donne bien, pour p = 2, 3 branches acoustiques et 3 branches 

optiques. 

Les courbes de dispersion dépendent maintenant de la direction de propagation. Une allure 

typique est représentée sur la figure 3.5 dans la direction [100]. En raison de la symétrie 

cristalline dans cette direction (ainsi que dans la direction [111]), les modes transversaux sont 

dégénérés; aussi l’on ne voit que 4 branches: longitudinale optique (LO), transverse optique 

(TA), longitudinale acoustique (LA) et transverse acoustique (TA). 
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Fig 3.5 : Allure des courbes de dispersion dans un cristal pour des vibrations se propageant 
dans la direction [100]. 

 

 

3. Méthode de calcul : 
 

 

Après avoir obtenu les solutions auto-cohérentes des équations (KS), les fréquences des 

phonons sont obtenus en utilisant la DFPT (Density-functional perturbation theory)  [1] qui 

permet le calcul de la matrice dynamique de q vecteurs arbitraires. Nous avons assuré la 

convergence des fréquences des phonons à 2 cm-1 à 3 cm-1. 

 

Nous avons utilisé l’approximation du cristal virtuel pour étudier les propriétés 

vibrationnelles des éléments semiconducteurs Si, C, Ge, des composés SiC, SiGe, ainsi que 

des alliages binaires SixC1-x et SixGe1-x dans la phase zinc-blende. 

 

3.1. Les composées IV-IV 

 

Dans ce qui suit, on présente un calcul ab-initio du spectre de dispersion des phonons 

pour le SiC, et le SiGe dans la phase zinc blende. 

Pour cela, nous avons utilisé les valeurs de paramètre de maille rapporté dans tableau 1.1. 

Nos résultats pour les spectres de dispersion des phonons le long des différentes lignes de 

symétrie sont illustrés sur les figures 3.6. 
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Figs. 3.6. Courbes de dispersion des phonons pour les composés SiC et SiGe 
 

 

Des valeurs numériques aux points de haute symétrie Γ, X, et L sont également rapportées 

dans le tableau 3.1, avec les données expérimentales disponibles et théoriques. Nos résultats 

sont en excellent accord avec les observations expérimentales et les résultats théoriques pour 

le SiC, mais nous n'avons pas de données expérimentales permettant de comparer nos 

résultats pour SiGe. 

 

Lorsqu’on compare les deux courbes de dispersion pour le SiC et le SiGe, on peut 

constater qu’il ya trois particularités dans la dispersion des branches optiques longitudinales 

(LO) et transversales optiques (TO) dans ces composés. En raison de la différence de masse, 

les régions optiques et acoustiques sont séparées pour chaque semi-conducteur et la séparation 

entre les deux régions optique et acoustique pour le SiC est supérieure a celle pour le SiGe. 

Les modes LO et TO sont séparés au point de symétrie Γ pour le SiC et le SiGe en raison de 

la polarité de ces composés. Cette séparation pour le SiC est très supérieure que pour SiGe.  

 
 
 

SiGe 

SiC 
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Tableau 3.1. fréquences des phonons calculées aux points de haute symétrie Γ, X, et L pour le SiC et 
le SiGe(cm-1) . 
 
 ΓTO ΓLO XTA XLA XTO XLO LTA LLA LTO LLO 

SiC 800.21 
795 a 

795b 

783c  

970.25 
972 a 

972 b  

956 c  

365.21 
372 b  

366 c  

633.41 
739 b  

729 c  

770.19  
760 b  

755 c  

829.81 
829 b  

829 c 

259.64   
261 b  

261 c 

614.37 
610 b  

610 c 

774.79  
765 b  

766 c 

840.79 
837 b  

838 c  

SiGe 405.95 
 

406.04 
 

102.95    
 

237.92   
 

365.58   
 

395.46 
 

79.198   
 

229.74   
 

387.92  
 

380.50   

a Ref. [1]  
b Ref. [2] 
c Ref. [3] 
 
 

3.2. Alliage Si1-xCx 

 
Nous allons maintenant étudier les propriétés vibrationnelles des alliages  Si1-xCx en 

utilisant l'approximation de cristal virtuel. La courbe de dispersion des phonons a été calculée 

pour 0 <x <1 par un pas de 0,125 pour cet alliage. Nos résultats le long des lignes de symétrie, 

pour plusieurs concentrations différentes (x) de C (x = 0, 0,25, 0,50, 0,75 et 1), sont illustrés 

dans les figures 3.7. 

 

Lorsqu’on compare les courbes de dispersion des phonons de l’alliage Si1-xCx (0 <x <1), 

il devient évident qu’elles ont une forme générale similaire, et il n'y a aucun découpage au 

point Γ entre les fréquences optiques longitudinales et transversales. 

 

On peut bien constater que les régions optiques et acoustiques sont croisées pour toutes 

les valeurs de la concentration en carbone au point de symétrie X. 
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Figs 3.7 courbes de dispersion des phonons pour l’alliage Si1-xCx. 
 

Si0,25C0,75 

 

Si0,50C0,50 

 

Si0,75C0,25 

 

Si 

C 
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La séparation entre les modes longitudinaux et transversaux pour la région acoustique 

augmente du silicium vers le carbone, alors que pour la région optique la séparation diminue 

avec l'augmentation de la concentration en carbone. 

 

Certaines valeurs numériques aux points de haute symétrie  Γ, Χ, et L sont également 

rapportés et comparées avec les résultats expérimentaux et théoriques trouvés dans le tableau 

3.2. Nos résultats pour Si et C sont en bon accord avec les données expérimentales [4] et 

d'autres résultats théoriques [3, 5]. A notre connaissance, il n’existe pas de données 

expérimentales  sur l’effet de la concentration en carbone sur les propriétés dynamiques des 

alliages Si1-xCx, donc il n’y a pas de possibilité pour comparer nos résultats.  

Nos résultats peuvent être pris comme prédiction sur l’effet de la concentration sur la 

dispersion des phonons pour cet alliage. 

 

Tableau 3.2 fréquences des phonons calculées aux points de haute symétrie Γ, X, et L pour l’alliage 
Si1-xCx (cm-1). 
 
 ΓTO ΓLO XTA XLA XTO XLO LTA LLA LTO LLO 

x=0 

 

 

 

x =0.25 

x =0.5 

x =0.75 

x =1 

515 

519 a 

517b 

517c 

 568 

660 

848 

1315 

1332 a 

515 

519a 

517b 

517c 

 568 

660 

 848 

1315 

1332 a 

137 

150 b 

146 c 

 

 157 

206 

 359 

787 

409 

410 b 

414 c 

 

454 

537 

 724 

1092 

463 

463 b 

466 c 

 

 501 

572 

 725 

1214 

409 

410 b 

414 c 

 

 454 

537 

724 

1092 

105 

114 b 

111 c 

 

 121 

156 

 259 

549 

373 

378 b 

378 c 

 

 425 

515 

 673 

1072 

491 

487 b 

494 c 

 

 537 

619 

 794 

1260 

414 

417 b 

419 c 

 

 448 

 516 

716 

 1225 

 
a Ref. [4].  
b Ref. [3].  
c Ref. [5].  
 
 
La variation des fréquences des phonons en fonction de la composition en carbone aux points 

de haute symétrie  Γ, X, et L  est présentée sur les figures 3.8-3.10, et est données par les 

équations suivantes : 
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point Γ   Γ   Γ   Γ  : 

3ω(TO,LO)= 515.98+63.51x+919.77x2-1685.11x3+1499.43x4             (3.11)

  

point X: 

ω(LA,LO)=409.72+112.88x+290.69x2-271.95x3+548.98x4             (3.12) 

ω(TA)=137.18+15.48x+426.39x2-921.92x3+1129.03x4             (3.13) 

ω(TO)=464.51-11.67x+1109.56x2-2290.48x3+1941.82x4              (3.14)

  

point L: 

ω(TA)=105.11+13.81x+328.55x2-706.87x3+807.84x4              (3.15) 

ω(TO)=493.34-15.63x+1239.88x2-2331.43x3+1871.15x4             (3.16) 

ω(LA)=373.80+62.39x+922.87x2-1671.53x3+1383.78x4             (3.17) 

ω(LO)=493.34-15.63x+1239.88x2-2331.43x3+1871.15x4             (3.18) 
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Fig 3.8 Variation de la fréquence des phonons pour Si1-xCx en fonction de x au point Γ. 
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Fig 3.9 Variation de la fréquence des phonons pour Si1-xCx en fonction de x au point X. 
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Fig 3.10 Variation de la fréquence des phonons pour Si1-xCx en fonction de x au point L. 

 

3.3. Alliage Si1-xGex 

 

Nous présentons ici l’effet de la concentration en germanium sur les propriétés 

vibrationnelles des alliages  Si1-xGex en utilisant l'approximation de cristal virtuel. La courbe 

de dispersion des phonons a été calculée pour 0 <x <1 par un pas de 0,125 pour cet alliage. 

Nos résultats le long des lignes de symétrie, pour plusieurs concentrations différentes (x) de 

Ge(x = 0, 0,25, 0,50, 0,75 et 1), sont illustrés dans la figure 3.11. 
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On peut constater que les courbes de dispersion des phonons de l’alliage Si1-xGex (0 <x <1) 

ont une même forme générale. Les courbes de dispersion des phonons pour le Si et Ge sont 

similaires à celles obtenues par Giannozzi et al. [3]. 

 

Tableau 3.3 fréquences des phonons calculées aux points de haute symétrie Γ, X, et L pour l’alliage 
Si1-xGex (cm-1). 

 ΓTO ΓLO XTA 

 
XLA 

 
XTO XLO LTA LLA LTO LLO 

  
x=1 

298  
304a 

306c 

298  
304a 

306c 

77 
80a 

80c 

237   
241a 

243c 

266 
276a 

275c 

237 
241a 

243c 

61  
63a 

62c 

222        
222a 

224c 

283 
290a 

291c 

237 
245a 

245c 

x=0.75 329 329 88 262 294 262 68 244 312 262 

x=0.50 369 369 100 295 330 295 77 273 351 295 

x=0.25 426 426 116 340 381 340 89 313 405 3