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Résumé

Considérons un processus de Markov standard et x un point récurrent. On étudie les temps
locaux et I'ensemble des instants ou le processus passe par x. On généralise des travaux
concernant le mouvement brownien. Grace a la formule de sommation d'Euler Maclaurin et
aux résultats d'analyse harmonique, un meilleur contrdle du nombre de boites dyadiques
touchées par le subordinateur avant un certain temps est possible. Notre construction du
temps local est nouvelle et devrait étre comparée aux travaux de Kingman, Fristedt et
Taylor, Griego etc. Notre résultat est intrinseque et n'est pas, par exemple, une
conséquence d'une statistique d'excursions. Notre fonctionnelle est bien adaptée pour les
méthodes de Monte Carlo. D'autre part, nous contribuons aussi a la théorie des
multifonctions aléatoires (et a I'analyse fine de la fractale aléatoire des temps de niveau) en
étudiant la mesure de Lebesgue des sommes de Minkowski d'ensembles aléatoires. Un
nouvel indice est introduit. Cela montre I'existence d'un phénoméne intéressant de cut-off :
la mesure de Lebesgue d'une combinaison linéaire adéquate de Minkowski de k copies
indépendantes, k=1, de I'ensemble des temps de niveau est égale a zéro 0 puis saute
brusquement vers une valeur positive quand k passe outre l'indice. Il s'en suit par exemple
que pour un mouvement brownien, pour un r fixé, on ne peut trouver p.s. deux zéros distants
de r. Notre technique est basée sur une analyse des mesures de Hausdorff. Nos résultats
peuvent aussi étre intrinsequement formulés et utilisés dans d'autres branches des
probabilités que la théorie des processus de Markov proprement dite : dans la théorie du
renouvellement et des ensembles régénératifs par exemple ou dans la synthese d’Ité.

Abstract

Consider a standard Markov process and a recurrent state x. We study the local time and the set of
times where the process passes through x. We generalize works on Brownian motion. With the
summation formula of Euler Maclaurin and harmonic analysis, a better control of the number of
dyadic boxes entered by the subordinator before some fixed time is possible. Our construction of the
local time is new and should be compared to the works of Kingman, Fristedt and Taylor Griego etc..
Our result is intrinsic and is not, for example, a consequence of excursion statistics. Our functional is
well suited for Monte Carlo methods. On the other hand, we also contribute to the theory of random
multifunctions (and detailed analysis of the random fractal of the level times) by studying the
Lebesgue measure of Minkowski sums of random sets. A new index is introduced. This shows the
existence of an interesting cut-off phenomenon: the Lebesgue measure of adequate Minkowski linear
combinations of k independent copies, k > 1, of the level set is zero then suddenly jumps to a positive
value when k crosses the index. It follows for example that for Brownian motion, for r fixed, we can’t
find two zeros distant by r. Our technique is based on an analysis of Hausdorff measures. Our results
can also be independently developed and used in other branches of probability than the theory of
Markov processes itself: in the theory of renewal and regenerative sets for example, or in the synthesis
of Ito.
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Introduction générale

Soit X (t) un processus de Markov a valeurs dans un espace d’états E. On suppose X
récurrent de fagon & avoir une notion non triviale (au moins en ce qui nous concerne
ici) de temps local. Historiquement, le temps total passé dans certains sous ensembles
A de E jusqu’a t > 0 (pour fixer les idées, pensons & prendre F = R, un mouvement

brownien et un intervalle A = [—1,1]), c’est-a-dire

L(A,t) = /Ot IA(X(s))ds (1)

est bien étudié pour beaucoup de raisons. Par contre, si A est un singleton A = {x¢}
alors l'ensemble Z(xg,t) des instants ou le processus passe par x, est de mesure
Lebesgue nulle dans la majorité des cas qu’on rencontre dans la pratique. Le "temps
passé dans {zo}" est beaucoup moins évident a définir. Le plus naturel est peut
étre le point de vue des densités d’occupation car des processus plus généraux que
les markoviens peuvent aussi étre concernés par cette étude. D’autre part, ce point
de vue est aussi considéré dans d’autres domaines de la science comme la physique,
la thermodynamique etc., voir I'excellente synthése de Geman et Horowitz [42] ou le
temps local apparait comme 'importante fonction de structure en thermodynamique.
C’est Paul Lévy qui le premier montre, pour ainsi dire a la main, un théoréme limite
pour le nombre Ny(e,t) d’intervalles contigiis & ’ensemble Z({0},¢) dont la longueur

est supérieure a € > 0 assez petit, on a p.s.

9\ 1/2
lir% No(e,t)\/e = (—) L(0,1).
e— T



Par ailleurs, des connections subtiles et trés intéressantes entre les processus de
Markov et I'analyse mathématique, en commencant par la théorie du potentiel clas-
sique, ont vu le jour au moins dés 1944 avec le japonais Kakutani. On recommande
ici 'excellent petit livre [18] de I’éminent mathématicien Chung ou les notions analy-
tiques s’expriment intuitivement en fonction de concepts probabilistes trés familiers.
Cela a occasionné la naissance de nouvelles notions telles que les fonctionnelles addi-
tives, les A\-potentiels etc. qui ont jette un pont entre la théorie des probabilités en
général et, au moins, ’analyse mathématique. Ce creuset sera favorable a 1’éclosion
de la notion de temps local. A I’heure actuelle, on utilise des méthodes probabilistes
d’une maniére insoupconnée dans d’autres domaines lointains de ’analyse et méme
d’algébre. Rappelons que la théorie des probabilités est restée longtemps en dehors
du cadre habituel des mathématiques pures ; par exemple, elles ne figurent pas dans
la compilation notoire du groupe Bourbaki.

P. Lévy ne semble pas avoir érigé une théorie générale des temps locaux telle qu’on
la connait aujourd’hui & partir des travaux de Blumenthal et Getoor [14]. On raconte
méme une anecdote selon laquelle Lévy avait horreur de la propriété de Markov forte
découverte vers la fin des années 1950 par Hunt et son éléve Blumenthal (au moins
pour le mouvement brownien), voir la section (1.2.2).

Le but de ce travail de doctorat en science est de généraliser 'article [2] obtenu ini-
tialement pour les subordinateurs stables qui sont naturellement associés aux proces-
sus semi-stables de Stone, voir [81], le prototype étant le mouvement brownien. Sig-
nalons auparavant qu’on a communiqué en France, voir [61], un résultat partiel dans

le cas ou la densité de noyau potentiel est décroissante. Nous avons réussi a largement



étendre la classe des processus de Markov considérés dans ces travaux, voir [62].

Voici brievement de quoi il s’agit. Soit X (¢) un processus de Markov standard dans
un espace d’états E, on suppose la durée de vie infinie p.s., voir [15]. On suppose
également existence d’une mesure de Radon référence &(dx) sur E et des noyaux
ponctuels G*(z,y), A > 0, satisfaisant G*(z,dy) = G*(z,y)&(dy) pour tout z, (les
noyaux a gauche sont ceux de la résolvante, voir I’équation (1.9) plus bas). Cette
condition est connue comme ’hypotheése (F) de Hunt. C’est la situation par exemple
pour une diffusion sur R de mesure de vitesse "speed measure" £(dx), voir [7]. Dans
ce contexte, on traite I’exemple d’une mesure de Lévy de I'inverse du temps local,
noté S(r), ayant une densité a variation réguliére, voir la section 3.4. Dans [2], on a
procédé a une discrétisation en temps et espace, au niveau du subordinateur, travaillé
sur une "charpente" pour ainsi dire, ensuite on est passé a la limite. Il s’en est suivit
des calculs trés longs et délicats. Grace a la formule sommatoire bien connue d’Euler
Maclaurin et aux résultats non triviaux d’analyse harmonique, un meilleur controéle
du nombre N(n,T) de boites I, = [k27", (k+ 1)27"[, n > 0, k > 0, touchées par le
subordinateur avant un certain 7' > 0 fixe est possible. Comme dans [2], I'étude du

temps local passe aussi par le biais du subordinateur associé.

Plus précisément, pour un état régulier et instantané zy et £ > 0 soit

Z(xo,t) = {s < t|X(s—) =xp0uX(s) = z0} (2)

"’ensemble de niveau" en z. Le nombre N(n,t) croit avec n ; nous montrons que

pour le facteur de normalisation H(z) = (1/z) [ 7(y)dy, ou 7(.) est la queue de la



mesure de Lévy, voir I’équation (1.15), la fonctionnelle

K(n,t) = (3)

converge p.s. vers le temps local sous des conditions plutot faibles, voir la section 3.1
et le Corollaire 70.

Notre construction du temps local est nouvelle et devrait étre comparée aux
travaux suivants : [1], [34], [43], [46], [47], [60], [87] et [90]. Notre théoréme lim-
ite est intrinseque dans la mesure ou il dépend seulement de Z(zo,t) et non pas de
tout le processus aux alentours de xy. Il n’est pas non plus une conséquence d’une
statistique d’excursions comme dans [34]. D’un autre coté, la fonctionnelle K (n, t) est
clairement plus fine que la fonctionnelle entropique considérée dans [59], c’est-a-dire
la mesure de Lebesgue de I'e-enveloppe de Z(xo, t), voir la relation (1.22) et la section
2.5. Notre travail confirme encore une fois 'intuition de David Williams selon laquelle
toute description fine de Z(xg,t) donne invariablement le temps local.

Considérons & présent la pertinence aux méthodes numériques. Une caractéris-
tique de base de K (n,t) est qu’elle n’est pas adaptée (a la filtration habituelle de X
continue & droite et compléte) ; et plus grave encore : elle n’est pas une fonctionnelle
additive de X. Opposons a cela que le temps local lui-méme est défini comme 'unique
fonctionnelle additive continue de A-potentiel G*(x, zg), voir [14] ; puisqu’en redémar-
rant K (n,t) dans un intervalle o X (¢) enregistre des temps de niveau fait accroitre
K(n,t) par des multiples de 1/H (27"). Cependant, en compensation la fonctionnelle
K(n,t) est favorable pour les méthodes numériques de Monte Carlo. En effet, une

fois un intervalle [, ; a été enregistré en ¢, le temps de calcul est gagné en arrétant



la recherche pour d’autres temps de niveau r €]t, (k4 1)27"[ et en passant a la boite
suivante I, ;+1. Dans [60] par exemple, une fois X () a été simulé (pour une diffusion
penser a un schéma d’Euler avec des interpolations linéaire voir plus bas) alors une
recherche plus exhaustive de I’ensemble de niveau est nécessaire pour décider si oui ou
non un grand saut (r1,72) C [0,t], ro —r1 > 27", a eu lieu en vérifiant qu’on n’a pas
de temps de niveau dans (r1,73) ; on doit aussi faire attention aux petites excursions
pour éviter de perdre les plus grandes.

D’autre part, nous contribuons aussi & la théorie des multifonctions aléatoires (et
a l’analyse fine de la fractale aléatoire Z(xo,t)) en étudiant la mesure de Lebesgue des
sommes de Minkowski d’ensembles aléatoires. Un nouvel indice ¢° est introduit, voir
la relation (3.18), le Corollaire 78 et le Théoréme 80 plus bas. Cela montre 'existence
d’un phénomeéne intéressant de cut-off : la mesure de Lebesgue d’une combinaison
linéaire adéquate de Minkowski de k£ copies indépendantes, k& > 1, de ’ensemble
Z(xo,t) est égale & zéro puis saute brusquement vers une valeur positive quand k
passe outre l'indice . Il s’en suit par exemple que pour un mouvement brownien,
pour un p > 0 fixé, on ne peut trouver p.s. deux zéros distants de p !. Notre technique
est basée sur une analyse des mesures de Hausdorff. Quand le subordinateur ralentit,
il apparait une relation non triviale intéressante entre notre résultat, voir le Théoréme
77, et les théorémes limites standard de la théorie des multifonction aléatoires, voir
[71] et la section 1.8.2.

Il est important de noter que nos résultats, qui sont basés sur les propriétés de la
mesure de Lévy de S(r), peuvent aussi étre intrinséquement formulés et utilisés dans

d’autres branches des probabilités que la théorie des processus de Markov propre-



ment dite. En effet, dans la théorie du renouvellement et des ensembles régénératifs
par exemple, voir [50], c’est seulement 'image du subordinateur qui importe vrai-
ment. Notons cependant qu’un processus simple en dents de scie (appelé aussi semi-
linéaire) peut étre associé & un ensemble régénératif. D’autre part, on construit sou-
vent des processus de Markov a I'aide d’un fermé aléatoire et d’un processus ponctuel
d’excursions, comme par exemple les "skew Brownian motions" ou browniens obliques,
voir [6]. Notre résultat est donc pertinent dans ce domaine qu’on appelle souvent syn-
these d’Ito. Cependant, il serait intéressant de pouvoir étudier la compatibilité spa-
tiale de notre résultat vis-a-vis des autres états qui porte les excursions, c’est-a-dire
voir le rapport avec la formule du théoréeme 2.1 de [14].

Concernant nos hypothéses (A), (B) et (C) plus bas ; la condition (Al) est fon-
damentale et est nécessaire pour le théoreme limite, elle est discutée par le biais des
conditions (A2) et (B). La situation globale est que nos conditions sont susceptibles
d’étre violées quand des phénomeénes de résonance apparaissent non seulement au
voisinage de 0 mais aussi de oo. Rappelons qu’intuitivement on entend par réso-
nance des phénomeénes physiques ot des picks d’énergie apparaissent plus ou moins
régulierement et sans relache dans tous les voisinages de 0 et co ; ce qui exclut toute
notion de monotonicité. La condition (B) s’avére une hypothese clef, si le subordina-
teur ralentit, elle est a peine vérifiée. Cependant, les subordinateurs stables satisfont
aisément nos conditions.

Dans le chapitre I on réunit toutes les notions de bases nécessaires pour la com-
préhension de nos résultats, au chapitre II on expose quelques une des constructions

les plus importantes du temps local afin de pouvoir les comparer & la notre et enfin



le chapitre III constitue une rédaction détaillée de 'article [62].
Pour la commodité du lecteur, les notations et symboles utilisés dans notre travail

sont réunis dans un glossaire a la fin de la thése.






Chapter 1

Préliminaires

Dans cette partie, on réunit les notions techniques dont nous aurons besoin tout au

long de cette thése.

1.1 Espérance conditionnelle

Fixons pour toute la suite un espace de probabilité complet (€2, F, P). Rappelons que

la probabilité conditionnelle est définie par

P(AN D)

P(AID) = =55

(1.1)

ott P(D) > 0 et représente intuitivement une réduction ou contraction du hasard
car ’événement D a effectivement eu lieu et donne des informations partielles sur le
hasard qui reste. D & lui tout seul représente en vérité la tribu o(D) = {@,Q, D, D}.
En enrichissant cette tribu en prenant o(Dy, ..., D,) ou D;, i = 1,...,n est une par-
tition de €2, on peut définir une variable aléatoire étagée, notée P(A|o(D;))(w), qui

9
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généralise la formule (1.1) en prenant la valeur constante
P(Alo(Di))(w) = P(A|D;)

sur 'atome D;. On peut encore généraliser en prenant une variable aléatoire intégrable
X au lieu de l'indicatrice 4 et une tribu D C F qui n’est plus forcément générée par

un nombre fini d’atomes. On a alors le

Théoréme 1 Soit X une variable aléatoire intégrable, il existe une variable aléatoire

notée E(X|D)(w) appelée espérance conditionelle de X sachant D, t.q.

/D B(X|D)(w) P(dw) = /D X (w) P(dw),

pour tout D € D. Cette variable aléatoire est définie seulement modulo des en-

sembles de mesure nulle prés.

Preuve. Il suffit d’appliquer le théoréme de Radon-Nikodym aux mesures P(X €

I,D) et P(D), I est un intervallede Ret D € D. m

1.2 Processus de Markov

Soit (F, &) un espace mesurable, qui sera pour nous principalement la droite réelle.
On munit cet espace d’une filtration de tribus F;, t > 0, c’est-a-dire que F; est
croissante, pour t < s on a

Fi CFs

qui intuitivement représente des informations qui s’enrichissent en fonction du temps

t. Un processus stochastique X; est markovien si son évolution sachant tout le passé
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contenu dans la tribu F; ne donnera rien de plus concernant le future o(Xs, s >
t) que linformation disponible a linstant présent ¢ ; ou que F; et o(Xs, s > 1)
sont conditionnellement indépendantes sachant le présent o(X;). L’exemple le plus
simple est celui d'un projectile qui se déplace en fonction du temps selon les équations
classiques de Newton dans un champ potentiel (par exemple terrestre) : c’est une
évolution soumise seulement au potentiel et aux conditions initiales au temps zéro.
Le future aprés un instant ultérieur ¢t ne dépendra que des conditions & I'instant précis

t qui serviront de conditions initiales pour le mouvement aprés ¢.

Définition 2 Soit X; un processus stochastique a valeurs dans (E,E). On dit que X
est un processus de Markov par rapport & la filtration F; si
1) X est adapté a F; c’est-a-dire que X est mesurable par rapport a F,

2) pour tout A € F; et B € 0(Xs, s > 1)

P(AN B|Xy) = P(A|X:)P(B|Xt).

On dira Markovien tout court si la filtration F; est la filtration naturelle o(X,

s <t).

On montre que cette définition a des équivalents.

Théoréme 3 a/ Soit X; un processus stochastique adapté o la famille {F;}. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes:
i/ X est un processus de Markov par rapport a {F;},

it/ pour chaque t et Y dans bo (X, : s > t), voir la section 3.6, on a

E(Y|F) = E(Y|X);
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it/ sit < s alors pour tout f € b€
E(f o Xs|F) = E(f o X Xy).

b/ X est un processus de Markov (par rapport a o(Xs|s < t)) si pour chaque collection

finiet; < ... <t,<tetfebf ona
E(f o Xy| Xy, ..., Xi,) = E(f 0 Xy| Xy,).
Le lien avec I'analyse apparait avec la notion de fonction de transition.

Définition 4 Une fonction P, ;(x, A) définie pour 0 <t < s < oo, x dans E, A dans
E, s’appelle une fonction de transition de Markov sur (E,E) pourvu que

i/ A — Pis(x, A)est une mesure de probabilité sur € pour chaque t,s et x;

it/ x — P, 4(x, A) est E-mesurable pour chaque t,s et A;

it/ 510 <t < s <u, alors

Pru(, A) = / Py, dy) Py, A) (1.2)
pour tout x et A. La relation (1.2) est appelée équation de Chapman-Kolmogorov.

Dans ce travail on ne considérera que les processus de Markov homogeénes,

Définition 5 Une fonction de transition de Markov P;4(x, A) dans (E,E) est dite
temporellement homogéne s’il existe une fonction Pz, A) définie pourt >0, x € E,
et A € € telle que P, s(x,A) = Ps_¢(x, A) pour tout t,s,x, et A. Dans ce cas Pi(z, A)
est appelée une fonction de transition de Markov temporellement homogéne sur (E,E)

et l’équation de Chapman-Kolmogorov devient

P (z,A) = /Pt(%dy)Ps(y,A)
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pour tout t, s, x, et A.

Définition 6 On dit que le processus de Markov X (par rapport a la famille F;)

admet P, s(x, A) comme fonction de transition si

E(f o Xs’:’t;f) = ]Dt,s(Xta f) (13)

pour tout 0 <t < s et f dans bE.

En prenant une espérance conditionnelle par rapport a o(X;) dans I’équation (1.3)
on a

E(foXs|Xt) = Pt,s(Xtaf)' (14)

En combinant 'équation (1.3) et I'équation (1.4) avec le Théoréme 3 nous voyons que
la définition ci-dessus est conforme a la définition 2. Remarquons en passant qu’ils
existent des processus qui satisfont I’équation (1.4) mais pas I’équation (1.3). En
outre, il existe des processus de Markov (au sens de la définition 2) qui ne possédent
pas de fonction de transition. Le fait qu’un processus de Markov ait une fonction de
transition signifie qu’il est possible de définir des distributions de probabilités condi-
tionnelles P(X; € A|F;), 0 <t < s, A € &, régulieres. Comme d’habitude, si nous
disons que X est un processus de Markov de fonction de transition P; ;(x, A) sans pré-
ciser les o-algebre F, il est entendu que F; = o(X,, s < t). La signification intuitive
de la fonction de transition doit étre claire: P; (x, A) est "la probabilité condition-
nelle X, € A sachant que X; = = quand 0 <t < s". Bien que cette affirmation soit
trés attirante, il faut se méfier de ces déclarations puisque les probabilités condition-

nelles ne sont déterminées que presque stirement. Nous devrions peut-étre remarquer
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que, sans autre restriction, un processus de Markov peut avoir plus d’une fonction
de transition. Mais bien stir, I’équation (1.3) implique que si P! et P? sont des fonc-
tions de transition pour X alors pour chaque t,s, fixe et A, Ptljs(x, A) = Pgs(x, A)
pour presque tout x par rapport a la distribution de X; dans E. Il est maintenant
naturel de poser la question suivante : supposons que ’on nous donne une mesure de
probabilité ;o et une fonction de transition P, s(x, A) sur un espace mesurable (E,E).
Existe-t-il un processus de Markov X a valeurs dans (F,€) qui posséde p comme
mesure initiale et P, ;(z, A) comme fonction de transition?. Si I’ensemble des temps
est Z,, un tel processus existe toujours ; mais si c’est R, les conditions les plus
générales sur (F,E) pour lesquelles affirmative est réalisée sont inconnues. Cepen-
dant, si F est un espace séparé et compact et £ la o—algebre borélienne, alors le
célebre théoréme de Kolmogorov garantit ’existence d’un processus de Markov avec
les propriétés souhaitées.

L’écriture axiomatique, pour ainsi dire, moderne est de voir un processus de
Markov comme le sixtuplet (2, F, F;, X, 6;, P*) muni d’une famille de probabilités

P? ou z parcourt ’espace d’états et 6; est 'opérateur de translation 6; Q2 — Q t.q.

(X, 00,)(w) = Xese(w). (1.5)

1.2.1 Résolvante et semi-groupe associés

La fonction de transition nous permet de développer un traitement analytique en

posant

Pua,f) = / Po(, dy) £ (9). (16)
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Une fonction de transition homogene définit un semi-groupe P; sur (au moins) I’espace
de Banach B(F) des fonctions mesurables bornées sur £ (muni de la topologie se la

convergence uniforme) par

B )= B, f)

£
Pr.f) = / f(9) P dy).

Le générateur infinitésimal A du semi-groupe est défini par

Af(z) = lim 21/ () = /() (1.7)

t—0 t

et 'ensemble des fonctions (dans B(FE)) pour lesquelles cette limite existe (au sens
de la norme sup) s’appelle le domaine du générateur. On a une définition similaire
pour une norme plus générale ||.||. Le semi-groupe est entiérement déterminé par son
générateur. Malheureusement, ce dernier est souvent difficile & manipuler. Le semi-
groupe est dit de Feller si Cy(E), voir le glossaire 3.6, est invariant par le semi-groupe,
c’est-a-dire si

P(Co(E)) C Co(E). (1.8)

Cependant, il est souvent plus pratique et naturel de partir des noyaux de la

résolvante
GNw,dy) = [ expl(~M)Piw,dy) (1.9)
0

et d’utiliser le théoréme d’inversion de Hille- Yosida pour retourner au semi-groupe.
Dans le cas des processus de Markov continu, il est encore plus naturel d’utiliser le cal-
cul stochastique et la formulation en terme de problémes de martingales a ’exception

peut étre de la dimension un.



16

1.2.2 Propriété de Markov forte

Dans beaucoup d’arguments, il est nécessaire d’utiliser la propriété de Markov (1.3)
pour certains temps aléatoires, appelés temps d’arrét 7, aussi bien que pour des temps
fixes t. L’exemple fondamental de temps d’arrét est le temps d’entrée 7 dans un
"bon" espace d’état F

T = inf{t > 0|.X, € E}.

Au début de I’histoire des processus de Markov, il était plus ou moins implicite-
ment supposé que c’était possible, Lévy lui-méme semble avoir eu des réticences con-
cernant ce sujet. Cependant, cela demande des justifications et il s’avére que ce n’est
pas vrai pour tous les processus de Markov. Mais en ce qui nous concerne ici, nos

conditions sont suffisantes pour cette propriété de Markov "forte" ou "généralisée".

Définition 7 Une variable aléatoire non négative T est un Fi-temps d’arrét si {1 <
t} € Fy pour tout t > 0. La tribu F, du "passé avant 7" est l'ensemble des A t.q.

An{r <t} e F.

Dans toute la suite, on suppose que la filtration F; satisfait les "conditions habituelles",
c’est-a-dire en gros la continuité a droite de la filtration, F; = Ny oF:es €t la complé-

tion vis-a-vis des ensembles négligeables dans Fy pour tout ¢ > 0.

Définition 8 Soit X = (Q, F, F;, Xy, 0, P*) un processus de Markov dans un espace
d’états (E,E). On dit qu’il posséde la propriété de Markov forte si pour tout temps
d’arrét T et f € bE on a

X, € F, (1.10)
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et p.s. pour toutt et x on a
E*{f o Xpir| Fr} = EX(£(X4)).

Théoréme 9 Si X satisfait la relation (1.10), alors X est Markov fort ssi pour tout

temps d’arrét T et f dans bE on a pour tout t et x

E*(f(Xesr)) = E{EY (f(X))}-
Il existe aussi une propriété de Markov généralisée qu’on utilisera par la suite.

Corollaire 10 Soit (t,w,w’) — f(t,w,w’) une fonction réelle bornée ou positive,
mesurable par rapport & la tribu B([0,00]) x F_XxF, ot T est un temps d’arrét. La
fonction F(t,w,x) = E*[f(t,w,.)] est alors mesurable par rapport a la tribu

B([0,00]) x F_xB(E), et l'on a p.s. (quelle que soit la mesure initiale)
E[f(7(w), w, b;w)|F7] = F(7(w),w, Xr(w)). (1.11)

Preuve. voir [20] p. 179. m

1.2.3 Processus de Markov standard

Dans cette thése nous étudierons seulement les processus de Markov standard. Tous

les processus qui vont suivre sont standard.

Définition 11 Un processus de Markov X = (Q,F,F;, Xy, 0,, P*) dans un espace
d’états (E,E) est standard si
i/ E est un espace localement compact o base dénombrable et on ajoute un point

cimetiere A\ a E comme point a l'infini st E est non compact et comme un point isolé
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si F est compact. Le processus est tué et envoyé a A\ dés que le temps t dépasse la
variable aléatoire durée de vie ((w), en outre En est la o-algébre des ensembles de
Borel de En.

ii/ For = Fi = F; pour tout t, ot F; est la complétée de F, par les ensembles
négligeables de Fy.

iti/ X est de Markov fort.

iv/ Les trajectoires t — X;(w) sont continués & droite sur [0,00[ et admettent des
limites a gauche sur [0, [ presque strement.

v/ X est quasi-continue & gauche.

Voici des exemples de processus standard dont on reparlera par la suite.

1.2.4 Processus de diffusion

Si le processus de Markov X est continu, il est plus avantageux de I’étudier comme une
équation différentielle stochastique EDS, grace au puissant calcul stochastique (d’Ito

etc.). Partant a I'instant 0 de ¢, c’est-a-dire X (0) = xy p.s., on a pour tout ¢ > 0

X(t) =z0+ /0 a(s, X (s))ds + b(s, X(s))dB(s), (1.12)

ou {B(t)}i>o est un mouvement brownien standard. La premiére intégrale est de
Lebesgue, quant a la deuxiéme, c’est l'intégrale stochastique au sens d’It6. Cela
définit un markovien qui n’est pas nécessairement homogene par rapport au temps et

dont le générateur infinitésimal, voir ’équation (1.7), est Popérateur différentiel

AQ) = %a%t,x)(.)" bt ) (.
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On rencontre les EDS dans une foule d’applications allant de la physique a la
biologie, la finance mathématique etc.. Le cas autonome dans lequel a(x) = a(t, )
et b(x) = b(t, z) est d'un intérét particulier ; la dépendance est seulement en z et pas
en t. L’équation stochastique ( 1.12) décrit I’évolution temporelle d’un processus de
diffusion X (¢), de drift a(z) et coefficient de diffusion ¥*(z), qui peut étre considéré
comme un processus se comportant localement comme un mouvement brownien B de

dérive a(z) et de variance b*(z) quand on est en .

1.2.5 Processus de Lévy et subordinateur
Traitement analytique

Nous recommandons [10] et [78] pour les faits suivants. Soit {u,;r > 0} un semi-
groupe de convolution de mesures de probabilité sur (R, B) t.q. p, — &g étroitement
quand r — 0 ou §p est une masse de Dirac a 'origine. Si f est mesurable bornée et

r > 0 on définit le noyau

Pa, f) = / £ + v (dy).

Cela donne une fonction de transition (temporellement) homogene sur (R, B). Par
conséquent si 4 est une probabilité sur (R, B) il existe un processus de Markov X
(temporellement homogene) a valeurs dans (E,B) ayant p comme mesure initiale
et P.(x,A) comme fonction de transition. Notons que P,(z, A) est invariante par
translation, c’est-a-dire P,.(z +y, A+ y) = P,(z, A) pour tout y € R. Par un abus
d’écriture on a donc P,(z,dy) = P,(dy — x) ; cela signifie que le processus X a des

accroissements indépendants, c’est-a-dire si rp < ;1 < ... < 71, alors les variables



20

aléatoires X,,, X,, — X,,, ..., X;, — X,, _, sont indépendantes. Il est bien connu, voir

n n—1

[78], qu’un tel semi-groupe {u,} peut étre caractérisé par le fait que la transformée

de Fourier i, (x) = exp[—ri(x)] on Pexposant
1
P(N) = ia\ + §b>‘2 + /[(1 — expiAT) + i x|y <1y|T(dx) (1.13)
oua € R, b>0 et mune mesure sur R* satisfaisant

/(1 A lz)*)m(dz) < oo.

La fonction v s’appelle 'exposant caractéristique. Inversement si v est défini par
I'équation (1.13) alors il existe un semi-groupe {1, } de mesures de probabilité sur R
t.q. 4, (z) = exp[—riy(z)] pour tout r > 0 et u, — Jp étroitement quand r — 0.

En ce qui nous concerne, la mesure de Lévy intégre aussi la fonction x au voisinage

de Dorigine. Il s’en suit que la formule (1.13) se simplifie en
V() = daA + / (1 expire)r(da). (1.14)
0

Le processus associé sera noté S plutdot que X et s’appelle subordinateur. Il s’appelle
ainsi car en le subordinant & un markovien X (¢), en suivant Bochner, en écrivant ¢t —
Xs() on obtient un autre processus de Markov. S est un processus a accroissements

positifs.

Définition 12 Posons pour x > 0,
m(z) = 7((z, 00)). (1.15)

c’est-a-dire la queue de la mesure de Lévy.
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Voici pour toute la suite, nos conditions fondamentales sur S qui découlent des

hypotheses faites dans la section 3.1.
Condition 13 On prendra a =0, T(0+) = oo et S(0) =0 p.s..

Par conséquent, le noyau de transition est continu Vr > 0. La mesure potentielle

(ou de renouvellement) est U°(dx) = [° Ps(dx)ds. Un exposant z indiquera que S

0
part de z, si x = 0 cet exposant sera omis pour toute la suite. La mesure potentielle
arrétée, qui est continue, est définie par U,(dz) = for P,(dx)ds, de telle sorte que
U,(Ry) = r. On notera simplement U(x) = U(]0,z[). Si U(dz) est absolument con-
tinue, il est évident que U, (dx), r > 0, le sera aussi avec des densités respectivement
u(z) et u.(z). C'est clairement le cas (par le théoréme de Fubini) quand P.(dz) est

absolument continue de densité p,(z). Une intégration par parties dans 1’équation

(1.14) donne

PY(A) = —iA /000 exp(i\x)7(x)dz. (1.16)

Les fonctions 1(\) et exp —ri(\) peuvent étre prolongées analytiquement au demi-
plan complexe supérieur et donc la transformée de Laplace du subordinateur est
donnée par

Eexp —AS(r) = exp —rg(A),

ot g(A) = P(iA).
Une quantité fondamentale dans notre thése est la valeur moyenne de 7(x) sur

des petits intervalles |0, z[, z > 0,

H(x) = I(x)/x,
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ou I(z) = [;7(y)dy. On dit que la fonction I(z) est & accroissements positifs si
la limite inférieure de I(2x)/I(z) quand x — O+ est supérieure a 1. Le produit
U(z)H (x) reste toujours borné.

Traitement probabiliste

On peut "démonter" S, voir [78] page 121, en la somme de ses sauts en suivant

(encore) Itd. On a

Théoréme 14 Si on désigne par J((ds,dz),w) la mesure de comptage du nombre de
sauts dont la longueur | est comprise dans dx i.e. x <[ < [+ dz, pendant le temps

ds, alors on a

pour tout t > 0.
Tournons maintenant vers 1’étude de la monotonicité de u(z), commengons par la

Définition 15 On dit qu’une fonction a valeurs strictement positives f est log-convexe

st son logarithme est convere, c’est-a-dire si aux points réguliers x on a
f@).f"(z) = (f'(2))* = 0. (1.17)
Le théoréme suivant est da a Hawkes [48].

Théoréme 16 Si le drift a = 0 et si T(x) est log-conveze, c’est-a-dire satisfait
Uinégalité (1.17), alors U(dz) est absolument continue de densité u(x) qui est monotone

sur 10, 0ol.
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Preuve. L’idée de base et une discrétisation de ’espace d’états du subordinateur
et l'utilisation des techniques de la théorie du renouvellement. Soit € > 0, on pose
alors v, = T(ne + €)/7(e). Il s’en suit, par les hypotheses, que v,, est une suite de
Kaluza, et donc une suite de renouvellement, voir [59]. Par conséquent, en posant

e =Y. 0.y fj, o0 a pour tout n, voir [31] page 338,

j=k+1
n
E TiUn—j = 1.
=0

En posant u; = r;(e)/7(€), alors u;(€) est décroissante et satisfait pour tout n

n

S w7 (n— j)e+e) = 1,

=0

qui est I’équivalent discret de I’équation de convolution de Chung suivante, voir
[70],

/f(b —z)U(dz) =1,
(0,]
b > 0. La mesure potentielle U est controlé par sa transformée de Laplace qui apparait

(au moins sous forme discrétisée) lorsqu’on définit la mesure atomique

et qu’on calcule sa transformée de Laplace. A partir de la, les arguments sont
calculatoires plutot qu’intuitifs. m
Le résultat suivant di toujours au méme auteur [49] donne une monotonicité

partielle.

Théoréme 17 Soient X;, i = 1,2, deuxr subordinateurs ayant des exposants de coef-

ficients (a;,7;). Si ay = ay et s’il existe un 6 > 0 tel que pour x €]0, 9] on ait
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alors nous avons pour tout sous-ensemble A de |0, 4]
U0, A) = Uy (0, A).
Preuve. Soient J?(t) la somme des sauts de X;(¢) qui sont supérieurs a J. Alors
PLIA(t) = 0} = exp(—7:())
et, par la représentation d’It6, voir le Théoréeme 14, on a les processus
Xi(t) = Jj(t) =Y (#)
sont des réalisations d’'un méme processus Y. Si z €]0, [ on a
P{Xi(t) < x}=P{Y(t) <2 J)(t) =0}
= P{Y(t) < z}exp(—t7;(0)).
Ceci est indépendant de 7 d’ou le résultat. m

Remarquons enfin que les singletons {b} sont polaires pour S, c’est-a-dire que

I'ensemble {x|P*(7(y < 00) > 0} est vide.

1.2.6 Fonctionnelle additive et temps local

Les temps locaux (de processus de Markov) sont des exemples de la notion générale
de fonctionnelle additive. Ces derniéres jouent le role de mesures et on leur associe
des supports et des potentiels qui sont des transformées de Laplace aléatoires, etc.

Dans notre travail on ne considérera que les fonctionnelles continues p.s..

Définition 18 Considérons un processus de standard (2, F, Fy, X; 0, P*) défini sur
un espace d’état régulier E® avec durée de vie ((w). Une fonctionnelle additive A(t,w)

de X, est une famille de variables aléatoires telles que
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1/ pour presque tout w on a les conditions: t — A (w) est continue & droite, non
décroissante, Ag = 0 et Ay(w) = limge(w) As(w) pour tout t < ((w)
2/ Ay est adaptée o F;.

3/ Pour tout s, t > 0, on a p.s. Ayrs = Ay + As 0 0;.

Il faut tout de suite signaler qu'un remarquable théoréme de J. B. Walsh permet de
perfectionner la fonctionnelle A(t) c’est-a-dire qu’il existe une fonctionnelle additive
A'(t) indistinguable de A(t) pour laquelle on peut faire entrer les s et ¢ a U'intérieur
des accolades dans la propriété (3), voir [20] chapitre XV page 230. La notion de
fonctionnelle additive est apparue pour la premiére fois en relation avec la formule
de Feynman-Kac. Les fonctionnelles additives sont au coeur méme de la théorie des
processus de Markov. Rappelons d’abord qu'une fonction surharmonique est en gros
une fonction dont le laplacien est négatif. Rappelons aussi que le célére théoréme de
représentation de Riesz affirme essentiellement qu’une fonction surharmonique admet
une décomposition comme la somme d’une fonction harmonique et du potentiel d’une
mesure. Cela admet en théorie des processus de Markov un équivalent pour ce qu’on
appelle les fonctions excessives qui jouent le role de fonctions surharmoniques. Elles
permettent aussi d’échantillonner le processus seulement sur leurs supports. Pour
des motivations et une discussion instructive concernant ces fonctionnelles on pourra
consulter a profit [44] ou bien [20] chapitre XV page 223. La fonctionnelle est dite

continue si ses trajectoires sont continues p.s..

Définition 19 Soit A(t) une fonctionnelle additive, le A\-potentiel de A est défini par

o0

E" / exp(—M)dA(L).

0



26

Il résulte d’un théoréme de Meyer que si deux fonctionnelles additives continues
ont un méme A-potentiel fini, pour une valeur A > 0, alors elles sont indistinguables.

Il existe aussi la notion de support fin Supp(A) de A. Soit D la variable aléatoire

D = inf{t|A(t) > 0} = sup{t|A(t) = 0}.

Le support fin de A(t), soit Supp(A), est I'ensemble {z\P*(D = 0) = 1}. Soit z¢ un

point de E.

Définition 20 Une fonctionnelle additive continue A de X est applée un temps local

de X au point xy si Supp(A) = {xo}.

Il est alors communément désigné par L(xg,t). Il est bien connu quun temps local
de X en x( existe si et seulement si z est régulier pour {z}, voir [15] page 216. Les
temps locaux en z( different seulement par des constantes multiplicatives. On choisit
une version telle que son 1-potentiel soit £*(exp —7,) pour tout z, 7., étant le temps
d’entrée dans {z(}. Cette version est dite normalisée ou le temps local de Blumenthal
et Getoor. Intuitivement, un temps local L(xg,t) de X mesure le temps que passe
X dans {xo} avant l'instant ¢ A ¢ en ce sens que le support de la mesure dL(zo, t)
est précisément la fermeture de I'ensemble de niveau stricte Z9 = {t|X(t) = xo}, ce
dernier ne différe de Z(xg,t) que par un ensemble dénombrable. Il est bien connu que
Z(x,1) est, sous nos hypothéses, p.s. de mesure Lebesgue nulle, fermé et sans points

isolés.
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1.2.7 L’inverse du temps local

L’inverse continu & droite de L(x,t), soit
S(r) =inf{t > 0|L(t) > r},

pour r > 0, est stochastiquement équivalent & un subordinateur. La relation fonda-

mentale entre la mesure de Lévy et notre processus de Markov X est que

9(A) = 1/(AG*(zo, 70)). (1.18)

1.3 Variation réguliére

Le concept de variation réguliere da a Karamata, voir par exemple [5], est d'une
grande importance en analyse. Il est permet de relier et de formuler, de maniere

insoupconnée, des branches entieres des mathématiques.

Définition 21 Soit f une fonction mesurable et non négative définie au voisinage de

+00, elle est dite a variation réguliére d’exposant a € R si VA > 0

i £%) _ e

e J(2)

La fonction f(xz) = x“ est évidemment a variation réguliere d’exposant «. Il
est remarquable de voir que toutes les fonctions a variation réguliére s’obtiennent a
partir de cet exemple fondamental simplement en multipliant par ce qu’on appelle

une fonction a variation lente.
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Définition 22 Soit f une fonction mesurable et non négative définie au voisinage de
+00, elle est dite a variation lente st YA > 0

lim f(Ax)

AR

L’exemple fondamental est celui du logarithme log(x).

Une fonction f mesurable et non négative définie au voisinage de +o00 est a vari-
ation réguliere d’exposant o € R ssi il existe une fonction a variation lente I(z) telle

que

1.4 La formule d’Euler-Maclaurin

Cette formule célebre s’avére trés importante dans notre travail, voir [16].

Lemme 23 Soit f une fonction dans C*(Ry) eta > x >0, on a

oY farha) = [ @y 3ara - [ fwdy-a [T P ey

k>1

ot Pi(y) =1/2 — (y — [y]) est une fonction périodique, a condition que la somme et
les intégrales convergent. Les trois derniers termes d’erreur dans le membre droit de

I’égalité ci-dessus seront notés respectivement R;(x), 1 = 1,2, 3.
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1.5 Quelques notions d’analyse harmonique

Définition 24 Soit p1 une mesure positive sur R, la transformée de Fourier de p, si
elle existe est définie par
) = [ explida)u(da).
Elle est notée ji. Si i est absolument continue par rapport o la mesure de Lebesgue

de densité f (absolument intégrable) on notera ]/“\ au lieu de i. Concernant l’asymptotique

des transformations de Fourier, on a l'important résultat suivant,

Définition 25 Pour tout f € L' nous avons associé sa transformée de Fourier f
défini par

o~ 1 Foo .
flv) = Nor /_OO f(u) exp(—ivu)du, v € R.

Nous prenons maintenant le probleme d’inversion, c’est-a-dire, le probléme de la

reconstitution de la fonction f d’origine & partir des valeurs ]?de f.

Définition 26 Si f € L! et

~ 1

+oo
fo) = o= | fwexp(=ivn)du,

on peut s’attendre une formule comme

1 [+
T) = —— v) exp(tvz)du
fla) = o= [ Fo)exptivn)
soit valide.

Il existe d’innombrables travaux sur le comportement asymptotique d’une trans-
formée de Fourier. C’est I'un des sujets clef de ’analyse harmonique. Le resultat

suivant nous sera essentiel.
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Théoréme 27 Soit f une fonction dans C'(R,) t.q. lim, .o, f(z) =0 et t.q. la con-

dition de Fomin [ (u™ [ |f'(2)[" dz)'/Pdu < oo soit vérifiée pour un certain p > 1.

Soit pour touty > 0, ¢, (y) = —y* [ f'(x) sinaydx et (,(y) = yil(foﬂﬂy f'(x)(cos zy—
L)dx + [ J2 f'(x) cosxydx) ; alors en posant ﬁ(y) =(y(y) et fs(y) =y 1 f(m/2y) +

Co(y) on a pour j =1,2

/{ \dy<c/ 1/ (2)|" dz)"/Pdu,

ot la constante c¢(p) ne dépend que de p.

Preuve. Dans la preuve, pourtant simple au début, on commence par utiliser
une intégration par partie sur x apparaitra alors tous les termes indiqués plus haut.
Ensuite on entre franchement dans de I'analyse asymptotique bien huilée, voir [67].

1.6 Mesure et dimension de Hausdorff

Soit ‘H P'ensemble, voir [84], des fonctions de mesure de Hausdorff h : (0,0) — [0, 1],
0 > 0, qui sont définies au voisinage de 1’origine, qui sont continués, monotone non-
décroissantes et qui satisfont ~(0) = 0. On prendra aussi la condition de régularité
(faible) de Besicovitch suivante, voir la formule (1) dans [84], il existe une constante

K >0t.q.

h(2s) < Kh(s) (1.19)
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pour s € (0,5/2). La h-mesure de Hausdorff est une mesure extérieure de Carathéodory

définie pour tout les sous-ensembles E d’un espace métrique, dans notre cas R¥, k > 1,

h —m(E) = sup [inf {Z h(diamC;), E C UC;, diamC; < (5}]

5>0 o~

ot les C; sont des sous-ensembles de R*. Le supremum indique que I’expression entre
parenthéses croit quand ¢ décroit. La classe des ensembles h-mesurables, au sens
de Carathéodory, comprend au moins les boréliens. En général, les h-mesures de
Hausdorff ne sont pas des mesures de Radon.

Il existe un ordre partiel important dans H. En effet, on pose h; < hy si
ha(s) = o(h1(s)), s — 0.

On a alors le

Théoréme 28 Soient E C R¥, hy et hy deux fonctions de H telles que hy < ho, alors

hy —m(E) < oo = hy — m(E) = 0.

Preuve. Voir [55] page 26. m
Par conséquent, si on se restreint aux puissances h(s) = s?, § > 0, on peut voir
que

inf {0|s° — m(E) = 0} = sup {0]s" — m(E) = oo}, (1.20)

la valeur commune dans l’équation (1.20) s’appelle la dimension de Hausdorff (-
Besicovitch) de E. Elle est notée par dimy (E).

Concernant les dimensions de produits cartésiens, on a au moins le
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Théoréme 29 Soient E; CR,i=1,....k, alors
k k
i=1 i=1
Preuve. Voir [28]. =

Concernant le comportement vis-a-vis des projections notées Pr sur 'hyperplan

H,onale

Théoréme 30 Soit £ C R*, alors
s —m(PryE) < s’ —m(E).

Preuve. Voir [30] page 75. m
Parfois, il est difficile d’avoir des informations sur les mesures de Hausdorff, c’est
pourquoi on a recours a la quantité entropique suivante. Considérons la mesure de

Lebesgue A(e, E) de I'e-enveloppe
AMe BE)=Jlz — S,z + Sl (1.21)
’ 2’ 2

La quantité A(e, E') est donc I'ensemble des points de R situés & moins de €¢/2 d’un
point de E et A(¢, E) = m(A(e, E)), m étant la mesure de Lebesgue sur R. Notre fonc-
tionnelle K (e, ) c’est-a~dire le nombre (normalisé) de boites [ke, (k 4 1)e[ contenant

un point de E est une autre quantité entropique. Il est facile de voir que

Théoréme 31 Soit E C R borné et € > 0, alors

< eN(e,E) < 2\(e, E). (1.22)



33

1.7 Analyse par une méthode de simulation, Méth-

ode de Monte-Carlo

Il est difficile de donner une définition exacte de ces méthodes ; on appelle générale-
ment "méthode de Monte-Carlo" un procédé de calcul ot sont employés des échantil-
lons artificiels de lois de probabilité. La fagcon d’employer ces échantillons est trés dif-
férente suivant le cas considéré. On dit encore que ’on fait une "simulation du certain
par ’aléatoire" ou dans d’autres cas une "simulation de l’aléatoire par l’aléatoire".
Par "simulation" on entend une reconstitution artificielle suffisamment fidéle d’un
phénomeéne réel, qui peut étre de nature abstraite ou concréte. Toutes ces méthodes
sont basées sur le concept de "nombres aléatoires". Nous allons briévement aborder
la question des "nombres aléatoires". Ensuite on passera & la simulation de processus

stochastiques.

1.7.1 Nombres aléatoires

Soit une variable aléatoire N peuvent prendre les valeurs entieres n = 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8 et 9, chaque valeur constituant un état F, ayant une probabilité p, = 1/10,
n=20,1,2,3,4,56,7,8,9. On appellera "séquence équiprobable de base" (s. e. b.) ou
" échantillon de base", une suite de valeurs de N indépendantes. Pour obtenir unes. e.
b., on peut utiliser une roulette comme celle des casinos de jeux, mais comprenant 10
secteurs égaux numérotés de 0 & 9, ou encore une sphére dans laquelle on a placé (par
exemple), 1000 boules numérotées 0, 1000 boules numérotées 1, ...., 1000 numérotées

9. Aprés avoir agité cette sphére un temps convenable on peut sortir une s. e. b.
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Dans la pratique on préfére employer des moyens beaucoup plus rapides, utilisant des
propriétés physique ou des calculateurs électroniques ; par exemple on prend comme
source le bruit de fond d’un circuit ou des impacts d’électrons d’une radiation, ou
encore une penthode avec une grille en 'air (en général on obtient une loi de Poisson
qu’un transforme pour avoir une s. e. b.). Pour s’affranchir des procédés physiques qui
peuvent étre délicats a réaliser ou & employer, on a imaginé des procédés arithmétiques
particuliers adaptés aux calculateurs électroniques digitaux mais ceci au prix d’une
certaine détérioration de la notion de "hasard scientifique". Les nombres obtenus
successivement peuvent étre utilisés comme matériau " pseudo-aléatoire" grace a leur
désordre apparent. En ce qui concerne les calculateurs électroniques, une premiére
méthode arithmétique due & Von Neumann consiste a prendre un nombre, a 1’élever
au carré puis a 'arrondir par les deux bouts ou d’une fagon générale a procéder & des

opérations arithmétiques avec arrondi. Par exemple:

T = 2061, r2 = 04|2477)21
v = 2477, r? = 06]1355|29
Ty = 1355, ...

et ainsi de suite. Si 'on répéte ce procédé un nombre de fois suffisant, les parties
centrales des 72 donnent des s. e. b. Pratiquement, aprés 20 itérations, on obtient une
s. e. b. assez pure, c’est-a-dire distribuée d’une fagon trés voisine de la distribution
rectangulaire p, = 1/10, n = 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Une autre méthode consiste a

prendre pour s. e. b. la suite des restes x,,1 de la division modulo M d’un produit
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ex,, soit

Tpt1 = ex, — Mq

ou ¢ est le quotient. On risque de trouver une suite périodique, aussi prend on des
valeurs de e et de M telles que la période soit trés grande. Par exemple e = 5'7 et
M = 224, On ne peut démontrer en toute rigueur la validité de ces méthodes, mais
on vérifie la pureté des séquences & 'aide de tests de signification statistique et on

écarte les mauvaises portions si I’on en trouve, ce qui est rare.

1.7.2 Généralités sur la simulation des processus stochas-
tiques

Simuler une variable (ou un vecteur) aléatoire est bien connu ; la question concernant
des processus aléatoires est plus ardue. Soit {X(¢)}o<t<, un processus stochastique
en temps discret ou continu. Le probléme que nous étudions est de générer une
trajectoire de I’échantillon par la simulation, ou 7 est un nombre fixe (par exemple
7 = 1) ou un temps d’arrét. Les méthodes dépendent fortement du type de processus
en question ainsi que du type d’application (comment va étre utilisée la trajectoire
de I’échantillon?). Dans certains cas, comme celui des processus stables, ou de Lévy
en général, il peut méme étre non négligeable, voir impossible, de produire des dis-
tributions unidimensionnelles (c’est-a-dire X (7) pour un 7 fixe) ; nous sommes alors
confrontés & un probléme particulier. Dans d’autres situations telles que les processus
gaussiens stationnaires, la génération de X (7) pour un seul 7 peut étre facile, mais

la structure de la dépendance dans le processus peut rendre difficile la génération
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des distributions de dimension finie (c’est-a-dire les vecteurs aléatoires de la forme
(X(0), X(1), ..., X(7)) en temps discret, ou une grille discréte en temps continu),
en particulier quand la dimension est grande. En temps continu, il peut étre facile
de générer une grille discréte avec des distributions de dimension finie correctes (par
exemple pour le mouvement brownien), mais I'utilisation d’une grille discréte peut
introduire des erreurs dans ’application spécifique, telle que les caractéristiques du
temps d’entrée 7o o = inf{t > 0] X (¢) > 0}.

Avant d’aborder la simulation des diffusions (EDS) abordons le cas déterministe

1.7.3 Meéthodes numériques pour les équations différentielles

ordinaires (EDO)
Considérons VEDO 2'(t) = a(t,z(t)) avec la condition initiale z(0) = zo dans
I'intervalle de temps [0, 1]. La solution numérique z" est généralement mise en ceuvre

par des approximations discrétes z = 2"(t") en des points équidistants de la grille

th = nh, o0 h = hyy = 1/N. L’erreur est

La méthode numérique de base est la méthode d’Euler

:Ug = Ty, :UZ = xZ—l + a(t}rz-lax?}i—l)h' (123)

Dans des conditions de régularité convenables (que nous omettons ici et dans la suite),

e(h) = O(h) = O(1/N).
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1.7.4 Le schéma d’Euler pour les EDS

Soit B un mouvement brownien. Posons

t" = nh,

n

ARB = B(ty) = B(t,_,).

Une approximation numérique de X générée en t" et interpolée linéairement &
I'intérieur est désignée par {X"(t)}o<i<1, de sorte que X" = X" (t") est la valeur au

niéme point de grille.

1.7.5 La Méthode d’Euler pour les EDS

Les méthodes numériques pour les £ DS sont modélisées sur celles des EDO. Nous ex-
poserons la méthode d’Euler. Nous mentionnons pour la complétude que les méthodes
implicites ont également été étendues mais on ne donnera pas les détails. Rappelons
que t" = nh, entre les points de la grille, X"(¢) peut étre définie comme X" | quand

th | <t <th ou par interpolation linéaire. Les schéma d’Euler est X"(0) = zy,

X’rlz = Xrlz—l + a(tZ—la X:zl—l)h + b(t?z—la X:Z—l) Ah Bv

n

ot A"B sont i.i.d. (0, k) (voir le Glossaire de notation) pour h fixe et X = X"(¢).

Lorsque l'on considére 'horizon 0 <t < 1, on prend h = 1/N avec N € N.

1.8 Fonctions multivoques aléatoires

Comme son nom 'indique, un ensemble aléatoire est un objet dont les valeurs sont des

ensembles, de sorte que ’espace d’arrivée est I’espace des sous-ensembles d’un espace
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donné. A ce stade, une simple définition d’un élément aléatoire général comme un en-
semble aléatoire présente peu de difficulté dés qu'une o -algeébre sur I'espace d’arrivée
est spécifiée. La nouvelle caractéristique principale est que les ensembles aléatoires
peuvent avoir quelque chose de Uintérieur (différente des variables et vecteurs aléa-
toires) et le développement de cette idée est crucial dans les études de séries aléatoires.
Etant donné que la famille de tous les ensembles est trop grande, il est d’usage de
considérer les ensembles fermés aléatoires définis comme des éléments mais au hasard
dans 'espace des parties fermées d’un certain espace topologique F. La famille des
parties fermées de E est désignée par F', K et G représentent respectivement la famille
de tous les sous-ensembles compacts et ouverts de E. On suppose souvent que F est
un espace topologique séparé, a base dénombrable et localement compact. L’espace
euclidien R? est un exemple générique d'un tel espace E. Fixons un espace de prob-
abilité complet (2, F, P). Il est naturel d’appeler un élément aléatoire de F' un
ensemble fermé aléatoire. Cependant, il faut étre plus précis concernant les questions
de mesurabilité. En d’autres termes, lors de la définition d’un élément aléatoire, il
est nécessaire de préciser les informations qui sont disponibles en fonction des événe-
ments observables de la o-algebre F. 1l est essentiel de veiller a ce que la mesurabilité
est suffisamment restrictive pour s’assurer que toutes les fonctionnelles d’intérét de-
viennent des variables aléatoires. En méme temps, la condition de mesurabilité ne
doit pas étre trop stricte afin d’inclure autant d’éléments aléatoires que possible. La
définition suivante décrit un concept d’un ensemble fermé aléatoire assez souple et

utile.
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Définition 32 X : Q — Y est appelé un ensemble fermé aléatoire si, pour tout
compact K dans E, on a

fw: XNK=0}eF (1.24)

1.8.1 Fonctionnelles de capacité

La Condition (1.24) signifie simplement qu’en observant X on peut toujours dire si
X touche ou rate un ensemble compact K donné. L’application X : @ — T est
mesurable entre I’espace de probabilité sous-jacente et I'espace T équipé de la o-

algebre B(T) généré par {F € Y : FN K # ()} pour K parcourant E. Nous écrivons
Ty ={FeT:FNK#0}.

La o-algébre générée par les T g pour tout K de K contient clairement
YE={FeY:FNnK =0}

De plus, pour chaque G de la famille G

To={FeT:FNG#0}=()Tx,.

ou {K,,n > 1} est une suite d’ensembles compacts t.q K,, T G (ici la compacité locale
de E est essentielle). Par conséquent, T € B(Y) pour tout G € G. 1l convient de
noter que la topologie de Fell sur Test générée par des ouverts Y pour G € G et TX
pour K € K. Par conséquent, la o-algébre engendrée par T pour K € K coincide
avec la tribu borélienne engendrée par la topologie de Fell sur Y. Il est possible de

reformuler la définition 32 comme suit.
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Définition 33 Une application X : Q — T est un ensemble fermé aléatoire si X est
mesurable par rapport a la tribu borélienne sur T engendrée par la topologie de Fell,
c’est-a-dire

X' X)={w: X(w)eXx}eF
pour chaque X € B(Y). Alors la relation (1.24) peut étre formulé comme
X' (Tg)={w: X(w) € Tk} € F. (1.25)

Nous écrivons X ~1(K) au lieu de X 1(Yg). Il est facile de voir que la relation
(1.25) implique la mesurabilité d’un certain nombre d’autres événements, par exemple,
{X NG # 0} pour chaque G € G, {X NF # 0} et {X C F} pour tout F € T.
Puisque la o-algebre B(T) est la tribu borélienne par rapport a une topologie sur T,
cela conduit souvent a la conclusion que f(X) est un ensemble fermé aléatoire si X est
un ensemble fermé aléatoire et 'application f : T — T est continue ou semi-continue

(et donc mesurable).
Définition 34 La distribution d’un ensemble fermé aléatoire X est déterminée par
PX)=P{X e}

pour tout X € B(Y). Le choiz particulier de X = T et P{X € T} = P{XNK #

0} est utile puisque les familles Ty, K € K, générer la B-algébre B(T).
Définition 35 Une fonctionnelle Tx : K — [0, 1] donnée par
Ty(K)=P{XNK #0},K € K,

est dite la fonctionnelle de capacité de X.



41

1.8.2 Loi forte des grands nombres pour les ensembles aléa-

toires
Somme de Minkowski d’ensembles déterministes

[’addition de Minkowski est une opération naturelle pour les ensembles dans les
espaces linéaires. Si M et L sont deux parties d'un espace linéaire E, alors leur

somme de Minkowski (ou élément par élément) est définie comme

MeL={zx+y:xe M,ye L}

Nous écrivons systématiquement M + L au lieu de M & L. Ici on traite les lois
des grands nombres et théorémes limites pour les sommes de Minkowski d’ensembles
aléatoires. Les méthodes pertinentes sont étroitement liées & des probabilités dans
les espaces de Banach, puisque 'addition de Minkowski des ensembles convexes peut
étre identifiée avec 'addition arithmétique classique de leurs fonctions de support.
Par conséquent, un certain nombre de résultats pour les sommes de Minkowski
d’ensembles aléatoires peut étre obtenue en utilisant les résultats connus pour des
sommes de fonctions aléatoires. L’addition de Minkowski d’ensembles posséde une
propriété de "convexification", ce qui signifie que la somme est "plus convexe" que les
nombres & additionner. Cette propriété est appuyée par le résultat important suivant.

Rappelons que || K| est la norme de I'ensemble K et pj est la métrique de Hausdorff

Théoréme 36 (Shapley—Folkman—Starr). Soient K1, ..., K,, des sous ensembles com-
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pact de R? pour n > 1. Alors
pp(K1+ .4 Ky, co(Ky + ...+ K,)) < ﬁg% K] - (1.26)
Corollaire 37 (Sommes d’ensembles identiques). Si K est un compact de R?, alors
o (K™, co( K)) < VA | K| (1.27)
o K" = K 4 ...+ K est la somme de Minkowski de n copies identiques.

Il résulte de la relation (1.27) que

d

pr(n K oK) < Y2 K|

B

le membre & droite converge vers 0 quand n — co. Donc, n~' K™ converge vers un
ensemble convexe quand le nomber n tend vers I'infini.

Un outil utile approprié pour obtenir la loi forte des grands nombres (LFGN) pour
des ensembles convexes aléatoires est basée sur leur représentation en tant qu’éléments
d’espaces fonctionnels. Un ensemble K de la famille coC d’ensembles compacts con-

vexes dans R? donne lieu & sa fonction de support

h(K,u) = sup{{z,u) : v € K},u € R

Dans ce qui suit on considére généralement la fonction de support comme une fonction
définie sur la boule unité B; ou la sphére unité S?~!. La fonction de support est

lipchitzienne sur R¢ les propriétés

h‘(Kl + K27u) = h(Klau> + h(K27u>
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et

h(cK,u) = ch(K,u)

permettent de convertir les sommes de Minkowski d’ensembles convexes dans les

sommes arithmétiques des fonctions de support correspondant. En outre,

pulK.Ka) = sup h(Ky,u) = h(Ka, ) (1.28)
ul|=1
= sup |h(Ky,u) — h(Ks,u)
flull<1

et, en particulier,

1K = [leo(K) || = pp (K, {0}) = sup [A(K,u)].

flull=1
Ainsi, la fonction de support fournit une isométrie de la famille co/C de sous-ensembles
compacts convexes de E dans I’espace de Banach C'(B;) (ou C(S? 1)) des fonctions
continues sur B; (ou S 1) avec la norme uniforme.

L’approche générale consiste en deux étapes :

Etape 1 : Réduction au cas des ensembles compacts convexes aléatoires.

Etape 2 : obtenir des résultats pour les ensembles convexes aléatoires en utilisant
les résultats correspondants des probabilités dans les espaces de Banach et de les
appliquer a la suite h(X,,,-) des fonctions de support de X,,, n > 1.

Rappelons que la représentation des ensembles aléatoires par leurs fonctions de
support peut étre utilisée pour définir la sélection. Par conséquent, il est naturel que
I’espérance de sélection apparait dans la loi forte des grands nombres pour les ensem-
bles aléatoires en ce qui concerne ’addition de Minkowski . Dans sa forme la plus

simple, cette loi des grands nombres établit la convergence presque stire par rapport a
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la métrique de Hausdorff des sommes de Minkowski normalisées d’ensembles aléatoire
fermés i.i.d.. L’existence d’une suite d’éléments aléatoires indépendants implique que
I’espace de probabilité sous-jacente est non atomique, de sorte que ’espérance de
sélection est convexe. E X signifie toujours ’espérance de sélection. Rappelons qu’un

ensemble compact aléatoire X est intégrable bornée si || X|| est intégrable.

Théoréme 38 (LFGN pour ensembles aléatoires dans R?). Soient X, X;, Xo,...
une suite i.4i.d. d’ensembles aléatoires compacts bornée intégrable dans R? et soit

S, = Xi+...+X,,,n > 1. Alors
pr(n~ 1S, EX) — 0 p.s. quand n — oo. (1.29)

Preuve. Voir [71]. =



Chapter 2

Quelques constructions du temps

local

2.1 Introduction

Nous avons déja définit la notion de temps local d’'un processus de Markov, voir
la section (1.2.6). Cette notion est aujourd’hui un outil essentiel non seulement en
théorie des processus stochastiques mais aussi en physique. Elle fut introduite par P.
Lévy [65], pages 210-212, dans le cas particulier du mouvement brownien sous le nom
de mesure du voisinage.

Comme nous allons le voir ci-dessous, dans la plupart des cas qu'un rencontre dans
la pratique, le temps local est en fait une densité d’occupation. Nous allons rapide-
ment illustrer I'importance de cette notion. Nous commencons par la considération
d’un systéme dynamique conservatif déterministe & n degrés de libertés (¢, ...... n )
régi par les 2n équations différentielles

45
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dgg  OH dp,  0H

dt  op; dt  Og’

1=1,...,n,

ol les p; sont les moments généralisés, L le lagrangien et H=) " piq; — L est
I’hamiltonien du systéme, indépendant du temps. Au mouvement réel du systéme
dynamique correspond un mouvement dans 1’espace des phases. Sous certains condi-
tions ([58] page 33), I'énergie totale du systéme, soit E, coincide avec I'hamiltonien.
Soit V' (z) le volume de la partie de ’éspace des phases dans laquelle E < z, ¢’ést-a-
dire le domaine compris dans la surface d’énergie constante x, notée Z(z). Alors la
fonction V' (x) fournit les caractéristiques les plus importantes du systéme dynamique
et elle est appelée la fonction de structure. On peut la considérer comme une densité

d’occupation. En fait on a

Vi(x) = /Z( )d,u,

ol 4 est une mesure portée par Z(z) et du = dX/ ||grad E||, dX étant 1’élément
de surface et le gradient pris en un point de I’élément. Le fait important est que
le mouvement du systéme conserve p comme il conserve la mesure de Lebesgue (
théoréeme de Liouville). D’autre part, soit X(t) un mouvement brownien linéaire et
soit j1(A,t) le temps passé par X(t) dans A avant t, ¢’ést-a-dire temps de séjour voir
la relation (1). Plus bas on montre qu’il existe un processus de deux variables L(z,t)

tel que p.s.
w(A t) = / L(z,t)dx. (2.1)
A

Dans ’article remarquable [88] on montre qu’'on peut choisir L(x,t) p.s. continu

par rapport & (z,t) € R x R,. En suivant [10] nous allons montrer que non seulement
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X (t) est partout non différentiable p.s. mais qu’en fait, pour tout £ > 0 et pour tout
cone plan de sommet (¢, X (¢)), représenté par une paire de droites de pentes —M et
M passant par (t, X(¢)), 'instant ¢ est un point de densité zéro de I’ensemble des

instants s en lesquels (s, X(s)) se trouve dans le cone. On a

1

(%)m{s € Jt—46,t+0[/ |X(s)—X(t)] < Ml|s—t|}

< (2—5)m{s ejt—o6,t+9[/ |X(s)—X(t)| < Mé}

1 X(t)+M5
= (—)/ (L(t+d,x) — L(t — 6, x))dx,
20" Jx)-ms

cette expression tend vers 0 quand § tend vers 0. [91] page 12 donne d’autres con-
séquences importantes du théoréeme de [88].

Il n’est pas question pour nous d’énumérer toutes les applications du temps local
ne sarait-ce qu’en mathématiques. Nous nous contenterons d’ajouter aux illustra-
tions de l'excellent article de [42] 'utilisation du temps local par [89] pour résoudre
le probléme de Skorokhod sur R et par [72] et [36] pour étudier les équations dif-
férentielles stochastiques uni-dimensionnelles. Toutefois ces derniers considérent les
temps locaux de semi-martingales. Nous laissons de coté 'importante question du
comportement du temps local comme fonction du couple spatio-temporel (¢, x). Voir
[45], [73], [9] etc..

Nous laissons de coté également I'importante notion de temps local d’intersection.
Nous nous bornerons seulement & la définir. Soit X (¢) un mouvement brownien dans
R™, n = 2,3. Les résultats de [24],[25],[26],[27] montrent que X (t) admet dans R? des
points de multiplicité k, pour tout k > 2, et dans R? pour seulement k = 2 ; & partir

de quatre les trajectoires sont simples. Pour h > 0 et A = [0,h]*, on peut ainsi
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formellement écrire
(0, A) = / 50(Xs, — X0,)onG0(Kon - — X, )bt (2.2)
A

Cette fonctionnelle a été introduite par les manipulations du physicien [82] pour n = 2
et k = 2 dans le contexte de la théorie quantique euclidienne des champs ( lagrangiens
quadratiques par rapport aux vitesses). Dans Pannexe & [82], S. R. S. Varadhan
renormalise (2.2), c’est-a-dire ’empéche de diverger vers l'infini, voir [77],[76]. La
méthode de Varadhan est retrouvée plus tard par [37], pour ainsi dire sans calculs.
L’expression L(0, dt;....dty,) joue le role d’une mesure portée par 'ensemble des points
de multiplicité k. Elle permet ainsi une analyse fine de ces ensembles: existence de
points de multiplicité Y, Le Gall [38] ; mesure de Hausdorff exacte, [39],[40] ; étude
des points multiples de processus de Lévy, [41]. Dans cette derniére on répond aux
conjectures B, C et D posées par [84]. Maintenant qu’on posséde un temps local, voir
chapitre I, il s’agit de le construire. Nous allons décrire succintement les différentes
facettes que peut revetir le temps local d'un processus de Markov standard. Il ne
nous est pas possible de passer en revue toute la littérature existante. Nous mettrons
simplement ’accent sur les faits les plus importants en vue de bien mettre en évidence
la construction du chapitre III. Cependant, la contribution de Lévy concernant le
mouvement brownien sera amplement traitée vu son importance historique. Dans
tout ce chapitre (Q,F,F;, Xy, 60, P*) désignera un processus de Markov standard sur
un espace d’états E® régulier, la filtration F; satisfaisant aux conditions habituelles.
On aura affaire & un état zq tel que xg soit un état régulier pour lui méme, récurrent

et que m(Z,,(0)) = 0, ot Z,,(c0) désigne 'ensemble de niveau zo. On notera
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simplement L(t) au lieu de L(zo,t).

2.2 P. Lévy et les mesures de voisinage

IL importe de bien savoir que la notion de temps local a d’abord été introduite, par P.
Lévy, dans le cas particulier d'un mouvement brownien X (¢) pour ainsi dire a la main.
En effet, dés 1939 lors d'une étude approfondie d’un mouvement brownien linéaire,
Lévy [66] s’intéressa, d'une maniére naturelle, a divers phénomeénes de compensation
asymptotique de variables aléatoires browniennes de grandeurs arbitrairement grandes
ou arbitrairement petites par rapport a un parameétre réel convenablement choisi.
Ses découvertes serviront de modéles a toutes les recherches ultérieures sur les temps
locaux de processus de Markov et aussi de semi-martingales. Soit X (¢) un mouvement

brownien issu de zéro. Il remarqua vite que 'inverse continu a droite du processus
M(t) = sup{X(s), s < t}, (2.3)

soit S(t), est un subordinnateur stable d’indice 1/2, avec une mesure de Lévy donée
par

m(dz) = (2m) Y2273 2dx.

Il montra aussi que le processus Y (t) = M (t) — X(¢) est un mouvement brownien
réfléchi. Le processus M (t) apparait donc comme le temps local en zéro du processus
Y (t). Nous allons commencer par établir I'approximation du temps local brownien,
a lorigine, en tant que mesure de voisinage. Ce fut la premiére en date dans la

chronologie des constructions de temps locaux de processus de Markov et aussi de
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semi-martingales. Comme nous le verrons plus bas, elle s’appréte a une généralisation
considérable.

On considére les sauts du subordinateur S(t) sur les intervalles [0,7[, T > 0. Soit A
un borélien de R. Si on désigne par Ny(A,T') le nomber de sauts d’amplitude dans
A accomplis par S(t) avant T, on a ( quand A =|e, 00[, € > 0, on note simplement

No(e, T))

Les variables aléatoires No([%, ﬁ[, T') sont indépendantes. Les premiers moments de

ces variables aléatoires sont immédiats

B(No(( 3, 1 T) = Tl =)
= PP = (- 1)),
Posons
6, = Noll, 7= b T) — Bo(l, 7= 7))
on a alors

= E(& 2 Lorm [(KY? — (kb —1)1/2
> (= Oy () <

k=1

Par la loi forte des grands nombres, voir par example [10] page 51, on a

_(No(1/n, )Y [ 2\"?
JE&(T =) T

Le passage de 1/n a € est facile, d’ou le

Théoréme 39 PourT >0, on a

9 1/2
P {hm No(e, T)e'/? = <—) T} = 1.
m
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Soit Ny(e,t) le nombre d’excursion de durée > € accomplies par X(¢) avant
I'instant t. Dans sa remarque finale (6) en page 339, Lévy déduit du théoréme 39

le.

Théoréme 40 Pour toutt >0, on a

p {lim No(e, t)e'/? = (%)UQM(t)} =

Preuve. Dans le Théoréme 39 on fait entrer T & I'intérieur des accolades en tant
que rationnel. Ensuite, grace a un argument de monotonicité, on s’affranchi de la
rationalité de 7. Maintenant on n’a qu’a prendre un 7' = M(¢). =

Une conséquence facile de ce théoréeme est que la somme totale des intervalles

résiduels A\, dans Z(t), c’est-a-dire

décroit vers zéro. C’est Lévy qui découvrit le paramétre de compensation correct,
a savoir e /2. Cependant celui ci, dans son style intuitif habituel, ne donne pas de
démonstration explicite. Toutefois, grace a un peu d’algebre, voir [56] page 413, on a

le

Théoréme 41 Pour toutt >0, on a

P {lim rlet) _ g/py2 M(t)} —1

c1/2

Preuve. Soient T' > 0, r*(¢,T') la longueur totale des sauts résiduels accomplis

par le subordinateur S(t) avant T et p €]0,1[. Posons J,x(e) = [ep®, ep? V[ et
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rappelons que Ny(A,T) désigne le nombre de sauts d’amplitude dans A accomplis

par le subordinateur S(t) avant 7. On a pour tout n

D PPN (Jpn(€), T) < €2 (e,T) < e PpPEING(Tu(e). T). (24)
k=1

En écrivant No(J,x(€), T) = No(ep®*,T) — No(p**~V,T) et en applicant le théoréme
39, on a

2/m) 2 T(p — p"*) < Lime ?r* (e, T).

e—0
D’autre part, posons 7(e) = sup;<. §Y2No(8,T) — (2/7)"*T|, en vertu de méme

théoreme, le dernier terme dans (2.4) est

Z 1/2N (€p2k T) (p <€p2(k71))1/2N0<p2(k71),T)
k=1
T 1 2
< (2 7T1/2—+7]6 -—— ),
(2/m) p ()(p 1_p)
d’ou
— 12 T

Le théoréme se trouve maintenant facilement démontré. m
Considérons a présent le temps passé par X (t) dans |0, €[ avant l'instant ¢, c’est-

A-dire la fonctionnelle
t

pix(et) = [Too(X(5)ds

0

Par une intuition profonde, probablement déclenchée par I’observation des oscilla-
tions violentes du mouvement brownien, Lévy entreprit de prouver que le temps local

est en fait une densité d’occupation. On a le
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Théoréme 42 Pour toutt > 0, on a

€

P i 260 o f —1

Preuve. Soit e;(d), k > 1, la suite de toutes les excursions positives de longueur
> ¢ accomplies par X (t). Ce sont donc des processus indépendants et identiquement
distribués. L’idée de Lévy [66] pages 330 et 339 est d’approximer iy (e,t), pour &

assez petit, par
Z N/ek(é)(OO? E)' (25)
k

Il dispose du théoréme 40 qui lui donne le nombre effectif de termes ., 5 (o0, €) en-
trants dans la somme (2.5). Il entama alors, suivant une tradition classique en théorie
du calcul des probabilités, I'estimation des moments de fi,, (5 (00, €). Malheureusement
Lévy se trompe. [52] page 43 ne remédient pas vraiment a la situation. Il a fallu at-
tendre [17] pour mener rigoureusement & bien la démarche de Lévy, voir [17] page 106
et [8] page 9. Dans [17] on donne une foison de formules trés importantes concernant
la valeur absolue de I’excursion brownienne e(t) en cours en t. Cette excursion est

bien définie car p.s. le mouvement brownien ne peut s’annuler justement en t. m

On a le

Lemme 43 L’excursion e;1(0) a la méme distribution que e(d) sachant que cette

derniére a une durée strictement plus grande que 9.

Preuve. Soit (7;);>1 la famille d’excursions suivantes avec intervalles d’excursions
(aia 61)

m = e(d), ny, =e(By +6), ng=-e(By+9),...
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et ainsi de suite. Par la propriété de Markov forte, les 3, étant des temps d’arréts, ces
excursions sont indépendantes et identiquement distribuées. Comme 9 est strictement
positif, il nous fera a chaque fois avancer a droite vers les nouvelles excursions. On
voit bien que e;(d) sera celle des 1, dont la longueur dépasse 6. m

Nous allons maintenant estimer les moments de ji,4 (00, €) avec [17]. Pour cela

nous aurons besoin de quelques préliminaires. Posons Y (t) = | X (t)] et

a(t) = sup{sls <t, X(s) =0}
B(t) = inf{s >t X(s) =0}

At) = B(t) — ).

Il est bien connu que

Lemme 44 Pourx € R ett >0
P{r, € dt} =u(t,0,z)dt.

ot u(t,0,z) = (|z|/(2mt?)"/?) exp(—a?/2t), et que

Lemme 45 Pourt>0,x >0,y >0, on a
PH{X(t) € dy, 00 >t} = q(t,z,y)dy,

ot q(t, z,y) = (1/(2mt)Y/?) (exp(—(x — y)?/2t) — exp(—(x +3)?/2t)). On a alors le
Théoréme 46 Pour 0 <s<tet0<y, ona

P {a(t) eds, Y'(t) e dy} = (3) v u(t —s,0,y).

s
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Preuve. 1l suffit de calculer P {a(t) <s, Y'(t) € dy}. Pour cela on crée I'état
intermédiaire Y (s) afin de pouvoir supprimer la fenétre horizontale o(t) au profit de la
fenétre verticale Y’ (s) plus maniable. Ensuite on applique la propriété de Markov en
s suivie du Lemme 45, puis on somme sur tous les états Y (s). On aboutit facilement
au lemme moyennant des calculs élémentaires explicites. m

D’autre part, la propriété de Markov appliquée en t suivie de Lemme 44 nous

permet de déduire le
Lemme 47 Pour 0 <t <u
P {5@) € dv| Y'(t) = y} = u(v —t,0,y)dv.

En combinant les lemmes 46 et 47 par une application successive de la propriété

de Markov en s et ¢, on aura la loi du triplet (a(t),Y"(t), 5(t)), en occurence
(2/78) 2 u(t — 5,0, y)u(v — t,0,y)dsdydv.

En intégrant par rapport a y on aboutit & la loi du couple («(t), 8(t)). Par suite, le

théoréme de Fubini nous permet facilement d’avoir le

Théoréme 48 Pourt—[1<s<t, ona

dsdl
2r () 7)’

P{a(t) € ds, A\(t) e dl} =
Afin de pouvoir estimer le second moment de 1.5 (00, €), nous aurons besoin de
la loi de I’excursion e(d), au moins pour un cylindre dont la base est de dimension

deux. Les manipulations de [17] en bas de la page 166 sont un peu ambigués. Nous

allons facilement y remédier.
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Théoréme 49 Pour 0 < z; < z3<l,y1 >0 etys >0, on a pours+1>1t
P{a(t) € ds,u(t, z1) € dy1, u(t,z) € dya, A(t) € dl}
= (2/7“9)1/2 dsu(21; 0, y1)dy1q(z2 — 21591, y2)dy2u(l — 225 0, y2)dl. (2.6)

Preuve. Nous allons produire des fenétres horizontales arbitrairement petites
pour pouvoir passer du processus e(t) au processus Y (t). Le travail direct sur A(t)

n’est pas commode, c¢’est pourquoi nous introduisons (). Rappelons que a, ;, = k27"

et posons
]n,k(s) = [Oémk—lsaan,ks[a et Z; = Qp kS + 2z, 1=1,2,
et
271
Q, = U {oz(t) € Ii(s), 29 < B(t)} :
k=1

les €),, sont croissants et on a & la limite

UQ" ={a(t) <s, alt) + 2z < 5(t)}.
Soient ¢, p, et 5 trois fonctions continues bornées sur R . Maintenant, on voit bien

que

E(a(t) < s,alt) + 2z < B(E), o1(0(t, 21)) 02 (0(t, 22))03(B(E)))
27’1/
= lim S B (a(t) € Lix(s), % < A1), 0u(Y ()oY (20)ea(5(1)))
k=1
Par exactement la méme méthode que dans la démonsration du Théoréeme 46, on

e« . ., ’, / ! P 2z
utilise successivement la propriété de Markov en z; et z,. Le k¢ élément de la somme

plus haut se réduit alors a

2 % 7 ! 7 ! !
/ (—) dr/u(zl - 07?/1)%01(y1)dy1/Q(22 — 2131, Y2) P2 (Y2)
0 0

wr
In,k

XE¥(2y 4+ 00 > t,p5(2 + 00))dys.
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Grace au Lemme 44, l'espérance a la fin de ce groupement se calcule aisément, en

sommant sur k et en faisant tendre n vers I'infini, on voit sans peine que

{a(t) € ds,v(t,z1) € dy1, v(t, 22) € dya, A(t) € dl}

P
(7?_> dsu(z1;0,y1)dy1q(z2 — 215 y1, y2)dyau(l — 22; 0, yo)dl.

Corollaire 50 Pour 0 <s<t,0<z1 <z <l,y; >0ety; >0, on a

Ple(t,z1) € dyy, e(t,22) € dys \a(t) = s, A(t) =1}
— (871 uz1; 0, y1)dyr (22 — 203 1, v )dysu(l — 2230, 5)dyo.

Preuve. 1l suffit de diviser I'expression (2.6) par la loi du couple (a(t), A(t))
donnée par le Théoréeme 48. m

Passons maintenant au calcul du premier moment de fi.(5 (00, €). Les manipula-
tions suivantes sont facilement justifiées en vertu des définitions des espérances con-
ditionnelles ( résolusion arbitrairement précise par rapport a a(t) et A(t), théorémes

de Radon-Nikodym et Fuibini). Ona par le corollaire 50.

l

E (propy(00, dz)|au(t) = s, A(t) =1) = /P {e(t,z) e dz |a(t) = s, A(t) =1}dz

= / (877[3)1/2 u(z; 0, 2)u(l — 2;0,z)dzdz

0
= (8a1%)?u(1;0,22)dx
P

[

= dzexp( )dx

d’ou

= B (00, )la(t) = 5, A1) =1) = 1(1 — exp( ).
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Remarquons en passant que dans cette formule ne figure ni ¢ ni s. Comme on posséde
déja la loi de A(t), donnée par le Théoréme 48 en intégrant par rapport a s de 0 a t,

on peut alors en déduire le

Théoréme 51 Poure >0, on a

. F (N’e(é)(oo7€)| A(8) > 6) 1/2
}sli% 572 = e(2m)Y/2.

Le calcul du second moment se fait absolument de la méme maniére que dans
le Théoréme 51. La présence du carré induit une triangularisation par rapport a la

variable z, d’ou

E (u t)ooe\a t)=s, At)=1)

—z

l 1
_ 2/d21/dzg/dx1/dx2P (et, %) € dar, e(t, 1+ 2) € s |a(t) = s, A(t) =
0

€

xr1t+T2

. 2
= 4/d$1/ / 21 + 23 + 2) exp( (1 +2§2 *2) )dz.

|21 —22]
Maintenant on remarque que

T1+x2
(x1 4+ 22 + 2)dz < 62129,

|1 —22]
donc on a le
Lemme 52 Pour s >0 etl >0

E (ui(t)(oo,e)\a(t) =5, A(t) =1) <6e".

On peut facilement en déduire le théoréme suivant, voir [8] page 14.

[}
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Théoréme 53 On a
E (ug((s)(oo, )] A(6) > 1) < 6e°0"/2.

On posséde maintenant assez d’ingrédients pour entrainer le Théoréme 42.

Pour finir, [64] conjectura un autre phénoméne de compensation asymptotique
concernant le nombre de descentes d(t, €) du niveau e au niveau zéro accomplies par
le processus Y (t) avant t. Dans ce qui suit, 02X désignera le temps d’entrée dans a par

le processus X. On a le

Théoréme 54

p {limed(t, €) = M(t), Vt > o} ~1

e—0

Preuve. [52] page 48 donnent une démonstration obscure ; d’ailleurs [43] affirme
qu’il n’y comprend rien et que Chung lui aurait fait savoir que la preuwve dans [52]
contenait plusieurs erreurs sérieuses. La premiére preuve classique correcte est ainsi
due a [19] ; elle utilise les excursions browniennes. [43] de son coté, et indépendament
de [19], fournit une preuve en utilisant les méthodes générales de la théorie probabiliste
du potentiel, developpée principalement par Doob, Hunt, Meyer et Getoor lui méme.

1l est clair que le théoréme est une conséquence facile de

P {lim ed(TX,€) =a, Ya € Qj} =1 (2.7)

e—0

Pour cela, voir par exemple [91] en bas de la page 91. Pour tout a de R, la propriété

) et d(tX

am?’

de changement d’échelle montre que d(T2X, €) ont la méme distribution.

£
m

7_X

am’

Par la propriété de Markov forte, d( €) est la somme de m wvariables aléatoires

indépendantes dont la distribution commune est celle de d(72X,€). Par conséquent, la
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loi faible des grandes nombres implique que %d(Tf , =) converge en probabilité vers

E(ed(1X,¢€)), quand m tend vers linfini. Cela suffit pour entrainer le théoréme. On

doit donc montrer le fait remarquable suivant
E(ed(Tq,€)) = a. (2.8)

Lidée est de compter le nombre d’excursion, dont le maximum dépasse €, accomplies
par le processus Y (t) avant linstant aléatoire 7X. Afin de pouvoir traiter directement
les excursions du processus Y (t), [52] proposent un moyen d’installer un bon ordre

sur ’ensemble dénombrable de ces excursions. En effet, considérons la suite
1,1/2'3/22,1/2%..11/223,1/2°...,

qui est un remplissage dyadique progressif de RY.. Comme premiere excursion on
prend celle qui est en cours en 1, ensuite celle qui est en cours sur le premier élément
de la suite non déja enjambé par les excursions précédentes et ainsi de suite. Le fait

remarquable, découwvert par Lévy, est que la suite de processus sur [0, 1]

Y(Ozk + t)\k)

A2

(&3 (t) =

ou oy est le début de [’excursion et \p sa longueur, est constituée de processus
mutuellement indépendants et identiquements distribués et qu’elle est indépendante
de la suite des longueurs d’excursions \,. Désignons par (62)1@21 la sous suite, nor-

malisée, des excursions, ordonnées, accomplies par Y (t) avant 755. On a donc

E(ed(t,¢)) = EZ/P( sup e; > e,z’l/Q)P()\;g € dz).
k=17

t€[0,1]

On est ainsi amené a trouver la loi du maximum de ['excursion de Y (t) a cheval sur

1, voir [17] page 167. On se heurte a des calculs non triviaux sur une fonction théta
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de Jacobi

O(z)=1+2 Z exp(—mn’z).

n=1

Il est agréable de savoir que [6] page 118 donne une preuve simple des resultats de
Lévy-(Ito et McKean) plus haut. Ainsi, la démarche de Chung et Durrett est plutot
sophistiquée. On doit peut étre a [90] la plus courte et la plus élémentaire des preuves
du théoréme 16, voir aussi [69]. Williams ne s’attaque pas d’une fagon directe aux
excursions & la maniére de [19], mais utilise les idées d’Ito [51] ainsi que les inégal-
ités de Doob en théorie des martingales. Cela lui permet notamment d’identifier le
paramétre de compensation et d’améliorer [19] en introduisant une convergence uni-
forme par rapport aux compacts de R, et de montrer facilement (2.8). Comme ses

prédécesseurs, il doit d’abord montre (2.7). L’idée fondamentale est d’écrire

Uea = €(d(TX,€) —a/e),

)

et de suivre l'impulsion naturelle de voir en (d(7X,€))a>0 un processus de poisson de

paramétre + et en d(oy),€) — a/e la martingale poissonienne bien connue. Soit

MY (t) = sup Y (s).

s<t

On a

P{d(Tf,e) = O} = P{MY(Tf) < e}.

Posons

fla) =P {MY(Ti() < 6} )

Il est clair que f.(a) > 0 pour tout a et tout e. Comme Y (7X) = 0, la propriété de
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Markov forte appliquée au temps d’arrét T2 donne

fela+b) = fe(a) fe(D).

En prenant les logarithmes, on aboutit o [’équation fonctionnelle classique de Cauchy.

Comme les fc.(a) sont majorées par 1, alors il existe un ((e) de R tel que
P{MY(77) < €} = exp(—afi(e)),

le signe moins met en évidence la décroissance (stricte) de f.(a) par rapport a a, voir
[58] pages 63 et 64. Maintenant, il est facile de voir que le processus (d(T2,€))a>0
commence d’abord par passer un laps de temps positif en zéro p.s.. Il croit ainsi par
sauts unités discrets. Comme Y (7X) = 0 pour tout a, la propriété de Markov forte
implique qu’en fait ¢’est un processus de poisson de paramétre 3(€) (continu & gauche),
voir [11] page 308. Il reste donc @ identifier ce paramétre. Comme {d(7,€) =0} =
{MX(7Y) > a}, on en déduit que M™ (1Y) est une variable aléatoire exponentielle
de paramétre (). Maintenant, X = MX —Y est une martingale, par rapport aux

filtrations de départ. Il s’en suit, grace a un théoréme bien connu de la théorie des

martingales, que

EMX(tAT)) =E(Y(tATY),

pour tout t > 0. Il en résulte, en faisant tendre t vers l'infini, que B(€) = 1. D’autre
part, on voit facilement que U, est une L*-martingale avec E(U, fa) = ae. Linégalité

maximale de Doob donne alors

P {sup |Ue.z| > (5} < 0 2ae.

z<a
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Maintenant, le lemme de Borel-Cantelli implique que

P{hml@wzoﬁﬁdath}:L (2.9)

n—oo

la convergence a Uintérieur des accolades a lieu sur tous les compacts de R,.. Comme

la fonction d(1X,-) est monotone en ¢, le théoréme est une conséquence facile de (2.9).

a )

2.3 R.J. Griego et les densités d’occupation

Ici on suppose que le A-potentiel Uy (z, dy) du processus X (¢) est absolument continu
par rapport a une mesure de Radon £(dy), appelée mesure de référence. Pour tout

A > 0, il existe un noyau pontentiel U, (z,y) tel que

Un(x,dy) = Ux(z, y)&(dy).

G.A. Hunt désigne cette condition par F. Le temps local au sens de Blumenthal et
Getoor au point xq est alors 'unique fonctionnelle additive continue dont le A—potentiel

soit Uy(x, o), on a pour tout = de

/exp —At)dL(xg,t) = Ux(x, xg).
0

Si on suppose que tous les points de F sont réguliers, [13] page 63 montrent alors que
le temps local L(z,t) est en fait une densité d’occupation. On a P*.p.s. pour tout x

et tout borélien B
t

/ummm:/@u@mm

B 0
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L’idée naturelle de [47] est de fournir une construction directe et intuitive de L(z, 1)
inspirée du Théoréeme 42 de Lévy. On doit cependant imposer une condition technique

de régularité, a savoir, pour tout A > 0, tout x,y et x¢ on a

lim Uy(z,y) = Ux(x, x0),

Yy—xo

uniformément en z. Cette condition est satisfaite pour tous les processus de Lévy

réels tels que
o0

/()\ + Ret(x)) tdr < oo, A > 0,

—00

o Y(x) est 'exposant du processus. Soit z( fixé et soit A, une suite d’ouverts a

fermétures compactes tendant vers xy. On désire avoir

t
1
L(, ) = lim —— / Ia. (X (s))ds.
p(An) ) "

0
La situation ici n’est pas aussi simple que dans le Théoréme 42. Les outils essentiels
sont le théoreme d’unicité de Meyer et 'inégalité maximale de Doob. On va d’abord,
selon la méthode habituelle, faire la construction pour le processus X*(t) obtenu
en tuant X (¢) a aide d’une variable aléatoire exponentielle (()\) de parameétre A:

XAt) = X(t) sit < ((N\) et X*t) = A sinon. Posons pour A > 0

L) = s [ I (X(s)as

Il est évident que le potentiel de LA (t) doit converger vers Uy (z, zg), quand n tend
vers l'infini. Si on désigne par f)(z) le potentiel de L) (¢), un calcul simple montre en

effet que

mezwmww:1>/wmww@,

p(An

n
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on obtient ainsi une convergence uniforme de f;)(z) vers Uy (z, 2q), grace & la condition
de régularité indiquée plus haut, en utilisant la continuité des trajectoires de L}(¢)
d’emblée par une convergence uniforme de fonctions continues. Il est naturel de penser
a introduire une martingale. Elle est fournie par le procédé classique: une projection

optionnelle de L}(00), soit M) (t). On a grace a la propriété de Markov forte
M (t) = B (Ly(00) [ Fingny) = Ln(t) + f(X7).
Maitenant, pour 4 > 0, on a

pe (sgp L) - LA (0)] > 5)

< P (sup a0 - 2230)] = § ) + P (sup [ 2000 — £ 2 3).

Par conséquant, le second terme du second membre de 'inégalité tend vers zéro quand
n et m tendent vers I'infini. On montre facilement, & ’aide de 'inégalité maximale de
Doob, que le premier terme tend aussi vers zéro quand n et m tendent vers l'infini.

On a en effet
P (sup [32(0) < MAO| > 5) < 672 ((012(00) — M0

= 0E"(Ly(C(V) — Lin(¢(N)?)

IN

520 (w0 || £2 - A

Par suite, on peut trouver une sous suite n; telle que Lq’;k() converge uniformément
P? — p.s. pour tout x. Comme les trajectoires de L}(¢) sont continues, on obtient une
fonctionnelle additive continue L*(t). Bien entendu, on s’assure facilement du fait
que

E*(L*(00)) = Ux(w, 2¢).
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Ensuite, on procéde au recollement de tous ces L*(x,t), x € R, en une seule fonc-
tionnelle additive continue L*(¢), voir [20] page 224. Pour finir, on s’affranchit des
variables ((\), A > 0, a I'aide du procédé habituel, voir par exemple [14] page 53. On
trouve, pour tout z,, une fonctionnelle additive continue L(zg,t) dont le potentiel est
U(z, o). En vertu du théoréme d’unicité de Meyer, c’est donc bien le temps local de

Blumenthal et Getoor.

2.4 S. J. Taylor et les h-mesures de Hausdorff

Soit X (t) un processus semi-stable de Stone et ¢ > 0. Comme m(Z(oc)) = 0, I'idée de
prendre une mesure plus fine que celle de Lebesgue pour évaluer les dimensions de Z ()
est intuitivement attractive. Ce fut Lévy (inévitablement) qui le premier prit con-
science de cette idée en 1957 et suggéra I'utilisation d’une h-mesure de Hausdorff, voir
aussi 'introduction de Particle de [84] page 383. Ce programme fut réalisé par [87].
Le fait remarquable (prévisible) est que le regard a travers cette loupe hausdorffienne,
pour ainsi dire, donne justement le temps local L(¢,0). Le moyen traditionnel pour
trouver la dimension de Z(t) consiste a utiliser les méthodes de la théorie probabiliste
du potentiel. En effet, un théoréme bien connu de Frostman [35] égalise la dimen-
sion de Hausdorff et la dimension capacitaire de Z(t). C’est ainsi que [12] trouvent
dimg(Z(t)) = B p.s. dans le cas ou X (t) est un stable symétrique. Taylor aupara-
vant, a montré que de plus 2 — m(Z(t)) = 0 p.s. pour un mouvement Brownien. Par
conséquent, le terme dominant dans h(t) est 7, altéré par un logarithme itéré, vu les

résultats de [33] et [57]. On a le résultat suivant qui donne la vitesse fractionnaire de
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croissance de L(t) a l'origine

— L(t) R
P {hmhotﬁ(loglog %)1_5 = cl} = 1. (2.10)

La fonction h(t) = t’(loglog1)'” est ainsi le candidat. La loi (2.10) est d’abord
établie pour le subordinateur S(t), inverse continu a droite de L(t), sous forme de lim-
ite inférieure bien entendu. On posséde des estimations précises concernant la distri-
bution de S(1) et sa queue, depuis les années cinquantes. La propriété de changement
d’échelle transmet ces estimations a toutes les variables aléatoires S(r), » > 0. On
va commencer par analyser I'image du subordinateur stable S(t), sur des intervalles
temporels quelconques [0, 7], T > 0. On a alors besoin de deux arguments séparés de
nature probabiliste, 'un étant de montrer que p.s. la h-mesure de S([0,77]), T > 0, est
positive et 'autre qu’elle est finie. Il en découlera que le processus h — m(S([0,77]))
est un processus de Lévy a trajectoires continues. Comme il est monotone, il se
réduit a une dérive pure sans composante brownienne. FEnsuite on prend comme
d’habitude T' = L(t). Maintenant, [85] a montré que les h-mesures de Hausdorff et
les h-capacités sont fondamentalement deux moyens différents pour mesurer les en-
sembles. Il montre en effet qu’il existe un intervalle d’incertitude essentiellement de
I’ordre d’un logarithme itéré. Cet intervalle est sans effet dans les considérations de
dimension. La technique concernant la premiére étape consiste alors a utiliser un
théoréme de densité établi par [75], allégé dans [87] page 176. Ce théoreme de densité
fut utilisé pour la premiére fois dans un article trés populaire de Z. Ciesielski et S. J.

Taylor. On a

Lemme 55 Soit u une mesure de Borel sur R et soit E un borélien tel que pour tout
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z de E on a

limyi([z, 2+ €]) /h(e) < ez < 00,

alors h —m(E) > ¢; ' u(E).

Ici on prend simplement @ = dL. Grace a la propriété de régénération de I'image

"

de notre subordinateur, p est "uniformément" répartie sur S([0, c0[). On peut donc
utiliser le lemme, qui combiné & (2.10) et & un argument facile de Fubini, permet
d’avoir la borne inférieure cherchée.

Considérons a présent la borne supérieure. A premiére vue, on est tenté de penser que
la méthode plus haut est adaptable pour donner une borne supérieure, en utilisant le
lemme 2 au lieu du lemme 3 de [75]. Cependant, cette idée n’est pas exécutable car
on obtient un ensemble temporel exceptionnel de mesure Lebesgue nulle et il n’est
pas évident de manier un recouvrement de son image par S(r).

D’autre part, un recouvrement par des intervalles tous de la méme longueur donnerait
un résultat fini seulement pour h(t) = t°. Cette remarque, initialement due a [52]
pour le mouvement brownien, découle facilement de notre construction du chapitre
III. La seule issue est d’utiliser un recouvrement par des intervalles de longueurs tres
différentes afin de bien mettre en évidence la structure fine de notre image.

Soit & > 0 et n suffisamment grand. On commence d’abord par contréler la lim-
ite supérieure dans (2.10) par le choix judicieux d’une suite temporelle u; qui tend

suffisamment rapidement vers zéro. Ensuite, si [, est entré par Z(1), on attend

suffisamment longtemps pour que, a partir d’'un bref moment [;, aprés le premier zéro
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dans I, j, soit z,, on trouve un uy; sur lequel le temps local accélere
L(znk +ur) — L(znk) > cah(ug).

Cependant, il est possible que le temps local ralentisse sur toute une série de temps
ug. C’est la difficulté majeure dans ces problémes de majorations, voir par exemple
[29] et [83]. Le fait remarquable est qu'il est possible de choisir deux entier n; et
ne, suffisamment grands, tels qu’il soit, afin d’appliquer Borel-Cantelli, suffisamment

improbable d’avoir

L(ka + Uk) — L(Zn’k) < c4h(uk),

sur toute la série des u; pour k compris entre n; et ns.

La manipulation des intervalles bruts [2,, , 2, + uj[ n'est visiblement pas commode.
Il est naturel de penser a introduire des réseaux dyadiques emboités, qui prolongent les
I, x, afin de pouvoir approximer les u;. Toutefois, il faudrait qu’il y est des raccords
pour absorber les intervalles bruts et aussi éviter les recouvrements abusifs, une fois

les intervalles bruts absorbés. Soient alors les familles
bog = {[(k =127 (k+1)27"[,k > 1},n > 0.

On a ainsi le

m no
Lemme 56 Soit E C Ry, st E = |J I;, ou I; € | lnp, alors il existe un sous

j=1 n=ni

recouvrement de E par des intervalles I;. tels que chaque point de E soit contenu

dans au plus deux intervalles I;, .
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Pour reprendre la terminologie habituelle, on dit que I, ; est mauvais, pour la

ng
réalisation w, s’il est impossible de le plonger dans un intervalle [a,b[ de |J ¥, avec
n=ni

L(b) — L(a) > c3h(b — a),

et bon dans le cas contraire. Ce dernier correspond alors & une forte densité de Z(1)
dans I, . Ainsi, pour recouvrir Z(1), on prend pour un I, bon, un étirement |a, b|
de celui-ci sur lequel le temps local accélére et simplement I,,  si celui-ci est mauvais.

On grace a la propriété de Markov forte

P(l,r mauvais) (2.11)

= P(Z(1) NI,k #0).P(L(t) ralentit sur la série ug, ny < k < ny).
La contribution des mauvais intervalles I, ;, est
¥, = Tp27"(log(nlog 2))' 7,

ou 7,, désigne le nombre total de ces mauvais intervalles. Par conséquent, grace a
la relation (2.11) et au lemme de Borel-Cantelli, on montre que p.s. a partir d'un
certain rang n

¥ < 1/n.

Quant aux bons intervalles, ils sont recouverts par une famille finie d’intervalles [a;, b;]
n2
de |J 4k, laquelle contient la sous famille économique [a;,, b;, [, donc
n=ni

”»

X (L(bj,) = La;,.)) < 2(L(cs) = L(0)).
Donc, en faisant tendre ¢ vers zéro, on a en tout

p —m(Z(1)) < cL(1).
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2.5 J. F. C. Kingman et ’e-enveloppe

Comme on vient de le voir, approximation de [87] est trés sophistiquée. L’idée de
base de [60] est de proposer une autre mesure de Z(t), moins fine qu’une mesure de
Hausdorff et dont la construction est aisée et intrinseque. La mesure en question
est trés naturelle. Il s’agit simplement de la mesure de Lebesgue de I’e—enveloppe
A(Z(t), €) du chapitre 1.

Le lemme technique suivant est, a ’aide d’un dessin, immédiat

Lemme 57 Soit E un sous ensemble borné de R avec m(E) = 0, alors on a

MNE,€) =€+ Z min(m(I),e),
I
ow la somme porte sur les composantes connexes bornées du complémentaire de E.

L’inverse continu & droite du temps local a ’origine de notre processus de Markov
est un subordinateur qui satisfait la condition 13 . Soit 7" > 0, quand € est assez
petit, on voit bien que

A(S([0,T]),€) = € + eNg(e, T),

par conséquent, un théoréme de la moyenne apparenté nous permet d’écrire
A(S([0,T7),¢€) = 6+/ No(9,T)dd, (2.12)
0

qu’on vérifiera sans peine en disposant sur R* tous les sauts dans I'ordre naturel et
en décomposant l'intégrale. Toutefois, faute de données précises, on ne peut plus
utiliser la loi forte des grands nombres & la maniére du Théoréme 39, voir méme

un assouplissement de celle-ci. Cependant, cette loi fournit bien 1'ordre de grandeur
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exact de Ny(d,T),s0it 7(6). L’astuse fondamentale de Kingman, d’ailleurs inspirée de
[52] page 218 et [14] page 68, est de faire exploser, pour ainsi dire, "amoncellement des
nombres m (/) & droite de zéro au profit d'une répartition uniforme sur tout R* gréace
a T(z) (quoi d’autre?). Le processus ponctuel résultant a pour image ’ensemble
IT = {w(m(I)),I un saut}. Il est poissonien homogene dans le sens ou le nombre

moyen de points enregistrés dans |0, a[ avant T" est
Tr({z/7(x) < a}) =aT.

La loi forte des grands nombres est maintenant facilement applicable. Soit Ny(a, IT)

le nombre de points de II dans |0, a[, on a

P{limM:T}zl.

a—o0 a

Par conséquent, grace & un argument de monotonicité, on a

p L M0 _pyp gl oy,
6—0 71'((5)

Sachant la relation (2.12), on en déduit le

Théoréme 58 Pour toutt >0, on a

ML), €) _
P{?L%W = L(t)} =1.

2.6 S.J. Taylor et B.E. Fristedt et dénombrement

d’excursion

On a vu plus haut que les constructions de Lévy et celle de Kingman passaient

toutes par une considération d’excursions. Il est naturel de pousser en profondeur cet
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argument pour développer un contexte général donnant lieu a toute la catégorie des
constructions qui sont & base de comptage de contributions d’excursions. Ce fut [68]
théoréeme X.4 et [69] qui le premier prit conscience d’une telle possibilité. Cependant,
la formulation définitive est peut étre celle de [34]. Ce dernier travail est un article
long et ample dans lequel on considére aussi des processus de Markov transients. Nous
allons en faire ressortir les idées fondamentales.

En effet, par exemple en vue de la relation entre accolades du Théoréeme 40, il est

naturel de poser pour t > 0 et m > 1

Lm(t) = Z fm<u)/bm7

u— <t

ol f,, est une suite de fonctions mesurables non négatives sur I’espace mesurable des
excursions u, muni de la tribu borelienne de la topologie de Skorokhod, b,, une suite
de nombres finis positifs et ©~ désigne 'extrémité gauche de 'intervalle de I’excursion
u. Remarquons en passant que L,,(t) n’est pas une fonctionnelle additive; d’ailleurs
elle n’est pas adaptée. Ensuite, en un certain sens, on procéde a la limite sur m.
Comme on I’a vu maintes fois, il est plus commode d’utiliser des subordinateurs. On
écrit

S(r) = Z S () /b
)

u~<L—(r

On montre en effet que lorsque [, (fm(u) AL)m(du) < 00, Sp,(r) est un subordinateur

qui saute en méme temps que L~ (7). Sa mesure de Lévy n,,(dx) est telle que
Hy(x) = 7(u/ fm(uw) > bpx).

Pour toute la suite, notons par p(dz) la mesure image de 7(du) par f. En chaque point

L(u~) le subordinateur S,,(7) a un saut d’amplitude f,,(u)/b,,. A la limite on désire,
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bien entendu, que les masses f,,(u)/b,, convergent vers les durées des excursions wu.
Donc en tout

ligln Sp(T) =T. (2.13)
Dans [34] on étudie la convergence de 1’équation (2.13) en probabilités, dans L? et
p.S.

On commence d’abord par prouver que la convergence intuitive de I’équation (2.13)

est bien ce que 'on cherche. On a, en particulier, le

Théoréme 59 Pour chacun des trois modes de convergence, les assertions suivantes
sont équivalentes

1/¥t >0, L,(t) — L(t),

2/ 3rg >0, S,(ro) — ro,

3/ Nr >0, Sp(r) —r.

On donne des conditions nécessaires et suffisantes pour la convergence en proba-

bilités et dans L2. Le cas de la convergence p.s. est plus ardu.
Théoréme 60

(z)—0, z>0,
¥ >0.Ln(t) = L) & {0 et (2.14)

Preuve. La démonstration est simple. En effet, la convergence en probabilités
dégénérée S,,(1) — 1 implique une convergence en distribution. Une application du
théoréme de continuité permet facilement de prouver le théoréme. m

Commeona E( Y. f(u)) = [ zu(dx),lasuite b,, = [ xp(dz) est privilégice

u=<L~(1) R* R%

car elle nous permet dors et déja d’avoir E(S,,(r)) = r, r > 0. Cependant, dans
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[34] on montre que la relation (2.14) peut étre vérifiée pour une suite b, sans pour
cela qu'elle le soit pour | xu(dz). Mais si I'on utilise cette derniére les conditions
R%

du Théoréeme 60 peuvent étre comprimées en une seule condition, a savoir, quand m

tend vers 'infini

Wb) = [ o (dr) — 0,550
]Bb'er?m[

Considérons & présent la convergence dans L?. On a le

Théoréme 61

12 limbm/ [ zu,,(dz)=1,
Vt >0, Ly, (t) = L(t) < { Ry

bii? Joy @4 (d2) 0.

2
Preuve. La démonstration est encore simple. La convergence S,,(1) 5 1 équivaut
aux deux limites F(S,,(1)) — 1 et Var(S,,(1)) — 0. Une double différentiation de la
transformée de Laplace de S5,,,(1) permet d’aboutir aux conditions du théoréme. =
Contrairement au cas de la convergence en probabilités, la suite b,, = [ zu,,(dz)
L
permet ici de remplacer toutes les suites b,,. Les conditions du théoréme précédent
se réduisent alors a
[ @[ o) -0, 5> o0
]Bamaoo[ R*
+
Considérons maintenant le cas de la convergence p.s. En général on ne peut espérer
obtenir des conditions nécessaires et suffisantes pour la convergence p.s. De plus,
puisque la convergence p.s. peut avoir lieu sans ’existence de seconds moments, toute

les conditions mettant en jeux des moments ne peuvent étre nécessaires car elles

peuvent étre violées par I’addition d’un second terme qui converge vers zéro p.s. mais
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qui posseéde des moments finis trés grands. Si on n’utilise pas de monotonicité ou
quelque autre propriété de dépendance de la famille f,,, les conditions suffisantes pour
une convergence presque stre doivent étre assez fortes pour permettre 1'utilisation

d’un argument de Borel-Cantelli. On a au moins le

Théoréme 62 Si la condition Y, - [on @*p,,(dx)/( [ xp,,(dz))? < oo est satis-
>1 Jrr o
+

faite, alors

L (t) 25 L(t) avec by, = /:U,um(da:).

RY
Preuve. Dans la démonstration on utilise simplement I'inégalité de Tchébychev
et le lemme de Borel-Cantelli. =
Ce théoréeme, plutot restrictif, donne un résultat remarquable quand on ’applique

a une famille bornée f., € > 0, qui croit quand e decroit vers 0. On le

Théoréme 63 Soient ¢, une constante positive finie et f., € > 0, une famille de
fonctions mesurables non-négatives sur U telle que pour tout € > 0, fo(u) < ¢ et
fe(u) qui croit quand € | 0, pour tout u dans U. Posons b. = [ xu.(dz). Supposons
Be
que b, < 0o et que b, — oo. Alors, pour tout t > 0, L (t) %> (;’)
Preuve. Dans la démonstration, on utilise simplement le théoréme précédent et
un corollaire facile du Théoréme 61. =

Dans le reste de I’étude de la convergence p.s., Fristedt et Taylor raffinent encore

les conditions suffisantes pour la convergence p.s. en établissant des majorations fines

bt flu) -1

u=<L—(1)

des probabilités P{

>0 } a ’aide d’exponentielles négatives

en vue de 'utilisation du lemme de Borel-Cantelli.
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Signalons tout de méme que des conditions nécessaires et suffisantes pour la conver-
gence p.s. sont données dans un cas particulier important, en I’occurence le théoréme
4. 6. en page 91.

Les conséquences des théorémes précédents sont nombreuses. La méthode de Frist-
edt et Taylor englobe toutes les constructions de Lévy et aussi celle de Kingman.
En outre, on obtient aussi dans [34] une construction du temps local d’un processus
stable non encore répertoriée, méme pour le mouvement brownien. Il s’agit de 'aire

t

résiduelle et — [(e A | X (s)])ds. 11 s’avére que la constante de normalisation est €.
0

Le cas de la fonctionnelle de Lévy
ret)= Y. (u—u), (2.15)
u=<t, ut—u—<e
est plus compliqué. Il offre toute une variété de comportements. Toutefois, on
récupére bien le résultat de Lévy (Théoreme 41) généralisé a tous les processus de
Markov standard satisfaisant nos conditions plus haut et tels que la mesure de Lévy

2 S.
de L71(r) soit coz™"~tdz, B €]0,1[. On a alors pour tout t > 0, r(e,t) gREA

L(t).

Notons qu’il existe des constructions du temps local qui n’entrent pas sous le para-
pluie de Fristedt et Taylor. Ce sont des constructions qui ne s’expriment pas par une
statistique d’influences infinitésimales d’excursions. Il est clair que la construction de
Taylor et Wendel en est un exemple. En effet, la mesure de Hausdorff depend non
seulement de l'ordre de intervalles contigus aux zéros mais aussi de leur longueur.
Celle de [43] en est un autre exemple car la statistique ne peut pas ici étre menée

en considérant les excursions une & une. Celles-ci surviennent en groupe. Toutefois,

dans [34] on inclut aussi une variante de cette derniére. La notre au chapitre prochain
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constitue évidemment un troisieme exemple.

Pour finir, signalons qu’il n’est pas toujours facile de calculer les constantes de nor-
malisation et de s’assurer de la validité des conditions des théorémes. C’est la raison
pour laquelle la construction principale de [46] ne peut pas, pour le moment, étre

mise sous le parapluie.



Chapter 3

Un théoréme limite pour le temps
local et applications aux ensembles

aléatoires

Dans cette partie, nous allons détailler 'article [62]. Pour les notations et les no-
tions de base, on devra consulter les deux chapitres précédents. Nous allons suivre
une méthode générale exposée par Taylor dans [86] et utilisée au chapitre précédent
plusieurs fois. On doit donc d’abord analyser 'image d’un subordinateur sur des
intervalles quelconques [0,7[, 7" > 0. Ensuite, a 'aide de la substitution temporelle
aléatoire qu’on a a maintes reprises vu l'utilisation au chapitre précédent, on revient
a la fonctionnelle K (n,t). Nous aurons besoin de certaines hypothéses sous lesquelles
tous nos résultats sont basés.

79
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3.1 Hypothéses fondamentales

Rappelons qu’on travaille avec un processus standard X (¢) récurent et zo un point
régulier pour lui méme, i.e. P™(7T(,3=0) = 1 et instantanée pour éliminer les cas
poissonniens. Supposons que U(dz) est absolument continue avec une densité dans
C'((0,00)), et que pour tout T > 0

(A1) 5 " daw(27" )| [ Pi(y)u(y)dy| = O(1), quand n — oo;

(A2) 3b > 0 t.q. I'intégrale [~ Pi(y)u7(y)dy existe;

(B) zu(x) — 0, quand z — 0.

Rappelons que Pj(.) est défini dans le Lemme 23. Nous discutons maintenant
la vérification pratique de la condition (Al). En général, plus d’informations sont
nécessaires sur u/, pour aller plus loin. Nous introduisons la valeur absolue a I'intérieur
de lintégrale par rapport a dy. Puisque la monotonicité de u(y) n’implique pas
nécessairement celle de la densité de la résolvante (voir la remarque en bas de la page
104 de [79]) la monotonicité de ur(y) (par rapport a la variable y) ne suivra pas de

celle de u(y). Si ur(y) était monotone nous aurions

a cause du fait que forn dz(T(27" — 2)up(x)dx < 1 et ur(oco) < u(oco) < oo (notons
qu'’il n’est pas nécessaire que u(00) soit nul, voir [80]). Supposons que (A2) et (B) sont
vérifiées et que S a une densité pr € C}(R) (elle est verifiée si )\]/3;(/\) est absolument

intégrable, voir par exemple [78] page 190). Comme u/(y) est intégrable sur chaque
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compact et I(27") — 0, quand n — oo, nous avons donc

n

o
/ dam(2 |/ Py (y)up(y)dyl|
0
-
g/ dam(2 |/ Py (y)up(y)dyl
0

+|/ Pl(y)U’T(y)dlerl/b Py (y)ur(y)dyl).

Ensuite, nous avons

9—n
/ dam(2 |/P1 y)ur(y)dyl
0
2-
/ dam(2 /|uT )|dy = o(1),
0

<

N —

et

9—n
/ dzm(27" |/ Py (y)ur(y)dy| = o(1),
0

donc il ne reste plus qu’a vérifier ce qui suit, pour un certain a > 0,
277L
/ dxm(27" |/P1 Yur(y)dy| <
0
1 /2
5/ dmr - / lup(y)|dy) = O(1). (3.1)
0

Maintenant on va discuter des conditions suffisantes pour assurer la validité de la

relation (3.1). Par la propriété de Markov et Fubini on a pour tout y > 0

ur(y) = /0 pr(0,y)dr = u(y) — /Toopr(O,y)dT
= u(y) - EO /TOO I{Srzy}dr

= u(y) - EO(E(/TOo I{s,~yydr|Fr)

Faisons le changement de variable r = T 4 « cette quantité devient,
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voir la relation (1.5)

— uly) = BB Ly mpdal )
0
— uly) = EE( [ s i)
0

— u)- [ ety - 2)a:

0

y

= uly) - [ pr(ehuty - 2)d

0

car il n’est pas possible de descendre apés y pour entrer dans y encore une fois. Par

le changement de variable v = z/y, nous avons

1
urly) = u(w) ~ [ wpr(ey)uty(d - o))dv
0
en prenant la dérivée on trouve par la condition (B) et par le théoréme de convergence

dominée

! = u —1 ! Nuly — 2)dz
wly) = ) - / pr(2)uly — 2)d

_5 /Oy 2pr(2)uly — 2)dz — 5 /Oy 2pr(y — 2)u'(2)dz. (3.2)

Une intégration par partie sur le terme (1/y) [ zpr(y — z)u/(2)dz on pose
U=zpr(y—z) U'=pr(y—2)—2pr(y—2)

V' =u/(z) V =u(z)

en trouve

;/Oy wpr(y — 2)u'(2)dz = —5 /Oy pr(y — z)u(z)dz

1 v
+—/ 2pp(y — 2)u(2)dz,
Y Jo

en fait un changement de variable, posons y — z = x

1/Oy apr(y — 2)u'(2)dz = o /OyPT(fC)U(Z/ —)dz

) )
Yy , 1 Yy ,
+ / prla)uly o) — / i (@)uly — o).
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Finalement, on remplace la derniére équation dans I’équation (3.2) des termes vont

s’annuler et on trouve

() = ol (y) / " h(uly — 2)de. (3.3)

d’ou |up(y)| < v/ (y)| + Hp’T()HC; U(y). Si par exemple u est monotone au voisinage

de zéro, alors pour a assez petit la condition (3.1) est satisfaite si quand n — oo

/02" dam(27" — x) /: W' (y)] dy = O(1),

a cause du fait que U(y) est bornée au voisinage de zéro (U — 0) et du fait que
fozin m(2™" — 2)U(dx) < 1 qui découle du fait que (par le théoréme de convergence
dominée) [ (2" — )Urp(dz) < 1.

En ce qui concerne la condition (A2) notons que si par exemple pr(y) est monotone
décroissante (en la variable y) & oo ( c’est le cas si pr a un maximum unique qui est
souvent rencontré dans les distributions unimodales, telles que celles qui sont auto-

décomposable, voir [78] page 403) alors on peut écrire |u/p(y)| < fOT Ip.(y)|ds, par le

théoréme de convergence dominé on en déduit facilement que

“+00 T “+00
/ () dy < / ds / 5| dy = ur(b) < .
b 0 b

Il est probable que le comportement de uz(y) au voisinage de oo est principalement
celuit de u(y) pour un subordinateur stable. Mais, en général, la contribution du
deuxiéme terme du membre droit de 1’équation (3.3) peut étre important pour les

grands y et les petits T', comme ce serait le cas des subordinateurs lents.
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3.2 Préliminaires

N(n,T) le nombre d’intervalles I, j, entrés par le subordinateur S avant 7" > 0, c’est-
a-dire

N(n,T) = {k > 0|Sjor) N Ly # 0}
pour k> 0, n > 0 ; on pose

{ si Spo. 1), k70
0 si SN In,x=0

3.2.1 Les indices de Blumenthal-Getoor

Ces indices sont introduits pour la premiere fois dans [12]. L’idée est de chercher
quelque généralisation des exposants stables. Concernant le subordinateur S, I'indice
de Blumenthal-Getoor 8 = inf {a > 0| |z| " |¢(z)| — 0, lorsque |z| — oo}. La di-
mension de Hausdorff de I'image R(S) est donnée par
o =sup{a < 1| z*H(z) — oo, lorsque v — 0}. Concernant la fonction de mesure

correcte, c’est-a-dire ni zéro ni U'infini, qu’on note 7(s), nous supposons la remarque
(valide pour toutes les situations pratiques) en bas de la page 176 de [32] est satisfaite,
c’est-a~dire pour ¢ > 0, g(s) < exp —(log 1/s)¢ pour s petit ou g(s) > exp(log s)° pour

s grand. Alors (voir [32])

| lox(|logs)
g(log(| log s1)/5)

3
—
VA

(3.4)

Lemme 64 Le temps d’entrée dans Uensemble I = (b,c), ¢ > b > 0, c’est-a-dire

7 = inf{r > 0|S, € I}, admet une loi continue elle est donnée par

P(71<t):/0 (b, ¢) — 2)Uy(dx).
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Preuve. On utilise la formule de compensation ou la formule du systéme de Lévy
quand on considére notre subordinateur comme un markovien. Par le théoréme 35
en p. 253 de Dellacherie et Meyer [20], soit J ’ensemble de tous les instants de saut.

Nous avons l'identité

(Zgr 15,5, ) ( / wgﬂﬂsr_)dr),

reJ

ol g, est un processus prévisible positif, f(.,.) une fonction mesurable sur R, xR et
N f est Popérateur associé au noyau produit (tensoriel) des mesures d0,(.) et N(z,.),
c’est-a-dire N f(z) = §, x N(x,dy), dans lequel, le noyau de convolution N(z, dy)
inteégre la fonction ¢ par No(x fo (x + y)m(dy). 1l suffit de prendre, puisque
le saut qui conduit S(r) dans 'intervalle [b, ¢[ avant r < T' ne se produit qu’une fois
dans [0, T, I'indicateur déterministe continue a gauche g, = Ijo,) et f(z,y) = I4, ou
A =]0,b[x[b, c| et de garder a l'esprit que tout le temps fixe > 0 est un point de
continuité de S de sorte que Ps, (dz) est juste Ps, (dx), pour obtenir le résultat. m

Nous aurons besoin de la probabilité de toucher deux intervalles I et J t.q. INJ =

0 avant 7.

Lemme 65 On a par la propriété de Markov forte (voir la relation 1.11)

P(3ry et 3ry <T|S(r) €I et S(ry) € J) = / F(dr,dz)P*(3r < T—7|S(r,w’) € J),

[0,T]xI

ou F(dr,dz) est la loi conjointe des variables aléatoires T et S(71) et ot la prob-

abilité sous le signe somme se calcule d’aprés le lemme précédent.

Preuve. L’événement cherché est l'indicatrice de {7;(w) < T, 7;(&') < T — 7/(w)}
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qui est notre f dans le Corollaire 10 (voir [20] p. 179) , ou F;(dT,dz) est la loi con-
jointe (loi du couple) des variables aléatoires 7 et S(7), maintenant par le Lemme 64

on obtient

P(3ry et 3ry, < TIS(ry) €1 et S(ry) € J) = E(f)
= E%E(f|F))
= EEST(f(w,w))]
= E%r(w) < T, ES“ ™) (r () < T — 7/(w))]

_ / Fdr,d=)P*(3r < T — 7|S(r,w) € J).

[0,7)xI

3.3 Meéthode de Borel-Cantelli et moments

Cette méthode est trés connue, nous ne la décrirons pas ; passons aux moments

d’ordre un et deux.

Lemme 66 Pour toutT > 0, on a
E(N(n,T)) _1+Z/ 2)Up(dz +i27").
>0
Preuve. Nous avons
E(N(n,T)) = E(>_ Ni(n,T))
i>0
d’apres le théoréme de Beppo levi on a

=Y E(Ni(n,T)) =1+ E(N,

>0 1>1
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(le premier interval I, o est p.s. touché puisqu’on démarre de zéro d’o le 1), donc

E(N(n,T)) =1+ P@Et <T|S(t) € I.;).

i>1

D’apres le Lemme 64 on a

E(N(n,T)) = 1+ / 2)Urp(dx)

i>1
-l e(j+1)27n
= 1+ Z(Z/ (1, — x)Ur(dx)).
i>1 j=0v7J27"
Maintenant on pose

i—1

N (+12"
Ui=> / 7 (In; — x)Ur(dz)

j=0 327"

et on va calculer les ﬁl On a

N 2—n 27"
Ui= [ #lai = a)Ur(de) + ot [ nllns = 0)Un(ds).
0 (

i—1)2-n

Maintenant, on applique le théoréme de Fubini, c¢’est-a-dire qu’on fait la somme en

colonnes puis en lignes, on obtient

_ (i+1)2—"
Y U= Z/ (i + 1)27" — 2)Up(dx).
i>1 i>0 Y277
Par le changement de variable x = 2’ 4+ 927", on obtient
2 n
S 0= Z/ ) Up(da’ +i277).
i>1 >0

Donc

Z/Q_ I — x)Urp(dz) = Z/ 2 \Up(da' +327).

i>1 >0

Finalement, on a

E(N(n,T)) _1+Z/ 2)Up(dx +i27").

1>0
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Sous nos hypothéses fondamentales, on en déduit le

Lemme 67 Sous la condition (A1), on a pour T >0 fixé quand n — oo

E(N(n,T))=TH(2™") 4+ O(1).

Preuve. D’apres le Lemme 66 et le Lemme 23 on a

E(N(n,T)) = 1+Z/ 2)Up(dz +i27")

1>0

= 1+2”/ T )(2™ ”ZuT(x+i2_”))dx
0

i>0
2—n 2—n
_ TH( ™)+ / 72" — wyup(z)de — 2" / 72" — o) Up(x
0 0
1 2—n 2—n
27" dx + 3 / 72" — x)ur(r 4+ 27")dr — 2”/ T(2T" — 1)
0 0

x / Py(y)up(z + 27" y)dydx
1

4
= TH2 ™)+ > Rii(n,T)+1
=1

ou les termes d’erreur Ry ;(n,T), i = 2,3,4 correspondent aux termes d’erreurs dans
le Lemma 23 mais aprés une intégration. On commence par le premier terme, on

utilise le Lemme 64 on trouve
2—n
Ry1(n,T) = / T(27" — x)up(z)dr < 1,
0

puisque c’est une probabilité. Ensuite, pour Ry 2(n,T’) on utilise le fait que U(x) est

croissante par rapport a la variable x et que U(z)H (x) est bornée, voir la section
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1.2.5. Ensuite,

2771
Ris(n,T) < 2" / 72— 2)U(z + 2")dx
0

IN

H2™MUu@E@™m+2™)

VAN
=
=
E
S
S
=
_.I_
d
=
E

< 2HE2™UER™ <.

D’autre part, pour le terme R 3(n,T) on utilise le Lemme 64 et le changement de

variable y = x 4+ 27" on obtient

—n

1 2.2
Rl D) < 5 [ w22 - purtdy

—-n

DO | —

227"
< 5[ A2y <
0

Finalement, majorons le terme R; 4(n,7T’) comme suit

1 2" o0
Ria(n,T)| < = / Ao (2" — ) / i (y)] dy

1 o —(o—n > !
< 3 dam(27" =) | |up(y)|dy.
0 T

Donc par la condition (A1) on trouve que |Ry4(n,T)| = O(1),
le Lemme est démontré. m

Considérons a présent le second moment. On a le
Lemme 68 Sous la condition (A1), on a pour T > 0 fizé quand n — oo
EN?*(n,T) = [TH(2 ™))+ O[H(27™)].
Preuve. On a

N*(n,T)=1+3> Ni(n,T)+2 Y Ni(n,T)N;(n,T);

i>1 1<i<y
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Ensuite, par le Lemme 65 on a

S BN TN (0, T) = 3 / Fi(df,dz)/oj (L — 5 — 2)Up(d2).

Isi<y YSi<0, 1% I, 4

Par le changement de variable z = 27" + 2’ avec 2’ € [0,27"[ et le théoréme de

Beppo-Levi on a

> E(Ni(n,T)N;(n,T)) = > / Fy(dr,i2™" + dz)

1<i<j i>1

[OT]XInO
(j—i)2="—
XZ/ Ly i — 2z —x)Up_,(dz)
1<J
= Z / Fi(dr,i2™" + dz)
210,71 0
Jj2m"—
XZ/ 7(1; — 2z — x)Ur_,(dx).
7j>1

Ensuite, on utilise I’équation (3.5) on trouve

> E(Ni(n,T)N;(n,T)) = Y / Fy(dr,i2™" + dz)

1<i<y iZl[O T]><In0

XZ/ x)Ur_-(j27" — z 4+ dx)

j>1

+> / Fy(dr,i27" + dz)
[0,7)xIn0

« /0 S e ) Up(dn)

_ Z / F(dr,i2™ + dz)
. [0 T}XITLO

XZ/ r)up_.(j27" — z+x)dr + Ryp(n, T)

j>1

ot évidemment |Ry1(n, T)| < 37,4 f[QT}leo Fi(dr,i2™™ +dz) < TH(2™™). Dans la

somme sur j ci-dessus, le terme j = 1 est une probabilité. Les autres termes donnent
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(T—7)H(27")+322_, Ryi(n, T). Tous les derniers termes d’erreur sont traités comme

dans le premier moment, mais avec de légéres modifications. Ils sont tous O(1). D’ou

S [ A - mun e - e = (T = )+ O),

j>1

Le terme principal dans le deuxiéme moment devient

~ 23 HEe /0 (T — 7)d( /0 (s — )0 (d2)) + Raa(n.T)

i>1
= [TH(27H)]2 + RQ}Q(”, T) + Rz’g(n, T),

par une intégration par parties, on a alors |Rao(n,T)| < TH(27") et |Ros(n,T)| <

TH(2™"). Le lemme en résulte immédiatement. m

Nous sommes en mesure de montrer notre résultat principal.

Théoréme 69 Soit T > 0. Sous la condition (A1), nous avons p.s.

lim N(n,T)/H(2™")="T.

n—oo

Ce théoréme résulte du Lemme 67, du Lemme 68 et d’'un argument de Borel-
Cantelli.
Nous écrivons (par un léger abus de notation) N (n,t) pour le nombre d’intervalles

I,,; qui contiennent un point de Z(zo,t). Voici enfin notre théoréme limite.

Corollaire 70 Sous la condition (A1), nous avons p.s. ¥t > 0,

lim K (n,t) = L(t).

n—oo

Preuve. Le Théoréme 69 est évidemment vrai p.s. pour tout 7" rationnel. Pour

T > 0 arbitraire, prenons deux suites de rationnels 7% | T et T; T T, quand i tend
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vers 'infini. On a

lim N(n,T;)/H(27") < lim N(n, T)/H(27") < lim N(n,T")/H(27"),

n—oo n—oo n—oo

d’ou
T, < Im N(n,T)/H(2 ") < T*
et
lim N(n,7;)/H(27") < lim N(n,T)/H(27") < lim N(n,T")/H(27"),
d’ou

T, < lim N(n, T)/H(27") < T

n—oo

maintenant on fait tendre 7 vers U'infini. Ensuite, il suffit alors de mettre T = L(t)

dans le Théoréme 69. m

Remarque 71 Sous les conditions du Théoréme 69, nous avons aussi la convergence

dans L? ¥t > 0.

3.3.1 Relation avec d’autres normalisations

Soit £(t) 'ensemble dénombrable de tous les intervalles ouverts (bornées) e(t) con-
tigus & Z(t). En fait, le nombre entier N(n,t) dans 'équation (3) est la résiltante
de deux actions. D’une part, les éléments de £(t) qui sont plus grands que 27"
contributent évidemment Ny(n,t) intervalles [, ;. D’autre part, ’amoncellement, ou
l'accumulation, des petits intervalles e(t) (sans pour autant qu’il y ait parmi eux un
grand intervalle) finit aussi par arriver a de nouveaux intervalles I,, ;. Nous allons

calculer la contribution de ces petites excursions de X. Si R(n,t) désigne le numbre
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d’intervalles I,,;, kK > 0, qui ont une intersection non vide avec Z(t) qui ne sont pas

ceux qu’on toucherait a I'aide d’un grand saut > 27", on peut écrire

Nous avons déja vu, voir [59] et [34] et le chapitre I, que p.s. V& > 0, Ny(n,t)/7(27") —
t quand n — oo ; par conséquent, quand la condition suivante est vérifiée, pour un

certain ¢ > 0 (nécessairement < 1)

. 7(x)
lim Hz) ©

(3.6)
alors il s’en suivra que R(n,t)/H(2™") contribue p.s. une portion du temps local ce
fait jette un peu de lumiére sur le probléme ouvert voir la remarque a la fin de la
section 7 de [34], concernant la recherche de conditions nécessaires and suffisantes
pour la convergence p.s. de la fonctionnelle r(n,t)/ fozin zm(dz) ou (voir le Glossaire)
(1) = D21y <a-n |€(t)| met en jeu la totalité des excursions de longueur < 27" qui

etés éffectuées avant t. Notons que le facteur de normalisation ici est en relation avec

le notre selon la formule

/0 en(de) = 2 [H (@) — w2,

Dans le cas spécial d’'un mouvement brownien, les grandes excursions ont exacte-
ment la méme contribution que I'accumulation des petites excursions comme cela peut
étre vérifié par un calcul directement. Cela souloigne encore une fois les symétries
profonde du mouvement brownien.

La Condition (3.6), qui est facilemnt satisfaite par les processus stables a des liens

avec la notion de croissance positive de (voir la section 1.2.5 et un exercice dans [10]
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qui donnet plusieurs formulations équivalentes pour la croissance positive) la queue
intégrée de la mesure de Lévy car alors pourt tout = > 0, liminf7(x)/H(z) > 0

quand x — 0+.

3.4 Une densité de Lévy a variation réguliére

Prenons 'exemple d’une mesure de Lévy absolument continue sur |0, co[ de densité

—3/2|log x|, on prendra ¢ = 1 pour simplifier les calculs ; cela correspond &

m(x) = cx
une perturbation logarithmique irréguliere des noyaux de la résolvante d’'un mouve-
ment brownien. La fonction 7(z) est a variation réguliere au voisinage de zéro et au

voisinage de l'infini par la section 1.3. Commengons par donner la quantité 7, voir

section 1.2.5. On a

log(1/z) 2 4/

T(x) = 2 Ve (1-— log(1/2) + log(l/x))’ six <1, (3.7)
_ log ,
() = 2 NG (1+logx)’ st x> 1.

Passons maintenant aux densités de transition et leur dérivée. L’idée fondamentale est
de les écrire comme des transformées de Fourier et ensuite d’étudier I’asymptotique
a l'infini. On a

P(A) = AT(A) — iNT(N).

On posera pour la suite

IO\ = M\,

TN = M()).
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Il n’est pas facile de trouver d’emblée les transformées sinus et cosinus de 7(z), c’est

pourquoi on écrit

T(\) = /0 7(z) sin \xdz

! log x 4 log 9:
= (—2 — — + 8) sin Axdx + / (2 ) sin Azdzx
/0 NG \/_ "z
U logz 4 log f
—|—/ (2—= 4+ —) sin \zdx — / (2 )Sln Axdx
o VT o Wz \/_ \/_

1 —cos A ogx sin Az

= §(—)—4 Sin)\xdx—8/ dx
N AN ) Ve

> log x °° sin Az
+2/ sin Azdx + 4 dx.
o VT o VT

Maintenant en utilisant les tables bien connues des transformations intégrales, par

exemple dans [22], on trouve

\)

082 e Y e

/O"sin)\:cdx B
o VE v

ou 7 est la fonction transcendante I /T, ou T est la fonction gamma. Faisons le

QS
[\

changement de variable Ax = y, on trouve

/log:z:s. \ed / logxs, d log/\/ASinxdx
in\vde = — inzdr — ,
0o VT VA VA Jo Ve

/lsin/\xdx_ 1 /)‘sinxdx
0o VT o VT oo

et

S

Finalement, on obtient
IO\ = vVAlog AT (A) — V27 + ¢/ log A) (3.8)
ot ¢ = V2m((1/2) — (7/2) + 2) et
A A
Hgs)()\) = 8(1—cos \)/VAlog A\—(4/ log )\)/ (2+log x) sin x/\/zdx—i—él/ sinx/v/xdz;
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de la méme maniere on trouve
() = VAlog \IT?(\) — V271 + ¢/ log A)
ou d = 2m(P(1/2) + (7/2) + 2) et
A A
1{” () = 8sin A\/vAlog A — (4/log A) / (2 + log z) cos x/\/zdx + 4/ cos x/+/xdz;
0 0

Lemme 72 Les deus fonctions II®®)()\) et II9(\) sont équivalentes a /2m\|log \| au
voisinage de zéro et l'infini. De plus, il existe des constantes positives ¢, ¢ avec ¢’ < c,

pour lesquelles on peut trouver un \g t.q. pour tout A\ > A\
dVAlog A < TI®(A) < ev/Alog . (3.9)

Preuve. C’est immédiate d’aprés la relation (3.8). m

3.4.1 TUne expression pour p.(y)

Il est tres rare que l'on puisse disposer d’une expression analytique simple pour la
densité p,(y). On ne peut le faire que pour un subrodinateur stable d’indice 1/2 ou
on a p.(y) = (r/vV2ry>?) exp(—r%/2y) et en général pour un processus semi stable

de Stone d’indice § €]0, 1] on a par [74]

_ b ke Sin(mBE)D(BE + 1)
pr(y) = - ;( 1) Kl(r/yPo)y

Cependant, dans le cas général on doit recourir & des formules d’inversion a partir
de I’équation
(1Y) = — | exp(izy)p,(x)dz.
prly o Ja pltry)p

Pour cela, nous allons montre que
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Lemme 73 )\ﬁr()\) est absolument intégrable pour tout les r > 0.

Preuve. Posons

I(A) = VAlog A (3.10)

et faison le changement de variables p = [(\) pour des arguments suffisemment

grands. Notons par [* la fonction réciproque de la fonction [, on a donc

dI*(p)/dp = (2 + og1*(p))/(2\/F(p)).

Il n’est pas facile de donner une formule explicite (dans un voisinage de I'infini)

pour la fonction inverse de [(\) ; cependant, soit la fonction
L:p— (p/logp)*/4,

on en déduit que quand p — oo

(p) ~ Up).
Nous avons par la monotonicité

/ IAP(N)]dA < / ooexp(—rH(S)(/\)))\d)\
< o) e /( O:) exp(—c'rp) /I (p) log I (p)dp

< (o) + c/ exp(—c'rp)p(1 + log p + loglog p)/ log pdp < oc.
(o)

d’ou le lemme. =

On peut donc passer des transformées de Fourier aux transformées sinus et cosinus.



98

On a par le théoréme de convergence dominée

—_—

d_ypr@) = \/ﬁ/—exp iy)pr(x)dz
— ﬁ/ﬂ%ixexp(izy)pr@)dm
— \/%/Rexp(ixy)zmd%

ol on a utilisé le fait que

—_—

p,(z) = ixp,(x).
Maintenant on fait le changement de variables x = —a, on obtient

1 J—
'(y) = —— [ exp(—ioy)p.(—a)dA,
) = == [ expliay(=o)
d’autre part

— =i

pr(=a) = Nors exp(—rip(a)),

d’ou

plly) = ;—7: Riaexp(—iay)exp(—r¢(a))da
= ;_7: i icexp(—iay) exp(—riy(a))da

0
—% /_Oo iavexp(—iay) exp(—ri(a))da.

Faisons un changement de variables, on pose —\ = «, on obtient

(3.11)
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py) = Aexp(—iAy) exp(—r1(A))dA

2 Jo
o0

+— Aexp(iAy) exp(—ri(—A))dA
2m Jo
= e / Nexp(—idy) exp(—r(A))dA)
T 0
_1 oo oo
= — Re(z’/ A(cos \y — isin \y) exp(—r)\i/ exp(—iA\x)7(x)dz)dN)
T 0 0
- Re(/ A(sin Ay + i cos Ay) exp(—r/\/ sin Az (z)dx)
T 0 0
: exp(—z’r)\/ cos Ao (x)dx)dN)
0
- Re(/ A(sin Ay + i cos Ay) exp(—r/\/ sin A\a7 (z)dzx)
d 0 0
[cosTA / cos A\aT (z)dx — isinrA / cos AaT (z)dz|dN)
0 0

= —[/ sin Ay(A exp(—r)\/ sin Az (z)dz) cos r)\/ cos Az (x)dx)dA
0 0 0

™

+/ cos Ay (A exp(—r/\/ sin \x7(x)dz) sin 7‘)\/ cos \aT (z)dx)dA].
0 0 0
D’otl en notant

fi(r,N) = exp(—rH(s)(/\))cos(rH(c)()\)),

fa(r,\) = exp(—rﬂ(s)(/\))sin(TH(C)()\)),

p.(y) = —1/7r(/ooo sin(Ay) A f1(r, A)dX\ + /000 cos(AY)A fa(r, A)dN), (3.12)
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Les dérivées par rapport a A seront également nécessaires ci-dessous, on a

flr N = —rexp(—rTI® (M) [T (N) cos(rTIO(N)) (3.13)
HIT@(A) sin(rII@ (M),
folr,A) = —r exp(—TH(s)(/\))[H'(s) (A) sin(rH(C)(/\)) (3.14)

—TI"O(X) cos(rII @ (N))].

3.4.2 Monotonicité de u au voisinage de ’origine

Pour vérifier que la condition (B) est satisfaite il est facile de voir qu’il suffit de vérifier
que u est monotone au voisinage de ’origine. En effet, soit y > 0, on a pour tout z < y
Pinégalité u(y) < u(z) et donc [ u(y)dz < [} u(z)dz, c’est-a-dire yu(y) < U(y) — 0
quand y — 0, d’oul notre assertion. De toute fagon, cette monotonicité de u sera bien
utilisée d’apres la discussion plus haut. Nous allons nous inspirer du travail [48], voir
le Théoreme 16, qui donne des conditions pour avoir une monotonicité complete sur
tout ]0, co[ que nous n’avons pas car T n’est pas log-convexe partout mais seulement
au voisinage de l'origine. Cependant, nous allons construire un autre subordinateur
(peut étre sur un autre espace de probabilité) qui aura les mémes petits sauts au
voisinage de 'origine que notre subordinateur et dont la densité de noyau potentiel

sera monotone. Pour cela prenons la densité de Lévy pour 0 <z < e < 1

mo(x) = —2 7% log x,

et

mo(x) = 7€) exple — )
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autrement, € est un nombre qui sera fixé plus bas. Nous allons vérifier que
Lemme 74 La fonction To(x) est log-conveze sur tout |0, col.
Preuve. Notons que pour = > e,
To(z) = /00 7(€e) exp(e — z)dz = T(e)(exp€) /OO exp —zdz
— () exple — o) = mola),

et que

y 32 log ydy + / 7(€) exp(e — y)dy
= )+/ =32 Jog ydy — / =32 Jog ydy

= 7(e)+7(r) —7(e) =7(x) =8—2

autrement. Comme 7y(x), © < €, est deux fois continument différentiable, il suffit de

vérifier que 7o (x) vérifie 'inégalité (1.17). On a

log x 4

Tolz) =8 —228% _ =

=S T
donc

7 (z) = 2% % log x

et

P _ .—5/2 3

To(x) = /%(1 — ilogac)
d’ou

log z 4 3

To(@)Ty(e) = (827 = = —=)a (1= Jloga)

3
= 227%4/x —logx — 2 — 6y/xlogx + 3logx + §(loga:)2).
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d’autre part

o(x)7o (v) — (o (x))*
-3 3 2 1 2
= 2074z —logz — 2 — 6y/xlogx + 3logx + §(log1‘) - §(logx) )

= 423(=14+2yx+ (1 - 3yx)logz + (logx)?/2).

Posons

co(r) = (=1 +2vx + (1 — 3v/x)logx + (logx)?/2),

comme la quantité co(x) tend vers +o00 quand z — 0+, on peut choisir un € €)0, 1],
t.q. co(z) > 0 pour tout x €]0, €[, par conséquent I'inégalité (1.17) est vérifice. m

On en déduit par le théoréme 2.1 de [48] (dont la preuve n’exige pas la différen-
tiabilité partout de 7y mais seulement la convexité de logTy) que la densité de noyau
potentiel ug(z) est monotone sur |0, co[. Par le théoréme 5.1 de [49] voir le Théoréme
17 ici, il s’en suit que u = ug sur Uintervalle (0, €) et donc u(x) est aussi monotone au

voisinage de 'origine.

3.4.3 Vérification de la condition (A2)

On prend b = 1. Rappelons que la fonction périodique P;(y) est donnée dans le

Lemme 23. Nous allons utiliser le lemme clef suivant

Lemme 75 La fonction Pi(y)p.(y) est intégrable sur tout compact et pour tout entier
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m on a la formule

m+1 R R . N
| AWk = R 1) = a1+ lrom+ 1) = Falr1)

m m

) /00 dAfi(r, \) Zcos/\k: +2 /OO dAfa(r, A) Zsin/\k]
0 k=1 0 k=1
1 m+1 m+1
[ Ry = [ i) (315)

Preuve. Puisque la fonction P;(y)p..(y) est bornée sur [1,m + 1], elle est inté-
grable. A cause de la discontinuité de P;, nous travaillons séparément sur chaque
intervalle ouvert |k + e, k+1—¢€[, k=1, ..., m et € > 0 assez petit. Une intégration

par partie et Fubini donnent

k+1—e¢ k+1—e 00
/k Pi(y)p.(y)dy = —l( /k dyPy(y) /0 cos(Ay) A fa(r, A)dA

+e T +e€

ktl—c 00
_|_/k dypl(y)/o dAsin(Ay)Afi(r, A)

+e
_ _l(/oo Falr, NAAP(k +1 — ) sin Ak + 1 —¢)
T Jo

k+1—e¢
—Pi(k+€)sinA\(k +€) + / sin A\ydy]

k+e€
+ /00 fi(r, NdA[=P(k+1—¢)cos A(k+1—¢€)
0

k+1—e

+Pi(k+¢€)cos A(k +€) — / cos \ydy]).

k+e



mo k1 mo ktl—e
> / Pi(y)pu(y)dy = lim ) / Py(y)p(y)dy

k=1"F Ol e
= —1(/Ood)\f (r A)[ls'n)\—ls'n)\(m—i-l)
- ny, R AsmAT oS

m m—+1
— Z sin A\k + / sin Aydy]
k=1 1

> 1 1
+/ dAfi(r, )\)[—5 cos A + 5 cos A(m + 1)
0

m m+1
+ Z cos A\k — / cos A\ydy)),
k=1 1

puisque la fonction P;(y)pl(y) est intégrable sur [1,m +1]. =

Nous allons faire tendre m vers oo dans expression de flmﬂ Pi(y)p.(y)dy donnée
par I’équation (3.15). On utilise le théoréme de convergence dominée de Lebesgue.
Pour cela, on doit veiller & avoir des estimées qui sont uniformes en r € [0, 7]. Dans
les formules du théoréme 3 en page 158 de [67], voir le Théoréme 27 ici, on doit suivre
a la trace la dépendance en r ; une fois 'intégrabilité par rapport & y est vérifiée,
une intégration supplémentaire par rapport a r doit aussi converger. Ainsi, on doit
établir les majorations appropriées correspondantes. On utlise encore le changement
de variables p = [(\), voir la formule (3.10). Cela nous permettra de scinder les
diverses intégrales en A a la valeur A\g = [*(p,). Les intégrales temporelles des parties

jusqu’a A\ vont étre typiquement traitées grace a l'inégalité (voir la relation (3.13))
f1(r, )] < T(IO )| + [ON)]) < T log Al /V/A, (3.16)
en supprimant complétement I’exponentielle. D’un autre coté, en posant

o(r,\) = eXp(—rH(S) (\)) log )\/\/X
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nous allons utiliser & plusieurs reprises les inégalités suivantes

| etran < e /l( " exp(=rp)llog (/1" (0)dp (3.17)

Ao o)

< c / exp(—c'rp)(log p)*/p*dp < cexp(—c'rl(Xg)) /7.
I(Mo)

Transformées en des points simples Considérons les quatre termes transformées
sinus et cosinus en les points yg = 1, m + 1. Une intégration par partie donne par

exemple pour yp =m + 1

fos(rym +1) = (m+1)""f(r,m + 1)

=<m+U%mﬂ@+Amwwm+DMﬁmﬂﬁx

'intégrale ¢(r, \g) par rapport a A est encore intégrable par rapport a r sur [0, 7] par
'inégalité (3.16). Sur |Ag, 00| on utilise la relation (3.17). Par conséquent 'intégrale
temporelle du terme fgs(r,m + 1) converge vers 0 quand m — oo (c’est donc un
théoreme de Riemann-Lebesgue uniforme). Les trois autres termes sont traités de la

méme maniére.

Les termes de discontinuité Les intégrales mettant en jeu les sommes des sinus

et cosinus seront traitées de fagon presque similaire. Posons pour I'eniteir m = 1,...,00

do(m, \) = cos Mk /k.
k=1

On a pour a > 0 arbitraire

/ TN sin vk = / " N da(m, A + fo(rs a)de(m, a).

k=1
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Une relation similaire a lieu pour

dy(m,\) = sin \k/k.
k=1

Pour tout A € (0,27), nous avons les identités ds(co, A) = (7 — N)/2 et d.(00, A) =
—log(2sin A/2) qui sont disponibles dans les manuels de graduation (briévement, il
suffit d’utiliser un argument de fonction génératrice ; on somme la suite géométrique
¥ exp(iAk), ot |z| < 1, on intégre terme & terme et on passe & la limite quand z — 1
ce qui est permis par la régle de transformation d’Abel). La fonction (discontinue péri-
odique) ds(00, A) s’annule aux singularités A = k2w, k& > 0 et est bornée sur R. D’autre
part, on a d.(0o, \) ~ —log A au voisinage de l'origine et d.(co, A) ~ —log(2m — \) au
voisinage de 27. Par conséquent, sur (0, \g) on a encore une integrabilité par arpport
a A et on utilise I’équation (3.16). En supposant, si nécessaire, que )\ est plus grand
que la valeur donnée dans la relation (3.9) et que \g # k27, k > 0, ona par 1’équation

(3.17) (Vintégrale de A\g & 2m([Ao/27] + 1) est traitée facilement et est omise),

/ 757, ) (o0, 3)| 02
27 ([Mo/27]+1)
< o / o, \) [log(25in A/2)]| A
27 ([Xo/27]+1)
2m

< er Z o(r, k27r)/ [log(2sin A/2)| dA

k>[o /2741 0
< cr Z o(r, k2m) < cr/ o(r, \)dA < (o).

k>[Ao/2m]+1 2m[Xo/2m]

Intégrales de transformées Ce cas est beaucoup plus compliqué et on a besoin
du Théoréeme 27. Remarquons que la transformée sinus demande évidemment plus
d’attention que la transformée cosinus. Par le Lemme 72 on peut trouver un yo(7)

t.q. Yy = 5o(T) on a 0 < I19(7/2y) < 1/T et, si nécessaire, on peut prendre un
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yo(T) plus grand t.q. Yy = yo(T) et Vr < T on a
0< y_lfg(r, /2y) < y ! Sin(rH(C) (r/2y)) < cTy_g/2 log y.

L’intégrale par rapport a A sur [1, yo(7")] est finie (uniformément en r) par la continuité

sur un ensemble compact. Passons a la condition de Fomin ; on prend p = 2. On a

| du(l/m\/ | ansre

Ao 0o
< /0 du(l/\/ﬂ)\/C(T,)\o)+/ dA|f5(r, A)[?

Ao

. /°° duum)\/ / RO

il suffit donc d’utiliser 1’équation (3.16) et de remarquer par exemple que nous avons

/ TR < o /( " exp(—c'rp) (0g(1* ()1 (0))2dp

)

< er? / exp(—c'rp)(log p)°/pdp < cr exp(—c'ri(u)).
I

u)

La fonction fi(r, \) est également traitée de la méme maniére.

3.5 Etude des sommes de Minkowski de aZ(t)
Fixons t > 0. Soit 7;, j > 0, la suite des temps d’arrét : 79 = 0 p.s. et
Tiv1 =1inf{s > 7; + t|X(s—) = zgou X (s) = xo} .

Soit Z;(t), j > 1, 'ensemble des temps de niveau entre 7;_1 et 7,1 + ¢t. Définissons
la multifonction aléatoire Y; = Z;(t). Par la propriété de Markov forte, la suite Y; est

indépendante et identiquement distribuée. Soit & un entier positif et af, i = 1,..., k,
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une collection de nombres réels non tous nuls, c’est-a-dire dig = 1, ..., k t.q. afo # 0.
Dans ce qui suit, on suppose sans perte de généralité que a¥ = 1. Nous allons étudier

p.s. la mesure de Lebesgue des combinaisons linéaires de Minkowski

k
Sk = Z afYZ
=1

Notre approche est d’analyser les propriétés des mesures de Hausdorff de I’ensemble
produit Z*(t) = II5_, Z;(t). En plus des conditions dans les sections 3.1 et 3.2.1 nous
supposons également que (concernant le subordinateur )

(C1) la queue 7(.) est continue et 1/(nH)(s) — 0 quand s — 0, voir la relation (3.4);
(C2) les indices o et [ sont égaux et non critiques dans la mesure ou o €]0, 1[.
Notre exemple dans la section 3.4 satisfait toutes les conditions plus haut (y compris
la condition du Théoréme 80 plus bas) avec 0 = 3 = 1/2. En effet, par la relation

(3.7) et les tables dans [22], on a

g(A) =X [T exp(—Ax)T(x)dx

=\ <f01 exp(—Az)7(z)dx + [° exp(—/\x)ﬁ(m)dm)

= AlJy exp(=Az)(8 — 255 — F)da — [ exp(—Ax)(2%F + F)dw

1 og T 8] og T
+ /, exp(—)\m)(Z% + \%)dm + /; exp(—)\x)(Ql% + \%)dm]

1 ogx oo ogx
= A[J, exp(=Az)(8 — 4—1\/% — \%)dm + /, exp(—)\:c)(2—l\/gE + \%)dw]
A ex A ex A exp(—z)logz
o \/_log/\ 4f p N3 2\/_) log/\ 0 p dx - log/\ 0 %dl‘

2vT((1/2)+2) | 8(1—exp(=A)
+ log A + VAlog A ]’

et donc quand A — o0, g(A) ~ 2vVwAlog A, |[¢Y(N)| ~ 2vV7mAlog\ et H(s) ~
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2y/m/slog(1/s) au voisinage de zéro.

Rappelons que o est la dimension de Hausdorff de 'image et définissons
o' =[1/0]. (3.18)

Soit H (p, k) 'hyperplan Zle afx; = p,oux = (x1,...,71) € R¥ p € R. La projection
de [0, t]* relativement & H (0, k) sur axe des cordonnées oxy, sera notée [c(¢, k), ¢ (¢, k)].

Le lemme suivant traite la question de la mesurabilité de I’ensemble
F(t,k) = {(p,w) € [e(t, k), ¢ (t, k)] x QUH (p, k) N Z*(1) # 0}
par rapport a la tribu produit.
Lemme 76 Ona F(t, k) € B(t,k)®A ou B(t, k) est la tribu de Borel de [c(t, k), (t,k)].
Preuve. Il suffit de noter que

F(t.k) =) U A7) x Qu(t ) (3.19)

..... om_ 1}k
ol i est le multi-indice (i1, ..., i), An(t,7) la projection du cube
k

[[li-27m, (i + 1)2774] (3.20)

r=1
sur 'axe k par rapport & H(0,k) et Q,,(¢,4) est ensemble des w t.q. Z*(¢) ait une
intersection non vide avec le cube (3.20). En effet, une inclusion est évidente. Soit
(p,w) un élément du second membre de I'égalité (3.19) plus haut et supposons qu’il
n’est pas dans F(t, k). Il va alors exister une bande ouverte contenant H(p, k) et qui

n’intersecte pas Z*(t) ce qui est manifestement impossible. m

On peut a présent montrer le théoréme principal de cette section.
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Théoréme 77 Sous les notations ci-dessus, supposons que la condition (C1) est véri-

fiee, alors pour tout 1 < k < o° on a p.s.
H™* —m(Z*t)) = 0.

Preuve. Fixons 1 < k < ¢°. Par la condition (C1) la dérivée de H~! est

H{(x) —m(x)
zH(x)

car 7r(.) est monotone, elle donc positive et ainsi elle est monotone. D’autre part,

puisque de toute évidence

H(2x) > H(x)/2,

alors H~! est bien une fonction de mesure de Hausdorff réguliére, c’est-a-dire

satisfait la relation (1.19). Nous montrons tout d’abord que p.s.
f=m(Z*(t)) < oo,

ot f(s) = H'*(s)n(s). Nous cherchons un recouvrement économique de Z*(t), a
I’aide d’ensembles de diamétre suffisamment petit, qui est justement fourni par le
Corollaire 70. Pour presque tout w on peut trouver un ng(w), qui ne dépend que de

w, t.q. pour tout n > ng(w), nous avons
N(n,t) < ci(w)H(27").

Soit § > 0 t.q. § < 27"0v/k. Nous pouvons trouver un recouvrement (Q;);>1 de Z(t)

t.q. diamQ; < 5/(2Vk) et t.q.

Y n(diamQ;) < es(w).

j>1
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Notons que ¢; (w) et cp(w) sont uniformes en 6. Soit n; I'unique entier t.q. 27"+ <
diam@; < 27". Pour Z(t) dans la derniere direction e; = (0, ...,0,1) de R* nous
conservons le recouvrement ci-dessus (Q);) de Zi(t). Cependant, pour i # k, nous
allons utiliser le recouvrement économique des k—1 copies restantes de Z(t) grace aux
intervalles I,,, ;) ot i(j) parcourt la collection des N(n;,t) intervalles qui recouvrent
Z;(t). Pour simplifier la notation, nous écrivons simplement K ;;y = Hi( i Injit x Q)
pour les éléments du recouvrement. On a par la relation (1.19) et par le fait que

diamKj; <\/—2 "<,

Z fldiamKj ;) = ZZ dzaij i)In(diam K ;;))
3:4(7) Li(j)
< cZHk’l(Z’”f) (H- ) (dzamKM yn(diamE; ;)

< cZn(c’diamQj) < ¢ < oo,
j=1

ol la derniére constante ¢ est uniforme en §. D’ou f — m(Z*(t)) < oo p.s.. Par
le Théoreéme 28, notre théoréme résulte de la Condition (C1) et du fait que f(s) <

H7%(s). m

Corollaire 78 Sous les hypothéses du théoréme précédent, supposons par ailleurs que
la Condition (C2) est vérifiée, alors pour tout p > 0, l’événement que H(p, k) ren-

contre Z*(t) est négligeable et |Sy| =0 p.s..

Preuve. Par la Condition (C2), on a pour tout € > 0 suffisamment petit, nous
avons donc s71¢ = o(H1(s)) quand s — 0 ; ainsi pour k < ¢° on a H *(s) < s. Par
conséquent, par le Théoréme 77 et par le théoréme en page 75 de [30], la projection

par rapport a H(0,k) de Z*(t) sur axe ox), a une mesure de Lebesgue nulle p.s..
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Par le Lemme 76, un argument standard de Fubini montre qu’il existe un ensemble
E(t, k) dans [c(t, k), (t, k)] avec |E(t, k)| = 0 t.q pour tout p, a extérieur de E(t, k)
I’événement que H (p, k) rencontre Z*(t) est négligeable. Par conséquent, il existe un
sous-ensemble Ejy dénombrable et dense dans [c(t, k), ¢ (¢, k)] t.q.
k
P(Vx € ZF(¢)| Zafx,; # po,Vpo € Ep) = 1.
i=1
Supposons maintenant que, pour un certain p dans [c(t, k), c (¢, k)], le plan H(p, k)
rencontre effectivement Z*(¢,w) en un certain = z(w) avec une probabilité positive.
Comme Z%(t,w) n’a pas de points isolés, il existe une suite z,(w) € Z*(t,w) qui

converge vers x(w). Ainsi, pour tout ¢ > 0, la bande compacte
K(p,e) =U,H(p, k)N [0,])"

pour p' € [p — €, p + €] contient tous les z,(w) pour r suffisamment grand. D’autre
part, Vp, € EgN[p—¢€, p+ ¢ il existe évidemment une bande ouverte autour H(p,, k)
qui ne rencontre pas Z*(t,w). Puisqu’un nombre fini de ces bandes suffit & recouvrir

K(p,€) il s’en suit une contradiction. m

Remarque 79 Si 1/0 n’est pas un nombre entier, le résultat ci-dessus est valable

0

Jusqu’a k = ¢°. Le cas ot 1/o est un nombre entier est en général critique. Dans

0

le cas des exposants stables par exemple, il est possible que k = o° comme on peut le

o

vérifier directement puisque 1(s) < s7 quand s — 0 et H(s) = cs~

Le résultat ci-dessous est complémentaire au Corollaire 78 et utilise ’analyse har-

monique.



113

Théoréme 80 Si k > o nous supposons que af #0,i=1,...,k, et que |31:\U+6 =

o((z)) quand |z — oo, pour tout € > 0, ot

V(@) = infiy>a [V(Y)];

alors |Sg| > 0 p.s..

Preuve. Soit k > ¢°. Comme les théorémes de projection pour les fractales de
dimension > 1 ne donnent un ensemble de mesure positive que pour presque tout
hyperplan H(p, k), nous avons besoin d’une autre méthode basée sur 1’asymptotique

de la transformation de Fourier du temps local

(o) = o (oglel /3(0)) as I = oc

établie dans [54]. Ceci montre que la mesure de convolution i, (dt) = x5 L;(dt), o
L;(dt) est I'image de la mesure L(dt) par la transformation t — aft, satisfait i, (x) =
0 (\x|_1/2_c), pour un certain ¢ > 0 suffisamment petit, quand |z| — oo. Cette
transformée est donc de carré intégrable, la mesure est donc absolument continue
avec une densité de carré intégrable. Elle est donc portée par un ensemble de mesure

positive. =
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3.6 Glossaire de notations

A adhérance de A
F o-algebre
py distance de Hausdorff
F' ensemble des fermes
B(E) espace des fonctions bornées sur F
Co(FE) espace de fonctions continues sur F qui tendent vers zéro a I'infini
g(\) exposant d’un subordinateur
14 fonction indicatrice de A
T La famille de parties fermées
lim la limite sup
lim la limite inf
m(x) = m(]x, 00[) la queue

N (e, E) le nombre d’intervalles [ke, (k + 1)¢[, k € Z, qui contiennent un point de

bF T'ensemble des fonctions réelles mesurables par rapport a F bornées
Q 'ensemble rationnels

R D’ensemble des réels

Z I'ensemble des entiers relatifs

co(E) les ensembles convexes de F

[ indice de Blumenthal et Getoor

1.2.d. indépendantes et identiquement distribuées
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I, i, intervalles dyadiques [k27", (k+ 1)27"[,n > 0,k € Z

0, mesure de Dirac en z

m(.) mesure de Lebsegue sur R.

|E| mesure de Lebsegue de E sur R

7(dx) mesure de Lévy

No(e, T) nombre de sauts d’amplitude strictement plus grande que € accomplis
par un subordinateur avant T’

[x] partie entiére du réel x

Pr | projection par rapport & F

x, T suite z,, croissante

x, | suite z, décroissante

M & L ou M + L somme de Minkowski des ensembles M et L

1 tranformée de Fourier de la mesure p

T temps d’entrée dans F

L(z,t) temps local a I'instant ¢ en z

B tribu de Borel de R

F complétée de F

I un ensemble arbitraire d’indice
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