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Résumé

Considérons deux problemes hyperboliques semi linéaire avec une source non linéaire
de type polynomiale, le premier concerne un probleme hyperbolique semi linéaire pour
un opérateur fortement elliptique & coefficients variables et avec une dissipation forte
et une dissipation non linéaire, tandis que le second est un probleme aux limites
acoustiques pour les équations des ondes viscoélastiques a coefficients variables. Sous
certaines conditions sur les données initiales en se basant sur des techniques récentes
d’analyse mathématique, des résultats importants sur 'existence locale et globale,
I'unicité, comportement asymptotique et I’explosion en temps fini des solutions sont
obtenus.



Abstract

In this work, we consider two semi linear hyperbolic problems with polynomial source
term ; the first is a semi linear problem with nonlinear dissipative term for a strongly
elliptic operator with variable coefficients. However, the second problem is concerned
to the viscoelastic wave equations with variable coefficients and acoustic boundary
conditions. Under some hypothesis on the initial data by using a recently results in
mathematical analysis, then important results on local and global existence,
uniqueness, asymptotic decay and below up in finite time of solutions are given.
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Introduction générale

Notre compréhension des phénoménes du monde réel et notre technologie sont
aujourd’hui en grande partie basées sur les équations aux dérivées partielles (E.D.P).
C’est en effet grace a la modélisation de ces phénomenes a travers des équations aux
dérivées partielles, qui nous permettent de comprendre le role de tel ou tel parametre,
et surtout obtenir des prévisions parfois extrémement précises. En particulier les
équations d’ondes modélisent plusieurs phénomenes naturels en : Physique, Chimie,
Biologie..

Dans ce travail, on s’intéresse a 1’étude de I'existence locale et globale, comportement
asymptotique et explosion en temps fini de la solution de deux équations d’ondes semi
linéaires pour un opérateur fortement elliptique a coefficients variables, en considérant
les deux problemes suivants :

*Probléme hyperbolique semi linéaire pour un opérateur fortement elliptique avec
termes source et dissipatifs;

*Probléme d’ondes viscoelastiques avec des conditions aux limites acoustiques pour un
opérateur fortement elliptique a coefficients variables.

Plus précisément, ce travail est constitué de deux parties, dans la premieére nous allons
considérer le premier probléme suivant :

Uy + Au — oAy + g(ug) = B lulP > u, dans Q x (0,7), (1)

soumis a des conditions aux limites de Dirichlet homogenes, ot @ >0, > 0,p > 2. A
est un opérateur fortement elliptique d’ordre 2 ou les coefficients dépendent de x et ¢
et g est une fonction a préciser ultérieurement.

Les problemes liés a la premiére équation (1) dans le cas ot A = —A avec ou sans
termes sources ( non linéaire de type polynomial) ou dissipatifs ont été considérés par
de nombreux auteurs (4; 19; 26; 29; 33; 35; 42; 46; 52; 53). Précisément, dans 1’absence



du terme dissipatif (o = 0, g(v) = 0), alors le terme source 3 |u[’ > u,p > 2 dans le cas
ou I'énergie initiale est négative, provoque 'explosion de la solutions (voir (4; 29)).
Dans le cas contraire, 'absence du terme source (5 = 0), alors le terme dissipatif (avec
a = 0) assure l'existence globale de la solution pour des données initiales arbitraires
dans lespace HJ () x L*(2) ( voir (26; 30) ). L’interaction entre "amortissement et le
terme source a été considérée, la premiere fois, par Levine (30; 33) en cas
d’amortissement linéaire (o = 0, g(v) = v), ou il a montré que la solution avec énergie
initiale négative s’explose en temps fini en se basant sur "la méthode de concavité'.

Georgiev et Todorova dans (24) ont étendu le résultat de Levine pour le cas non
linéaire, ol le terme d’amortissement est donné par g(u;) = ug|ug[™ 2, m > 2.
Précisément, ils ont montré que la solution existe globalement "dans le temps" si
m > p et s’explose en temps fini si m < p, ou ’énergie initiale est suffisamment
négative. Vitillaro dans (52) a étendu les résultats précédents aux cas ou le terme
d’amortissement est non linéaire et ’énergie initiale est positive.

Gazzola et Squassina dans (19) ont étudié 1'existence globale et I’explosion en temps
fini des solution pour les équations d’ondes semi linéaires, ou les termes
d’amortissement faibles et forts sont linéaires.

Aussi, Benaissa et Messaoudi dans (7; 35) ont prouvé I'existence globale et la
décroissance exponentielle des solutions du probléme suivant :

uy — Au+ ag(1 + |ug] ™)y = bululP™2, z€Q, t>0,
u(z,t) =0, xz €0,
u<x>0) = u0<x)> ut('r?O) = ul('r)? S Qa

ou I'énergie initiale £(0) est négative et ag >0, b >0, p > 2, m > 2.

Nous rappelons que la présence de la dissipation forte —Aw, dans le probléeme (1) rend
le probleéme différent de celui considéré dans (24), qui a été largement étudié dans la
littérature, voir par exemple (46; 19). Pour cette raison, moins des résultats ont été
connus pour les équations d’ondes avec une dissipation forte et de nombreuses
questions restent en suspens, en particulier I’explosion de la solutions en présence
d’une dissipation forte et une dissipation linéaire en méme temps. Dans ce travail,
notre contribution consiste a donner une réponse partielle a ces questions.

Trois chapitres ont été considérés dans cette premiere partie. Dans le premier, sous
certaines hypotheses sur les données en se basant sur les approximations de
Faedo-Galerkin, la méthode de compacité et le théoreme du point fixe, nous allons
prouver l'existence locale et 'unicité d’une solution.



Dans le second chapitre, nous allons voir que la technique introduite et développée par
Sattinger (43), Payne et Sattinger (42) est efficace dans notre cas. En effet, en se
basant sur cette technique nous allons démontrer que la solution existe globalement en
temps. Ensuite, nous allons prouver que la solution est exponentiellement décroissante
en se basant sur la construction d’une fonction de Lyapunov L, qui est équivalente a
la fonctionnelle d’énergie du probléme (1) et sans aucune relation entre les parametres
p et m. Cela se fait en suivant les mémes démarches présentées dans (7; 35) avec
quelques modifications nécessaires et convenables au probléme traité ici.

Dans le dernier chapitre, en se basant sur les techniques de Vittilaro et W.J. Liu dans
(46; 34) nous allons montrer que la solution s’explose en temps fini avec des données
initiales assez petites et en présence du terme source non linéaire de type polynomial
avec une dissipation forte. Ces résultats ont fait I’'objet d'une publication dans
Electron. J. Qual. Theory Differ. Eqns (40) (2012), p.1-12. Sous le titre "Blow up of
solutions for a semilineair hyperbolic equation".

Tandis que la deuxieme partie est consacrée a I’étude du deuxiéme probleme suivant :

uy + Lu — /Otg(t —s)Lu(s)ds = [u|’*u, dans Q x (0,00),
u=0, sur 'y x (0, 00),
gli—/otg(t—s)g;i(s)ds:h(m)zt, sur I'y x (0, 00),
u+ f(x)ze +m(z)z =0, sur 'y x (0,00),
u(x,0) =wug(z) ut(z,0) =up (x), dans €2,
2 (z,0) = zo (), sur I'y,

ou p > 2 et L est un opérateur elliptique du deuxieme ordre. Les fonctions f, m, h sont
essentiellement bornées, et les fonctions ug, u; : 2 — R et 25 : I'1 — R sont données.

Des applications physiques du systeme ci-dessus sont liées aux problémes de controle
du bruit et de la suppression dans les applications pratiques. Le bruit du son propage
a travers un certain milieu acoustique, par exemple, dans I’air, dans une salle qui est
caractérisée par un domaine borné €2 et dont les murs, le plafond et le plancher sont
décrits par des conditions aux limites. C’est la description de Jieqiong Wu dans (49).
Pour plus des explications physiques des équations d’ondes avec des conditions aux
limites acoustiques lorsque g = 0, nous renvoyons le lecteur a (2; 6; 13; 27; 39; 41; 45).

Les conditions aux limites acoustiques ont été introduites par Beale et Rosencrans
dans (6; 5), ou les auteurs ont démontré l'existence globale et la régularité des



solutions dans un espace de Hilbert en considérant le probleme linéaire suivant

uy = Au, dans Q x (0, 00),
ou
5, = sur 982 x (0, 00), (2)

u+m(x)zy +p(x)ze+q(x)z=0, surdQ x (0,00),

ou m, p et ¢ sont des fonctions positives sur la frontiere. La solution u(z,t) de
I'équation d’ondes (la premiére équation) du systéme (2) représente le potentiel du
vitesse d'un fluide soumis & un mouvement d’onde acoustique, tandis que z(z,t)
représente le déplacement normal a la frontiere au temps t avec 1’élément de surface x.
Voir aussi 1’étude (17) pour un modele associé. En outre, 'auteur dans (5) a montré
que lorsque la dérivée seconde zy; est inclue dans la troisieme équation du systeme (2),
I’énergie associée n’est pas uniformément décroissante.

Frota et Larkin (18) ont éliminé le terme zy et ils ont établi la solvabilité globale et les
estimations de décroissance pour le probleme suivant :

uy — Au+ a(z)u =0, dans Q x (0, 00),
u=0, sur [y x (0,00),
w+pE)z+q(x)z=0, surly x(0,00).

La signification physique de ce probleme est que le matériau de surface est beaucoup
plus 1égé qu’un liquide s’écoulant le long de lui. Ils ont été observé que les parois
poreuses de canaux ou profils de stabiliser les flux hydrodynamiques, (18). Cependant,
ils ont affirmé que la méthode de Faedo Galerkin n’est pas applicable, car le systeme
d’équations ordinaires correspondant n’est pas normal et ils ne peuvent pas appliquer
directement le théoreme Carathéodory. Pour surmonter cette difficulté, ils ont
considéré la troisieme équation comme une équation du second ordre dégénérée

w+ ez + f(x)zp+m(x)z=0, sur Ty x(0,00),

ot € — 0. C’est le cas de notre probleme et le probleme de Park et Ha, dans (40) qu’ils
ont considéré I’équation d’ondes avec des conditions aux limites acoustiques, et ils ont
étudié I'existence globale des solutions et le taux de décroissance uniforme de 1'énergie.

En utilisant la théorie de semi-groupe non linéaire, Garber dans (22) a généralisé et
prouvé l'existence locale et 'unicité d’une solution du probleme de Frota et Larkin,
dans lequel la premiere condition acoustique est remplacée par
ou
ov

ou 7 est une fonction non linéaire.

h(x)n(z), sur T4 x(0,00),



Dans le cas L = —A et en absence du terme source |u|’>u, le probleme (4.1) a été
étudié dans (41), ou les auteurs ont prouvé la décroissance sous ’hypothése que la
fonction g vérifie

1:1—/0°Og<s)ds<1/2, (3)

et ¢'(t) < —=£(t)g(t) ou &(t) est une fonction positive strictement décroissante et qui
satisfait certaines conditions techniques. L’idée principale de la preuve de (41) est
essentiellement basée sur le travail de (37) ou les auteurs ont prouvé le méme résultat
pour les équations d’ondes viscoélastiques avec conditions aux limites de Dirichlet sur
0f2. 11 est maintenant bien connu que la décroissance dessolutions de (4.1) dépend
fortement de la décroissante du noyau g. Les équations d’ondes viscoélastiques ont été
étudiées par de nombreux auteurs. Par exemple, Berrimi et Messaoudi dans (8) ont
considéré le probleme de Dirichelet suivant

t
g — Au + /0 g(t—s)Au(s)ds = |ul"*u, dans Q.

Ils ont prouvé 'existence locale de la solution en utilisant les techniques de Georgiev
et Todorova (20) et ils ont montré la décroissance exponentielle et polynémiale sous
certaines conditions faibles sur g comme ¢/'(t) < —£g*(¢) pour 1 < \ < 3/2.
Alabau-Boussouira et al. dans (3) ont considéré une équation intégro-différentielle
abstraite. En utilisant les inégalités intégrales et les techniques de multiplicateurs, ils
ont montré que la décroissance polynomiale et exponentielle de I’énergie de la solution
dépend du comportement de la fonction noyau. Cavalcanti et al., dans (14) ont
examiné le probléme ou I'amortissement induit par la viscosité agit sur le domaine et
sur une partie de la frontiere. L’existence et les résultats de la décroissance uniforme
ont été établis sous des hypotheses tres restrictives sur le terme d’amortissement et
sur la fonction noyau g (voir aussi (38)).

Il n’y a pas beaucoup dans la littérature des papiers sur le modele de frontiere
acoustique avec des coefficients variables car les coefficients variables apportent
toujours beaucoup de peine et de difficulté. D’autre part, une forte motivation pour
des problémes bien posés et les résultats de stabilisation pour le modele structurel
acoustique a coefficient variable provient des applications pratiques. En général, les
coefficients de la matrice B = (b;j(x)) sont donnés par des matériaux dans les
applications. On cite les travaux de Jieqiong Wu dans (49), il a prouvé que le
probleme est bien posé au sens d’Hadamard pour des solutions fortes et faibles en
utilisant la théorie des semi-groupes non linéaires et dans (50), I'auteur a montré la
décroissance uniforme de I’énergie sans aucunes conditions géométriques sur la forme
de la portion de dissipation de la frontiere. L’outil principal de la preuve est
I'utilisation de la méthode de la géométrie Riemannien, qui a été introduite et
développée dans (51), (28; 44), et d’autres.



En plus les matériaux viscoélastiques fournissent un amortissement naturel, qui est di
a la propriété particuliere de ces matériaux a garder une certaine mémoire. Du point
de vue mathématique, ces effets d’amortissement sont modélisés par des opérateurs

t
intégro-différentiels / g(t — s)Lu(s)ds, ou g représente le noyau dans I'expression de
0

la mémoire.

Le probleme considéré dans cette partie n’a été jamais considéré auparavant, les outils
mathématiques de la géométrie riemannienne ne seront pas prisent en compte pour
montrer 'existence locale, globale et I'unicité de la solution. Il est important de
signaler que les résultats trouvés dans les chapitres 4 et 5 sont obtenus sans aucune
relation entre les éléments de la matrice B et la fonction noyau g.

Cette deuxieme partie se décompose en trois chapitres. Dans le premier en utilisant
les techniques de Georgiev et Todorova dans (20), basant sur les approximations de
Faedo-Galerkin et le théoreme du point fixe, et les techniques considérées par Frota et
Lakrin dans (18), nous allons montrer que le probléme considéré possede une seule
solution locale.

Dans le deuxieme chapitre, nous montrons d’abord que la solution locale obtenue dans
le premier chapitre est globalement existe en temps dans un ensemble stable des
données initiales et qu’elle est uniformément bornée. Les résultats obtenus dans la
derniere section de ce chapitre concernant la décroissance exponentielle ont été publiés
dans Nonlinear Analysis : TMA 97 (2014) 191-209. Sous le titre "Ezistence and decay
of solutions for a viscoelastic wave equation with acoustic boundary conditions". Dans
ce chapitre, nous allons étudier en plus le cas ou la décroissance de noyau g est
polynomiale, ce qui généralise aussi le travail de J. Y. Park et S. H. Park dans (41) ou
la condition (3) est éliminée.

Dans le dernier chapitre de cette partie, nous allons donner une condition suffisante
d’explosion de la solution pour une énergie initiale assez grande. L’outil principal
utilisé repose sur la méthode de Georgiev et Todorova.



Premiere partie

Probleme hyperbolique semi
linéaire pour un opérateur
fortement elliptique avec termes
sources et dissipatifs



Introduction

Soit 2 un ouvert borné de R™ avec une frontiere réguliere I'. Dans cette premiere
partie, on s’intéresse a l'existence locale et globale, comportement asymptotique et
explosion en temps fini de la solution d’un probléme hyperbolique semi linéaire pour
un opérateur fortement elliptique a coefficients variables et avec une dissipation forte
et une dissipation non linéaire :

Uy + Au — aluy + g(ug) = B |ul’">u, dans Q x (0,7), (4)

oua >0, #>0etp>2 A estun opérateur fortement elliptique d’ordre 2 ou les
coefficients dépendent de x et t et g est une fonction a déterminer ultérieurement. La
fonction u cherchée doit vérifier en outre les conditions aux limites et les conditions
initiales

u(z,t) = 0, sur 9Q x (0,7, (5)
u(x,0) = wup(z), u(x,0) =uy (z), dans Q, (6)

ou les fonctions ug et ©; sont données.

Les problemes liés aux (4)-(6) dans le cas ot A = —A avec ou sans termes sources (
non linéaire de type polynomial) ou dissipatifs ont été étudiés par de nombreux
auteurs (4; 19; 26; 29; 33; 35; 42; 46; 52; 53). Dans le premier chapitre de cette partie
et sous certaines hypotheses sur les données en se basant sur les approximations de
Faedo-Galerkin, la méthode de compacité et le théoreme du point fixe, nous allons
démontrer 'existence locale et I'unicité d’une solution.

Dans le second chapitre, nous allons voir que la méthode introduite et développée par
Sattinger (43), Payne et Sattinger (42) est efficace dans notre cas. En appliquant cette
méthode, nous allons prouver I'existence globale. Puis nous allons démontrer, comme
dans (7; 35), la décroissance exponentielle de la solution. Les techniques utilisées sont
basées sur la construction d’une fonction de Lyapunov L, qui est équivalente a la
fonctionnelle d’énergie du probleme (4)-(6) et sans aucune condition entre les
parametres p et m. Dans le dernier chapitre, en se basant sur les arguments de
Vittilaro et W.J. Liu, nous allons montrer que la solution s’explose en temps fini avec



des données initiales assez petites et en présence du terme source non linéaire de type
polynomial avec une dissipation forte. Ces résultats ont fait 'objet d’une publication
dans Electron. J. Qual. Differ. Eqns (40) (2012) 1-12. Sous le titre "Blow up of
solutions for a semilineair hyperbolic equation".



Chapitre 1

Existence locale d’une solution
faible

Dans ce chapitre, nous allons considérer un probleme hyperbolique semi linéaire pour
I'opérateur fortement elliptique avec un terme source non linéaire de type polynomial
et deux termes dissipatifs l'un fort de la forme Aw; et 'autre dépend d’une fonction
continue g. Sous certaines hypotheses sur les données initiales, nous montrons
I’existence locale et 'unicité d’une solution faible. La preuve est basée sur les
approximations de Faedo-Galerkin, la méthode de compacité et le théoréme du point
fixe.

1.1 Notations et position du probleme

Soit 2 un ouvert borné de R™ a frontiere réguliere I'. On dénote par

2
, ou " 0u

U:Ut:a7 uzutt:w.

Pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance de la
fonction w par rapport a x ( parfois par rapport a t).

L’objet de ce chapitre est de chercher u : @ = Q x (0,7) — R solution locale du
probleme

Uy + Au — aluy + glug) = B |uf’>u, dans Q x (0,7),
u(x,t) =0, sur 092 x (0,7, (1.1)
u(z,0) =wug (), u(x,0) =u (), dans Q,



Chapitre 1. Existence locale d’une solution faible 11

ou p > 2 et a, [ sont des constantes positives. ug, u; sont des fonctions données.

A fin d’étudier le probléme (1.1) et de formuler le théoreme d’existence et d’unicité on
aura besoin des hypotheses suivantes :

e Hypotheses.

(Hy) L’opérateur fortement elliptique A est défini comme suit :

"0 Op
Alt)p = —
o==3 o (men5? )

ot les fonctions a;; € C1(Q x [0, 00)) V1 <i,j < n sont symétriques et il existe une
constante ag > 0 telle que :

Z azy z, t 5151 > a0|£’2

i,7=1

ﬁ:( a'mxt>§i€j§07

4,j=1

pour tout (x, t) € Q2 x (0, co) et £ = (&...&,) € R™
(H,) On suppose que la fonction g € C°(R) N C*'(R*) est croissante . En outre, on
suppose qu’il existe une constante positive kg telle que :

g(v)v > kolv|™, (1.2)

pour tout v € Ret 2 < m < oo.

1.2 Formulation variationnelle

Pour étudier 'existence locale, globale et la décroissance exponentielle de la
fonctionnelle d’énergie, nous procédons a obtenir une formulation variationnelle du
probleme (1.1). Pour cela, on définit espace Hj(f2) comme fermeture de I’ensemble
D(Q), des fonctions indéfiniment différentiables et & support compact dans 2, dans
H'(Q). On peut le caractériser comme suit

Hy(Q) = {v € H'(Q), v=0sur F}

muni du produit scalaire

" ou Ov
= d :/ d
v)) ;/ﬂ o1, 0z, x QVUVU x,

la dérivation étant prise au sens des distributions.
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L’inégalité de Poincaré est valable dans H} (1) i.e.

2<p< =2 &ipn>3
1 < . <p< S5 > ‘
() € BY@), [0, < [V, o0 { 5EPE 0 012y
ou C, est la constante de Poincaré.
Multiplions la premie¢re équation du (1.1) par un élément v € HJ(£2), intégrons le
résultat obtenu sur €2 et utilisons le formule de Green, on obtient la formule
variationnelle suivante
(uge, v) + alu, v) + a(Vug, Vo) + (g(ur),v) = B(|ulP*u,v), VYo € Hi(Q),
ou 9y B
u Ov
) = (A / (2, ) 2L gy 1.4
a(u,v) = (Au,v) ;1 a;j(x, 8 o, (1.4)
En utilisant I’hypothese sur les fonctions a;;, on vérifie facilement que la forme
bilinéaire a(.,.) : Hi(Q) x H}(2) — R est symétrique et continue.
D’autre part, de (H; : a) pour & = a—u, on trouve
T
8u 2
a(u,u) > ao/ Z —| dz =ao ||Vul;, (1.5)

ce qui implique que a(.,.) est coercive.

Remarque 1.2.1. L’application u —s (a(u,u))"? définit une semi norme sur HL(S),

de plus on a
ao |Vully < a(u,u) <ai |Vuly,  Vu e Hy(),

ol ay est une constante positive.

1.3 Existence et unicité

Dans ce paragraphe et sous les hypotheses que nous avons cité précédemment,
I’existence locale et I'unicité d’une solution faible seront obtenus en se basant sur les
approximations de Faedo-Galarkin, méthode de compacité et le théoreme du point
fixe.

Théoréme 1.3.1. Supposons que les hypothéses (Hy), (Hz) sont vérifiées. Supposons

que m > 2 et
-1
2<p<ot Vn > 3. (1.6)
n—2
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Siug € HY(Q),uy € L3(Q), alors il existe T > 0 tel que le probléme (1.1) a une unique
solution locale (faible) u ayant les régularités suivantes :

we C (0,75 Hy(Q)nC (0, T; L*(9)) ,

up € L2 (0,75 Hy () N L™ (2 x [0,77).

Pour pouvoir appliquer le théoreme du point fixe sur une fonction convenablement

choisie, nous allons commencer par examiner le probleme relatif suivant :

Pour u € C'(0,T; H}(Q)) N C* (0,T; L*(2)) donné, on considére le probléme suivant
vy 4 Av — aAv, + g(v) = B lul’ " u, dans © x (0,7),
v(z, t) =0, sur 002 x (0,7), (1.7)
v (z,0) =up(x), v (2,0) = uy (z), dans Q.

Relativement a ce probleme, nous avons le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Lemme 1.3.1. Sous les hypothéses (Hy), (Hz), (1.6) et m > 2 ,si
ug € H} (), uy € L3(), alors il existe un T > 0 et une unique solution v du
probléme (1.7) dans [0,T) tels que

veC(0,T;Hy(Q)) N C (0,T; LA(Q)),

v € L (0, T3 Hy(Q)) N L™ (2 x [0, T]).

Pour des raisons techniques et pour démontrer le lemme 1.3.1, nous allons étudier
pour T'> 0 et f € H' (0,T; L*(Q2)) le probléme suivant :
vy + Av — alAv + g(v) = Bf(x,t),  dans Q x (0,7),
v(z, t) =0, sur 02 x (0,7), (1.8)
v(z,0) =up(x), v (x,0)=wuy(x), dansQ,

Théoréme 1.3.2. Supposons que les hypothéses (Hy), (Hs) sont vérifiées. Soit
m > 2. Siug € HY(Q) N H*(Q), up € H*(Q) et f € H' ([0,T]; L*(R)), alors il existe
T > 0 et une solution unique v du probléme (1.8) sur [0,T] tels que
ve L (0,T; Hy(Q)), (1.9)
v€ L (0,T; Hy(Q)) N L™ (Q x [0, T7), (1.10)
v € L (0,75 L2(9)) . (1.11)

(
(
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1.4 Preuve du Théoréeme 1.3.2

La démonstration de ce théoreme est formée de trois étapes suivantes :

— On construit des solutions "approchées" par la méthode de Faedo-Galerkin,

— On établit, pour ces solutions approchées, des estimations a priori,

— On passe a la limite (dans les termes non linéaires) par la méthode de compacité.
Commencons par introduire la suite (w,); de fonctions ayant les propriétés suivantes :

w; € Hy (), V5;
Vj, wi,...,w; sont linéairement indépendants; (1.12)
'espace engendré par la famille {w;,wsy,...,w;} est dense dans H] ().

On cherche alors une suite (vg) = (vi(t)) sous la forme
k
vp(z,t) = hy(t)w;(z), x €€, t€]0,Ty]; (1.13)
j=1

solution du probléme variationnel approché, associé au probleme (1.8), suivant :

(0 (1), wj) + alvk(t), wy) + a(Vuy(t), Vw;) + (g (vi (1), w;) = B(f (), w;), G =1,k

(1.14)

avec les conditions initiales
vk (2,0) = ugg = Z§:1 ajrw; — ug, dans HJ(Q) N H*(Q), (1.15)
v, (#,0) = uye = X5y Bpw; — ug, dans HE(Q) N HA(Q). (1.16)

On obtient un systeme d’équations différentielles non linéaires du second ordre.
D’apres le théoreme de Carathéodorie, il existe une unique solution v, dans l'intervalle
[0; Ty]. Les estimations & priori qui suivent montrent que T, = 7.

On note par C; les différentes constantes positives, dépendantes des données initiales
mais pas de k.

1.4.1 Premiere estimation a priori.

Multiplions I’équation (1.14) par h}(t) et sommons de j = 1 a k , il vient que

1d ,
5 27 1P + alow(8), vy (1)) + o[ Ve (1), +

+(g(vi (), vk (8)) = B (1), v (£))- (1.17)
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D’autre part, on a

d
aa(vk(t Z/ a;;(z,t) ax] 31’2 dx

D’ou

alwslt), o) = 3
1
2

a(vk
z_:/ (z,1) ag,;(;) ag];(f)dx. (1.18)

Remplagons (1.18) dans (1.17), intégrons sur (0,¢) et utilisons (1.5), (Hy : @) on en
déduit que

t ¢
I 011 + a0 V002 + 200 [ IV ds -+ 2k [ ekl ds <
t
< k()15 + a0 ||Vvk(0)|\§+25/0 (f(s), vi(s))ds +
8vk (s) Oug(s)
+ i dxds. (1.19)
[ X e

8% 8@

Par l'inégalité de Young , on a

L) oknds] < 5 [ (G + o)) ds. (1.20)

Puisque, les fonctions a;; € C*(Q x [0, 00)), alors

LN
: O (s) Ouw(s)
. <
/2_:1/ @iy(2, 9) Or; Oz, drdo
0 4=1Q
, v (s) ? 1 [ |0uk(s) 2
g - <
P a;;(z,t) oz dx + 29/ dx| ds <

¢
< /||Vvk( )||2d8—|— max (Zsup|a” x,t)| )/HVvk )||3ds <
0 J 1 (1)

t
CZC [ 1[Tuls)l s, (1.21)
0

ou € = max (n/2 max <§n: sup |aj;(z, )|2>> = max (n/2, CY).

<<
1sz1()



Chapitre 1. Existence locale d’une solution faible 16

Moyennement & (1.15), (1.16), (1.20) et (1.21), de I'inégalité (1.19), il découle

t t
ok (013 + a0 [ Vo) + 20 [ 90 (s) 5 ds + 2k | 1oh(s) 73 ds <

<ot [ IO + [ (G IVu)lds + 8 lils)R) ds, (122
0

ott Cy = ||v},(0)]|3 + ag |[Vug(0)|2 est une constante positive.
L’hypothese f € L?([0,T]; L*(€2)) donne

t
[ 1) ds < constance.

Par conséquent, en utilisant I'inégalité de Gronwall, on en déduit 'existence d’une
constante positive Cp indépendante de k et ¢t € [0, T} telle que

t
ok @13 + a0 VoI + 20 [ [V0i(s)] s
t
+2k0/0 v, (s)|[™ ds < Cr. (1.23)

De cette derniére estimation (1.23), on conclut que ¢ est indépendant de k, et par
conséquent Vk € N, T, =T.

1.4.2 Seconde estimation a priori.

Nous commencons par estimer ||vj/(0)],. Pour cela, posant ¢t = 0 et w; = v}/(0) dans
(1.14), on déduit que

10} (0)]12 = (BF(0) — Augy, + alusy, — gluak)), v (0)) . (1.24)

Comme l'opérateur A est continu, alors de (1.16) on déduit que Aug, < constante et
en utilisant le fait que f(0) € L*(Q2), g(v,(0)) € C°(R), il résulte qu’il existe une
constante ('3 indépendante de k£ € N telle que :

[0 (0)]], < Cs. (1.25)

Dérivons I'équation (1.14) en ¢, multiplions le résultat obtenu par 2h%(¢), on obtient,
aprés sommation en j :

L0+ 2(uh0).5(0) + 20 [T +2 [ o (0(0) ()" da
=287 ) =2 3 [ e G T

ij=1
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Etant donné que la fonction g est croissante, on en déduit

d
pr [va(t)ﬂg + ag ||Vvé(t)||2} +2a[|Vop(1)]l; <
, (%k(t) ovl(t) Qv (t) Oup(t)

4,7=1

En intégrant la derniere estimation de 0 a ¢, utilisons 'inégalité de Young et
I'hypotheése (Hj : b), on obtient

t
o (815 + ao [ Vo(B)I + 20 [ 90 (5)|3ds <

av v (s
<Ot 8 [ o) Eds —2 3 [ [ aiy al;,) a’i)dms, (1.26)

i,j=1

ou
t
2 2 2
Cs = [Jo (0)[I; + ao [ Vurell; + 6/0 1F(8)l5 ds.
En utilisant (1.16), (1.25) et le fait que f' € L*([0,T], L*(f)), on déduit que Cj est
une constance positive. Par 'inégalité de Young, nous majorons le dernier terme du
deuxieme membre de I'inégalité (1.26) comme suit :

8vk (s) Ovi(s)
dxds <
”2:1/ / ” 63:] ox; rhs =
1 3vk(s) , vyl (s) ?
dz + a;;(x,t dz| ds
/ 1 [4#19/ 81‘]‘ H Q ‘7( ) axz
t
n
< r/HVvk( )H2d8+u1 max (Zsupmw z,t)| )/HVU (s)||3ds
21 0 1 (z,t
t
N /
< 1 ] I190(0)ds + /||w li3ds.
0
pour g3 > 0.

En utilisant (1.23), alors, I'inégalité (1.26) donne
t
I+ a0 IV (OIS + 20— ) [ I190(5)3ds <

<06+6/ [ (s)1]5 ds. (1.27)

N
ou Cg =Cs + —TCrp.
4,&1

En choisissant p1; < —-, on peut appliquer I'inégalité de Gronwall pour obtenir une

C
constance C indépendante de k et t € [0; 7] telle que :

t ~
o ()ll5 + a0 [ Vor(D)]5 + 2@/0 IVoi(s)]l5 ds < Cr. (1.28)
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Par conséquent, a partir de (1.23) et (1.28), on déduit

(vk)keny demeure dans un borné de L> (0,T; H3(9)),
(v, )ken demeure dans un borné de

L= (0,75 L*(Q)) N L2 (0, T; HY(Q) N L™ ([0,T] x ),
(v])ren demeure dans un borné de L (0, T; L*(2)) .

(1.29)

1.4.3 Passage a la limite

On déduit de (1.29) qu’on peut extraire des sous-suites convergentes (vg), (v},) et (v])
de (vg), (vy,), (v)) respectivement et telles que, lorsque k — 400, on a

v, — v faiblement dans L> (0,T; H} (%)),
v, — v faiblement dans

L>(0,T; L*(Q)) N L2 (0, T; HY(Q)) N L™ ([0, T] x Q)
vy — v faiblement dans L* (0,T; L*(Q2))

(1.30)

Par ailleurs, il résulte, en particulier, de (1.29) que

(vk)ken est bornée dans L?(0,T; Hy (),
(v} )ken est bornée dans L2( Q) NL™(Q),
(v )ken est bornée dans? (0,T; LQ( ) =

) = L*(@Q).
On sait, (cf. Lions-Magenés (32)), que I'injection H'(Q) < L*(Q) est compacte. Donc
vy — v fortement dans L*(Q). (1.31)
Pour j € N* fixe quelconque et Vk > j, on a
(0] w5) + a(vg, wy) + (Ve Vuy) + (g(e)),wg) = B(frwy). (132)
De la convergence faible (1.30), on déduit que

a(vg, wj) — a(v,w;) faiblement dans L> (0,7,

(v, wj) — (v',w;) faiblement dans L*> (0,7,

(Vup,, Vw;) — (VU/, Vw;) faiblement dans L* (0,7),
(g(v},), w;) — (g(v"), w;) faiblement dans L* (0,7).

(1.33)

Et par conséquent par passage a la limite de (1.32) il devient
(U”v wj) + a(va wj) + Oz(V’U,, ij) + (g(vl)’ wj) = B(fa wj)a
comme (wy, Wy, ...,w) est dense dans HJ(£2), on obtient pour tout w € H}(Q)
(", 0) + a(v,w) + a(Vo/, V) + (g(),w) = B w). (1.34)

D’ou il résulte que v satisfait a la premiere équation de (1.8).
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1.4.4 Unicité.

Soient v et w deux solutions du probleme (1.8), au sens du Théoreme 1.3.2. On pose
z = v —w. Alors z satisfait

20013+ al=(0), 2(0)) + 20 [ |V=/(s)]3ds +

2 [ [ g0/ (9) — g(u/(5))) (v () = /() drds =
+ Z /Ot/ﬂa;j(as,s)a;ij) a(;sj) dzds. (1.35)

ij=1

Puisque, g est une fonction croissante alors

2 [ [ (90/(5) = 9(w'(5)) ((5) — w'(5)) s 2, (1.36)

Encore, en utilisant (1.21) 1" estimate (1.35) donne

¢
12/ ()ll5 + a0 V(D)1 +204/0 IV2(s)ll5 ds <
¢
0+C’1/0 IV 2(s)||5 ds.

Ainsi, en utilisant le lemme de Gronwall, nous obtenons z = 0. D’ou 'unicité.

1.5 Preuve du Lemme 1.3.1

Par les mémes procédés employés dans (21), (47) et (48), en utilisant les arguments
standards de convolution, voir (12), nous approximons

ue C(0,T;Hy(@)nC (0,T; L*(9))

par une suite (u,),en dans C (0,75 C5°(£2)). De plus, nous approximons la condition
initiale u; € L*(€2) par une suite (u),)uen dans Cg°(Q). Puisque H?(Q) N Hy(Q) est

dense dans H}(2) pour la norme induite de H', nous approximons uy € HJ () par

0

0 )uen dans H*(€2) N Hy(Q2). Nous considérons alors le probleme suivant

une suite (u

vy + Av, — alwv), + g(v),) = 8 luuP " u,,  dans Q x (0,7),
vu(x,t) =0, sur 02 x (0,7, (1.37)

v, (2,0) = up, (), v, (2,0) = u,, (), dans €.
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I est clair que f(u,) = |u,|P~?u, € H' (0,T; L*(Q2)). Par conséquent, le théoréme 1.3.2
assure 'existence unique d’une suite de solutions (v,) vérifiant (1.37).

e Maintenant, nous montrons que (v,) est une suite de Cauchy dans l'espace

o v € COT @) 1 CH(0.T ().
O At YK S

muni de la norme

t t
[0 = e (113 + ao [ 9013] + [V )3 ds + [ [1'(s)

0<t<T

Pour cela, on pose U = u, — u,, V = v, —v,. Alors V satisfait

V" 4+ AV — oAV + g(V') == B luu’ > u, — B |ur P> uy, dans Q x (0,7),
V(z,t) =0, sur 9Q x (0,7,
V(2,0) = Vo(z) = u)), — ul, dans ,
V' (2,0) = Vi(z) = uj, — uj, dans Q.

(1.38)

Multiplions la premieére équation du (1.38) pat V', intégrons sur (0,¢) x € et utilisons
la formule de Green, on obtient

t t
[V} + a0 IVV (1) 3 + 20 / ||W'<s>||§ds+2ko L v ds <

: IV (s) OV (s)
<
IV O3 + a0 [VV(0 H2+”21 ] ai axj o dads
p—2 p—2 /
—1—25/0 /Q{|uu| wy — |ur UT}Vd:L‘dS. (1.39)

Estimons le dernier terme du deuxieme membre de I'inégalité (1.39) (cf. (20)) comme

suit
Ll = e =2 ] Vida| <

<=1 [ sup (ju” Ju) U Vil

1 -2 1
Utilisons I'inégalité de Holder avec — + n + - =1,
n 2n 2

‘/Q[]uu|p2u —|u7]p72u7} Vidz| <
< (= 1) (Iugll? %) + el %00 ) U1 20 (Vi (1.40)
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L’injection de Sobolev H} () < L*"/("=2)(Q)) donne
U, < C IV,
2 2 2
el %y + Nt 16,2y < € (Va5 + Vs 157%)

ou C' est une constante positive dépend seulement de €2 et p. Ensuite I'estimation
(1.40) prend la forme

[ [l 0 = el ] Vida| <
Q
< C Vil VU, (19l + 1V 1572 (1.41)

Moyennement a (1.21), (1.41), I'estimation (1.39) devient
IV'@)II5 + a0 [VV (@13 + 2 /0 IOV ()12 ds2k, /0 V' ()l ds <
< V'O0)3 + a0 [VV(0)]3 + Cy / vV (s ds +
$28K [ Vi)l VU, ds,

ou K est une constante positive dépend seulement de €2, p et du diametre de la boule
Bgr(0) € C(0,T; Hy(Q)) centrée a l'origine et contient les suites (u,), (u,). Ensuite
I'inégalité de Young et 'inégalité de Gronwall donnent

Vi, < K1 ([IV/O)[I3 + a0 [VV(0)I[3) + K T[|VU]ly, - (1.42)

Puisque la suite (u],) converge dans H(2), (u,) converge dans L*(Q) et (u,) converge
dans C'(0, T’ H&(Q)) NC'(0,T; L*(€2)) (donc aussi dans Y7), on conclut que (v, v),) est
une suite de Cauchy dans Yz. Ainsi (v,,v),) converge vers une limite (v, v’) dans Yz.

e Montrons maintenant que cette limite est une solution du probléme (1.7) par la
méme technique utilisée par Georgiev et Todorova dans (20). Pour cela, il suffit de
montrer que pour tout ¢ € Hj () I'équation

z/gm(t)wdxjta(v(t)aw +O‘/QVUt(t)V¢dm+
/Qg(vt(t))gbdx = ﬁ/ﬂ |u(t)|p72 w(t)bdz, (L.43)

est satisfaite pour presque tout t € [0, 7.
En effet, multiplions la premieére équation du probléme (1.37) par 1, intégrons sur {2
et utilisons la formule de Green, on obtient

= / tpdz + a(v,(t), ) + a / Vo, (6)Vipda +
+/ £))da = 5/ () P2, () da, (1.44)
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Faisant ;1 — 400, on constate que
(v, (8), ¥) — a(v(t). ¥)
/Q Vo, (H)Vipdz —> /Q Vo, (1) Vids
| s @wds — [ glo(®)vds
P wtypde — [ u(t)vs,

dans C (0, 7). Donc I’équation (1.43) est vérifiée pour tout ¢ € [0, 7.

e Pour prouver 'unicité de la solution du probleme (1.7), nous prenons U, U dans
C (0, T;V) et soit V, V les solutions correspondantes de (1.7). Notons W =V — V.
Alors W satisfait

WO+ a (W)W () + 20 [ W (s) ds +
+2 [ (V) = 9V (5)) (VV(s) = V'(s)) dinds =
=283 /Ot/Q [|U|HU - \U\H U} W'dzds

+ Zn: /Ot/Qa;j(x,s)ﬁg;is) ag;(j)dzds. (1.45)

ij=1

Puisque, g est une fonction croissante alors

t _ _
2 / / (9(V'(5)) = g(V'(s))) (V'(s) = V'(s)) dxds > 0, (1.46)
0 Jo
Encore, en utilisant (1.21) I'estimation (1.45) donne
t
W/ ()15 + a0 [VW (D)5 + 204/0 VW (s)l5 ds <
! —2 =1P=2 5] 1 ¢ 2
2/3/ /Q [|U|” U-|0] U} W'deds + Cl/ IV W (s)])? ds.
0 0
Si U = U, on obtient
t
W/ @)15 + a0 [VW (D)5 + 204/0 VW (s)5 ds <
t
+Cy [ W (s)]3 ds

Ainsi, en utilisant le lemme de Gronwall, nous obtenons W = 0. Cela complete la
preuve du lemme 1.3.1. [.
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1.6 Preuve du Théoreme 1.3.1

Pour T" > 0, nous définissons le sous-ensemble convexe fermé de Y par
Xr ={(v,v) € Yr tels que v(0) = ug,v:(0) = uy}.

Notons
Br(X7) = {v € Xz ;|vlly, < R}.

Alors, le lemme 1.3.1 implique que pour tout u € Xr, on peut définir v = ®(u) comme
solution unique du probléme (1.7) correspondante & wu.

e O est une application satisfaisant ¢ (Bg(X7)) C Br(Xr).
Soit u € Br(Xr) et v = ®(u). Alors pour tout ¢t € [0,7], on a

t t
o/ ()15 + a0 V()3 + 20 [ [0/ ()5 ds + 2k [ o/(5) 7 ds <
not Jv(s) dvu(s)
< lualls + aol[Vuoll + 35 7 f o), 255 ot

+20 /Ot/9|u(5)|p—2 u(s)ve(s)drds <

t
< )3 + ao HVUOH§+01/O IVo(s)ll5 ds

28 [ (), [ Vu(s)|l5 ds.

Cela conduit a
2 _
[v]ly, < K (HulH; + ag HVuOIIE) + KR ||olfy,,

ou K est une constante indépendante de R. En utilisant 'inégalité de Holder, on

arrive a

RP7IT
2

1
2T Rr—1

2 2 2 — 2
I, < Kl + oo 9ul) 4 77 [P R4 s ol

Ainsi, nous obtenons
oI5, < Ko (llunll3 + a0 [Vuoll3) + R*P DT K. (1.47)
Choisissons R suffisamment grand tel que

1
5o (lonll; + Ve0ll3) < 5%
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1
puis T suffisamment petit de sorte que R2P~NT2K2 < §R2, (1.47) est satisfait, donc
v E BR(XT)

e ® est contractante.
OnposeU=u—uetV=v—0v,ouv=>(u),v=>=>(u) sont des solutions du
probleme (1.7). Il est facile de vérifier que V' satisfait
Vie + AV — aAV; (t) + g(Vi) = [u]’?u— |a|’a, dans Q x (0,7),
V(z,t) =0, sur 092 x (0,7), (1.48)
V(%’,O):‘/;(l’,O):O, dans €.

Multiplions la premiere équation du probleme (1.48) par V;, intégrons le résultat sur
(0,t) x € et utilisons la formule de Green pour obtenir

' : 2 ' / 2 ! / m
VIR + a0 [TV + 20 [ 1TV 6)Eds + 2k [V ds <
= [t , oV (s) oV (s t - o

1,7=1

En utilisant (1.18), (1.41), on trouve

t t
IV + a0 IVV @ E + 20 [ 19V ()3 ds + 2k [ V()] ds <
t 2 t p—2 — | p—2
<y [ IV(s)lizds +26C [ IVill, IVUIL, (1Vullg™ + [ vals ).

Alinsi, nous avons

IVly, < KsTR?|[Ully,, (1.49)

En choisissant 7' suffisamment petit pour avoir K3T RP~2 < 1, lestimation (1.49)
montre que ® est une contraction.

Par conséquent, le théoreme du point fixe garantit I'existence d’un unique v
satisfaisant v = ®(v). Ainsi la preuve du théoreme 1.3.1 est achevée.[d



Chapitre 2

Existence globale et comportement
asymptotique

Ce chapitre est dédié a I’étude du 'existence globale et le comportement
asymptotique de la solution locale trouvée dans le chapitre précédant. En appliquant
la méthode du puits potentiel de Payne et Sattinger (42), nous montrons que la
solution existe globalement en temps dans un ensemble stable et qu’elle est
uniformément bornée. Sans aucune condition entre les parametres p et m, nous
prouvons dans la deuxieme section la décroissance exponentielle de cette solution. Les
techniques utilisées sont basées sur la construction d’une fonction de Lyapunov L, qui
est équivalente a la fonctionnelle d’énergie du probleme (1.1).

2.1 Existence globale

Pour étudier I'existence globale et le comportement asymptotique de la solution locale
du probleme (1.1) donnée par le théoreme 1.3.1, on définit les fonctions suivantes :

I(u(t)) = 1(t) = a(u(t), u(t)) = B u®)];

Hault)) = J1e) = galu(®).ule) = [u(]}.

pour u € H}(Q), nous définissons le puits du potentiel H par

H = {u € Hy(Q), I(t) >0}U{0}.
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Pour u € H}(f2), on introduit la fonctionnelle d’énergie totale associée au probleme
(1.1) par

D eI + Sa(u(t), u(t)) - ﬁ )z, vi >0, (21)

E(u(t), u(t)) = B(t) = 2

avec E(0) = 1 ||uy |2 + J(uo) désigne I'énergie initiale.

Lemme 2.1.1. Soit u(z,t) solution du probléme (1.1). Alors, la fonctionnelle
d’énergie définie par (2.1) est strictement décroissante sur [0,00). De plus

(1) = ~a Vw0l ~ [ glu(®))ut)dr+
+ i /Q a;j(x,t)agf) agg)dx, vt > 0. (2.2)

4,j=1

Démonstration. Multiplions la premiére équation du (1.1) par u,, intégrons le résultat
obtenu sur 2 et utilisons la formule de Green, on trouve I’équation (2.2). Comme
a>0,de (Hy:b)) et (1.2) on déduit que la fonctionnelle d’énergie est strictement
décroissante. O

Lemme 2.1.2. Supposons que

n—1

2 <2—— > 3. 2.
<p<2—7, n>3 (2.3)
Siug € H, uy € L*(Q) tels que
_p 2 =l
0 = BCPay <p_p2E(O)> <1, (2.4)

alors u(t) € H, pour tout t € [0,T). C. est la constante de Sobolev-Poincaré.

Démonstration. Puisque ug € H, alors I(ug) > 0. Donc par continuité, il existe T; < T
tel que I(u(t)) > 0, pour tout ¢t € [0,7}). Par la définition de I et J, on a la relation
suivante

J(t) = p;a(u(w,u(t» + ;w),

Par conséquent on obtient

1) > 2= 2a(ut), u(t) Vtelo,T)).

Ou encore
a(u(t), u(t)) < —2P—J() < B, vielo.T). (2.5)
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Utilisons (1.5) et le résultat du lemme 2.1.1, on obtient :
IVu()ll; < b 2a, 0, VEE0.T). (2.6)
Exploitons (1.3), (2.4) et (2.6), il résulte que

Blu@®ll; < BCZIVu®)ll < BCPIIVU( ol Ea A G]

< (pzp ) a(ult), u(t)) <

< ault),u(t)), Vtel|o,T;). (2.7)

Dot Bllu(t)||b < a(u(t), u(t)), Vt € [0,T}), ce qui implique que u(t) € H, pour tout
te(0,T3), V).
Puisque I'énergie E est strictement décroissante, on a les inégalités suivantes :

lim 8CPay® (pz_pE(t)> < BCPay (pQPE(O)> <1

t—T; 2
Ainsi, en répétant cette procédure, Tj est étendue a 7T'. O

Théoréme 2.1.1. Supposons que (2.3) est vérifice. Siug € H et uy € L*(Q)
satisfaisant (2.4), alors la solution u(x,t) du probléme (1.1) est globale en temps.

Démonstration. 11 suffit de montrer que [Ju;(t)]|3 + a(u(t), u(t)) est majorée par une
constante indépendante de t.

Sous les hypothéses du Théoreme 2.1.1, le lemme 2.1.2 assure que u(t) € H sur [0, 7).
Par conséquent, en utilisant le Lemme 2.1.1, de (2.5), il s’en suit

Sl + PoZatu(t) u(t) < B®) = 3llu0)1§ + 70 < (),

Ainsi, Vt € [0,7), la norme ||u;(¢)]]3 + a(u(t), u(t)) est uniformément majorée par une
constante ne dépendant que de E(0) et p. O

2.2 Deécroissance exponentielle

Dans ce paragraphe, en utilisant la méthode de I'énergie avec un choix convenable de
la fonction de Lyapunov et sans aucune relation entre les parametres p et m, nous
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allons montrer que 1’énergie associée au probléme (1.1) décroit exponentiellement en
temps au voisinage de I'infini. Pour cela, nous supposons, en plus de (Hj) que

lg(v)] < Eq|o|(1 + |v]™2), pour tout v € R et 2 <m < 400, (2.8)

ou ki est une constante positive.
Pour des raisons purement explicatives, nous allons commencer par démontrer les
lemmes suivants :

Lemme 2.2.1. Supposons que

5 < < 2n

— >3 2.9
<m< nz3 (29)

alors la solution u(x,t) du probléme (1.1) satisfait
lu@l < CE), (2.10)

ou C est une constante indépendante de t.

Démonstration. En utilisant (1.3), (2.5) et (2.6) pour tout ¢ € [0,7"), on obtient

@l < CRIVu@z = CrIVu®)z [ Vu®)]; <

w1 T
< C'"|———FE( )|
< or (L2 lpo) T v
m—2
—z [ 2p * 2
< Clay? | —=FE(0 ——FE(t)=CE(t 2.11
< ora® (2ge0) T Eipn e e
ou C' est une constante indépendante de ¢. O

Pour € > 0, a le choisir ultérieurement et u(t) € H, on définit la fonction de Lyapunov
L comme suit

L(t) = E(t) + sfgut(t)u(t)da: + SIvu®3, vezo. (2.12)

Lemme 2.2.2. Les fonctionnelles L et E sont équivalentes

Démonstration. En utilisant 'inégalité de Schwarz, (1.3) et (1.5), on obtient

[L(t) = B < B(t) + 5 (o + C2a(u(t), u(t))

De (2.5), la derniere inégalité devient :

IL(t) — E(t)| < ¢ (1 + 220(a + cf)pQ_pQ> E(t).
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Par conséquent, pour € suffisamment petit, il existe deux constantes positives [, et (o

telles que
BE(t) < L(t) < BE(t), Vt=>0. (2.13)

ou

51:1+s(1+21(a+03)>,

Qg

5221—€<1+21(a+03)>.

Qo

Théoréme 2.2.1. Si les hypothéses du Théoréme 2.1.1 sont valides, et (2.9), (2.8)
ont lieu. Alors, il existe deux constantes positives K et k telles que l’énergie associée
au probleme (1.1) satisfait

E(t) < Kexp(—kt), Vt>0. (2.14)

Démonstration. Dérivons par rapport a t la fonction L définie dans 1’équation (2.12),
utilisons la premiere équation du probleme (1.1), aprés une intégration par partie, on
obtient

L't) = —/Qg(ut(t))ut(t)div — allVu(t)l5 — ea(u(t), ut)) +
+e /Q W) da — /Q g(us(8))u(t)dz + & /Q lu(t)Pdz. (2.15)

Les hypotheses (1.2) et (2.8) , nous permettent d’estimer le premier et le cinquieme
termes du deuxieme membre de I'égalité précédente comme suit

— [ stw®ude < kol wl®)] (2.16)
- [ otw®uttds < | [ glu)utiia] <
< k[ @l Oldr + k| )] fu6)] " da.
Exploitons 'inégalité de Young suivante
0~° 1 1

VS, X,Y>0, 6§>0, -+-=1,
S T S

IN

XY < 6—X7" +
r
avec r = m et s = m/m — 1 pour obtenir
By [ (@) u®)lde < kg u(®)l + kel a5y, v > 0. (2.17)

Moyennement a l'inégalité de Holder, (1.3) et (1.5), on trouve

b [t a0)lde < by = alule) u(®) + 5 . (218)
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Ce qui joint a (2.16) et (2.17), de (2.15), il résulte

L'(t) < —kollue(t);m + ek (llu(t)]5 + c()lu@)]7) —
—al[Vu(t)[I2 — ea(u(t), u(t)) + eBllul)l}; +

ety (G013 + = atule) u(v)).

Ou encore
L'(t) < —(ko = kaee(u)lu (0]l — allVu@)[5 — e E() +

-HMMMMﬁ+§@+MMW@M+eﬁ@—;ywww—

En utilisant le résultat du lemme 2.2.1, (2.7) et I'inégalité de Poincaré suivante
lue ()12 < CLllVur (B2,
on trouve

L) < (ko — hiec() [u®)]5 — (o= 5013+ k) [Vu(t)] -
. ll .y <1 - ;) - klcg] a(u(t), u(t)) —

2 2a*0
—£(1 - ki pC)E(b). (2.19)

Notons qu’a partir de (2.4), le coefficient de a(u(t),u(t)) dans (2.19) est négatif

1 1 C?
Bi=-—-0(1—=) k- <.
179 ( p> "2a,

Par conséquent, en utilisant (2.5), I'inégalité (2.19) donne

() < (o — () w7~ (o = SC13+ ) ) [ Vult)] -

2
—¢ <31 p2 r1- /ﬁw) E(t). (2.20)
A ce point, on choisit u de sorte que

By =B

2
p2+1—k1u0>0.

Lorsque p est fixé, on choisit

€ = min ( Ko 2a )
kie(p) Ci(3+ k1))’
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et que (2.13) reste valide, alors de (2.20) il résulte

L'ty < —e [Bl 2_]?2 +1-— kluC] E(t) <

p
€

<
- B

2p
B 1—k L(t
l 1p—2+ 1#01 (1),

en vertu de (2.13).
Intégrons l'inégalité différentielle précédente entre 0 et ¢, on trouve l’estimation
suivante

L(t) < L(0)e ™, vt >0,
. €
ou k = E(Bll% +1—kuC).
Encore, en utilisant (2.13), on obtient

L(0
E(t) < Qe_kt = Ke ™ vt>0.
1

Ainsi, (2.14) est établie. O



Chapitre 3

Explosion de la solution en temps
fini

Ce chapitre est consacré a 1’étude du phénomene d’explosion. Pour des données
initiales assez petites et en présence d’un source non linéaire de type polynomial
malgré la présence d’'une dissipation forte, en se basant sur les techniques de Vittilaro
(46) et W.J. Liu dans (34), nous allons montrer que la solution locale obtenue par le
théoreme 1.3.1 s’explose en temps fini.

3.1 Résultat préliminaire

Pour démontrer le résultat désiré sur ’explosion de la solution en temps fini,
moyennant des techniques similaires a celles utilisées par Vitillaro (46), nous
commencons par prouver un résultat tres important dans le lemme suivant. Pour cela,
nous introduisons les constantes suivantes :

1

a p=2 1 1
)\0 = (;O;p> , EO = a0(§ — E))\g (31)

Lemme 3.1.1. Supposons que les données initiales vérifient :
E0) < Ey;  ||Vuolly > Xo. (3.2)
Alors, il existe une constante A\ > X\ telle que
IVu(®)lly > s Jlu@)ll, > G, VEE0, TT, (3.3)

ot u est la solution du probléme (1.1).



Chapitre 3. Explosion de la solution en temps fini 33

Démonstration. De la définition de la fonctionnelle d’énergie (2.1) on déduit que

p

E(t) = Sa(u(t), u(t)) — » [u(OIl - (3.4)

DN | —

Puis, utilisons (1.3) et (1.5) on trouve

B() 2 5 [Vu)l} - 2 [Vulo)l = UV, ¥ =0,

ensuite

— @ a une seule valeur maximum Ey = Q(X\g) en Ao,

— () est strictement croissante sur [0, Ag),

— () est strictement décroissante sur (Ao, 00) et Q(s) — —oo lorsque s — +o0.

Par conséquent, comme E(0) < Ey, il existe Ay > Ag tel que Q(\) = E(0).

On choisit Ay = ||Vug|,, donc par (3.4) nous avons Q(A2) < E(0) = Q(A1), ce qui
implique que Ay > Aq.

Pour montrer que ||Vu(t)||, > A1, nous raisonnons par absurde en supposant que
|Vu(to)]l, < A1, pour un certain ¢y > 0. De la continuité de ||Vu(.)||,, on peut choisir

to tel que ||Vu(to)|, > Ao. Encore une fois I'utilisation de (3.4) donne

E(to) = Q ([[Vu(to)]]) > Q@(A) = E(0).

Ceci est impossible car E(t) < E(0), pour tout ¢t > 0.
Reste a prouver que [lu(t)||, > CiA1. Exploitons (2.1) et que E est décroissante, on

trouve 3
Sa(u(t), u(t)) — » [u(®)]l, < E(t) < E(0)
Alors
D uto)ly = 5 IV a3 - E©)
> D3 - Q0w = Sen.

3.2 Explosion en temps fini

En se basant sur les techniques utilisées par W.J. Liu dans (34), nous allons montrer
un résultat d’explosion en temps fini de la solution du probleme (1.1).
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Théoreme 3.2.1. Supposons que

n—1
2<m<p<2——, n>3. (3.5)
n—2
Si en outre les conditions initiales (3.2) sont satisfaites, alors toute solution du (1.1)
s’explose en temps fini, i.e., il existe T < o0 tel que

i [[u()? + IVu(®) + H®) + u()]3] = +oc.

Démonstration. Par absurde, on suppose que la solution du probléme (1.1) est
globale, alors pour tout 1" > 0 fixé, il existe une constante C' telle que

lu(@)lly + IVu@®lls + HE) + udl; <C - Ve 0,T]. (3.6)

On pose
H(t)=Ey— E(t), Vte]|0,T]. (3.7)
Puisque la fonction E est strictement décroissante, on déduit que H'(¢t) > 0. Ainsi par

(3.2), on obtient
H(t) > H(0) = Ey — E(0) > 0. (3.8)

De (3.7) et (2.1), on trouve

H(®) < B = [Vulo)l3+ uto)ly

Ensuite, d’apres le lemme 3.1.1, il s’ensuit
Hi(t <E——a0/\2—|—— 31
( ) = 0 2 0 ||U( )”p .

Par conséquent

0<HO)<H()< i Hu(t)”i, vVt € [0,7]. (3.9)
Pour ¢ > 0 assez petit a choisir ultérieurement, on définit la fonction auxiliaire G

comme suit

G(t) = H(t) + /Q w(Ou®)dz + 2 [Tut)];, (3.10)
O<U§min{p2_pz, pé?m_—ml)}' (3.11)

Remarque 3.2.1. La fonction auxiliaire G est une petite perturbation de la
fonctionnelle d’énergie E.



Chapitre 3. Explosion de la solution en temps fini 35

Lemme 3.2.1. Sous les hypothéses du théoréeme 5.2.1, la fonction G est croissante et
on a

L6(1) > Ke [H(0)+ [Vult) |2 + )] + ()], (3.12)

ou K est une constante positive.

Démonstration du Lemme 3.2.1. Dérivons la fonction G définie par (3.10) par rapport
a t et utilisons la formulation variationnelle, on obtient

Lty = (1 — )V H O H) + @I — ca(u(t),u@®)t  (3.13)

dt
+eBllull =< | glu®))u(t)de.

En ajoutant et en soustrayant le terme epH (t), en utilisant (2.1) et (3.7), de (3.13), on
en déduit que

d
SG(0) 2 (1= ) H (O H(®) + (5 + 1) lu®)I} + pH() (3.14)
e (g - 1) a(u(t), u(t) — = [ glu(®)u(t)dz - epF.
Utilisons ’hypothese (H; : b), on obtient
[ otwe)attdz] < by [ u®lu@ide + k[ @ uod.
Ensuite, nous exploitons 'inégalité de Young suivante
T —S 1 1
xy<Px i+ v xvso s=0 filo
r s roos
m .
avecr =met s = — pour obtenir
m—1 (5771 m m — 1 _m—1 m
/ﬁ/ﬂlut(tﬂ u®)ldr < ki Jlut)ll;, + * o flu(®) 7 (3.15)
pour toute constante positive 4.
Utilisons I'inégalité de Holder et (1.3), on trouve
k1 /Q [us (&) [u(t)da < kre(N)C2 [Vu(t)|l; + ket (A) [[u (@)l (3.16)
ou ¢(A), c1(\) sont des constantes positives.
Insérant (3.15), (3.16) et (1.5) dans (3.14), on arrive a
d om m
EG@) > (1—0)H 7(t)H(t) + epH(t) — epEy — gklg lu(t)]] (3.17)
m—1_ m- m
— b " a0l + 2 (5 1= k) [l +

+e (a0l = 1) = ke)C2) VU3
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Observons que

p p )\2_/\2
oo (5 1) IV ~pBo = ao (5~ 1) 5 7wt +

2
2 X

ou A; est donné dans le lemme 3.1.1. De (3.3), il résulte que :

ag <]2) - 1) IVu(t)||s — pEo > Cy | Vu(t)|[5 + Co, (3.18)
P A=A

by
SRRAY:

trouve que Cy = ao(g — 1)A\2 — pEy > 0.
Etant donné que Hy(t) > ko ||u]| et par (3.18), on obtient

ou Cy = ag( , utilisons le lemme 3.1.1, on a C; > 0 et par (3.7), on

d m—1
—Gt)> | (1—0)H %(t) —e———0 m | Hi(t H(t
60> (-0 - e L) flo + epi(os
p 2 2 2
e (B 1=ha) lu@l+e (€1 - ke()e2) [Tu()] -
5777,
—eky— [Ju(t)||2.
k(e
Nous pouvons donc choisir § de sorte que 55 = MH ~9(t), o M est une constante
assez grande et a déterminer ultérieurement. Par substitution dans la derniere

inégalité, il vient

jt(;(t) > ((1 — o) — 5:(1)7717;1]\/[> H(t) + epH(t) H, (t)+ (3.19)
e (51 mal) @ + (0~ keC?) V() +
AP T ) )]

Puisque p > m, on a

m
P

)

[ utmde < s | [ fu)rds

ou ('3 est une constante positive dépend seulement de €.
De (3.9), on a aussi

1m0 [ Ju(t)mde < Gy (g)g(ml) { i \u(t)ypdxr(m_l)Jr

Exploitons I'inégalité algébrique suivante

m
P

1
zng—l—lS(l—i-d)(z—l—d), V>0, 0<7<1, d>0,
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1
avec z = [lu(t)[]?, e =1+ A0)’ d=H(0) et 7=0(m—1)+ 2, alors la condition

(3.11) implique que 0 < 7 < 1 et par conséquent,

{ /Q lu(t)[Pdz

U(m—l)—l—%

< e ([lu()]2+ H(0)) (3.20)
<e(lu®ly+H(b), vie0,T].
Insérant I'estimation (3.20) dans (3.19), on obtient

C‘ft(;(t) > ((1 — o) — %TM) H™7 (1) Hy(t)+ (3.21)

e (B 1= ha®) @l + & (€1 = keMC?) Va3 +
/8 o

(m—1)
te pH(t)—eiiMl_ng (p) (lu)IE + H(t)| -

A ce point, on choisit A > 0, (c’est le cas ou ky max (¢()A), ¢;(A)) < min (1 + 5, %))
de sorte que
{K1 = (Z+1-ka()) >0,
Ky = (C} — kie(N\)C?) > 0,

1

et on peut choisir M > [(ﬁ + %) 6%03)} met (%)U suffisamment grand de sorte que
(3.21) donne,

d kl m—1

—Gt)> | (1—0)—e———M | H (t)H(t 3.22

60> (-0t har) oo (322
+ K1 [u()]° + Ks | Vu(®)|3 + eKs (Ju@)|+ HE)) -

Lorsque M est fixé, on choisit ¢ assez petit de sorte que

(1—0)—epm=iM >0,
G(0) = H'=7(0) + € Jqo uyuodr + =2 || V|| > 0.

Alors, de (3.22) on conclut que :
d
5 Ct) = Ke (H () + [ Va@)[l3 + lu@)l] + lw@)ll3]
ou K = min (K;, K», K3). D'ou G(t) > G(0) > 0, pour tout t € [0,7]. O
Lemme 3.2.2. Sous les hypothéses du théoréeme 3.2.1, la fonction G satisfait
6™ (1) < Ky (IVu@IR + (@) 2+ H@) + @), ¥ e0,7], (3.2

ou Ky est une constante positive.
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Démonstration du Lemme 3.2.2. On pose r = 1—, exploitons l'inégalité suivante
(a+b)" <27 a"+b") pour tout a >0, b>0 et r>1,

pour obtenir de (3.10) que

G < (e >+e/ () <>dx+*uv ®13) (3.24)
< ¢y (H@) + | [ wutyda| +[Vu@F).
ot Cy = 220~V max {1, " max {1, g)

Pour p > 2, en utilisant I'inégalité de Holder et I'inégalité de Young, on obtient

‘/ t)d|

1 1
ou — + 5= 1 et C5 dépend seulement de 2, u, 6.
1

< Ju@) @)l < Cs (a2 + fu@)lly) (3.25)

On prend 6 = 2(1 — o), on obtient alors ur = =5 et par (3.11) on a ur < p. Par
— 20
conséquent (3.25) devient

< G (Iu®IF= + lull)

[ttty '

Encore, en utilisant (3.11) et (3.20), on en déduit

(l®)2) = < e (Ju)2 + H®) < e (IVa®l2+ lu@)? + HE),

[ utty(oyda] < e (1P + I+ HO + ). (320
De (3.6) et (3.8), on a
2r Cﬁ
IVuol < o < o) (327

Il résulte de (3.26), (3.27) et (3.24) que
G (1) < Ko (IVu(@)13 + ()l + H(@) + u()]3) Ve € [0,T],

1

ou K1 =0Cy 1+eC'5—|—C£{f_O)U
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Suite de la preuve du théoreme 3.2.1. En vertu des résultats des lemmes 3.2.1 et 3.2.2,

on obtient p K
g 1
—G(t) > —GT-(t t T|. 2
560 > 2GR (), Ve 7] (3.28)
Une intégration simple de (3.28) sur (0, t) donne
a 1
G- (t) > , Vte|0,T]. (3.29)

T G4 (0) — Keot) [Ki(1 — 0)]
Par conséquent GG s’explose en temps fini

Kl(l - O')
~ KeoGT5(0)

*

I'estimation (3.29) est valide sur [0, 7] pour tout 7' > 0 fixé, on peut choisir T" tel que
T* < T. En outre, on obtient de (3.23) que

tim [ Vu()]3 + ullh + H @) + w3 = +oo,

ce qui est en contradiction avec (3.6). Ainsi, la solution du probleme (1.1) s’explose en
temps fini. O



Deuxieme partie

Probleme d’ondes viscoélastiques
avec des conditions aux limites
acoustiques pour un opérateur

fortement elliptique a coefficients

variables.
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Introduction

Dans cette partie, nous allons considérer un probléeme d’ondes viscoélastiques avec des
coefficients variables et un terme source non linéaire de type polynomial et avec des
conditions aux limites acoustiques. Ce probleme n’a été jamais considéré auparavant,
les outils mathématiques de la géométrie Riemannienne ne seront pas prisent en
compte pour montrer ’existence locale, globale et I'unicité de la solution.

Soit 2 un ouvert borné de R", n > 1 de frontiére réguliere I'. Supposons que I' est
constituée de deux parties disjointes, Iy, I'y, d’intérieures non vides et mesI'; > 0.
Soit v = (v4,...,V,) la normale unitaire sortante de I". L’objet de cette partie est
d’étudier le probléme suivant :

t
uy + Lu — / g(t—s)Lu(s)ds = |[ul’*u, dans Q x (0,00), (3.30)
0
. , S du .
oup>2et Lu=—div(BVu)=— Y b;j(x)=— | avec les conditions aux
521 0T Oz,
limites sur I'y et I'y
u=0, surTyx(0,00), (3.31)
ou t ou
— — t—s)— (s)ds=h
vy, /o 9t =s) vy, () ds (@) 2 sur I'1 x (0,00), (3.32)
u+ f ()2 +m(r)z =0,
. Ou n ou ) . ,
ol o = Z bij (as)a—uZ Les fonctions f, m, h sont essentiellement bornées, et les
L g4=1 J

conditions initiales suivantes

{ u(@,0) = ug (), w (2,0) =w (2), dans Q, (3.33)
z(7,0) = 2 (v), sur I,

ou les fonctions ug, uq : 2 — R et zp : I'y — R sont des données. Le systeme
(3.30)-(3.33) représente I’équation d’ondes viscoélastiques a coefficients variables avec
des conditions aux limites acoustiques qui sont un couplage des équations
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hyperboliques/paraboliques, ou le couplage est donné sur la partie I'; de la frontiere
qui est habituellement appelée l'interface, tandis que le complément I'y de I'y dans T’
est appelé le mur dur. La partie I'y présente certaine porosité, qui est, voir (18),
donnée dans (3.32).

Des applications physiques du systeme ci-dessus sont liées aux probléme du contréle
du bruit et de la suppression dans les applications pratiques. Le bruit du son propage
a travers un certain milieu acoustique, par exemple, dans I’air, dans une salle qui est
caractérisée par un domaine borné €2 et dont les murs, le plafond et le plancher sont
décrits par des conditions aux limites. C’est la description de Jieqiong Wu dans (49).
Pour plus des explications physiques des équations d’ondes avec des conditions aux
limites acoustiques lorsque g = 0, nous renvoyons le lecteur a (2; 6; 13; 27; 39; 41; 45).

Cette deuxieme partie se décompose en trois chapitres. Dans le premier en se basant
sur les techniques de Georgiev et Todorova dans (20), basant sur les approximations
de Faedo-Galerkin, le théoréeme du point fixe, et les techniques considérées par Frota
et Lakrin dans (18), nous montrons que le probléme considéré possede une seule
solution locale.

Dans le deuxieme chapitre, nous montrons d’abord que la solution locale est
globalement existe en temps dans un ensemble stable des données initiales et qu’elle
est uniformément bornée. Les résultats obtenus dans la derniere section de ce chapitre
concernant la décroissance exponentielle ont été publiés dans Nonlinear Analysis :
TMA 97 (2014) 191-209. Sous le titre "Existence and decay of solutions for a
viscoelastic wave equation with acoustic boundary conditions'. Dans ce chapitre, nous
allons étudier en plus le cas ou la décroissance de noyau g est polynomiale, ce qui
généralise aussi le travail de J. Y. Park et S. H. Park dans (41).

Dans le dernier chapitre de cette partie, nous donnons une condition suffisante
d’explosion de la solution pour une énergie initial assez grande. L’outil principal
utilisé repose sur la méthode de Georgiev et Todorova.

Il est important de signaler que les résultats trouvés dans les chapitres 4 et 5 sont
obtenus sans aucune relation entre la matrice B et la fonction noyau g.



Chapitre 4

Existence locale de la solution

Dans ce chapitre, sous certaines conditions sur les données initiales et en se basant sur
les approximations de Faedo-Galerkin, méthode de compacité et le théoreme du point
fixe, nous montrons l'existence locale et I'unicité d’une solution du probléme considéré.

4.1 Notations et position du probleme

Soit 2 un ouvert borné de R", n > 1 de frontiere réguliere I'. Supposons que I' est
constituée de deux parties disjointes, Iy, I'y, d’intérieures non vides et mesI'y > 0.
Soit v = (v4,...,V,) la normale unitaire sortante a I'. Pour simplifier les notations,
nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions u et z par rapport a x
(et parfois par rapport a t).

Le probléme considéré dans ce travail consiste a chercher le couple (u, z) tel que
u:Qx(0,T) — R, z:T'y x (0,7) — R satisfaisant

uy + Lu — /Otg(t —s)Lu(s)ds = [ul'*u, dans Q x (0,00),

u=0, sur Ty x (0,00),
aali—/otg(t—s)gi(s)ds:h(m)zt, sur Ty x (0,00) | 1)
u+ f(z)z+m(z)z= sur T'y x (0,00),

u(x,0) = ug (z), u (x,0) = uy (), dans Q,

2 (2,0) = 2z (2), sur I'y,

ott p > 2, les fonctions f, m, h:T; — R sont essentiellement bornées et
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ug, up : 2 — R, 25 : 'y — R sont des fonctions données.

Dans I’étude du probléeme (4.1), nous aurons besoin de préciser quelques notations
relatives au probleme considéré et de supposer quelques hypotheses utiles pour obtenir
les résultats visés.

e Hypotheses.

(G1) L'opérateur fortement elliptique L est défini par

Lu = —div (BVu) Z 8 < §u>
Lj

i,j=1
ou " ou ) . L .
et — = Z b;j(x) z—v;. La matrice B = (b;j(x)), ou b;; € C*(£2), sont symétriques
vy, =1 Ox;
et il existe une constante by > 0 telle que pour tout x € Q et ¢ = ({1, ,¢,) € R" on
a n
> bi(@)¢;G = bol¢P. (4.2)

3,j=1

(G) La fonction noyau g : R, — R, est de classe C, bornée et vérifie
4(0) > 0, 1—/ g(s)ds=1>0 (4.3)
0
en plus il existe une constante positive & telle que pour tout ¢ > 0, on a

—&ig(t) < g'(t) <0. (4.4)

(G3) 11 existe trois constantes positives fo, mq et hy telles que f > fo, m > mg et
h > hy.

e Notations.
Les produits scalaires et les normes associées dans L*(Q2) et sur L*(T'}), seront notés,
respectivement par

1

(u,v)(t) = /Qu(x,t)v(x,t)dx, u(t)], = </Q(U(£E,t))2dx> 2 ’
(@000 = [ ot 100G 0, 60, = ( [ (ot tar)’

Aussi, nous dénotons par |||, la norme dans L4(£2) pour 1 < ¢ < oo.
Soit H(L,Q) = {u(t) € H'()/ Lu(t) € L*(Q)} lespace de Hilbert muni de la norme

1
el r0y = (1@ + 1Lu@®)]3)*

ot H'(Q) est l'espace de Sobolev réel du premier ordre. On dénote par
Yo : HY(Q) — HY?(T) et v, : H(L,Q)) — H~Y2(I") 'application de trace d’ordre 0 et
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I'application de trace de Neumann sur H (L, (2), respectivement, nous avons

ou

Yo(u) =ulr et y(u) = <81/L> pour tout u € D(Q),
r

et la formule de Green généralisée

V) gpan — [ 2%
”a axldd /rlayL vt

est vérifiée pour tout u(t) € H(L,Q) et v(t) € H'(Q).
On dénote par V la fermeture dans H'(Q) de {u(t) € C*(Q);u=0on FO}. Puisque
[y est d’intérieure non vide et ) est un domaine régulier, alors

/Q( div(BVu(t)) Z

7,7=1

V= {u(t) € H'(Q); 7o(u) =0 sur FO}

est un sous espace fermé de H'(£2). On définit dans V' le produit scalaire et la norme
associée par

Z/ 8% 8951
ol =3 [ |5

8332

qui sont équivalentes au produit scalaire usuel et la norme usuelle dans H'((Q).
L’inégalité de Poincaré est applicable sur V, i.e. il existe une constante A telle que :

Vu(t) €V, Jlu@®l, < AVu@l,, 2<p<p,

2n — 2
N2 sin>3, (4.5)
400, sin=1,2.

Puisque H'/?(T') = L*(T') et Papplication de trace o : H*(Q) — HY?(T) est continue,
alors il existe une constante A > 0 telle que

[vo(w)llyr, < M|IVull,, pour tout u € V.
En outre, nous introduisons la notation suivante
t
(gou)(t) = /0 gt — )b (u(t) — u(s),u(t) — u(s)) ds, (4.6)

ou

b(u s / a% aai / BVu(t)Vu(t)dz.

i,7=1
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En utilisant ’hypothése (G1), on vérifie que la forme bilinéaire b(.,.) : V. x V — R
est symétrique et continue.
D’autre part, de (4.2) pour £ = Vu, on trouve

2
ou
€

| =y Va3, (@)

b(u(t), u(t)) > by /Q il

ce qui implique que b(.,.) est coercive.

On a

Slgow ®)= 5 [ gt~ ) - uls),ult) - u(s))ds

dt
i (;ltb(u(t), u<t>>> [ stpis—2 [ [ sfe 9atavitist

~ L gewy -2 [ [ ot~ 9BV Teyis
v bu(t), u(®) [ ols)ds| — g(e)p(utt).ult)).

Cette derniere identité implique

/Q/ot g(t — $)BVu(s)Vu!(t)dsdz =

3 S gow O+ 1 (o o) (1) + 5 [bu(e),u(e) [ gls)ds] — Ja(t)blu(r) u(e)).

4.2 Existence locale et unicité d’une solution

réguliere.

Notre but dans cette section est de montrer I'existence locale et I'unicité de la solution
du probleme (4.1). Les techniques utilisées dans la démonstration sont basées sur les
approximations de Faedo-Galerkin, la méthode de compacité et le théoréme du point
fixe.

Pour démontrer I'existence locale de la solution du probleme considéré, il tres outil de
commencer par étudier le probleme suivant, en fixant le deuxieme membre de la
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premiere équation, suivant :

v”—l—Lv—/()tg(t—s)Lv(s)ds:F, dans Q x (0,7),

v =0, sur 'y x (0,7,
;:L—/Otg(t—s)aa;;(s)ds:h(x)z/, sur Ty x (0,T) (49)
h(x)v" + h(z)f (x) 2 + h(zx)m (x) 2 =0, surI'y x (0,7,

v(z,0) =ug(x), v (x,0)=u(z), dans €,

z(z,0) = 2z (), sur I'y,

ouT >0 et F est une fonction donnée sur 2 x [0, 7.

Théoréme 4.2.1. Supposons que (4.3), (4.4) sont vérifiées. Soit F € H' (0,T; L*(2)),
ug € VN H?*(Q), uy €V et zg € L*(T'y), alors pour tout T > 0 il existe une unique
paire de fonctions (v, z) solution du probléme (4.9) sur [0,T] telles que

v, v € L®(0,T;V), vy € L= (0,T; L*)), v(t) € H(L,Q) p.p. dans [0, T(4.10)
h'2z € L*®(0,T; L*(I'y)), h'/?z € L?(0,T; L*(I,)). (4.11)

Proof. Nous commengons par construire les solutions approchées (v, z) comme suit :
Soit {w;}, <<y, et {€;},< <) des bases orthonormés de V' et L*(I';), respectivement.
Pour chaque € € (0,1) et k& € N, nous considérons

Vpe(m,t) = i aji(t)w;(x), refte(0,T); (4.12)
2pe(m,t) = iﬁjk(t)gj(x), rely, te(0,7); (4.13)

solutions du probléme variationnel approché perturbé, associé au probleme (4.9),
suivant :

| ket 4 boge(t),w) = [ bz (Bo(w)dr =

¢
:/Q/ g(t—ys) BVvkE(s)ijdsdx%—/Qijdx,
0

4.14
e [ A& + [ hlo(uh) + o4 + mag ()] T =0, (4.14)
I r

Vke (,0) = vor, = X5 (wo, wy)wy, i (2,0) = vip = S5y (wr, wy)wy,

2he (0) = 200 = X8y (20,€) &, 24(0) = 215 = — (Laictmeon)
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pour j =1,--- k. Comme (4.14) est un systeme d’équations différentielles ordinaires,
alors il existe (v, zxe) solution du probleme (4.14). Une solution (v, z) du probléme
(4.9) sera obtenue comme limite de (vge, 2xe) lorsque k — oo et € — 0. Par conséquent,
des estimations uniformes par rapport a k et € sont nécessaires. En effet, de la premiere
et la deuxiéme équations dans (4.14), nous avons les équations approchées suivantes

| vke(tywdz + boie(t),w) = [ hef(B)(w)dl

/ / (t — s) BVug(s)Vwds +/ tHwdx (4.15)
et
’ /F 2 (#)edT + /F Bl + f2 (1) + mz ()] €dT = 0, (4.16)
1 1
qui sont vérifiées pour tout w € ({wy, - ,wi}) et £ € ({&,- -+, &}).

Les estimations a priori qui suivent montreront que pour tout k € N, alors t, =T

4.2.1 Estimate 1.

Posons w = 2v;(t) dans (4.15), & = 2z, (t) dans (4.16) et substituons la deuxieme
équation dans la premiere, on obtient

1d

5 2 (eSS + b(0rct) 0uc®) + el O, + [ hm () T+

(4.17)
n /F ] [z () dr = /Q F(t)), (t)dz + /Q /O g(t — 8)BVog(s) Vo, ()dsdx

Utilisons (4.8) et intégrons le résultat obtenu sur (0,¢), on trouve
t
ot O + o (1= [ o) ) IVurc (012 + € N (), +
t
+/F hin |z (D)2 dT + (g 0 vge) () +2/0 /F hf |2 (7)) dTdr
1 1

(4.18)
< ol + bo [ Voorll; + € |21kl +/ himzg;,(0)dT

—1—2/ / )0 (T dxd7'+/ (" o vge) (T)dT — /tg(T)b(Uke(T),Uke(T))dT

0

L’inégalité de Young donne

2// YW (T d:cd7<// F(r)P + [vhe (7)) dadr. (4.19)
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L’hypothese (G2) sur la fonction g nous assure que

(g0 vge) (t) — / (g’ © vge) (T)dT —i—/ b(Vke(T), Vie(T))dT > 0. (4.20)

Exploitons (4.20), (4.19), (4.14) et utilisons le fait que
0 < minger, f(z), 0 < minger, m(z), U'estimation (4.18) donne

(1) = [lop (D)l + ol [IVore ()15 + € 2 (D 5p, +

Flpeaol,, 2 [ o), o

/ (4.21)
<Cit [ IF@IEdr+ [ loiu(r)l3dr

t t
< 01+/0 ||F(T)||§dr+/0 ® (1) dr,

ou
2 2 2 2
Cr = Jlowkllz + bo [IVvorlly + ellzanllzp, +maxfm(z)h(z)] 2ok ]lzr,

t

L’hypothese F' € H' (0,T; L*(f2)), nous donne / |F(7)||2dr < C. Par conséquent, en
0

utilisant I'inégalité de Gronwall, on en déduit qu’il existe une constante

K = K(T) > 0, indépendante de k, € et de t € [0,T] , telle que

2
o1 + IV ok O + el O, + [P, + [ 2]l dr < &

2.
(4.22)

4.2.2 Estimate II.

Nous commencons par estimer |[vf.(0)||3 et ||z,’€’e(0)H§F Prenons w = v} (t) dans
(4.15) et posons t = 0, on trouve

[0f(0)||5 = (F(x,0) 4+ Lugy, + hza, vi(0)) . (4.23)

Comme l'opérateur L est continu en on déduit de (4.14) et ug € VN H*(Q)) que
Lo, < constance. (4.24)

Maintenant, en prenant £ = z; (¢) dans (4.16) et en posant ¢ = 0, nous obtenons
€|z (0) 15 p, + (7 (vik + f 216 +mz0r) , 7(0)) = 0. (4.25)

Les estimations (4.23) , (4.24) et (4.25) ainsi que les hypotheses sur F', (4.14) et le fait
que (ug,u;) € (VN H?*(Q)) x V, 25 € L*(T'y) impliquent 'existence d’une constance
positive Cy telle que

o (O)]l5 < Coy 1240 l5p, = 0 (4.26)
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Dérivons la premiere et la deuxiéme équations dans (4.14), multiplions le résultat
obtenu par 207, et 23}, respectivement et 'on somme sur j, il vient

d
T IO + b0k (0. 4o () + €O, + [ min 2t (T +

2 [ JINE (0D = 2(F (o, 1). 0] (0)+ (4.27)

; o d ot oy Oke(s) | Our(t)
+2m-21/ﬂbm<x>dt (/0 g(t—s)) o, ds) Bz, dx.

Puisque

(%ke ) - 8Uke(0) t avllfe(s)
dt/ @wj ds = 9(t) ox; +/og(t °) ox; as,

alors, le dernier terme du seconde membre dans 1'équation (4.27) donne

Z / bzg dt (/t (t - 3))625;(3) dS) azg{;ft) dxr =

= 52 [ o0t " e Dt [t ot (o), i)
= 32 [ o) | (st 22) ()20 el

+/0 g(t = 5)b(vy,(5), Vi (t))ds
d ) / /
= /Qvaok <dt (9(t)Vu, (t) — g (t)v%(t)> dart

¢
+// g(t = $)BVv, (s)Vuy. (t)dsdzx.
aJo

Remplagons 'estimation ci-dessus dans (4.27) et utilisons (4.8), intégrons le résultat
obtenu sur (0,t), on obtient

t
I I+ b0 (1~ [ 9(5)ds) IV, (DI + (9 04) (1) + €0 B, +
+/ m|hV22 (1) dF+2/ / FIRV220 (7)2dTdr
< C’3+/ (g ovi.)( dT+2/ /F x, ) (T dxdT—i—Q/ t) BVvo,Vu,, (t)dx

—/ bV (T), Vi (T))dT — 2/ / 7) BV, Vuy, (7)dzdr,
(4.28)
ol
Co = [0 0V + bo [ Ve + ma (o)) e,
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En utilisant (4.26) et (4.14), on en déduit que C3 est une constante positive. Grace a
I'inégalité de Young, on conclut

2 [ [ Fet et < [ [ (1F@)F + () dedr.

L’hypothese (G3) et les inégalités de Young et Holder, nous permettent de majorer le
quatrieme et le dernier termes du seconde membre de l'inégalité (4.28) comme suit

B n av(]k av;ca (t)
2/ t) BV o, Vuy, (t)de = Mzz:lg (t)/ bij () Ox; Oz, e
n aUOk 6Uk: (t) ’
< a5 6 d
<lole 3 |50 fy s 4o+ 2 o) =g = de

RGN

n N
n 2 2
< gl 5= IVvorll; + 21 llgll o maxi<icn | D 105115, | D
2 j=1 i=1"9

n 2 2
<9l % Vvorll; + 21 (19l o 01 VR8I35,

pour g > 0, Uhypothése b;; € C1(Q2) nous affirme que b; = max;<;<, (Z ||b”||zo) est

j=1
une constante positive et

t
9 / / (1) BVuo Vv, (1) dzdr <

Z [/ dx +/ |/ §19(7)bij( (iT)dT|2dx]
< nl[ooell + bugt ([ o(r)ir) /0 IV

t
< [ Vvorl; + big (1 =12 [ [ Vep () 3 dr

av%

Remplacant ces trois dernieres inégalités dans (4.28), en utilisant le fait que
0 < minger, f(z), 0 < minger, m(x) et en observant que

(900) () = [ (o o) ()7 + [ g(rb(eha (), (r))dr 20,
on conclut

17 2 t 2

o ()13 + |~2ub1 gl + b0 (1= [ g(s)d )} IVer I3+

vl g, + [l +2 [ e,

gl 2 2
SC’3+n<1+M°°> I Vvoel|? + +/ L\F @) dadr+

+ [ dr + b= 02 [ 19



Chapitre 4. Existence locale de la solution 52

En choisissant u < (bol)/(2b1 ||g||..) et en utilisant Uhypothese F' € H' (0,T; L*()),
on peut appliquer I'inégalité de Gronwall pour obtenir une constante K; = K;(7T") > 0,
indépendante de k, € et t € [0, 7], de sorte que

2 2 2
ke @15 + I VUr @)l + € |25 (D5, +
2 ¢ 2 (4.30)
1/2 1 1/2 i
+ ez @, + [ e, dr <

4.2.3 Passage a la limite.

De (4.22) et (4.30), on a

— (vge) et (v,) sont bornées dans L>(0,75V);

— (v}.) est bornée dans L>(0,T; L*(Q));

— (hY2z,) et (h'?2},) sont bornées dans L>®(0,T; L*(T1));

— (hY22},.) and (h'/22]) sont bornées dans L?(0,T; L*(T'y));

= limy00e0€ || 25 ()|l o.p, = 0, p.p. dans [0,T7].

Par conséquent, on en déduit qu’on peut extraire des sous-suites convergentes de (V)
et (2xe), que nous noterons encore par (vg) and (zxe), respectivement et telles que,
lorsque k — +o00, on a

vge = ve  faible étoile dans L>(0,7;V), (4.31)

v, — v.  faible étoile dans L>(0,T;V), (4.32)

vy, — vl faible étoile dans L*>°(0,T; L*(Q2)), (4.33)

vy, —v!  faible étoile dans L>(0,T; L*(2)), (4.34)
h'22, — hY/?z.  faible étoile dans L>(0,T; L*(Ty)), (4.35)
h'/2z — kY22 faiblement dans L%(0,T; L*(T';)), (4.36)
h/220 — hY22"  faiblement dans L?(0,T; L*(T:)). (4.37)

D’apres le théoreme de Aubin-Lions (see (32)), on déduit

Vke — v, fortement dans L2(0,T; V),
v}, — vl fortement dans L?(0,T; L*(9)).

Les estimations (4.22) et (4.30) sont indépendantes de e. Par conséquent, par le méme
argument précédent utilisé pour obtenir v, et z. de v et z4, nous pouvons passer a la
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limite quand € — 0 dans v, et z., on obtient v et z tels que

ve — v faible étoile dans L>°(0,7T;V),
vl — v faible étoile dans L>(0,7;V),

v — ' faible étoile dans L>(0,T’; L*(2)),

v” — " faible étoile dans L>(0, T’; L*(Q2)),
h'/2z, — h'/2z  faible étoile dans L>(0,T; L*(Ty)),
h'/22 — hY/22"  faiblement dans L?(0,T; L*(T'})),
RY/22" — h1/22"  faiblemente dans L2(0,T; L*(T1)).

Ceci joint au fait que limgsooe—0€ |23 (t) [y, = 0, p.p dans [0, 7], nous permettent de
prouver 'existence des solutions de (4.9) vérifiant (4.10) er (4.11).

4.2.4 Unicité.

Soient (vy,21), (v, 22) deux paires de solutions du probléme (4.9). On pose
U =101 —vg et z = z1 — 29, alors (¥, 2) satisfait le systéme suivant

t
19”~|—L19—/ g(t—s)LI(s)ds =0, dans Q x (0,7),
0

¥ =0, sur I'g x (0,7,

oV t oV ,

oo /0 g(t—ys) o (s)ds = h(zx)z', surI'y x (0,7, (4.38)
V4 f(z)z+m(z)z2=0 sur I'; x (0,7,

V(z,0) =9 (z,0) =0, dans €2,

z2(z,0) =2 (2,0) =0, sur I';.

De (4.15) et (4.16), on a
[0 @wds + 000, w0) + [ B @po(wiar = [ /Otg(t—s)BVﬁ(s) Vwdsdz,
S Bbo@) + £2(6) + ma(] e = o,

pour tout w € V et £ € L?(T'y). En remplacant w = 29'(t) et £ = 22/(t) dans les
équations précédentes, et en exploitant (4.8), on trouve

SO+ (1= [ 96)ds) 00 00) + [ mlnt2= P +(g09) (1)

+ /Fl FIR22 (@)D = —g(D)b(9(1), (1)) + (¢ 0 D) (1)
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Intégrant 1’équation ci-dessus sur (0,%) et en utilisant (4.20), on obtient
t
0< [0 WIE+ bl IVO@ 3+ [ mln' 2 (Far + [ [ g0/ (r)Fdrar <o,
1 1
Ensuite, cette derniere inégalité donne ¥ = z = 0. Par conséquent, la preuve du lemme
4.2.1 est achevée.
Pour v € C (0, 7;V)NC*(0,T; L*(§2)) donné, nous considérons le probléme suivant :

t
vy + Lv —/ g(t—s)Lv(s)ds = |ulP"?u, dans Qx (0,7T),
0

v=0, sur [y x (0,7,

ov t ov

61/L_/0 g(t—s)a—VL(s)ds:h(x)zt, sur I'y x (0,7, (4.39)
v+ f(x)ze +m(x)z =0, sur I'y x (0,7,

@) =), w0 =u(),  dansQ,

z(x,0) = zo (), sur T'y.

Relativement a ce probleme, nous avons

Lemme 4.2.1. Soit 2 < p < p et supposons que (4.3), (4.4) sont vérifiées. Si
(ug,up) € V x L3(Q) et zg € L*(T'y), alors il existe T > 0 et une unique paire de
solutions (v, z) du probléeme (4.39) telles que

veC(0,T;V), v e C(0,T; L*(Q)),
h'2z € L>®(0,T; L*(Ty)), h'?z € L?(0,T; L*(I,)).

4.3 Preuve du lemme 4.2.1.

Par les mémes techniques utilisées dans le premier chapitre de la premiere partie, en
utilisant les arguments standards de convolution, voir (12), nous approximons

ue C(0,T;V)nC (0,T; LX(Q))

muni de la norme ||u|| = maxo<i<r [Hu’Hg + bol HVUH%}, par une suite (u,),en dans

C (0, T;C(R2)). Ce type d’approximation a été également utilisé par Vitillaro dans
(47; 48). Ensuite, nous approximons les conditions initiales u; € L?(Q2) par une suite
(u,,)pen dans C5°(2) et zg € L*(I'y) par une suite (2))uen dans C(T';). Finalement,
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puisque l'espace H*(Q) NV est dense dans V' pour la norme induite de H*, nous
approximons ug € V' par une suite (u)),en dans H*(€2) N'V. Nous considérons alors le
probléme linéaire suivant

t
vy + Luy, — /0 g(t—s)Lv, (s)ds = Ju,|"?u,, dans Q x (0,7),
vz, t) =0, sur 'y x (0,7,
a’Uu t av,u o /
90, /0 g(t 81/L (s)ds =h(x) z,, sur I'y x (0,7, (4.40)
v, + f(7) 2, +m(z) 2, =0, sur I'; x (0,7,
v, (2,0) =w) (2), v, (2,0) =u, (), dans €2,
2y (2,0) = 2 (x), sur ;.

1l facile de vérifier que F'(u,) = |u,[P~%u, € H* (0,T; L*(2)). Par conséquent, le
théoreme 4.2.1 assure 'existence unique d’une suite de solutions (v, z,) du (4.40)
satisfaisante (4.10) et (4.11). Notre objectif maintenant est de montrer que la solution
(v, 2,) converge vers la solution (v, z) du probleme (4.39). En effet, il suffit de
montrer que (v, z,) est une suite de Cauchy dans l’espace

(v,2)/ veEC(0,T;V)NCH(0,T; LA(Q)),
Yy =
h'2z € L*® (0,T; L*(Iy)), h'/?2' € L?(0,T; L*(T,))

muni de la norme

0<t<T

(v, 213, = max [Hv I3+ bol [Voll? + [12/2] ] / [n22s)]) . ds
Pour cela, on pose
U:UM—UT, V:’U#—’UT’ Z:Z,u_z‘r-

Il est facile de voir que (V, Z) satisfait

Ve + LV — /Otg(t —8) LV (s)ds = Jup|" > u, — Ju- " uy, dans Q x (0,7),
V(z,t) =0, sur Ty x (0,7,
SVVL [ot- )32( )ds = h (z) Z, sur Ty % (0,T).
Vi+ f(x)Zi+m(x)Z =0, sur I'y x (0,7,
V (@.0) = Vola) = ud — s Vi(@,0) = Va(e) = ul —ul,  dans O,
2(2,0) = Zofa) = 20— 2 (a) ur T,

(4.41)
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Multiplions la premiere équation par 2V et la troisieme équation par 27; dans (4.41),
intégrons le résultat obtenu sur (0,¢) x € et utilisons la formule de Green et (4.8) pour
obtenir

2 _ 1/2
IVil13 + bo (1 /0 g(s )ds) vay|2+/ 22| dr+
t
w2 [ [ f|pRzs)[ s + (g o V)0 +
0 JI'y
t t
—/0 (9’<>V)(s)ds+/0 g(s)b(V(s),V(s))ds (4.42)
2
< VAl +bo IVVal3 + [ o [n/22["ar+

¢
+2/0 /Q [|u#,|p_2 wy, — |u P UT] Vidxzds.

Estimons le dernier terme du deuxiéme membre de I'inégalité (4.42) comme suit (see

(20))

Dl = e P ] Via| < (= 1) [ sup (a7 P2) [0 Vi

1 -2
Utilisons I'inégalité de Holder avec — + n2 + 5= 1, il vient
n n

‘/ ]uu]p_Zu —]uT]p_zuT] Vidz| <
< (= 1) (lluall?, 2 + e 18, %500) 10 sy Vil - (4.43)

L’injection de Sobolev V < L2"("=2)(Q)) donne

Uz /-2y < C VUl

- - (4.44)
HuuH(p om T HUTH(p o = C (Hvuqu “+ IV [[; 2) )

ou C' est une constante positive dépend seulement de et p. Par conséquent (4.43)
prend la forme

Dl = el ] Vade| < C Vil VU, (19l + Vs 572) . (4.45)

En utilisant (4.20), (4.45) et le fait que 0 < minger, f(z), 0 < minger, m(z),
I'estimation (4.42) donne

t t

il + (1= [ gts)ds) IVVIE+ [ m |z ar 2 [ [ g nzs)[ aras
0 I 0 JI'y

< Vallz + bo [IVVoll; + maxeer, [m(z)h(2)] 1 Zollsr, +

4 [ IV IVU O (190u) 172 + [ Fur ()] 2) ds
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De cette derniere inégalité, il résulte

2

VIS + ol IVVIE + w222+ [ w2z, ds

2’F1

1
< (IVAL13 + bo [V Vo 3 + maxaer, [m(z)h(x)] | Zoll3 1, )

?(2 t
ta [ V@I, 19U, ds

ou C5 = min {1,2fy, mo} et Ky est une constante positive dépend seulement de Q, p
et du diametre de la boule Br(0) C C([0,T]; Hi(Q)) centrée & I'origine et contient les
suites (u,), (u;). Le lemme de Gronwall entraine que :

K
V. 2y < Ko (Il + b IVVol + max [m(@)h(e)] 1 Zollp, ) + G2 102, -
(4.46)

Puisque (u;), (u,), (z)) sont des suites convergentes dans V, L*(Q), L*(T'y),

respectivement et (u,) est une suite convergente dans C ([0, 7]; V)N C* ([0, T]; L*(2)),
on conclut que (v, 2,) est une suite de Cauchy dans Y7 . Par conséquent (v, 2,)
converge vers une limite (v, z) dans Y. Par les mémes procédés utilisés dans le
premier chapitre, on montre que cette limite est une solution du probleme (4.39).

Théoréme 4.3.1. Soit 2 < p < p et supposons que g satisfait (4.3), (4.4). Si
(ug,u1) €'V x L*(Q) et zo € L*(T'y), alors il existe T > 0 et une unique paire de
solutions (u, z) du probléme (/.1) telles que

u € COT;V), wel(0T;LX(Q),
W2z e L™ (O,T;LQ(F1)>, W2z € 12 (0,T;L2(r1)).

La démonstration de ce théoréeme est basée sur le théoréeme du point fixe, comme le
montre le paragraphe suivant :

4.4 Preuve du théoréeme 4.3.1.

Pour T > 0, nous définissons le sous-ensemble convexe fermé de Y par
Xr={(v,2) € Yr tels que v(0) = ug, v4(0) = uq,2(0) = 20} .

Notons
Br(Xr) = {(v,2) € X1 ;| (v,2) ]y, < R}
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Alors, le lemme 4.2.1 implique que pour tout (u,z) € Xp, on peut définir

(v, 2) = ®(u, z) comme solution unique du probléme (4.39) correspondante a (u, ).
On veut montrer que ® est une application contractante sur Br(X7r) et telle que
O (Br(Xr)) C Br(Xr).

e Premierement, montrons que ® (Bg(Xr)) C Br(Xr).

Soit (u,z) € Br(Xr) et (v,z) = ®(u, z). Alors, pour tout ¢ € [0,7] on a

2 2 172, “lpay2 2
Cs [||vt\|2 ol [ Vol + w722 +/0 |2z s)s s
t t
< ol + (1 _/o g(s)ds> b(v,v) + L m ’h1/22’2 dal' + 2/0 /F f ‘hl/ta(s)’Q dlds
< [loall3 + bo [[Veoll5 + maxer, [m(2)h(@)] | 20ll5r, +
t
+2/ / “u(s)]pﬂu(s)vt(s)‘ dxds.
0 Jo
Puisque (u, z) € Br(X7) et par I'inégalité de Holder, on déduit que
Cs [l + bol [0l + 2]+ [ [n72as)]] ds
5 tll2 0 2 2.1, 0 t 2T,
t
< Jlorll; + ao [ Vooll3 + maxeer, [m(x)h(z)]|120ll3r, + QCRP_I/O [0r(s)]l, ds.

Cela conduit a

1w, 23, < Ks (loall3 + bo [ Vooll3 + maxaer, [m(@)h(@)| |zll3, ) +

X (4.47)
+HEGRTIT [|(v, 2)lly,

ou K3 = C/C5 est une constante indépendante de R.
En appliquant I'inégalité de Young pour le dernier terme du seconde membre de
(4.47), on arrive a

I, 22, < K (loall2 + bo [ Voo2 + maxuer, [m(@)h(@)] z0ll3r,) +
Rr—1T

5 K2 +

LRPIT [ TN T H(v,z)H?,T] .

Ainsi, on obient

2 2 2 2
I, )15, < K (llall3 + bo [IVooll3 + maxzer, Im(z)h(x)|l|z0ll3, ) +

(4.48)
+3RAPITKS

Choisissons R suffisamment grand tel que

1
s (ol + bo | V0ol + max fm(e)h(a)] ol3r, ) < 57,
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puis 7" suffisamment petit de sorte que R*P~VT?K2 < 1R?  (4.48) est satisfait, donc
(U, Z) < BR(XT)

e Montrons que ¢ est contractante.
Pour cela, on pose U =u—u, V=v—0vet Z=2z—2z ou (v,z) = P(u,z) et
(v,2) = ®(u, 2). Alors (V, Z) satisfait le systéme suivant

Vi + LV — /Otg (t— )LV (s)ds = [uf"2u — |[aP 24, dans Q x (0,7),

V(z,t) =0, sur 'y x (0,7,
gl‘//L—/Otg(t—s)gva(s)ds:h(x)Zt, Ty 0.T), (g g0
Vi+ f(2)Zi+m(x)Z =0, sur I'y x (0,7,
V(z,0)0=0, Vi(z,0)=0 dans Q,

Z (x,0) =0, sur I'y.

Multiplions la premiere équation du probleme (4.49) par V; et la troisieme équation
par Z;, intégrons le résultat obtenu sur (0,¢) x Q et utilisons la formule de Green pour

obtenir
Wil + (1= [ gts)ds) (v +
Hao V)0 = [ (o oV)(s)ds+ [ g (V(s), V(s) ds =

_9 /0 t /Q ()" u(s) — [a(s)l" ()] Vi(s)deds.

m’h1/2Z‘2dF+2/t/ f|n22,s)| drds
0 JIh

Iy

Moyennement a (4.20), (4.45) et le fait que 0 < minger, f(x), 0 < minger, m(x),
I’égalité précédente donne

||Vt||§+b0l||VV||§+th/QZHQ +/OtHh1/ZZtH2 ds

2,1 2,Iy
C gt _ e
< o [ IVl IV U, (19l + [9al ) ds (4.50)
05 0
Ainsi, nous avons
I(V. 2)lly, < KsTR'*|(U, 2)lly, - (4.51)

En choisissant 7" suffisamment petit pour avoir K3T'RP~2 < 1, I'estimation (4.51)
montre que ® est une application contractante.

Le théoreme du point fixe garantit 1'existence d’une unique paire (v, z) satisfaisant
(v,2) = ®(v, 2). Ainsi, la preuve du théoreme 4.3.1 est achevée. O



Chapitre 5

Existence globale et comportement
asymptotique de la solution

L’objet de ce chapitre est de montrer que la solution locale existe globalement en
temps dans un ensemble stable de données initiales et qu’elle est uniformément bornée.
A la fin de ce chapitre, nous prouvons la décroissance polyndémiale et exponentielle de
la fonctionnelle d’énergie dépend seulement du comportement de la fonction noyau g.

5.1 Reésultats préliminaires

Afin d’étudier I'existence globale, décroissance exponentielle et polynomiale de la
solution locale du probléeme (4.1) donnée par le théoréme 4.3.1, nous définissons les
fonctions suivantes :

T, =0) = 10) = (1= [ g(s)ds) blutt),u(®) + (g0 ) 1)+

+ J, mh @) dU = |l (I,

J (ult). 2(0)) = J(t) = ;(1— [ <>ds)b<u<t>,u<t>>+§<g<>u><t>+

s /mhz dF——Hu()HZ.

On introduit la fonctionnelle d’énergie E associée au probléme (4.1) :

E (u(t), ue(t), 2(t)) = E(t) = ;Ilut W12+ J(t), (5.1)
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pour (u(t), 2(t)) € V x L*T), ot
1 1 1 1
E(0) = 5Hul ) I3 + ib(uo, up) + 5/ mhz5dl — = ||ug||’ désigne I'énergie initiale.
Iy p

Lemme 5.1.1. Soit (u, z) solution du systeme (4.1). Alors, la fonctionnelle d’énergie
définie par (5.1) est strictement décroissante et on a

dE
dt

(t) = — /1“1 fhz}(t)dl + ; (¢ ou)(t) — ;g (t)b(u(t),u(t)), pour tout t> 0.

(5.2)

Démonstration. Multiplions la premiére équation dans (4.1) par u,, intégrons le
résultat obtenu sur €, utilisons la formule de Green et exploitons la troisieme équation
dans le systeme (4.1), on trouve

i {1 O + 000 0| = [ ety 0ar
- [ " (t — 5) BVu(s) Vuu (¢) dsda. (5.3)
D’autre part, de la quatrieme équation du (4.1) il découle
— [ B () z () dr = /F Fhz2 (0 + [ hme(t)z ()T (5.4)

Insérant (5.4) dans (5.3) et utilisons (4.8), on obtient alors (5.2) pour toute solution

réguliere. Ceci reste valable pour des solutions faibles par I'argument de densité simple
comme dans le lemme 4.2.1 (voir (20) : Proposition 2.1 et aussi (37)). Ainsi, la preuve
du Lemme 5.1.1 est terminée. [

On définit ’ensemble stable W par
W= {(u(t), 2(t)) € V x LA(T), I(t) >0, J(t) <d} U {0},

olt d = inf {sup,., J(A(u(t), 2(t))), u(t) € V/0{0}, z € L*(T1)}, on a

o2 = A[(1= [[g()ds) blute), u(e) + (gow (1) + [ mhz? (t)dr)
N -
dJ
Si a()\(u(t),z(t))) = 0, alors on trouve
t 1/(p—2)
. (1—/0 g(s)ds) bu(t), u(t)) + (g o u) (t)+/Fl mhz® (t) T

lu (@Il
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On vérifie facilement que —

sup J(Mu(?), 2(8))) = T (u(?), () =
2 (1 — /Otg (s) ds) b(u(t), u(t)) + (gou) (t) +/F mhz* (t) dT p—2

2p lu (D)1,

[Vu (@)l 2— 2 — 2_

pP— u 2|P—2 P~ 2 2

> bol > bol) P AP > 0,
2p ( e [HU()H ] (bol)

de la définition de d on conclut que d > 0.

Lemme 5.1.2. Soit (u(t), z(t)) solution du probléme (}.1). Si
(ug, 20) € W, uy € L*(Q) et E(0) < d, alors (u(t), z(t)) € W pour tout t € [0,T).

Démonstration. Supposons qu’il existe T; < T tel que (u(t), 2(t)) € W dans [0,T}) et
(u(T}), 2(T;)) ¢ W. Ensuite, la continuité de (u(t), 2(t)), entraine que

(w(T}), 2(T;)) € OW. De la définition de W et de la continuité de I et J par rapport a
t, on obtient I(T;) = I (w(T}),2(1;)) = 0 ou J(T}) = J (u(1}), 2(T;)) = d.

De (5.1) et du résultat du 5.1.1, il découle

J(T;) < B(T;) < E(0) < d. (5.5)

i) <
Ce qui montre que le cas J(T. d est impossible.

) =
Maintenant, supposons que [(7};) = I (u(T}), 2(T;)) = 0 est vérifié, alors

dJ _
o5 (D), 2(T) = A (1= X72) Ju (1)
La valeur A = 1 est une valeur maximum pour J (A (u(7}), 2(7}))). Donc, de (5.5) il

résulte
sup J (A (u(T5), 2(T3))) = J (u(T}), 2(T})) < d,

A>0
ce qui contredit la définition de d. Par conséquent, le cas I(7}) = 0 est aussi
impossible. Ainsi, on conclut que (u(t), 2(t)) € W pour tout t € [0,7). O

5.2 Existence globale de la solution

En se basant sur les résultats préliminaires cités auparavant, nous allons prouver un
résultat tres important sur I'existence globale de la solution, dans le théoréme suivant :
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Théoréme 5.2.1. Soit (u,z) solution du probléme (4.1). Si (ug, z9) € W, uy € L*(Q)
et E(0) < d, alors la solution (u, z) est globale en temps.

Démonstration. 11 suffit de montrer que
e (8)]13 4 b(u(t), u(t)) + / m (x) h (x) 2 (t) dT est majoré par une constante
T

1
indépendante de t.
Sous les hypotheses du théoreme 5.2.1, nous obtenons d’apres le lemme 5.1.2 que

I(t) > 0 pour tout ¢t > 0. Par conséquent

It = p;pQ[@— /Otg(s)ds) bu(t), u(t)) + (gow) (6) + [ mhs? (t)dr}
—i—;l(t)
> p;j[(l—/otg(s)ds) bu(t) u(®) + (g0 ) (1) + [ mh (1 ar].

Ainsi par (G7) et le fait que (g o u) (t) > 0, V¢ > 0, nous concluons

Ib(u(t),u(t)) + [ mhz*(t)dl <

< (1= [ g s)ds) bute), u(e) + [ mnz2 1
2p
< mJ(t), vt € [0,7) (5.6)

En utilisant le lemme 5.1.1, de (5.6), il résulte

Ol + 5 [ty u) +

5 mhz? (t) df} <

I
1
< Slu®B+.7(t) = B@) < B(©)
Par conséquent, il existe une constante C' > 0 dépend seulement de p et [ telle que

e (£)]153 + b(u(t), u(t)) + s mhz* (t)dl' < CE(0) < +o0.

D’ou la démonstration du théoreme 5.2.1. OJ

5.3 Comportement asymptotique de la solution

Dans cette section, nous allons étudier le comportement asymptotique de la fonction
d’énergie E. Pour cela, nous supposons, en plus de (G3) que,

J (1)< —E), 120, 1<p<s. (5.7)
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Remarque 5.3.1. Dans (37), plusieurs exemples des fonctions vérifiant les
hypothéses (Gs) et (5.7) ont été donnés. Nous citons les deux exemples suivants :

g(t) =a(l+1)% g <1,
ae*bt
t) = =0,1,2,...
g2() (].—|—t)"7 n y Ly 4y

ot a, b >0 sont des constantes positives et convenablement choisies.

5.3.1 Reésultas préliminaires

Pour analyser le comportement asymptotique de la solution nous aurons besoins de
quelques lemmes utiles.
Soit la fonction

L(t)=ME(t) + e(t) + ¢(1), (5.8)

ou M et e sont des constantes positives a choisir ultérieurement et

P(t) = /Qu(t)ut(t)dx + N h(z)u (t) z(t)do —1—5 N h(z)f(z)z*(t)do, (5.9)

o(t) = — /Q ws(t) /0 "ot — s)(ut) — uls))dsdz. (5.10)

Lemme 5.3.1. Pour e > 0 assez petit et M est suffisamment grand, alors il existe
deux constantes positives aq et awg telles que

a1 E(t) < L(t) < asE(t). (5.11)

Démonstration. Utilisons les inégalités de Cauchy-Schwarz, de Holder et de Poincaré,

< ([ wr@ar)” ([ b oa)”
< A([lmopar)” ([ vawpra)”

ou A\ est la constante de Poincaré.

on conclut que

/Q we () (t) de

Aussi, grace a l'inégalité de Young et (1.3), le deuxiéme membre de I'estimation
précédente donne
)\2

Aw@mumdsémmm@+%gm@m@» (5.12)
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D’autre part, en utilisant I'inégalité de trace, nous avons

[ @z @ar = | [ MO, g <>dr|

<||h||<1>i;||0“if(/F h(z)m(z) |z () dr) (/ \u(t)]2d1“>1/2 (5.13)
< el [ byt = ) a0 + 20, u(0)
et
lp(t)] < *Hut )5+ 2/( g(t — s)(u(t) — u(s))ds)zdx
< Sl 5o [ ([ otsas)
< ([ 9t = 9)BIVu(t) - Vu(s) ds ) do
< @)+ %O) (gou) (1), (5.14)
ou la derniere inégalité est obtenue en remarquant que / s)ds < / s)ds =1—1.

Combinons (5.8), (5.12), (5.13) et (5.14), alors on obtient

(
L(t)— ME()| s(e ) T O + g5 (A+32) blu®), () +

(”h”m”m”%ufnm) [ hiaym(z) |z (@) dr
)

2,)? (970u) (1

< CE(t),

ot C' est une constante positive dépend seulement de €, A et A. En choisissant M > 0
assez grand, nous terminons la preuve du lemme 5.3.1. L]

Lemme 5.3.2. Pourr>1et0<0<1ona

tg(t —8) Jw(s)|ds < tgl_e(t —s) |w(s)|ds v X
‘/0 (/0 t ) (r—1)/r
x ( /0 g0/ (o) ()| ds) ,

pour tout w € Lj,.(0,00).

Démonstration. La démonstration est obtenue en notant
t t
/ g(t — s) Jw(s)| ds = / g0t — s) Jw(s)|Y7 " O (1 — s) fw(s)| T ds
0 0

et en utilisant I'inégalité de Holder. O
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Lemme 5.3.3. Supposons que u € L>(0,T; H () et g est une fonction continue.
Alors, il existe une constante C' > 0 telle que

/Ot g(t — $)b(u(t) —u(s),u(t) —u(s))ds <

(p—=1)/p
< 0 (1wt ue) + [ vtuts). usas) - x
t 1/p
x ( / G°(t — s)b (u(t) — uls), ult) — u(s))ds) .
0
De plus, s’il existe 0 < 0 < 1 de sorte que
/OO g7 (s)ds < 400,
0
CLlOTS nous avons
t
ot = )b (u(t) = u(s), u(t) — u(s)) ds <
0

t

< O (suppcser bu(s). u(s) [ () "

0

« (/Ot (= )b (u(t) — u(s), ult) — u(s)) ds) e

Démonstration. En utilisant le lemme 5.3.2 avec r = (0 4+ p — 1)/(p — 1) on obtient
[ ot = b (u(t) = u(s), ult) — u(s)) ds <

< (790 = 9)b(u(t) — u(s), u(t) - u(s))ds

([ 9t = 9ult) = uls),ut) — uls))ds )

Pour 0 < # <1, o0n a

/0 T — $)b(ult) — uls), u(t) — uls))ds < C sup blu(s), u(s)) /0 " g0 (s)ds,

0<s<T

p—1
O+p—1

(5.15)

_6
0+p—1

ce qui montre la seconde inégalité du lemme 5.3.3.
Lorsque ¢ = 1, en utilisant la symétrie des fonctions b;; on trouve

Amfﬁa—sww@w~MQu@> <>Ms—/wmmw—u@xmw—u@»m=
— th(u(t), u(t)) + /0 blu(s), u(s))ds — 2 Z / / bis(x axj 8ii)d:rds

< th(uf) <ww+/“bw<> st

<5 L5

2,7=1

(1+2)tb( (), u (t))+(1+;>/0 b(u(s),u(s))ds

<C< +/ ds),
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ou C' = max (bl/bo, n/bo) avec b1 = MaXj<i<n Z HleHio
j=1
Remplagant cette derniere inégalité dans (5.15) pour obtenir la premiere inégalité du

lemme 5.3.3. O
Lemme 5.3.4. Soit (u, z) solution du (4.1). Sous les hypothéses (G1), (G3) et (4.3),

la fonction

Y(t) = /Qu(t)ut(t)dx + | h(x)u(t)z(t)do + 1 h(z)f(z)22(t)dly

Fl 2 Fl

satisfait,
U(t) < ||Ut(t)|!§+Hu(t)l|§—ib(U(t)alL(t))

= 2
h|lsoCy
- [ hoyma) @ ar + =C e, g,

ZS} (/ 9" ) g’ ou)(t). (5.16)

Démonstration. En utilisant la premiere et la troisieme équations du systeme (4.1),
nous obtenons

W) = [lu (8]l = blu(t), u(t)) + [lu ()]2 + Q/F1 h(z)u(t)z (t)dl
[ h@)m @) 20 dF—Ir/Otg(t—s)/QBVu (£) Vu (s) dads.

Iy

(5.17)
Maintenant, nous estimons le dernier terme du seconde membre de (5.17) en utilisant
I'inégalité de Young, (G1), (G3) et (4.3) comme suit
/Otg(t—s)/BVu( )Vu( )dxds:
=3 o= [ axj (G = T+ et
Zn:: / (t=5) /b” axj aai)d s
e

< (1171 zl) (u(t), u(t)) + p Z/ (U j)ds> dx+

4,7=1

+41M§n:j /. (/Otg(t— ) (ags) - agig) ds)2d:c
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pour tout p > 0.
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

n

S L ([oe=0 (52 -50) )
Lo ssoa (G- G0 a)

< /tQZP (s)ds Z /Q/Otgp (t— s) agif) _ 3;);(?:) ’

dsdx

Alors, Pestimation (5.18) devient

/Otg t—s) /BVu(t)Vu( )dxds<

(1 -1+ bl;) bu(t), u( 4Mbo (/ 9> > g?ou)(t).

En utilisant I'inégalité de trace et I'inégalité de Young, pour p; > 0, on obtient

[ rwu®aa < e ([ waopa)” ([ )"

A2 1l oo

< —b(ult), u(t) + 2Rz () |3, -
< g blul), u(®) + =5 =Rz @) o,
En combinant (5.17), (5.19) et (5.20), on conclut que

() < (t)IEHIU(t)HZ—/Fl h(z)m(x)z* (t) dI' +

+[1+04wamﬁ St o) +

HhHOO 1/2 2
t) + 2| WM 22 (¢ ,
4b0,u </ 9> > g’ ou)(t) o R =2 (1) ||or

En posant 1, = (bol)/(8A\2) > 0 et pu = (bol)/(4b1)) dans l'inégalité ci-dessus,
I'estimation (5.16) est etablie.
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(5.19)

(5.20)

]

Lemme 5.3.5. Soit (u, z) solution du (4.1). Sous les hypothéses (G1), (G3) et (4.3),

la fonction

6(t) = = [ wnlt) [t = $)(u(t) — uls))dsd
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satisfait, pour tout 6 > 0,

o0 (5= [ atepis) Il + S50 (<o ow 0+ L [ o+
4§ [Z(l) n 2(21 (1— l) (2; ((p ip2>lE(O)> ] b(u(t), u(t))+

: 2wk, on N
2—p * 1 P
+(/0 g (s)ds) [45130* ot o T bﬂa] (g7 o) (t).

(5.21)

Démonstration. En utilisant (4.1) et la formule de Green, nous avons

s))dsdz — (/tg(s)ds> /Qu?(t)dx

_/Qut(t)/o gt —s)(u(t) —u 0
=3 [la=) [0 (20 20 g

5 (=) ([t (%5 )

(5.22)
De la méme maniere que dans (5.16), nous estimons chaque termes dans le seconde
membre de (5.22).
En effet, en exploitant I'inégalité de Young, on obtient que, pour tout § > 0,

”21/ g(t—s / bij(x a% <ag£l) agi?) dzds <
< S ut) + g ([ 7 () d5) (@ 0w 0. (5.23)

Les fonctions b;; sont symétriques. Alors, le seconde terme dans le deuxieme membre
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de 'inégalité (5.22) peut étre estimée comme suit

| Z i ( / <x>8ga§j)ds> ( [ott—s (8;;2) - 6;95?) ds) o
o) 2

dz+

1] 1
u(t)  ou(s)\ . I
45 9t =) <8xi T om, )
5y 20, b
<2—(1— - p )
250 e ([ @) B+ | @on

(5.24)
En utilisant 'hypothése (G3), on peut majorer le troisieme terme dans le seconde
membre dans (5.22), comme suit
t
’—/uﬂ)/gﬁ—ﬂxmo—u@»w@:g
Q 0

<3 - L5 (¢ 0u) (0,

(5.25)

En utilisant I'inégalité de Poincaré et (Gs), le cinquieme terme est majoré par

’_/Fl h(z)z(t) /Otg(t—s)(u(t) — u(s))
”h” Hh1/2 </ i ds) —6(gf’<>u) (t).

(5.26)

Le dernier terme dans le seconde membre de (5.22) peut étre estimé par
= [ l@P-2u) [ gt = )u(t) - uls))dsde] <

)\2
§5/|u dx+</ gz_”(s)ds)(gpou)(t).

Q 0 4(5[)0

Utilisons (1.3) et (5.2), on trouve

[P de <X [vu(o) <
Q

2p—2 2p 2 2
< v (2B ISl

En combinant ces deux dernieres inégalités, nous obtenons
‘— [ luF-2ut / g(t — s)(ult) —u(s))dsdx‘ <
Q
PA A P
ga() ( zﬂEmO b(u(t), u(t))+ (5.27)
2

(p—

bo
+ (/Ot g> " (s) ds) 42[)0 (9P ou)(t).
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Moyennement a ces estimations (5.23)-(5.27), 1’égalité (5.22) devient

o0 < (5= [ o6)as) ol + 252 (—g oy (0 + e ez o)+
+ Z; + 2;;1(1 [)?+ (;}) <(p iPQ)ZE(O)) ] bluf(t), u(t))+
+ (/0 9> (s) ds) [4250 + 22;)1 + 2;)0 20 6] (g7 ou)(t).
0

Théoréme 5.3.1. Sous les hypothéses du théoréme 5.2.1 et si (5.7) est vérifiée. Alors,
pour tout ty > 0, il existe deux constantes positives K et k telles que, pour tout t > tg

E(t) < Ke ™, p=1,

) < K 3 (5.28)

Aroven 1<P<3

Démonstration. Puisque la fonction g est positive, alors il existe ¢y > 0 tel que

t t
/ g(s)ds > /0 g(s)ds = go, Vt>to.
0 0

En utilisant (5.8), (5.2), (5.16) et (5.21), on arrive a

L0 < - -l + (Y - 250 ) @ on 0+
rellutoly - |31 = AW e o

—e/rl h(z)m(z)|z (1) [2dT — lel ) (2; 23(1 )%

(e oo

t bin A2 n
2=r( d) ! RN
+</9 (s)ds [ 2 200 200

+220 205] (7 ou) (£).

A ce stade, nous choisissons € > 0 assez petit pour que gy — € > 0 et (5.11) reste
valable. Lorsque € est fixé, nous prenons ¢ > 0 suffisamment petit pour que

1{31: g0—€—6>0

l b b XN\ 2 P2
e oo () (o) ) o
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Ensuite, nous choisissons M assez grand tel que

M A 1/t b A2
ks = _g(O)_(/O g2p(s)ds> [612”—1—4—”-1-

2 4dby € 2 28, 20by
+2ﬁ+)\—25 >0
bo by | 7
4h)looA® |7l
ki = M — _
4 Tl w6 Y

et (5.11) reste valable.

Par conséquent, pour tout t > ty, nous arrivons a

L'(t) < —killut)ll; = keb(u(t), ut)) + € u(®)]]

2 5.30
k[ 0 e [ hm@ls ) P - kg (o) (. O
e Premier cas: p=1.
De (5.30) et (5.11) il vient
! k5
(1) < ks E(t) < —=2L(1),
Qy
ou ks est une constante positive.
Par intégration de I'inégalité précédente entre ty et ¢, on obtient
ks, ks,
L(t) < L(tg)e~2"e 22, ¥Vt > ty. (5.31)

De nouveau, en vertu de (5.11), la relation (5.31) donne

e Deuxiéme cas : 1< p < 3/2.
De I'hypothése (5.7), on a (¢'~” (t))’ > &(p — 1). Intégrons P'inégalité ci-dessus sur
[0,t], on obtient

Cy

W> ou C est une constante positive.

g(t) <

1
Fixons 0 = 3 alors (1 —6)/(p—1) > 1, d’ou il s’ensuit que

p—1

t t 1
/91_9(3)d5<01/ ———ds < +oo, VO<2—p.
0 0 (1+s)

Utilisons cette estimation dans la deuxiéme partie du lemme 5.3.3 et utilisons le
lemme 5.1.1 on obtient

p—1
0+p—1 %)

(gou) (1) < Ca (E(0) [~ g""(s)ds) """ (g7 o) (1) 75
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Par conséquent, pour tout o > 1, on obtient

E7(t) <CETH(0 )[Hut(t I3+ bu(t), u (t))+/rl h(z)m(z)|z (t) [*dl

)
~lu(@)[] + Cllg 0w ()"
< CB7(0) [lj(®) 3+ bu). u(®) + [ hx)m(@)]z (6 T

o(p—1)

]+ (B0) [~ 20)s) T (00 o) ()7

(5.32)

Choisissons §# = 1/2 et 0 = 2p — 1 ( par conséquent df/(p — 1+ ) = 1), lestimation
(5.32) donne

B C |[u®l +blu(t)u®) + [ hxm(@)z (0)dr
— @)%+ (g7 0 u) (1)]

En combinant (5.11), (5.30) et (5.33), on trouve

(5.33)

_ ke
- Ca§

kg

() < -

LEe) < Lo(t), Vt>t
ou kg = min {ky, ko, k3, k4, €}. Une simple intégration de I'inégalité précédente entre ¢,
et t conduit a .
7
L(t) < A3 e’ Vi > to, (5.34)

ou k; est une constante positive.
Puisque 0 > 1, on a

/ ds</ +81/01ds<+oo

tL(t) < < +o00.

1+ t)l/(a 0

Par suite,

/OOO b(u(s),u(s))ds + sup tb(u(t), u(t)) < ks (/Doo L(s)ds + sup tL(t)) < 400.

>0 £>0
En utilisant le lemme 5.3.3, on conclut que
(p=1)/p L
(gou) () < (tb{ule),ue) + [ bus)uls)ds)  {lg? o) (0}
< ksC (/OO L(s)ds + sup tL(t)) {(g” ou) (t)}'/*
0

t>0

< ko {(g” ou) ()},
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ce qui implique que
(9”0 u) (t) = ko {(g o u) ()}".

Moyennement a cette derniére inégalité et (5.30), nous obtenons pour tout ¢t > ¢,

L(t) < =k lu(®)]3 — fzb(U(t),U(t)) +ellu@®)ll;
k|22 )], e /F h(z)m(@)]z (1) Pdr
—kol {(gou) (t)}".

D’autre part, de fagon similaire a (5.32) et (5.33), on a

EX(0) < C |+ bu(®).u(®) + [ hlem(@)z (0 Far
— Ju(lly + (97 ou) ()] -
En combinant les deux derniéres inégalités et (5.11), on obtient

L'(t) < —kyoLP(t), Vit > to.

ol kjp est une constante positive. Une simple intégration de I'inégalité différentielle

précédente entre t; et ¢ conduit a

L(t) <

< e zh

Encore une fois en utilisant (5.11), l'estimation (5.28) est obtenue. Ceci acheve la
preuve.
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Chapitre 6

Explosion en temps fini

Nous donnons dans ce chapitre une conditions suffisante d’explosion de la solution
pour une énergie initial assez grande. L’outil principal utilisé repose sur les techniques
de Georgiev et Todorova.

6.1 Reésultats préliminaires

Dans ce chapitre nous montrons que la solution du probléme (4.1) s’explose en temps
fini si I’énergie initiale est négative i.e.
1 1 1 9 1
B(0) = 5llurl3 + 5b(uo,u0) + 5 /F mh el dT ~ Juolly < 0.

Nous commencons par démontrer les résultats préliminaires suivants :

Lemme 6.1.1. Soit (u, z) solution du probléme (4.1). Alors pour tout t € [0,T'), on a

lu(); < C (bult), u(t) + [u®)]?),

pour tout 2 < s < p et C' est une constante positive.

Démonstration. Si [[u(t)|, <1 alors, on en déduit de (4.5) et (4.7)
lu(@)ll; < NIl < N [Vu@)]l; < C (blu(t), ul®) + [u®]f)-

Si [lu(t)[l, > 1, alors [lu(t)||) < [[u(t)]]}. Dot la démonstration. O
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Par ce lemme et (5.1), on a le résultat suivant :

Corollaire 6.1.1. Soit (u, z) solution du probléeme (4.1). Alors pour tout t € [0,T),
on a

lu()ll; < C(T) (H(E) + ()13 + blult), u(t)+

+(gou)(®)+ [ mhlz@Par),
1
pour tout 2 < s < p, ou H est définie par (6.4) ci-dessous.

Théoréme 6.1.1. Soit (u, z) la solution de (4.1) donnée dans le théoréme 4.5.1.
Supposons en outre que g satisfait

o0 (p/2) -1
fy 90 < o ey 6.1)

et E(0) < 0. Alors, la solution de (4.1) s’explose en temps fini, i.e., il existe T* < 00
telle que

lim  [H(8) + ()13 + blu(t), u(t)+

t—T*—

(gou) (D) +/F1 mh |z (8)] dr| = +o0.

6.2 Preuve du théoreme 6.1.1

Par contradiction, nous supposons que la solution de (4.1) est globale en temps, alors
pour chaque T' > 0 fixé, il existe une constante C' telle que pour tout t € [0,7] on a

H(t) + [lus(8)]]5 + b(u(t), ult) + (g ou) () +
+/F mh |z (t)|*dT < C. (6.2)

Pour ¢ assez petit a choisir ultérieurement, on définit alors la fonction auxiliaire

suivante -
K(t)= H () +e / w(tyus () de — = [ fh2? () dr
Q 2./
(6.3)
—e [ huz(t)dr,
IS}
oul<o< P- et H est définie par
H(t)y=—-FE(t). (6.4)

Remarque 6.2.1. La fonction K est une petite perturbation de [’énergie.
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De (5.1), (5.2) et (6.4) on en déduit que
0<H()<H(t)=—-E(t) < Hu( |, vt > 0. (6.5)
Lemme 6.2.1. Sous les hypothéses du théoreme 6.1.1, on a
K'(t) > ex [H(t) + |lw()]]3 + but), u(t))+
Flgow) )+ [ hmlz ()P dr]. (6.6)

ou k est une constante positive.

Démonstration. Dérivons (6.3) par rapport a t et utilisons le systeme (4.1), on obtient
K'(t) = (1—o)H (t)H' (t) + & [Jul; — eb(u(t), u(t))
+e||u(t)||g—g/ him |z ()| dT
Iy

—|—€/QBVU (t) /Otg (t —s)Vu(s)dsdx. (6.7)

Le dernier terme qui contient g du seconde membre de (6.7) peut étre réécrit comme
suit

/t t—s/BVu t) Vu (s) dxds

Z / (t—s /bz] 83:] <agil) ags) + 8;);(@)) dxds

4,7=1

(6.8)

= ([ 9(s)ds) lute), ute)+

+ Zl/ g(t—s) / bij(x Ox] (833(%) 0(;;(15)) dxds.

En utilisant (G1), les inégalités de Holder et de Young, on obtient

= Qu(s) _ du(t)
lz:: / /b” 8% ( ox; ox; )d ds
< 415”2::1/9 (/Otg(s) bij(x)aglaf_].)d{s) dx+

+0 i\f_: /Q (/Otg(t—s) (8;9(6) ag£)>ds> dx (6.9)

< Otg<s>ds4§b(maxzubwu ) (t), u(t)) + 47 (g w) (9

1<i<N 0

< o [ 90 dsblutt). u(®) + 57" (g00) (),
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N
pour tout d > 0 et by = maxi<;<y ||b,]||io
=1
Insérons I'estimation (6.8) dans (6.7), en tenant compte de I'inégalité (6.9) et utilisons
(5.1) pour remplacer [[u (¢)||7. On en déduit de (6.7)

K'(t) > 5(229 >||ut()||§+5<p—1>/Flhm|z(t)|2dF
+epH (t) (—u )gou)(t)

[ - ( 14 4(5bo> /tg (s) ds} bu(t),u(t).  (6.10)

Utilisons (6.1) et prenons 0 < § < ﬁ on obtient
p N
= L=,
a7 2T,
p p b /
= LB+ 2 ds > 0,
2 5 (2 + bop> (s)ds

On choisit ¢ assez petit de sorte que
K (0) = H=9(0) +e/9uou1dx - ;/Fl fh|z|?dl — E/Fl hugzodl > 0.
Donc (6.10) prend la forme suivante
K'(t) > er [H(t) + lu(t)]l3 + blult), u(t))+
T (gou) (t) + Joy him |2 (1) dr]

ou kK = min {01, Ca, P, g + 1, g — 1}. D’ou la fonction K est strictement positive et

K(t) > K(0)>0, Vt>0. (6.11)
0

Lemme 6.2.2. Pour o > 1 et sous les hypothéses du théoréme 6.1.1, on a l'inégalité
suivante

KYO=o) () < 7 [H(t) + [ue(t)][3 + blu(t), u(t))+
(6.12)
+(g<>u)(t)+/F hm|z (OPdT|, Vit e0,T],

ol T est une constante positive.
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Démonstration. De la définition de K puisque les fonctions f, h sont strictement
positives il vient

K@) <HY (1) +e|d / w(tyug () dz| +e| [ hu(t) 2 (t)dr|.
Q T
Par conséquent, I'estimation ci-dessus conduit a
11/(1—0)
V0= (1) < [Hlff (t) + | [ wltyue @) da| +e| [ )= (0 dF‘
Q r, |

1/(1—0)
+

1/(1-0)
] (6.13)

< ¢ [H (1) + ] [ utyu (0 d

ou (' est une constante positive.

/F hu (1) z (t) dT

Pour p > 2, en utilisant les inégalités de Holder et de Young, on obtient
1/(1-0)

1/(1-0) 1/(1—0c

/Qu(t)Ut(t)dx ()l a5

Co (@ + =), (6.14)

IN

IN

1 1
ou — + 5= 1 et C5 dépend seulement de €2, u, 6.
1

2
On prend 6 = 2(1 — o), pour obtenir ur = 5 <.
— 20
Par conséquent (6.14) devient
1/(1-0) s 9
[ utptas] " < 0 (ol + 0)l). (6.15)

ous=2/(1-20)<p.
Grace au corollaire 6.1.1, on trouve pour tout ¢t > 0

[ utyultyd e

< Gy (HE) + u(®) + alult), u(t)+
(6.16)

+(gou) (t)+/1“1 hm|z(t)|2df).

En outre, par le méme procédé et en utilisant 'inégalité de trace, nous avons

[ w0 dF‘ <
I
BlIY/2 1/2 1/2 1/2
mo I't

_ Al 1/2 1/2
< C*M (/ hm |z ()| dp) (/ Vo (1)) dx) ‘
m() Fl

En utilisant I'inégalité de Young exactement comme dans (6.15), on en déduit
1/(1-0o)
[tz @ar
'y

< Cu[ITu®F > + [ = @) ar |,

(6.17)
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ou Cy = Cy(Cs, ||l s [Im]l, M0, o). De (6.2) et (6.5), on a

[Tu( /0 < coro-m < 0 g
o = w1

Substituant I'inégalité ci-dessus dans (6.17), on trouve

1/(1-0)

/F h(z)u(t)z (1) dr

< Cs [H(t) +/F hm|z<t)|2dr}. (6.18)
11 résulte de (6.18), (6.16) et (6.13) que
KM= (8) < 7 [H () + [fue(0)][3 + blu(t), u(®))+

+(g<>u)(t)+/rlhm|z(t)|2dF}, vt e [0,7].

ou 7 est une constante positive. 0

Suite de la preuve du théoréme 3.2.1.
Par combinaison de (6.12) et (6.6), on arrive a

K (1) > LRV 1) wee[0,71]. (6.19)

-
En intégrant 'inégalité (6.19) sur (0, ¢) on obtient

KO0 0) 2 o e iwt/ ey YT (6.20)

Ainsi K s’explose en temps fini

7(1—o0)
T < )
~ keoK/(1=9)(0)

Comme l'estimation (6.20) est vérifiée sur [0, 7] pour tout 7" > 0 fixé, alors on peut
choisir T" de sorte que T* < T.
De plus, on obtient de (6.12) que

Jim (Va3 + [l + H @) + full3 +
—T

+(gou) (t)—l—/Fl hm|z(t)|2df = 400,

ce qui est en contradiction avec (6.2). Ainsi, la solution du probleme (4.1) s’explose en
temps fini.



Conclusion et perspectives

Ce travail a permis d’apporter une contribution assez importante a 1’étude qualitative
des solutions de deux problemes semi linéaires pour un opérateur fortement elliptique
a coefficients variables. En se basant sur la méthode de point fixe et quelques
techniques de compacité, nous avons analysé la question d’existence locale et 'unicité
des solutions faibles pour un probleme hyperbolique avec termes sources et dissipatifs
dans la premiere partie de cette these et pour un probleme d’ondes viscoelastiques
avec des conditions aux limites acoustiques dans la seconde partie.

Ensuite, dans les seconds chapitres de chaque partie, moyennant la méthode du puits
de potentiel, la méthode sur construction de la fonction Lyapunov équivalente a la
fonctionnelle d’énergie, la méthode de Georgiev et Todorova et les techniques de
Vittilaro et W.J. Liu, nous avons étudié 'existence globale des solutions et le
comportement asymptotique de la fonctionnelle d’énergie associée aux problemes
considérés. Finalement, nous avons terminé par exhiber des conditions suffisantes
garantissant ’explosion en temps fini des solutions.

Comme perspective, apres la réalisation de ce travail, notre vision ultime est consacrée
a la réalisation des objectifs suivants :

* Avoir les mémes résultats obtenus en éliminant quelques hypotheéses sur les données
et sur I'énergie initiale qu’ont été considérées auparavant, en affaiblissant les
conditions sur la fonction noyau g.

* Apres avoir considéré d’autres problémes intéressants en ajoutant des termes
dissipatifs dans €2 ou sur la frontiere, par exemple une dissipation fractionnaire faible,
nous allons faire une étude complete sur I'existence locale et globale, comportement
asymptotique de la fonctionnelle d’énergie et ’explosion des solutions en temps fini
des solutions.
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