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Résumeé

La déconvolution est la reconstruction d’un signal a partir de sa mesure via un
systeme ayant une réponse impulsionnelle. Ce travail présente une nouvelle méthode de
déconvolution temporelle et récursive qui s’appuie sur le choix d’une forme
exponentielle de I'un des deux signaux convolués. Dans le sens physique cette méthode
est parfaitement adaptée puisqu’en général les systémes linéaires se modélisent bien par
cette forme.

Si les conditions de convergences qui ont été développées et qui sont faciles a realiser

sont réunies, cette méthode de déconvolution présente des résultats satisfaisants.

Mots-clés :
Convolution, déconvolution, réponse impulsionnelle, méthode temporelle, méthode
récursive,
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Introduction

Introduction

La déconvolution suscite, depuis plusieurs années, un intérét renouvelé dans des techniques
extrémement variées, tel que 1’automatique (représentation des processus), 1’optique pour
¢liminer I’effet instrumental et I’effet atmosphérique (microscopie, télécopie, spectroscopie
etc.), le radar, la radioastronomie et toute autre phénomene nécessitant une remonté a une
grandeur e(t) a par son observation s(t) a travers un instrument h.

En traitement du signal ces trois grandeurs sont reliées entre elles par une equation dite de
convolution qui permet d’exprimer 1’observation s(t) de n’importe quelle grandeur e(t) en
fonction d’un instrument h qui est un systéme linéaire utilisé pour transformer le signal e(t) en un
signal s(t). La déconvolution est un procédé algorithmique destiné a inverser les effets de
convolution et on dit que la déconvolution est un probleme inverse.

D’une maniere générale, le probleme inverse consiste a déterminer des causes connaissant les
effets. Ainsi ce probleme est I’inverse de celui appelé probléme direct, consistant a déduire les
effets, les causes étant connues.

Si le probléme direct est la prédiction de 1’état futur d’un systéme, connaissant son état actuel, on
peut envisager deux types de problémes inverses a savoir reconstituer 1’état passé du systéme
connaissant son état actuel ou déterminer les parametres du systéme connaissant au moins une
partie de son évolution. Si du point de vue physique le deuxieme cas est connu sous le nom de
I’identification de paramétres (du systéme), I’appellation de déconvolution par filtrage inverse est
réserveée au premier cas, en revanche du point de vue mathématique les deux cas sont identiques du
fait de la commutativité de la convolution.

La déconvolution dite aveugle consiste a déterminer les parameétres d’un systéme et reconstituer
son état passé connaissant I’état actuel.

L’¢étude des problemes inverses demande souvent une bonne connaissance du probléme direct,
qui se traduit par le recours & une variété de notions tant physiques que mathématiques et la
principale difficulté de cette étude consiste en la présence de plusieurs solutions et il est nécessaire
de disposer d’informations supplémentaires pour discriminer entre elles. Par cette multitude de
solutions, la déconvolution ne satisfait pas les conditions de Hadamard qui sont I’existence, 1’unicité
et la continuité de la solution donc elle fait partie des problemes mal posés au sens de Hadamard.

De plus, dans les processus physiques, la mesure est souvent entachée d’un bruit de mesure donc
I’opération de déconvolution sera rendu plus difficile par la présence de bruit et ’application
de I’inverse analytique de déconvolution donnera un résultat médiocre. Il est alors nécessaire
d’inclure la connaissance statistique du bruit et du signal pour améliorer I’optimisation de la solution
recherchee.

L’existence et I’unicité de la solution n’étant pas assurées mathématiquement, il est significatif
que ce soit des géophysiciens, des électroniciens, des radiologues, des opticiens etc. qui ont repris



Introduction

I’étude de la déconvolution avec des hypotheses physiques et un grand nombre de méthodes de
déconvolution a été développeé. Elles sont basées sur différents types d’information apriori et donc
adaptées a des applications variées.

Les principales techniques pour la mise en ceuvre d’une méthode de déconvolution consistent
en la régulation des problemes dit mal posés et la méthode des moindres carrés répond le plus a ce
type de techniques.

De notre cOté, nous nous sommes intéresses a ce sujet et nous avons commence a développer une
méthode de déconvolution itérative dans I’espace-temps qui s’appuie sur le choix d’une forme
exponentielle de I’'un des deux signaux convolués. Dans le sens physique cette méthode est
parfaitement adaptée puisqu’en général les systémes linéaires se modélisent bien par cette forme.
Le principe de la méthode peut s’appliquer aussi bien a I’identification du signal qu’a la méthode
dite a filtrage inverse.

L’objectif de la méthode développée qui fait I’objet de cette these, est de déterminer de
reconstruire un signal dont on connait sa mesure qui est donné par un systeme ayant une réponse
impulsionnelle de forme exponentielle.

Nous commengons notre étude par le rappel des notions fondamentales de la convolution puis
définir la déconvolution et mettre en évidence les difficultés théoriques rencontrées pour résoudre
I’équation de convolution telle que I’existence et 1’unicité de la solution. Toutes ces notions feront
’objet d’un premier chapitre intitulé : Théorie de la déconvolution.

Le deuxieme chapitre sera consacré a la présentation de quelques méthodes existantes pour
résumer les différentes orientations utilisées dans la grande variété de méthodes développées
jusqu’ici ainsi que leurs limitations. Si du point de vue théorique, la déconvolution ne peut se faire
que par I’introduction d’information a priori, en pratique la résolution de 1’équation de
convolution est plus délicate par la présence du signal bruit. En effet, le filtre dont le gain est
géneralement important, peut sur amplifier le bruit, et le rendre prépondérant.

En raison de ces limitations, la conception d’autres méthodes de déconvolutions ou encore
I’amélioration des méthodes existantes font partie de la recherche récente qui s’appuie sur
I’évolution du traitement du signal.

Le troisiéme chapitre sera consacré a la méthode de déconvolution développée au cours de cette
thése. Nous aborderons tout d’abord le développement de I’approche fondamentale qui aboutit a la
définition de la relation de base itérative qui relie les échantillons de la solution recherchée en
fonction des échantillons mesurés (donc connus), puis nous définissons les caractéristiques
fondamentales de cette méthode que nous appuyons par des résultats de simulation de cas réels.

Enfin une conclusion générale dresse un bilan de ce travail et propose quelques perspectives
de recherche.



Chapitre 1 Théorie de la déconvolution

Chapitre |
THEORIE DE LA DECONVOLUTION

I. Introduction

L’objectif de cette étude est de présenter certains concepts fondamentaux de traitement du
signal pouvant étre utiles dans I’analyse et la représentation des phénoménes physiques.

La convolution est I'un des concepts les plus utilisés en physique, surtout avec la facilité des
calculs qu’elle présente en exploitant certains outils mathématiques comme la transformée de
Fourier par exemple. En effet, il est nécessaire de rappeler I’analogie entre systéemes physiques
linaires et équation de convolution et par la suite définir le terme déconvolution.

Une fois 1’étude théorique de la déconvolution décrite , on montre les difficultés
rencontrées lors de la résolution de 1’équation de convolution, ce qui va expliquer pourquoi
les méthodes de deconvolution ont des limitations , en effet, I’optimisation des solutions est
possible par le choix de certains critéres physiques qui font la différence entre les méthodes de
déconvolution développées jusqu’a nos jours.

Il Filtres
11-1 Genéralités
Le traitement du signal désigne I’ensemble des opérations que 1’on fait subir a un
signal (analogique ou numérique) pour le transformer en un autre signal a travers un systéme.
Le systeme S est alors la partie qui relie le signal a transformer x(t) au signal transformé
y(t) comme I’illustre la figure 1.

() S ()

—_—

Figure 1 : Représentation schématique d’un systéme.

On distingue deux types de signaux :
- Les signaux analogiques qui sont représentés par des fonctions continues de type
X(t), ou t est une variable continue.
- Les sighaux numériques qui peuvent étre représentés par des suites de nombres du
type X[n], ou n représente le rang de I’échantillon.
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11-2 Définition

Une définition intuitive de la notion filtre est d’adopter la vision entrée/sortie et de dire que
le filtre est donc la partie qui relie la sortie d’un systéme a 1’entrée.

En physique, tout systéme qui récupere une grandeur s(t) (ous[n]) a sa sortie a partir
d’une grandeur e(t) (ou e[n]) a son entrée est considéré comme filtre.

Autrement dit dans le schéma de la figure 1: x(t) = e(t) et y(t) = s(t).
Le filtre sera caractérisé par une fonction h(t) appelée réponse impulsionnelle. La figure 2
représente le modele élémentaire d’un filtre.

eft) ()

ht) —

Figure 2 : Représentation schématique d’un filtre.

Donc le filtre est un systeme de mesure.

Les mesures physiques sont le plus souvent considérées comme des systémes linéaires et
invariants par translation dans le temps (généralement, en physique, seule la partie linéaire de
la caractéristique des systémes est prise en considération). On ne traite que ce type de filtre.

11-3 Les filtres linéaires et invariants par translations dans le temps
Les systemes (ou filtres) linéaires invariants par translation dans le temps seront, dans la
suite, notés SLITT.
Les SLITT sont caractérisés par les deux propriétés suivantes :
- Lineéarite.
- Invariance par translation.

11-3-1 Filtres linéaires
On considere un filtre h qui fait correspondre a I’entrée e(t) la sortie s(t) , on dira que le filtre
h est linéaire sia I’entrée A e (t) + pey(t) correspond la sortie A si(t) + ps,(t)
(ou sy(t) et s,(t) sont les sorties correspondant respectivement aux entrées ey(t) et e,(t))
comme I’illustre la figure 3.
Dans le cas des filtres numériques linéaires, a une combinaison linéaire en entrée Ae([n]+
uey[n] , ils font correspondre une combinaison linéaire des signaux a la sortie Asi[n]+ us,[n].
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ex(t) ; s1(t)
e s2(t)

Aey(tytpex(t) A Asi(t)ytusa(t)

Figure 3: Représentation schématique d’un systéme linéaire.

11-3-2 Filtres invariants par translation dans le temps

Unfiltre h est dit invariant par translation dans le temps si a I’entrée e(t) correspond s(t)
et qu’a I’entrée e(t-t) correspond la sortie s(t-t).comme le montre la figure 4.
Cette propriété s’étend aux filtres numériques et on dira qu’un filtre numérique est invariant
par translation dans le temps si pour une entré e[n] ona une sortie s[n] avec n le numeéro de
I’échantillon, alors a ’entrée e[n - n,] onaura la sortie s[n - n,] , c’est-a-dire si on décale
I’entrée d’une quantité n, , la sortie de ce filtre subit le méme décalage n,.

e(t) s(t)

e(t-7) s(t-7)
: | h %\If\k
v =

Figure 4: Représentation schématique d’un filtre invariant par translation dans le temps.

I11- Convolution
La convolution est I’effet que produit un instrument de mesure qui donne a partir d’un
phénomene physique non pas une réponse nette, mais un peu flou. Par exemple,
dans le domaine de I’¢électronique, une impulsion infiniment bréve, appliquée a I’entrée d’un
amplificateur ne donne jamais en sortie une impulsion bréve mais un signal de durée non nulle
(d’autant plus étroite que la bande passante de I’appareil est plus ¢levée).
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I11-1 Principe de convolution
On considére un systeme h linéaire invariant par translation dans le temps.
La figure 5 représente le principe de convolution qui est répartie en quatre étapes :

a) Sion suppose que le signal d’entrée est une impulsion d’amplitude unité a t = 0, on note
ce signal i(t). A ce signal d’entrée correspond une sortie, que 1’on note h(t) (figure 5.a).
it) —> h()
On constate que h(t) est la sortie d’un systéme lorsque le signal d’entrée est une
impulsion d’amplitude unité. D’ou son nom réponse impulsionnelle.

b) Sion décale dans le temps d’une quantité T I’impulsion en entrée, le systéme étant
invariant par translation dans le temps, alors le motif h(t) sera décalé dans le temps de la
méme quantité T comme le montre la figure 5.b

i(t-ty —> h(t-7)

c) Sion considére deux impulsions d’amplitudes respective A; et A, émises aux temps T,
et 1o, le systeme étant linéaire et invariant par translation dans le temps alors dans le
premier cas le signal de sortie est A;h(t- 1) et dans le deuxieme cas le signal de sortie
est A,h(t-1,) comme le montre la figure 5.c

Aviftt) — Ah(t) et Ailty) — Ah(t)

d) Onsomme maintenant les deux signaux A i(t-t1) et A, i(t-1;) en entrée du filtre, la
sortie de ce dernierest  A;h (t-t;) + Aoh (t-1,) comme I’illustre la figure 5.d
Al i(t-’l,'l) + Az i(t-’[g) _—> Alh (t'Tz) + Agh (t-'[z)

e) On considere maintenant un signal quelconque e(t), ce signal peut étre vu comme la
superposition d’impulsions d’amplitudes différentes et décalées dans le temps comme
le montre la figure 5.e.

Donc si:

e(t) =2 4;i(t — 1y),
alors la sortie du filtre s’écrira :

s(t) =X; A;h(t — 7p),

En passant a la limite continue, on trouve :

s(t) = [e(®h(t—1)dT (1)
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ti(t) +h(t)
1
— h -
0 t 0 t
a) Réponse a une impulsion unité
i) yh(t-zy)
le
— h —-
0" T ; 0l T ;

b) Réponse a une impulsion unité décalée.

Aqi(t-1; )T Asi(t-7,) Ah(t-t, }-Ash(t-7,)
Ay
3
Ay
—- h >
0 Tt Tz ¢ 0! T1 Ty t
C) Réponse a deux impulsions décalées d’amplitudes A; et A,
YAi(t—1;) !
L L LAt -1)
AE A
1 Iy
Al R Y AL
IN Uy
- h s AN RV
L R VR VAN W Y AR T
LNk A ke \ )
0 Ot t 0! 1 Ty t

d) Réponse a plusieurs impulsions décalées d’amplitudes différentes

Figure 5 : Illustration du principe de convolution
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La relation de I’équation (1) est la relation fondamentale des filtres linéaires et invariants par
translation dans le temps, car elle permet de déterminer le signal de sortie s(t) a partir d’un
signal d’entrée quelconque e(t) a condition de connaitre la fonction h(t) dite réponse
impulsionnelle qui caracterise le filtre.

111-2 Produit de convolution
I11-2-1 Définition

Onappelle produit de convolution, noté * ou ), de deux signaux e(t) et h(t)
I’opération suivante :

s(t) = e(t) * h() (2)

Le produit de convolution détermine le signal de sortie, d’un filtre linéaire et invariant par
translation dans le temps, en fonction de sa réponse impulsionnelle h(t) et le signal d’entrée.

111-2-2 Conséquence

De I’équation (2) on déduit que le signal de sortie d’un filtre linéaire invariant par
translation dans le temps caractérisé par la réponse impulsionnelle h(t) ayant comme entrée le
signal e(t) est donné par le produit de convolution :

s(t) = e(ty*h(t)

Or la relation (1) exprime le signal de sortie d’un filtre linéaire et invariant par translation
dans le temps :

S(t) = [ e()h(t — T)dr
Donc
S() = ey*h(t) = [*7 e(®)h(t — 7)dr 3)

Dans le cas les filtres numériques, 1’équation (3) devient :

+00

S[n] = e[n] * h[n] = z e[m]h[n — m] (4)

—00

Ou e[n] et s[n] sont respectivement 1’entrée et la sortie du filtre numérique et h[n] est sa
réponse impulsionnelle.
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Et ondit que le filtrage linéaire discret repose sur la convolution discréte de N échantillons
du signal d’entrée (incident) (€);e(y,...) » aveC h = (h;);e7 la réponse impulsionnelle discrete

du filtre considéré. Le k™™ élément de la sortie du filtre est
N

S = z ehy_; (5)

i=1

111-2-3 Propriétés essentielles
Nous avons jugé utile de mentionner ces propriétés puisqu’ elles présentent une
importance considérable dans notre these en particulier la commutativite.
(Toutes ces propriétés se démontrent facilement.)
Les différentes propriétés suivantes seront valables aussi bien pour les signaux
continus que pour les signaux numérigues.

111-2-3-2 commutativité du produit de convolution
Le produit de convolution est commutatif
Soient deux fonctions f(t) et g(t) alors :

f(t) * 9(t) = g(t)* (1) (6)

111-2-3-2 Distribution du produit de convolution
Le produit de convolution est distributif :
Soient 3 fonctions f(t) et g(t) et h(t) alors :

f(t) * (9(V + h(®) = (F(O)* g(v) + (F(t) * h(V) (")

I11-2-3-3 Association du produit de convolution
Le produit de convolution est associatif :
Soient 3 fonctions f(t) et g(t) et h(t) alors :

(F() * (9(1)) * h(®)) = f(©)* (9(t) * h(V)) (8)

111-2-3-4 Elément neutre du produit de convolution
La fonction de Dirac &(t) est I’¢lément neutre du produit de convolution.
De ce fait le produit de convolution d’une fonction f(t) et de la fonction de Dirac est la fonction
f(t) autrement dit :
f(t) * 6(t) = 6(t) * f(t) =1(t)

La réponse impulsionnelle h(t) est définit par cette propriété a savoir :
Si=4(t) estlesignal d’entrée d’un filtre caractérisé par la fonction h(t) alors le signal de sortie

9
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de ce filtre est :
6(t) *h(t) = h(t) *&(t) =h(t) )

111-2-3-5 Décalage en temps par convolution avec I’impulsion de Dirac
Il est possible de décaler une fonction f(t) d’une quantité t, en utilisant le produit de
convolution de cette fonction par la fonction de Dirac :

f(t) * 5(t- to) = f(t- t,) (10)

111-2-3-6 Périodisation par convolution avec le peigne de Dirac
Si II(t-T) symbolise la fonction d’un peigne de Dirac de période T alors le produit de
convolution d’une fonction f(t) par le peigne de Dirac est comme suit :

f(t) * NI{t-T) = X, £ (t — nT) (11)

Cette propriété montre que convoluer une fonction f(t) avec un peigne de Dirac de période T
revient a construire une fonction périodique de période T dont le motif élémentaire est donnée
par la fonction de départ f(t).

I11-3 Théoreme de convolution
Le théoreme de convolution est défini dans le domaine des fréquences alors
on présente un bref récapitulatif des transformations de Fourier utiles pour étudier les
propriétés fréquentielles des signaux continus et discrets pour pouvoir énoncer le théoréme
de convolution.

I11-3-1 Transformation de Fourier
Soit g(t) une fonction périodique de période T
On appelle transformée de Fourier de la fonction g(t), la fonction notée g(w) avec

&)= 77 g(t) exp(—iwt) dt (12)

ou o = 2nf avec f = % = la fréguence de la fonction g(t)

&(w) sera notée dans la suite par G(w)

dou  F(g(t) = TF(g(®) = &) = G(w)

10
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TF
ou encore g(t) — G(w); TFetant la transformée de Fourier.

La transformée de Fourier a sa transformée de Fourier inverse notée TF qui permet de
retrouver g(t) connaissant sa transformée de Fourier G(w). Elle est définit par cette équation

g(t) = % f_:)o G(w) exp(iwt) dw (13)
TF~1
G(o) — g(t) (14)

On peut résumer la transformée de Fourier de la fonction g(t) et sa transformée inverse
comme suit :

TF
g—— Glo) (15)
?

De la relation (15) on peut déduire une proprieté tres importante en traitement du signal a
savoir : la transformée de Fourier permet le passage du domaine des temps aux domaines des
fréquences ou I’inverse.

111-3-2 Enoncé du théoréme

Soient f(t) et g(t), deux fonctions intégrables sur I’axe des réels alors la transformée de
Fourier du produit de convolution de ces fonctions est le produit simple des transformées de
Fourier de chacune d’elles :

TF{f(t) * g(D)} = TF(f(1)). TF(a(V))
TE{f()*g(H)} = F(0).G(o) (16)
Cette relation qui est appelée théoréme de convolution, est trés importante du fait qu’elle peut

transformer un produit de convolution (difficile a manipuler) en un produit simple. Elle justifie
I’emploi intensif de la transformée de Fourier en traitement du signal.

11
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111-3-2 Application du théoreme de convolution

111-3-2-1 Application Aux SLITT

Dans le domaine des temps, nous avons vu qu’un filtre linéaire et invariant par translation
dans le temps est caractérisé par le produit de convolution décrit par 1’équation (2)

s(t) = e(®*h(®)
ou s(t) et e(t) sont respectivement le signal de sortie et le signal d’entrée du filtre alors que h(t)
est la réponse impulsionnelle du filtre.
D’aprés le théoréme de convolution, la transformée de Fourier de cette relation devient :

S(®) = H(w).E(®) (17)

Ou S(wm) est la transformée de s(t), H(w) est la transformée de h(t) et E(w) est la
transformee de e(t).
D’apres I’équation (17), on peut supposer qu’une fois H(w) connue, la détermination de
n’importe quelle sortie pour une entrée donnée se fait par une simple multiplication (entre ces
deux grandeurs).

I11-3-2-2 Fonction de transfert
Soient h(t) la réponse impulsionnelle d’un SLITT et H(w) sa transformée de Fourier
Avec :
h() ——> H(o) (18)
STET
On appelle fonction de transfert la fonction H(w) reliant la sortie et I’entrée d’un SLITT
dans le domaine fréquentiel.

De I’équation (17) on tire ’expression de la fonction de transfert :

S(w)

1O )

(19)

La fonction de transfert caractérise entiecrement un filtre, elle contient I’intégralité de ces
propriétés physiques. En revanche du point de vue mathématique H(w) ne peut exister que si
E(w) est non nulle.

On reviendra sur ce probleme d’existence aux chapitres suivants vue son importance dans
la mise en ceuvre de la méthode de déconvolution.

12



Chapitre 1 Théorie de la déconvolution

L’information sur un filtre est contenue soit dans la réponse impulsionnelle h(t), soit dans la
fonction de transfert H(w) qui sont deux représentations d’un méme filtre, I’une dans 1’espace
des temps, I’autre dans ’espace des fréquences. Selon le probléme, il est intéressant de travailler
avec I’une ou I’autre représentation.

I11-4 Equation de récurrence
I11-4-1 Définition

On appelle équation de récurrence I’équation de convolution appliquée aux signaux
discrets.

111-4-2 Expression de ’équation de récurrence

L’¢équation de convolution d’un filtre numérique est donnée par I’équation (4) et comme
le produit de convolution est commutatif, alors on peut écrire :

400

S[n] = e[n] *h[n] = Z e[m]h[n—m] = z h[m]e[n — m]

—00

D’aprés la définition, cette équation exprime aussi 1’équation de récurrence que I’on peut écrire
sous sa forme générale comme suit:

S[n] +a;S[n-1] +.....+ ayS[n-N] = hy e[n] + he[n-1] +.....+ hpe[n-P] (20)

L’équation de récurrence est une combinaison linéaire des échantillons d’entrée e[n] et de sortie

s[n].
L’équation de récurrence simplifiée devient :
S[n] = hye[n] + he[n-1] +.....+ hye[n-p] (21)

On peut dire que 1’équation de récurrence permet de déterminer la sortie d’un filtre
numérique en appliquant un certain nombre de combinaisons linéaires.
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111-4-3 Filtres temporels et récursifs

111-4-3-1 Définition
Les filtres caractérisés par une équation de récurrence sont appelés filtres temporels et
récursifs.

111-4-3-2 Types de filtres temporels et recursifs
Il existe deux grandes catégories de filtres temporels et récursifs selon la particularité de
I’équation de récurrence :
e Les filtres a réponse impulsionnelle finie (RIF)
e les filtres a réponse impulsionnelle infinie (RI11)

111-4 -3-2-1 Filtre RIF

Le filtre RIF est caractérisé par une équation temporelle de type :
S[n] = hye[n] + hse[n-1]+.....+ hye[n-p]
Le nombre de termes correspond a I’ordre du filtre.

Par exemple, 1’équation de récurrence d’un filtre RIF du premier ordre se simplifie et
devient :

S[n] = hee[n] + hie[n—1] (22)
Enrevanche si I’équation de récurrence d’un filtre RIF prend cette forme :

S[n] = hee[n] + hie[n—1] + hye [n—2] (23)
il est du second degreé.

111-4 -3-2-2 Filtre RII

Le filtre RII est caractérisé par 1’équation de récurrence simplifiée suivante :
S[n] + a;S[n-1] +.....+ ayS[n-N] =e[n]

Donc
S[n] = e[n] - a;S[n-1]-..... -ayS[n-N] (24)

L’équation de récurrence d’un filtre RI1 du premier ordre est :

S[n] =e[n] - a;S[n—1] (25)
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L’équation de récurrence d’un filtre RIl du second ordre purement récursif prend cette
forme :
S[n] =e[n] - a;S[n—1] - aS[n-2] (26)

I11-5 Matrice de convolution
La matrice de convolution est une écriture de 1’équation de récurrence (donc de 1’équation
de convolution) sous forme matricielle.

Si I’on considere 1’équation de récurrence (21)

S[n] = hge[n] + hse[n-1] +.....+ hye[n-P]

Donc
Si = hyeg
S, = hye, +hie
S; = hyes +hye, + hyes
S, = hye,+hyes+ h,e, + hjey.
O S S
Ceci peut s’écrire sous forme matricielle comme suit :
S=H.E (27)
ou Se R et E €R"
Avec :

S =[5y, s2,...... , syt estle vecteur Nx 1 des échantillons du signal de sortie du
filtre ( échantillons du signal de mesure).

E =[e,e2,...... , eM]t est le vecteur de dimension M X 1 des échantillons du
signal d’entrée du filtre ( échantillons du signal a mesurer).
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H est une matrice Nx M faisant intervenir la réponse impulsionnelle h du filtre.

H est appelée matrice de convolution N X M associée a la réponse impulsionnelle
finie h.
Ou h=fphg, hy,...... , h,,] est un vecteur de dimension P X 1

I11-6 Convolution en physique expérimentale

Les mesures physiques sont, dans la grande majorité des cas, réalisées a I’aide de
systemes linéaires (ou parfois on ne considére que la partie linaire de la caractéristique), La
convolution est de ce fait omniprésente.

En réalité la condition nécessaire et suffisante pour qu’un systéme physique h soit défini
par un opérateur de convolution est que ce systéme soit :

- Linéaire (au sens mathématique du terme),
- Continu,
- invariant par translation (stationnaire).

Alors Si e(t) est I’entrée (la quantité a mesurer) d’un systéme h et s(t) est sa sortie (la
mesure de e(t)), Les deux variables sont reliées par I’équation de convolution (3)

S(t) = e(®y*n(t) = [~ e(Dh(t — Ddr

Si théoriquement I’équation de convolution parait compliquée. La situation, en physique
expérimentale peut étre plus compliquée en présence du bruit d’entrée et de sortie qui
introduisent un caractere aléatoire dans les signaux mesurés .

La figure 6 représente un systeme de mesure physique ou 1’on constate I’addition d’un
signal bruit a I’entrée et d’un autre a la sortie.

b1 (t) b.?( t}

e(t) S(t)
I h(t)

Figure 6 : Représentation général d’un systéme de mesure physique.
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La grandeur d’entrée e(t) peut étre affectée d’un bruit by(t), c’est le cas si un canal
fluctuant s’ interpose entre le signal d’entrée et le systéme physique h et la sortie S(t) est
toujours bruitée par le bruit propre b,(t) du systeme de mesure.

Les bruits b(t) (bruit d’entrée) et b,(t) (bruit de sortie) sont souvent de types additifs dont
les propriétés statistiques peuvent étre connues ou hon connues.

Dans le cas des signaux additifs, by(t) et b,(t) peuvent étre ramenés a un seul bruit b(t) en
sortie qui va représenter toutes les influences de la mesure qui seront dues aux différentes

perturbations rencontrées, (exemple : erreur de transmission, bruit thermique, bruit de
quantification etc.)

La figure 7 montre la representation simplifiée d’un systéme physique.
b(t)

e(t) \L S(t)
— h(t)

Figure 7 : Représentation simplifiée d’un systéme de mesure.
L’équation de convolution qui caractérise un systéme physique s’écrira alors :

e Dans I’espace-temps :
Encontinu:  S(t) = e(t)*h(t) + b(t) (28)

En discret : S=H.E+B (29)
Avec :
- Sun vecteur de dimension N x 1 des échantillons de mesure.
- E un vecteur de dimension M x 1 des échantillons du signal & mesurer.
- B le vecteur de dimensions N x 1 des echantillons des perturbations.
- H la matrice de convolution M x N.

e Dans I’espace fréquentiel :
S(w) = H(w).E(0) + B(®) (30)

Avec B(w) la transformée de Fourier du signal bruit b(t).
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1VV- Déconvolution

V-1 Définition
On propose en général la définition suivante :
La déconvolution est la résolution de I’équation de convolution.
Donc la déconvolution consiste a résoudre les équations suivantes :

Dans 1’espace-temps : s(t) = e(t) * h(t)
S =EH
Dans I’espace fréquentiel : S(0) = E(w).H(®)

La déconvolution se présente comme étant le probléme inverse de la convolution.

Dans les sciences appliquées I’équation de convolution donne lieu a deux problémes inverses de
grande importance.

a. L’identification : c’est la détermination des parametres d’un systéme dont on connait
le signal d’entrée et sa mesure.

b. Le filtrage inverse : c’est la reconstruction d’un signal a partir de sa mesure via un
systeme caractérisé par une réponse impulsionnelle parfaitement connue.

La déconvolution peut étre un filtrage inverse ou une identification.

L’opération qui consiste & reproduire un signal a partir de sa mesure et déterminer les
parametres du systeme de mesure a la fois (identification + filtrage inverse) est appelée :
déconvolution aveugle.

L’objectif de notre travail est la mise en ceuvre d’une méthode de déconvolution qui
repose sur le choix d’une forme exponentielle de I’'un des deux signaux convolués.
Avec ce choix la déconvolution consiste & déterminer :
soit une estimation é&(t) la plus proche possible a une grandeur e(t) appliquée a
I’entrée d’un systeme de mesure a réponse impulsionnelle h(t) de forme exponentielle qui
présente a sa sortie, la grandeur mesurée s(t) (connue) donc c¢’est un filtrage inverse.
soit une estimation a(t) de la réponse impulsionnelle h(t) d’un systéme attaqué par un
signal e(t) de forme exponentielle en se basant sur I’historique de son signal de sortie s(t) ,
dans ces conditions la déconvolution est une identification.
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Pour le développement des calculs nous avons opté pour le deuxiéme cas et nous pouvons
dire que le travail sera identique si1’on considére le premier cas puisque nous n’avons ajouté
aucune condition supplémentaire lors du choix du signal pouvant prendre la forme
exponentielle.

V-2 Solution de la déconvolution
On suppose la déconvolution qui consiste a reconstituer un signal e(t) a partir de sa mesure
s(t) via un systeme linéaire de réponse impulsionnelle h(t) connue.
La déconvolution est donc la résolution de I’équation de convolution.
Or la forme de ’expression de I’équation de convolution dépend de I’espace de travail, le
principe de la résolution peut ne pas étre identique ;

IV-2-1 Solution dans I’espace-temps

a)Cas du domaine continu
L’équation de convolution en continu est :

s(t) = e(t) * h(t)

En effet pour que cette équation ait une solution il faut que la réponse impulsionnelle
h(t) posséde un inverse de convolution qu’on note h«tel que :

h(t) * h.(t) = §(t) (31)

Avec §(t) 'impulsion de Dirac qui est I’élément neutre de 1’opération de convolution.
Dans ce cas la résolution de I’équation de convolution est immédiate :

s() * ht = e(t) * h(t) * h-(t) = e(t) * 6(t)=e(t).

Donc

e(t) = s(t) * h"(t) (32)

Des études ont montré que h."'(t) n’existe pas toujours et dans le cas ol elle existe elle ne
peut pas étre unique, car une division par zéro entraine une infinité de solution qui se traduit
par une instabilité considérable du signal.
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Les problémes rencontrés par les méthodes de déconvolution qui se basent sur 1’inverse de
la réponse impulsionnelle sont appelés problemes inverses et ils font partis des problemes
inverses mal poses au sens de Hadamard

Un probléme inverse est dit bien pose si les trois conditions suivantes sont verifiées :
- L’existence de la solution.
- L’unicité
- Lacontinuité.
Si une seule condition n’est pas satisfaite le probléme inverse est dit mal posé.
Et la solution sera instable.

En pratique le probléme devient plus compliqué encore. En effet, la mesure ne depend que
rarement rien que du signal & mesurer il y’a toujours 1’addition du signal bruit.

Nous avons vu que I’équation de convolution d’un systéme réel est donnée par 1’équation
de la formule (28) :

s(t) = e(t)*h(t) + b(t)
b(t) le signal bruit additionné.

Onsignale que le bruit est d’une importance considérable dans I’opération de
déconvolution. Il constitue le plus souvent, la limitation d’un nombre significatif de méthodes
de déconvolution proposées jusqu’a nos jours.

Les techniques utilisées pour résoudre les équations de convolution sont trés difficiles a
mettre en ceuvre dans le domaine continu et depuis 1’avénement de 1’informatique, la
déconvolution numérique est de plus en plus utilisée.

b) Cas du domaine discret :
L’équation de convolution en discret est :

sous la forme matricielle et dans le cas idéal, L’équation de convolution en discret
est donnée par I’expression 27

Ou H est la matrice de convolution.

En présence du bruit I’équation 27 devient :
S=H.E +B

Avec - S un vecteur de dimension N x 1 des échantillons de mesure.
- E unvecteur de dimension M X 1 des échantillons du signal & mesurer.
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- B le vecteur de dimensions N x 1 des échantillons des perturbations.
- H la matrice de convolution M x N.

Pour reconstruire E il suffit d’inverser la matrice H du point de vue mathématique, mais en
pratique le probleme d’existence et d’unicité de la solution se pose.

En pratique, I’inversion numérigque de cette matrice est conditionnée par le choix de certain
critéres . Le critére le plus utilisé dans les méthodes de déconvolution se basant sur I’inversion
de la matrice est le critére des moindres carreés.

Certaines méthodes proposent de chercher la solution le plus proche en faisant intervenir
la minimisation d’un critére de vraissemblance Jy(E, S) du signal estimé.

L’estimation E retenue étant celle optimisant ce critére. Parmi les critéres les plus utilisés
dans les méthodes de déconvolution se trouve celui des moindres-carrés de I’erreur

résiduelle :
Ju(E, S) = |IS — HE||? (33)

Donc en utilisant la méthode de solution qui minimise la distance quadratique :

IS — HE||?

En pratique, I'mversion de cette matrice est conditionnée par le choix du critere des moindres
carrés. Pour satisfaire la condition de minimisation de la distance quadratique, il faut apporter une
information a priori sur la solution recherchée ( ce type d’information sera fixée physiquement).

D’apres la publication de travaux récents [24] ce type de méthode présente encore des
limites malgré 1’évolution de la technologie. Surtout par la présence du bruit en pratique.

Onsignale que le bruit est d’une importance considérable dans I’opération de déconvolution.
I1 constitue le plus souvent, la limitation d’un nombre significatif de méthodes de déconvolution
proposées jusqu’a nos jours.
Ces limitations n’ont pas pu étre résolues comme le précise 1I’évolution de la recherche.  Par
exemple on voit que vers les années soixante-dix, ces inconvénients ont été mis en évidence
dans les travaux de Biraud,Y.G. [1] etque vers les années 2000 de nombreux travaux
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précisent que les comme on le constate dans les travaux de O. Strauss et A. Rico [Francophonie]
en 2009.méthodes de déconvolution présentent encore des limitations .

D’autre proposition sont apportées, pour éviter la méthode directe de la matrice inverse qui dans

dans certains cas, ne répond pas aux exigences de la méthode ( manque d’information a priori
par exemple), on envisage la solution par procédure itérative en utilisant 1’équation de

convolution du k®™ élément de la sortie du filtre ( du signal mesuré ou encore connu) donné

par I’expression 5 :
N

N Z ejhy_;

i=1

Des méthodes ont été développées et méme publiées mais leurs applications est restreintes.

IV-2-2 Solution dans ’espace fréquentiel

Nous avons vu que 1’équation de convolution (formule (17)) dans le domaine des fréquences peut
s’écrire comme suit :

S(w) = E(w).H(w)
Ou o =2nf avecf=1fréquence alors:

S(f) = E(f).H(H) (34)

On insiste sur I’importance de la transformée de Fourier, car en plus de constater
que I’équation de convolution devient une simple opération de multiplication donc tres simple a
manipuler, elle présente d’autres avantages comme par exemple :
dans le cas ou H(f) est infiniment dérivable, les fonctions propres des filtres linéaires ne peuvent
étre que des exponentielles complexes. D’ou I’intérét de "entrée et sortie"
sur une base compléte orthogonale qui se conserve lors du passage a travers un filtre.

La solution de I’équation (34) est :

EM= ;-S5O (35)
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Si du point de vue mathématique la solution de I’équation (34) parait directe et ne pose aucun
probléme, en revanche en physique le probléme d’existence et d’unicité de la solution se pose aussi.

En effet, pour que la solution (35 soit possible : il faut que % existe et soit unique.

Autrement dit il faut satisfaire les conditions suivantes :
e Condition d’existence :

Pour que %f) existe il faut que le terme H(f) ne s’annule pour aucune valeur de f.

e Condition d’unicité :

Pour que %f) soit unique il faut que H(f) ne tende pas vers zéro a I’infini plus vite qu une

puissance de 1/f.

Ces conditions d’existence et d’unicité de la solution sont draconiennes et irréalisables
pratiquement.

IVV-2-2-1 Existence de la solution
Nous savons que tout systéme linéaire et causal est a réponse impulsionnelle bornée.
Donc il existe une fréquence de coupure fy pour laquelle la fonction de transfert /H(f)/ tend vers
zéro lorsque f devient supérieure a la fréquence de coupure (f > fo).
Méme en présence d’un bruit de mesure n, il existera une fréquence f,o (fo = fyo) au-dela de
laquelle on aura
IH(f)l qui tend vers o, (variance du bruit n,)
De ce fait :

IH(f)I présentera de multiples passages par zero et la division ﬁ est impossible lorsque f

est supérieure a f,.
- 1V-2-2-2 Unicité de la solution

En théorie, I’unicité des solutions n’est jamais démontrée.
Enrevanche, en pratique et si on néglige le bruit (cas idéal) et on suppose que :
Si on considere fj la fréquence de coupure du filtre alors on aura toujours
(voir figure 8.a)

Hfl= 0 VIEI>T

Alors 1’équation de convolution dans 1’espace fréquentiel S (f) = E(f).H(f)
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nous montre que si lfl >f,, quelle que soit la forme de E(f) ona:
SH) =0 VIfl >f,
Comme s’est illustré sur la figure 8.c.
On constate, sur la figure 8. b et c,qu’ a partir de f=f; , plusieurs signaux E(f) ont une mesure
identique S(f) .

Si on note £(f) la fonction estimée de E(f), toutes les fonctions E;(f) et E;(f) telles que
E() =EW vV fel-fo, fo

et E«f) ) # E(f) v féel-f, fol
seront filtrées de la méme maniére par le filtre h.

D’apres la figure 8.b, les signaux {(1,(2),(3),(® ....} Peuvent tous étre solution de
I’équation de convolution.
En pratique, cette multitude de solution se traduit par de fortes oscillations.
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|H(f)| '
(a)
i fo fA'
‘E(f)h»
i (b)
5 S ,L"“'4
\/ Efo s @ f
sty
L (@)
i * fo 7

Figure 8 : Interprétation de la résolution de 1’équation de convolution.
a-  La fonction de transfert s’annule pour f > f.
b-  Une infinité de signaux d’entrée filtrés de la méme maniére si f > fo.
c-  Le signal de sortie n’existe que pour f < f,

Nous sommes donc en présence d’une infinité de solutions de 1’équation de convolution et il
s’agit d’en choisir une.

Le probleme peut étre ramené a un probleme de décision qui nécessite la définition d’un critére
de choix. L’espace infini de décision peut étre réduit si I’on dispose d’informations a priori sur le
signal d’entrée et sur les propriétés statistiques du bruit de mesure.

C’est justement I’orientation qu’a pris la théorie de I’information du fait de la disponibilité
d’informations importantes sur le couple de grandeurs entrée-sortie.
Ce sont ces contraintes qui limitent toutes les méthodes de convolutions développées jusqu’a nos
jours [1] et [20].
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V- conclusion

L’instabilité rencontrée dans la déconvolution est propre aux problémes mal posés. Elle ne
signifie nullement que le probléme est mal formulé, mais ceci traduit le fait qu’une treés faible
perturbation des données entraine une variation considérable de la solution qui risque méme de lui
enlever son caractere physique.

L’apergu théorique que nous venons de donner sur la déconvolution montre bien [’extréme
difficulté du probleme. Il permet aussi de nous orienter sur les approches des différentes méthodes
deja développées.

L’aspect décisionnel du probléme explique tout ’engouement des nouvelles théories sur la
modélisation des signaux en utilisant des modéles du type AR et ARMA. Cependant, Il ne faut pas
négliger les méthodes non paramétriques et donner tout le mérite a celles qui opérent dans I’espace-
temps et permettent ainsi la résolution directe de 1’équation de convolution sous sa forme intégrale
qui sera I’objet de notre travail.

26



Chapitre 2 Revues des méthodes de déconvolution existantes

Chapitre |1

Revue des méthodes de déconvolution existantes

I-Introduction

La déconvolution est la résolution des problemes inverses issus de la physique dont sa
principale difficulté consiste en la présence de plusieurs solutions et pour en choisir une il est
nécessaire de disposer d’informations supplémentaires. En effet, la déconvolution ne satisfait
pas les conditions de Hadamard qui sont I’existence, 1’unicité et la continuité de la solution
donc elle fait partie des probléemes mal posés.

Plusieurs méthodes ont ét¢ développées et jusqu’il y’a peu, les résultats étaient décevant, la
complicité des calculs et I’apparition des oscillations d’amplitudes trop ¢levées sur la solution
ont diminué d’une manicre considérable I’intérét des différentes techniques.

Le développement de la déconvolution a suivi celui des ordinateurs et les domaines dans
lesquels la déconvolution joue un réle important deviennent de plus en plus nombreux, nous
citons quelques-uns de la vie de tous les jours :

- L’imagerie médicale (échographie, scanner, rayons X...).
- L’ingénierie pétroliére (prospections par méthodes sismiques, magnétiques. identification
des perméabilités dans un réservoir....).
- L’hydrogéologie (identification des permeabilités hydrauliques ...).
La chimie (détermination des constantes de réaction).
Le radar (détermination de la forme de 1’obstacle).

- L’acoustique sous-marine (détermination d’obstacles).
La mécanique quantique (détermination du potentiel).
Le traitement de I’image (restauration d’images floues) etc...

En effet, la résolution approchée, notamment numérique, de I’équation de convolution a donné
lieu, depuis plusieurs années, a une littérature variée. Suivant I’approche utilisee, les méthodes de
déconvolution peuvent étre regroupées en trois classes :

1. Les méthodes basées sur une exploitation directe de 1’équation de convolution.
2. Les méthodes paramétriques utilisant un modéle de représentation.
3. Les méthodes a extension de bande utilisant des informations a priori sur la solution.
Dans notre travail, nous présentant une méthode paramétrique qui modélise un des deux
signaux convolués .
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I1- Méthodes directes

Nous avons vu dans le chapitre précedent que I’équation de convolution dans le cas réel peut
s’écrire (équation (28))

s(t) = e(t) xh(t) + b(t)

Or les systémes numériques sont de plus en plus utilisés donc on utilise 1’équation de
convolution des signaux discrets qui est donnée par I’expression suivante :

S[n] = e[n] *h[n] + b[n]
Deux possibilités sont envisageables :

1) Methode itérative :
On utilise I’équation de convolution (5)

N

Sk = z ejhk—;

i=1
On détermine la solution par procédure d’itération.
2) Méthode par I’inversion de la matrice
Sous forme matricielle, 1’équation de convolution est donnée par 1’expression (32)
S=-HE+B
Si on néglige le bruit elle devient : S=H.E

Avec H la matrice de convolution.

Pour reconstruire la solution E il suffit d’inverser la matrice H donc cela revient a faire un
filtrage inverse fait parti des problémes inverses mal posés.

Deux approches de reconstitutions nous permettent de mieux appréhender ce caractere mal
pOSé.

Le cadre de I’algebre linéaire permet de résoudre facilement ce probléme.

- Cas particulier de la matrice carrée

28



Chapitre 2 Revues des méthodes de déconvolution existantes

Si la matrice de convolution H est carrée inversible, la solution est immédiate :

E=H71S (37)
avec
H™ la matrice inverse de H.
Et E est la solution estimée de E

Mais en pratique la matrice ne peut étre carrée que dans des cas particuliers. Donc en
général, elle ne I’est pas donc la solution ne peut étre qu’un cas particulier.

- Cas ou la matrice est quelconque

Dans ces conditions on cherche une solution optimale.
La méthode de minimisation la plus utilisée dans le filtrage inverse est celle des moindres-
carrés donc c’est-a-dire la minimisation de la distance quadratique :
Suivante :
IS — HE||? (38)

Cette minimisation ne peut se faire par un apport d’information a priori.

En effet toute tentative d’inversion n’apportant pas d’information a priori sur la solution
recherchée conduira a des oscillations importantes qu’impose le caractére mal pos€. et si on tient
compte du bruit, la solution sera noyée dans le signal bruit qui est amplifié d’une maniere
considerable par le filtre.

Une approximation de la solution avec information a priori sera :

E=H*S
Avec
H* est appelée pseudo matrice de H
(H" est la matrice transposée conjuguée de H)

Et si H est réelle alors H* = H', avec H' la transposée de H.

Et la solution devient dans ces conditions :

E=(HTH)"TH*S (39)
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Les deux approches de reconstitutions mentionnées ci-dessus montrent que malgre le nombre
important de méthodes de déconvolution existantes leur principe de mise en ceuvre est le méme.
La différence réside dans la disponibilité ou non d’information a priori sur le signal a reconstituer
qui est défini généralement selon le domaine d’application.

Si ’application de la méthode n’est pas précise, on se fixe certains critéres et la méthode sera
proposée a des utilisations multiples sous conditions.

C’est le cas de la nouvelle méthode proposée dans ce travail.

Parmi le nombre important de méthode utilisant ce procédé nous présentons une des
premieres méthodes qui sera accompagnée d’une autre un peu plus récente.

I1-1 Méthodes opérant dans I’espace-temps

L’une des premiéres méthodes de déconvolution inverses a été développée par
Phillips, D. L. [10] ou il a tenté une inversion sans apporter d’information a priori sur la solution
recherchée. Or en physique, la matrice de convolution H n’est pas inversible.

La solution inverse donnée par cette méthode a tendance a produire de larges variations qui

peuvent parfois la rendre inexploitable comme le montre la figure 9 ou on constate que le signal
reconstruit est affecté d’oscillations de grandes amplitudes.

 e(t)

Figure 9 : Résolution par méthode d’inversion de matrice (d’apres Phillips,D.L.)
—— L’entrée e(t). - - - la restitution est affectée d’oscillations
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Eneffet, ’importance de ces oscillations est due non seulement au bruit qui affectent les
signaux (les petites variations des entrées conduisent a des variations considérables des sorties)
mais essentiellement aux problemes inverses mal posés.

L’atténuation des oscillations qui affectent la solution est impossible du point de vue
théorique. En revanche, en physique, la minimisation des oscillations est possible comme indiqué
ci-dessus.

En effet, Phillips, D.L [10] avait rapidement améliorée cette méthode en minimisant la

distance quadratique  ||s — He||?.

Alors si la sortie du k®™ échantillon est donnée par I’expression
N

Sk = Z ejhy

i=1

Celarevient a minimiser les différences secondes de la restitution en méme temps que les carrés
de différences entre la sortie et la restitution filtrée par un h(t)

Donc cela revient a trouver le minimum du terme :

@) (s = 20+ E00)*+ ) 2 (40)
n n

OU &, = &(nh) est le n™™ échantillon de restitution
et

die = Se = ) enhicn (41)

n

Le probleme qui se pose était le choix de a qui assure la regulation.

On procede en général par essais successifs.

Des expériences ont été réalisées et les résultats s’améliorent de plus en plus.
Parmi les expériences qui ont été faites nous citons les suivantes :

1- Twomey, S.[9] a montré :
- Qu’on peut minimiser toute quantité quadratique en é.
- qu’on peut inclure la minimisation de la distance de é a une courbe fixée m telle
que :
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d=) (n—m, )’ (42)

- Ou qu’on peut minimiser une combinaison linéaire de ces deux quantités.

L’avantage dans ce type de méthodes est que la matrice de convolution H peut ne pas étre
carrée. On a donc la possibilité de traiter des problemes avec contraintes.

2- Van-Cittert, P. H. [10] avait utilisé le principe par itération en minimisant I’erreur
quadratique moyenne de prédiction de la solution.
Donc par étape, il procéde comme suit :
Etape k :

8(t) = &, (t) *h(1)
Ere1(t) =&, () + [s(t) — S, (D)]

avec €o(t) = s(t)
et la méthode tend vers le filtrage inverse lorsque k tend vers I’infini (k trés grand).

La méthode n’était pas fiable mais Vue la simplicité du principe de la méthode et ses résultats
encourageants, elle a ét¢ améliorée davantage dans le temps par d’autre auteurs comme :

- Bracewell,R.S. ,Roberts., J.A.[11]
- Jansson, P.A. [12] J. ewell,R.S. ,Roberts., J.A., [12] .
- Coupinot.G. [12].

En conclusion, on peut dire que d’une maniére générale, la méthode du filtrage inverse consiste
a inventer une condition possible pour les sorties en minimisant I’écart entre les entrées mesurées et
les champs calculés correspondant a ces entrées.

Le principe des méthodes de filtrage inverse continue a étre recommandé et utilisé dans bon
nombres de problémes d’expressions d’incertitudes de mesure.

L’application de I’approche proposée, il y’a trop longtemps montre qu’elle nécessitait un
travail plus poussé tant mathématique que physique pour mieux I’exploiter et ceci dans tous les
domaines quinécessitent 1’identification de I’information.

Aujourd’hui, on constate que plusieurs méthodes, basées sur le principe du filtrage inverse,
ont été développees. Elles ne se différencient que sur le choix des conditions de minimisations
qui doivent étre adaptées aux applications de chacune d’elles.
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Des mises en ceuvre de plusieurs méthodes ont été publiées récemment et on constate que les
résultats s’améliorent, et deviennent de plus en plus satisfaisants au point ou ce type de méthode
est tres sollicité actuellement dans tous les domaines.

On cite par exemple :
1- En2012 [14], Daniel Weisz-Patraut a presenté un travail trés poussé sur les
problemes inverses et il a prouvé que cette technique est applicable dans le milieu
industriel.

2 - Ennovembre 2009, [19], Strauss O. et Rico A. ont présenté une méthode de
déconvolution par filtrage inverse. Ce travail a été le résultat de plusieurs travaux réalises
entre 1'université de Montpellier IT et 1’université Claude Bernard de Lyon.

Cette méthode utilise le principe de la méthode directe en plus de la modélisation de I’un
des deux signaux convolués elle sera reprise lors de la présentation des méthodes paramétriques.

11-2 Méthodes opérant dans I’espace-fréquentiel

Ce sera le principe de I’inversion de la matrice qui a ét¢ mentionné précédemment
Avec la particularité du domaine des fréquences.

L’expression de I’équation de convolution dans 1’espace fréquentiel est :
S(f) = E(f).H()
Avec la présence du bruit en physique, cette équation devient :
S(f) = E(f).H(F) +B(f)

Donc la solution peut étre :

5¢) _ BY)

E(f) = G v [H(f)]| # 0 (43)
Dans le cas non bruité on aura :
S
E(f) = % avec  [H(H| = 0

33



Chapitre 2 Revues des méthodes de déconvolution existantes

La solution est une division par la fonction de transfert c¢’est aussi un filtrage inverse qui fait
partie des problémes mal posés mais dans le domaine des fréquences la perte en pouvoir est
considerable.

Notons que si le systeme présente une frequence de coupure fy, la division (36) ne peut
se faire que dans I'intervalle |—f,,+ f, | avec f, < f, (f,estla fréquence utile) comme
cela est illustré par la figure 10 .

Si la bande de fréquence passe de fy a f, la fonction H(f) perd un pouvoir de

Af = (fo = fu)

La bande de la résolution qui était 1/2f, devient 1/2f, se rétrécit et la perte en pouvoir de la
résolution sera non négligeable.
h®)

t H)

====1

=h
"
~~

fu

Figure 10 : lllustration de la perte en pouvoir de la solution.
(Si la bande de fréquence passe de f, & f, la fonction H(f) perd un pouvoir de Af = (fy — f.))
a) ----- La fonction instrumentale correspondant au filtre inverse parfait de bande f,.
b) —— La fonction instrumentale correspondant au filtre inverse de bande restreinte f,,.

Les oscillations de la solution sont trés importantes puisque dans le domaine fréquentiel,
enplus de la solution qui n’existe pas toujours et dans le cas ou elle existe elle n’est pas unique,
d’autre parasites apparaissent et augmentent les oscillations. Sachant que I’équation de
convolution, dans I’espace des fréquences, est obtenue en passant par des transformées de Fourier

ce qui signifie qu’ Il existe, dans ce type de filtrage inverse, une convolution de I’entrée vraie e(t)
sinkmt
knt

par qui est une fonction trés oscillante.
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En tenant compte de tous ces inconvénients, plusieurs méthodes ont été mises au point dans des
domaines qui travaillent dans I’espace fréquentiel. Les oscillations ont été amorties avec des degrés
variables suivant la précision exigee.

Les méthodes sont réparties en deux catégories :

- M¢éthodes d’apodisation

Certaines methodes développees sont dites d’apodisation et elles consistent a pondérer le
filtrage inverse par une fonction p(f) dite aussi fonction d’apodisation.

Le choix de p(f) ne peut se faire que selon un critére donné (la solution ne peut étre que
physique en apportant une information a priori).

Parmi les méthodes de filtrage inverse dans I’espace des fréquences, basées sur des formes
particuliéres de la fonction d’apodisation p(f) on cite :

la méthode d’ Arsac [15] et celle de Jacquinot, P. et Roizen-Dossier, B. [16] qui proposent une
fonction p(f) adaptée au cas particulier d’un satellite dans I’aile d’une raie.

- Maéthodes statistiques
La méthode statistique consiste a trouver un filtre réalisant une approximation de E(f)
aux moindres carrés et une minimisation des oscillations dans é(t)

Helstrom, C.W. [36] et [41] a réussi a trouver un filtre réalisant cette approximation mais la
condition de minimisation se faisait par tatonnement.

La méthode proposee par Fellget, P. B. et Linfoot E.H. [17] introduit un traitement
stochastique et montrent que le filtre optimal au sens des moindres-carrés est lié a la quantité
suivante :

I(f) = Log |1 - =B IH(NP| (44)

Avec I,(f) et I,(f) les densités spectrales de puissance de I’entrée e(t) et du bruit
b(t) exprimant la qualité de I’information transmise par le filtre optimal et observé par la
sortie s(t).

Si on note F(f) le filtre optimal I’expression du filtre trouvé est :

() =5 [1 = ¢ 7] “s)

qui est le filtre inverse, n’est possible que si I tend vers I’ infini.

(f)
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Il montre que I’erreur commise pour que la solution soit possible est :

2= ["7le(t) — ()2 dt (46)

Et que cette erreur décroit exponentiellement avec I.

D’autres méthodes sont publiées récemment, comme par exemple :

Dahlia A.N.R. [37] en 2010 présente un travail dans le cadre d’une thése de recherche qui
consiste en la mise en ceuvre de la reconstruction a bande spectrale limitée par des méthodes du
type filtrage inverse a bande spectrale limitée, en tenant compte d’une contrainte du support dans le
domaine de Fourier, décomposition tronquée en valeurs singuliéres , filtre de Wiener, pénalisation
quadratique et methodes itératives.

Ces differentes méthodes sont présentées et comparées entre elles dans un cadre général de
déconvolution mais ne sont pas appliquées dans un domaine particulier.

Notons que la solution ne sera pas satisfaite dans le cas bruité,
On remarque facilement que les composantes hautes fréquences des données sont essentiellement

dues au bruit puisque si 1’on considére la solution inverse é(f) = S(f)/ﬁ(f) on constate que A(f)

est faible (effet passe-bas de I’instrument) et que le bruit est largement amplifi¢ lorsque 1’on
applique le filtre inverse (division par A(f) qui est faible).

I11- Méthodes paramétriques

Le signal d’entrée e(t) d’un filtre peut étre dans certains cas, représenté par un modéle ep(t)
dépendant d’un nombre limité de parametres. Dans ce cas une minimisation de la différence entre
la réponse réelle s(t) et laréponse sn,(t) au modéle en(t) permet d’ajuster les différents
parameétres du modeéle.

En effet sachant que
Sm(t) = h(t)*en(t)

Les paramétres permettant de minimiser une distance entre s(t) et s,(t) donnent le meilleur

modeéle en(t) de e(t).
La distance la plus utilisée est la distance quadratique donnée par

QP,, Py e, P) = le(nT) _ s, (nT)|2 (47)

Ou les p(k=1,2 ...,8) sont les parameétres du modele e (t).
Les inconvénients majeurs de cette approche sont :
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- La difficulté d’estimer la sensibilit¢ du modele aux différents parametres.
- L’absence de sens physique des parameétres.
- Laconvergence, dans certains cas, vers un minimum local.

Plusieurs méthodes (anciennes et récentes) utilisant un modéle de référence ont été
développées dont certaines ont été méme appliquées chacune dans son domaine mais aucune
expérience n’est parfaite par exemple :

- Laméthode [19] développée par O. Strauss et A. Rico publiée en 20009.
- Laméthode [21] d’Alberto Menendez Martinez développée vers les années 70.
- La méthode [24] de Ville, J. A c’est ’'une des premiéres méthodes mises en ceuvre
vers les années 50.

a)Sion prend le dernier cas, en spectrométrie, on constate que la plupart des imperfections
des spectres proviennent de déficience du spectrometre et certaines,
comme le bruit, sont aléatoires, donc il est possible d’utiliser une référence interne au  spectre
pour identifier les distorsions puis les corriger.

Le moyen d’opérer cette correction est de :
- sélectionner une référence adéquate dans le spectre, pour laquelle la forme théorique
est connue.
- Déconvoluer le spectre expérimental par la forme expérimentale de la raie de
référence.
- Re-convoluer par la forme théorique (donc parfaite).

Ces anciennes méthodes ne sont pas tres efficaces mais elles ont été améliorées par la
suite

-b) La méthode récente d’O. Strauss et A. Rico, qui a fait ’objet d’une publication dans la
série rencontres francophones sur la logique floue de I’année 2009, a utilis¢ le principe du filtrage
inverse tout en faisant une modélisation. En effet la technique nouvelle est particuliére , elle donne
des résultats tres satisfaisants et elle est destinée a la logique floue.

Notons que la déconvolution consiste en la reconstruction d’un signal & partir de sa mesure a
travers un systeme cela revient a un filtrage inverse et nous avons vu précédemment que ce type de
filtrage n’est possible que si la réponse impulsionnelle du filtre est parfaitement connue. Dans cette
publication il présente une nouvelle technique de déconvolution pour la reconstruction d’un
signal permettant de prendre en compte une mauvaise connaissance de la réponse impulsionnelle
du filtre utilisé ( ‘est une d’convolution aveugle) ;

Cette technique s’appuie sur une modélisation du rapport entre la mesure et le signal & mesurer
via une capacité concave qui étend la notion de convolution a un ensemble concave de réponses
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impulsionnelles. Le signal reconstruit est de nature intervalliste. L’imprécision de ce signal quantifie
Ierreur de reconstruction induite par la mauvaise connaissance de la réponse impulsionnelle du
filtre.

On remarque que la méthode ¢était un filtrage inverse avec I’utilisation de la minimisation de la
distance quadratique.
La modélisation du rapport ( mesure)/(signal a mesurer) était I’information a priori.

Ce travail a été I’objet d’une autre publication [20] mais avec d’autres informations
A priori nécessaire pour la minimisation de de la distance quadratique.

Le procédeé de la méthode de O. Strauss et A. Rico était le suivant
Si I’équation de convolution sous sa forme matricielle est la suivante

S=HE

la modélisation utilisée sur le rapport entre la mesure et le sighal a mesurer via une capacité
concave étend la notion de convolution a un ensemble concave de réponses impulsionnelles. Cette
généralisation fait intervenir une mesure dite de confiance non additive concave ainsi qu’une
équation non linéaire entre le vecteur de mesure S et le vecteur du signal a reconstruire E de la
forme

|S.S| =oH;(E) (48)

Avec S (respectivement S ) la borne inférieure (respectivement la borne supérieure) de toutes
les mesures obtenues a partir de I’ensemble des réponses impulsionnelles modélisées par la
capacité a et o un coefficient réel.

Le probléme revient a trouver un ensemble convexe | E,E| compatible avec la mesure S.
Les auteurs de la méthode qui n’ont considéré que les réponses impulsionnelles
positives ont procédé comme suit :

- En exploitant la minimisation des moindres-carrés, on part d’une valeur approximative
de la matrice de convolution H pour converger vers une solution plus précise.

- enutilisant la méthode itérative, on considére I’équation de convolution des signaux
discrets c¢’est-a-dire pour

le K®™  &lément de la sortie du filtre s’écrit:
N
Sk = Z eihy_4
im1
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En faisant un changement de variable :
hi
0=Yiiezhi etp=—

Donc p = (Pi)iez
p peut étre considéeré comme une distribution de probabilité induisant une mesure de probabilité
P sur I’ensemble des échantillons ¢’est-a-dire :

p* = (p¥),., ladistribution de probabilité définie par p¥ = p,._;

Donc I’expression de 1’équation de convolution des signaux discrets devient :

N N

Sk = Z ehp1 = Uzei pf = oEp;{e} (49)

i=1 i=1

Py étant la mesure de probabilité définie par la distribution de probabilité translatée (pf);,-
Epy étant I’espérance induite par p, sur les valeurs des échantillons du signal.

Et comme la condition de départ de la méthode était de ne considérer que les réponses
impulsionnelles positives, I’opération de filtrage peut étre supposée comme une moyenne locale
d’échantillons du signal.

Sous forme matricielle 1’équation (42) peut s’écrire :

S=oH,.E (50)

Ou H, est la matrice suivante :

o PY - PR Po P—1 wwe e P
ps pt.. .. pn | — | P Po e P-N+1 (51)

Loy o o] L o ot o

La matrice (44) montre que la réponse impulsionnelle du filtre est définie par p.
Alors une mauvaise connaissance de cette forme affectera p et nono.

Et le résultat parait parfait.
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Pour montrer que la méthode paramétrique est tres sollicitée on expose une autre méthode
récente, elle est opérationnelle dans le domaine des antennes en France.

La technique de la méthode est mise au point pour le dimensionnement et I’optimisation des
systemes Sans fils.

Il s’agit de la méthode de déconvolution congue par Oussama Akhdar [32],[36] pour estimer les
angles d’arrivée sur une antenne . Le principe repose sur 1’identification des parameétres des
sources rayonnantes qui se fait a travers des méthodes basées sur 1’information contenue dans les
valeurs et les vecteurs de la matrice inter-spatiale des signaux recus par un capteur.

La nouvelle méthode consiste a effectuer une déconvolution entre le diagramme de rayonnement
complexe de I’antenne de réception et la tension mesurée lors de la rotation de I’antenne. Les angles
d’arrivée seront déduits ensuite du signal résultant de la déconvolution. Une formulation analytique
suivie des mesures en chambre anéchoique permettront de valider le principe proposé.

Enfin la méthode a été renforcée par un algorithme d’extraction de sources inspiré de
I’astronomie.

IVV- Méthodes a bande étendue

Certaines méthodes s’appuient sur une certaine connaissance a priori de e(t) pour accroitre le
pouvoir de résolution.
C’est ainsi que sur la base de I’analycité de E(f), c’est-a-dire :
e)=0 Vteg|[-TT]
Beaucoup d’auteurs ont essayé de tirer parti de cette information par exemple :
- Enfaisant un développement de e(t) en série de Taylor, Mac Phie et R. H. [23],
Ville, J. A. [24] et Wolter, H. [26] ont montré qu’il était nécessaire d’avoir un rapport
signal/bruit de I’ordre de 1000 pour pouvoir prolonger la bande d’environ 0,01.
- En utilisant les polynémes de Bernstein, J. P. Scheidecker [27] a essayé de prolonger
E(f) , il a pu atteindre dans un cas sans bruit , une fréquence d’extrapolation fo, ~ 1,5,
mais il s’est vite rendu compte que la méthode n’est que théorique car dans le cas pratique

les bruit existent et la méthode leur est trés sensible.

Dans cette approche, les meilleures méthodes disponibles se basent sur la positivité de E(f).
Plusieurs méthodes ont été développées comme le cas de :
- Schell A. C. [28] ou il utilise un algorithme itératif qui cherche une fonction p(f) telle

S
que son carré de convolution p(f)*p(f) approche la solution inverse =10)]

H(f)
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La récurrence est donnée par :

W-i)
2

s()
Z) E

2

Pes1(f) = cte = PNy, | P (fin) (52)

On peut ainsi élargir la bande passante au-dela des 2N points connus sur %
Il reste a étudier I’effet du rapport signal sur bruit sur la bande.

Dans le temps, [29] et [30] Y.Biraud a exploité cette technique et a développé un algorithme
itératif ou il fait intervenir la minimisation de la distance quadratique du signal reconstruit Avec
JW(E, S)=IIS — HE||?

L’estimation E & retenir sera celle optimisant ce critére.
Le critere qui a été utilisé dans cette méthode se trouve celui des moindres-carrés de I’erreur
résiduelle.
Donc la solution analytique est donnée par :

5®
H(f)

et la minimisation est réalisée par la procédure itérative.

E=

S : : .
La methode tend a approximer le rapport % par une fonction G,(f) qui est un carré de

convolution. L’approximation se fait sur I’intervalle [—f,, f;, ] et au sens des moindres carrés :

Posons
s® _
i - M)
On minimise donc
Po= [M(N) = Gu(PI? df (53)

Cette quantité P,, est comparée, a chaque étape de I’itération, a la puissance moyenne de bruit

(sur la bande utile)
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Q= [T n(NI* df (54)

Ce n’est qu’a partir des années 80 que les mathématiciens et les théoriciens du traitement du
signal ont repris les recherches sur la déconvolution.

Ils se sont orientés vers I’idée qui consiste en une régulation du probleme mal posé
qu’introduit la déconvolution. Le but de cette régularisation est de remplacer I’équation de
forme générale par un probléme de minimisation stable d’une forme quadratique. On ramene
ainsi le probléme a une équation de deuxiéme espece du type :

He - le =5 (55)
qui bénéficie d’une abondante étude notamment dans la théorie spectrale.

Et on remarque que ces derniéres années un nombre important de méthodes de déconvolution
a ¢été développé.Le principe des méthodes n’a pas changé mais 1’amélioration est remarquable par
la rapidité des traitements et des calculs malgré la robustesse des algorithmes que nécessitent les
operations de la convolution et ceci par 1’évolution rapide de la technologie.

V- Conclusion

La liste des méthodes présentées est non exhaustive. Elle permet essentiellement de dégager
les différentes approches utilisées. La remarque importante que 1’on peut tirer de cette étude
bibliographique est la grande sensibilité des méthodes de déconvolution au bruit. Suivant que
I’on dispose ou non d’informations a priori sur la solution, la bande de traitement est étendue ou
réduite. Tres peu de méthodes fonctionnent dans la bande réelle des signaux. Enfin, les
techniques de toutes les méthodes sont trés difficiles a mettre en ceuvre et font appel des outils
mathématiques trés poussés. Certaines ne peuvent s’appliquer que dans des cas particulier et ne

sont pas transportables.
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CHAPITRE Il

Méthode de déconvolution développée

l.Introduction

De toutes les méthodes de déconvolution existantes, ce sont les méthodes qui opérent
dans 1’espace-temps qui paraissent plus efficaces, nous avons vue lors des chapitres
précédents que la perte en pouvoir est relativement minimale dans cette espace.

Nous présentons une nouvelle méthode de déconvolution temporelle et récursive qui
s’appuie sur le choix d’une forme exponentielle de I’un des deux signaux convolués . Dans le
sens physique cette méthode est parfaitement adaptée .Sous cette hypothese, facile a réaliser, la
méthode permet de développer I’intégrale en utilisant un développement limité a la fonction qu’on
désire estimer et d’aboutir a une relation temporelle et récursive liant les échantillons de la solution
recherchée aux échantillons mesurés.

Un des avantages de la méthode est qu’elle peut s’appliquer aussi bien a 1’identification
des paramétres du systéme qu’a la reconstruction du signal d’excitation.

Nous avons opté, dans notre méthode, pour la détermination de la réponse
impulsionnelle d’un systéme excité¢ par un signal de forme exponentielle et nous avons
développé une relation itérative dans 1’espace-temps qui exprime les échantillons de la
réponse impulsionnelle en fonction des échantillons mesurés , il est évident que pour le
deuxiéme cas les calculs seront identiques puisqu’au cours du développement de la relation
itérative aucune hypothése sur le choix de la forme exponentielle n’a été précisée.

Le choix de I’orientation de la méthode est du point de vue théorique, arbitraire en
revanche dans le réel, il est fixé par les domaines de son application dans le futur comme
la sismologie par exemple. La déconvolution qui est un probleme inverse mal pose
nécessite une optimisation de la solution. En effet, une condition de convergence de la
solution, facile a réaliser ,a été développée par 1’étude des erreurs commises qui sont dues
I’une a la structure de récursivité et I’autre au développement mathématique utilisé.

I1. Présentation de la méthode

I1.1- Principe de la méthode

Si on considére les signaux e(t) et s(t) respectivement le signal I’entrée et le signal de
sortie d’un systéme linéaire et invariant dans le temps de réponse impulsionnelle h(t), le
signal s(t) est reli¢ au signal d’entrée par 1’équation de convolution sous forme intégrale
donnée par I’expression (1) du chapitre I :
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ety - s) =/ e(@h(t-1)dr

Les systéemes physiques qui sont supposés linéaires et invariant par translation dans le
temps sont causaux.

L’équation de convolution se simplifie et devient :
S(t) = [, e()h(t —1)dr (56)

La déconvolution consiste a résoudre 1’équation de convolution donc cela revient a
résoudre 1’équation (56)

Du point de vue mathématique I’équation peut étre résolue par rapport a e(t) ou h(t) de
la méme maniére puisque I’opération de convolution est commutative.

Nous proposons une méthode qui consiste en la résolution de 1’équation ((56) par rapport
a h(t).

Posons I’hypothese de la méthode qui a choisir la forme exponentielle pour le signal
d’excitation donc :

e(t) =E et (57)
Avec E ety des constantes positives non nulles (E>0Oety >0 ).

La particularité de la méthode développée se trouve dans cette hypothese.
Si on applique cette hypothése dans I’équation (50), elle devient :
S(t) = [ Ee . h(t — 1)dt (58)

Pour résoudre I’équation (58), on utilise des développements mathématiques.
Dans notre méthode, nous avons choisi le développement limité de Taylor.

11.2- Développement de I’équation de récurrence

Sachant que la méthode est récursive, alors on introduit une période
d’échantillonnage T avec T € ]0, t].

L’équation (58) peut se décomposer en deux intégrales comme suit :
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S(t) = [ Ee™".h(t—7)dr + [ Ee™*.h(t—1)dr (59)

Posons
L(t) = [ Ee™".h(t —7)dt (60)
() = [ Ee7".h(t — 1)dt (61)

Faisant le changement de variable suivant :

Alors t=1-T

Remplacons 7 enfonction de t' dans I’équation (61)

On obtient :
L) = [ EeE* D p(t — (¢' + T))dr’
— —yT (=T —y¢! ! lJ
= Ee™” fo e " .h((t—T)—1")dr
D’ou:
() = EeTs(t—T)
Donc
t o —yr —yT
fT Ee V" h(t—1)dt = Ee "'s(t—T) (62)

Nous constatons que I’équation (62) ne dépend plus de I’intégrale.
Dansle casou t=nT avecn=1,2,.. N etN estle nombre d’échantillons.

Alors (62) devient :
f; Ee"".h(t—1)dt = Ee""s((n—1)T) (63)
Remplagons t = nT dans 1’autre terme de 1’équation de convolution (53) on obtient alors :

T _ T
fo Ee V" . h(t—1)dt = fo Ee " h(nT — 17)dt (64)
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On représente h(nT-7) sous une forme définie par un développement limité autour du
point (nT). Dans un premier temps on se limite au premier ordre :

Sachant que le développement limité d’ordre général de h(nT + t) autour de (nT) est :

h(nT + ©) ~ h(nT) + - Dt h”g‘T) 2t —h(kLﬁ“T) K4 Ryyy (65)
donc
h(nT —7) ~h(nT) + 20’ (n T)+—h”( T)+ - D" K@) (nT) + -
Avec :
h'(nT) ~ h(nT)—h'I{(n—l)T)
Et h" (nT) ~ [h (nT)—hT((n—l)T)]
donc

Q

[h(nT)—2h((n—1)T)+h((n—2)T)

h" (nT) =

Alors le développement limité au premier ordre de h(nT — t) est:

h(nT)-h((n—-1)T) .

h(nT — 1) = h(nT) — -

(66)

Remplacons (65) dans (66) ona :

T

h(nT) —h((n— DT) T] s

T
f Ee V*.h(nT — 1)dt zf
0 0 T

Ee™'* [h(nT) —

Donc :

fOT Ee Y'.h(nT — 7)dt ~ h(nT) foT Ee~V'dr — [h(nT)—hﬁ(n—l)T)] foT EeV'tdr  (67)
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Sachant que
fOTEe_VTdT = —%Ee‘” (68)

Et partons du principe :
fudv = uv — [vdu
et Enposant :
Ee ™ Y'dtr=dv et t=u

Alors :
T a- [ lavr ] [Tl avr
[y eYrrdr = | ~e YTT]O [fo ~e dr]
= —% e VT + i[fOT e Yid1]
= Loy l[-L e—yr]T
Y vyl v 0
= —% e vT —Y—t (eVT - 1)
On obtient :
T _ T _ e ¥T—1
J, et = - YT — v (69)
Remplacons (68) et (69) dans (67) on obtient :
[ Ee""h(t—Ddt ~ AR(nT) +u h((n-1)T) (70)
Avec
1 1-e~ YT
7\_;[1— > | (71)
et
1[1-e7 YT _
u::;[ e 7| (72)
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Ou la notation A(nT) est I’estimation de h(nT)

Donc si dans 1’équation (52) c’est - & —dire 1’équation suivante

T t
S(t) = j Ee V" h(t —1)dt + f Ee "*.h(t — 1)dt
0 T

Onremplace les deux termes par leur équation respective suivante :

[, Ee™".h(t — T)dr = AR(T) +u A((n-1)T)
Et
thEe_VT.h(t —7)dt = Ee"Ts(t-T)
On obtient en final

S(NT)= Ee""S((n—1)T) + AA(nT) +u A((n-1)T) (73)

D’ou ’on déduit I’équation de récurrence qui relie les échantillons de la réponse

impulsionnelle h(t) aux échantillons du signal mesuré s(t) :
En final, I’équation de convolution est résolue par rapport a h(t), on écrit 1’équation de
récurrence sous sa forme qui exprime 1’échantillon n de la réponse impulsionnelle.

D’ou:

R(nT) :% [ST) — Ee""S((n — 1T) — ph((n — DT)|  (74)

11-3 Discussion

La relation de I’équation de récurrence donnée en (74) permet de déterminer les
¢échantillons de la réponse impulsionnelle h(t) d’un systéme temporel en fonction des
échantillons du signal de sortie s(t) sachant que le signal d’entrée est supposé connu

par hypothése (e(t) =E e 7).

Elle est récurrente et n’utilise que le dernier échantillon estimé, il n’est donc pas
nécessaire de garder toute la trace du signal mesuré. Ces deux propriétés nous offrent la

possibilité de traitement en temps réel.
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La structure de la relation et surtout la présence du terme qui effectue la différence entre
les deux échantillons successifs de s(t) minimise 1’effet du bruit.

La simplicité de son expression rend la mise en ceuvre, sur calculateur, trés facile.

N’étant pas tenu par I’échantillonnage au sens du théoréme de Shannon, la période T
devient un degré de liberté sur lequel on peut se baser pour optimiser la solution.

Il faut noter aussi que les échantillons A(nT) ainsi déterminés sont les échantillons de la
représentation de h(t) sous forme de développement limité au premier ordre. 1l existe donc
une erreur due a cette représentation. Cette erreur, comme nous allons le montrer dans la
suite, est déterministe et tout a fait quantifiable et mesurable.

11 — Optimisation de la méthode

Il s’agit d’une méthode de déconvolution donc nous sommes en présence d’un probléme
inverse mal posé qui signifie que la stabilité n’est pas assurée.

Afin d’assurer une stabilité et par conséquent éliminer les éventuelles oscillations sur
la solution recherchée, nous allons voir comment minimiser les erreurs commises lors du
développement de la méthode présentée.

La condition de minimisation sera la condition de I’optimisation de la solution, elle joue
un role important dans la mise en ceuvre de la méthode.
L’application de la méthode ne sera possible que si les conditions sont respectées.
Toutes les méthodes qui existent présentent des conditions de stabilité, 1’avantage dans la
nouvelle méthode que nous proposons, comme nous allons le voir dans la suite de ce travail,
est le fait que les conditions sont faciles a réaliser. En revanche, la simplicité de la
détermination de ces conditions dépend des exigences de la méthode.

111.1- Etude de ’erreur

Nous allons déterminer les expressions des erreurs commises lors du développement puis
fixer les conditions de minimisation

Nous constatons qu’en plus de I’erreur due au développement limité, il existe un
deuxieme type d’erreur di a la structure récursive de la relation de récurrence (74)

A(nT) :% [S(T) — Ee"T$((n — 1)T) — pa((n — 1)T)]
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En effet, une erreur commise sur I’échantillon i se répercute automatiquement sur
I’échantillon (i+1).

Considérons les notations suivantes :
6: L’erreur due a I'utilisation du développement limité

g: L’erreur due a la structure récursive.

On cherche les expressions de & etde &

I11.1-1- Etude de I’erreur due au développement limité

a) Cas d’un développement du premier ordre

Soit §,, ’erreur commise par le développement limité d’ordre 1 Sur I’échantillon
derang n
Soit g, I’erreur commise par la convolution sur 1’échantillon de rang n

Reprenons 1’équation (73) :

ST =Ee ""S((n—1)T) + Ah(nT) +p A((n-1)T)

On peut 1’écrire sous cette forme :

S(nT)=Ee " s((n— 1DT) + o, (75)
Avec

o, = Ah(nT) +u h((n-1)T)
C’est-a-dire

o, = [, Ee™"".h(t — T)dr =1 h(nT) +u h((n-1)T)

Si on consideére cette notation :
0, l'estiméde o,
Et

S, L’estimédeS,
On peut dire que :

S(nT) =Ee "TS((n— DT) + 6, (76)
Avec
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G, = A h(nT) +u A((n-1)T)
Ou bien

6, = [ Ee . hi(t — )dr = 2 A(nT) +u A((n-1)T)

Donc I’erreur commise par le développement sur I’échantillon de rang n est :

Par analogie aux équations (75) et (76) on peut écrire :

S((n+1)T)= Ee YTs((nT) + 0,41 (77)
Et

S((n+ 1DT) = Ee YT5((nT) + 6,44 (78)
Avec :

0n+1 lestiméde o4
Et

" .
Sp+1 lestiméde S,

Si 8,4, est 'erreur commise par le développement limité sur I’échantillon de
rang (n+1) alorsona :

Ops1 = |O-n+1 — Opt1 |

Etsi &,41 est 'erreur commise par la récurrence sur 1’échantillon de rang (n+1) alors :

PN

En+1 = |Sn+1 — Snt1 |
En déduit des équations (75), (76), (77) et (78) que :

S(n+)T) - S(n+D)T) = Ees((nT) + 0y4q - [EeTVS((nT) + Gy
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donc
S((+1)T) - S((n+1)T) = Ee " [s((nT) — S((nT)] + [0y41 — Gps1]

Donc
€41 = l:-':('3_](1‘£n+ 8n+1 (79)

On constate que I’erreur de récurrence sur I’échantillon de rang n est liée directement a
I’erreur due au développement limité sur I’échantillon de méme rang. De méme 1’expression
(69) montre que I’erreur de récurrence d’un échantillon se répercute d’une maniére
considérable (elle multipliée par Ee™¥T)  sur I’erreur de I’échantillon suivant.

La premiére déduction est quel que soit la valeur du produit yT (sauf I’infini) ,
I’expression e ™" ne s’annulera jamais (e~ — 0) donc I’effet de ’erreur commise par un
échantillon sur le suivant existera toujours on essayera de la minimiser.

Dans le cas oll YT =o0,e™¥T tend vers 1 et I’effet de I’échantillon précédent sera
multiplié par E. Une premiére solution est de fixer E a 1.

On va essayer de voir est ce qu’on peut minimiser cette erreur en poussant le
développement limité a des ordre plus éleve.

b) Cas d’un développement limité d’ordre quelconque

On va étudier I’effet de cette erreur dans le cas général d’un développement limité
d’ordre k.
Dans ces conditions :
Notons (8,,)i I'erreur due au développement limité d’ordre k sur I’échantillon de rang n
Supposons que h(t) est une fonction analytique qui possede des dérivées jusqu’a
I’ordre k+1 tel que :
si h(t)&*D estla dérivée (k+1)°™

alors :
lh(®®*D| <My,; avec M, une constante positive.

le développement limité d’ordre k de h(nT+ T) s’écrit :
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h/(nT h''(nT h® (nT
(1r|1 )r+$rz ....+$Tk+ Ryi1

h(nT + 1) = h(nT) +

Ou  Ryiq représente le reste du développement limité d’ordre k.

Donc :
Rytq = |h(nT — 1) — h(nT - r)| (80)
avec
Rpyq <kl pk+ (81)
k+1 = (k1)1

Pour déterminer I’expression de (&,,), , on procéde de la maniére suivante :

Sachant que :
(@)= [, EeV"h(t—Ddt = AA(NT) +uh((n-1)T)

Gk = [, Ee Y R(t—vdt  # AA(NT) +p A((-1)T)

alors
A T _vr ~
16k | =1 (@) = Gkl = f, Ee™™ [|h(nT —©) —h(nT - 1)|] dt  (82)
or Riy1 = |[h(nT — 1) — h(nT — 1)|
Mg+1 - k+1
< —
Et R = (K+1)!
Donc :
N Mi+1 _k+1
—_ — — < —
|h(nT T) — h(nT T)| S Gt
Alors
T M
YT k+1 k+1
|60, | <[, Ee —(k+1)!|rl dt (83)
Or
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M
k+1 oot un terme constant.
(k+1)!
M T
Alors |60, | < 2 [ Ee™"|t|**1 dr
k (k+1)!~0

D’ou une majoration de &,, donnée par la relation suivante :

M T . _
|(6n)k| < ﬁfo Ee YT |7|**1 dt (84)

Dans le cas particulier d’un développement limité du premier ordre ou k = 1
Cette erreur est majorée par :

|60, < %fOTEe_VT I7|? dt (85)
T -vT 2 — T _yt 2
Or fo Ee 7" 7] dT—EfO e Y |z|? dt

On calcul cette intégrale

T _
J, e r?dr

Faisons une intégrale par partie alors :

Partons du principe :
[vdu = uv — [udv

Posons
e Y'dt =du => u= —% e~ vt
Et
T2 =V = dv=21dt
Donc
T _ 2 _ 1 _ 2 T T 1 —
o eVt Tidr= [(—; e VT)T ]0 - [fo (—; e YT)(ZT)dT]
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D’ou

T _ _ _
Jo e’ t? dr= —%Tze YT+2%UOT e VTrdr] (86)

Faisons le méme calcul au deuxiéme terme de 1’équation (86)

Donc :

fOT e Ytdt = [—% e‘YTT]: - [fOT —$ e“”dr]
— (—l Te YT +2 [fT e‘VTdT]
Y y =0

T
- — l Te_yT + l [_ l e_y‘t]
Y vl vy 0

1 1
= —<TeVT—=[e"T -1
Y y? [ ]
On obtient :

fo e7rrdr = —2(TeT+ 5 [eT —1]) (87)

Remplagons (77) dans (76) on obtient :

[ e 1 dr = —%Tze‘VT + 2%[—%%‘” —yiz [e™YT — 1]]

1,5 2, _ 2 _
=—;Tze YT—?Te YT 4 Y—g[l—e vT]

=2 e (TP 42+ S(1-e) |

D’ou en final
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T 1712 2T
j e VT2 dr = - l—z(l — e ¥YT) — VT (TZ + —) l (88)
0 Y LY Y
Donc

T Eg2 2T
Ef eV 1?2 dt = — [—2(1 — e ¥T) — T (TZ +—)] (89)
0 Y LY Y

Remplacons (79) dans (75) on obtient :
My EN[2Z1 2 avTy_ ovT (72 4 2T
Gl < 52 2| Z@-eM eV (1242 ]| o0

Pour optimiser la solution on doit minimiser I’erreur exprimée par 1’équation (90)

On constate que la minimisation de cette erreur est obtenue pour y grand et T petit.

. . . . _ 2
(y estau dénominateur partout mais le premier terme est fonction de ; et le

deuxiéme terme est fonction de T?)

Si E est différent de I’unité (on prend généralement cette hypothese pour simplifier les
calculs) il faut qu’il soit petit.
I1 faut noter la compatibilité de cette condition avec celle de I’approximation de la dérivée
de h(t) sous forme :
h(nT)—-h((n—-1)T)
T

111.1-2- Etude de P’erreur due a la structure récursive

Soit I’équation récursive donnée par la relation (64)
R(nT) = % [$(T) — Ee™""$((n — 1)T) — ph((n — 1)T)]

La structure récursive nécessite la connaissance de 1’échantillon h(0) pour initialiser le
processus.
En I’absence du bruit de cette information on peut partir de I’hypothése suivante :

h(0) = h(T)
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Si dans I’équation (70) on applique I’hypothése : h(0) = h(T)
Donc :

si. S(n”T)=Ee ""s((n—1)T) + Ah(nT) +ph((n-1))T

Alors :
_ S(1)-s(0)
h(0) = = (91)

Or [Derreur commise par la convolution est notée €
Donc g, est ’erreur commise sur I’échantillon h(T).
Alors :

S(T) —S(0) = Ah(T) + p[h(T) + &]

S(T) — S(0) = Ah(T) + nh(0)

d’ ou
g1 | =[h(T) — h(0)] (92)

Cherchons ’effet de €, sur les autres échantillons
Si

Pour I’échantillon de rang2 ona :
S(2T) — e ¥T S(T) = Ah(2T) + ph(T)

S@2T)— e T S(T) = A[h(2T) + &,] + u[A(T) + &]

Pour A(2T) et A(T) estimés respectivement vers h(2T) et h(T) , la différence entre ces deux

équations nous donne :
l[fl(ZT) + 82] + u[ﬁ(T) + 81] = Ah(2T) + ph(T)
A[RQ2T) + &,] — AR(2T) = ph(T) — p[A(T) + &]

A[RQ2T) — hQ2T) + &,] = — p[A(T) — R(T) + &
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Si h- h
Alors
h(2T) —h(2T) =0 et A(T)—h(T) =0
donc Ag, = — ug
d’ou

€ (93)

De méme Pour 1’échantillon de rang 3 ona :

S(3T) - eT S(2T) = Ah(3T) + ph(2T)
$ (BT - e’ $(2T) = A[R(3T) + &,] + u[RQ2T) + &,]

Pour A(3T) et A(2T) estimés respectivement vers h(3T) et h(2T) , la différence entre
ces deux équations nous donne :

B B2
€ = — - & = (— -)“¢e
3 7 &2 ( ,1) 1
D’apres la théorie des suites on peut généraliser.

D’ou I’on tire la relation générale :
— — Hyn-1
£ == (- e (94)
De I’expression (84) on peut dire que la condition de minimisation :
pour que I’erreur soit minimisée il faut que :

A>u

Si onremplace A et u par leurs expressions respectives :

1 1-e~ 7T 1[1-e~¥T _
ST PRt P
14 yT y yT
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On obtient :
1 1—e 7T 11 —e VT
—[1 - > — —e VT
14 yT vl T
D’ou yT > 2 (95)

En I’absence de bruit cette condition, comme nous le verrons dans les résultats,
constitue une condition nécessaire et suffisante pour éviter les oscillations.

111.2 - Interprétations

La caractéristique des deux erreurs déterministes définit deux conditions d’optimisations.
La premiére condition, donnée par 1’équation (90), exige un couple(y,T) tel que ¥

Grand et T petit. Tandis que la seconde condition fixée par I’équation (95) nécessite un
couple(y, T) tel que leur produit doit étre supérieur a 2. Il y’a donc une totale compatibilité
entre les deux conditions. C’est une situation tout a fait intéressante dans le cas de
I’identification ou justement le couple (¥, T) fait partie du choix de I’opérateur.

Dans le cas du filtrage inverse, ¥ est fixé par le processus de la mesure, nous disposons
d’un seul degré de liberté T pour se mettre dans les meilleurs conditions de traitement au
sens de nos conditions.( (90) et (95)). Il est évident que I’erreur due au développement limité
pourrait étre minimisée d’avantage en faisant un développement d’ordre supérieur, au prix
d’un alourdissement des calculs .

IV. Amélioration par un développement limité au second ordre

IV.1- Expression de I’équation de récurrence
Le principe est le méme que précédemment.
Partons de 1’équation de convolution donnée par 1’équation (59)

S(t) = [ Ee™".h(t —7)dr + [ Ee "".h(t —T)dr
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Cette équation est décomposée en deux termes qui sont exprimes par les relations (62) et
(57) a savoir :
f; Ee V" . h(t—1)dt = Ee "Ts(t—T) (62)
Et
fOT Ee V" h(t—1)dt = fOT Ee V" h(nT — t)dz (64)

Pour étudier I’intégrale de I’équation (57) nous avons eu recours a un développement
limité de h(nT — t) que nous avons limité au premier ordre. L’erreur ainsi introduite est
donnée par la relation (80) qui est :

1(6,,)1] < % 5 [+ v%(l — e ¥YT) — VT (Tz +%)]

Cette erreur est directement liée au reste du développement limité, en utilisant un
développement au second ordre, on peut espérer une minimisation meilleur.. Il est évident
que le gain en précision s’obtiendra au détriment de la simplicité des calculs et du temps de
traitement (donc de la simplicité de la méthode)

Sachant que le développement limité d’ordre général de h(nT — t) autour de (nT)
est donnée par I’équation (58) :
Donc

(-
1

h(nT — 1) =~ h(nT) +

—1)2 -7)3
Dh'(nT) + S0 (nT) + E2 RO (aT) + -+,

Alors le développement limité au second ordre de h(nT — t) est:

h(nT 1) ~ h(nT) — ZA'(nT) + = k" (nT) (96)
donc :
h(nT 1) ~ h(nT) — Th'(nT) + S h" (nT)
donc :
h(nT — 1) ~ h(nT) — T h(nT)—hT((n—1)T) _ 22 [h’(nT)—hT’((n—nT)]
Ou encore :
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h(nT)—2h((n-1)T)+h((n—2)T)
= |

- - 2
h(nT — 1) ~h(nT) — T2 0DD _ 27

Tout calcul fait on trouve :

h(nT — 1) =~ At®> + Bt + h(nT) (98)
Avec
A= % [h(nT) — 2 h((n — DT) + h((n — 2)T)] (99)
B = % [ h((n— 1T) + h(nT)] (100)
Pour calculer cette intégrale
fOT Ee V" h(nT — 1)dr
Onremplace
h(nT — t)dt par I’équation (88) on obtient :
(101)

fOT Ee"".h(nT — t)dt =~ fOT Ee Y"[At? + Bt + h(nT)]
Onremplace A et B par leurs expressions respectives donnees par les relations (98) et

(99) dans (100).
En faisant une double intégration par partie

On aboutit a la relation de récurrence suivante :

R[(m)T] == [S(nT) — Ee™Y"S[(n — 1)]T - §k[(n — 1)T] - Bh[(n — 2)IT] (102)

Avec

o« = e (103)
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g=2[(1-=0) - < (104)

V2T yT

1 [1—e‘YT _ 14eT

< 2 (105)

1VV.2 -Discussion

L‘équation de récurrence (102), avec un développement limité au second ordre, permet
de déterminer les échantillons h(nT) en fonction des échantillons S(nT). Nous constatons
que pour chaque échantillon h(nT) , la connaissance des deux échantillons précédents est
obligatoire. Ces informations supplémentaires qui sont nécessaires pour le traitement,
justifient le gain en précision. La différence entre les deux relations de récurrences (avec un
développement limité I’une au premier ordre I’autre au second ordre) se trouve dans un seul
terme (h[(n-2)] ). On peut conclure que le temps de traitement est relativement du méme
ordre. La différence se remarquera essentiellement au niveau de la caractéristique de 1’erreur
qui conditionne 1’optimisation de la solution.

1V. 3 -Etude de ’erreur

IV.3-1-Erreur due au développement limité

L’expression en générale de I’erreur pour un développement limité d’ordre k est donnée par
I’expression (84)

@0, < G Iy Ee™ [ek+t ax

Pour le cas particulier d’un développement limité du second ordre 1’équation qui exprime

I’erreur devient :

|6),| < %fOTEe_VT I7|® dr

Donc :
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|60, < %fOTEe_VT 7|3 dt

|60, < ZE fy e I7]? dr (106)

La relation (106) exprime la minimisation de I’erreur due au développement limité qui
nous permettra de fixer la condition d’optimisation autrement dit d’atténuation les
oscillations éventuelles sur la solution recherchee.

On fait I’intégrale de la fonction suivante :

T
fo e Y |t]® dr

On fait une triple intégration par partie (méme principe que précédemment).

Posons
1 _
e YT dt =du =>u=—;e ¥t
Et
3=V = dv = 372dt
Donc

fOT e 7T |T|3 dr = [(_% e—yt) (|T|3 )]: _ [IOT(_$ e_yt)(3‘[2)d‘[]

[l e o) dr = (—% e‘VT)(|T|3)+3 [ e |t dr (107)

On doit encore intégrer deux fois pour calculer le deuxiéme terme de 1’équation
ci-dessus : ¢’est -a-dire :

T
J, e Il? dr

Cette deuxiéme intégrale a été calculée pour le développement d’ordre 1 et elle est donnée
par ’expression (89) a savoir :
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T 1712 2T
f e’ |t dr=-|51—-e")—eT <T2 + —) ]
0 Yy Ly Y

T _ ..
Donc on remplace le terme Jo € YT 1|2 dt, par I'expression ci-dessus, dans

I’équation suivante :

T _ 1 _ 3 T _
Jy e Il = (=2 ) (ATPY +> [ e el dr

On obtient alors :

fo e Il = (=5 )T+ [ [z -e D — e (124 T ||

[er |zl = i[% [yi (1—e"M)—e (T2 + %) |- evrre] (108)
Et la condition de minimisation devient :

1(6,)2] < 2EZ [E [%(1 —e V) —eT (T2 + E) ] — e‘VTT3] (109)
6 vylyly Y
V. 3-2 Discussion
D’apres 1’équation (109) on constate que 1’expression de la minimisation est plus

complexe que celle trouvée avec un développement limité au premier ordre mais la précision
est meilleure, en comparant les deux expressions( (109) et ( 90) , on constate qu’il y’a déja
une diminution remarquable de ’erreur dans I’équation (109) avec la division de Mz par 6
au lieu de 2 comme c’est le cas dans I’équation (90), en plus de I’introduction du terme en
fonction de T° avec un signe moins qui signifie que si T diminue légérement Ila
minimisation peut diminuer considérablement .

La condition dans ce cas est toujours y grand mais pas aussi grand que le développement
du premier ordre du moment que le y qui se trouve au dénominateur est
élevé a la puissance 4.

Et en conclusion on peut dire que si une application exige une bonne précision, la méthode

a l’air de répondre a la demande, nous sommes en présence d’une orientation , il faut la
vérifier . Un travail dans ce sens est souhaitable.
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V. Simulation

Nous avons développé une méthode de déconvolution temporelle et récursive ;
Cette méthode consiste a déterminer la réponse impulsionnelle h(t) d’un systéme qui peut étre
excité par un signal de forme exponentielle (e~¥* ou une combinaison de plusieurs
exponentielles). La méthode est caractérisée par I’utilisation du développement limité Pour
déterminer I’équation de récurrence qui permet de trouver les échantillons de la réponse
impulsionnelle du systéme que I’on cherche en fonction des échantillons du signal mesure.
Théoriguement, nous avons proposé une équation de récurrence avec un développement
limité au premier ordre et une autre avec un développement au second ordre. En effet, avec
le deuxiéme cas, on gagne en précision au détriment de la simplicité de la méthode donc
suivant le domaine de son éventuelle application I’une ou I’autre équation sera prise en
consideration.

V.1- Hypotheses de simulation

Pour tester la méthode nous avons simulé un systeme du deuxiéme ordre défini par sa
réponse impulsionnelle h(t)

Soit H(p) la fonction de transfert d’un systeme du second ordre.

D’une manicre générale la fonction de transfert d’un polyndme peut se mettre sous la

forme d’un quotient de polyndmes en p alors :

N(P
H(P) :ﬁ (110)

Le systéme est d’une maniére générale d’ordre m, m > 1.
Soit : Pc aveck=12...m les pbles de la fonction de transfert H(P)
Alors les Py sont les solutions de 1’équation :
D(pi) =0 (111)
On suppose que les P, sont des poles simples c’est -a-direVi#j: P, # P;

Alors la fonction H(P) peut s’écrire sous la forme suivante :
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- NP 1

H(P) = ,
kle(Pk) P— P

(112)

Avec D'(py, la dérivée de D (p) au point k

b =] |w+p) et DGO= | |@tro

La réponse impulsionnelle du systéme choisi pour la simulation peut s’écrire comme Suit

h(t) = Z NP ppe (113)

avec, pour assurer la stabilité :
Pk <0
ouRe(pk) <0
Le systeme est excité par un signal e(t) tel que
e(t) = Ee " avec y >0

La méthode se caractérise par le choix du signal d’excitation de forme exponentielle.

L’équation de convolution donne
s(tt) = Ee™ '« h(t)

m
N(pk) ePk t

s(t) = Ee "'« -
£ D'(py

(114)

L’opération de convolution étant distributive par rapport a 1’addition alors :

_NN®O
s(t) —kzle,(pk) (Ee Yt x P t)

D’ou
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- N E

, (ePkt — e 1t) 115
kle(Pk)Y+Pk (115)

s(t) =

Pour la simulation, nous avons considéré un systeme du deuxiéme ordre et pour simplifier
les calculs on a supposé

N(p) = A, = constante.

Faisant un échantillonnage de s(t) avec une période d’échantillonnage T, on aura un signal

a la sortie s(nT) ou n=1,2,...., N avec N le nombre des échantillons et n le rang d’un
echantillon.
Alors :
= A E
S(nT) = Z Zo (ePknT — g=1iT) (116)
k=1D Py Y + Py

L’équation de convolution a été résolue par rapport a h(t) (ou aprés échantillonnage
h(nT))
Sion considere, pour I’estimation de h(nT), I’équation de récurrence avec un
developpement limité du premier ordre alors la condition de stabilité sera :
YT > 2

avec y grand et T petit.

V.2 - Algorithme de simulation :

Simulation de s(nt)
S(nT) =Ee Y"T*h(nT)
Calcul de h(nT)

2
h(nT) = Z %;k)epk nT
k=1
avec pour assurer la stabilité :
Pk <0
ouRe(px) <0
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Calcul de D' (py)

D(p) = ﬂ(p + pi)

m
Donc D'(py) = H(pk + p;)

Calcul de s(nt)

2
S(nT) = Z o P (ePrnT — e0T)
£ D'(piy Y+ Py

Calcul de h(nT)
Deux cas de figures sont a utiliser (mais pas en méme temps) :

Soit on considere un développement limité du premier ordre , soit du Deuxiéme ordre .

a)Cas du premier ordre

A(+1)T) =— [S((n + D)T) — EeYTS(nT) — uh(nT)]

Avec :
1 1-e~ YT
r=2l1-=—|
14 yT
et
yL yT

b) Cas du deuxieéme ordre

. 1 .. . - -
[h(m)T] = " [S(nT) — EeYTS[(n — D)]T — Eh[(n — 1)T] — Bh[(n — 2)]T|

avec
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a=2[(1+52) + ]

=) -

g=_1 1—e T 14eT
T Y2T| YT 2

Comparaison de h(nT) avec h(nT).

V1. Programmation

Pour la simulation nous avons développé un programme assez volumineux ceci démontre

encore une fois que les méthodes de convolution doivent étre traitées en numérique .

VII- Résultats expérimentaux

Le programme developpé est fonctionnel.
Nous avons simulé un systeme du deuxiéme ordre défini par sa réponse impultionnelle
qui est contrdlable dans le programme en jouant sur ses poles.

Le systeme simulé est supposé excité par un signal e(nT) = Ee~ YD) gont tous ces
parametres sont contrdlables par 1’opérateur. La stabilité de la solution est assurée par le bon
choix de y et de T qui Vvérifie les conditions de stabilité ((y T) > 2 avec y grand et T petit).

L’opérateur peut contrdler aussi le nombre d’échantillons.

Nous avons fait plusieurs tests en faisant varier les différents degrés de libertés et nous
avons obtenus des résultats que nous jugeons satisfaisants.

Notons qu’une procédure de production de bruit a été développée mais les tests ont été
faits et les résultats ( nous ne les avons pas présentés dans ce travail) montrent qu’ une
recherche approfondie est sollicitée.
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Si on néglige le bruit les résultats obtenus concordent avec ceux déterminés théoriquement.
Et nous jugeons que la méthode est a encourager .
Dr’ailleurs nous I’avions proposée pour une publication.

En effet, d’aprés la théorie, la stabilité est assurée par la condition (yT) > 2.
Donc dans les simulations nous avons choisi des couples( y,T) de telle sorte a verifier
toutes les situations possibles , c¢’est-a-dire les cas suivants :
yI <2 ,yT =2 et yT > 2.
Dans les figures que nous proposons nous avons Vérifié les trois possibilités en gardant

les mémes pdbles du systeme choisi pour la simulation afin que la vérification de la
condition de convergence soit évidente..

Dans les exemples que nous présentons dans ce travail nous avons chosi :

P]_:'O,G
P,=-0,4
E=1

Les résultats sont répartis en trois parties :

1°) Condition non vérifiée : yT < 2

La figure 11 montre des oscillations amorties de A(t) mais ces oscillations restent
bien autour de h(t) réelle.

Nous avons remarquer que les oscillations augmentent quand le produit yT diminue et
s’¢loigne de la conditon.

2°) Condition limite : yT = 2 cas limite :

la figure 13 montre que les oscillations diminuent déja notablement .

3°) Condition vérifiée : yT > 2

Sur les figures 13 et 14,et 15 ou la condition de stabilité est assurée , on constate que

les oscillations ont disparu .
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L’estimation de la réponse impulsionnelle A(t) est convergente et il n’y’ d’écart que sur les
premiers échantillons . Cet écart est du a la condition initiale qui est supposée nul alors
quu’en réalité elle ne ’est Pas. Elle peut fixée selon I’application.

_Sur les figures 13 et14 la conditon est Vvérifiée avec un T identique et un vy différent le
résultat est plus ou moins le méme .

_ Dans la figure 15, la condition est vérifiee mais nous avons diminué le T et le résultat s’est
amélioré d’une maniére considérable. Sachant que ce degré de liberté est controlable et il
n’est pas conditionné par la théorie( Théoréme de Shannon) donc c’est un autre avantage

pour la méthode.

En conclusion pourque la solution converge complétement il faut que les deux conditons

soient assurées et en méme temps.
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+
2+
10t
8l
6l
Al
al.
0 : it '
5 0 15 @D 25 tfs)
Figure 11 : Représentation de h(t)etde & (t): ...h() et +++ h(t)
la condition est non vérifiée : T=1,y=1 (yT<2)

-

X

1l

0

ha]

10

5l

0 s T o e o=

5 10 15 20 25 0 ¢s)

Figure 12: Représentation de h(t) etde 2 (¢): .... h(t) et +++ A(t)
la condition est limite : T=1,y=2 (yT=2)
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Figure 13 : Représentation de h(t) etde i (¢): ... h(t) et +++ h(t)
la condition est vérifiece : T=1,y =5 (yT>2)

Figure 14 : Représentation de h(t)etde 2 (t): ...h(t) et +++h(t)
la condition est vérifiece: T=1,y=3 (yT<2)
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1 | 1 1 1 1

O S 10 15 20 25 3

O
t(s)
Figure 15 : Représentation de h(t)etde i (t): ... h(t) et +++h(t)
la condition est vérifiée : (yT>2) T=08,y =5
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VII1.Conclusion

La méthode de déconvolution dévelopée est une méthode temporelle et récursive. Elle
permet d’estimer la réponse impulsionnelle h(t) d’un systéme et elle nécessite une forme
exponentielle pour le signal connu qui est le signal d’entrée.

La méthode est acceptable en la comparant a d’autres méthodes qui existent surtout que
la condition de convergence est facile a réaliser. En plus la période T n’est pas conditionnée
par le théoreme de Shanon donc sa modification pour safisfaire 1’optimisation de la solution
n’est pas conditionnée par d’autres facteurs.

Les résultats de simulations ont montré qu’il y’a toujours un certain écart sur les
premiers échantillons quand la condition est vérifiée. Une réduction de I’erreur est possible
en utilisant un développement limité de h(t) d” ordre supérieur ( le deuxi¢éme ordre est
largement suffisant). Tous les calculs pour le second ordre ont été faits et présentes dans ce
travail mais ils sont tellement lourds qu’on les a pas encore testés surtout que nous avons
remarqué dans les calculs que la récursivité dépend de plus en plus des échantillons passes.

Nous signalons que la méthode est tres simple donc pas tres colteuse .

Suivant ses éventuelles applications ,on peut s’interresser davantage a améliorer la
précision qui, comme nous 1’avons mentionnée, est possible.

L’application de la méthode est destinée au traitement des signaus sysmiques . Sachant
qu’en sismologie I’opération de déconvolution est fondamentale par exemple lors d’un
séisme , la déconvolution est utilisée pour connaitre le mouvement du sol.

Des études aprofondies sont souhaitables pour améliorer la méthode surtout vis a vis du
bruit.
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Conclusion générale

L’étude de la déconvolution nous a montré que la conception des méthodes de
déconvolution et leurs applications en physique nécessitent des traitements de plus en plus
sophistiqués qui bénéficient des progres réalisés en recherche par les spécialistes du
traitement du signal.

Dans notre travail, nous n‘avons présenté¢ que les notions fondamentales et essentielles du
traitement du signal nécessaires au développement de notre méthode et nous avons vite
constaté que théoriquement les méthodes de déconvolution ne donnent pas de résultats précis
et que le traitement du signal des problémes inverses est une discipline en plein essor et la
conception de méthodes de déconvolution fait partie de la recherche récente.

Pour mieux comprendre le développement de méthodes de déconvolution et leur mise
en ceuvre, nous avons présenté le principe d’un certain nombre de méthodes
existantes et la remarque majeure que 1’on peut tirer de cette bibliographie est la grande
sensibilité de ces méthodes au bruit.

En effet, I’opération de déconvolution est rendue plus difficile par la présence du bruit qui
entache souvent les mesures puisque les filtres, utilisés pour la déconvolution , peuvent
parfois présenter des gains infinis qui risquent de sur-amplifier le signal bruit et le rendre
prépondérant. L’application de I’inverse analytique de déconvolution donnera des résultats
médiocres, Il est alors nécessaire d’inclure la connaissance statistique du bruit et du signal
pour améliorer le résultat.

Enfin ces méthodes sont souvent trés difficiles a mettre en ceuvre et font appel a des
développements mathématiques poussés. Certaines ne s’appliquent qu’a des cas particuliers et
ne sont pas donc transportables.

Nous présentons, dans ce travail, une méthode de déconvolution simple, temporelle et
récursive donc pas colteuse. Elle permet d’estimer la réponse impulsionnelle h(t) d’un
systéeme excité par un signal de forme exponentielle.

Dans le sens physique cette méthode est parfaitement adaptée. Sous cette hypothese, facile a
réaliser, la méthode permet de développer I’intégrale de 1’équation de convolution en

utilisant un développement limité et d’aboutir & une relation temporelle et récursive liant les
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échantillons de la solution recherchée aux échantillons mesurés. Dans un premier temps,
nous avons utilisé un développement limité au premier ordre et on a abouti a une équation de
récurrence simple a traiter et la stabilité de la méthode est obtenue sous une condition facile a
réaliser. C’est une condition sur le choix de la période d’échantillonnage T qui peut, en
général, étre controlee.

La condition de convergence a été développée par 1’étude des erreurs commises qui sont
dues 1'une a la structure de récursivité et 'autre au développement mathématique utilisé. Les
résultats de la simulation obtenus ont montré que si la condition de convergence n’est pas
respectée, les oscillations sont remarquables en revanche si la condition est satisfaite, les
faibles oscillations ne sont présentes que sur les premiers échantillons.

Une réduction de I’erreur est possible en utilisant un développement limité de h(t)
d’ordre supérieur ( le deuxiéme ordre est largement suffisant) puisque les calculs ont été faits
et nous avons constaté, d’apres la nouvelle équation de récurrence qui dépend des
¢chantillons précédents donc un apport supplémentaire d’information, que I’optimisation de
la solution peut s’améliorer mais ce sera au détriment de la simplicité de la méthode donc
automatiquement au détriment du prix.

Suivant ses éventuelles applications , on peut s’interresser davantage a améliorer la
précision qui, comme nous 1I’avons mentionnée, est possible.

La méthode est acceptable surtout que la condition de convergence dépend des
parameétres controlables comme la période d’échantillonnage T qui n’est pas conditionnée
par le théoreme de Shanon donc sa modification , pour safisfaire 1’optimisation de la solution
n’est pas conditionnée par d’autres facteurs.

L’application de la méthode est destinée au traitement des signaux sysmiques . Sachant
qu’en sismologie I’opération de déconvolution est fondamentale par exemple lors d’un s€isme
, la déconvolution est utilisée pour connaitre le mouvement du sol.

Nous travaillons actuellement sur une forme adaptative de la méthode pour une
amélioration en présence du bruit.
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Résumé :
La déconvolution est la reconstruction d’un signal a partir de sa mesure
Via un systeme ayant une réponse impulsionnelle parfaitement connue.
Ce travail présente une nouvelle méthode de déconvolution temporelle et
récursive qui s’appuie sur le choix d’une forme exponentielle de I’'un des deux
signaux convolues. Dans le sens physique cette méthode est parfaitement
adaptée puisqu’en général les systemes lin€aires se modélisent bien par cette

forme. A partir de 1’étude de I’erreur, en 1’absence de Dbruit, des conditions de
convergence ont été développees mais ces conditions sont faciles a realiser.

Mots-clés :
Convolution, déconvolution, réponse impulsionnelle, méthode temporelle,
méthode recursive,

Abstract :

Deconvolution is the reconstruction of a signal from its measurement through a
system having an impulse response . This work presents a new temporal recursive
deconvolution method Which relies on the choice a form of an exponential signals
convolved. In the physical sense, this method is well suited since in general linear
systems are modeled well by this form. From the study of the error, in the absence of
noise, convergence conditions have been developed but these conditions are easy to
perform.

Keywords:
Convolution, deconvolution, impulse response, temporal method, recursive
method.
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