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Introduction

Avant plus de 100 ans et jusqu’a nos jours, il y a le probleme d’existence d’applica-
tions holomorphes ou méromorphes pour certains ouverts complexes. Alors il s’agit de
prolonger des applications holomorphes ou méromorphes défini sur cette ouvert.

Il existe plusieurs études et recherches menées sur ce sujet, en raison de son impor-
tance en géométrie complexe. Par exemple dans [8] Ivashkovich montre qu'une variété
kahlérienne X est holomorphiquement extensifere si et seulement si X ne contient pas
des courbes rationnelles. Dans [4] Dloussky montre qu’un groupe de Lie complexe con-
nexe et simplement connexe est une variété de Stein, et donc les variétés parallélisables
compactes sont holomorphiquement extensiferes.

Dans ce mémoire, on va essayer de faire une synthese générale sur I'un des as-
pects importants de la question de prolongement des applications holomorphes. C’est le
phénomene de Hartogs pour le prolongement des applications holomorphes, le théoreme
de Hartogs affirme que toute application holomorphe de T" dans C se prolonge holo-
morphiquement a A"et par conséquent 1’enveloppe d’holomorphie de T est égale A", le
théoreme reste vrai pour les fonctions méromorphes par le théoreme de Levi-Oka.

Le mémoire se compose de trois chapitres. Dans le premier chapitre, on fournit un
résumé des points les plus importants de ’analyse complexe, la géométrie Riemannienne
et la géométrie complexe, alors on donne des définitions et des résultats d’analyse com-
plexe pour une seule variable, puis pour plusieurs variables. Dans la partie de géométrie
Riemannienne et la géométrie complexe on donne un bref résumé des définitions et des
exemples importants sur le sujet.

Dans le second chapitre, on commence par un théoreme de prolongement des applica-
tions holomorphes, c’est le théoreme de Riemann [voir 13]. Apres on va donner un bref
historique du sujet, et on le soutenons par la démonstration de théoreme de Hartogs avec
T C C? [voir 13], puis on donne quelques exemples des études et des recherches menées

pour le prolongement des applications holomorphes ou méromorphes.
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Dans le troisieme chapitre, on va traiter un cas particulier sur ce sujet. C’est le cas de
prolongement des applications holomorphes sur des variétés homogenes et des surfaces
presque homogenes, et pour cela on va donner un résumé des travaux était fait déja par

M. Krachni sur ce cas [voir 9].



Chapitre 1

Notions de base d’analyse complexe

et de géométrie

Dans ce chapitre on rassemble quelques résultats et notions de base d’analyse com-
plexe et de géométrie.
Ce chapitre se compose de deux parties, la premiere partie traite ’analyse complexe d’une
seule variable et de plusieurs variables, alors on donne la définition des fonctions holo-
morphes d’une seule variables [voir Déf 1.3] puis de plusieurs variables [voir Déf 1.7]
ainsi que quelques propriétés. Aussi on donne la définition des fonctions analytiques com-
plexes d’une seule variable [voir Déf 1.6] puis de plusieurs variables [voir Déf 1.9] et
on va donner la démonstration d’équivalence entre I’holomorphie et analycité [12].
Dans la deuxieme partie, on va donner la définitions des variétés dans le cas générale
[voir Déf 1.12] puis dans le cas de géométrie complexe [voir Déf 1.16], et on va donner
aussi des exemples sur les variétés complexes, comme : la surface de Riemann, les variétés

de Stein, et la surface de Hopf etc.” [voir Sectionl.4.1].



1.1 Notions de base d’analyse complexe d’une seul

variable

1.1.1 Définitions et préliminaires

- On désigne par C le corps des complexes. Soit z un élément du corps des complexes
C, et U C C un sous-ensemble ouvert. On pose z = z +iy (r € R, y € R) et on identifie
C a R? par I'isomorphisme de R-espaces vectoriels : C — R?
z— (z,9)
- L’ensemble C sera muni de la topologie définie par la norme z — |z| = \/m .
- C est complet c’est a dire toute suite de Cauchy a valeur complexe converge dans C.

- La boule ouverte du centre zy et de rayon 7 :
B(zp,r) ={2€C: |z — 2| <r}

Dans le plan, une boule a la forme d’un disque. On emploi donc souvent le terme disque
ouvert du centre zy et de rayon r lorsque 'on fait de la topologie dans C, et on note
D(zg,7) au lieu de B(zg, 7).

- La boule fermée (ou le disque fermé) du centre z, et de rayon r :
B(z,r)={2€C: |z—2| <1}

- Un ouvert de C est une réunion de boules ouvertes de C. Par exemple :
- Le premier quadrant {z € C : Re(z) > 0 et Im(z) > 0}
- La couronne {z € C : 1 < |z| < 2}

- Un fermé de C est le complémentaire d’un ouvert de C.

- Adhérence et intérieur d’une partie A de C :
- A est I'intersection de tous les fermés de C contenant A.

- A est la réunion de tous les ouverts de C inclus dans A.



- Une partie compacte de C est une partie a la fois fermée bornée de C.

1.1.2 Fonctions holomorphes

On va commencer cette Section par la définition des fonctions holomorphes d une seul
variable, apres on va donner quelques propriétés de ces fonctions.
Définition 1.1 ( fonction holomorphe au sens complexe ) U est un ouvert de C et f
une fonction de U dans C. Soit 2y dans U. On dit que f est dérivable en zj si la limite

%zrgw existe.

Dans ce cas, on note f'(zp) cette limite.

Définition 1.2 (fonction holomorphe) U est un ouvert de C et f une fonction de
U dans C. On dit que f est holomorphe sur U si f est dérivable en tout point z de U et
si la dérivée f’ est continue sur U.

- f est dérivable en zj si et seulement si :

[+ h) = [(0) +h- fzo)+heah)  ou  Lima(h) =0

Définition 1.3 Une fonction f(z) = u(z) + iv(z) est holomorphe dans U, si u et v sont

continiment différentiable et satisfont les conditions de Cauchy-Riemann :

ou Ov OJu ov
8—x—a—y78—y——% danSU

On pose :
o 1,0 .0 g 1,0 .0

9. 2'ar oy oz 2 oy
Alors il est facile de vérifier que les conditions de Cauchy-Riemann sont équivalentes a

I’équation unique :
af

=0
0z



Proposition 1.1 U est un ouvert de C, f et g deux fonctions holomorphe sur C.
1-(VA e C) (A.f) =Af

- (f+9)=1+y

3(f9)=Ffg9+/[d

4- Si f ne s’annule pas sur U, 1/ f est holomorphe sur U et (1,/f) = —f/ f%

5- Si h est une fonction d’un ouvert V de C a valeurs dans U qui soit holomorphe sur V,

et g holomorphe sur U, alors g o h est holomorphe sur V et (go h) = (¢’ o h).I/

Corollaire 1.1 L’ensemble des fonctions holomorphes sur U est une C' — algébre. (pour

+ et x). Et on la note 6(U).

1.1.3 Fonctions analytiques

Le but de cette Section est d’étudié les fonctions analytiques d’une seul variable.
Définition 1.4 (série entiere) On appelle série entiere (a,2"),>0 la série de fonction

(@n2")n>0 OU (an)n>0 est une suite de complexes.

Définition 1.5 (rayon de convergence) On appelle rayon de convergence de la série

entiere (a,2"),>0 la quantité :

p =sup{r € [0,+o0] : la série entiere (|a,|r"),>0 converge}

p est le sup d’une partie non vide de R, réel si cette partie est majorée, égal a +o0o sinon.

Lemme 1.1 (Lemme d’Abel) Soient deux réels 7o > 0 et M > 0 tels que :

(VneN) |a,|ri <M

Alors, pour tout r < 7, la série (a,2"),>¢ converge normalement sur D(0, 7).



Proposition 1.2 Soit une série entiere (a,2"),>0 de rayon de convergence p.

1- pour tout r < p, la série (a,2"),>0 converge normalement sur le disque D(0, ).
2- la série (a,2"),>o diverge pour tout z ¢ D(0, p).

3- Si [@n 41,/ anl;=55 [, 1e rayon de convergence de (a,2")n>o est 1/1.

4- Soient deux séries (a,2")n>0 €t (b,2")n>0 de rayon de convergence p; et ps.

Si |an| < |by|, alors py < py.

Proposition 1.3 (somme et produit de séries entieres) Soient (a,z")n>0 €t (b,2")n>0
deux séries entieres de rayon de convergence respectif p; et p,.

Soit s, = a, + b, et p, = > ayb,. Alors les séries entieres (5,2")n>0 €t (Pn2™)n>0

p+q=n

ont un rayon de convergence au moins égal a min {p;, p,} et pour tout |z| < min{p;, po}

on a :
“+o0o “+oo +00
YIS SIS
n=0 n=0 n=0
+00 +o00 +00
(D an=")(Q_ ") = 3 pne”
n=0 n=0 n=0
Définition 1.6 (Fonction analytique) Soit zy dans C. Soit U un voisinage de 2z et f une
fonction de U dans C. On dit que f est analytique en zy si f est développable en série

entiere au voisinage de z, i.e. s'il existe un r > 0 et une série entiere (a,2"),>0 de rayon

de convergence p > r telle que :
+o00
(Vz € D(z0,7))  f(2) =) an(z—2)"
n=0
On dit que f est analytique sur U si elle est analytique en tout point de U.

Proposition 1.4 L’ensemble des fonctions analytiques sur 'ouvert U est une algebre

sur C. Et on la note 6(U).

Proposition 1.5 (principe des zéros isolés, version série entiere) Soit (a,z"),>0 une
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série entiere de rayon de convergence p > 0 et de somme f(z). Si au moins un des coeffi-

cients a,, est non nul, il existe un r > 0 tel que f ne s’annule pas sur D(0,r) \ {0}.

Corollaire 1.2 Une fonction analytique sur un ouvert U a un unique développement

en série entiere au voisinage de chaque point de U.

Proposition 1.6 (série dérivée) Soit (a,2"),>0 une série entiere de somme f(z) et
de rayon de convergence p > 0. On appelle série dérivée de (a,2™),>0 la série entiere
n—1 i rdh +oo n—1
(nan,z"1),>0, et dérivée de f la somme )~ na,z""'. Son rayon de convergence est p
aussi.
Une fonction analytique sur U admet des dérivées de tout ordre.
/ 400 n—1
On note f’(z) la somme Y '~ na,z" .
f est la somme d’une série entiere de rayon de convergence p. Pour tout z dans D(0, p),

on a :

Fo) = Lo CEN = 1)

h—0 h
Théoréme 1.1 (analycité des séries entieres) La somme d’une série entiere est analytique
a lintérieur de son disque de convergence. Plus précisément, soit (a,z"),>o une série

entiere de rayon de convergence p et de somme f(z). Soit 2o dans D(zg, p). Alors :
+oo
™ (2 N
Vi€ Do~ la) ) =3 L0y
n=0

- ) RN
En particulier, la série (f nﬁzo) (2)™)n>0 a un rayon de convergence au moins égal a p—|zo| .

1.1.4 Formule intégral de Cauchy

Avant de démontrer I’équivalence entre ’holomorphie et ’analycité, on va mentionner
le théoreme de Cauchy pour les fonctions holomorphes.

Théoreme 1.2 Une fonction f est holomorphe dans U si et seulement si pour tout disque

10



D avec D C U et tout z € D, f vérifie la formule suivante :

flo) = o [ Ll

21 Jop w— 2

Preuve. [5]
Afin de voir I’équivalence, nous fixons un point z € D et choisissons un petit disque

D. = D,.) est suffisamment petit. Considere la 1-forme :

1 f(w)dw

2m w — 2

défini dans D\ D..

Si f est holomorphe alors dy = 0. Donc par la formule de Stokes :

[ R
D\D- oD dD.

1 27 ]
:>/ (p:/ gpz—/ f(z+ee)df
8D Dy, 21 Jo

f(z +ee®) — f(2) lorsque £ — 0

Donc :

Alors toute fonction holomorphe satisfait la formule intégrale de Cauchy.
Inversement, I’argument ci-dessus montre que pour toute fonction f € C(D), la formule
suivante vérifiée :

f(2) = 1 flw)dw 1 Of dw A\ dw
Ow

21 8D

21 Jp 0w w— 2z

Si la formule de Cauchy pour f vérifie en U. L’intégrale de la deuxieme a droite s’annule

pour tout disque D avec D C U. Car % =0 dans U.

Théoreme 1.3 Une fonction f est holomorphe si et seulement si f est analytique com-

plexe.

11



Preuve. [5]
Pour une fonction holomorphe dans U, si on fixe un zy et on considere un petit disque

D = D.(z), on a:

1 [ flwdw 1 flw)d
f(Z)—% op W— 2 - omi @D(W_ZU)(l Zz(()))
T omi /aD Z wz—_zzonﬂ (w)dw = Z an(z = 20)"
G o 1 fw)dw

21 Jop (w — 20)"*!
f peut étre développé en série absolument convergente de puissance prés de zg.

Inversement, étant donné une série entiere absolument convergente :

= Z an(z — 29)"

n>0

puisque chaque terme est holomorphe, dans la partie droite de la formule généralisée de
Cauchy pour f est égal a zéro. Donc f satisfait la formule de Cauchy. Donc f est holo-

morphe si elle est analytique complexe, et ces deux termes seront utilisés indifféremment

Corollaire 1.3 (Inégalité de Cauchy) Soit f holomorphe sur un ouvert U de C. Soit

2z dans U et D(zy,r) C U. Alors, pour tout entier n on a :

Sup | f(z0 + reit)‘

t€(0, 2]

1 n
)| <

Tw’l’b

Corollaire 1.4 (Egalité de Cauchy) Soit f holomorphe sur un ouvert U de C, soit 2

12



dans U et B(zg,7) C U. Alors :

+oo

D

n=0

f(n)(z())

n!

2n Lo ity |2
r / | f(z0 +re)|" dt
0

T or

Théoréeme 1.4 (Liouville) Une fonction holomorphe sur C borné est constante sur C.

Théoréme 1.5 (D’Alembert Gauss) Soit P un polynome a coefficient complexe. Si P

n’a pas de racine dans C, il est constant.

1.2 Analyse complexe de plusieurs variables

1.2.1 Définitions et préliminaires

On munit C" des coordonnées z; , j = 1,...,n; on pose :
—_— . — . . —_— . ) . . . 2
r;j=Rez ; y;=Imz; alors z; =ux; +iy; avec (zj,y;) €R

L’isomorphisme de R—espace vectoriel : i : C* — R?"

(21, oo 2n) = (T2, Y1y ooy Ty Yn)
Permet d’identifier C"* & R?". R est muni de la topologie habituelle définie par la valeur
absolue, R*" muni de la topologie produit et C"* muni de la topologie transportée par
it
Soit © un ouvert de C" considéré aussi comme un ouvert de R?", on étudiera des fonc-
tions : 2 — C.

Les fonctions coordonnées complexes z; et leurs imaginaires Z; ont pour différentielles

dans R*", dz; = dx; +idy; ; dz; = dx; — idy; , alors :

1 1
d.Tj = §(dZJ -+ d?j) s dyj = 5((15]‘ — dZ])

13



Et tout point z € C", le C-espace vectoriel T7(C") a pour base (dz;,dy;)j=1.. n les
différentielles (dz;,dZz;);=1,. ., constituent aussi une base, car la matrice de passage a
pour déterminant (—2i)". Toute forme différentielle de degré (p, q) sur Q s’écrit donc de

facon unique, comme une somme de forme différentielles :
w = Zaﬂ» dpktske@2y N o Ndzy, NdZg, NN dzy,

Soit f € C'(Q) une fonction contintiment différentiable dans €, on a :

— Of of 4
df = ——d = d
f jzlaxijrZa dy; 2 kJFZ Zh
avec :
0 1,0 0 0 1,0 0
L) = (o — i t (1.2) o = S (o i
( )azk 2 Oxy, Zayk) ¢ ( >8zk 2(8:1:k —Hayk)
Il faut noter que %, a%k signifient seulement les opérateurs différentiels définis en (1.1)

t (1.2), ce ne sont pas en général des dérivations partielles par rapport aux variables

2k, 2. Alors df = d'f + d" f avec :
df= Z de , d'f = ; G_Ekdzk

Les formes différentielles d'f et d” f sont respectivement de type (1,0) et (0,1).

Si v une forme différentielle, de classe C', de degré (p, q), alors :
du = Z d'ajy. oy N Az Ao N dZy, est de type (p+1,q)

et
d'u = Z A"y, gk N dzj AN dZg, est de type (p,q+1).

Si u est de classe C?, alors identité ddu = 0 entraine que les trois composantes de

ddu = 0, de type respectif (p+2,q), (p,¢+2), (p+1,¢+ 1) sont nulles, d’ou par linéarité,

14



les identités d'd' = 0; d"d" =0; d'd" + d"d = 0.

1.2.2 Fonctions holomorphes

Dans cette Section, on va rappeler la définition et les propriétés des fonctions holo-
morphes de plusieurs variables.
Définition 1.7 Une fonction f € C*(Q) est dite holomorphe dans Q si d”’f = 0 dans Q.
La condition d”f = 0 est dite condition de Cauchy-Riemann, elle équivaut a : df = d'f.

L’ensemble des fonctions holomorphes sur 2 sera désigné par 6(2).

Proposition 1.7

1-L’ensemble 0(€2) est une C' — algebre par 'addition, la multiplication des fonctions et
la multiplication par les constantes complexes.

2-Si f € 0(R2) et si pour tout z € Q, f(z) # 0; alors % = f1eon).

3-Si  est connexe et si f est a valeur réelle ou si | f| est constante, alors f est constante.

Preuve. [12]
d" est C-antilinéaire et est une dérivation, i.e. si f,g € C*(Q), alors: d"(fg) = gd" f+ fd"g
d’ou la structure de C' — —algébre. Si, pour tout z € Q, f(z) # 0, % est continiment

différentiable et d”(;) = —f 2.

Si f est réelle, pour tout £ = 1,....n, aan et g_f sont réelles, la condition de Cauchy
k Yk
entraine : 88—;; = —i(%), donc a‘% =0= %, i.e. f est constante sur l'ouvert connexe

Q. Si |f| = C*** constante, on a : f = C**c??) ayec d"f = C**¢e*)id"f(z) = 0 donc f

est holomorphe et réelle sur 2, alors d’apres ce qui précede, f est constante sur 6(€2).

Définition 1.8 Soient 2, deux ouverts de C" et C™ respectivement. Une applica-

tion g : Q — Q' est dite holomorphe s’il existe m fonctions holomorphes g1, ..., g,, sur §2

telle que : 2" = g(2) = (g1(2), .., gm(2)) € &
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Proposition 1.8 Si f est une fonction holomorphe sur ' et si g est une application

holomorphe : 2 — ', alors f o g est une fonction holomorphe sur €.

Preuve. [12]

On vérifie, a partir des définitions (1.1) et (1.2) que a%k et 8;; satisfont au regles des

dérivations partielles, alors :

()9l = z<§;><§_g;>+z<g‘f GL) 5 =1

=1

mais 34:0et af =0pour k=1,...metl=1,...,m, donc d’(f og) =0. Alors fog

est holomorphe sur €.
Corollaire 1.5 La composée de deux applications holomorphes est holomorphe.

Proposition 1.9 (Théoreme des fonctions implicites)
Soient f; :C" xC" —=C,j=1,..,m
(w’ Z) — fj(wv z)
des fonctions holomorphes dans un voisinage d’un point (w°, 2°) et telle que :

fi(w® 2%)=0, j=1,..,m et det (%) (w?,2°) # 0
k=1

8wk

Alors les équations fj(w,z) =0, j = 1,...,m, ont une solution holomorphe unique w(z),

au voisinage de zq telle que w(2°) = w°.

Corollaire 1.6 Une application holomorphe d’ouverts de C™ a une application réciproque

holomorphe au voisinage de tout point ou le jacobien de 'application ne s’annule pas.
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1.2.3 Fonctions analytiques

Dans cette Section, on va définir les fonctions analytiques de plusieurs variables,
ensuite on va donner quelques propriétés de ces fonctions.
Définition 1.9 (Fonctions analytique) On dit que f(z1, ..., 2,) définie sur un voisinage
(29, ..., 20) est développable en série enticre au point (27, ..., 22) s’il existe une série enticre :

cey A ey Ap

Z a(z — 2P (2 — 20)1

p,g>0

telle que :

f(z1, 0y 20) = Z a(z — z?)p...(zn — 22)‘1 avec |zl — z(f‘ < Cqy ey }zn - zg‘ <,
p,q=0

Alors f est dite analytique.

Propriétés des fonctions analytiques :

1/ Les fonctions analytiques sur U ouvert de C" forment une algebre c’est a dire :
a/ Si f est analytique g est analytique alors : f + g et f.g sont analytiques.
b/ Si f est analytique alors A\f est analytique VA € C.
2/ Si f est analytique sur U C C™ alors % est analytique sur U \ {z € C", f(z) = 0}.
3/ Si f est analytique alors f est C'™ est ses dérivées sont des fonctions analytiques.
4/ La composée de deux fonctions analytiques est une fonction analytique.
5/ La somme d’une série multiple est analytique dans son domaine de convergence.

6/ Si f et g deux fonctions analytiques et f.g =0 alors f =0 et g = 0.
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1.2.4 La formule de Cauchy dans un polydisque
Dans C", on appelle polydisque (ouvert) un produit D = IT7_; D; de disque D; de C
c’est-a-dire un ouvert de C" de la forme :

D = {z = (21, ..., 2,) € C" tels que V7, }zj — z;)} < Tj} = H::ID(z?,rj)

< 0 .
ou z; €C et 1;,>0,1<j5<n.

Le fermé :

90D = {z = (z1,...z,) € C"tels que Vj, |z; — Z?| —r;}

S’appelle la frontiere distinguée de D. Le point 20 = (29, ..., 20) s’appelle le centre du

cey A

polydisque et les nombres 7; sont parfois appelés les multi-rayons du polydisque.

Proposition 1.10 (Formule de Cauchy dans un polydisque) Soit D un polydisque de C"
et f: D — C une fonction continue qui est holomorphe par rapport & chaque variable

les autres étant fixées. Alors, pour tout z € D on a :

(1" f&1-80)
fz) = <?> /aoD (&, — z,) 01 N

En particulier f € C*°(D) est holomorphe.
Cette formule est une conséquence immédiate de la formule de Cauchy pour les fonctions

holomorphes d’une variable complexe.

Corollaire 1.7 Soit © un ouvert de C". Soit f € C'(Q) une fonction holomorphe.
Alors f € C™(Q) et toutes les dérivées de f sont holomorphes.

Preuve. [12]
En effet, il suffit de dériver la formule de la Proposition précédente pour obtenir une

formule analogue pour les dérivées de f, et le membre de droite de la formule obtenue,
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est clairement holomorphe.

Corollaire 1.8 Soit (fg)r une suite de fonctions holomorphes dans un ouvert Q de
C™ qui converge uniformément sur les compacts de €2 vers une fonction f. Alors f est

holomorphe dans (2.

Preuve. [12]
En effet, par passage a la limite, la fonction f vérifie la formule de Cauchy dans tout
polydisque relativement compact dans €2, ce qui montre qu’elle est holomorphe dans ce

polydisque.

Lemme 1.2 (d’Osgood) Si une fonction f continue sur un ouvert € de C" est holo-

morphe par rapport a chacune des variables z1, ..., z,, alors f est holomorphe sur €.

Corollaire 1.9 (Formule de la moyenne) Soit f une fonction holomorphe dans un ou-
vert 2 de C™. Soit z € Q, notons §(z) la distance de z au complémentaire de €2 et soit
0 < 6 < d(z), de sorte que la boule B(z,d) de centre z et de rayon § est contenue dans

Q. Soit wy, le volume d’une boule de rayon 1 dans C* = R?". Alors :

1 1
f(z) = D 8T /83(276) f(&)do = a5 /B(z,é) f(E)dA(z).

En particulier, pour p € [1, +00[, on a :

1

lu(2)] < W lull 2o (B (2.6))

Preuve. [12]
En effet, puisque f est C*°, elle est harmonique, et les fonctions harmoniques sont

caractérisées par la propriété de la moyenne.
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Proposition 1.11 Soit 2 un ouvert de C", K un compact de 2 et w un voisinage
ouvert de K dans 2. Alors pour tout multi-indice « il existe une constante C,, telle que,

pour toute fonction f € 6(£2), on a :
sup.cr [0%u(2)] < Cy lJull 1 -

Preuve. [12]
En effet, ceci résulte de la Proposition appliquée a un polydisque coordonnées par coor-

données puis en recouvrant K par un nombre fini de polydisques contenus dans w.

Corollaire 1.10 Soit (fx)r une suite de fonctions holomorphes dans un ouvert 2 de
C". Si la suite (| fx|)x est uniformément bornée sur les compacts de € alors il existe une
sous-suite (fx,), de la suite (fi)r qui converge uniformément sur les compacts de € vers

une fonction de 0(12).

Preuve. [12]
C’est une conséquence immédiate de la Proposition qui montre que la suite (f;)x est

équicontinue sur tout compact de €2 et du théoreme d’Ascoli.

Proposition 1.12 Soit f une fonction holomorphe dans le polydisque D = {|z;| < r;,1 < j < n}.
Alors f se développe en série entiere, la convergence étant uniforme sur tout compact de

D :

f(z) = Z 8a£!(o)za,z eD

Preuve. [12]
On peut supposer f continue sur D de sorte que I'on peut écrire la formule de Cauchy

1
¢, =2 et de remarquer
9°£(0)

que la convergence est normale dans (9pD) x rD,0 < r < 1. Les coefficients =3~ s’ob-

de la Proposition. Alors, il suffit de développer en série entiere

tiennent aussitot en dérivant la formule de Cauchy.
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Corollaire 1.11 Soit €2 un ouvert connexe de C". Si f est une fonction holomorphe

dans 2 qui est nulle sur un ouvert non vide de €2 alors f est identiquement nulle.

Preuve. [12]
En effet 'ensemble des points de €2 au voisinage desquels f est nulle est a la fois ouvert
(par définition) et fermé dans € (par la Proposition, puisque toutes les dérivées de f sont

holomorphes donc continues).

Lemme 1.3 Si f est localement bornée alors elle est continue, et par suite holomor-

phe.

Preuve. [12]

L’énonce étant local il suffit de montrer que f est continue sur un polydisque contenu
dans (), et par translation, on peut supposer que ce polydisque est D = H;T‘:lD(O7 T;).
On suppose donc f définie au voisinage de D avec les propriétés de 1’énoncé et que

|f| < M sur D. Ecrivons alors, pour z et ¢ deux points de D on a :
f(Z) - f(C> = Zf(CD "'7Cj—17 Zjs "'7Zn) - f(Cl? "'7Cj7 R+l s Zn)
j=1

La fonction

UJ(C) = f(CD teey Cj—l?Ca 7Zn) - f(Cla ceey Cj?zj—i-la 7Zn)

est en module majorée par 2M, et le Lemme de Schwarz appliqué a la fonction :

1 _ . v—_CJ
V() = gppUiler @) o g50) =ricg— =
Donne
Lo 2=
\V(¢(Z]))| = oM ’UJ(ZJ)’ < r]r]z — ng—j
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et montre la continuité de f dans D.
On fait maintenant la démonstration du Théoreme par récurrence sur la dimension n.
On suppose donc le Théoreme vrai dans C), avec p < n — 1 et on le démontre pour un

ouvert 2 de C".

Lemme 1.4 Soit D = II7D; un polydisque fermé (i.e. les disques D; sont fermés)
contenu dans 2. Soit f : @ — C une fonction vérifiant les hypotheses du Théoreme.
Alors il existe des disques 0Dj C Dj,1 < j < n, de rayon s > 0 tel que u est bornée
dans D' = (IZ{ D)) X Dy,

En particulier f est holomorphe dans Dr.

Preuve. [12]

Pour tout entier M posons :
Ey = {7 € II}Z{ D; tels que : | f(Z, 2,)| < M pour tout z, € D, }

L’hypothese de récurrence montre que E); est une intersection de fermés donc Fj; est
fermé. De plus, comme z, —— f(z/,2,) est holomorphe au voisinage de D,, elle est
bornée, donc on a :

USt— En = 1151 D;

Le Théoreme de Baire implique alors que 'un des E); est d’intérieur non vide ce qui

prouve le Lemme.

Proposition 1.13 (Inégalités de Cauchy) Soit f une fonction holomorphe dans le poly-
disque D = {|z;| <7;,1 <j<n}. Si|f|] < M dans D alors, pour tout multi indice a,

on a :
%T_a
o!

0°f(0)] <
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C’est une conséquence immédiate de la formule de Cauchy.

Preuve. [12]
On considere 0*U(0) dans un polydisque D' = D(0;r’) concentrique & D, relativement
compact dans D ; alors f est continue sur D et |f| < M sur D

On ar' <r, soit :

) . d ) )
Cp = i€ dC, = irle do), —af_’il = %ke’w"“ekdek
k Tk
alors :
(6% 1 n —OL—

|a f<0)| = (27r)” ! . f((p 7Cn) Hj:1§j g 1d€1---an
< 1 al M (2m) o
—_ (27T)/’/L . 1 e n

L’inégalité étant valable pour tout ' < r, on a :
|0°f(0)] < alMr™®

Théoréeme 1.6 (d’identité) Soient f et g deux fonctions holomorphes sur un ouvert

connexe 2 de C", alors s’il existe un ouvert non vide U de Q tel que f | U =g | U, alors

f=g

Ensuite, on va rappeler des définitions sur la géométrie Riemannienne.

1.3 Variété différentielle

1.3.1 Variété

s s 2 1 . . . . A~
Une variété C'"est un objet sur lequel on souhaite pouvoir faire les mémes calculs
différentiels que sur R™. Pour calculer une dérivée, il suffit de connaitre la fonction dans

un voisinage du point considéré, donc on va munir une variété d’une structure locale
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héritée de celle de R™. Par exemple, une courbe se recoupe en point p ce n’est pas une
variété : en effet, un voisinage méme petit du point double p n’a pas la topologie d'un in-
tervalle de R. Par contre une courbe est une variété si tout point admet un petit voisinage
qu’on peut identifier avec un intervalle de R (remarquer a cette occasion que ceci n’est
plus vérifié pour les grands voisinages : il y a toujours une dialectique entre phénomenes

locaux et aspects globaux qui font apparaitre la topologie ou la géométrie de la variété).

Définition 1.10 Etant donné un espace topologique M une carte (ou application de
coordonnées locales)est la donnée d’'un ouvert U C M, d’un ouvert V' C R™ et d'un
homéomorphisme ¢ : U — V. L’application réciproque s’appelle une paramétrisation
de U. Un atlas est une collection de cartes (U,, ¢,) qui recouvrent M. La régularité de
latlas est donnée par la régularité des applications de recollement (ou changement de

cartes). Formellement, on donne la

Définition 1.11 Un atlas de classe C? de M est un recouvrement de M par des ou-
verts U, sur lesquels sont définies des cartes ¢, telles que :

1- M C U,U, (les U, recouvrent M);

2- ¢, : Uy — V, est un homéomorphisme de U, sur un ouvert V, de R";

3- Si Uap = Ua NUg # ¢, alors 05 = (95 © 0o )jp.(Uas) est un diffomorphisme de
classe CP sur ¢4(Uas) (ce qui a bien un sens car ¢, 4 est définie d'un ouvert de R™ dans
un autre ouvert de R").

Deux atlas sont équivalents si leur réunion produit un nouvel atlas de méme classe, ce
qui revient a les changements de cartes d’une carte d’'un atlas vers une carte de 'autre

atlas est réguliere.

Définition 1.12 Une variété (C*°) de dimension n est la donnée d’un espace topologique

M, et d'une classe d’équivalence d’atlas (de classe C'*).
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Exemple 1.1
1- Tout ouvert de R™ est une variété de dimension n, avec comme atlas 1’application
identitée définie sur 'ouvert €.

2- S' = R/(27Z) le cercle est une variété de dimension 1, avec comme atlas

Us={0#£027] } et U ={0+#mr[21] },

les applications ¢, consistantes a prendre la détermination de l’angle respectivement
dans les intervalles ]0, 27| et | — 7, 7[. Le changement de carte est une application affine,
donc C*.

3- Le tore T? = R?/Z? est une variété de dimension 2, avec par exemple comme atlas :

U ={(z,y): 27 0[],y Z0[1]} U_y ={(x,y) -2 #0[1],y #0,5[1]}

U+— :{<Jf7y) x#075[1]7y7£0[1]} U—H—:{(xvy) x;é075[1]7y7£075[1]}

les applications ¢ consistent & prendre le représentant de la classe d’équivalence de (z,y)

respectivement dans les intervalles

10,1[x]0,1] , ]0,1[x]0,5,1,5] , ]0,5,1,5[x]0,1[ , ]0,5,1,5[x]0,5,1,5]

donc les changements de cartes sont des translations. En identifiant C & R2, on constate
que T? admet une structure complexe car les similitudes de R? (ici des translations) sont

évidemment holomorphes.

1.3.2 Applications C*

On peut étendre la notion d’application C'*° ou holomorphe a des variétés en regar-
dant I'expression de ’application dans les coordonnées locales données sur toute carte de

I’atlas. En d’autres termes, on considere que les applications de coordonnées locales sont
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des difféomorphismes locaux, et que les théoremes de composition restent valides dans

ce contexte.

Définition 1.13 Soient M et N deux variétés de dimension m et n, munies d’atlas
respectifs ¢, et pg.

Une application f de M dans N est dite C si et seulement si les applications @40 f 0¢;1
sont C'* lorsqu’elles ont un sens (rappelons que ces applications sont définies d’un ouvert
de R™ dans un ouvert de R").

Une bijection f entre M et N est un difféomorphisme C™ si f et f ~! sont des applica-
tions C'*°. En particulier, s’il existe un difféomorphisme entre M et N alors m = n.

On note C*°(M, N) (resp. C*(M)) 'ensemble des applications C* de M & valeur dans
N (resp. R).

Deux atlas sont compatibles si et seulement si 'application identité est un difféomorphisme

de M muni d’'un des deux atlas sur elle-méme muni de 'autre.

1.3.3 Fibré tangent
Espace tangent

On va donner une définition abstraite de ’espace tangent a une variété en commengant
par interpréter les vecteurs de R™ comme des dérivations de fonctions de C*°(R").
Soit f : R™ — R une fonction C'*° dans un voisinage de m € R" et soit v € R™ un vecteur,
on leur associe la dérivée de f selon v en m :

o)t L 10) = )

t—0 t ’

soit, en coordonnées locales :

n

o) = Y g m) = df ().
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On peut voir l'action de v comme celle d’une fonctionnelle (que I'on note encore v) de f
(en fait sur les germes de fonctions C'* au point m), qui vérifie les propriétés de linéarité

et de Leibniz (au point m) :
vAf 4 pg) = Av(f) + po(g) (2)

v(fg) = f(m)v(g) + g(m)v (). (3)

On appelle dérivation une telle fonctionnelle. Réciproquement, si une dérivation ¢ vérifie
les propriétés (2) et (3), alors on montre que ¢ s’interpréte comme ’action d’un vecteur
.

On observe d’abord que ¢(12?) = 2p(1) donc ¢(1) = 0 puis par linéarité ¢ est nulle sur les
constantes. Soit maintenant f : R™ — R une fonction C'* dans un voisinage V' = B(my, €)
de mg € R™, posons pour m € V' : g(t) = f(mo + t(m — my)).

La fonction g est C* sur [0, 1], donc

f(m) = g(1) = g(0) + / gr(t)dt

= f(mo) + Z(m - mo)z’/o gxf, (mo + t(m — myg))dt.

Donc, par linéarité et en appliquant Leibniz :

o0 = eltm = mo){ [ 5% o+ e = 10}t

Finalement : .
P 0m0) = 3 lm) 5 (mo) = ol )

i=1

ou v a pour coordonnées p(m;) dans la base canonique.
Définition 1.14 L’espace tangent 7}, M en un point m de M est ’ensemble des dérivations

27



au point m sur Co° (M).

Proposition 1.14 T,,M est un espace vectoriel de dimension n = dimM. De plus
le fibré tangent TM = U,,epr{m} x T,,M, est muni canoniquement d’une structure de

variété de dimension 2n.

Définition 1.15 Soient X et Y deux variétés, soit f : X — Y une application C'®
dans un voisinage de x € X et soit y = f(x). On définit I'application linéaire tangente a
fenz:T,f: T, X — T,Y en posant pourv € T, X et g € C°(Y) : (T, f(v))(g) = v(gof).
On vérifie en effet aisément que T, f(v) C T,)Y .

Proposition 1.15 T, f est une application linéaire de 7, X dans T,Y. Lorsque f est
C*>* de X — Y , on peut définir 'application tangente T'f : TX — TY par :

Tf:(x,v) eTX — (f(x),T.f(v)) €TY

La linéarité est évidente et le caractere C'* se montre en coordonnées locales. Signalons

la propriété suivante qui résulte trivialement de la définition.

Proposition 1.16 Si X,Y et Z sont trois variétés, et f : X — Y,g : Y — Z deux
applications C'°, on a :

Tx(g o f) - Tf(x)g o T:cf

1.4 Définitions et exemples de variétés complexes

On rappelle la définition des variétés complexes. Grosso modo, une variété complexe
est un espace topologique qui ressemble localement a un sous-ensemble de C" pour étre

precis, on a :
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Définition 1.16 Soit M un espace topologique connexe séparé possédant une base
dénombrable. On dit que M est une variété complexe de dimension n, s’il existe un recou-
vrement {U,} indexée par un ensemble A, pour chaque a € A un homéomorphisme f, de
U, sur un ouvert de D, C C", tel que pour tout couple a, b dans A avec U, ;, = U,NU,, # ¢,
le changement de carte f, o f; est un biholomorphe (i.e : homéomorphisme et son inverse
holomorphe) entre f,(Usp) €t fo(Unp)-

Soit z = (21, ..., 2n) la coordonnée standard de C™, et on note I’ensemble U, un voisinage.
Nous appellerons z, = z o f, ’application holomorphe locale dans le voisinage U,.

Une application ¢ : M}* — MJI" entre deux variétés complexes est holomorphe (ou an-
alytique complexe) au point p € M, s’il existe un voisinage holomorphe (U,, f,) de p
dans M et (V4,g5) de o(p) dans My, telle que Papplication g, o p o f ! & partir d'un
sous-ensemble ouvert de C™ dans un sous-ensemble de C™ est holomorphe a f,(p). ¢ est
dit holomorphe sur M si elle est holomorphe en tout point de M;.

Une application holomorphe d’une variété complexe M en C est appelée une fonction
holomorphe sur M, et on note §(M) 'ensemble de toutes les fonctions holomorphes sur
M.

Si M est compact alors toute fonction holomorphe sur M est constante, puisque nous
pouvons appliquer le principe de maximum a la restriction de la fonction f a un petit
voisinage d’un point maximum de |f|, alors 8(M) = C si M est compact.

D’apres la définition, il est clair que le produit de deux variétés complexes, un sous-

ensemble ouvert et connexe d’une variété complexe, sont aussi des variétés complexes.

1.4.1 Exemples des variétés complexes

Dans la partie suivante, on donne quelques exemples de variétés complexes.
Exemple 1.2 (Surface de Riemann)
Une surface de Riemann est une variété complexe de dimension 1, on dit aussi une courbe
complexe. Une surface de Riemann est donc un espace topologique séparé M, admettant

qu’'un atlas modelé sur le plan complexe C dont les applications de changements de cartes
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sont des applications biholomorphes.

La plus simple des surfaces de Riemann compactes est la sphere de Riemann, con-
formément équivalente a la droite projective complexe P(C), quotient de C*\ {(0,0)}
par l'action (holomorphe) du groupe multiplicatif C* par multiplication. Sa topologie est
celle du compactifié d’Alexandroff du plan complexe, & savoir S? = C U {oo}. Elle est
recouverte par deux cartes holomorphes, définies respectivement sur C et C* U {oo} par

l'identité z —— z et 'inversion z —— %

Exemple 1.3 (Domaine dans C")
L’espace euclidien complexe C™ est une variété complexe de dimension n; le sous-ensemble
ouvert connexe 2 C C" est aussi une variété complexe de dimension n. Il offre une classe

riche d’exemples non-compactes. La boule unité :
B" = {(Zla "'7Zn)/ |21|2 +.t |Z7l|2 < 1}

est un exemple important de cette classe.

Exemple 1.4 (Sous-variété complexe)
Une sous-variété complexe d’une variété M est sous-variété différentiable N C M tel que
pour chaque p € N, il existe des coordonnées locales holomorphes z = (21, ..., z,) dans

un voisinage p € N C M, avec la propriété que :
NNU={z€U \ zy1=..=2,=0}

Pour chaque p € N, il existe un voisinage p € U C M et des fonctions holomorphe
{fi,.... fi} sur U tel que NNU est & Ni_; {f; =0}.

Une sous-variété complexe fermée de P™ est appelée une variété complexe projective. Il
s’avere qu'une telle variété est en fait les zéros communs d’un ensemble fini de polynoémes

homogene dans les coordonnées homogenes de P". Alors toutes variétés projectives est
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algébrique.

Exemple 1.5 (L’espace projectif complexe)

L’espace projectif complexe P"(C) est ’ensemble des droites complexes passant par 1’o-
rigine dans C"™!. Ce qui est I’ensemble de tous les sous-ensembles de 1-dimensionnels
complexes linéaires de C"*1.

Il est également I'espace quotient de C"™\ {0} par la relation d’équivalence :

(205 ey 2n) ~ (Az0y oy A2p)  / AEC”

La classe d’équivalence (zo, 21, ..., 2,) sera notée [zo;...; z,] ce qui est appelé coordonnées
homogenes de P™.

Afin de voir la structure complexe, définir les sous-ensemble Uy, ..., U,, de P™ par :

Ui = {20 -52] / 2 #0}

Géométriquement, U; est 'ensemble des droites complexes dans C"*! qui passent par
lorigine et sauf {z € C": z; # 0} .
On définit ¢; : C* — U; C P" bijective par :

0;(Up, .. Up) =1[Up: o :Uig 2 1:Upq + o2 Uy

alors il est facile de voir que cela donne une structure complexe sur P".

Exemple 1.6 (Le tore complexe)

On considere 'espace Euclidien complexe C". Si {vy, ..., v9, } 'ensemble des vecteurs dans
C" = R?*" linéairement indépendant sur R, et notons par A = Z {vy, ..., v9,} le réseaux.
Les éléments de A agissent sur C" par translation, biholomorphe sur C". Le quotient

Ty := C"/A est une variété complexe compacte de dimension n, qui s’appelle le Tore
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complexe.
Notons que pour un tel réseau A, la variété lisse sous-jacente de T est la méme; c’est le
tore réel T2", qui est le produit de 2n exemplaires de cercle S'. Cependant, les structures

complexes de T} dépend du choix de A, et pourrait étre tout a fait différent.

Exemple 1.7 (Variété de Stein)

Une variété de Stein est une sous variété complexe fermée de C", ce qui est équivalent
a M, est une variété de Stein si M est une variété complexe analytique qui possede les
propriétés suivantes :

a|Si pour tout compact K C M, on désigne par K T'ensemble des points z € M tels que :

[f(2)] < Suprex [f()].

Pour toute fonction f holomorphe sur M, alors K est compact.

b|Si z et y sont deux points distincts de M. Il existe une fonction f holomorphe sur M
qui sépare = et y c’est a dire : f(x) # f(y).

c|Pour tout point zy € M il existe des coordonnées locales données par des fonctions
holomorphes dans M, tout entier, c’est a dire qu’il existe un voisinage de 2, et des fonc-
tions fi, fa, ..., fn holomorphes dans M telle que z —— (f1(2), fa(2), ..., fn(2)) soit un

isomorphisme analytique de ce voisinage sur un ouvert de ’espace C".

Exemple 1.8 (Surface de Hopf)

Une surface de Hopf est une surface compacte complexe obtenu sous forme d’un quotient
de C ? \ {0} par une action libre d'un groupe discret. Le premier exemple a été trouvé
par Hopf(1948), avec le groupe isomorphe discret pour les entiers, avec un générateur
agissant sur C ? par la multiplication par 2, ce qui a été le premier exemple d’une surface

compacte complexe sans métrique kahlérienne.
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Chapitre 2

Prolongement d’applications

holomorphes

Dans cette partie, on essaye d’examiner le probleme de prolongement des applications
holomorphes. Puis on va donner quelques exemples.
Notre objectif est d’étudier le prolongement des applications holomorphes sur I'ouvert
de Hartogs dans une variété complexe compacte. Par exemple dans [4] Dloussky montre
qu’'un groupe de lie complexe connexe et simplement connexe est une variété de Stein, et
donc les variétés parallélisables compactes sont holomorphiquement extensiferes.
L’étude de prolongement des applications holomorphes a fait beaucoup d’études, on va
commencer par le théoreme de prolongement de Riemann pour les fonctions holomorphes.
Puis on va mentionner le théoreme de Hartogs et on le soutenons par la démonstration de
prolongement des applications holomorphes définis sur un ouvert A dans C? [13]. Aussi on
va définir le domaine étalé au dessus d’une variété de Stein [voir déf 2.2]. Et on termine
avec un exemple particulier sur le phénomene de Hartogs, c’est le cas de prolongement

des applications holomorphes a valeurs dans des variétés extensiferes.
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2.1 Théoreme de prolongement de Riemann

Dans la suite, on appellera domaine de C™ tout ouvert connexe de C".
Soit €2 un domaine de C", une partie X de €2 est dite mince si pour tout z € €, il existe
un polydisque D(z;r) C Q et une fonction holomorphe f dans D(z;r) non nulle telle
que :

X ND(zr)C Z(f) ={y € D(zr), fy) =0}

Z(f) est fermé dans D(z;7) et d’intérieur vide.

Soit Y une partie de €2, une fonction f définie sur Q\ Y est dite localement bornée dans
Q si, pour tout z € €, il existe un polydisque D(z;7) C Q tel que la fonction f soit
bornée sur Dy = D(z;7) N (2 \Y), cela signifie : qu'il existe une constante A > 0 telle

que |f(y)| < A pour tout y € Dy.

Théoreme 2.1 Soit X un ensemble mince d’'un domaine €2 de C" et f une fonction
holomorphe sur €\ X, localement bornée dans 2. Alors, il existe une fonction unique ]7

holomorphe sur €2 qui prolonge f.

Pour la démonstration on va utiliser la notion et les lemmes suivantes :
Définition 2.1 Une fonction holomorphe f sur un ouvert U de C" est dite réguliere d’or-
dre k en z, au point w = (wy, ..., w,) si la fonction de z,, f(wi,...,wn_1, 2,) holomorphe

en z,, a un zéro d’ordre k au point z, = w,.
Lemme 2.1 Si f € 0(U) est d’ordre k < oo au point w, alors aprés un changement
linéaire convenable de coordonnées dans C", la fonction f est réguliere d’ordre k en z,

au point z, = w,.

Lemme 2.2 Si f € 6(D(w;r)) est réguliere d’ordre k en z, au point w, alors il ex-

iste D(w;0) C D(w;r) tel que :
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Pour tout o = (ay,...,a,_1) € D(W';01;...;0,_1) avec W' = (w1, ..., Wy _1)-
La fonction de z,, l4(z,) = f(a1,...,an-1, 2n) est exactement k zéros, compté avec leurs

multiplicités, dans D(wy; d,).

Preuve du théoréme 2.1 [13]
Il suffit de prouver pour Q = D(w;r), X = Z(g), avec g € §(D(w;r)) non nulle.
Soit w € X, on choisit les coordonnées pour que g soit réguliere, d’'un certain ordre k
en z, au point w(Lemme 2.1). D’apres (Lemme 2.2) ; il existe D(w;0) C D(w;r) tel que,
pour (z1, ..., 2n1) € D(w'; "), g(21, ..., 2,) ait k zéros dans |z, — w,| < J, et ne s’annule
pas sur |z, — wy| = d,,. On considere :

flo) =5 (G = ) Pt 2, GG,

27T7/ ‘Cn_wn|:5n

— 2,) (21, ooy 2021, €), donc aussi fest holo-

dans D(w'’;d"), pour ¢, € bD(wy,;d,), (¢,
morphe en (21, ..., 2,_1) dans D(w'; '), mais fest holomorphe en z,, car d] f = 0, enfin
f est continue dans D(w; ), d’aprés le lemme d’Osgood f € 6(D(w;r)).

Pour 2/ = (21,...,2,_1) fixé, f est holomorphe en z, dans |z, —w,| < d,, sauf en un
nombre fini de points d’apres les propriétés de g, mais f est localement bornée dans
|2 — wy,| < 0, alors d’apres le théoreme de prolongement en une variable, f(z/,z,) a

une extension qui ne peut étre que f(z/, z,) d’apres le théoréeme d’identité en z,.
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2.2 Le phénomene de Hartogs

2.2.1 Définitions et préliminaires

Soit z = (21, ..., z,) un point de C".

On note T 'ouvert de C™ défini par :
T=T,,={2z€C":|z|<pi=1..,n—-1z| <1}

U{zeC": |zl <mi=1..,n—-17<|z| <1}

avec 0 < p<l et O0<7 <1

On appellera un tel ouvert une marmite.

Le théoreme de Hartogs prouve que si f est une fonction holomorphe sur I'ouvert 7" alors
f a une prolongement holomorphe sur I’enveloppe d’holomorphie de 7T

L’enveloppe d’holomorphie de T', notée T est égale au polydisque unité A" tel que :

A"={zeC": |z <1;1<j<n}

2.2.2 Historique

Presque un siecle de la découverte par Hartogs d’un phénomene d’extension forcée des
fonctions holomorphes d’au moins deux variables complexes. Et & cette occasion, il nous
parait utile d’en évoquer I'histoire. Si celle-ci débute sans doute quand Hurwitz annonga
en 1897 qu’une fonction holomorphe sur C*\{0} se prolonge holomorphiquement a C2,
c’est seulement dans sa these en 1903 que Hartogs décrivit le phénomene général et en
donna une démonstration rigoureuse pour ses « marmites » devenues célebres. Poincaré
donna en 1907 une autre démonstration pour les fonctions holomorphes au voisinage de
la sphére unitée de C?, Levi produisit en 1910 une version du théoréme de Hartogs pour
les fonctions méromorphes (invalidant ainsi l'affirmation faite par Weierstrass en 1879

que tout domaine de C", n quelconque, était un domaine de méromorphie) et en 1924

36



Osgood énonga et démontra partiellement le théoreme sous sa forme classique.

La démonstration d’Osgood achoppait en fait sur un probleme de monodromie et c¢’est
seulement en 1936 que le théoreme fut entierement justifié par Brown grace a des con-
sidérations topologiques. En 1939 Fueter donna une autre démonstration lorsque n = 2
puis dans le cas général en 1942 avec, ses arguments, tres différents de ceux de Brown,
étaient fondés sur une formule de Cauchy pour les fonctions holomorphes d’une vari-
able quaternionique ou hypercomplexe, formule obtenue en 1931 par Moisil et qu’il
redécouvrit en 1935. C’est a partir de celle-ci que Martinelli écrivit sa formule et sim-
plifia la démonstration de Fueter. Dans la méme période, Bochner donna une autre
démonstration du théoreme de Hartogs, le généralisant méme a des fonctions contin-

ues sur b€} qu’on pourrait qualifier de « holomorphes par morceaux ».

Maintenant on va donner un cas particulier d’'un ouvert de Hartogs lorsque n > 2.
Théoréme 2.2 Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage connexe U du bord
de D(0,r) dans C". Alors pour n > 2, il existe une unique fonction holomorphe fdans
D(0,7) qui prolonge f.

C’est un cas particulier de théoreme de Hartogs. Le domaine de définition U de f présente

un trou, le théoreme signifie que le domaine de f peut étre étendu en bouchant ce trou.

Preuve. [13]
On a bD(0,r) C U, pour z € D(0,r), soit :
~ 1

f(z):% " (w— 2,) " f (21, oo, Zpe1, w)dw

cette intégrale a un sens parce que f(z1, ..., 2,1, w) est définie pour |zx| < rg, avec
k=1,..,n—1et |w| =r,, car bD(0,r) = D(0,7") x bD(0,r,), ou D(0,7’) est le poly-
disque de centre 0 et de rayon ' = (71, ...,7,_1), en outre f est holomorphe en z, pour

|2,| voisin de r,,, f est holomorphe en (21, ..., z,_1) pour z, fixé et elle est holomorphe en
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Zn, dans D(0,r,) pour z1, ..., 2,1 fixés, en outre, elle est continue dans D(0,r), donc f
est holomorphe dans D(0, r).

Si (21, ..., Zn_1) est fixé, de sorte que |z;| soit assez voisin de rg, pour k = 1,....,n — 1, le
disque fermé |z,| < r, est contenu dans U, alors d’apres la formule de Cauchy en z,, f et
J coincident pour |z,| < r, —e avec € > 0 assez petit, donc sur un ouvert de U N D(0,r)

qui est connexe, d’apres le théoreme d’identité,f est unique et prolonge f dans D(0,r).

Théoréme 2.3 On considere les deux ouverts de C2.
A ={2€C: || <rij|el <e} avec 0 <e<r

A22{26C2:T1—5<|zl|<7"1;|22|<7“2} avec 1y > €

Soit f une fonction continue dans A = A; U Ay holomorphe en z; dans A; et holomorphe
en zy dans A,. Alors f se prolonge en une fonction holomorphe f dans le polydisque
D(0,7) avec z = (21, 22) et 7 = (ry, r2).

On appelle le domaine A de C? une marmite de Hartogs, & cause de sa forme dans 1’espace
R? des points (z1, |22|). Le théoreme signifie que le domaine de définition de f peut étre

étendu a la marmite remplie.

Preuve. [13]
Soient 61,05 €E Rtelsque: 7 —e<dy <riete <y <.
Pour |z;| < €, la fonction f(z1, 22) est holomorphe dans le polydisque |z1| < r1; d’apres

la formule de Cauchy en 2,

f(z1,22) = L/ (¢ —2) ' f(C,22)d¢,  pour  |z] < 6
Kl‘:(sl

271
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Pour r; —e < |(4| < r1, la fonction f((y, 22) est holomorphe en z; dans le disque |zq| < 72,

d’apres la formule de Cauchy en 2,

F(Crz) = / (Co— 22) ' F(CrCa)dC,  pour  |zo] < B
[Ca|=02

271

D’autre part,

~ 1 _ -
Flena) = ap [ (G2 ) G s

est une fonction holomorphe dans D(0, §).

Alors f est égale & f dans Pouvert |21] < 01, | 22| < da.

2.2.3 Le domaine étalé

Avant d’examiner des cas sur le phénomene de Hartogs, il faut toucher un point tres
important pour le sujet. C’est le domaine étalé au dessus d’une variété de Stein.
Définition 2.2 Soient ) et M deux variétés complexes et 7 : 2 — M une application
holomorphe. On appelle (€2, ) le domaine étalé au dessus de M, si §2 est connexe et 7
est localement biholomorphe. Soit une variété complexe X et une variété de Stein M.
Pour le domaine étalé (€2, ) au dessus de M et application f :  — X nous appelons

le triple (2, 7, f) un élément de carte a X au dessus de M.

Définition 2.3 (Prolongement). Nous considérons 1’élément de carte (g, 7q, fo) €t
(Qs, s, fs) au dessus d'une variété de Stein M. On dit que (Qg,7g, fz) est un pro-
longement de (£, Ta, fo) au dessus de M, s’il existe une application Ag, : 2, — Q5 telle
que :

foz:fﬁo/\ﬁoz et ﬂ-azﬂ-ﬁo)\ﬁa

On note le prolongement (Qg,7g, f3) avec (g, 73, Aga; f5)-

On dit que le prolongement (2, 7w, Ay; f) de (Qq, Ta, fo) est maximal au dessus de M, si
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pour chaque prolongement (€2, 73, Aga; f3) de (2, Ta, fo) au dessus de M, il existe une

application A\g : 23 — € telle que :
)\a:)\go)\ga et 7T5:7TO)\5 et f[j:fo)\/j

Théoréeme 2.4 (Malgrange). Soient X et M deux variétés complexes. Alors pour chaque
prolongement (2, 7y, fo) & X au dessus de M, il existe un prolongement maximal de f,

au dessus de M qui est unique a un isomorphisme.
Preuve. [voirll]

Définition 2.4 Soit M une variété complexe. Si un prolongement (2,7, \,; f) pour
Iélément de carte (24, Tq, fo) au dessus de M est maximal, I'application holomorphe
(resp méromorphe) f : © — X est appelée le prolongement maximal de f,, et Q est
appelé le domaine maximal de la définition de f, au dessus de M.

Soit (4, 7,) un domaine étalé au dessus d’une variété de Stein M. Soit F, = {f.},c;
I'ensemble des fonctions holomorphes sur €2,. On dit que (23,73, Aga; Fj3) est un pro-
longement de (24, 7q, F,), s'il existe une application A\g, : Q, — s et une fonction

holomorphe Fj = {fé} sur {2g tel que : pour chaque i € I, f, = fgo A, et

iel
Ta = T3 O Agq.

Dans ce cas. On dit que (Qs, 75, Aga; Fj3) est un prolongement simultané de F, pour
(Qq, Ta, Fy) au dessus de M.

Soit F,, I’ensemble des fonctions holomorphes sur un domaine étalé (§2,,m,) sur M. Le
prolongement maximal de F, est un prolongement simultané de (2,7, Fy) tel que si
(Qs, 78, Aga; F3) et chaque prolongement simultané de (€, 7, Fy), alors il existe une
application Az : Q3 — 2 telle que pour chaque it € I, fg = fodget \y = AgoAg,. Il

s’ensuit que mg = T 0 Ag.

Définition 2.5 Soit (£2,7) un domaine étalé au dessus d’une variété de Stein M. Le
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prolongement maximal simultané ((NZ, TA) (A Q2 — Q , T =T o \) pour chaque fonction

holomorphe dans (€2, 7) est appelé I’enveloppe d’holomorphie de 2 au dessus de M.
Remarque 2.1 L’application A : Q — Q n'est pas forcement injective.

Proposition 2.1 Soient (2,,7,) et (25, 75) deux domaines étalés au dessus d'une variété
de Stein. Soient (ﬁa,%a, Ao) €t (ﬁg,%g, Ag) sont enveloppes d’holomorphie resp.
Soit jig, : Q2o — {23 une application étalée.

Alors il existe une application étalée fig,, : Qo — (25 telle que :

)\/3 O Hgy = ﬁﬁa o )\Oé‘

Preuve. [11]

L’ensemble F,, = uj,0p, avec Op est 'ensemble des fonctions holomorphes dans €25. alors
(ﬁa,%a,/\a,ﬁa) est un prolongement simultané de (Qq, 7o, Fa), avec F, = XYF,).
Noter ici que A} : F, — F, et Wse @ Op — F, sont bijective. Etant donner que
(ﬁa,%a,ka o fig,) de (Qo,Tqa, Fly) est maximal. Donc il ya une fonction étalée fig, :

2, — (3 avec les propriétés exigées.

2.3 Prolongement des applications holomorphes

2.3.1 Variétés extensiferes

Au début on va définir les variétés extensiferes, apres on va résumer des travaux déja
fait sur ce cas particulier de prolongement des applications holomorphes.
Définition 2.6 On dit qu’une variété complexe M est holomorphiquement extensifere,

si toute application holomorphe de T" dans M se prolonge holomorphiquement a A”.

Définition 2.7 Si toute application holomorphe de 7" dans M se prolonge holomor-
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phiquement au complémentaire dans A" d’un sous-ensemble analytique de A" de codi-
mension au moins 2. On dit que M est holomorphiquement extensifere en dehors de la

codimension au moins 2.

Proposition 2.2 Soit M une variété complexe. Les trois relations suivantes sont équivalentes :
11 M est holomorphiquement extensifere.

i1 1 Pour tout domaine étalé (£, 7) au dessus d’une variété de Stein M, toute application
holomorphe de 2 dans M se prolonge holomorphiquement a I’enveloppe d’holomorphie

(A, Q,7) de (€, 7).

i7i 1 Pour tout domaine étalé (2, 7) au dessus d’une variété de Stein M, le domaine d’ex-

istence holomorphe de toute application holomorphe de 2 dans M est de Stein.
Preuve. [v0irl0]

Proposition 2.3 Soit M une variété holomorphiquement extensifere, si U est un ou-
vert d’une variété de Stein V', et K un compact de U tel que U\ K soit connexe, alors

toute application holomorphe f : U\ K — M se prolonge holomorphiquement a U.

Preuve. [10]

Par le théoreme de Hartogs I’enveloppe d’holomorphie de U \ K contient U.

Proposition 2.4 Si M est holomorphiquement extensifere, alors toute application méromorphe

f T — M est en fait holomorphe, et se prolonge holomorphiquement a A"™.
Preuve. [10]

f est holomorphe de T'\ Z dans M ou Z est la singularité de f, et se prolonge holomor-
phiquement a I’enveloppe d’holomorphie de 7'\ Z qui est égal & A™.
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Maintenant on va donner un cas de variétés extensiferes, c’est les variétés parallélisables.

Les variétés parallélisables

Avant de traiter le prolongement des applications holomorphes a valeurs dans des
variétés parallélisables, on va commencer par la définition des variétés parallélisables.
Définition 2.8 Une variété complexe X est dite parallélisable si son fibré tangent holo-
morphe est trivial. Ce qui revient a dire qu’il existe au dessus de X n champs de vecteurs

holomorphes linéairement indépendants en tout points de X ou dimX = n.

Proposition 2.5 Soit M une variété complexe parallélisable compacte alors M est iso-
morphe au quotient d’un groupe de Lie G par un sous groupe discret D.
Il est évident que le quotient d’un groupe de Lie complexe par un sous groupe discret est

parallélisable.

Proposition 2.6 Un groupe de Lie complexe connexe et simplement connexe est une

variété de Stein.

Proposition 2.7 Soient X et Y deux variétés complexes et (X, 7, Y) un revétement
non ramifié alors X est holomorphiquement extensifere si et seulement si Y est holomor-

phiquement extensifere.

Preuve. [10]

Soit f une application holomorphe de 7" dans Y, T' étant simplement connexe, il existe
une application holomorphe g de T" dans X tel que m o g = f, g se prolonge holomor-
phiquement & A™ en g et m o g est un prolongement holomorphe de f a A".
Inversement, soit f une application holomorphe de T dans X, 7 o f se prolonge holo-
morphiquement en g de A™ dans Y et puisque A" est simplement connexe, il existe une

application holomorphe fqui prolonge f a A™.
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Corollaire 2.1 Une variété parallélisable compacte est holomorphiquement extensifere.

Proposition 2.8 Un groupe de Lie complexe est holomorphiquement extensifere.

Preuve. [10]

Le revétement universel d’'un groupe de Lie complexe est un groupe de Lie complexe

simplement connexe et on conclut par la proposition 2.7.
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Chapitre 3

Prolongement d’applications
holomorphes a valeurs dans des
variétés homogenes et des surfaces

presque homogenes

Dans le chapitre précédent on a étudié le probleme du prolongement des applications
holomorphes pour quelques cas particuliers.
Dans ce chapitre, on va voir que si X est une variété complexe homogene compacte, alors
toute application holomorphe f : T'— X se prolonge holomorphiquement a A" \ Z en
X, ou Z est un sous-ensemble analytique de A™ de codimension au moins 2.
Le but de ce mémoire c’est d’étudier le prolongement d’application holomorphe de 7" a
valeurs dans une surface presque homogene compacte. et pour cela on va utiliser la classi-
fication de Potters pour arriver a démontré que si X une surface presque homogene com-
pacte, alors toute application holomorphe de T" dans X se prolonge méromorphiquement
a A"\ Z ou Z est un sous-ensemble analytique de A" de codimension 2 & valeurs dans
X.

Avant de commencer notre travail sur les variétés homogenes et les surfaces presque
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homogenes, on va rappeler quelques points sur les espaces homogenes.

3.1 Espaces homogenes quotients

Si H est un sous-groupe discret d’un groupe de Lie G complexe, alors H agit libre-
ment et proprement par translation a gauche sur G par difféomorphismes analytiques
complexes. L’ensemble quotient H\G admet une unique structure de variété analytique
complexe telle que 7 : G — H\G soit une submersion analytique complexe. Le but du

résultat suivant est d’étendre ceci au cas ou H est seulement supposé étre un sous-groupe

de Lie fermé de G.

Théoreme 3.1 Soit G un groupe de Lie complexe, H un sous groupe de Lie fermé
de G, et 7 : G — G/H la projection canonique. Il existe une et une seule structure de
variété analytique complexe sur l’espace topologique quotient G/ H, telle que 7 soit une
submersion analytique complexe. De plus,

i) Paction de G par translation a gauche sur G/H est lisse;

i) si en outre H est distingué, alors G/H, muni de ses structures de variété quotient
et de groupe quotient, est un groupe de Lie, la projection canonique 7 : G — G/H est
un morphisme de groupes de Lie, ’algebre de Lie h de H est un idéal de l'algebre de
Lie g de G, et l'application linéaire de T.G/T.H dans T,y (G/H) induite par T, est un
isomorphisme de I'algebre de Lie quotient g/h dans ’algebre de Lie de G/H.

Nous avons donc

i11) dim(G/H) = dimG — dimH ;

iv) pour tout g dans G, Papplication 7,7 : T,G — T,4(G/H) induit un isomorphisme
linéaire (1,G)/(T,(9H)) ~ Tyu(G/H).

v) pour toute variété N de classe analytique complexe ou k € N U {oco}, une appli-
cation f : G/H — N est de classe analytique complexe si et seulement si f o 7 lest.

La structure (de variété munie d’une action lisse de G) sur G/H construite dans ce
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théoremel3 s’appelle la structure d’espace homogene quotient sur G/H. C’est un espace
homogene, car par 'assertion (i), I'action de G par translation a gauche sur G/H est
lisse et transitive. En particulier, I'application 7.7 induit un isomorphisme linéaire de

T.G/T.H sur T,y (G/H). La condition que H, est plongé, et cruciale.

Remarque 3.1 Soit G’ un groupe de Lie complexe, agissant transitivement sur un en-
semble F, tel que le stabilisateur GG, d’'un point = de E soit un sous-groupe de Lie fermé
de G. Alors il existe sur F une et une seule structure de variété analytique complexe telle
que

i) Paction de G sur E soit de classe analytique complexe,

i1) la bijection canonique G/G, — E soit un difféomorphisme analytique complexe.

3.1.1 Actions transitives de groupes de Lie

La partie précédente montre en particulier qu'une variété homogene quotient G/H
d’un groupe de Lie GG par un sous-groupe de Lie fermé H est une variété homogene. Le
but de cette partie est de montrer que, a difffomorphisme pres, toute variété homogene
est de cette forme. Le résultat suivant donne en plus une condition nécessaire et suffisante

, o . , . s
pour qu’une orbite d’une action lisse d'un groupe de Lie soit une sous-variété, auquel cas

cette orbite est un espace homogene.

Théoreme 3.2 Soit M une variété analytique complexe, munie d’une action lisse d’un
groupe de Lie complexe G, et © € M.

(1) L’application canonique Oz : G/G, — M définie par ©,(9G.) = gz est une
immersion analytique complexe injective, d’'image 1'orbite G - © de x par G.

(2) L’orbite G - x est une sous-variété analytique complexe si et seulement si elle est
localement fermée.

(3) Si G-z est localement fermée, alors I’application canonique ©, est un difféomorphisme

analytique complexe de G/G, dans la sous-variété G - x.
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(4) Si I’action est transitive, alors I'application canonique ©, est un difféomorphisme
analytique complexe.

En particulier, si une orbite est fermée, alors c’est une sous-variété.

En appliquant ceci a M un groupe de Lie et G un sous-groupe de Lie immergé de M,

un sous-groupe de Lie immergé fermé est plongé.

3.2 Prolongement a valeurs dans des variétés Ho-
mogenes et des surfaces presque Homogenes

Au début, on va définir les variétés homogenes et les variétés presque homogenes.
Définition 3.1 Une variété X est dite presque homogene si son groupe de Lie G possede
une orbite ouverte. Ce qui est équivalent a GG opere transitivement sur X en dehors d’un
sous-ensemble analytique S.

Si le sous ensemble S est vide alors X est une variété homogene.

Surface signifie une variété complexe de dimension 2.

Noter que si X est compacte G est un groupe de Lie complexe.

Avant de traiter le prolongement des applications holomorphes a valeurs dans des variétés
homogenes et des surfaces presque homogenes. Il faut mentionner les deux théoreme de
Mr M.Krachni.

Théoreme 2.5 Soient X et Y deux variétés complexes et ¢ : X — Y une application
holomorphe. On suppose :

a\ Y est holomorphiquement extensifere.

b\ il existe un recouvrement U = (U;);cr de Y tel que : ¢ (U;) est holomorphiquement
extensifere (resp. méromorphiquement extensifere). Alors X est holomorphiquement ex-

tensifere (resp. méromorphiquement extensifere).

Preuve. [10]

Soit (2, 7) un domaine étalé au dessus d’une variété de Stein M et soit f : 2 — X une
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application holomorphe.

Posons g := p o f, g étant a valeurs dans Y elle se prolonge holomorphiquement en g a
I’enveloppe d’holomorphie (X, Q, 7) de (2, 7). Le morphisme de domaine étalé A\ permet
de considérer 2 comme domaine étalé au dessus de la variété de Stein Q. L’application
f possede un domaine d’existence holomorphe au dessus de Q. 11 suffit de montrer que
ce domaine est de Stein et donc Q = Q.

En utilisant le théoreme de Docquier-Grauert, il suffit de montrer que (€2, X) est locale-
ment pseudoconvexe au dessus de Q.

Soit z € ?2, par hypothese il existe un voisinage U de g(z) tel que : ¢~1(U) est holomor-
phiquement extensifere. Soit B(z) une boule centrée en z telle que : g(B(z)) C U il suffit
de montrer que A(B(z)) est de Stein. On a :

f
Q — X
Al e
Q — Y
9
Si Xﬁl(B(z)) # ¢ on se restreint a Xﬁl(B(z)) on a le diagramme suivant
f



X_I(B(z)) est étalé au dessus de B(z), or ¢ }(U) est holomorphiquement extensifere,
donc d’apres la proposition le domaine d’existence holomorphe [\ Xﬁl(B (2)) du dessus
de B(z) est de Stein, notons ce domaine (¥, 7', f').

Ona Q) ~ X_l(B (2)). En effet, Q' est étalé de Q par 7 et puisque le domaine d’existence
holomorphe au dessus de € de f \ X_l(B(z)) est (4,92, A, f) ol i est I'injection

i: Xﬁl(B(z)) — (2, il existe un morphisme de domaine étalé ¢ : ' — € tel que : po¥ = 3,

¢ étant un morphisme de domaine étalé.

Ona:Xog=r ctdoncsize UN (B(z))ona:Wog(x)=xzcar Vopol =,
donc : Wogp:Q — O est Xﬁl(B(z)) ~ (Y d'ou Xﬁl(B(z)) est de Stein. Et finalement (2

est localement pseudoconvexe au dessus de ().

Théoreme 2.6 Soit ¢ : X — Y une application holomorphe. On suppose :

a\ Y projective.

b\ Il existe un recouvrement U = (U, )aes de Y tel que ¢ 1(U,) est holomorphiquement
extensifere (resp. méromorphiquement extensifere) pour tout « € 1.

Alors toute application holomorphe de T" dans X se prolonge holomorphiquement (resp.
méromorphiquement) au complémentaire dans A™ d’un sous-ensemble analytique Z de

A" tel que codimZ > 2.
Preuve. [10]

3.2.1 Prolongement a valeurs dans des variétés homogenes

On va commencer par le cas des variétés Homogenes.
Proposition 3.1 Toute variété homogene compacte est une fibration localement triviale

a base projective et a fibres parallélisables.
Théoreme 3.3 Soit M une variété homogene compacte alors toute application holo-
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morphe de T" dans M se prolonge holomorphiquement au complémentaire dans A" d’un

sous-ensemble analytique Z de A" tel que codimZ > 2.

Preuve. [10]

D’apres la proposition 3.1, M est un fibré localement trivial (M, w, B) a base projective
et a fibres connexes parallélisables F.

B peut étre recouvrement par des ouverts de Stein U; tel que : 771(U;) = U; x F et donc
du corollaire 7! (U;) est holomorphiquement extensifere et on conclut par ce résultat.
L’exemple suivant montre que sous les hypotheses du théoreme le résultat obtenu ne peut

étre amélioré.

Exemple 3.1 Soit M une surface de Hopf, M = C? \(p) /G, ou G est engendré par la
contraction +.

Y(z1,22) = (z1,z5) ou a€C':|al <1,

M est homogene compacte et la projection canonique p : (CQ\{O} — M ne se prolonge pas

en 0 puisque ’hadérence ép du graphe de p dans C? contient {0} x M.

3.2.2 Prolongement a valeurs dans des surfaces presque ho-

mogenes compactes

Pour démontrer le prolongement des applications holomorphes de T" a valeurs dans
des surfaces presque homogenes compactes, on va utiliser le théoreme de Potters pour la
classification des surfaces presque homogenes.

Théoréme 3.4 (La classification de Potters) Soit X une surface presque homogene
compacte, alors X est isomorphe a I'un des cas suivants :

71 X est une surface rationnelle.

ii 1 X est isomorphe & P%(C) ou X est obtenu par une fibration & fibre P'(C) au dessus
de P*(C).
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i17 1 X est topologiquement isomorphe au fibré trivial a fibre P'(C) au dessus de 7.
1w 1 X est isomorphe a une surface de Hopf.

v 1 X est isomorphe a T5.
Preuve. [14]

Il reste d’étudier cas par cas la classification de Potters pour arriver au résultat sur
les surfaces presque homogenes.

Proposition 3.2 Soit X une fibration a fibre P*(C) au dessus de P!(C). Alors toute
application holomorphe définie sur 7" a valeurs dans X se prolonge méromorphiquement
a A™\ Z a valeurs dans X ou Z est un sous-ensemble analytique de A" de codimension

au plus 2.

Preuve.

On pose : Hy = {21 : 29],21 = 0} et Hy = {[21 : 23], 22 = 0} nous avons P!(C) \ H; est
isomorphe avec C par [2; : 2] — 2 et P!(C)\ Hy est isomorphe avec C par [2; : zo] — 2.
On désigne par ¢ : X — P(C) la projection canonique de P!(C).

Soit f : T — X holomorphe, puisque P*(C) \ H; (i = 1,2) est holomorphiquement ex-
tensifere et la fibre de X sont PY(C). f: T\ f~' (¢ (H;)) — X \ ¢ '(H;) se prolonge
méromorphiquement a 7"\ f *T(EI(HZ)) I’enveloppe d’holomorphie de T'\ f~1 (¢~ (H,)).
Soit E; et F} les parties de f~*(¢~'(H;)) de codimFE; = 1 et codimF; > 2.

On a:

T\ fU (6 (H) =T\ E,

—_—

Mais F; est une hypersurface, par [2] : T\ E; & A™\ E ou FE; est une hypersurface de
A" tel que : E; :EHT.

On pose Z = E1 N Es. f se prolonge méromorphiquement a A" \ Z.
Ona:ZNT=FENE,C f ¢ '(H, NH,)). Mais H, N Hy = ¢, donc T ne rencontre
pas Z et alors codim Z > 2.
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Proposition 3.3 Soit X une surface de Hopf, alors toute application holomorphe de
T dans X se prolonge holomorphiquement au complémentaire d'un sous-ensemble ana-

lytique de A™ de codimension au moins 2 a valeurs dans X.

Preuve.

Soit f : T — X holomorphe, le revétement universel de X est C?\ {0}, on pose :
7 :C?\ {0} — X la projection canonique, T est simplement connexe donc il existe une
fonction holomorphe g : T — C?\ {0} tel que : 7o g = f, g se prolonge & une fonction
holomorphe g : A™ — C", on pose Z := /g_jl(O), Z est un sous-ensemble analytique de
A". Mais T N F(O) = ¢ donc codimZ > 2 et wo (g,/A"™\Z) est un prolongement
holomorphe de f a A™\ Z.

Proposition 3.4 Si X est une fibration & fibre P!(C) et & base T} alors toute ap-
plication holomorphe de T" dans X se prolonge holomorphiquement a A™ a valeurs dans

X.

Preuve.
La base T} est holomorphiquement extensifere alors le fibre P!(C) est méromorphiquement

extensifere.

Définition 3.2 Une application rationnelle d'une variété X complexe a un espace pro-
jectif complexe P"(C), une application ¢ : Z — [1:¢y(2): ... 1 ¢,(z)] donnée par n
méromorphe fonction sur X, et on dit que 'application rationnelle

¢ : X — P"(C) est birationnelle s'il existe une application rationnelle ¢ : P"(C) — X
tel que ¢ o) est I'identité.

Les surfaces rationnelles sont des surfaces algébriques birationnelles isomorphes a P?(C).
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Proposition 3.5 Si X est une surface rationnelle alors toute application holomorphe de

T dans X se prolonge méromorphiquement a A" a valeurs dans X.

Preuve.

Soit f : T — X une application holomorphe, il existe deux fonctions méromorphes
01,9 sur X telle que : g : Z — [1: ¢, 0 f(2): pyo0 f(2)] a partir de T — P?(C) est
méromorphe, alors il existe un sous-ensemble analytique Z de T" de codimension 2 telle
que : g : T\ z — P?(C) est holomorphe.

g se prolonge a4 une application méromorphe g & partir A" en P?(C) (car P?(C) est
méromorphiquement extensifere et m =A").

De plus, il existe ¢ : P?(C) — X tel que o1 est l'identité. Soit 'y C A™ x X le graphe
de pog et soit I'y C T'x X étre le graphe de f, par définition des applications rationnelles
il existe un sous-ensemble analytique S de P?(C) tel que ¢ : X\, -1(5) — P*(C) \ S est
biholomorphe.

On pose : U = P*(C)\S,onalye; | g1 (U) =T} | g7 (U), mais ce graphe est irréductible
alors I'yo5 = 'y, enfin I'application 1 o g est le prolongement méromorphe de f a partir

A" en X.

Proposition 3.6 Un tore T3 est holomorphiquement extensifere (car le revétement uni-

versel est C?) et P?(C) est méromorphiquement extensifere.
Corollaire 3.1 Soit X une surface presque homogene compacte, alors toute applica-

tion holomorphe de 7" dans X se prolonge méromorphiquement a A™ \ Z ou Z est un

sous-ensemble analytique de A" de codimension 2 a valeurs dans X.

04



Bibliographie

[1] BARTH (W.), PETERS (G.) and VAN DE VAN (A.). : Compact complex surfaces.
Spriger - Verlag Berlin , Heidelberg, New - York , Tokyo , 1984.

[2) BLANCHARD (A.) . : Sur les variétés analytiques complexes, Ann.Sci. Ec.Norm.Sup
73, 1956.

[3] DLOUSSKY. : Enveloppes d’holomorphie et prolongements d’hypersurfaces, Séminaire
Pierre lelong. 215-235, 1975-76, Lec. Notes in math. 578, Springer 1977.

[4]DLOUSSKY. : Prolongement d’applications holomorphes, Séminaire Pierre lelong.
42-95, 1975-76, Lec. Notes in math. 694, Springer 1978.

[5]) FANGYANG ZHENG. : Complex Differential Geometry. AMS /IP. : Studies in
Advanced Mathematics, vol. 18.

[6) FEDERIC PAULIN. : Groupes et Géométrie. Département de Mathématiques
d’Orsay (2013-2014).

[7) HUCKELBERRY.A., OELJEKLAUSS.A. : Classification theorems for almost ho-

mogeneous spaces. Institue Elie Carton janvier 1984.

[8] IVASHKOVICH(S.M.). : The Hartogs phenomen for holomorphically convex Kéahler
manifolds, Math. USSR, Izvestiya, Vol 29(1987), n°1, 225-232.

[9) KRACHNI MOSTAPHA. : Hartogs Extension. International journal of contempo-
rary mathematical sciences. Vol. 3(2008), no. 11, 545-550.

95



[10] KRACHNI MOSTAPHA. : Prolongement d’applications holomorphes, Bull. Soc.
Math. France, 118(1990), 229-240.

[11] MASAHIDE KATO et NOBORU OKADA. : On holomorphic maps into compact
non-kahler manifolds. Ann. Inst. Fourier. Grenoble 54,6(2004), 1827-1854.

[12] PHILIPPE CHARPENTIER. : Introduction a L’analyse Complexe a plusieurs
variables. Bordeaux 1. 351, Cours de la libération, 33405 Talence (2009).

[13] PIERRE DOLBEAUT : Analyse Complexe. 2-225-81425-2. Paris, Milan, Barcelone
(1990).

[14] POTTERS (J.) . : On almost homogeneous compact complex surfaces, Invent.
Math 8, 1969.

[15] THIERRY BOUCHE. : Introduction différentielle des variétés analytiques com-
plexes. Joseph Fourier (1996).

[16] VARADARAJAN (V.S.). : Lie groups, Lie algebras and their representations.

Printice Hall series in modern analysis (1974).

[17] WANG (H.C.). : Complex parallelisable manifolds. Procedings of the A.M.S.
5.(1954).

o6



2 g 13l o2 Ll Ble W b el o 8 55l ) sl a5 s - yaiilal)
Al yie i de sile B Q) yaie QI3 Hartogs ¢ siie e 48y 4 ga sl s &l 58

& Jail Potters asiali aadioin o) dwilaie by j8 - gha Als gllain 5 S0l ol 3
dual sie duilaia Ly i e sile 3 <l e <13 48 ) 3a sl sell w53l qen o Adall D) )
.codimension 2 z ) 8 ) 5a 5 5t 22415

Résumeé : Le probléme du domaine d’existence d’applications holomorphes

n’est pas bien traiter jusqu'a nos jours. Il s’agit de prolonger des applications
holomorphes définies sur l'ouvert de Hartogs a valeurs dans une variété
complexe compacte.

Dans ce mémoire, on traite le cas des surfaces presque homogenes, ou on
utilise la classification de Potters pour arriver finalement a montrer que
toute applications holomorphes a valeurs dans une variété presque homogene
compacte se prolonge méromorphiquement en dehors de la codimension 2.

Mots clés : Prolongement d’applications holomorphes, variété
homogene, Surface presque homogene,

M The problem of existence of holomorphic field of applications is not
well treated until today. This extension of holomorphic mappings defined on the
open Hartogs values in a variety compact complex.

In this paper, we deal with the case almost homogeneous surfaces, or is used
Potters classification to finally get to show that any holomorphic mappings with
values in an almost homogeneous compact manifold extends
méromorphiquement outside the codimension 2.

Keywords : Extension of holomorphic maps, homogeneous manifolds, AlImost
homogeneous surface.
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