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Introduction

0.1 La thermoélasticité
Une déformation d’un corps est inséparablement reliée à un changement

de sa quantité de chaleur et donc avec un changement de la distribution de
température dans le corps. Une déformation d’un corps qui varie dans le
temps conduit à des changements de température, et inversement. L’énergie
interne du corps dépend de la température et de la déformation. La science
qui traite des processus couplés ci-dessus, est appelé thermoélasticité. La
thermoélasticité, généralisation de l’élasticité des déformations non
isothermes, a fait des progrès considérables au cours des dernières
décennies. Sa théorie de base est maintenant bien établie, et de nombreuses
applications aux problèmes en ingénierie ont été réalisées avec succès.

La thermoélasticité contient la théorie générale de la conduction de
chaleur, la théorie générale des contraintes thermiques, décrit la
distribution de température produite par la déformation et enfin elle
contient une description du phénomène de dissipation thermoélastique. En
dépit de sa complexité mathématique, la thermoélasticité nous permet
d’examiner plus profondément que précédemment, le mécanisme de la
déformation et les procédés thermiques se produisant dans les corps
élastiques. La thermoélasticité était l’un des premiers domaines en théorie
des champs couplés qui a attiré l’attention des mathématiciens ; l’intérêt
pour les modèles caractérisant le couplage thermomécanique a été motivé
par de nouveaux problèmes pratiques importants, y compris ceux qui sont à
la fine pointe des innovations technologiques actuelles. Malgré plus d’un
siècle de recherches sur la thermoélasticité, de nombreux problèmes
d’actualité restent difficiles à résoudre analytiquement et de fait la
simulation numérique sera l’ultime moyen d’y parvenir.
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Notre propos concerne :

• Les systèmes thermoélastiques classiques :

Un système de thermoélasticité classique est un couplage de deux
systèmes, un système hyperbolique d’élasticité et une équation parabolique
classique de la conduction de chaleur, ce qui nous donne un système
hyperbolique-parabolique qui possède les propriétés des deux systèmes dont
le transfert de chaleur est généralement décrit en utilisant la loi de Fourier :

q = −κ∇θ. (1)

En conséquence, cette théorie prédit une vitesse infinie de transfert de
chaleur, qui signifie que toute perturbation thermique à un point a un effet
instantané dans le reste du corps.

• Les systèmes thermoélastiques non-classiques :

Bien que la loi de Fourier donne une description de la diffusion de chaleur,
des expériences sur certains cristaux diélectriques isolants à très basse
température est libre de ce paradoxe et les perturbations qui sont presque
entièrement thermiques, peuvent se propager à une vitesse finie, ce qui a
conduit à la création de la théorie de thermoélasticité non-classique où
l’équation parabolique, de la conduction de chaleur, est remplacée par une
équation hyperbolique de la diffusion de chaleur. Elle présume que la
diffusion de chaleur se propage sous forme d’ondes. Ce phénomène
ondulatoire de la conduction de chaleur porte le nom de second son (second
sound : voir [13]). Ce phénomène a d’abord été détecté dans le He, dans
des cristaux de floride de sodium Naf et dans le bismuth Bi.

A la place de loi de Fourier, cette théorie suggère l’utilisation de la loi de
Maxwell-Cattaneo (Maxwell [26] et Cattaneo [8]) suivante

τ0qt + q = −κ∇θ (2)

où τ0 est le temps de relaxation dépendant de la température absolue, il est
lié à la réponse du système étudié à une perturbation thermique
instantanée, il caractérise alors l’ordre de grandeur du temps au bout
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duquel le nouvel équilibre est atteint.

Avant d’introduire la description générale de nos résultats on va donner
quelques types d’amortissement utilisés dans notre travail :

• Un amortissement produit par la viscosité. Il a plusieurs formes comme
par exemple l’amortissement produit par le modèle de Boltzmann. Si on
met par exemple le matériau élastique dans un fluide viscoélastique, ce
fluide fournit un amortissement naturel. Du point de vue mathématique,
ces effets d’amortissement sont modélisés par un terme sous forme
d’intégral (comme dans les systèmes étudiés dans le premier et le deuxième
chapitre de cette thèse).

• Un amortissement dû à la friction, il s’exprime en fonction des vitesses
ut, θt (comme dans le système étudié dans le dernier chapitre de cette
thèse).

0.2 Description des sections et résultats
principaux

Cette thèse est consacrée à l’étude de comportement asymptotique des
certains systèmes thermoélastiques. On généralise et on améliore divers
résultats antérieurs qui seront mentionnés un peu plus tard.

Plus précisément, on étudie trois problèmes thermoélastiques. Le but est
d’améliorer les résultats de [38, 39] et de généraliser les résultats de [41] en
additionnant un terme d’amortissement interne non linéaire.

Dans la suite, on donnera une brève analyse du contenu de la thèse.

Dans le premier chapitre, on considère le système thermoélastique
classique suivant, au moyen d’un amortissement de type mémoire agissant
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sur une partie de la frontière,

utt − µ4 u− (µ+ λ)∇ (divu) + β∇θ = 0 dans Ω× (0,+∞)
cθt − κ4 θ + βdivut = 0 dans Ω× (0,+∞)

u (., 0) = u0, ut (., 0) = u1, θ (., 0) = θ0 dans Ω
u = 0 sur Γ0 × [0,+∞)

u (x, t) = −
t∫

0
g(t− s)

(
µ
∂u

∂ν
+ (µ+ λ) (divu) ν

)
(s) ds sur Γ1 × [0,+∞)

θ = 0 sur Γ× [0,+∞),
(3)

où le corps Ω est un domaine borné de Rn, avec une frontière Γ = Γ0 ∪ Γ1,
u = u(x, t) ∈ Rn, c, κ, µ, λ sont des constantes positives, β 6= 0 est un
nombre réel, le vecteur ν est la normale extérieure unitaire à Γ et la
fonction g est une fonction positive et différentiable. On va trouver un
résultat de décroissance explicite et générale de l’énergie de la solution.

Ce travail peut être considéré comme une extension de celle de [39], qui a
étudié la stabilisation de (3) avec u0 = 0 sur Γ1.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude du deuxième problème
suivant :

utt − µ∆u− (µ+ λ)∇(div u) + β∇θ = 0 dans Ω× (0,+∞)
cθt + κ div q + β div ut = 0 dans Ω× (0,+∞)

τ0qt + q + κ∇θ = 0 dans Ω× (0,+∞)
u(., 0) = u0, ut(., 0) = u1, θ(., 0) = θ0, q(., 0) = q0 dans Ω

u = 0 sur Γ0 × [0,+∞)

u(x, t) = −
∫ t

0
g(t− s)(µ∂u

∂ν
+ (µ+ λ)(div u)ν)(s)ds sur Γ1 × [0,+∞)

θ = 0 sur Γ× [0,+∞).
(4)

C’est un système thermoélastique avec second son sous l’action d’un
amortissement de type mémoire, où le corps Ω est un domaine borné dans
Rn (n ≥ 2) avec une frontière Γ, telle que {Γ0,Γ1} est une partition de Γ, ν
est la normale extérieure unitaire à Γ, u = u(x, t), q = q(x, t) ∈ Rn et la
fonction de relaxation g est une fonction positive et différentiable. Les
coefficients c, κ, µ, λ, τ0 sont des constantes positives et β 6= 0 est un
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nombre réel.

On va étudier le système (4) sous les mêmes hypothèses qui ont été
proposées dans [38] où, cette fois-ci, le cas u0 6= 0 sur Γ1 sera pris en
compte, et démontrer, comme dans [38], une forme explicite de décroissance
de la solution qui n’est pas nécessairement exponentielle ou polynômiale.

En l’absence du terme d’amortissement frontière dans le système (4), on
va étudier, dans le dernier chapitre, le nouveau système, stabilisé par un
terme d’amortissement interne, suivant

utt − µ∆u− (µ+ λ)∇(div u) + β∇θ + α(t)g(ut) = 0 dans Ω× (0,+∞)
cθt + κ div q + β div ut = 0 dans Ω× (0,+∞)

τ0qt + q + κ∇θ = 0 dans Ω× (0,+∞)
u(., 0) = u0, ut(., 0) = u1, θ(., 0) = θ0, q(., 0) = q0 dans Ω

u = θ = 0 sur ∂Ω× [0,+∞),
(5)

tels que Ω est un domaine borné de Rn avec une frontière ∂Ω, u = u(x, t),
q = q(x, t) ∈ Rn, les fonctions α et g sont des fonctions positives
particulières et les coefficients c, κ, µ, λ, τ0 sont des constantes positives et
β 6= 0 est un nombre réel.

On obtient un résultat de décroissance en fonction de g et α pour lesquels
les deux taux de décroissance exponentielle et polynômiale ne sont que des
cas particuliers. Plus précisément, nous allons obtenir une relation entre le
taux de décroissance de l’énergie (lorsque t tend vers l’infini) et les
fonctions g et α sans faire des hypothèses plus restrictives sur le terme
d’amortissement frictionnel α(t)g(ut). Ainsi, on trouve un résultat de
décroissance générale et explicite de l’énergie qui permet d’utiliser une plus
grande classe de fonctions g et α.

0.3 Méthodologie
Pour atteindre les résultats souhaités, on se base principalement sur

quelques propriétés des fonctions convexes, l’inégalité de Jensen, l’inégalité
de Poincaré et essentiellement sur la construction des fonctionnelles de

v



Lyapunov appropriées qui sont équivalentes à l’énergie des solutions.

Pour traiter le système (3), on suit les mêmes techniques présentées dans
[39] avec quelques modifications et hypothèses additionnelles nécessaires et
convenables telle si k est le noyau résolvant de (−g′/g(0)), on suppose qu’il
vérifie :

k(0) > 0, lim
t→∞

k(t) = 0, k′(t) ≤ 0 (6)

k′′(t) ≥ H(−k′(t)), ∀t > 0, (7)

telles que H est une fonction positive, linéaire ou strictement croissante,
strictement convexe de classe C2 sur (0, r], r < 1, H(0) = 0, de plus, la
fonction H ′ est convexe et de classe C2 sur (0, r].

Les techniques utilisées sont basées sur la construction d’une fonctionnelle
de Lyapunov L équivalente à la fonctionnelle d’énergie E du problème (3).
Après quelques étapes, en construisant une autre fonction de Lyapunov F
qui est également équivalente à E, on arrive à l’inégalité suivante

F ′ (t) ≤ −mE (t)−c
∫ t

t1
k′(s)

∫
Γ1
|u (t)− u (t− s)|2 dΓ1ds+Ck2 (t)

∫
Γ1
|u0|2 dΓ1.

(8)
A ce stade, nous allons considérer un cas particulier dans lequel on

suppose que H(t) = ctp, 1 ≤ p < 3/2, en exploitant les conditions (6) et (7),
on va donner une preuve simple afin d’obtenir l’estimation de décroissance
de l’énergie et on va passer ensuite au cas général. On termine ce chapitre
par un exemple pour montrer comment appliquer notre résultat principal.

Pour traiter le système (4) dans le deuxième chapitre, on suit les mêmes
techniques présentées dans [38] avec quelques modifications nécessaires et
convenables telle si k est le noyau résolvant de (−g′/g(0)), on suppose qu’il
vérifie (6) et (7), telles que H est une fonction positive, linéaire ou
strictement croissante, strictement convexe de classe C2 sur (0, r], r < 1 et
H(0) = 0.

Ensuite, on construit une fonction de Lyapunov L équivalente à la somme
de première et deuxième énergie de la solution E = E1 +E2, après quelques
manipulations en exploitant les hypothèses (6) et (7) et en construisant une
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autre fonction de Lyapunov F (t) = L(t) + cE1(t), qui est clairement
équivalente aussi à E, on arrive à l’inégalité suivante

[
tH1

(
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)]′
≤ H1

(
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)

≤ −1
`
F ′1(t) + C

`

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

)
H0(k(t)), (9)

avec

F1(t) = H ′0

(
ε0
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)
F (t)

+ c0

(
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫ ∞
t

k2(s)ds
)
,

H1(t) = tH ′0 (ε0t) , pour ε0 > 0, H0(t) = H(D(t)),

où D est une fonction positive de classe C1. Une simple intégration de (9)
sur (t1, t) nous donne le résultat de décroissance générale. On va donner
aussi lors de ce travail, comme le chapitre précédent, un cas particulier de
la fonction H dans lequel on va trouver une estimation explicite de taux de
décroissance de la première énergie E1. A la fin de ce chapitre, on va donner
un exemple explicite pour illustrer notre résultat.

Ce résultat a fait l’objet d’une publication dans Electron. J. Differ .Equ.
Vol. 2014 (2014), No. 202, 1-18. Sous le titre "General boundary
stabilization result of memory-type thermoelasticity with second sound".

Tandis que, dans la dernier chapitre, pour trouver le taux de décroissance
de l’énergie de la solution du système (5), on utilise principalement les
propriétés des fonctions convexes et quelques inégalités telles que l’inégalité
de Young généralisée et l’inégalité de Jensen. Ces propriétés ont été
introduites par Lasiecka ([9], [18]-[20]) et ont été utilisées par Liu et Zuazua
[22] et Alabau-Boussouira [2].

On va considérer les hypothèses suivantes :
– (1) α : R+ → R+ est une fonction décroissante et différentiable.
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– (2) g : R→ R est une fonction croissante dans C0 et il existe des
constantes positives ε, c1, c2 et une fonction croissante G ∈ C1([0,+∞)),
avec G(0) = 0, où G est une fonction linéaire ou strictement convexe
dans C2 sur (0, ε] telles que

c1 |s| ≤ |g(s)| ≤ c2 |s|p si |s| ≥ ε

s2 + g2 (s) ≤ G−1 (sg (s)) si |s| ≤ ε

et p vérifie
1 ≤ p ≤ n+ 2

n− 2 si n > 2

1 ≤ p <∞ si n ≤ 2.

Notons ici que la condition (2), avec ε = 1 et p = 1, a été introduite et
utilisée par Lasiecka et Tataru [18] dans leur étude du comportement
asymptotique des solutions des équations des ondes non linéaires avec un
amortissement frontière non linéaire, où les auteurs ont obtenu des
estimations sur le taux de décroissance de l’énergie dépendantes
explicitement de la solution d’une équation différentielle ordinaire non
linéaire. Ils ont montré aussi que la monotonicité et la continuité de la
fonction g garantissent l’existence de la fonction G avec les propriétés
indiquées dans (2).

Pour aboutir à notre résultat, on introduit une fonction de Lyapunov F
équivalente à l’énergie de la solution E, en utilisant les propriétés de α et g,
après quelques techniques et quelques passages intéressants on obtient un
résultat de décroissance générale et explicite. A la fin de ce chapitre, nous
illustrons notre résultat par des exemples qui ont été déjà considérés par
Messaoudi et Mustafa [31].

0.4 Aperçu historique

0.4.1 Problèmes thermoélastiques classiques
Au cours des dernières décennies, il y a eu plusieurs travaux intéressants

sur l’existence, le comportement asymptotique et l’explosion des solutions
des problèmes thermoélastiques unidimensionnels et multidimensionnels,
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ainsi beaucoup d’articles ont été publiés.

On commence par le travail pionnier de Slemrod [45], où il a considéré un
problème thermoélastique unidimensionnel non-linéaire et a établi
l’existence globale et la décroissance de la solution classique, pour des
données initiales petites, où la frontière est sans traction et à température
constante ou rigidement maintenu et isolée thermiquement (c’est-à-dire des
conditions aux limites de type Neumann-Dirichlet ou de type
Dirichlet-Neumann).

Pour des conditions aux limites de type Dirichlet-Dirichlet, le problème
d’existence globale des solutions régulières est resté en suspens pendant une
longue période. En 1991, Racke et Shibata [43] ont utilisé les méthodes
d’analyse spectrale et ont prouvé la décroissance polynômiale de la solution
dans le cas linéaire et non-linéaire. Ils ont montré aussi que le taux de
décroissance dépend de la régularité des données initiales et ont prouvé que
le résultat d’existence globale dépend de la petitesse des données initiales
dans l’espace Hm (0, L) , où m est un grand nombre.

Dans [35], Muñoz Rivera a prouvé la décroissance exponentielle des
solutions des problèmes aux limites de type Dirichlet-Dirichlet en
thermoélasticité linéaire, en utilisant la méthode d’énergie, d’une manière
unique et originale. Plus tard, Racke, Shibata et Zheng [44] ont étendu les
résultats de [35] aux systèmes thermoélastiques non-linéaires et ont amélioré
le résultat de Racke et Shibata [43] pour des données initiales (u0, u1) dans
H3 (0, L)×H2 (0, L) . Rivera et Barreto [36] ont amélioré les résultats de
[43], ils ont montré qu’il est possible d’utiliser la méthode d’énergie
uniquement pour des données initiales (u0, u1) dans H2 (0, L)×H1 (0, L) .

Le problème de Cauchy où le corps thermoélastique occupe la ligne réelle
toute entière a été traité par Zheng et Shen [47] et Hrusa et Tarabek [16],
ils ont montré l’existence globale dans le temps. En particulier, Hrusa et
Tarabek [16] ont combiné certaines estimations de Slemrod [45] qui sont
restées valables pour les intervalles non bornés, où l’inégalité de Poincaré
n’est plus utilisable, avec quelques estimations supplémentaires pour
obtenir l’estimation de l’énergie avec des limites très petites.

Pour le cas multidimensionnel, la situation est différente que celle dans le
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cas unidimensionnel. Dans le cas multidimensionnel, il a été prouvé que la
dissipation donnée par la variation de température n’est pas assez forte
pour obtenir un taux de décroissance uniforme des solutions. Cela a été
confirmé par le travail pionnier de Dafermos [14], dans lequel il a démontré
un résultat de stabilité asymptotique. Il a également indiqué qu’il n’a pas
de décroissance de solution si le domaine est une boule. Plus tard, Lebeau
et Zuazua [21] ont amélioré le travail de [14], où les auteurs ont prouvé que
le taux de décroissance n’était jamais uniforme lorsque le domaine est
convexe. Ainsi, des mécanismes d’amortissement supplémentaires sont
nécessaires pour obtenir la décroissance uniforme.

En particulier, Jian, Muñoz Rivera et Racke [17] ont montré la
décroissance uniforme de la solution à symétrie radiale dans un espace de
deux ou trois dimensions.

En outre, Pereira et Menzala [40] ont introduit un amortissement linéaire
interne et ont établi également la décroissance uniforme de la solution. Un
résultat similaire a été obtenu par Liu [23] pour un système avec un
amortissement frontière linéaire dépendant de la vitesse agissant sur le
composant élastique du système et par Liu et Zuazua [24] au moyen d’un
amortissement frontière non linéaire.

Rivera et Racke [37] ont considéré un modèle magnéto-thermoélastique au
moyen d’un amortissement de type mémoire agissant sur la frontière. Si g
est la fonction de relaxation et k est le noyau résolvant de (−g′/g(0)), ils
ont montré que l’énergie associée à la solution décroît de façon
exponentielle (polynômiale) si k et (−k′) décroissent de façon exponentielle
(polynômiale). Messaoudi et Al-Shehri [28] ont considéré le système suivant

utt − µ4 u− (µ+ λ)∇ (divu) + β∇θ = 0 dans Ω× (0,+∞)
cθt − κ4 θ + βdivut = 0 dans Ω× (0,+∞)

u (., 0) = u0, ut (., 0) = u1, θ (., 0) = θ0 dans Ω
u = 0 sur Γ0 × [0,+∞)

u (x, t) = −
t∫

0
g(t− s)

(
µ
∂u

∂ν
+ (µ+ λ) (divu) ν

)
(s) ds sur Γ1 × [0,+∞)

θ = 0 sur Γ× [0,+∞),
(10)

où le corps Ω est un domaine borné de Rn, avec une frontière Γ = Γ0 ∪ Γ1,
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u = u(x, t) ∈ Rn, c, κ, β, µ, λ sont des constantes positives, et ils ont trouvé
un résultat de décroissance générale si la fonction k décroît d’une manière
générale.

Récemment, Mustafa [39] a traité le système (10) pour k vérifie
l’hypothèse suivante :
(A)

k(0) > 0, lim
t→∞

k(t) = 0, k′(t) ≤ 0

k′′(t) ≥ H(−k′(t)), ∀t > 0,

telles que H est une fonction positive, linéaire ou strictement croissante,
strictement convexe de classe C2 sur (0, r], r < 1, H(0) = 0.

Il a prouvé, pour u0 = 0 sur Γ1, une décroissance explicite de l’énergie où
la décroissance exponentielle et la décroissance polynômiale sont seulement
des cas particuliers.

0.4.2 Problèmes thermoélastiques avec second son
Au cours des quatre dernières décennies, de nombreux chercheurs se sont

intéressés à la thermoélasticité avec second son et plusieurs résultats
concernant l’existence, l’explosion et le comportement asymptotique des
solutions ont été établis.

Nous commençons avec le travail pionnier de Tarabek [46], où il a traité
des problèmes liés au système

utt − a(ux, θ, q)uxx + b(ux, θ, q)θx = α1(ux, θ)qqx
θt + g(ux, θ, q)qx + d(ux, θ, q)utx = α2(ux, θ)qqt

τ(ux, θ)qt + q + k(ux, θ)θx = 0,
(11)

dans des domaines bornés et non bornés et pour lesquels il a établi des
résultats d’existence globale pour des petites données initiales. Il a
également montré que ces solutions "classiques" tendent vers l’équilibre
quand t tend vers l’infini, mais pas de taux de décroissance a été donné.
Dans son travail, Tarabek a utilisé l’argument de l’énergie et a exploité
certaines relations de la seconde loi de la thermodynamique pour surmonter
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la difficulté résultante de l’absence de l’inégalité de Poincaré dans les
domaines non bornés. En ce qui concerne le comportement asymptotique,
Racke [42] a discuté (11) et a établi des résultats de décroissance
exponentielle pour plusieurs problèmes aux limites linéaires et non linéaires.
En particulier, il a étudié (11) pour α1 = α2 = 0,

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, θ(t, 0) = θ(t, 1) = θ̄, t ≥ 0

et il a montré, pour des données initiales suffisamment petites, que la
solution décroit d’une manière exponentielle vers l’état d’équilibre.
Messaoudi et Said-Houari [32] ont étendu le résultat de [42] au cas où
α1 6= 0, α2 6= 0.

Pour le cas multidimensionnel (n = 2, 3), Racke [41] a établi un résultat
d’existence pour le problème

utt − µ∆u− (µ+ λ)∇(div u) + β∇θ = 0 dans Ω× (0,+∞)
θt + γ div q + δ div ut = 0 dans Ω× (0,+∞)

τqt + q + κ∇θ = 0 dans Ω× (0,+∞)
u(., 0) = u0, ut(., 0) = u1, θ(., 0) = θ0, q(., 0) = q0 dans Ω

u = θ = 0 sur Γ× [0,+∞),

(12)

où Ω est un domaine borné de Rn avec une frontière régulière Γ, u = u(x, t),
q = q(x, t) ∈ Rn, µ, λ, β, γ, δ, τ, κ sont des constantes positives, µ, λ étant
respectivement les modules de Lamé, τ est le temps de relaxation, un petit
paramètre par rapport aux autres. En particulier, si τ = 0, (12) se réduit au
système thermoélastique classique dans lequel le flux de chaleur est donné
par la loi de Fourier au lieu de la loi de Cattaneo. Il a aussi prouvé, sous la
condition rotu = rotq = 0, un résultat de décroissance exponentielle pour
(12). Ce résultat s’applique automatiquement à la solution à symétrie
radiale comme un cas particulier. Messaoudi [27] a considéré (12) en
présence d’un terme source dans la première équation et a prouvé que la
solution existe localement et explose dans le cas où l’énergie initiale est
négative. Ces résultats ont ensuite été étendu dans le cas où l’énergie
initiale est positive par Messaoudi et Said-Houari [33].

Messaoudi et Al-Shehri [29] ont traité le système thermoélastique (12) au
moyen d’une condition de type mémoire sur une partie de la frontière Γ, ils
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ont montré, si k est le noyau résolvant de (−g′/g(0)), que l’énergie décroît à
un taux polynômial dans le cas où (−k′) décroît d’une manière
exponentielle. Récemment, Mustafa dans [38] a traité aussi le système (12)
au moyen d’une condition au bord de type mémoire pour k vérifie
l’hypothèse (A) et il a prouvé, pour u0 = 0 sur Γ1, une décroissance explicite
de l’énergie qui n’est pas nécessairement exponentielle ou polynômiale.

0.5 Notations, rappels et quelques inégalités
utiles

Cette section est consacrée à un rappel général qui consiste à choisir le
cadre fonctionnel. On introduit les espaces fonctionnels nécessaires à l’étude
de nos problèmes, ainsi quelques inégalités et notions élémentaires qui
seront très utiles par la suite.

On note
1. |x| =

√
x2

1 + x2
2 + ...+ x2

n la norme euclidienne de
x, x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn.

2. −→ν = (ν1, ν2, ..., νn) le vecteur normal unitaire extérieur en un point
du bord de Ω.

Pour toute fonction u : Rn −→ R régulière, on note :

1. Dαu = ∂|α|u

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

, avec α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn et |α| =
n∑
i=1
|αi| .

2. ∇u =
(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, ...,

∂u

∂xn

)
= grad u : Le gradient de u.

3. ∆u =
n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

: Laplacien de u.

Pour toute fonction u : Rn −→ Rn régulière avec u = (u1, u2, ..., un) , on
note :

1. ∆u = (∆u1,∆u2, ...,∆un) .

2. div u = ∇.u =
n∑
i=1

∂ui
∂xi

: La divergence de u.

3. Si n = 2, rot u = ∇∧ u = ∂u2

∂x1
− ∂u1

∂x2
.
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4. Si n = 3, rot u = ∇∧ u =
(
∂u3

∂x2
− ∂u2

∂x3
,
∂u1

∂x3
− ∂u3

∂x1
,
∂u2

∂x1
− ∂u1

∂x2

)
.

Soient Ω ⊂ Rn un ouvert, et ∂Ω la frontière de Ω.

1. C(Ω) ou Co(Ω) : Ensemble des fonctions continues dans Ω.
2. Co

c (Ω) : Ensemble des fonctions continues dans Ω à support compact.
3. Ck(Ω) : Ensemble des fonctions de classe k dans Ω.
4. Ck

c (Ω) : Ensemble des fonctions de Ck(Ω) à support compact.
5. C∞(Ω) : Ensemble des fonctions indéfiniment différentiables.
6. D (Ω) = C∞c (Ω) : Ensemble des fonctions de C∞(Ω) à support

compact.

1. Espaces de Lebesgue Lp (Ω)

Soit p ∈ R, 1 ≤ p <∞, et Ω un ensemble mesurable de Rn, on définit

Lp (Ω) =
{
u : Ω −→ R, telle que u mesurable et

∫
Ω
|u(x)|p dx <∞

}
.

Muni de la norme suivante

‖u‖Lp(Ω) =
(∫

Ω
|u(x)|p dx

)1/p
.

Si p =∞ :

L∞(Ω) = {u : Ω −→ R, u mesurable et il existe une constante c

telle que |u(x)| ≤ c, pp sur Ω}.

Muni de cette norme :

‖u‖L∞(Ω) = inf {c, |u(x)| ≤ c, pp sur Ω} .

Soit 1 ≤ σ ≤ ∞, on désigne par σ′ l’exposant conjugué de σ, c’est-à-dire :

1
σ

+ 1
σ′

= 1.

2. Inégalité de Hölder
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Soient u et v deux fonctions respectivement dans Lσ (Ω) et Lσ′ (Ω), alors
le produit uv est dans L1(Ω) avec∫

Ω
|uv|dx ≤ ‖u‖Lσ(Ω) ‖v‖Lσ′ (Ω) .

3. Inégalité de Young

∀(a, b) ∈ R2
+, ∀ε > 0, ab ≤ ε

σ
aσ + 1

σ′ε
σ′
σ

bσ
′
.

Dans le cas particulier σ = 2, on a

∀(a, b) ∈ R2
+, ∀ε > 0, ab ≤ ε

2a
2 + 1

2εb
2.

4. Les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont un outil essentiel pour l’étude des équations
aux dérivées partielles. En effet, les solutions de ces équations
appartiennent plus naturellement à un espace de Sobolev qu’à un espace de
fonctions continues partiellement dérivables au sens classique. Pour une
présentation plus complète des espaces de Sobolev, ou pour la
démonstration des résultats que nous annonçons ici, on pourra consulter
par exemple ([6] (chapitres 8 et 9) et [1]).

Notons que dans toute la suite de cette section, Ω désigne un ouvert borné
de Rn de frontière ∂Ω = Γ.

Soit m > 1 un entier et p un réel tel que 1 ≤ p ≤ ∞. On définit l’espace de
Sobolev Wm,p(Ω) par :

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), ∀α ∈ Nn, |α| ≤ m} .

Bien entendu, la dérivation est à prendre au sens de distribution.

L’espace Wm,p(Ω) est de Banach pour la norme

‖u‖Wm,p(Ω) =
∑

0≤|α|≤m
‖Dαu‖Lp(Ω).
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Pour p = 2, on pose Wm,2(Ω) = Hm(Ω), ce dernier est un espace de
Hilbert, pour le produit scalaire

(u, v)Hm(Ω) =
∑

0≤|α|≤m
(Dαu,Dαv)L2(Ω),

et il est un espace de Banach pour la norme associée

‖u‖Hm(Ω) =
 ∑

0≤|α|≤m
‖Dαu‖2

L2(Ω)

1/2

.

On désigne par Wm,p
0 (Ω), l’adhérence de D(Ω) dans Wm,p(Ω).

Pour p = 2 et m = 1, l’espace H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω) est un espace de Hilbert
pour la norme et le produit scalaire de H1(Ω).

Maintenant, on désigne par W−m,q(Ω) l’espace dual de Wm,p
0 (Ω) pour

1 ≤ p <∞
(

1
p

+ 1
q

= 1
)
et par H−1(Ω) l’espace dual de H1

0 (Ω), de plus, on
a

H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω)

avec injections continues.

5. Injections de Sobolev

Les injections de Sobolev sont très utilisées lorsqu’on étudie les équations
aux dérivées partielles. Elle fournissent des inégalités entre les normes des
espaces de Sobolev et les normes des espaces de Lebesgue.

Théorème 0.5.1 (Rellich-Kondrachov)
On suppose que Ω est borné de classe C1. On a

1. Si p < n, alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗), où 1
p∗

= 1
p
− 1
n
.

2. Si p = n, alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1,+∞).
3. Si p > n, alors W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω),

avec injections compactes.
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Notons que le Théorème précédent est vrai pour W 1,p
0 (Ω) avec Ω ouvert

borné quelconque.

6. Inégalité de Poincaré

On suppose que Ω est un ouvert borné. Alors il existe une constante cp
(dépendant de Ω et p seulement) telle que

‖u‖Lp(Ω) ≤ cp‖∇u‖Lp(Ω), ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω), (1 ≤ p <∞). (13)

Proposition 0.5.2 Si Ω est de classe C2, alors (−∆)−1 (L2(Ω)) ⊂ H2(Ω)
et l’application linéaire (−∆)−1 de L2(Ω) dans H2(Ω) est aussi bornée.

7. Notions de trace au bord

Il n’est pas nécessaire qu’une fonction u de l’espace L2(Ω) ait un
représentant continu pour que l’on puisse considérer sa restriction à Γ.
C’est ce que nous appellerons la trace de u sur le bord.

Théorème 0.5.3 Soit Ω un ouvert de classe C1, alors il existe un
opérateur linéaire continu, appelé opérateur trace et noté γ0 de H1(Ω) dans
L2(Γ) qui coïncide avec l’opérateur de restriction usuel pour les fonctions
continues. En particulier, il existe une constante c1 qui ne dépend que de Ω,
telle que :

‖γ0u‖L2(Γ) ≤ c1‖u‖H1(Ω), ∀u ∈ H1(Ω).

Si on suppose que {Γ0,Γ1} constitue une partition de Γ, avec
meas(Γ0) > 0, on définit alors

H1
Γ0(Ω) =

{
u ∈ H1(Ω) : u = 0 sur Γ0

}
.

Cet espace est fermé dans H1(Ω) comme noyau de l’application (linéaire)
continue r ◦ γ0 où r : L2(Γ)→ L2(Γ0) est l’application restriction. Donc(
H1

Γ0(Ω), ‖.‖H1(Ω)
)
est un Hilbert, avec

∀u ∈ H1
Γ0(Ω), ‖u‖H1

Γ0
(Ω) = ‖∇u‖L2(Ω).

De plus, on a l’injection continue H1
Γ0(Ω) ↪→ Lm(Γ1), 1 ≤ m <

2(n− 1)
n− 2 ,

c’est-à-dire il existe une constante c0, telle que

‖u‖Lm(Γ1) ≤ c0‖∇u‖L2(Ω). (14)
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8. Formule de Green

Maintenant que nous somme en mesure de donner un sens à la restriction
d’une fonction d’un espace de Sobolev sur le bord d’un ouvert.

Proposition 0.5.4 Soit Ω un ouvert de classe C1, alors :

1. Pour toutes fonctions u, v ∈ H1(Ω), on a∫
Ω

∂u

∂xi
vdx = −

∫
Ω
u
∂v

∂xi
dx+

∫
Γ
uvνidΓ,

où νi = νei. Noter que l’intégrale de surface a un sens puisque
u, v ∈ L2(Γ).

2. Pour toutes fonctions u ∈ H2(Ω), et v ∈ H1(Ω), on a∫
Ω

∆uvdx = −
∫

Ω
∇u.∇vdx+

∫
Γ

∂u

∂ν
vdΓ, (15)

où
∂u

∂ν
=

n∑
i=1

γ0

(
∂u

∂xi

)
νi.

9. Equations intégrales de Volterra

Si on définit le produit ∗ par

(u ∗ v)(t) =
∫ t

0
u(t− s)v(s)ds. (16)

Alors, l’équation suivante

ϕ(t) = f(t) + (R ∗ ϕ)(t) (17)

est une équation intégrale de Volterra de seconde espèce, telles que f et R
sont des fonctions connues et ϕ est la fonction inconnue. La fonction R
s’appelle le noyau de l’équation intégrale de Volterra. Sa solution est
donnée par la formule suivante

ϕ(t) = f(t) +
∫ t

0
k(t− s)f(s)ds = f(t) + (k ∗ f)(t). (18)
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Où la fonction k est le noyau résolvant de R, qui est définie par

k(t) = R(t) + (R ∗ k)(t). (19)

10. La règle de Leibniz

Elle donnée par la formule

d

dt

∫ B(t)

A(t)
f(t, s)ds =

∫ B(t)

A(t)

∂f(t, s)
∂t

ds+ f(t, B(t))dB(t)
dt
− f(t, A(t))dA(t)

dt
.

(20)
11. Inégalité de Jensen

L’inégalité de Jensen aura un rôle très important dans la démonstration
de notre résultat principal.

Si F est une fonction convexe sur [a, b], f : Ω→ [a, b] et h sont des
fonctions intégrables sur Ω, h(x) ≥ 0, et

∫
Ω h(x)dx = ` > 0, alors l’inégalité

de Jensen affirme que

F
[1
`

∫
Ω
f(x)h(x)dx

]
≤ 1
`

∫
Ω
F [f(x)]h(x)dx. (21)

N’importe quelle autre notion sera énoncée dans le chapitre où elle ira
apparaître.
Dans toute la suite, c et C désignent des constantes génériques qui

peuvent changer d’une ligne à une autre.
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Chapitre 1

Stabilisation frontière d’un
problème thermoélastique
classique de type mémoire

Dans ce chapitre, nous allons considérer un système thermoélastique
classique avec un amortissement frontière qui décrit un modèle de vibration
dans un corps thermoélastique, où la conduction de la chaleur est donnée
par la loi de Fourier (1) ce qui signifie que les perturbations thermiques se
propagent avec une vitesse infinie. Autrement dit, on va considérer le
système suivant :

utt − µ4 u− (µ+ λ)∇ (divu) + β∇θ = 0 dans Ω× (0,+∞)
cθt − κ4 θ + βdivut = 0 dans Ω× (0,+∞)

u (., 0) = u0, ut (., 0) = u1, θ (., 0) = θ0 dans Ω
u = 0 sur Γ0 × [0,+∞)

u (x, t) = −
t∫

0
g(t− s)

(
µ
∂u

∂ν
+ (µ+ λ) (divu) ν

)
(s) ds sur Γ1 × [0,+∞)

θ = 0 sur Γ× [0,+∞),
(1.1)

où le corps Ω est un domaine borné dans Rn (n ≥ 2) avec une frontière
suffisamment régulière Γ, tels que {Γ0,Γ1} est une partition de Γ, ν est la
normale extérieure unitaire à Γ, u = u(x, t) ∈ Rn est le vecteur de
déplacement, θ = θ(x, t) est la température absolue. Le noyau g est la
fonction de relaxation qui est positive et différentiable avec g(0) 6= 0. Les
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coefficients c, κ, µ, λ sont des constantes positives où µ, λ sont des modules
de Lamé et β 6= 0 est un nombre réel. La condition au bord sur Γ1 désigne
une équation intégrale qui exprime l’amortissement non local de l’effet de
certaine mémoire, en fait, les conditions aux limites non locale apparaissent
principalement lorsque les données sur la frontière ne peuvent pas êtres
mesurées directement, mais seulement leurs valeurs moyennes sont connues.
D’un point de vue physique, cette condition et la condition u = 0 sur Γ0
signifient que le domaine Ω est maintenu par un corps solide sur la première
partie de sa frontière Γ0 et par un corps viscoélastique sur l’autre partie Γ1.
On va voir que la dissipation donnée par ce terme de type mémoire est
suffisamment forte pour obtenir la stabilisation du système (1.1).

Le présent chapitre est organisé comme suit :
Dans la section 1.1 on va donner quelques notations et les hypothèses

nécessaires. Notre résultat et sa démonstration seront présentés
respectivement dans les sections 1.2 et 1.3 et on termine par un exemple
explicite pour illustrer notre résultat principal.

1.1 Notations et hypothèses
Pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la

dépendance de la fonction u par rapport à x où par rapport à t.

Afin d’établir notre résultat, on aura besoin des hypothèses suivantes :
(A1) Fixons un point x0 ∈ Rn et posons m(x) = x− x0. Supposons que les
partitions Γ0 et Γ1 sont fermées, disjointes et meas(Γ0) > 0, telles que

Γ0 = {x ∈ Γ : m(x).ν ≤ 0}, Γ1 = {x ∈ Γ : m(x).ν ≥ δ > 0}.

Pour estimer le terme
(
µ∂u
∂ν

+ (µ+ λ)(div u)ν
)
, on dérive la troisième

équation du système (1.1) par rapport à t, en utilisant la formule de Leibniz
(20) et le produit de convolution qui est défini dans (16), nous obtenons(
µ
∂u

∂ν
+(µ+λ)(div u)ν

)
+ 1
g(0)

(
g′ ∗

(
µ
∂u

∂ν
+ (µ+ λ)(div u)ν

))
= − 1

g(0)ut.

L’équation ci-dessus est une forme d’une équation intégrale de Volterra de
seconde espèce (17), dont sa solution est donnée comme suit (voir (18))

µ
∂u

∂ν
+ (µ+ λ)(div u)ν = − 1

g(0)(ut + k ∗ ut), sur Γ1 × [0,+∞),
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où la fonction k est le noyau résolvant (voir (19)) de (−g′/g(0)). Autrement
dit,

k + 1
g(0)(g′ ∗ k) = − 1

g(0)g
′.

En Posant η = 1/g(0) et en utilisant l’intégration par parties, nous
arrivons à

µ
∂u

∂ν
+ (µ+λ)(div u)ν = −η(ut+k(0)u−k(t)u0 +k′ ∗u), sur Γ1× [0,+∞).

(1.2)
Puisque nous nous sommes intéressés par les fonctions de relaxation à

décroissance plus générale, il est important de savoir si la fonction k hérite
de quelques propriétés de la fonction de relaxation g. Le lemme suivant
répond à cette question.

Soit h : [0,+∞)→ R+, une fonction continue et k son noyau de résolvant,
c’est-à-dire :

k (t) = h (t) + (k ∗ h) (t) .

Il est évident que la fonction k est continue et positive (voir [12, 37]).

Lemme 1.1.1 Supposons que

h (t) ≤ c0e
−
∫ t

0 γ(ζ)dζ

où γ : [0,+∞)→ R+ est une fonction décroissante et vérifiant, pour
certaine constante positive ε < 1,

c1 =
∫ +∞

0
e−
∫ s

0 (1−ε)γ(ζ)dζds <
1
c0
.

Alors, la fonction k satisfait

k (t) ≤ c0

1− c0c1
e−ε

∫ t
0 γ(ζ)dζ .

Preuve. voir ([34]).

Remarque 1.1.2 Le résultat du Lemme 1.1.1 n’est qu’un cas particulier,
voir [34] pour plus de détails.
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En se basant sur le lemme 1.1.1, dans toute la suite on va utiliser
l’équation (1.2) à la place de la troisième équation du système (1.1).
De plus, supposons que la fonction k vérifie l’hypothèse suivante :
(B1) k : R+ → R+ de classe C2 telles que

k(0) > 0, lim
t→∞

k(t) = 0, k′(t) ≤ 0

et il existe une fonction positive H ∈ C1(R+) avec H(0) = 0, H linéaire
ou strictement croissante et H strictement convexe de classe C2 sur (0, r],
r < 1, telle que

k′′(t) ≥ H(−k′(t)), ∀t > 0
et la fonction H ′ est également convexe et de classe C2 sur (0, r].
Définissons maintenant :

(ϕ ◦ ψ)(t) =
∫ t

0
ϕ(t− s)|ψ(t)− ψ(s)|2ds.

Lemme 1.1.3 ([37]) Si ϕ, ψ ∈ C1(R+), alors

(ϕ ∗ ψ)(t)ψt(t) = −1
2ϕ(t)|ψ(t)|2 + 1

2 (ϕ′ ◦ ψ) (t)

− 1
2
d

dt

(
(ϕ ◦ ψ) (t)−

( ∫ t

0
ϕ(s)ds

)
|ψ(t)|2

)
.

(1.3)

Avant de définir la solution du système (1.1), on considère l’espace
suivant :

V = H1
Γ0(Ω) = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 sur Γ0}.

En appliquant la méthode de Galerkin comme dans [11], on montre que
notre système (1.1) est bien posé au sens suivant :

Théorème 1.1.4 Soient k ∈ W 2,1 (R+) ∩W 1,∞ (R+) , u0 ∈
(H2 (Ω) ∩ V )n , θ0 ∈ (H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω)) et u1 ∈ V n, avec

∂u0

∂ν
+ ηu0 = 0 sur Γ1. (1.4)

Alors, le système (1.1) admet une seule solution forte (u, θ) vérifiant

u ∈ C
(
R+;

(
H2 (Ω) ∩ V

)n)
∩ C1

(
R+;V n

)
∩ C2

(
R+;

(
L2 (Ω)

)n)
,

θ ∈ C
(
R+;H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω)
)
∩ C1

(
R+;H1

0 (Ω)
)
.
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On introduit la fonctionnelle d’énergie totale associée au problème (1.1)
par

E (t) = 1
2

∫
Ω

[
|ut|2 + µ |∇u|2 + (µ+ λ) (divu)2 + cθ2

]
dx

− η

2

∫
Γ1

(k′ ◦ u)(t)dΓ1 + η

2

∫
Γ1
k (t) |u|2 dΓ1.

(1.5)

1.2 La décroissance générale de l’énergie de
la solution

Dans cette section on va énoncer notre résultat principal.

Théorème 1.2.1 Soit (u0, u1, θ0) ∈
(
V n × (L2 (Ω))n ×H1

0 (Ω)
)
. Supposons

que les hypothèses (A1) et (B1) sont satisfaites. Alors, il existe des
constantes positives k1, k2, k3, c1, c2, t1 et ε0 telles que :

(I) Dans le cas particulier H (t) = ctp, tel que 1 ≤ p < 3
2 , la solution du

problème (1.1) satisfait

E (t) ≤ k3G
−1(k1t+ k2)

[
c1 − c2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)
×
∫∞
t

H (k2 (s))
G−1 (k1s+ k2)ds

]
−η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds, pour tout t ≥ t1,

où G (t) =
∫ 1
t

1
sH ′ (ε0s)

ds.

(II) Dans le cas général, la solution du problème (1.1) vérifie

E (t) ≤ k3H
−1
1 (k1t+ k2)

[
c1 − c2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)
×
∫∞
t

H0(k2 (s))
H−1

1 (k1s+ k2)
ds

]
−η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds, pour tout t ≥ t1,

(1.6)
telles que

H1 (t) =
∫ 1

t

1
sH ′0 (ε0s)

ds, H0 (t) = H (D (t)) ,
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où D est une fonction positive de classe C2, avec D (0) = 0, pour laquelle la
fonction H0 est une fonction strictement croissante, strictement convexe de
classe C2 sur (0, r], sa dérivée H ′0 est une fonction convexe de classe C2 sur
(0, r] et ∫ +∞

0

−k′ (s)
H−1

0 (k′′ (s))
ds < +∞. (1.7)

Remarque 1.2.2 1. Si u0 = 0 sur Γ1, on obtient alors les mêmes résultats
de Mustafa [39].
2. En utilisant les propriétés de la fonction H, on peut montrer facilement
que la fonction H1 est strictement décroissante et convexe sur (0, 1], avec
limt→0H1 (t) = +∞. Ainsi, le Théorème 1.2.1 assure que

lim
t→+∞

E(t) = 0.

3. Les estimations de la décroissance usuelle ont été déjà montrées lorsque
le noyau k vérifie la condition k′′ ≥ d(−k′)p, 1 ≤ p < 3/2, elles deviennent
simplement des cas particuliers de notre travail pour lesquelles on va
fournir une preuve.
4. Puisque limt→+∞ k(t) = 0, limt→+∞ (−k′ (t)) ne peut pas être égale à un
nombre positif, ce qui signifie clairement que limt→+∞(−k′(t)) = 0. On suit
la même technique, on déduit également que limt→+∞ k

′′(t) = 0. Donc, il
existe t1 > 0 suffisamment grand tels que k′(t1) < 0 et

max{k(t),−k′(t), k′′(t)} < min{r,H(r), H0(r)}, ∀t ≥ t1. (1.8)

Par suite, puisque la fonction k′ est croissante, k′(0) < 0 et k′(t1) < 0, on
a : k′(t) < 0 pour tout t ∈ [0, t1] et

0 < −k′(t1) ≤ −k′(t) ≤ −k′(0), ∀t ∈ [0, t1].

Ainsi, puisque la fonction H est positive et continue, nous avons

a ≤ H(−k′(t)) ≤ b, ∀t ∈ [0, t1],

où a et b sont des constantes positives. Par conséquent, pour tout t ∈ [0, t1],
on a

k′′(t) ≥ H(−k′(t)) ≥ a = a

k′(0)k
′(0) ≥ a

k′(0)k
′(t)

ce qui implique que

k′′(t) ≥ d(−k′(t)), ∀t ∈ [0, t1], (1.9)

où d est une constante positive.
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Lemme 1.2.3 Si les hypothèses du Théorème 1.2.1 sont vérifiées, alors
l’énergie associée au problème (1.1) satisfait

E ′ (t) ≤ −κ
∫

Ω
|∇θ|2 dx− η

2

∫
Γ1
|ut|2 dΓ1 + η

2k
′ (t)

∫
Γ1
|u|2 dΓ1

− η

2

∫
Γ1

(k′′ ◦ u) (t) dΓ1 + η

2k
2 (t)

∫
Γ1
|u0|2 dΓ1.

(1.10)

Preuve. On multiple l’équation (1.1)1 par ut et (1.1)2 par θ et on intègre
sur Ω, en utilisant (1.2), (1.3) et la formule de Green (15), nous obtenons

E ′ (t) = −κ
∫

Ω
|∇θ|2 dx− η

∫
Γ1
|ut|2 dΓ1 + ηk (t)

∫
Γ1

(u0.ut) dΓ1

+η2k
′ (t)

∫
Γ1
|u|2 dΓ1 −

η

2

∫
Γ1

(k′′ ◦ u) (t) dΓ1.

Ensuite, l’inégalité de Young implique que∫
Γ1
k (t) (u0.ut) dΓ1 ≤

1
2

∫
Γ1
|ut|2 dΓ1 + 1

2k
2 (t)

∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

et par conséquent, on obtient (1.10).

Remarque 1.2.4 (a) Si u0 = 0 sur Γ1, alors E ′ (t) ≤ 0, d’où
E (t) ≤ E (0) .
(b) Si u0 6= 0 sur Γ1, alors

E (t) ≤ E (0) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ t

0
k2 (s) ds ≤ A, (1.11)

pour une certaine constante A > 0.

Lemme 1.2.5 Sous les hypothèses (A1) et (B1), la solution de (1.1)
vérifie, pour tout ε > 0,

d

dt

∫
Ω
ut. [M + (n− 1)u] dx

≤ −
∫

Ω
|ut|2 dx− µ

∫
Ω
|∇u|2 dx− µ+ λ

2

∫
Ω

(divu)2 dx

+ C
∫

Ω
|∇θ|2 dx− µδ

2

∫
Γ1
|∇u|2 dΓ1 − (µ+ λ) δ

∫
Γ1

(divu)2 dΓ1

+ C

µ

∫
Γ1
|ut|2 dΓ1 + Ck2 (t)

∫
Γ1
|u|2 dΓ1 + Ck2 (t)

∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

− Cµ

ε

∫
Γ1

(k′ ◦ u) (t) dΓ1 + ε
∫

Γ1
|u|2 dΓ1,

(1.12)
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où
M = (M1,M2, ...,Mn)T , tel que Mi = 2m.∇ui

et C est une constante positive.

Pour la preuve du lemme ci-dessus, voir [28, 39].

1.3 Preuve du Théorème 1.2.1
Dans cette section, on va prouver notre résultat principal.
On définit la fonction de Lyapunov L comme suit

L (t) = NE (t) +
∫

Ω
ut. [M + (n− 1)u] dx,

pour N > 0 à choisir ultérieurement. Ensuite, à partir de (1.10) et (1.12),
nous avons

L′ (t) ≤ − (Nκ− C)
∫

Ω
|∇θ|2 dx− N

2 η
∫

Γ1
|ut|2 dx−

N

2 η
∫

Γ1
(k′′ ◦ u) dΓ1

+N2 ηk
2 (t)

∫
Γ1
|u0|2 dΓ1 −

∫
Ω
|ut|2 dx− µ

∫
Ω
|∇u|2 dx

−µδ2

∫
Γ1
|∇u|2 dΓ1 −

1
2 (µ+ λ)

∫
Ω

(divu)2 dx

− (µ+ λ)
∫

Γ1
(divu)2 dΓ1 + C

µ

∫
Γ1
|ut|2 dΓ1 + C

ε
k2 (t)

×
[∫

Γ1
|u|2 dΓ1 +

∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

]
− Cµ

ε

∫
Γ1

(k′ ◦ u) dΓ1

+ε
∫

Γ1
|u|2 dΓ1.

En utilisant l’inégalité de trace (14), on arrive à

L′ (t) ≤ −
∫

Ω
|ut|2 dx− (Nκ− C)

∫
Ω
|∇θ|2 dx−

(
µ− εc0 −

C

ε
k2 (t)

) ∫
Ω
|∇u|2 dx

−1
2 (µ+ λ)

∫
Ω

(divu)2 dx−
(
N

2 η −
C

µ

)∫
Γ1
|ut|2 dΓ1

−N2 η
∫

Γ1
(k′′ ◦ u) dΓ1 −

Cµ

ε

∫
Γ1

(k′ ◦ u) (t) dΓ1 − (µ+ λ)
∫

Γ1
(divu)2 dΓ1

+
(
N

2 η + C

ε

)
k2 (t)

∫
Γ1
|u0|2 dΓ1. (1.13)
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A ce stade, on fixe ε suffisamment petit de sorte que εc0 = 1
2µ et on

choisit N assez grand tels que

L ∼ E (1.14)

et
a1 = N

2 η −
C

µ
> 0, a2 = Nκ− C > 0 et a3 = N

2 η + C

ε
.

Ainsi, (1.13) se réduit à

L′ (t) ≤ −
∫

Ω
|ut|2 dx−

(
µ

2 −
C

ε
k2 (t)

) ∫
Ω
|∇u|2 dx− 1

2 (µ+ λ)
∫

Ω
(divu)2 dx

−a1

∫
Γ1
|ut|2 dΓ1 − a2

∫
Ω
|∇θ|2 dx− 2c0C

∫
Γ1

(k′ ◦ u) dΓ1

+a3k
2 (t)

∫
Γ1
|u0|2 dΓ1.

En utilisant le fait que limt→+∞ k (t) = 0 et l’inéglité de Poincaré (13), il
résulte, pour t1 suffisamment grand, que

L′ (t) ≤ −mE (t) + c′k2 (t)
∫

Γ1
|u0|2 dΓ1 − c

∫
Γ1

(k′ ◦ u) (t) dΓ1, ∀t ≥ t1

(1.15)
où m, c′ et c sont des constantes positives.

On utilise maintenant (1.9) pour conclure que, pour tout t ≥ t1,

−
∫ t1

0
k′(s)

∫
Γ1
|u (t)− u (t− s)|2 dΓ1ds

≤ 1
d

∫ t1

0
k′′ (s)

∫
Γ1
|u (t)− u (t− s)|2 dΓ1ds, (1.16)

d’une part. D’autre part, de (1.10) il vient

η

2

∫
Γ1

(k′′ ◦ u) (t) dΓ1 ≤ −E ′ (t) + η

2k
2 (t)

∫
Γ1
|u0|2 dΓ1. (1.17)

Par conséquent, (1.16) devient

−
∫ t1

0
k′(s)

∫
Γ1
|u (t)− u (t− s)|2 dΓ1ds ≤ −c

[
E ′ (t)− η

2k
2 (t)

∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

]
.

(1.18)
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Ensuite, en prenant F (t) = L (t) + cE (t) , on peut facilement déduire que

α1F (t) ≤ E (t) ≤ α2F (t) (1.19)

pour deux constantes positives α1 et α2 convenablement choisies. En
utilisant ensuite (1.15) et (1.18) , on obtient, pour tout t ≥ t1 et pour une
certaine constante positive C,

F ′ (t) ≤ −mE (t)−c
∫ t

t1
k′(s)

∫
Γ1
|u (t)− u (t− s)|2 dΓ1ds+Ck2 (t)

∫
Γ1
|u0|2 dΓ1.

(1.20)
On considère maintenant un exemple de la fonction H et on passe, après

l’obtention de l’estimation de décroissance de l’énergie, au cas général.

(I) H(t) = ctp tel que 1 ≤ p < 3/2 :

Cas 1. p = 1 :

En tenant compte de l’hypothèse (B1) et (1.17), l’inégalité (1.20) donne,
pour tout t ≥ t1,

F ′ (t) ≤ −mE (t) + c
∫

Γ1
(k′′ ◦ u) (t) dΓ1 + Ck2 (t)

∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

≤ −mE (t) + c
[
−E ′(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)
k2 (t)

]
+C

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)
k2 (t) ,

ce qui implique, en ajoutant et en soustrayant le terme[
α1m

η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

]
et en sachant que

[
(
∫∞
t k2 (s) ds)′ < 0

]
,

que [
α1F (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]′

≤ α1F
′ (t)

≤ −α1m
[
E (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]

+α1c
[
−E ′(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)
k2 (t)

]
+α1C

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)
k2 (t)

+α1m
η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds,
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pour tout t ≥ t1, d’où, on trouve l’estimation suivante, pour deux
constantes positives C et m′ convenablement choisies,

F ′0 (t) ≤ −m′
[
E (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]

+C
(∫

Γ1
|u0|2 dΓ1

) [
k2 (t) +

∫ ∞
t

k2 (s) ds
]
, (1.21)

avec

F0 (t) =
[
α1F (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]

+α1c
[
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]
.

De (1.19) , il s’ensuit

F0 (t) ∼ E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds (1.22)

par suite (1.21) devient, pour a > 0,

F ′0 (t) ≤ −aF0 (t) + C
(∫

Γ1
|u0|2 dΓ1

) [
k2 (t) +

∫ ∞
t

k2 (s) ds
]
, ∀t ≥ t1.

(1.23)
1) Si u0 = 0 sur Γ1, alors l’inégalité (1.23) se réduit à

F ′0 (t) ≤ −aF0 (t) , ∀t ≥ t1,

dans ce cas
F0 = α1F + α1cE ∼ E.

Une simple intégration de l’inégalité précédente conduit à

F0 (t) ≤ c′ exp (−at) , ∀t ≥ t1.

Par suite, nous obtenons, pour une certaine constante positive c,

E (t) ≤ c exp (−at) , ∀t ≥ t1.

2 ) Si u0 6= 0 sur Γ1, on construit la fonction suivante

Ψ (t) = F0 (t)

+C
(∫

Γ1
|u0|2 dΓ1

)
exp (−at)

∫ ∞
t

[
k2 (s) +

∫ ∞
s

k2 (v) dv
]

exp (as) ds.
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On dérive cette fonction en utilisant (1.23) , on obtient

Ψ′ (t) ≤ −a Ψ (t) , ∀t ≥ t1.

Encore une fois, une simple intégration donne, pour une certaine
constante positive c,

Ψ (t) ≤ c exp (−at) , ∀t ≥ t1,

ce qui implique que, pour tout t ≥ t1,

F0 (t) ≤ exp (−at)
[
c− C

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)
×
∫ ∞
t

[
k2 (s) +

∫ ∞
s

k2 (v) dv
]

exp (as) ds
]

≤ exp (−at)
[
c− C

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)
×
∫ ∞
t

k2 (s) exp (as) ds
]
.

En utilisant (1.22) , on trouve pour tout t ≥ t1 et pour des constantes
positives c1, c2 et k3 convenablement choisies

E (t) ≤ k3 exp (−at)
[
c1 − c2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)
×
∫ ∞
t

k2 (s) exp (as) ds
]

−η2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds.

Par conséquent, on déduit finalement que

E (t) ≤ k3G
−1(t)

(
c1 − c2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)
×
∫ ∞
t

H (k2 (s))
G−1 (s) ds

)

−η2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds.

Cas 2. 1 < p < 3
2 :
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On peut facilement montrer que∫ +∞

0
[−k′(s)]1−δ0ds < +∞, pour tout δ0 < 2− p.

Ce qui joint à (14), (1.5) et (1.11), en choisissant t1 assez grand s’il est
nécessaire, on conclut, pour tout t ≥ t1, que

η(t) =
∫ t

t1
[−k′(s)]1−δ0

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2 dΓ1ds

≤ 2
∫ t

t1
[−k′(s)]1−δ0

∫
Γ1

(|u(t)|2 + |u(t− s)|2) dΓ1ds

≤ CA
∫ t

t1
[−k′(s)]1−δ0ds < 1. (1.24)

Ensuite, grâce à l’inégalité de Jensen (21), l’hypothèse (B1), (1.10) et
(1.24), on déduit que, pour tout t ≥ t1,

−
∫ t

t1
k′(s)

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2 dΓ1ds

=
∫ t

t1
[−k′ (s)]δ0 [−k′ (s)]1−δ0

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2 dΓ1ds

=
∫ t

t1
[−k′ (s)]

p−1+δ0
(

δ0
p−1+δ0

)
[−k′ (s)]1−δ0

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2 dΓ1ds

≤ η(t)
[ 1
η(t)

∫ t

t1
[−k′ (s)](p−1+δ0) [−k′ (s)]1−δ0

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2 dΓ1ds

] δ0
p−1+δ0

≤
[ ∫ t

t1
[−k′ (s)]p

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2 dΓ1ds

] δ0
p−1+δ0

≤ c
[ ∫ t

t1
k′′(s)

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2 dΓ1ds

] δ0
p−1+δ0

≤ c
[
−E ′(t) + η

2k
2 (t)

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)] δ0
p−1+δ0

.

Prenons δ0 = 1/2, on trouve que (1.20) devient

α1F
′ (t) ≤ −α1mE (t) + α1c

[
−E ′(t) + η

2k
2 (t)

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)] 1
2p−1

+α1C
(∫

Γ1
|u0|2 dΓ1

)
k2 (t) , (1.25)
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pour tout t ≥ t1.
En sachant que (

η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
)′
≤ 0

et en utilisant la formule (1.25), il est aisé de vérifier qu’on a(
α1F (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
)′

≤ −α1m
[
E (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]

+α1c
[
−E ′(t) + η

2k
2 (t)

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)] 1
2p−1

+ α1C
(∫

Γ1
|u0|2 dΓ1

)
k2 (t)

+α1m
η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds, (1.26)

pour tout t ≥ t1.
Ainsi, (1.26) se réduit, pour C > 0, à(

α1F (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
)′

≤ −α1m
[
E (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]

+α1c
[
−E ′(t) + η

2k
2 (t)

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)] 1
2p−1

+C
(∫

Γ1
|u0|2 dΓ1

) [
k2 (t) +

∫ ∞
t

k2 (s) ds
]
.

Multiplions membre à membre l’estimation précédente par[
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

]α
, avec α = 2p− 2, en utilisant le fait

que
E ′ (t) ≤ η

2k
2 (t)

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)
,
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on obtient ([
α1F (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]

×
[
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]α)′

≤
(
α1F (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
)′

×
[
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]α

≤ −α1m
[
E (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]α+1

+α1c
[
−E ′(t) + η

2k
2 (t)

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)] 1
α+1

×
[
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]α

+C
(∫

Γ1
|u0|2 dΓ1

) [
k2 (t) +

∫ ∞
t

k2 (s) ds
]

×
[
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]α
.

Ensuite, appliquons l’inégalité de Young, avec σ = α + 1 et σ′ = α+1
α
, pour

[
−E ′(t) + η

2k
2 (t)

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)] 1
α+1

[
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]α

et [
k2 (t) +

∫ ∞
t

k2 (s) ds
] [
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]α
,
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on arrive, pour C > 0, à([
α1F (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]

[
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]α)′

≤ −α1m
[
E (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]α+1

+ε
[
1 +

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)] [
E (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]α+1

+Cε
[
−E ′(t) + η

2k
2 (t)

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)]
+C

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) [
k2 (t) +

∫ ∞
t

k2 (s) ds
]α+1

.

Ainsi, si on prend ε
[
1 +

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)]
< α1m, nous obtenons

F ′0(t) ≤ −m′
[
E (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]α+1

+C
(∫

Γ1
|u0|2 dΓ1

) [
k2 (t) +

∫ ∞
t

k2 (s) ds
]α+1

, (1.27)

où m′ est une constante positive et

F0 (t) =
[
α1F (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]

×
[
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]α

+Cε
[
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]
.

En vertu de (1.19) , on aura

F0 ∼ E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds (1.28)

et l’estimation (1.27) devient, pour tout t ≥ t1 et pour a > 0

F ′0(t) ≤ −aFα+1
0 (t) + C

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) [
k2 (t) +

∫ ∞
t

k2 (s) ds
]α+1

. (1.29)
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1 ) Si u0 = 0 sur Γ1, alors (1.29) se réduit à

F ′0(t) ≤ −aF 1+α
0 (t) ,

avec F0 = α1FE
α + CεE ∼ E. Une simple intégration implique, pour deux

constantes positives c et a′ convenablement choisies,

F0 (t) ≤ c

(at+ a′)
1
α
,

ce qui signifie clairement, pour a′′ > 0, que

E (t) ≤ a
′′

(at+ a′)
1
α

,

et par suite on conclut, pour une certaine constante positive c, que

E (t) ≤ cG−1(at+ a′).

2 ) Si u0 6= 0 sur Γ1, alors (1.29) prend la forme suivante

F ′0(t) ≤ −aFα+1
0 (t) + C0

[
k2 (t) +

∫ ∞
t

k2 (s) ds
]α+1

, (1.30)

où
C0 = C

∫
Γ1
|u0|2 dΓ1.

On construit la fonction suivante

Ψ (t) = F0 (t) + C0

(∫ ∞
t

[
k2 (s) +

∫ ∞
s

k2 (v) dv
]α+1

(as+ a′)
1
α ds

)

× (at+ a′)
−1
α .

La dérivation de cette fonction, en utilisant (1.30) , donne

Ψ′ (t) ≤ −aFα+1
0 (t) + aC0

(
− 1
α

)
×
(∫ ∞

t

[
k2 (s) +

∫ ∞
s

k2 (v) dv
]α+1

(as+ a′)
1
α ds

)

×
[
(at+ a′)

−1
α

]α+1
.
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Mais 0 < 2p− 2 < 1⇒ α < 1, d’où

Ψ′ (t) ≤ −a
[
Fα+1

0 (t) + C0

(∫ ∞
t

[
k2 (s) +

∫ ∞
s

k2 (v) dv
]α+1

(as+ a′)
1
α ds

)

×
[
(at+ a′)

−1
α

]α+1
]

≤ −a
[
F0 (t) + C0

(∫ ∞
t

[
k2 (s) +

∫ ∞
s

k2 (v) dv
]α+1

(as+ a′)
1
α ds

)

(at+ a′)
−1
α

]α+1
.

Par conséquent, nous obtenons

Ψ′ (t) ≤ −a (Ψ (t))α+1 .

De nouveau, une simple intégration implique

Ψ (t) ≤ a
′′

(at+ a′)
1
α

,

ce qui conduit à

F0 (t) ≤ a
′′

(at+ a′)
1
α

− C0

(∫ ∞
t

[
k2 (s) +

∫ ∞
s

k2 (v) dv
]α+1

(as+ a′)
1
α ds

)

× (at+ a′)
−1
α .

En utilisant (1.28) , on aura pour c > 0

E (t) ≤ c

 a
′′

(at+ a′)
1
α

− C0

(∫ ∞
t

[
k2 (s) +

∫ ∞
s

k2 (v) dv
]α+1

(as+ a′)
1
α ds

)

× (at+ a′)
−1
α

]
− η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds.

Par suite, on a

E (t) ≤ ca
′′

(at+ a′)
1
α

. (1.31)

En rappelant que α < 1 et en utilisant (1.31) , on déduit que∫ ∞
0

E (s) ds <∞.
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Sachant que ∫ t

0

∫
Γ1
|u (t)− u (t− s)|2 dΓ1ds ≤ c

∫ t

0
E (s) ds

et en utilisant l’hypothèse (B1), l’inégalité de Jensen (21) et (1.17),
l’estimation (1.20) donne

F ′ (t) ≤ −mE (t) + c
∫

Γ1

(
[−k′]p.

1
p ◦ u

)
(t)dΓ1 + Ck2 (t)

∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

≤ −mE (t) + c
[∫

Γ1

(
[−k′]p ◦ u

)
(t)dΓ1

]1/p
+ Ck2 (t)

∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

≤ −mE (t) + c
[∫

Γ1
(k′′ ◦ u) (t)dΓ1

]1/p
+ Ck2 (t)

∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

≤ −mE (t) + c
[
−E ′(t) + η

2k
2 (t)

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)]1/p

+Ck2 (t)
∫

Γ1
|u0|2 dΓ1.

Ainsi, en répétant les mêmes étapes que ci-dessus, avec α = p− 1, on
obtient

E (t) ≤ c

 a
′′

(at+ a′)
1
p−1
− C0

(∫ ∞
t

[
k2 (s) +

∫ ∞
s

k2 (v) dv
]p

(as+ a′)
1
p−1 ds

)

× (at+ a′)
−1
p−1

]
− η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds.

Alors, on trouve pour c1, c2 > 0

E (t) ≤ c

(at+ a′)
1
p−1

[
c1 − c2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)

×
(∫ ∞

t

[
k2 (s) +

∫ ∞
s

k2 (v) dv
]p

(as+ a′)
1
p−1 ds

)]
−η2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds

≤ c

(at+ a′)
1
p−1

[
c1 − c2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)

×
(∫ ∞

t

[
k2 (s)

]p
(as+ a′)

1
p−1 ds

)]
−η2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds.
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On arrive finalement à l’estimation

E (t) ≤ cG−1(at+ a′)
[
c1 − c2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)
×
∫ ∞
t

H (k2 (s))
G−1 (as+ a′)ds

]

−η2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds.

(II) Le cas général :

On suppose que la condition (1.7) est satisfaite et on définit la fonction
suivante

I(t) =
∫ t

t1

−k′ (s)
H−1

0 (k′′ (s))

∫
Γ1
|u (t)− u (t− s)|2 dΓ1ds.

On peut vérifier facilement, comme dans (1.24), que

I(t) < 1, pour tout t ≥ t1. (1.32)

On suppose également sans perte de généralité que I(t) ≥ β0 > 0, pour
tout t ≥ t1; sinon (1.20) donne une forme explicite de décroissance.

De plus, on définit une nouvelle fonction λ (t) par

λ (t) =
∫ t

t1
k′′ (s) −k′(s)

H−1
0 (k′′ (s))

∫
Γ1
|u (t)− u (t− s)|2 dΓ1ds,

ensuite, grâce à l’hypothèse (B1) et les propriétés des fonctions H0 et D, il
découle

−k′(s)
H−1

0 (k′′ (s))
≤ −k′(s)
H−1

0 (H (−k′ (s)))
= −k′(s)
D−1 (−k′(s)) ≤ k0,

pour une certaine constante positive k0. Ainsi, moyennant l’inégalité de
trace (14), (1.8), (1.5) et (1.11), on peut montrer facilement que la
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fonction λ(t) vérifie, pour tout t ≥ t1,

λ (t) ≤ k0

∫ t

t1
k′′ (s)

∫
Γ1
|u (t)− u (t− s)|2 dΓ1ds

≤ 2k0

∫ t

t1
k′′ (s)

∫
Γ1

(|u(t)|2 + |u(t− s)|2) dΓ1ds

≤ cA
∫ t

t1
k′′(s)ds

≤ cA (−k′ (t1))
< min {r,H(r), H0(r)} , (1.33)

pour t1 suffisamment grand (si nécessaire). De plus, de (1.17), on remarque
que

λ (t) ≤ −c
[
E ′ (t)− η

2k
2 (t)

∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

]
, ∀t ≥ t1. (1.34)

En utilisant le fait que H0 est strictement convexe sur (0, r] , et
H0(0) = 0, on aura

H0 (θx) ≤ θH0 (x) ,

tels que 0 ≤ θ ≤ 1 et x ∈ (0, r] . En vertu de l’estimation précédente, (1.32),
(1.33) et l’inégalité de Jensen (21), nous obtenons

λ (t) = 1
I (t)

∫ t

t1
I(t)H0

[
H−1

0 (k′′ (s))
] −k′(s)
H−1

0 (k′′ (s))

∫
Γ1
|u (t)− u (t− s)|2 dΓ1ds

≥ 1
I (t)

∫ t

t1
H0

[
I (t)H−1

0 (k′′ (s))
] −k′(s)
H−1

0 (k′′ (s))

∫
Γ1
|u (t)− u (t− s)|2 dΓ1ds

≥ H0

(
1
I(t)

∫ t

t1
I(t)H−1

0 (k′′ (s)) −k′(s)
H−1

0 (k′′ (s))

∫
Γ1
|u (t)− u (t− s)|2 dΓ1ds

)

= H0

(
−
∫ t

t1
k′ (s)

∫
Γ1
|u (t)− u (t− s)|2 dΓ1ds

)
, ∀t ≥ t1.

Ceci implique que

−
∫ t

t1
k′ (s)

∫
Γ1
|u (t)− u (t− s)|2 dΓ1ds ≤ H−1

0 (λ (t)) , ∀t ≥ t1.

Substituant l’inégalité ci-dessus dans (1.20), on trouve

F ′(t) ≤ −mE(t) + cH−1
0 (λ (t)) + Ck2 (t)

∫
Γ1
|u0|2 dΓ1, ∀t ≥ t1. (1.35)
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Maintenant, pour ε0 < r et c0 > 0, en utilisant (1.19) , le fait que
H ′0 > 0, H ′′0 > 0 sur (0, r] et

E ′ (t) ≤ η

2k
2 (t)

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)
,

on déduit que la fonctionnelle

F1 (t) = H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


×
(
α1F (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
)

+c0

(
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
)
,

vérifie pour β1, β2 > 0,

β1F1 (t) ≤
[
E (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
]
≤ β2F1 (t) (1.36)
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et

F ′1 (t) =
ε0

E ′(t)− η
2k

2 (t)
(∫

Γ1
|u0|2 dΓ1

)
E(0) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


×H ′′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


×
(
α1F (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
)

+H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


×
[
α1F

′(t)− η

2k
2 (t)

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)]
+c0

[
E ′(t)− η

2k
2 (t)

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)]

≤ α1H
′
0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds

F ′(t)
−η2k

2 (t)
(∫

Γ1
|u0|2 dΓ1

)
×H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


+c0

[
E ′(t)− η

2k
2 (t)

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)]
, ∀t ≥ t1.

Ainsi, en vertu de (1.35) , on trouve pour tout t ≥ t1

F ′1 (t) ≤ −α1mE(t)H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


+α1Ck

2 (t)
(∫

Γ1
|u0|2 dΓ1

)
×H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


+α1cH

−1
0 (λ (t))H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


+c0

[
E ′(t)− η

2k
2 (t)

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)]
. (1.37)

Soit H∗0 la fonction convexe conjuguée de H0 au sens de Young (voir [4, p.
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61-64]), on a donc

H∗0 (s) = s (H ′0)−1 (s)−H0
[
(H ′0)−1 (s)

]
, si s ∈ (0, H ′0 (r)] (1.38)

et H∗0 vérifie l’inégalité de Young généralisée suivante

AB ≤ H∗0 (A) +H0 (B) , si A ∈ (0, H ′0 (r)] , B ∈ (0, r] , (1.39)

avec

A = H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds

 , B = H−1
0 (λ (t)) .

Moyennant (1.33) , (1.37) et (1.39) , il vient

F ′1 (t) ≤ −α1mE(t)H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


+α1Ck

2 (t)
(∫

Γ1
|u0|2 dΓ1

)

×H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


+α1cλ (t) + α1cH

∗
0

H ′0
ε0

E(t) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


+c0

[
E ′(t)− η

2k
2 (t)

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)]
.
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Par suite, en utilisant (1.34) et (1.38) , on obtient pour tout t ≥ t1

F ′1 (t) ≤ −α1mE(t)H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


+α1Ck

2 (t)
(∫

Γ1
|u0|2 dΓ1

)

×H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


−α1c

[
E ′(t)− η

2k
2 (t)

∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

]

+α1c

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


×H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


+c0

[
E ′(t)− η

2k
2 (t)

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)]
.

Par conséquent, avec un choix convenable de la constante c0 et pour une
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certaine constante positive m′, on déduit, pour tout t ≥ t1, que

F ′1 (t) ≤ −α1m
′

E(t) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


×H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


+α1m

(
η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
)

×H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


+α1C

(
k2 (t)

∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)

×H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


+α1c

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


×H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds

 . (1.40)

45



Ainsi, pour une certaine constante positive C, (1.40) devient

F ′1 (t) ≤ −m′α1

E(t) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


×H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


+C

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)(
k2 (t) +

∫ ∞
t

k2 (s) ds
)

×H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


+α1c

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


×H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds

 . (1.41)

De la même manière, en utilisant (1.38) et (1.39) on trouve, pour t1 assez
grand (si nécessaire), que

(
k2 (t) +

∫ ∞
t

k2 (s) ds
)H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


≤

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


×H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


+H0

(
k2 (t) +

∫ ∞
t

k2 (s) ds
)
, ∀t ≥ t1.
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Par substitution dans (1.41), avec un choix convenable de ε0, on obtient

F ′1 (t) ≤ −`

E(t) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


×H ′0

ε0
E(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


+C

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)
H0

(
k2 (t) +

∫ ∞
t

k2 (s) ds
)
,

pour tout t ≥ t1.

Posons H2 (t) = tH ′0 (ε0t), la dernière inégalité peut être réécrite comme
suit

F ′1 (t) ≤ −`H2

E(t) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

E(0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds


+C

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)
H0 (k2 (t) +

∫∞
t k2 (s) ds) , ∀t ≥ t1.

(1.42)

Puisque H ′2 (t) = H ′0 (ε0t) + ε0tH
′′
0 (ε0t), utilisons alors la stricte convexité

de H0 sur (0, r] , on trouve que H ′2 (t) , H2 (t) > 0 sur (0, 1] .

En tenant compte de (1.36) et (1.42), on déduit que la fonction suivante

R (t) = ε
β1F1 (t)

E (0) + η
2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
0 k2 (s) ds

, 0 < ε < 1

vérifie pour tout t ≥ t1, tel que t1 est suffisamment grand,

R (t) ∼ E (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds (1.43)

et pour deux constantes c et `0 > 0 convenablement choisies

R′ (t) ≤ −ε`0H2 (R (t)) + εc
(∫

Γ1
|u0|2 dΓ1

)
H0

(
k2 (t) +

∫ ∞
t

k2 (s) ds
)
.

(1.44)
1) Si u0 = 0 sur Γ1, alors (1.44) se réduit à

R′ (t) ≤ −ε`0H2 (R (t)) .

47



Une simple intégration et un choix convenable de ε implique pour
k1, k2 > 0

R (t) ≤ H−1
1 (k1t+ k2) , ∀t ≥ t1, (1.45)

où
H1 (ξ) =

∫ 1

ξ

1
H2 (s)ds.

Ici on a utilisé, à partir des propriétés de H2, le fait que H1 est
strictement décroissante sur (0, 1] et limt→0H1 (t) = +∞.

2) Si u0 6= 0 sur Γ1, alors l’inégalité (1.44) prend la forme suivante

R′ (t) ≤ −k1H2 (R (t)) + C0H0

(
k2 (t) +

∫ ∞
t

k2 (s) ds
)
, ∀t ≥ t1, (1.46)

telle que
C0 = εc

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)
.

Posons maintenant

Ψ (t) = 1
2R (t) + 1

2C0

(∫ ∞
t

H0 (k2 (s) +
∫∞
s k2 (v) dv)

H−1
1 (k1s+ k2)

ds

)
×H−1

1 (k1t+ k2) .

Ainsi, la dérivation de cette fonction, en utilisant (1.46), donne

Ψ′ (t) ≤ −k1

[
1
2H2 (R (t)) + 1

2C0

(∫ ∞
t

H0 (k2 (s) +
∫∞
s k2 (v) dv)

H−1
1 (k1s+ k2)

ds

)
×H2

(
H−1

1 (k1t+ k2)
)]
,

pour tout t ≥ t1.

De plus, prenons t1 > 0 suffisamment grand tel que

0 ≤ C0

(∫ ∞
t

H0 (k2 (s) +
∫∞
s k2 (v) dv)

H−1
1 (k1s+ k2)

ds

)
≤ 1, ∀t ≥ t1.

En utilisant la stricte convexité de H0 et H ′0 sur (0, r] , on conclut que H2
est strictement convexe sur (0, r] , et le fait que H2(0) = 0, nous obtenons

Ψ′ (t) ≤ −k1H2

[
1
2R (t) + 1

2C0

(∫ ∞
t

H0 (k2 (s) +
∫∞
s k2 (v) dv)

H−1
1 (k1s+ k2)

ds

)
×H−1

1 (k1t+ k2)
]
.
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Ce qui signifie que
Ψ′ (t) ≤ −k1H2 (Ψ (t)) .

Alors, une simple intégration donne

Ψ (t) ≤ H−1
1 (k1t+ k2),

ce qui implique

R (t) ≤ H−1
1 (k1t+ k2)

(
2− C0

∫ ∞
t

H0 (k2 (s) +
∫∞
s k2 (v) dv)

H−1
1 (k1s+ k2)

ds

)
.

Utilisons (1.43) et le fait que H0 est strictement croissante, on arrive, pour
des constantes positives k3, c1 et c2 convenablement choisies, à

E (t) ≤ k3H
−1
1 (k1t+ k2)

(
c1 − c2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

H0 (k2 (s))
H−1

1 (k1s+ k2)
ds

)

−η2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds.

Ceci achève la démonstration du Théorème 1.2.1.

1.4 Exemple explicite
Soit

k′(t) = − exp(−
√
t),

alors k′′(t) = H(−k′(t)) où

H(t) = t

2 ln(1/t) , t ∈ (0, r], r < 1.

Puisque

H ′(t) = 1 + ln(1/t)
2[ln(1/t)]2 , H ′′(t) = ln(1/t) + 2

2t[ln(1/t)]3

et H ′′′ (t) = 6− [ln(1/t)]2

2t2 [ln(1/t)]4
,

alors, la fonction H vérifie l’hypothèse (B1) sur l’intervalle (0, r] pour tout
0 < r < 1.
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De plus, si on prend D(t) = tα, les fonctions H0 et H ′0 sont clairement des
fonctions convexes sur (0, r] et la condition (1.7) est satisfaite pour tout
α > 2. Par conséquent, un taux de décroissance d’une forme explicite peut
être obtenu grâce au Théorème 1.2.1.

La dérivée de la fonction H0 (t) = H (tα) est donnée par

H ′0 (t) = αtα−1 [1 + ln (1/tα)]
2 [ln (1/tα)]2

.

Ainsi, en posant w = ln
(

1
(ε0s)α

)
, on a

H1(t) =
∫ 1

t

2
[
ln( 1

(ε0s)α
)
]2

αεα−1
0 sα

[
1 + ln( 1

(ε0s)α
)
]ds

= 2
α2

ln[(ε0t)−α]∫
ln[ε−α0 ]

w2e(1− 1
α

)w

1 + w
dw.

Utilisons le fait que (1 + w) > 1 et que la fonction f(w) = w2 est
croissante sur (0,+∞), on obtient

H1(t) ≤ 2[−α ln ε0t]2

α2

−α ln(ε0t)∫
−α ln ε0

e(1− 1
α

)wdw

= 2[−α ln ε0t]2[t1−α − 1]
α(α− 1)ε0α−1

≤ 2t1−α

α(α− 1) (ε0t)2α ε0α−1

≤ 2
α(α− 1)ε03α−1

1
t3α−1 = Cα

t3α−1 ,

où Cα = 2
α(α− 1)ε3α−1

0
.

D’où,

H−1
1 (t) ≤

(
Cα
t

)1/(3α−1)
.
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Ainsi, en utilisant (1.6), on déduit que l’énergie décroît au taux suivant

E (t) ≤ k3

(
c

k1t+ k2

)1/(3α−1) [
c1 − c2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

)
×
∫ ∞
t

H0
(
k2 (s)

)
(k1s+ k2)1/(3α−1) ds

]
− η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds

pour tout t ≥ t1 et pour tout α > 2, avec

H0
(
k2 (s)

)
= (k2 (s))α

2 ln(1/ (k2 (s))α) .
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Chapitre 2

Stabilisation frontière d’un
problème thermoélastique avec
second son de type mémoire

Ce chapitre concerne l’étude de comportement asymptotique d’un système
thermoélastique non classique avec second son, qui décrit un modèle de
vibration dans un corps thermoélastique où la conduction de la chaleur est
donnée par la loi de Cattaneo (2) au lieu de la loi de Fourier (1), ce qui
signifie que les perturbations thermiques se propagent avec une vitesse finie.
On considère le système suivant

utt − µ∆u− (µ+ λ)∇(div u) + β∇θ = 0 dans Ω× (0,+∞)
cθt + κ div q + β div ut = 0 dans Ω× (0,+∞)

τ0qt + q + κ∇θ = 0 dans Ω× (0,+∞)
u(., 0) = u0, ut(., 0) = u1, θ(., 0) = θ0, q(., 0) = q0 dans Ω

u = 0 sur Γ0 × [0,+∞)

u(x, t) = −
∫ t

0
g(t− s)(µ∂u

∂ν
+ (µ+ λ)(div u)ν)(s)ds sur Γ1 × [0,+∞)

θ = 0 sur Γ× [0,+∞),
(2.1)

où le corps Ω est un domaine borné dans Rn (n ≥ 2) avec une frontière
suffisamment régulière Γ, tels que {Γ0,Γ1} est une partition de Γ, ν est la
normale extérieure unitaire à Γ, u = u(x, t) ∈ Rn est le vecteur de
déplacement, q = q(x, t) ∈ Rn est le flux de la chaleur, θ = θ(x, t) est la
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température absolue et la fonction de relaxation g est une fonction positive
et différentiable avec g(0) 6= 0. Les coefficient c, κ, µ, λ, τ0 sont des
constantes positives, où µ, λ sont des modules de Lamé, τ0 est le temps de
relaxation, un petit paramètre par rapport aux autres et β 6= 0 est un
nombre réel

Ce chapitre est organisé de la façon suivante :
Dans la section 2.1 on va donner quelques notations et les hypothèses

nécessaires, notre résultat principal et sa démonstration seront présentés
respectivement dans les sections 2.2 et 2.3 et on termine par un exemple
explicite comme illustration.

2.1 Notations et hypothèses
On suppose que l’hypothèse (A1) de chapitre précédent est vérifiée.

Comme dans le chapitre précédent, en se basant sur le lemme 1.1.1, on va
utiliser l’équation (1.2) à la place de la quatrième équation du système (2.1).

De plus, supposons que la fonction k vérifie l’hypothèse suivante :

(B2) k : R+ → R+ de classe C2 telle que

k(0) > 0, lim
t→∞

k(t) = 0, k′(t) ≤ 0

et il existe une fonction positive H ∈ C1(R+) avec H(0) = 0, H linéaire
ou strictement croissante et strictement convexe de classe C2 sur (0, r],
r < 1, telle que

k′′(t) ≥ H(−k′(t)), ∀t > 0.
En appliquant la méthode de Galerkin comme dans [3, 10], on montre que

notre système (2.1) est bien posé au sens suivant :
Théorème 2.1.1 Supposons que k ∈ W 2,1(R+) ∩W 1,∞(R+) et la condition
(1.4) est vérifiée, alors pour toutes données initiales u0 ∈ (H2(Ω) ∩ V )n,
θ0 ∈ H1

0 (Ω), q0 ∈ (H1(Ω))n et u1 ∈ V n, le système (2.1) admet une solution
forte (u, θ, q) vérifiant

u ∈ C(R+;H2(Ω) ∩ V )n) ∩ C1(R+;V n),
θ ∈ C(R+;H1

0 (Ω)) ∩ C1(R+;L2(Ω)),
q ∈ C(R+; (H1(Ω))n) ∩ C1(R+; (L2(Ω))n).
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On introduit les deux fonctions d’énergie du premier et second ordre du
système (2.1) :

E1(t) = 1
2

∫
Ω

[
|ut|2 + µ|∇u|2 + (µ+ λ)(div u)2 + cθ2 + τ0q

2
]
dx

− η

2

∫
Γ1

(k′ ◦ u)(t)dΓ1 + η

2

∫
Γ1
k(t)|u|2dΓ1.

(2.2)

E2(t) = 1
2

∫
Ω

[
|utt|2 + µ|∇ut|2 + (µ+ λ)(div ut)2 + cθ2

t + τ0q
2
t

]
dx

− η

2

∫
Γ1

(k′ ◦ ut)(t)dΓ1 + η

2

∫
Γ1
k(t)|ut|2dΓ1.

2.2 La décroissance générale de l’énergie de
la solution

On a le résultat de stabilité suivant :

Théorème 2.2.1 Soient
(u0, u1, θ0, q0) ∈ (H2(Ω) ∩ V )n × V n ×H1

0 (Ω)× (H1(Ω))n, supposons que les
hypothèses (A1) et (B2) sont vérifiées. Alors il existe des constantes
positives c1, c2, k1, k2, k3, ε0 et t1 telles que :

(I) Dans le cas particulier H(t) = ctp, avec 1 ≤ p < 3/2, la solution de (2.1)
satisfait

E1(t) ≤
(c1 + c2

∫ t
t1

[
k(s)

∫
Γ1
|u0|2dΓ1

]2p−1
ds

t

) 1
2p−1

− η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
(2.3)

pour tout t ≥ t1.

(II) Dans le cas général, la solution de (2.1) satisfait

E1(t) ≤ k1H
−1
1

(
k2 + k3(

∫
Γ1
|u0|2dΓ1)

∫ t
t1
H0(k(s))ds

t

)
− η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds, pour tout t ≥ t1,

(2.4)
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telles que
H1(t) = tH ′0(ε0t), H0(t) = H(D(t)),

où D est une fonction positive de classe C1, avec D(0) = 0, pour laquelle la
fonction H0 est une fonction strictement croissante, strictement convexe de
classe C2 sur (0, r] et

∫ +∞

0

−k′(s)
H−1

0 (k′′(s))
ds < +∞. (2.5)

Remarque 2.2.2 1. Si u0 = 0 sur Γ1, on obtient alors les mêmes résultats
de Mustafa [38].

2. Si
∫∞

0 H0(k(s))ds < +∞, alors (2.4) se réduit à

E1(t) ≤ k1H
−1
1 (c

t
)− η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds,

ce qui montre clairement que limt→∞E1(t) = 0.

3. Les estimations de décroissance usuelle, ont été déjà montrées lorsque le
noyau k vérifie la condition k′′ ≥ d(−k′)p, 1 ≤ p < 3/2, elles deviennent
simplement des cas particuliers de notre travail pour lesquelles on va
fournir une preuve.

4. On remarque que la fonction k vérifie également (1.8) et (1.9) pour tout
t ≥ t1 où t1 est suffisamment grand.

Lemme 2.2.3 Sous les hypothèses du Théorème 2.2.1, les énergies de la
solution de (2.1) vérifient

E ′1(t) ≤ −
∫

Ω
|q|2dx− η

2

∫
Γ1
|ut|2dΓ1 + η

2k
′(t)

∫
Γ1
|u|2dΓ1

− η

2

∫
Γ1

(k′′ ◦ u)(t)dΓ1 + η

2k
2(t)

∫
Γ1
|u0|2dΓ1.

(2.6)

E ′2(t) ≤ −
∫

Ω
|qt|2dx ≤ 0. (2.7)

Preuve. On multiplie (2.1)1 par ut, (2.1)2 par θ et (2.1)3 par q et on
intègre sur Ω, en utilisant (1.2), (1.3) et la formule de Green (15), on peut
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facilement conclure que

E ′1(t) = −
∫

Ω
|q|2dx− η

∫
Γ1
|ut|2dΓ1 + η

2k
′(t)

∫
Γ1
|u|2dΓ1

− η

2

∫
Γ1

(k′′ ◦ u)(t)dΓ1 + η
∫

Γ1
k(t)(u0.ut)dΓ1

ensuite, nous utilisons l’inégalité de Young, pour obtenir∫
Γ1
k(t)(u0.ut)dΓ1 ≤

1
2

∫
Γ1
|ut|2dΓ1 + 1

2k
2(t)

∫
Γ1
|u0|2dΓ1,

par conséquent, on trouve (2.6).

La dérivation de (2.1), par rapport à t, donne

uttt − µ∆ut − (µ+ λ)∇(div ut) + β∇θt = 0 dans Ω× (0,+∞)
cθtt + κ div qt + β div utt = 0 dans Ω× (0,+∞)

τ0qtt + qt + κ∇θt = 0 dans Ω× (0,+∞).
(2.8)

On dérive également l’équation (1.2), on trouve

µ
∂ut
∂ν

+ (µ+ λ)(div ut)ν = −η(utt + k(0)ut + k′ ∗ ut), sur Γ1 × R+. (2.9)

On multiplie (2.8)1 par utt, (2.8)2 par θt et (2.8)3 par qt et on intègre sur
Ω et on répète les mêmes étapes que ci-dessus, on arrive à (2.7).

Remarque 2.2.4 Si u0 = 0 sur Γ1, alors E ′1(t) ≤ 0, d’où E1(t) ≤ E1(0).
Si u0 6= 0 sur Γ1, alors

E1(t) ≤ E1(0) + η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ t

0
k2(s)ds ≤ B, (2.10)

pour B > 0.
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Lemme 2.2.5 Supposons que (A1) et (B2) sont vérifiées, la solution de
(2.1) satisfait, pour tout ε > 0,

d

dt

∫
Ω
ut.[M + (n− 1)u]dx

≤ −
∫

Ω
|ut|2dx− µ

∫
Ω
|∇u|2dx− µ+ λ

2

∫
Ω

(div u)2dx+ C
∫

Ω
|∇θ|2dx

− µδ

2

∫
Γ1
|∇u|2dΓ1 − (µ+ λ)δ

∫
Γ1

(div u)2dΓ1 + C
(

1 + 1
ε

) ∫
Γ1
|ut|2dΓ1

+ Ck2(t)
∫

Γ1
|u|2dΓ1 −

C

ε

∫
Γ1

(k′ ◦ u)(t)dΓ1

+ ε
∫

Γ1
|u|2dΓ1 + C

(
1 + 1

ε

)
k2(t)

∫
Γ1
|u0|2dΓ1,

(2.11)
où

M = (M1,M2, ...,Mn)T , tel que Mi = 2m.∇ui

et la constante C est indépendante de ε.

Pour la preuve du lemme ci-dessus, nous renvoyons le lecteur à [29, 38].

2.3 Preuve du Théorème 2.2.1
Posons E(t) = E1(t) + E2(t), pour N > 0 à choisir ultérieurement et

introduisons la fonctionnelle :

L(t) = NE(t) +
∫

Ω
ut.[M + (n− 1)u]dx. (2.12)

A partir de (2.6), (2.7) et (2.11), nous obtenons

L′(t) ≤ −N
∫

Ω
|q|2dx−N

∫
Ω
|qt|2dx−

Nη

2

∫
Γ1
|ut|2dΓ1 −

N

2 η
∫

Γ1
(k′′ ◦ u)(t)dΓ1

−
∫

Ω
|ut|2dx− µ

∫
Ω
|∇u|2dx− µ+ λ

2

∫
Ω

(div u)2dx

− µδ

2

∫
Γ1
|∇u|2dΓ1 − (µ+ λ)δ

∫
Γ1

(div u)2dΓ1 + C
∫

Γ1
|ut|2dΓ1

+ C

ε
k2(t)

∫
Γ1
|u|2dΓ1 −

C

ε

∫
Γ1

(k′ ◦ u)(t)dΓ1 + ε
∫

Γ1
|u|2dΓ1 + C

∫
Ω
|∇θ|2dx

+ C
(

1 + 1
ε

)
k2(t)

∫
Γ1
|u0|2dΓ1 +N

η

2k
2(t)

∫
Γ1
|u0|2dΓ1.
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Puis, en utilisant (2.1)3, l’inégalité de trace (14) pour
∫

Γ1
|u|2dΓ1 et

l’inégalité de Poincaré (13) pour
∫

Ω |θ|2dx, on déduit que

L′(t) ≤ −(N − C1)
∫

Ω
|q|2dx− (N − C1)

∫
Ω
|qt|2dx−

∫
Ω
|ut|2dx

− k(t)
∫

Γ1
|u|2dΓ1 −

(
µ− εc0 −

C

ε
k2(t)− c0k(t)

) ∫
Ω
|∇u|2dx

− µ+ λ

2

∫
Ω

(div u)2dx−
(N

2 η − C
) ∫

Γ1
|ut|2dΓ1

− C
∫

Γ1
(k′ ◦ u)(t)dΓ1 −

∫
Ω
|θ|2dx

+
[
N

2 η + C
(

1 + 1
ε

)]
k2(t)

∫
Γ1
|u0|2dΓ1.

(2.13)

Fixons ε suffisamment petit tel que εc0 = 1
2µ, et on choisit N suffisamment

grand de sorte que :

L ∼ E, a1 = N

2 η − C ≥ 0 et a2 = N − C1 > 0.

Ainsi, (2.13) devient

L′(t) ≤ −
∫

Ω
|ut|2dx−

(
µ

2 −
C

ε
k2(t)− c0k(t)

) ∫
Ω
|∇u|2dx

− µ+ λ

2

∫
Ω

(div u)2dx− k(t)
∫

Γ1
|u|2dΓ1 − a2

∫
Ω
|q|2dx−

∫
Ω
|θ|2dx

− C
∫

Γ1
(k′ ◦ u)(t)dΓ1 + Ck2(t)

∫
Γ1
|u0|2dΓ1.

En utilisant le fait que limt→+∞ k(t) = 0, nous obtenons

L′(t) ≤ −mE1(t) +Ck2(t)
∫

Γ1
|u0|2dΓ1 − c

∫
Γ1

(k′ ◦ u)(t)dΓ1, ∀t ≥ t1, (2.14)

pour t1 suffisamment grand et deux constantes positives m et c
convenablement choisies.

Maintenant, moyennant (1.9) et (2.6), il vient, pour tout t ≥ t1,

−
∫ t1

0
k′(s)

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2dΓ1ds

≤ 1
d

∫ t1

0
k′′(s)

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2dΓ1ds

≤ −c
[
E ′1(t)− η

2k
2(t)

∫
Γ1
|u0|2dΓ1

]
,

(2.15)
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et la fonctionnelle F , définie par F (t) = L(t) + cE1(t), est clairement
équivalente à E(t), de plus, on vertu de (2.14) et (2.15), on arrive, pour
tout t ≥ t1 avec une nouvelle constante positive C > 0, à

F ′(t) ≤ −mE1(t) +Ck2(t)
∫

Γ1
|u0|2dΓ1− c

∫ t

t1
k′(s)

∫
Γ1
|u(t)−u(t− s)|2dΓ1ds.

(2.16)
On considère maintenant un exemple de la fonction H et on passe, après

l’obtention de l’estimation de décroissance de l’énergie, au cas général.

(I) H(t) = ctp tel que 1 ≤ p < 3/2 :

Si 1 < p < 3/2, on peut facilement montrer que∫ +∞

0
[−k′(s)]1−δ0ds < +∞, pour tout δ0 < 2− p.

Ce qui joint à (2.2), (2.10) et l’inégalité de trace (14), en choisissant t1
suffisamment grand si nécessaire, on trouve, pour tout t ≥ t1,

η(t) =
∫ t

t1
[−k′(s)]1−δ0

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2 dΓ1ds

≤ 2
∫ t

t1
[−k′(s)]1−δ0

∫
Γ1

(|u(t)|2 + |u(t− s)|2) dΓ1ds

≤ cB
∫ t

t1
[−k′(s)]1−δ0ds < 1.

(2.17)

Ensuite, l’inégalité de Jensen (21), (2.6), l’hypothèse (B2) et (2.17)
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conduisent à

−
∫ t

t1
k′(s)

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2 dΓ1ds

=
∫ t

t1
[−k′(s)]δ0 [−k′(s)]1−δ0

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2 dΓ1ds

=
∫ t

t1
[−k′(s)]p−1+δ0( δ0

p−1+δ0
)[−k′(s)]1−δ0

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2 dΓ1ds

≤ η(t)
[ 1
η(t)

∫ t

t1
[−k′(s)](p−1+δ0)[−k′(s)]1−δ0

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2 dΓ1ds

] δ0
p−1+δ0

≤
[ ∫ t

t1
[−k′(s)]p

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2 dΓ1ds

] δ0
p−1+δ0

≤ c
[ ∫ t

t1
k′′(s)

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2 dΓ1ds

] δ0
p−1+δ0

≤ c
[
− E ′1(t) + η

2k
2(t)

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

)] δ0
p−1+δ0

.

D’où, particulièrement pour δ0 = 1/2, (2.16) devient

F ′(t) ≤ −mE1(t)+c
[
−E ′1(t)+ η

2k
2(t)(

∫
Γ1
|u0|2dΓ1)

] 1
2p−1

+Ck2(t)
∫

Γ1
|u0|2dΓ1,

pour tout t ≥ t1.

En sachant que, (
η

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫ ∞
t

k2 (s) ds
)′
≤ 0,

On trouve(
F (t) + η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
)′

≤ F ′(t)

≤ −mE1(t) + c
[
− E ′1(t) + η

2k
2(t)

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

)] 1
2p−1

+ Ck2(t)
∫

Γ1
|u0|2dΓ1,

ensuite, en ajoutant et en soustrayant le terme
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[
mη

2

(∫
Γ1
|u0|2 dΓ1

) ∫∞
t k2 (s) ds

]
, on aura, pour tout t ≥ t1,

(
F (t) + η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
)′

≤ −m
[
E1(t) + η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
]

+ c
[
− E ′1(t) + η

2k
2(t)

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

)] 1
2p−1

+ Ck2(t)
∫

Γ1
|u0|2dΓ1

+m
η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds. (2.18)

En utilisant l’hypothèse (B2), on déduit, pour tout t ≥ t1, que∫ ∞
t

k2(s)ds ≤ k(t)
∫ ∞
t

k(s)ds ≤ k(t)
∫ ∞

0
k(s)ds et k2(t) ≤ c′k(t). (2.19)

Insérant (2.19) dans (2.18), on arrive, pour une certaine constante positive
C, à (

F (t) + η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
)′

≤ −m
[
E1(t) + η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
]

+ c
[
− E ′1(t) + η

2k
2(t)

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

)] 1
2p−1

+ Ck(t)
∫

Γ1
|u0|2dΓ1.

Maintenant, multiplions membre à membre l’estimation précédente par[
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫ ∞
t

k2(s)ds
]2p−2

,

en utilisant le fait que

E ′1(t) ≤ η

2k
2(t)

(∫
Γ1
|u0|2dΓ1

)
,
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nous obtenons([
F (t) + η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
][
E1(t)

+ η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
]2p−2)′

≤
(
F (t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
)′

×
[
E1(t) + η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
]2p−2

≤ −m
[
E1(t) + η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
]2p−1

+ c
[
E1(t) + η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
]2p−2

×
[
− E ′1(t) + η

2k
2(t)

(∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ] 1
2p−1

+ C
[
k(t)

∫
Γ1
|u0|2dΓ1

][
E1(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
]2p−2

.

Puis, en appliquant l’inégalité de Young, avec σ = 2p− 1 et σ′ = 2p−1
2p−2 ,

pour[
−E ′1(t)+η2k

2(t)
( ∫

Γ1
|u0|2dΓ1

)] 1
2p−1

[
E1(t)+η2

(∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
]2p−2

et [
k(t)

∫
Γ1
|u0|2dΓ1

][
E1(t) + η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
]2p−2

on arrive à, pour C > 0,([
F (t) + η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
]

×
[
E1(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
]2p−2)′

≤ −m
[
E1(t) + η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
]2p−1

+ 2ε
[
E1

(
t
)

+ η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
]2p−1

+ Cε

[
− E ′1(t) + η

2k
2(t)

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

)]
+ C

[
k(t)

∫
Γ1
|u0|2dΓ1

]2p−1
.
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Alors, pour 2ε < m, on obtient

F ′0(t) ≤ −m′
[
E1(t)+η2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
]2p−1

+C
[
k(t)

∫
Γ1
|u0|2dΓ1

]2p−1
,

tels que m′ est une constante positive et

F0(t) =
[
F (t) + η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
]

×
[
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫ ∞
t

k2(s)ds
]2p−2

+ Cε

[
E1(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
]
.

Par ailleurs, il est facile de montrer que cette inégalité reste vraie pour
p = 1.
De nouveau, on utilise le fait que

E ′1(t) ≤ η

2k
2(t)(

∫
Γ1
|u0|2dΓ1)

pour déduire que(
t
[
E1(t) + η

2

(∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
]2p−1)′

≤
[
E1(t) + η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
]2p−1

≤ − 1
m′
F ′0(t) + C

m′

[
k(t)

∫
Γ1
|u0|2dΓ1

]2p−1
,

pour tout t ≥ t1.
Une simple intégration sur (t1, t) donne

t
[
E1(t) + η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
]2p−1

≤ 1
m′
F0(t1) + C

m′

∫ t

t1

[
k(s)

∫
Γ1
|u0|2dΓ1

]2p−1
ds

+ t1

[
E1(t1) + η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t1

k2(s)ds
]2p−1

≤ c1 + C

m′

∫ t

t1

[
k(s)

∫
Γ1
|u0|2dΓ1

]2p−1
,
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d’où [
E1(t) + η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
]2p−1

≤ c1

t
+ C

m′t

∫ t

t1

[
k(s)

∫
Γ1
|u0|2dΓ1

]2p−1
ds.

Enfin, on arrive à l’estimation suivante

E1(t) ≤
(
c1 + c2

∫ t
t1

[k(s)
∫

Γ1
|u0|2dΓ1]2p−1ds

t

) 1
2p−1

− η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds.

(II) Le cas général :

On définit

I(t) =
∫ t

t1

−k′(s)
H−1

0 (k′′(s))

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2dΓ1ds

où H0 est telle que (2.5) soit vérifiée. De la même manière que dans (2.17),
nous observons que, pour tout t ≥ t1, I(t) satisfait

I(t) < 1. (2.20)

On suppose aussi, sans perte de généralité que I(t) ≥ β0 > 0, pour tout
t ≥ t1 ; sinon (2.16) donne une forme explicite de décroissance. De plus, on
définit λ(t) par

λ(t) =
∫ t

t1
k′′(s) −k′(s)

H−1
0 (k′′(s))

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2dΓ1ds,

ainsi, de l’hypothèse (B2) et les propriétés des fonctions H0 et D, on
conclut que

−k′(s)
H−1

0 (k′′(s))
≤ −k′(s)
H−1

0 (H(−k′(s)))
= −k′(s)
D−1(−k′(s)) ≤ k0,

pour une certaine constante positive k0. Ensuite, en utilisant l’inégalité de
trace (14), (1.8), (2.2) et (2.10), on peut facilement voir, pour tout t ≥ t1,
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que λ(t) satisfait

λ(t) ≤ k0

∫ t

t1
k′′(s)

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2dΓ1ds

≤ 2k0

∫ t

t1
k′′ (s)

∫
Γ1

(|u(t)|2 + |u(t− s)|2) dΓ1ds

≤ cB
∫ t

t1
k′′(s)ds

≤ cB(−k′(t1))
< min{r,H(r), H0(r)}, (2.21)

pour t1 suffisamment grand (si nécessaire). De plus, en vertu de (2.15), on
remarque que

λ(t) ≤ −c
[
E ′1(t)− η

2k
2(t)

∫
Γ1
|u0|2dΓ1

]
, ∀t ≥ t1. (2.22)

Etant donné que la fonction H0 est strictement convexe sur (0, r] et
H0(0) = 0, on a

H0(θx) ≤ θH0(x),
tels que 0 ≤ θ ≤ 1 et x ∈ (0, r]. En utilisant cette dernière estimation,
(2.20) , (2.21) et l’inégalité de Jensen (21), il vient

λ(t) = 1
I(t)

∫ t

t1
I(t)H0[H−1

0 (k′′(s))] −k′(s)
H−1

0 (k′′(s))

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2dΓ1ds

≥ 1
I(t)

∫ t

t1
H0[I(t)H−1

0 (k′′(s))] −k′(s)
H−1

0 (k′′(s))

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2dΓ1ds

≥ H0

( 1
I(t)

∫ t

t1
I(t)H−1

0 (k′′(s)) −k′(s)
H−1

0 (k′′(s))

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2dΓ1ds

)
= H0

(
−
∫ t

t1
k′(s)

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2dΓ1ds

)
, ∀t ≥ t1.

Ce qui implique que

−
∫ t

t1
k′(s)

∫
Γ1
|u(t)− u(t− s)|2dΓ1ds ≤ H−1

0 (λ(t)), ∀t ≥ t1.

Remplaçons l’estimation ci-dessus dans (2.16), on obtient

F ′(t) ≤ −mE1(t) + Ck2(t)
∫

Γ1
|u0|2dΓ1 + cH−1

0 (λ(t)), ∀t ≥ t1. (2.23)
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Maintenant, en utilisant le fait que H ′0 > 0, H ′′0 > 0, ε0 < r, c0 > 0 et

E ′1(t) ≤ η

2k
2(t)

(∫
Γ1
|u0|2dΓ1

)
,

on trouve que la fonctionnelle

F1(t) = H ′0

(
ε0
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)
F (t)

+ c0

(
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫ ∞
t

k2(s)ds
)

satisfait

F ′1(t) =
(
ε0

E ′1(t)− η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)k2(t)

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)

×H ′′0
(
ε0
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)
F (t)

+H ′0

(
ε0
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)
F ′(t)

+ c0

[
E ′1(t)− η

2k
2(t)(

∫
Γ1
|u0|2dΓ1)

]
≤ H ′0

(
ε0
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)
F ′(t)

+ c0

[
E ′1(t)− η

2k
2(t)

(∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ]
, ∀t ≥ t1.

Puis, de (2.23), il découle, pour tout t ≥ t1,

F ′1(t) ≤ −mE1(t)H ′0
(
ε0
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)

+ C
( ∫

Γ1
|u0|2dΓ1

)
k2(t)H ′0

(
ε0
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)

+ cH−1
0 (λ(t))H ′0

(
ε0
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)
+ c0

[
E ′1(t)− η

2k
2(t)

(∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ]
.

(2.24)
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Soit H∗0 la fonction convexe conjuguée de H0 au sens de Young, alors, on a

H∗0 (s) = s(H ′0)−1(s)−H0[(H ′0)−1(s)], si s ∈ (0, H ′0(r)], (2.25)

de plus, H∗0 vérifie l’inégalité de Young généralisée :

AB ≤ H∗0 (A) +H0(B), si A ∈ (0, H ′0(r)], B ∈ (0, r]. (2.26)

En utilisant (2.21), (2.24) et (2.26), avec

A = H ′0

(
ε0
E1(t) + η

2(
∫
Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)
, B = H−1

0 (λ(t))

on arrive à

F ′1(t) ≤ −mE1(t)H ′0
(
ε0
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)

+ C
(∫

Γ1
|u0|2dΓ1

)
k2(t)H ′0

(
ε0

E1(t) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫∞
0 k2(s)ds

)

+ cλ(t) + cH∗0

(
H ′0

(
ε0
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

))
+ c0

[
E ′1(t)− η

2k
2(t)

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

)]
.
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Ainsi, de (2.22) et (2.25), nous avons, pour tout t ≥ t1,

F ′1(t) ≤ −mE1(t)H ′0
(
ε0
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)

+ Ck2(t)
( ∫

Γ1
|u0|2dΓ1

)
H ′0

(
ε0

E1(t) + η
2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫∞
0 k2(s)ds

)

− c
[
E ′1(t)− η

2k
2(t)

∫
Γ1
|u0|2dΓ1

]

+ c
(
ε0

E1(t) + η
2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫∞
0 k2(s)ds

)

×H ′0
(
ε0
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)
+ c0

[
E ′1(t)− η

2k
2(t)

(∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ]
.

Par conséquent, avec un choix convenable de c0, nous obtenons, pour tout
t ≥ t1,

F ′1(t) ≤ −m
(
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)

×H ′0
(
ε0
E1(t) + η

2(
∫
Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫
Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)
+m

(
η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds
)

×H ′0
(
ε0
E1(t) + η

2(
∫
Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫
Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)

+ C
(
k2(t)

∫
Γ1
|u0|2dΓ1

)
H ′0

(
ε0

E1(t) + η
2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)

+ c
(
ε0
E1(t) + η

2(
∫
Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫
Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)

×H ′0
(
ε0
E1(t) + η

2(
∫
Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫
Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)
. (2.27)
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Nous utilisons (2.19), pour une certaine constante positive C, nous
observons que (2.27) devient

F ′1(t) ≤ −m
(
E1(t) + η

2(
∫
Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫
Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)

×H ′0
(
ε0
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)

+ C
( ∫

Γ1
|u0|2dΓ1

)
k(t)H ′0

(
ε0
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)

+ c

(
ε0
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)

×H ′0
(
ε0
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)
.

(2.28)
De nouveau, on utilise (2.25) et (2.26), pour obtenir, pour t1 suffisamment

grand (si nécessaire),

k(t)
[
H ′0

(
ε0
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)]

≤
(
ε0
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)

×H ′0
(
ε0
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)
+H0(k(t)), ∀t ≥ t1.

Donc, avec un choix convenable de ε0, (2.28) devient

F ′1(t) ≤ −`
(
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)

×H ′0
(
ε0
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)
+ C(

∫
Γ1
|u0|2dΓ1)H0(k(t)),

pour tout t ≥ t1.
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D’où,

F ′1(t) ≤ −`H1

(
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)
+ C

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

)
H0(k(t)), ∀t ≥ t1,

(2.29)

telle que H1(t) = tH ′0(ε0t).

Puisque H ′1(t) = H ′0(ε0t) + ε0tH
′′
0 (ε0t), en utilisant la stricte convexité de

la fonction H0 sur (0, r], on déduit que H ′1(t) et H1(t) > 0 sur (0, 1].

Ainsi, en tenant compte de

E ′1(t) ≤ η

2k
2(t)

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

)
et (2.29), on arrive, pour tout t ≥ t1, à[

tH1

(
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)]′
≤ H1

(
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)

≤ −1
`
F ′1(t) + C

`

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

)
H0(k(t)).

Une simple intégration sur (t1, t) donne

tH1

(
E1(t) + η

2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)

≤ t1H1

(E1(t1) + η
2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫∞
t1
k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫

Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)

+ 1
`
F1(t1) + C

`

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ t

t1
H0(k(s))ds.

Ceci implique, pour une certaine constante positive k2 et pour tout t ≥ t1,

H1

(
E1(t) + η

2(
∫
Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
t k2(s)ds

E1(0) + η
2(
∫
Γ1
|u0|2dΓ1)

∫∞
0 k2(s)ds

)
≤ k2

t
+C
`t

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ t

t1
H0(k(s))ds.
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Par conséquent, pour deux constantes positives k1 et k3 convenablement
choisies, on trouve l’estimation suivante

E1(t) ≤ k1H
−1
1

(
k2 + k3(

∫
Γ1
|u0|2dΓ1)

∫ t
t1
H0(k(s))ds

t

)
− η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds.

Ce qui achève la démonstration du Théorème 2.2.1.

2.4 Exemple illustratif
La condition

k′′ ≥ d(−k′)p, 1 ≤ p < 3/2,

présume que :

−k′(t) ≤ ωe−dt si p = 1

et
−k′(t) ≤ ω/t

1
p−1 si 1 < p < 3/2,

où ω ∈ R+.

On peut utiliser des noyaux qui n’ont pas nécessairement des dérivées de
taux de décroissance exponentielle ou polynômiale, on prend par exemple :

k′(t) = − exp(−
√
t),

alors k′′(t) = H(−k′(t)), avec

H(t) = t

2 ln(1/t) pour t ∈ (0, r], r < 1.

Or
H ′(t) = 1 + ln(1/t)

2[ln(1/t)]2 et H ′′(t) = ln(1/t) + 2
2t[ln(1/t)]3 ,

donc, il est clair que la fonction H vérifie l’hypothèse (B2) sur (0, r] pour
tout 0 < r < 1.

71



On outre, si on prend D(t) = tα, on voit que (2.5) est vérifiée pour tout
α > 1. Par conséquent, le Théorème 2.2.1 donne un taux de décroissance
explicite.
En effet, la dérivée de la fonction H0(t) = H(tα) est donnée comme suit :

H ′0(t) = αtα−1[1 + ln(1/tα)]
2[ln(1/tα)]2 .

En utilisant (2.4), nous pouvons déduire que

E1(t) ≤ k1

(k2 + k3
( ∫

Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ t
t1
H0(k(s))ds

t

)1/(2α)

− η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds, ∀t ≥ t1,

pour tout α > 1, où

H0(k(s)) = (k(s))α

2 ln(1/(k(s))α) .

Faisant α→ 1, on obtient

E1(t) ≤ k1

(
k2 + k3(

∫
Γ1
|u0|2dΓ1)

∫ t
t1
H(k(s))ds

t

)1/2

− η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds, ∀t ≥ t1.

(2.30)

De plus, si
∫∞

0 H(k(s))ds < +∞, alors (2.30) se réduit à

E1(t) ≤ C√
t
− η

2

( ∫
Γ1
|u0|2dΓ1

) ∫ ∞
t

k2(s)ds, ∀t ≥ t1.
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Chapitre 3

Résultat de décroissance
générale pour un système
thermoélastique avec second
son et un terme amortissant
distribué

Soit Ω un ouvert borné de Rn de frontière suffisamment régulière ∂Ω.
L’objet de ce chapitre est d’étudier le système suivant :

utt − µ∆u− (µ+ λ)∇(div u) + β∇θ + α(t)g(ut) = 0 dans Ω× (0,+∞)
cθt + κ div q + β div ut = 0 dans Ω× (0,+∞)

τ0qt + q + κ∇θ = 0 dans Ω× (0,+∞)
u(., 0) = u0, ut(., 0) = u1, θ(., 0) = θ0, q(., 0) = q0 dans Ω

u = θ = 0 sur ∂Ω× [0,+∞),
(3.1)

avec les même notations qu’au chapitre précédent, où α et g sont des
fonctions positives particulières. Dans la section 3.1, on donne quelques
hypothèses nécessaires dans le présent chapitre. Quelques lemmes
techniques et notre résultat avec la preuve sont présentés respectivement
dans les sections 3.2 et 3.3. Finalement, nous donnons des exemples
explicites comme application.

73



3.1 Hypothèses
Afin d’obtenir le comportement asymptotique de la solution du problème

(3.1), on va présenter dans cette section, quelques hypothèses requises, à
savoir :

(H1) α : R+ → R+ est une fonction décroissante et différentiable.

(H2) g : R→ R est une fonction croissante dans C0 de sorte qu’il existe des
constantes ε, c1, c2 > 0 et une fonction croissante G ∈ C1([0,+∞)), avec
G(0) = 0, où G est une fonction linéaire ou strictement convexe dans C2

sur (0, ε], telles que

c1 |s| ≤ |g(s)| ≤ c2 |s|p si |s| ≥ ε

s2 + g2 (s) ≤ G−1 (sg (s)) si |s| ≤ ε

et p vérifiant
1 ≤ p ≤ n+ 2

n− 2 si n > 2

1 ≤ p <∞ si n ≤ 2.

Remarque 3.1.1 L’hypothèse (H2) implique que sg(s) > 0, pour tout
s 6= 0.

On définit l’espace de Hilbert suivant

W = {v ∈
(
L2(Ω)

)n
: div v ∈ L2(Ω)}.

Dans la suite, on suppose que le système (3.1) admet une solution forte
(u, θ, q) vérifiant, pour
(u0, u1, θ0, q0) ∈ (H2(Ω) ∩H1

0 (Ω))n × (H1
0 (Ω))n ×H1

0 (Ω)×W ,

u ∈ C
(
[0,+∞) ; (H2(Ω) ∩H1

0 (Ω))n
)
∩ C1

(
[0,+∞) ; (H1

0 (Ω))n
)
,

θ ∈ C ([0,+∞) ;H1
0 (Ω)) ∩ C1 ([0,+∞) ;L2(Ω)) ,

q ∈ C ([0,+∞) ;W ) ∩ C1
(
[0,+∞) ; (L2(Ω))n

)
et on prouve un résultat de décroissance générale. L’existence d’une telle
solution forte est assurée par la méthode de Galerkin standard.
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Lemme 3.1.2 ([30]) Supposons que v ∈ [L2 (Ω)]n . Alors

‖div v‖H−1(Ω) ≤ ‖v‖(L2(Ω))n .

On introduit maintenant la fonctionnelle d’énergie totale associée au
problème (3.1)

E(t) = 1
2 ‖ut‖

2
(L2(Ω))n + µ

2 ‖∇u‖
2
(L2(Ω))n + (µ+ λ)

2 ‖(div u)‖2
L2(Ω)

+ c

2 ‖θ‖
2
L2(Ω) + τ0

2 ‖q‖
2
(L2(Ω))n . (3.2)

3.2 Lemmes techniques
Dans cette section, on va établir quelques lemmes nécessaires pour

pouvoir démonter notre résultat principal.

Lemme 3.2.1 Soit u(x, t) solution du problème (3.1). Alors la
fonctionnelle d’énergie définie par (3.2) est décroissante sur [0,∞). De plus

E ′(t) = −‖q‖2
(L2(Ω))n − α(t)

∫
Ω
utg(ut)dx ≤ 0. (3.3)

Preuve. Multiplions l’équation (3.1)1 par ut, (3.1)2 par θ et (3.1)3 par q et
intégrons sur Ω, en utilisant la formule de Green (15), nous obtenons
facilement (3.3). En utilisant aussi l’hypothèse (H1) et la remarque (3.1.1),
on déduit que la fonctionnelle E est décroissante.

Lemme 3.2.2 Soit u(x, t) solution du problème (3.1). Alors, la
fonctionnelle définie par

Ψ(t) =
∫

Ω
u.

(
ut −

βτ0

κ
q

)
dx,

vérifie

Ψ′(t) ≤ 2
∫

Ω
|ut|2 dx−

µ

2

∫
Ω
|∇u|2 dx− (µ+ λ)

∫
Ω
|div u|2 dx

+C
∫

Ω
|q|2 dx− α (t)

∫
Ω
ug (ut) dx, (3.4)

où C est une constante positive.
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Preuve. Utilisons (3.1), la formule de Green (15), l’inégalité de Poincaré
(13) et l’inégalité de Young, nous obtenons

Ψ′(t) =
∫

Ω
|ut|2 dx− µ

∫
Ω
|∇u|2 dx− (µ+ λ)

∫
Ω
|div u|2 dx

−β
∫

Ω
u.∇θdx− α (t)

∫
Ω
ug (ut) dx+ β

κ

∫
Ω

(u.q)dx

+β
∫

Ω
u.∇θdx− βτ0

κ

∫
Ω

(ut.q)dx

≤ 2
∫

Ω
|ut|2 dx−

µ

2

∫
Ω
|∇u|2 dx− (µ+ λ)

∫
Ω
|div u|2 dx

+C
∫

Ω
|q|2 dx− α (t)

∫
Ω
ug (ut) dx.

Soit ϕ la solution du problème suivant

∆ϕ = θ dans Ω, ϕ = 0 sur ∂Ω.

Puisque
θ ∈ C1

(
[0,+∞) ;L2 (Ω)

)
alors

ϕ ∈ C1
(
[0,+∞) ;H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω)
)

et on aura grâce à la proposition (0.5.2)

‖ϕ(., t)‖H2(Ω) ≤ c0 ‖θ(., t)‖L2(Ω) . (3.5)

Lemme 3.2.3 Soit u(x, t) la solution du problème (3.1). Alors la
fonctionnelle suivante

Φ (t) = −τ0

∫
Ω
q.∇ϕdx

satisfait
Φ′ (t) ≤ −κ2

∫
Ω
θ2dx+ c3

∫
Ω
|q|2 dx+ c4

∫
Ω
|ut|2 dx (3.6)

telles que c3 et c4 sont des constantes positives.
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Preuve. On dérive la fonction Φ par rapport à t, en utilisant (3.1)2, (3.1)3,
la formule de Green (15) et l’inégalité de Young, on obtient

Φ′ (t) = −τ0

∫
Ω
qt.∇ϕdx− τ0

∫
Ω
q.∇ϕtdx

=
∫

Ω
(q + κ∇θ) .∇ϕdx− τ0

∫
Ω
q.∇

(
∆−1θt

)
dx

= −κ
∫

Ω
θ2dx+

∫
Ω
q.∇ϕdx− τ0

∫
Ω
q.∇

(
∆−1

(
−κ
c

div q − β

c
div ut

))
dx

≤ −κ
∫

Ω
θ2dx+ κ

2c0

∫
Ω
|∇ϕ|2 dx+ c0

2κ

∫
Ω
|q|2 dx

+τ0

2

∫
Ω
|q|2 dx+ τ0

2

∫
Ω

∣∣∣∣∣∇
(

∆−1
(

div
(
−κ
c
q − β

c
ut

)))∣∣∣∣∣
2

dx.

Sachant que
(
−κ

c
q − β

c
ut
)
∈ (L2 (Ω))n et en utilisant le résultat du Lemme

3.1.2, on déduit que

div
(
−κ
c
q − β

c
ut

)
∈ H−1 (Ω) .

Ainsi
∆−1

(
div

(
−κ
c
q − β

c
ut

))
∈ H1 (Ω) .

De plus, on a∥∥∥∥∥∆−1
(

div
(
−κ
c
q − β

c
ut

))∥∥∥∥∥
H1(Ω)

≤ c0

∥∥∥∥∥div
(
−κ
c
q − β

c
ut

)∥∥∥∥∥
H−1(Ω)

≤ c0

∥∥∥∥∥κc q + β

c
ut

∥∥∥∥∥
(L2(Ω))n

≤ c1 ‖q‖(L2(Ω))n + c2 ‖ut‖(L2(Ω))n

pour deux constantes positives c1 et c2 convenablement choisies.
Ainsi, on aura∫

Ω

∣∣∣∣∣∇
(

∆−1
(

div
(
−κ
c
q − β

c
ut

)))∣∣∣∣∣
2

dx ≤ c1 ‖q‖(L2(Ω))n + c2 ‖ut‖(L2(Ω))n .

Par suite, en utilisant (3.5), on arrive à

Φ′ (t) ≤ −κ2

∫
Ω
θ2dx+ c3

∫
Ω
|q|2 dx+ c4

∫
Ω
|ut|2 dx.

Ceci termine la preuve.
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Lemme 3.2.4 Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) sont vérifiées.
Soit u(x, t) la solution du problème (3.1), alors pour des constantes
positives N , m et c convenablement choisies, la fonctionnelle F définie par

F (t) = NE(t) + Ψ(t) + Φ(t)

vérifie
F ′(t) ≤ −mE(t) + c

∫
Ω

(|ut|2 + |ug(ut)|)dx. (3.7)

Preuve. Moyennant (3.3), (3.4) et (3.6), il découle

F ′(t) ≤ −(N − C − c3) ‖q‖2
(L2(Ω))n + (2 + c4) ‖ut‖2

(L2(Ω))n

−µ2 ‖∇u‖
2
(L2(Ω))n − (µ+ λ) ‖div u‖2

L2(Ω) −
κ

2 ‖θ‖
2
L2(Ω)

−α(t)
∫

Ω
ug(ut)dx,

en choisissant N assez grand tels que

(N − C − c3) > 0 et F ∼ E,

nous obtenons

F ′(t) ≤ −mE(t) + c
∫

Ω
(|ut|2 + |ug(ut)|)dx.

Maintenant, on choisit 0 < ε1 ≤ ε de sorte que

sg(s) ≤ min {ε,G(ε)} pour tout |s| ≤ ε1. (3.8)

Ceci montre clairement que
c′1 |s| ≤ |g(s)| ≤ c′2 |s|

p si |s| ≥ ε1,

s2 + g2 (s) ≤ G−1 (sg (s)) si |s| ≤ ε1.
(3.9)

En considérant maintenant la partition de Ω suivante

Ω1 = {x ∈ Ω : |ut| ≤ ε1} , Ω2 = {x ∈ Ω : |ut| > ε1}
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et en utilisant l’injection H1
0 (Ω) ↪→ Lp+1(Ω) (voir le Théorème (0.5.1)) et

l’inégalité de Hölder, on obtient∫
Ω2
|ug(ut)| dx ≤

(∫
Ω2
|u|p+1 dx

) 1
p+1

(∫
Ω2
|g(ut)|1+ 1

p dx
) p
p+1

≤ c ‖u‖(H1
0 (Ω))n

(∫
Ω2
|g(ut)|1+ 1

p dx
) p
p+1

.

Par suite, grâce à (3.2), (3.9) et l’inégalité de Poincaré (13), on conclut
∫

Ω2
(|ut|2 + |ug(ut)|)dx ≤ c

∫
Ω2
utg(ut)dx+ c

(∫
Ω
|∇u|2 dx

) 1
2
(∫

Ω2
utg(ut)dx

) p
p+1

≤ −cE ′(t) + cE(t) 1
2 (−E ′(t))

p
p+1 ,

en utilisant ensuite l’inégalité de Young, avec σ = p+ 1 et σ′ = p+ 1
p

pour

E(t) 1
2 (−E ′(t))

p
p+1

et le fait que la fonctionnelle d’énergie E est bornée, on arrive à∫
Ω2

(|ut|2 + |ug(ut)|)dx ≤ cεE(t)
p+1

2 − CεE ′(t) ≤ cεE(t)− CεE ′(t). (3.10)

D’autre part, par (3.2) et l’inégalité de Young, nous avons∫
Ω1

(|ut|2 + |ug(ut)|)dx ≤
∫

Ω1
|ut|2 dx+ ε

∫
Ω1
|u|2 dx+ Cε

∫
Ω1

(g(ut))2 dx

≤
∫

Ω1
|ut|2 dx+ cεE(t) + Cε

∫
Ω1

(g(ut))2 dx.

(3.11)

Insérant (3.10) et (3.11) dans (3.7) et en choisissant ε suffisamment petit,
on déduit que la fonctionnelle

L = F + CεE

satisfait
L′(t) ≤ −dE(t) + c

∫
Ω1

(|ut|2 + (g(ut))2)dx (3.12)

et
L(t) ∼ E(t). (3.13)
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3.3 Résultat de décroissance générale
Nous pouvons maintenant énoncer et prouver notre résultat principal.

Théorème 3.3.1 Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) sont
vérifiées. Alors, il existe des constantes positives k1, k2, k3 et ε0 telle que
l’énergie associée au problème (3.1) satisfait

E(t) ≤ k3G
−1
1 (k1

∫ t

0
α(s)ds+ k2), ∀t ≥ 0, (3.14)

où
G1(t) =

∫ 1

t

1
G2(s)ds et G2(t) = tG′(ε0t).

Notons ici, à partir de propriétés de la fonction G, que la fonction G1 est
strictement décroissante et convexe sur (0, 1], avec limt−→0G1(t) = +∞,
ainsi, le Théoréme précédent assure que

lim
t→+∞

E(t) = 0.

Preuve. Multiplions (3.12) par α(t), il vient

α(t)L′(t) ≤ −dα(t)E(t) + cα(t)
∫

Ω1
(|ut|2 + g(ut)2)dx. (3.15)

Distinguons deux cas :

• Cas 1. G est linéaire sur [0, ε] :

Ainsi, on déduit que

α(t)L′(t) ≤ −dα(t)E(t) + cα(t)
∫

Ω1
utg(ut)dx = −dα(t)E(t)− cE ′(t),

ce qui donne, en utilisant l’hypothèse (H1),

(αL+ cE)′(t) ≤ −dα(t)E(t).

Par conséquent, en utilisant le fait que αL+ cE ∼ E, on arrive à

E(t) ≤ c′exp
(
−c′′

∫ t

0
α(s)ds

)
= c′G−1

1

(
c′′
∫ t

0
α(s)ds

)
.
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• Cas 2. G est non-linéaire sur [0, ε] :

Pour estimer le dernier terme du second membre de (3.12), on utilise,
pour I(t) définit par

I(t) = 1
|Ω1|

∫
Ω1
utg(ut)dx,

l’inégalité de Jensen pour obtenir

G−1(I(t)) ≥ c
∫

Ω1
G−1(utg(ut))dx. (3.16)

De (3.9) et (3.16), il résulte que

α(t)
∫

Ω1
(|ut|2 + g(ut)2)dx ≤ α(t)

∫
Ω1
G−1(utg(ut))dx

≤ cα(t)G−1(I(t)).

D’où, (3.15) devient

R′0(t) ≤ −dα(t)E(t) + cα(t)G−1(I(t)), (3.17)

tel que R0 = αL+ E, de plus on a R0 ∼ E en vertu de (3.13).

Maintenant, pour ε0 < ε et c0 > 0, en utilisant (3.17) et le fait que E ′ ≤ 0,
G′ > 0, G′′ > 0 sur (0, ε], nous constatons que la fonctionnelle R1, qui est
définie par

R1(t) = G′(ε0
E(t)
E(0))R0(t) + c0E(t)

satisfait, pour a1, a2 > 0,

a1R1(t) ≤ E(t) ≤ a2R1(t) (3.18)

et

R′1(t) = ε0
E ′(t)
E(0)G

′′(ε0
E(t)
E(0))R0(t) +G′(ε0

E(t)
E(0))R′0(t) + c0E

′(t)

≤ −dα(t)E(t)G′(ε0
E(t)
E(0)) + cα(t)G′(ε0

E(t)
E(0))G−1(I(t)) + c0E

′(t). (3.19)

Soit G∗ la fonction convexe conjuguée de G au sens de Young, d’où

G∗(s) = s(G′)−1(s)−G[(G′)−1(s)], si s ∈ (0, G′(ε)], (3.20)
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et G∗ satisfait l’inégalité de Young généralisée

AB ≤ G∗(A) +G(B), si A ∈ (0, G′(ε)], B ∈ (0, ε]. (3.21)

Prenons A = G′
(
ε0
E(t)
E(0)

)
et B = G−1(I(t)) alors, moyennant (3.3), (3.8)

et (3.19)-(3.21), on trouve

R′1(t) ≤ −dα(t)E(t)G′(ε0
E(t)
E(0)) + cα(t)G∗

(
G′(ε0

E(t)
E(0))

)
+ cα(t)I(t) + c0E

′(t)

≤ −dα(t)E(t)G′(ε0
E(t)
E(0)) + cε0α(t)E(t)

E(0)G
′(ε0

E(t)
E(0))− cE ′(t) + c0E

′(t).

Ainsi, nous obtenons pour un choix convenable de ε0 et c0

R′1(t) ≤ −kα(t)
(
E(t)
E(0)

)
G′
(
ε0
E(t)
E(0)

)
= −kα(t)G2(E(t)

E(0)), (3.22)

où G2(t) = tG′(ε0t).

Puisque
G′2(t) = G′(ε0t) + ε0tG

′′(ε0t),

en utilisant donc la stricte convexité de G sur (0, ε], on déduit que
G′2(t), G2(t) > 0 sur (0, 1].
Ainsi, en posant

R(t) = a1R1(t)
E(0)

et en utilisant (3.18) et (3.22), on aura

R(t) ∼ E(t) (3.23)

et
R′(t) ≤ −k1α(t)G2(R(t))

pour k1 > 0.
Par suite, une simple intégration donne, pour k2 > 0

R(t) ≤ G−1
1 (k1

∫ t

0
α(s)ds+ k2), (3.24)
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où G1(t) =
∫ 1
t

1
G2(s)ds.

Nous avons utilisé les propriétés de G2 et le fait que G1 est strictement
décroissante sur (0, 1].
Finalement, en utilisant (3.23) et (3.24), on obtient (3.14).

Remarque 3.3.2 Liu et Zuazua [22] et Alabau-Boussouira [2] ont proposé
les hypothèses suivantes sur la fonction g :{

g0(|s|) ≤ |g(s)| ≤ g−1
0 (|s|) pour tout |s| ≤ ε

c1 |s| ≤ |g(s)| ≤ c2 |s| pour tout |s| ≥ ε
(3.25)

pour une certaine fonction strictement croissante g0 ∈ C1([0,+∞), avec
g0(0) = 0, où c1, c2, ε sont des constantes positives et la fonction G définie
par

G(s) =
√
s

2g0

(√
s

2

)
est strictement convexe dans C2 sur (0, ε] si la fonction g0 est non-linéaire.

Notons ici que si ces hypothèses sont vérifiées alors l’hypothèse (H2) est
également vérifiée.

3.4 Exemples

On donne des exemples afin d’illustrer le taux de décroissance donné par
le Théorème 3.3.1.

On suppose que la fonction g vérifie (3.25) près de l’origine.

(1) Si g0(s) = csq et q ≥ 1, alors

G(s) = cs
q+1

2

satisfait à l’hypothèse (H2). En utilisant le Théorème 3.3.1, nous obtenons
sans peine

E(t) ≤ c exp
(
−c′

∫ t

0
α(s)ds

)
si q = 1,

E(t) ≤ c
(
c′
∫ t

0
α(s)ds+ c′′

)− 2
q−1

si q > 1.
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(2) Si g0(s) = exp
(−1
s

)
, alors (H2) est satisfaite pour

G(s) =
√
s

2exp
(
−
√

2√
s

)

près de zéro. Ainsi, on aura

E(t) ≤ c
(
ln(c′

∫ t

0
α(s)ds+ c′′)

)−2
.

(3) Si g0(s) = 1
s
exp

(−1
s2

)
, alors (H2) est satisfaite pour

G(s) = exp
(−2
s

)
près de zéro. Ainsi, on trouve

E(t) ≤ c
(
ln(c′

∫ t

0
α(s)ds+ c′′)

)−1
.

(4) Si g0(s) = 1
s
exp (−(lns)2), alors (H2) est satisfaite pour

G(s) = exp

(
−1

4

(
ln
s

2

)2
)

près de zéro. Par suite, nous obtenons le taux de décroissance suivant

E(t) ≤ c exp
(
−2

(
ln(c′

∫ t

0
α(s)ds+ c′′)

)) 1
2
.

84



Conclusion et perspectives

A l’issue de cette thèse, trois points principaux ont été abordés en ce qui
concerne la stabilisation des problèmes thermoélastiques en se basant sur
des techniques récentes d’analyse mathématique :

• Nous avons trouvé l’estimation de décroissance de la solution d’un
système de thermoélasticité classique sous l’action d’un amortissement
frontière de type mémoire, qui a déjà été étudié auparavant, et en
particulier dans [39], on a éliminé la condition u0 = 0 sur Γ1 et on a ajouté
des hypothèses nécessaires.

• Nous avons étudié le comportement asymptotique de la solution d’un
système de thermoélasticité avec second son soumis à un terme
d’amortissement frontière de type mémoire, qui a déjà été étudié
précédemment, notamment dans [38], on a utilisé les mêmes hypothèses
sans poser u0 = 0 sur Γ1 et sans faire aucune hypothèse additionnelle.

• Enfin, on a remplacé le terme d’amortissement frontière dans notre
second système par un terme amortissant distribué de la forme α(t)g(ut), et
on a obtenu un résultat de décroissance générale de l’énergie de la solution.

Nous comptons dans le futur généraliser nos résultats aux problèmes en
viscoélasticité, de plus il sera intéressant de faire des simulations
numériques des différents problèmes étudiés dans ce manuscrit.
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