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Introduction

0.1 La thermoélasticité

Une déformation d’un corps est inséparablement reliée a un changement
de sa quantité de chaleur et donc avec un changement de la distribution de
température dans le corps. Une déformation d’un corps qui varie dans le
temps conduit a des changements de température, et inversement. L’énergie
interne du corps dépend de la température et de la déformation. La science
qui traite des processus couplés ci-dessus, est appelé thermoélasticité. La
thermoélasticité, généralisation de 1’élasticité des déformations non
isothermes, a fait des progres considérables au cours des dernieres
décennies. Sa théorie de base est maintenant bien établie, et de nombreuses
applications aux problemes en ingénierie ont été réalisées avec succes.

La thermoélasticité contient la théorie générale de la conduction de
chaleur, la théorie générale des contraintes thermiques, décrit la
distribution de température produite par la déformation et enfin elle
contient une description du phénomeéne de dissipation thermoélastique. En
dépit de sa complexité mathématique, la thermoélasticité nous permet
d’examiner plus profondément que précédemment, le mécanisme de la
déformation et les procédés thermiques se produisant dans les corps
élastiques. La thermoélasticité était I'un des premiers domaines en théorie
des champs couplés qui a attiré I'attention des mathématiciens; I'intérét
pour les modeles caractérisant le couplage thermomécanique a été motivé
par de nouveaux problemes pratiques importants, y compris ceux qui sont a
la fine pointe des innovations technologiques actuelles. Malgré plus d’un
siecle de recherches sur la thermoélasticité, de nombreux problemes
d’actualité restent difficiles a résoudre analytiquement et de fait la
simulation numérique sera 1'ultime moyen d’y parvenir.



Notre propos concerne :
e Les systemes thermoélastiques classiques :

Un systeme de thermoélasticité classique est un couplage de deux
systémes, un systeme hyperbolique d’élasticité et une équation parabolique
classique de la conduction de chaleur, ce qui nous donne un systeme
hyperbolique-parabolique qui possede les propriétés des deux systemes dont
le transfert de chaleur est généralement décrit en utilisant la loi de Fourier :

q=—krVo. (1)

En conséquence, cette théorie prédit une vitesse infinie de transfert de
chaleur, qui signifie que toute perturbation thermique a un point a un effet
instantané dans le reste du corps.

e Les systemes thermoélastiques non-classiques :

Bien que la loi de Fourier donne une description de la diffusion de chaleur,
des expériences sur certains cristaux diélectriques isolants a trés basse
température est libre de ce paradoxe et les perturbations qui sont presque
entierement thermiques, peuvent se propager a une vitesse finie, ce qui a
conduit a la création de la théorie de thermoélasticité non-classique ou
I’équation parabolique, de la conduction de chaleur, est remplacée par une
équation hyperbolique de la diffusion de chaleur. Elle présume que la
diffusion de chaleur se propage sous forme d’ondes. Ce phénomene
ondulatoire de la conduction de chaleur porte le nom de second son (second
sound : voir [I3]). Ce phénomene a d’abord été détecté dans le He, dans
des cristaux de floride de sodium Naf et dans le bismuth Bi.

A la place de loi de Fourier, cette théorie suggere 'utilisation de la loi de
Maxwell-Cattaneo (Maxwell [26] et Cattaneo [8]) suivante

Toq: + q = —kV0 (2)

ou 7y est le temps de relaxation dépendant de la température absolue, il est
lié & la réponse du systeme étudié a une perturbation thermique
instantanée, il caractérise alors 'ordre de grandeur du temps au bout
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duquel le nouvel équilibre est atteint.

Avant d’introduire la description générale de nos résultats on va donner
quelques types d’amortissement utilisés dans notre travail :

e Un amortissement produit par la viscosité. Il a plusieurs formes comme
par exemple 'amortissement produit par le modele de Boltzmann. Si on
met par exemple le matériau élastique dans un fluide viscoélastique, ce
fluide fournit un amortissement naturel. Du point de vue mathématique,
ces effets d’amortissement sont modélisés par un terme sous forme
d’intégral (comme dans les systémes étudiés dans le premier et le deuxiéme
chapitre de cette these).

e Un amortissement dii a la friction, il s’exprime en fonction des vitesses
ug, 0y (comme dans le systeme étudié dans le dernier chapitre de cette
these).

0.2 Description des sections et résultats
principaux

Cette these est consacrée a 1’étude de comportement asymptotique des
certains systemes thermoélastiques. On généralise et on améliore divers
résultats antérieurs qui seront mentionnés un peu plus tard.

Plus précisément, on étudie trois probléemes thermoélastiques. Le but est
d’améliorer les résultats de [38] [39] et de généraliser les résultats de [41] en
additionnant un terme d’amortissement interne non linéaire.

Dans la suite, on donnera une bréve analyse du contenu de la these.

Dans le premier chapitre, on considere le systéeme thermoélastique
classique suivant, au moyen d'un amortissement de type mémoire agissant
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sur une partie de la frontiere,

U — pp A u— (u+ X))V (divu) + VO =0 dans © x (0, +00)
cby — k A0+ Bdivuy =0 dans Q x (0, 4+00)
u(.,0) =ug, ut(.,0)=wuy, 6(,0)=460, dans
u=0 sur [y x [0,400)
¢ 0
u(z,t)=—[g(t—2s) (uau + (1 + A) (divu) V) (s)ds sur I'; x [0, +00)
0 1%
=0 surI x[0,+00),
(3)
ou le corps () est un domaine borné de R", avec une frontiere I' = 'y U I'y,
u=u(x,t) € R" ¢, Kk, u, A sont des constantes positives, 5 # 0 est un
nombre réel, le vecteur v est la normale extérieure unitaire a I" et la
fonction g est une fonction positive et différentiable. On va trouver un
résultat de décroissance explicite et générale de 1’énergie de la solution.

Ce travail peut étre considéré comme une extension de celle de [39], qui a
étudié la stabilisation de (3) avec uy = 0 sur I';.

Le deuxiéme chapitre est consacré a ’étude du deuxieme probleme
suivant :

U — ppAu — (pp+ A)V(divu) + VO =0  dans Q x (0, 400)
ey + kdivg+ fdivu, =0  dans Q x (0, +00)
T0q: + ¢+ kVO =0 dans Q x (0,+00)
u(.,0) =ug, w(.,0)=uy, 6(.,0)=46, ¢(.,0)=qy dansQ
u=0 sur Ty x [0,+00)

u(z,t) = — /Dtg(t - 8)(’“25 + (u+ M) (divu)v)(s)ds sur I'y x [0, +00)

0=0 surI x[0,+00).
(4)

C’est un systeme thermoélastique avec second son sous l'action d'un
amortissement de type mémoire, ou le corps €2 est un domaine borné dans
R™ (n > 2) avec une frontiére T', telle que {I'g,T'1} est une partition de I, v
est la normale extérieure unitaire a I', u = u(x,t), ¢ = q(x,t) € R" et la
fonction de relaxation g est une fonction positive et différentiable. Les
coefficients ¢, k, i1, A\, 79 sont des constantes positives et 5 # 0 est un
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nombre réel.

On va étudier le systeme sous les mémes hypotheses qui ont été
proposées dans [38] o1, cette fois-ci, le cas ug # 0 sur I'y sera pris en
compte, et démontrer, comme dans [38], une forme explicite de décroissance
de la solution qui n’est pas nécessairement exponentielle ou polynémiale.

En I'absence du terme d’amortissement frontiere dans le systéme , on
va étudier, dans le dernier chapitre, le nouveau systeme, stabilisé par un
terme d’amortissement interne, suivant

U — pAu — (p+ ANV (divu) + VO + a(t)g(u) =0 dans 2 x (0, +00)
by + rkdivg+ fdivu, =0  dans Q x (0, +00)
T0q: + ¢+ kVO =0 dans Q x (0, +00)
u(.,0) =ug, w(.,0)=uy, 6(.,0)=460,, ¢(.,0)=qy dansQ
u=60=0 surdQ x [0,+00),
()

tels que 2 est un domaine borné de R™ avec une frontiere 0S2, u = u(z,t),
q = q(z,t) € R", les fonctions a et g sont des fonctions positives
particulieres et les coefficients ¢, k, u, A, 79 sont des constantes positives et
£ # 0 est un nombre réel.

On obtient un résultat de décroissance en fonction de g et o pour lesquels
les deux taux de décroissance exponentielle et polynomiale ne sont que des
cas particuliers. Plus précisément, nous allons obtenir une relation entre le
taux de décroissance de 1'énergie (lorsque t tend vers U'infini) et les
fonctions g et « sans faire des hypotheses plus restrictives sur le terme
d’amortissement frictionnel «(t)g(u;). Ainsi, on trouve un résultat de
décroissance générale et explicite de ’énergie qui permet d’utiliser une plus
grande classe de fonctions g et a.

0.3 Meéthodologie

Pour atteindre les résultats souhaités, on se base principalement sur
quelques propriétés des fonctions convexes, 'inégalité de Jensen, 'inégalité
de Poincaré et essentiellement sur la construction des fonctionnelles de



Lyapunov appropriées qui sont équivalentes a I’énergie des solutions.

Pour traiter le systeme , on suit les mémes techniques présentées dans
[39] avec quelques modifications et hypotheses additionnelles nécessaires et
convenables telle si k est le noyau résolvant de (—g'/g(0)), on suppose qu’il
vérifie :

B(0) >0, Jim k(t) =0, k(1) <0 (6)
K'(8) > H(—K'(t)), ¥t >0, (7)

telles que H est une fonction positive, linéaire ou strictement croissante,
strictement convexe de classe C? sur (0,7], r < 1, H(0) = 0, de plus, la
fonction H' est convexe et de classe C? sur (0,7].

Les techniques utilisées sont basées sur la construction d’une fonctionnelle
de Lyapunov L équivalente a la fonctionnelle d’énergie E' du probléeme ((3)).
Apres quelques étapes, en construisant une autre fonction de Lyapunov F
qui est également équivalente a E, on arrive a I’'inégalité suivante

F/ () < —mE () —c [ "W (s) /

t1 I

() — u(t — )2 dTyds+Ck? (t)/ o |2 dT;
I't

(8)
A ce stade, nous allons considérer un cas particulier dans lequel on
suppose que H(t) = ct?, 1 < p < 3/2, en exploitant les conditions (6) et (7),
on va donner une preuve simple afin d’obtenir I’estimation de décroissance
de I'énergie et on va passer ensuite au cas général. On termine ce chapitre
par un exemple pour montrer comment appliquer notre résultat principal.

Pour traiter le systeme dans le deuxieme chapitre, on suit les mémes
techniques présentées dans [38] avec quelques modifications nécessaires et
convenables telle si k est le noyau résolvant de (—g'/g(0)), on suppose qu’il
vérifie @ et , telles que H est une fonction positive, linéaire ou
strictement croissante, strictement convexe de classe C? sur (0,7], r < 1 et

H(0)=0.
Ensuite, on construit une fonction de Lyapunov L équivalente a la somme

de premiere et deuxieme énergie de la solution £ = Fy + F,, apres quelques
manipulations en exploitant les hypothéses @ et et en construisant une
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autre fonction de Lyapunov F(t)

= L(t) + cE1(t), qui est clairement

équivalente aussi a E, on arrive a 'inégalité suivante

Ei(t) +

(Jr, [uol*dly) 7 k*(s)ds

i

)
E,(0) +
1) +

n
2
ﬂ
2

)]

(Jr, [uol?dTy) J5= K2 (s)ds

(s)
(s)
(r, [uol*dly) [ k*(s)ds

<H1(

< ——F’(t) +

avec

Ei(t) +

E(0) +

ﬂ
2
n

)

)
1o, P 57 2 (5) s
(. uolary ) (k).

(r, [uol*dly) [ k*(s)ds

Fi(t) = Hy (=0 B0+

+ co <E1 t) +

U, [oPdTy) J5* k2<s>d5>F<t>

ﬁ
2
ﬂ
2
5

/ | dn/ k:2(s)ds>,

Hy(t) = tH (got), pour g9 > 0, Ho(t) = H(D(t)),

ol D est une fonction positive de classe C. Une simple intégration de @
sur (t1,t) nous donne le résultat de décroissance générale. On va donner
aussi lors de ce travail, comme le chapitre précédent, un cas particulier de
la fonction H dans lequel on va trouver une estimation explicite de taux de
décroissance de la premiere énergie E;. A la fin de ce chapitre, on va donner
un exemple explicite pour illustrer notre résultat.

Ce résultat a fait I'objet d'une publication dans Electron. J. Differ .Equ.
Vol. 2014 (2014), No. 202, 1-18. Sous le titre "General boundary
stabilization result of memory-type thermoelasticity with second sound".

Tandis que, dans la dernier chapitre, pour trouver le taux de décroissance
de I’énergie de la solution du systeme , on utilise principalement les
propriétés des fonctions convexes et quelques inégalités telles que 'inégalité
de Young généralisée et I'inégalité de Jensen. Ces propriétés ont été
introduites par Lasiecka ([9], [18]-[20]) et ont été utilisées par Liu et Zuazua
[22] et Alabau-Boussouira [2].

On va considérer les hypotheses suivantes :
— (1) a: Ry — R, est une fonction décroissante et différentiable.
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~ (2) g: R — R est une fonction croissante dans C? et il existe des
constantes positives ¢, ¢1, ¢y et une fonction croissante G' € C''([0, +00)),
avec G(0) = 0, ou G est une fonction linéaire ou strictement convexe
dans C? sur (0, ] telles que

cls| <g(s)] < cols|” sifs| >«
s2+g%(s) <G (sg(s)) sils|<e
et p vérifie

n+ 2
n—2

1<p<

sin>2

1<p<oo sin<2

Notons ici que la condition (2), avec € = 1 et p = 1, a été introduite et
utilisée par Lasiecka et Tataru [I8] dans leur étude du comportement
asymptotique des solutions des équations des ondes non linéaires avec un
amortissement frontiere non linéaire, ou les auteurs ont obtenu des
estimations sur le taux de décroissance de ’énergie dépendantes
explicitement de la solution d’une équation différentielle ordinaire non
linéaire. Ils ont montré aussi que la monotonicité et la continuité de la
fonction g garantissent l'existence de la fonction G avec les propriétés
indiquées dans (2).

Pour aboutir a notre résultat, on introduit une fonction de Lyapunov F'
équivalente a 1’énergie de la solution F, en utilisant les propriétés de « et g,
apres quelques techniques et quelques passages intéressants on obtient un
résultat de décroissance générale et explicite. A la fin de ce chapitre, nous
illustrons notre résultat par des exemples qui ont été déja considérés par
Messaoudi et Mustafa [31].

0.4 Apercu historique

0.4.1 Problemes thermoélastiques classiques

Au cours des dernieres décennies, il y a eu plusieurs travaux intéressants
sur l'existence, le comportement asymptotique et I’explosion des solutions
des problémes thermoélastiques unidimensionnels et multidimensionnels,
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ainsi beaucoup d’articles ont été publiés.

On commence par le travail pionnier de Slemrod [45], ot il a considéré un
probleme thermoélastique unidimensionnel non-linéaire et a établi
I’existence globale et la décroissance de la solution classique, pour des
données initiales petites, ou la frontiere est sans traction et a température
constante ou rigidement maintenu et isolée thermiquement (c’est-a-dire des
conditions aux limites de type Neumann-Dirichlet ou de type
Dirichlet-Neumann).

Pour des conditions aux limites de type Dirichlet-Dirichlet, le probleme
d’existence globale des solutions régulieres est resté en suspens pendant une
longue période. En 1991, Racke et Shibata [43] ont utilisé les méthodes
d’analyse spectrale et ont prouvé la décroissance polynémiale de la solution
dans le cas linéaire et non-linéaire. Ils ont montré aussi que le taux de
décroissance dépend de la régularité des données initiales et ont prouvé que
le résultat d’existence globale dépend de la petitesse des données initiales
dans I'espace H™ (0, L), ot m est un grand nombre.

Dans [35], Munoz Rivera a prouvé la décroissance exponentielle des
solutions des problemes aux limites de type Dirichlet-Dirichlet en
thermoélasticité linéaire, en utilisant la méthode d’énergie, d'une maniere
unique et originale. Plus tard, Racke, Shibata et Zheng [44] ont étendu les
résultats de [35] aux systémes thermoélastiques non-linéaires et ont amélioré
le résultat de Racke et Shibata [43] pour des données initiales (ug,u;) dans
H?(0,L) x H*(0,L). Rivera et Barreto [36] ont amélioré¢ les résultats de
[43], ils ont montré qu’il est possible d’utiliser la méthode d’énergie
uniquement pour des données initiales (ug,u;) dans H? (0, L) x H' (0, L) .

Le probleme de Cauchy ou le corps thermoélastique occupe la ligne réelle
toute entieére a été traité par Zheng et Shen [47] et Hrusa et Tarabek [16],
ils ont montré 'existence globale dans le temps. En particulier, Hrusa et
Tarabek [I6] ont combiné certaines estimations de Slemrod [45] qui sont
restées valables pour les intervalles non bornés, ou l'inégalité de Poincaré
n’est plus utilisable, avec quelques estimations supplémentaires pour
obtenir 'estimation de I’énergie avec des limites tres petites.

Pour le cas multidimensionnel, la situation est différente que celle dans le
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cas unidimensionnel. Dans le cas multidimensionnel, il a été prouvé que la
dissipation donnée par la variation de température n’est pas assez forte
pour obtenir un taux de décroissance uniforme des solutions. Cela a été
confirmé par le travail pionnier de Dafermos [14], dans lequel il a démontré
un résultat de stabilité asymptotique. Il a également indiqué qu’il n’a pas
de décroissance de solution si le domaine est une boule. Plus tard, Lebeau
et Zuazua [21] ont amélioré le travail de [I4], ou les auteurs ont prouvé que
le taux de décroissance n’était jamais uniforme lorsque le domaine est
convexe. Ainsi, des mécanismes d’amortissement supplémentaires sont
nécessaires pour obtenir la décroissance uniforme.

En particulier, Jian, Munoz Rivera et Racke [I7] ont montré la
décroissance uniforme de la solution a symétrie radiale dans un espace de
deux ou trois dimensions.

En outre, Pereira et Menzala [40] ont introduit un amortissement linéaire
interne et ont établi également la décroissance uniforme de la solution. Un
résultat similaire a été obtenu par Liu [23] pour un systéme avec un
amortissement frontiere linéaire dépendant de la vitesse agissant sur le
composant élastique du systéme et par Liu et Zuazua [24] au moyen d’un
amortissement frontiere non linéaire.

Rivera et Racke [37] ont considéré un modele magnéto-thermoélastique au
moyen d’un amortissement de type mémoire agissant sur la frontiere. Si g
est la fonction de relaxation et k est le noyau résolvant de (—g’/g(0)), ils
ont montré que ’énergie associée a la solution décroit de fagon
exponentielle (polynémiale) si k et (—k’) décroissent de fagon exponentielle
(polyndémiale). Messaoudi et Al-Shehri [28] ont considéré le systeme suivant

U — pp A u— (u+ X))V (divu) + VO =0 dans Q x (0, 4+00)
cby — k A O+ Bdivuy =0 dans Q x (0, 4+00)
u(,0)=wug, u(.,0)=wuy, 6(,0)=6 dans
u=0 sur 'y x [0,+00)

u(z,t) =— Oftg(t —5) (ugz + (p+ A) (divu) 1/) (s)ds surI'y x [0,+00)

=0 surl x|0,+00),
(10)
ou le corps €2 est un domaine borné de R", avec une frontiere I' = 'y U 'y,



u=u(z,t) € R", ¢, kK, [, u, A sont des constantes positives, et ils ont trouvé
un résultat de décroissance générale si la fonction k décroit d’une maniere
générale.

Récemment, Mustafa [39] a traité le systeme pour k vérifie
I’hypothese suivante :

(A)

B(0) >0, Jim k(t) =0, K(t) <0
K'(t) > H(—K(t), Vt>0,

telles que H est une fonction positive, linéaire ou strictement croissante,
strictement convexe de classe C? sur (0,7], r < 1, H(0) = 0.

Il a prouvé, pour uy = 0 sur I'y, une décroissance explicite de 1’énergie ou
la décroissance exponentielle et la décroissance polynomiale sont seulement
des cas particuliers.

0.4.2 Problemes thermoélastiques avec second son

Au cours des quatre dernieres décennies, de nombreux chercheurs se sont
intéressés a la thermoélasticité avec second son et plusieurs résultats
concernant l'existence, I'explosion et le comportement asymptotique des
solutions ont été établis.

Nous commengons avec le travail pionnier de Tarabek [46], ou il a traité
des problémes liés au systeme

Ut — a(um 97 Q)u:cm + b(uma 97 Q)em = al(uma g)q(h
97& + g(uza 97 Q)qyc + d(u:t: 97 Q)uta: - 052(u:1:7 e)qqt (11>
T(uxv H)Qt + q + k(“aﬁ Q)Qz = Oa

dans des domaines bornés et non bornés et pour lesquels il a établi des
résultats d’existence globale pour des petites données initiales. Il a
également montré que ces solutions "classiques" tendent vers I’équilibre
quand t tend vers l'infini, mais pas de taux de décroissance a été donné.
Dans son travail, Tarabek a utilisé I’argument de I’énergie et a exploité
certaines relations de la seconde loi de la thermodynamique pour surmonter

X1



la difficulté résultante de ’absence de 'inégalité de Poincaré dans les
domaines non bornés. En ce qui concerne le comportement asymptotique,
Racke [42] a discuté et a établi des résultats de décroissance
exponentielle pour plusieurs problemes aux limites linéaires et non linéaires.
En particulier, il a étudié (11)) pour ay = as = 0,

u(t,0) =u(t,1) =0, 6 0)=0(t1)=0, t>0

et il a montré, pour des données initiales suffisamment petites, que la
solution décroit d’une maniere exponentielle vers I’état d’équilibre.
Messaoudi et Said-Houari [32] ont étendu le résultat de [42] au cas ou

0417&0,0(27&0.

Pour le cas multidimensionnel (n = 2, 3), Racke [41] a établi un résultat
d’existence pour le probleme

Uy — pAu — (u+ A)V(divu) + V0 =0 dans Q x (0, +00)
0; +ydivg+ ddivu, =0 dans Q x (0, +00)
Tq +q+kVO =0 dans Q x (0,+00) (12)
u(.,0) =ug, w(.,0)=wuy, 6(.,0)=6, ¢(,0)=q dans
u=60=0 surI x[0,+00),

ou 2 est un domaine borné de R" avec une frontiere réguliere I', u = u(z, t),
q=q(xz,t) € R" u, A\ B,7,0, 7,k sont des constantes positives, p, A étant
respectivement les modules de Lamé, 7 est le temps de relaxation, un petit
parametre par rapport aux autres. En particulier, si 7 = 0, se réduit au
systeéme thermoélastique classique dans lequel le flux de chaleur est donné
par la loi de Fourier au lieu de la loi de Cattaneo. Il a aussi prouvé, sous la
condition rotu = rotqg = 0, un résultat de décroissance exponentielle pour
. Ce résultat s’applique automatiquement a la solution a symétrie
radiale comme un cas particulier. Messaoudi [27] a considéré en
présence d'un terme source dans la premiere équation et a prouvé que la
solution existe localement et explose dans le cas ou I’énergie initiale est
négative. Ces résultats ont ensuite été étendu dans le cas ou 'énergie
initiale est positive par Messaoudi et Said-Houari [33].

Messaoudi et Al-Shehri [29] ont traité le systeme thermoélastique au
moyen d’'une condition de type mémoire sur une partie de la frontiere I', ils
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ont montré, si k est le noyau résolvant de (—¢'/g(0)), que I'énergie décroit a
un taux polynémial dans le cas ou (—k’) décroit d’'une maniere
exponentielle. Récemment, Mustafa dans [38] a traité aussi le systeme
au moyen d’une condition au bord de type mémoire pour k vérifie
I'hypothese (A) et il a prouvé, pour ug = 0 sur I'y, une décroissance explicite
de I’énergie qui n’est pas nécessairement exponentielle ou polynomiale.

0.5 Notations, rappels et quelques inégalités
utiles

Cette section est consacrée a un rappel général qui consiste a choisir le
cadre fonctionnel. On introduit les espaces fonctionnels nécessaires a 1’étude

de nos problemes, ainsi quelques inégalités et notions élémentaires qui
seront tres utiles par la suite.

On note

1. |z| = \/x% + 2% + ... + 22 la norme euclidienne de
T, T = (ZE‘I,QEQ, 7$n) S R™.

— . . s . .
2. v = (v1,v0,...,v,) le vecteur normal unitaire extérieur en un point

du bord de €.
Pour toute fonction u : R” — R réguliére, on note :
a‘odu n
1. D = FrTr avec a = (aq, g, ..., ) € N" et |a| = z; o] .
Jdu 0 0
2. Vu= (8;1’ 8;2’ e 8;) = grad u : Le gradient de w.
n O?
3. Au= 3 —Z : Laplacien de wu.
i=1 0x;

Pour toute fonction u : R" — R™ réguliére avec u = (uy, ug, ..., uy,) , O
note :

1. Au = (Aug, Aus, ..., Auy,) .
2. divu=V.u= g: Ou, : La divergence de u.

i=1 0x;
3. Sin=2, rotu:VAu:%—%.
(9&:1 8562
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. 8u3 6u2 8u1 8U3 8’&2 Gul
Sin=3, rotu=VAu (8332 Oxs Ors Oz Ox; 8:762)

Soient 2 C R™ un ouvert, et 0€) la frontiere de 2.

1. C(£2) ou C°(R2) : Ensemble des fonctions continues dans €.

2. C°(Q2) : Ensemble des fonctions continues dans {2 a support compact.
3. C*(2) : Ensemble des fonctions de classe k dans €.

4. C*(Q) : Ensemble des fonctions de C*(Q2) & support compact.

5. C*(Q) : Ensemble des fonctions indéfiniment différentiables.

6. D(Q) =C>(Q2) : Ensemble des fonctions de C*°(£2) a support

compact.
1. Espaces de Lebesgue L7 (1)
Soit p € R, 1 < p < oo, et 2 un ensemble mesurable de R™, on définit
LP (Q) = {u 1 — R, telle que u mesurable et /Q lu(x) P de < oo} .
Muni de la norme suivante
1/p
Jll ey = ( [ Ju@)l? do)

Sip=o0:

L>*(Q) = {u:Q — R, u mesurable et il existe une constante ¢

telle que |u(z)| < ¢, pp sur Q}.
Muni de cette norme :

[ull oo ) = inf {e, [u(z)] < ¢, pp sur Q}.

Soit 1 < 0 < 00, on désigne par o’ 'exposant conjugué de o, c¢’est-a-dire :

2. Inégalité de Holder
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Soient u et v deux fonctions respectivement dans L7 (Q) et L7 (Q), alors
le produit uv est dans L'(€) avec

/Q juoldz < |ull 1o (o) V]l 1o o) -

3. Inégalité de Young

V(a,b) € R, Ve >0, ab < oo+ b7

9 oles

Dans le cas particulier 0 = 2, on a
2 €49, 1,
\V/(a/,b) €R+, \V/5>O, abg 5(1 +278b .

4. Les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont un outil essentiel pour ’étude des équations
aux dérivées partielles. En effet, les solutions de ces équations
appartiennent plus naturellement a un espace de Sobolev qu’a un espace de
fonctions continues partiellement dérivables au sens classique. Pour une
présentation plus complete des espaces de Sobolev, ou pour la
démonstration des résultats que nous annoncons ici, on pourra consulter
par exemple ([6] (chapitres 8 et 9) et [1]).

Notons que dans toute la suite de cette section, {2 désigne un ouvert borné
de R™ de frontiere €2 =T.

Soit m > 1 un entier et p un réel tel que 1 < p < oco. On définit 'espace de
Sobolev WP () par :

WmP(Q) ={ue LP(Q): D e LP(Q), Ya e N, |a] <m}.

Bien entendu, la dérivation est a prendre au sens de distribution.

L’espace W™P()) est de Banach pour la norme

ullwmoy =D (Dl o).

0<|ar|<m
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Pour p = 2, on pose W™2(Q)) = H™(R2), ce dernier est un espace de
Hilbert, pour le produit scalaire

(U/U)}pn(g) = Z (D“u,Dav)Lz(Q),

0<|a|<m

et il est un espace de Banach pour la norme associée

1/2
||U||Hm(sz)=( > ||Dau||%2(9)) :

0<|a|<m

On désigne par Wi""(Q2), 'adhérence de D(Q2) dans W™P(Q2).

Pour p = 2 et m = 1, Pespace HL(Q) = W, () est un espace de Hilbert
pour la norme et le produit scalaire de H'(Q).
Maintenant, on désigne par W~"™4(Q)) I'espace dual de Wy"*(2) pour
1 1
1<p<oo ( +-= 1) et par H~1(Q) lespace dual de H} (), de plus, on
q

p
a

Hy(Q) c L*(Q) c H(Q)

avec injections continues.
5. Injections de Sobolev

Les injections de Sobolev sont tres utilisées lorsqu’on étudie les équations
aux dérivées partielles. Elle fournissent des inégalités entre les normes des
espaces de Sobolev et les normes des espaces de Lebesgue.

Théoréme 0.5.1 (Rellich-Kondrachov)
On suppose que Q) est borné de classe C1. On a

1
1. Si p<mn, alors WY () C L), Vq € [1,p*), ot i

=R
S|

2. Si p=mn, alors WH(Q) C LY(Q), Vg € [1,+00).
3. Si p>n, alors WH(Q) C C(Q),

avec injections compactes.
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Notons que le Théoréme précédent est vrai pour I/VO1 P(Q) avec Q) ouvert
borné quelconque.

6. Inégalité de Poincaré

On suppose que €2 est un ouvert borné. Alors il existe une constante c,
(dépendant de 2 et p seulement) telle que

lullrey < el Vullzae), Yu € Wy™(Q), (1< p < o). (13)

Proposition 0.5.2 Si Q est de classe C?, alors (—A)~ (L*(Q)) C H*(Q)
et Uapplication linéaire (—A)~! de L*(Q) dans H?*(Q) est aussi bornée.

7. Notions de trace au bord

Il n’est pas nécessaire qu'une fonction u de espace L?*(f2) ait un
représentant continu pour que l'on puisse considérer sa restriction a I'.
C’est ce que nous appellerons la trace de u sur le bord.

Théoréme 0.5.3 Soit Q un ouvert de classe Ct, alors il existe un
opérateur linéaire continu, appelé opérateur trace et noté vy de H*(2) dans
L3(T") qui coincide avec l'opérateur de restriction usuel pour les fonctions
continues. En particulier, il existe une constante ¢y qui ne dépend que de €,
telle que :

Ivoull 2y < eillull o), Yu € HY ().

Si on suppose que {I'g,I'1} constitue une partition de I', avec
meas(I'y) > 0, on définit alors

H%O(Q):{uGHl(Q): u=0 sur FO}.

Cet espace est fermé dans H'(2) comme noyau de 'application (linéaire)
continue r o ot r: L*(T) — L?(Ty) est 'application restriction. Donc

(H%O(Q), H-HHI(Q)> est un Hilbert, avec

Yu € Hy, (), HUHH;O(Q) = [|[Vul|2(q).-

2(n—1
De plus, on a 'injection continue H} (Q) — L™(Ty), 1 <m < (712),
n —_
c’est-a-dire il existe une constante ¢y, telle que
[ullmry) < ol Vullrz ). (14)
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8. Formule de Green

Maintenant que nous somme en mesure de donner un sens a la restriction
d’une fonction d’'un espace de Sobolev sur le bord d’un ouvert.

Proposition 0.5.4 Soit Q un ouvert de classe C', alors :

1. Pour toutes fonctions u, v € H(Q), on a

Ou vdr = —/ u v dx + / wvvdl’,
Q 0x; Q Oz, r

ou v; = ve;. Noter que l'intégrale de surface a un sens puisque
u,v € L*(T).

2. Pour toutes fonctions uw € H*(Q2), et v e HY(Q), on a

/Auvdx: —/ Vu.Vvd:B—l—/
Q Q r

ou n ou
5 = Z% ((91,2) v;.

i=1

ou
5’Udr, (15)

9. Equations intégrales de Volterra

Si on définit le produit * par

t
(uxv)(t) = / u(t — s)v(s)ds. (16)
0
Alors, I’équation suivante
p(t) = f(E) + (B p)(t) (17)
est une équation intégrale de Volterra de seconde espéce, telles que f et R
sont des fonctions connues et ¢ est la fonction inconnue. La fonction R

s’appelle le noyau de ’équation intégrale de Volterra. Sa solution est
donnée par la formule suivante

o) = 1)+ [ K= 5)f()ds = SO + (k= N0 (18)
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Ou la fonction k est le noyau résolvant de R, qui est définie par
k(t) = R(t) + (R*k)(t). (19)
10. La regle de Leibniz

Elle donnée par la formule

d B B(t) 9 IB
dt/A(t) J(t, s)ds = /A(t) LIPS +f(t,B(t))dt(t) = [t A) ==

ot
(20)

11. Inégalité de Jensen

L’inégalité de Jensen aura un role tres important dans la démonstration
de notre résultat principal.

Si F' est une fonction convexe sur [a,b], f : Q — [a,b] et h sont des
fonctions intégrables sur €, h(z) > 0, et [ h(x)dx = € > 0, alors I'inégalité
de Jensen affirme que

FI3 [ @] < 7 [Pl (21)

N’importe quelle autre notion sera énoncée dans le chapitre ou elle ira
apparaitre.

Dans toute la suite, ¢ et C' désignent des constantes génériques qui
peuvent changer d'une ligne a une autre.
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Chapitre 1

Stabilisation frontiere d’un
probleme thermoélastique
classique de type mémoire

Dans ce chapitre, nous allons considérer un systeme thermoélastique
classique avec un amortissement frontiere qui décrit un modele de vibration
dans un corps thermoélastique, ou la conduction de la chaleur est donnée
par la loi de Fourier ce qui signifie que les perturbations thermiques se
propagent avec une vitesse infinie. Autrement dit, on va considérer le
systéme suivant :

U — pp A u— (u+ X))V (divu) + VO =0 dans Q x (0, 4+00)
cby — k A0+ Bdivuy, =0 dans 2 x (0, +00)
u(.,0) =ug, ut(.,0)=wy, 6(,0)=46, dans
u=0 sur Iy x [0,+00)
u(x,t)=— gt’g(t —3) (,ugz + (4 ) (divu) 1/) (s)ds sur 'y x [0,4+00)
=0 surI x[0,+00),

(1.1)
ou le corps 2 est un domaine borné dans R™ (n > 2) avec une frontiere
suffisamment réguliere I, tels que {I'g, "1} est une partition de I', v est la
normale extérieure unitaire a I', u = u(z,t) € R™ est le vecteur de
déplacement, § = 6(x,t) est la température absolue. Le noyau g est la
fonction de relaxation qui est positive et différentiable avec g(0) # 0. Les

20



coefficients ¢, k, i, A sont des constantes positives ot p, A sont des modules
de Lamé et § # 0 est un nombre réel. La condition au bord sur I'; désigne
une équation intégrale qui exprime ’amortissement non local de I'effet de
certaine mémoire, en fait, les conditions aux limites non locale apparaissent
principalement lorsque les données sur la frontiere ne peuvent pas étres
mesurées directement, mais seulement leurs valeurs moyennes sont connues.
D’un point de vue physique, cette condition et la condition u = 0 sur I'y
signifient que le domaine {2 est maintenu par un corps solide sur la premiere
partie de sa frontiere I'y et par un corps viscoélastique sur I’autre partie I';.
On va voir que la dissipation donnée par ce terme de type mémoire est
suffisamment forte pour obtenir la stabilisation du systeme (|1.1]).

Le présent chapitre est organisé comme suit :

Dans la section 1.1 on va donner quelques notations et les hypotheses
nécessaires. Notre résultat et sa démonstration seront présentés
respectivement dans les sections 1.2 et 1.3 et on termine par un exemple
explicite pour illustrer notre résultat principal.

1.1 Notations et hypotheses

Pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la
dépendance de la fonction u par rapport a  ou par rapport a t.

Afin d’établir notre résultat, on aura besoin des hypotheses suivantes :
(A1) Fixons un point xy € R™ et posons m(x) = x — (. Supposons que les
partitions Iy et I'; sont fermées, disjointes et meas(I'y) > 0, telles que

Fo={zeTl: mx)r<0}, T1={xel: m(z)r>>0}

Pour estimer le terme (,ugg + (1 + A)(div u)u), on dérive la troisieme

équation du systeéme (1.1)) par rapport a ¢, en utilisant la formule de Leibniz
et le produit de convolution qui est défini dans , nous obtenons

Ju _ 1 , ou ) B 1
(u&j+(u+)\)(dlvu)y> —I—m (g * <’u81/ + (u+ )\)(dlvu)y)> )

L’équation ci-dessus est une forme d’'une équation intégrale de Volterra de
seconde espece , dont sa solution est donnée comme suit (voir ([18)))

Ug.

9(0)
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ou la fonction k est le noyau résolvant (voir (19))) de (—¢’/g(0)). Autrement
dit,

1 / __L/
k—i—m(g x k) = g(O)g'

En Posant 7 = 1/¢(0) et en utilisant I'intégration par parties, nous
arrivons a

,ugu +(p+N)(divu)y = —n(us + k(0)u — k(t)ug + k' xu), sur 'y x [0, +00).
Y (1.2)
Puisque nous nous sommes intéressés par les fonctions de relaxation a
décroissance plus générale, il est important de savoir si la fonction k& hérite
de quelques propriétés de la fonction de relaxation g. Le lemme suivant
répond a cette question.

Soit h : [0,4+00) — RT, une fonction continue et k& son noyau de résolvant,
c’est-a-dire :
k(t)="h(t)+ (k*h)(1).

Il est évident que la fonction k est continue et positive (voir [12, 37]).

Lemme 1.1.1 Supposons que
h(t) < coe Jy 2(©dc

ot 7y : [0,400) = RT est une fonction décroissante et vérifiant, pour
certaine constante positive € < 1,

o = /+°° o [la—enac g, o 1
0 Co

Alors, la fonction k satisfait

k() < — e fyr©c
- 1- CoC1

Preuve. voir ([34]). =

Remarque 1.1.2 Le résultat du Lemme|1.1.1 n’est qu’un cas particulier,
voir [34|] pour plus de détails.
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En se basant sur le lemme dans toute la suite on va utiliser
I’équation a la place de la troisieme équation du systeme .
De plus, supposons que la fonction k vérifie I'hypothese suivante :
(B1) k:R" — RT de classe C? telles que

k() >0, limk(t)=0, k(t)<0

t—o00

et il existe une fonction positive H € C'(R™) avec H(0) = 0, H linéaire
ou strictement croissante et H strictement convexe de classe C* sur (0, 7],
r < 1, telle que

K'(t) > H(—K'(t)), Vt>0

et la fonction H' est également convexe et de classe C? sur (0,7].
Définissons maintenant :

(pon)t) = [ olt = 9)lw(t) - vis)ds

Lemme 1.1.3 ([37]) Si p,v € CY(R"), alors

(0% )(EWelt) = —5ORP + 5 (¢ 0 9) ()

s (ony @ = ([ wis) )

Avant de définir la solution du systeéme ([1.1]), on considére 'espace
suivant :

(1.3)

V=H(Q)={ve H(Q): v=0 sur T}

En appliquant la méthode de Galerkin comme dans [11], on montre que
notre systeme (1.1]) est bien posé au sens suivant :

Théoréme 1.1.4 Soient k € W (RT) N WL (RT), wug €
(H2(Q)NV)", 6y € (H>(Q)NHL(Q)) et uy € V", avec

0
% +nuy =0 surl}. (1.4)

Alors, le systéeme admet une seule solution forte (u,0) vérifiant
u e C(RY(H(QnV))nCt (R V) nC? (RY (L2(9)"),
0 € C(RYH?(Q)NH(Q)NnC (R Hy ().

23



On introduit la fonctionnelle d’énergie totale associée au probleme (|1.1)
par

Et) = ;/Q (> + 1|Vl + (0 + A (divw)? + cb?] da .

0 (k’ou)(t)dl“l—l—ﬁ/ ke (t) [uf> dTy.
2 I' 2 I

1.2 La décroissance générale de I’énergie de
la solution

Dans cette section on va énoncer notre résultat principal.

Théoréme 1.2.1 Soit (ug, uy,0y) € (V” x (L? ()" x H} (Q)) . Supposons
que les hypothéses (A1) et (B1) sont satisfaites. Alors, il existe des
constantes positives ki, ko, k3, c1, co, t1 et gg telles que :

(I) Dans le cas particulier H (t) = ct?, tel que 1 < p < %, la solution du
probleme (1.1)) satisfait

E(t) < k3G_1(k’1t + k’g) {Cl — Cy (ffl ‘u0’2 dF1>
w  H(K (s))
X J; G (ks + kz)ds
—1 (fn |Uo’2 df1) [k (s)ds, pour tout t > ty,

. _ g1 1
ot G(t) = [, SH (05) ds.

(II) Dans le cas général, la solution du probléeme (1.1 vérifie

E(t) < ksHy ' (kyt + ky) {01 —C (frl |u0|2 dFl)
Hy(k (s))
- d
o Hi' (ks + ko) °
—7 (fm Juo|” dF1) [ K% (s)ds, pour tout t > ty,
(1.6)

telles que

Hy (t) = ds, Ho(t)=H(D(t)),

1 1
/t sHY{ (g09)
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ou D est une fonction positive de classe C?, avec D (0) = 0, pour laquelle la
fonction Hy est une fonction strictement croissante, strictement conveze de
classe C* sur (0,7], sa dérivée H) est une fonction convexe de classe C* sur
(0,7] et

oo =k (s)

o Hy' (k" (s))

Remarque 1.2.2 1. Siug =0 sur I'1, on obtient alors les mémes résultats
de Mustafa [39].

2. En utilisant les propriétés de la fonction H, on peut montrer facilement
que la fonction Hy est strictement décroissante et convexe sur (0,1], avec
limy_,o Hy (t) = +00. Ainsi, le Théoréme assure que

ds < +oo0. (1.7)

3. Les estimations de la décroissance usuelle ont été déja montrées lorsque
le noyau k vérifie la condition k" > d(—k')P, 1 < p < 3/2, elles deviennent
simplement des cas particuliers de notre travail pour lesquelles on va
fournir une preuve.

4. Puisque limy_, 1o k(t) = 0, limy, o (=K' (t)) ne peut pas étre égale a un
nombre positif, ce qui signifie clairement que lim;_,, .(—k'(t)) = 0. On suit
la méme technique, on déduit également que limy_, ., k" (t) = 0. Donc, il
existe t1 > 0 suffisamment grand tels que k'(t1) <0 et

max{k(t), —k'(t),k"(t)} <min{r, H(r), Ho(r)}, Vt>t;. (1.8)
Par suite, puisque la fonction k' est croissante, k'(0) < 0 et k'(t1) <0, on
a: K'(t) <0 pour tout t € [0,t1] et
0< —K'(t1) < —K(t) <—=K(0), Vtel0,ty].
Ainsi, puisque la fonction H est positive et continue, nous avons
a < H(=K(t)) <b, vte|0t]

ot a et b sont des constantes positives. Par conséquent, pour tout t € [0,t],
on a

W(1) 2 HK (1) 2 0 = 5k (0) 2

vt
ce qui implique que
E'(t) > d(=K'(t)), Vtel0,t], (1.9)

ot d est une constante positive.
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Lemme 1.2.3 57 les hypothéses du Théoreme sont vérifiées, alors
I’énergie associée au probleme (1.1|) satisfait

E(t) < —/{/Q|V9|2dx— g/r |ut|2dF1+gkz’ (zs)/F lul? dT,

—g [ (k" 0w (tydr, + gk2 (1) /F o | dTy.

Preuve. On multiple I'’équation (1.1)); par u; et (1.1), par 6 et on integre
sur , en utilisant (1.2)), (1.3)) et la formule de Green (15)), nous obtenons

(1.10)

Et) = —R/Q|V0|2dm—n/r |2 dTy + nk (t)/F (ug.1) dT'y
+ 25 (1) / wl?dly — 1 [ (k" 0 w) (¢) Ty
2 I 2 I

Ensuite, I'inégalité de Young implique que
1 1
[ k) (o) dry < 5 [ dUy+ Sk @) [ Juof dT
' 2Jr, 2 IR

et par conséquent, on obtient (1.10). m

Remarque 1.2.4 (a) Siug =0 sur I'y, alors E' (t) <0, d’ou
E(t) < E(0).
(b) Siug # 0 surT'y, alors

t
E() < B0+ (/ |u0|2dF1) [ 4 (s)ds < A, (1.11)
Iy 0
pour une certaine constante A > Q.

Lemme 1.2.5 Sous les hypothéses (A1) et (B1), la solution de (1.1
vérifie, pour tout € > 0,

CZ/Qut.[M—i—(n—l)u}dx

< —/ |ut|2dx—,u/ |Vl dz — W/ (divu)? da
Q Q 2 Jao

5
+C/Q|V6’|2dx— %/ Vul?dl'; — (M+A)5/ (divu)®dly  (1.12)
Fl 1_‘1

+0/ |2 dTy + CK? (t)/ u|>dly + CK? (t)/ | dT"y
wJry Iy Iy
_Cu

9 I'1

(K o u) (t) dTy +e/ lul?dT,
1N
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o

M = (My, My, ..., M,)", tel que M; = 2m.Vu'

et C est une constante positive.

Pour la preuve du lemme ci-dessus, voir |28, [39)].

1.3 Preuve du Théoréme 1.2.1]

Dans cette section, on va prouver notre résultat principal.
On définit la fonction de Lyapunov L comme suit

L) :NE(t)+/ut.[M+(n—1)u]da:,

pour N > 0 a choisir ultérieurement. Ensuite, a partir de et -
Nnous avons

N N
l < _ . 2 v / 2 oy / "
L'(t) < —(Nk C)/Q\VHI dx 57 N |ue|” dx 57 N (k" ou)dl'y
N
TR (t)/ |u0|2dF1—/ |ut|2dx—u/ IVl de
2 Iy Q Q

/’“5 2 _1 . 2
5 /1“1 |Vul®dly 5 (,u—l—)\)/ﬂ(dwu) dx
C

C
—(u+A)/ (divu)zdl“1+—/ g2 dTy + Sk (1)
I o JT £
X / |u12dr1+/ ]u0\2d1“1} _Cn (k" o) dl'
Iy Iy g Iy

g |U|2 dF1
Iy
En utilisant I'inégalité de trace , on arrive a
L' (t) / lu,|*dx — (Nk — C / Vo[ dx—( —Eco——k‘ )/ V| dz
1 N
-3 (+ ) /Q (divu)® dz — (27] - M) /Fl |uy|* dT'y

N
——n | (K'ou)dl'; — Cr (K" ou) (t)dl'y — (u + )\)/ (divu)® dT'y
2 Jn £ Jn Iy
N C
4 (n + ) B (1) [ fuof? T (1.13)
2 € Iy
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A ce stade, on fixe ¢ suffisamment petit de sorte que ecy = %,u et on
choisit IV assez grand tels que

L~E (1.14)

et
N C N C
G/l:??’]—*>0, (IQZNIQ—C>O€}CCL3:§T]+*.
L

£
Ainsi, se réduit a
/\ut] dx — (—k2 )/ |Vu|? dx—é(u%—)\)/ (divu)® dx
—al/ |y |” dFl—ag/ IVo)? dx—ZCOC/ "ow)dly
task? t/rl o | dT'y.

En utilisant le fait que lim;_,, o k (¢) = 0 et I'inéglité de Poincaré , il
résulte, pour ¢; suffisamment grand, que

L’(t)g—mE(t)+c’k2(t)/ ]uo\Qdf‘l—c/ (K ou) () dly, V>t
Fl 1—‘1

(1.15)
ou m, c et ¢ sont des constantes positives.
On utilise maintenant (1.9)) pour conclure que, pour tout ¢ > ¢,
—/ K(s) [ fu(t) —u(t = s)P drids
< f/ K (s)/ () — u (t — )[* dTyds, (1.16)
d Jo I
d’une part. D’autre part, de ([1.10)) il vient
TR o) (1) dTy < —E (1) + 252 (t)/ o |2 dTy. (1.17)
2 ' 2 1N
Par conséquent, ((1.16]) devient
! 2 / Ur®) 2
—/ F(s) [ fu(®) = u(t = s) dluds < —c [E () =22 t) [ Juol dl“l].
r
L (118)
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Ensuite, en prenant F'(t) = L (t) + cE (t), on peut facilement déduire que

pour deux constantes positives ay et as convenablement choisies. En

utilisant ensuite ((1.15)) et (1.18)), on obtient, pour tout ¢t > ¢; et pour une

certaine constante positive C,

F () < -mE (t)—c/: F(s) [ hult) = u (e~ s) " dUids+CR (1) /F g |2 dT's.
(1.20)

On considere maintenant un exemple de la fonction H et on passe, apres
I’obtention de I'estimation de décroissance de 1’énergie, au cas général.

(I) H(t) = ct? tel que 1 <p < 3/2:
Cas 1.p=1:

En tenant compte de 'hypothese (B1) et (1.17)), 'inégalité (1.20)) donne,
pour tout t > tq,

F'(t) < —mE(t)+c/

Iy

(
< —mE(t) +c [—E’(t) + g (/Fl |uo|” dF1> k? (t)}

+C (/F |u0|2dF1> 1 (1),

ce qui implique, en ajoutant et en soustrayant le terme
[almg (ffl |uo|” dFl) [0 k2 (s) ds] et en sachant que [(ftoo k2 (s)ds) < O],

que
[ole (t) + g (/1“1 |uo|? dF1> /too E? (s) ds}/
a F' (t)

—aum [E (t)+ 2 </F o dFl) /too K (s) ds]
Fase [—E’(t) + 1 (/F g 2 dF1> K (t)}

+a10(/ ]u0|2dF1) K (1)
'y
N 2 R
+aym— (/ || dFl)/ k* (s)ds,
2 I t
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pour tout t > ty, d’ou, on trouve l'estimation suivante, pour deux
constantes positives C' et m’ convenablement choisies,

() < —m {E(t)ﬁ%(/ﬁ |u0|2dF1) /fk? (s)ds]
e (/F \u0|2drl> [kQ (t) +/too k2 (s) ds] a2

avec

Fo(t) = [alF(tH—g(/Fl |u0|2dF1> /t°°k;2 (s)ds}
+ayc [E(t) + g </F1 ]u0|2dF1) /too k* (s) ds] :

De (1.19)), il s’ensuit
Fo (1) ~ E(t) + g( |u0|2dF1>/ K (s) ds (1.22)
I' t
par suite ((1.21)) devient, pour a > 0,

F(t) < —aFy(t) +C (/ luo|? dF1> [;& () +/oo k2 (s) ds} V>t
I t
(1.23)
1) Si ug = 0 sur I', alors 'inégalité (1.23)) se réduit a

Fy(t) < —aFy(t), Vt>t,

dans ce cas
FQ = OélF + ()leE ~F.

Une simple intégration de I'inégalité précédente conduit a
Fo(t) < dexp(—at), Vt>t.
Par suite, nous obtenons, pour une certaine constante positive c,
E(t) < cexp(—at), Vt>t.
2) Si uy # 0 sur I'y, on construit la fonction suivante
2 21,2 2
+C (/ [y dP1> exp (—at)/ {k: (s) —I—/ k* (v) dv] exp (as) ds.
I' t s
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On dérive cette fonction en utilisant ((1.23)) , on obtient
V()< —aV(t), Vt>t;.

Encore une fois, une simple intégration donne, pour une certaine
constante positive c,

U (t) <cexp(—at), Vt=>t,

ce qui implique que, pour tout ¢ > ¢y,
Fo(t) < exp(-at) [e=C ([ Juoldr)
I r
X /OO [kQ (s)+ /Oo k (v) dv} exp (as) ds}
t s

< exp(—at) -c— C (/ ]u0|2dI‘1>
I I

X /too k? (s) exp (as) ds] .

En utilisant (1.22)) , on trouve pour tout ¢ > t; et pour des constantes
positives ¢y, co et k3 convenablement choisies

E(t) < ksexp(—at) {cl — ¢y </F1 |uo | dF1>
X /too k? (s) exp (as) ds}

- (/F |u0|2dF1> /t°° k2 (s) ds.

Par conséquent, on déduit finalement que

E(t) < kG (1) <cl—c2 (/F 1 |u0|2dF1)

~H (K (s)
. G () d)

- (/F |u0|2dF1) /too k2 (s) ds.

Cas 2. 1<p<3:
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On peut facilement montrer que
+oo
/ [—K'(s)]'%ds < 400, pour tout & < 2 — p.
0

Ce qui joint a . et ([L.11]), en choisissant ¢; assez grand s'il est
nécessaire, on conclut, pour tout t > t1, que

ne) = [TREI [ fult) —ult - )P druds

t1 1N

< 2[R [ (U +u(t - 9)) dTids

t1

< CA t[—k’(s)]1’50d3< 1. (1.24)

t1

Ensuite, grace a I'inégalité de Jensen (21), I'hypothese (B1), (1.10) et
(1.24)), on déduit que, pour tout t > ¢y,

a tlt K(s) /rl [u(t) — u(t — 5)|* dl'1ds
- /tt =K )" K ()] /F lu(t) — u(t — s)|* dDyds

—K (s)]" v (et ) (=& ()] | |ult) — u(t — s)|? dTyds

t1 I

<n(t) [n(lt) [ (=K TR )] ) Jut) — ult = 5| dlads

<[ [ R @ [ jute) it - ) drids] o

c{/:k"(s) A |u(t)—u(t—s)|2dr1ds] 6

0
p—1+dg
)

p—1+4¢

| =B+ 510 ([ ol ar )

Prenons §y = 1/2, on trouve que ([1.20) devient

)
p—1+44¢

aF (1) < —almE(t)Jralc[ (1) + 18 (1 (/ |2 dT )}
e, (/F o dFl) k2 (1), (1.25)
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pour tout t > t;.
En sachant que

<727 ( N |U0‘2drl> /too k2 (s) ds)/ <0

et en utilisant la formule (1.25)), il est aisé de vérifier qu’on a

(alF (/ g 2 dF1> /:Ok:? (s)ds>/

< —am [Et +(/ o 2 dn) /Ookz(s)ds}
+a1c{ (1) + 1 (1) (/ o dnﬂ T raC (/ G df)k?()
+aym ) (/F o 2 dl“l)/t k2 (s) ds, (1.26)

pour tout ¢ > ;.
Ainsi, (1.26]) se réduit, pour C' > 0, a

(alF ’27(/ luo|2 dT )/tookZZ (5)d5>/
< —alm[ (t) + (/ |ug|? dFl) /tookZ(s)ds]
—i—ozlc[ LIORSI0 (/ o2 dT )]
+C(/Fl|u0\ dFl) {kZ (t) —i—/t K (s ds].

Multiplions membre a membre ’estimation précédente par
[E(t) + 2 (frl |uo|” dF1> [0 k2 (s) ds} , avec o = 2p — 2, en utilisant le fait

que
(1) < 212 (1) (/ o 2 dF)
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on obtient

(o3[t [s]
X{ Z(/ ol dr) [0 @) as])
( #3 ([ ars) [74 )as)
< (/ g 2 dF)/ K ( ds}
s 3 ) ]
+a1c[ + 2 (1 (/ |2 AT )} o
3w ]
+C(/ o 2 dF1> [kQ +/ K (s ds]
(i3, ) [0

Ensuite, appliquons I'inégalité de Young, avec 0 = a+ 1 et 0/ = “ , pour

[—E’(t) + 2 (1 (/F ]uo\zdl“l)] = [E(t) = (/F ]u0\2dF1) /t k2 (s) ds]

et

IN

IN

[/ﬁ (t)+/t°o K (s) ds} [E(t)+;’</rl ]uo|2dF1) /too K (s) ds]a,

34



on arrive, pour C' > 0, a

<[a1F (/ luo|” dT’ >/too k2 (s) ds}
En+3( [ Juol? ary) [T ) dsr>/

< —agm {E (t) + g (/F1 |u0|2dF1> /too k2 (s)ds
te {H( |u0|2dr1)] {E(twg( 1|u0|2dF1) /t”/f2 (s) ds

+C. [— + 28 (1 (/ g 2 dFl)]
L (/F o 2 dF1> [k? (t)+/t 1 (s) ds

Ainsi, si on prend e {1 + (fn |uo|? dFl)] < apm, nous obtenons

Fyit) < —m/ [E (t) + g </F1 |u0|2 dF1) /too k2 (s) ds
C (/Fl "uoPdFl) {kQ (1) + /too K2 (s) ds at1

, (1.27)
ol m’ est une constante positive et

a+1

a+1

a+1

a+1

F(t) = [alF —1—727(/ |uo | dF> t k:z(s)ds}
[ +727( o) dF) t kQ()dsr
+C[ +727</ o dF)/tOOkQ(s)ds].

En vertu de (1.19)), on aura

Fy~E (/ luo|? dT )/;Ok:? (s) ds (1.28)

et l'estimation (|1.27) devient, pour tout ¢ > t; et pour a > 0

a+1

Fl(t) < —aFe+ (1) + C ( / JuoP dF1> [kQ 0+ T2 (s) ds (1.29)
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1) Si ug = 0 sur I'y, alors (|1.29)) se réduit a

Fé(t) < _aF()lJra (t) )
avec Fy = oy FE® 4+ C.E ~ E. Une simple intégration implique, pour deux
constantes positives ¢ et a’ convenablement choisies,

Fy(t) < —°

Y

Q=

(at + a’)

. . . . 4
ce qui signifie clairement, pour a > 0, que

Bl < —%

1
(at +a')=
et par suite on conclut, pour une certaine constante positive ¢, que
E(t) < cG Yat +d).

2) Si ug # 0 sur I'y, alors (1.29)) prend la forme suivante

a+1

FI(t) < —aFet (£) + G, [/& (1) + /t TR (s)ds| . (1.30)

ou
O() = O/ |U0|2dF1.
I8
On construit la fonction suivante

a+1

(as + a')é ds)

V() = Fy(t)+Co (/t“’ [k?(s)+/:°k2(v)dv

X (at + a’)

La dérivation de cette fonction, en utilisant (1.30]) , donne

V() < —aFeH (1) + aCy (-i)

X (/too {k2(s)+/:ok2(v)dv

—1 a+1
(at +d')= ]

a+1 1
(as +d') ds)

X
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Mais0<2p—2<1=a<1,dou

V() < —a lF@“ (t) + Co </t°°

K (s)+/:ok:2 (v) dv

a+1 1
(as+ad)° ds)

—1

a+1
(at +a') ]

—a lFo(t)—i-Co (/too [k2(s)—|—/:ok2(v)dv

a+1

X

a+1

IN

(as + CL’)é ds)

—1

(at+a')=

Par conséquent, nous obtenons
U (1) < —a (U (£)*.

De nouveau, une simple intégration implique

"

()< ——,
(at +a')=~
ce qui conduit a
CL” ) S) a+1 1
Rt < —% ¢ (/ [k? (5) +/ K2 () dv|  (as+d)= ds)
(at +a')= t s
X (at + a')%1

En utilisant (1.28)) , on aura pour ¢ > 0

(atj—”a’)fll_co (/too [kQ(s)—l—/:okQ(v)dv
x (at—l—a’)_al] - (/r |u0]2dF1> /fk? (s) ds.

Par suite, on a

a+1
E(t) < ¢

(as+ oz’)é ds)

E{t) < ——. (1.31)
(at 4 a’)=
En rappelant que o < 1 et en utilisant (1.31]), on déduit que

/OOOE(s)ds<oo.
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Sachant que

/Ot s |u(t)—u(t—s)|2dF1dsSc/OtE(s)ds

et en utilisant I'hypothese (B1), I'inégalité de Jensen et (1.17),
lestimation (|1.20]) donne

Fit) < -mE@)+e | 1 ([_k;']p-éou> ()l + R (1) [ Juol” dI'y

< —mE@+e|[ (K7 ouw) 0]+ R @) [ jufar,

IN

—mE () +c| /F (o) (t)dFlr/p L O (1) / luo|? dT",

—mE(f) ¢ _—E’ + 2 (1 </ o2 dT ﬂ
LR (1) /F ol dIy.

IN

Ainsi, en répétant les mémes étapes que ci-dessus, avec « = p — 1, on
obtient

El) < ¢ (at_i_a;/)—Co(/oo{kQ(s)+/:Ok2(v)dv]p(as+a’)ﬂllds)

X (at + a’)Pl] — g </r1 |uo|” dF1> /too k?* (s) ds.

Alors, on trouve pour ¢;, ¢ >0

E(t) < % {cl — </F1 |u0|2dF1)

at + a')r-1

- [kz (s) + /:o k? (v) dvr (as + a’)ﬁ ds)}

J
(/F \u0|2d1“1> /t“’ 1 (s) ds

IA
o
~
+
g 8 |©
]

L»-‘
| — |
o
G
|
Q
(Y]
VN
s
=
=
Q,
—
_
N———



On arrive finalement a ’estimation

E@lt) < G at+d) [cl — o </1“1 |ug|? df‘l)

/ G-1 a$+a)d]
- (/F g 2 dFl)/t 12 (s) ds.

(IT) Le cas général :

On suppose que la condition ([1.7)) est satisfaite et on définit la fonction
suivante

K ()

0= ) B )

lu(t) —u(t —s)|* dT'yds.

On peut vérifier facilement, comme dans (1.24]), que
I(t) <1, pour tout t > t;. (1.32)

On suppose également sans perte de généralité que I(t) > [y > 0, pour
tout ¢ > t1; sinon (|1.20) donne une forme explicite de décroissance.

De plus, on définit une nouvelle fonction A (¢) par

A(t) = /tf k" (s) HO__IIEI;% . lu(t) — u(t — s)[>dlds,

ensuite, grace a 'hypotheése (B1) et les propriétés des fonctions Hy et D, il
découle

_k(s) K k()
T (s) = By (B (=R () DT (k)

pour une certaine constante positive ko. Ainsi, moyennant 'inégalité de
trace ( . - et (1.11)), on peut montrer facilement que la
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fonction A(t) vérifie, pour tout t > ¢y,

A1) < k:o/tk” s)/ w(t) — u (t — s)|? dTyds
< QkO/ K" (s / (O + u(t — 5)[?) dTds
< k:"(s)ds
< (— "(t1))
< mln{T,H r), Ho(r)}, (1.33)

pour ¢; suffisamment grand (si nécessaire). De plus, de ([1.17]), on remarque
que

AMb) < —c [E (1) - 2 1) /F |u0\2d1“1} DoVt (L34)

En utilisant le fait que Hy est strictement convexe sur (0,7], et
Hy(0) =0, on aura
H() (‘91‘) S QHQ (JZ) s

tels que 0 <0 < 1etx € (0,r]. En vertu de 'estimation précédente, (|1.32)),
(1.33) et I'inégalité de Jensen , nous obtenons

O ét)/tltf(t)Ho [Hol(k'f(s))]_lz’fs/ 0 () — u (t — s)|? dTyds
> i o160 B (6] s [ () — (= o) drids
> M, (I(lt)/tt (1) Hy! (k”(s))}m 5 ]u(t)—u(t—s)\2dl“1ds>

t
_ (—/ K (s) [ () —u(t— 3)\2dF1ds), —
t1 I'
Ceci implique que
t
K (s) | |u(t)—u(t—s)?dlids < Hy' (A (), Vt>t,.
t1 Iy

Substituant I'inégalité ci-dessus dans ([1.20]), on trouve

F'(t) < —mE(t) + cHy P (A (1)) + Ck* (1) A luo|*dly, YVt >ty (1.35)
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Maintenant, pour g9 < r et ¢y > 0, en utilisant ((1.19)) , le fait que

H) >0, Hf > 0sur (0,7] et

(1) < 2k 1) (/ o dF>

on déduit que la fonctionnelle

S

(fn o dF1) Ik (s) ds)
) oo k2 (s) ds

vérifie pour f1, (B2 > 0,

SB) < [E@+F ([ ol ) [78 (s)ds] < sary o)
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et
Flt) = (50 E'(t) — 1k? (t)Q(frl o dI,) )
E0) + % (fpl lug|” dT )fooo k2 (s) ds
< H! (%E(t) 8 (Jr, luol* dI'y) S k2 (s) ds)
E(0) + (fFl |u0| drl) fo k% (s)ds

x (alF(t) = (/ luo|2 T > t ds)

i (EOE“) 1 (Jr, ol dr)ft k2 (s) ds )
E(0) + % (Jr, luol*dly) J5° k2 (s) ds

x [anF(t) - 22 1) (/ o2 dT )]
o {E/ ”k2 (/ |u0| dPl)]

E(O)+ﬂ(frl lug|* dT )fo k?( )ds
., + 2 (o, luol*dI'y) [2° k2 (s) ds
220 ([ fuoldry) < ( )+ 2 (r, luol? dr)fomwsms)
>

+c0[E’ a0 </ g 2 dr)] V>t

Ainsi, en vertu de (1.35) , on trouve pour tout ¢

>
Fl(t) < —aymE(t)H] (50 E(t) + (frl |U0| dI’ )ft k* (s) )
E(0) + (fn |ug|* T )fo k2 (s)
2 / ( ) frl |U0| dF1> ft k2 (S)d
+01 Ck* ( (/ |UO| dFl) X H, ( I, |u0| dl’ )fo k2 (s) ds )

3 (

+3

E(t) + % (I, \uo! dry) [k (s )
E(0) + 2 (Jr, luol* T ) J5° k2 (s

teo {E’(t) a0 (/F g 2 dFl)] | (1.37)

Soit H{ la fonction convexe conjuguée de Hy au sens de Young (voir [4, p.

t1

+arcHy ' (X () H) (80
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61-64]), on a donc
H (s) = 5 (Hy) ™" (s) = Ho [(HQ) ™ ()], sis € (0, Hy ()] (138)
et Hj vérifie I'inégalité de Young généralisée suivante
AB < Hj (A)+ Hy(B), siAe(0,H,\(r)], Be(0,r], (1.39)

avec

A— H(’) (50 E(t) + g (fFl |U0|22drl) A k? (s)ds
E(0) +3 (frl |uo| dr1) JoT k2 (s)ds

Moyennant (1.33), (1.37)) et (1.39)), il vient
B(t)+ 2 (fr, luol* dT'y) J7° K2 (s) ds
E(0) + 2 (Jr, luol® dT1) J5° k2 (s) ds
o CR? (1) ( / o dl“1>
I

, ( B(t) + % (Jr, [uol” A1) S 12 (5) ds)
xHy | €o 3
E(0) + 2 (Jr, luol® 1) J5° k2 (s) ds

), B=H;'(\(1)).

Fl(t) < —aymE(t)H] (50

E(t)+ % (Jr, [uo* dly) [ K2 (s) ds ) )
E(0) + % (Ji, [uol* dTy) J5° 2 (s) ds

+c0[ E'(t) - 212 (1) (/ o 2 dFl)].

+aicA (t) + arcH] (H{) (50
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Par suite, en utilisant ((1.34)) et (1.38]), on obtient pour tout t > ¢;

Fi(t) < —aymE(t)H; (%E(t) + 1 (U, Iuo!2dr1) NGO ds)
E0)+ 1 (fFl |[uo| dF1) J& k2 (s) ds

i CR2 (¢ (/ o 2 dF)

/ ( E(t) + 7 (fn |uo)? dFl) [k (s) ds)
XHO €0 5 —
0) + 3 (fn |uol dr1) Joo k2 (s) ds

—ase [E’(t) K () / o dl“l]

( E(t)+ % (Jr, luol® dT) J7° k2 (s) ds )
+aic | g
E(0) + 4 (fr, [uol*dl't) J5° k2 (s)d

( E(t)+ % (Jr, [uo*dly) 7 k2 (s ds)
"E(0) + ds
o {E - 2 (1 (/ |2 dT )}

2
+ 2 (Jr, uol*dI'y) 5= k2 (s
Par conséquent, avec un choix convenable de la constante ¢y et pour une

~—_ | ~—
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certaine constante positive m/, on déduit, pour tout t > ¢, que

Fi(t) <

o (E(t> + 2 (Ji, luo[*dDy) [ K2 (5) ds )
1 E0)+ 7 (fn [ dFl) k% (s)d

< H (5 E(t) +3 (fm Juo? dF1) k% (s)ds )
"\"E0)+1 (Ui luol® Ty ) 5= k> (s) d

tam (727 /F \u0\2dF1>/t K (s )ds)

( E(t)+ % (Jr, luo*dly) J;
"E(0)

2 k* (s)ds
k2 (s) ds)

(t) + 3 (Ji, Juol*dly) fi®
E(0) + % (Jr, luol® ') f5°

k% (s) s)
k2 (s) ds

( E(t) + 2 (Jr, luol*dI'y) f;°
+aqc | €p
)+ 4 (e, luol® ) J5°

k% (s) s)
k2 (s) ds

il (S; S) . (140

E(0) +
] (€0E<t> +3 (Jr Juol"dr) 4=
E(0) + 2 (Jr, luol* dT1) J5° k2 (s) ds
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Ainsi, pour une certaine constante positive C, (|1.40]) devient

Fl(t) < —m'oay (E(t) +3 <fF1 \u0| dl’ )ftoo k% (s) ds)
(0)+g(frl lug|* T’ ) k2 (s)d
! ( E() + 3 (Jr, [uol> L) [ k2 (s) ds )
E(O) + 3 (fpl |ug|* T ) k2 (s)d
e </ |“°|2dfl> <k2 +/ k2 (s ds>
/ ( E(t)+g<frl |u0| dFl)ft L2 (S) ds)
xH | o
E(O)—Fg(fpl |ug|* T ) k2 (s) ds
( E(t) + 3 (f |uol|” dTy) J; ) k% (s) ds)
+aqc | €p
E(O)—f—g(frl |u|? dFl) k2 (s) ds
x H, (50 E(t) + 1 (fm ’uo|2dF1) [ K2 (s) ds) (4
E0) +1 (fpl [uo dF1) oo k2 () ds

De la méme maniere, en utilisant (1.38)) et (1.39) on trouve, pour ¢, assez
grand (si nécessaire), que

2( 2( / (t)+ 4 (Jr, ’U0| dly) [0 K* (s)ds
(20 [ ds)lﬂ(g()( g< ) )]

B(0) + % (Jr, luol* dTy) J5 k2 (s) ds
E(t) + 3 (Jr, [uo* ) J7° 2 (s) ds
( "E(0) + (fpl ol dy ) Ji k2 (s) d
XH/( E(t) + fr1|uo| dry) f k2 (s )
£(0) frl g | T )fo k% (s)ds
+Hy <k2 (t) +/ k2 (s ds) Vi >t

<
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Par substitution dans (1.41]), avec un choix convenable de £¢, on obtient

F) < (E@) 3 (O, b d12) 1240 ds)
E0) + 2 (fr, luoldTy) 5 k2 (s) ds

/ (5 E(t) + 7 (fn |uo)? dr1) [k (s) ds)
"\ EO) + 2 (Jr, luo dTy) f57 k2 (s) ds

L (/F \uoy2dr1> H, <k2 (1) + /too k2 (s) ds) ,

pour tout ¢ > ;.

Posons Hs (t) = tH| (eot), la derniere inégalité peut étre réécrite comme
suit

Fi(t) < —(H, (E(t) t3 (frl |UO|22dF1) Ik (s) ds)
E(0) + 1 (fl“l [uol dT1) J& k2 (s) ds
DO G R L

(1.42)

Puisque H) (t) = H|, (eot) + ot Hfj (€ot), utilisons alors la stricte convexité
de Hy sur (0,r], on trouve que H (t), Hs (t) > 0 sur (0,1].

En tenant compte de ((1.36)) et (1.42)), on déduit que la fonction suivante

. B (t)
E(0)+ % (Jr, luol® dT'y) J5* k2 (s) ds

R(t) = , 0<e<1

vérifie pour tout ¢ > tq, tel que t; est suffisamment grand,

R(t) ~ B () + 1 (/F |u0|2dF1) |7 ds (1.43)

et pour deux constantes c et £, > 0 convenablement choisies

R () < —eloHy (R (1)) + ec ( / |u0|2dF1) H, <k2 )+ [ k() ds).
I t
(1.44)
1) Si ug = 0 sur I'y, alors (1.44) se réduit a

R (t) < —eloH> (R(1)).
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Une simple intégration et un choix convenable de € implique pour
k‘l, ko >0
R(t) < H ' (kat + ko), VE> 1, (1.45)

ou
1

1
H, (€) = / ds.
9, e ()
Ici on a utilisé, a partir des propriétés de H, le fait que H;p est
strictement décroissante sur (0, 1] et lim; o H; () = +o0.

2) Si ug # 0 sur I'y, alors I'inégalité ((1.44) prend la forme suivante

R (t) < —kyHy (R () + CoHo <k2 (1) + /t°° K (s) ds) C VE>t, (146)

OO = €C (/ |U0|2drl> .
Iy
Posons maintenant

1 1 < Hy (k2 (s) + [ k2 (v) dv)
U(t) = SRW+5C0( [ d d
®) 2 ()+2 0<t Hi' (kys + ko) °
XHl_l (l{?lt + ]{32) .
Ainsi, la dérivation de cette fonction, en utilisant ([1.46[), donne

U(t) < —k BHQ (R(1)) + ;Co </t°° Hy (kH(lfz :;;lgm+kk2(;]) dv)ds)

X Hy (Hi" (kat + k)|

telle que

pour tout t > t;.

De plus, prenons ¢; > 0 suffisamment grand tel que

< Hy (k? (s) + [ k* (v) dv)
< s ds| <1, Vt>t.
0<Co (/t Hy (kys + ko) T)=5 ten

En utilisant la stricte convexité de Hy et H) sur (0,7], on conclut que Ho
est strictement convexe sur (0,7], et le fait que Hy(0) = 0, nous obtenons

V() < —kH BR(t) + ;00 ( /t > Ho (’fH(lfz <+k1£s°°+kk2()v) dv) ds)

X Hi ! (kat + k)]
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Ce qui signifie que
U (t) < —k1Hy (W (1))

Alors, une simple intégration donne
W (t) < H{ Ykt 4 k),

ce qui implique

* Hy (K (s) + [ 12 (v) dv) ds) |

R(t) < Hy '(kut + ko) (2 B CO/t Hi' (ks + ks)
1

Utilisons (1.43)) et le fait que Hy est strictement croissante, on arrive, pour
des constantes positives k3, ¢; et ¢ convenablement choisies, a

E(t) < ksH(kat + k) <01 e (/F o 2 dFl) too Hg()((]f’i(i)iz)ds)

- (/F |u0|2dF1> /t°° k2 (s) ds.

Ceci achéve la démonstration du Théoreme [T.2.11

1.4 Exemple explicite
Soit
K (1) = —exp(=V1),
alors k" (t) = H(—k'(t)) ou

, te(0,r], r<1.

t
H(t) = ——=
(t) 2In(1/t)
Puisque

, 1+ 1In(1/t) " In(1/t) +2
B = smapr 70~ amaop
6 — [In(1/)]?

et H" (1) = 262 [In(1/t)]*’

alors, la fonction H vérifie 'hypothese (B1) sur l'intervalle (0, ] pour tout
0<r<l
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De plus, si on prend D(t) = t%, les fonctions Hy et H{ sont clairement des
fonctions convexes sur (0, 7] et la condition est satisfaite pour tout
a > 2. Par conséquent, un taux de décroissance d’'une forme explicite peut
étre obtenu grace au Théoreme [1.2.1]

La dérivée de la fonction Hy (t) = H (t*) est donnée par

at® 11+ In(1/t%)]

Ho (1) = = n (1/t)]

L. 1
Ainsi, en posant w = In ,ona
(€0s)™

2ot )

Hy(t) =
el s [1 + In(

S

(8015)6“)1

In[(eot) ™%
[(50 ) ]w2€(1clx)wd
= — —aw.
a? 14w
In[eg %]

Utilisons le fait que (1 +w) > 1 et que la fonction f(w) = w? est
croissante sur (0, +00), on obtient

—aln(egt)
. 2
(1) < 2modnell” [ ettray
o
—alneg

_ 2[—alngptP[t' > — 1]
B ala —1)ggo!

2t!
= afa— 1) (got)* gt
2 1 Chy
< = ,
- a(a _ 1)50301—1 3a—1 $3a—1
2
ouC, = .
ala—1)ep> !
Do,



Ainsi, en utilisant ([1.6]), on déduit que ’énergie décroit au taux suivant

c 1/(3a—1) )
Bt < ks (klt n /@) {Cl —@ </r o dn)
x /OO Ho (K2 (s)) (kus + k) /D ds]
t

-1 (/F |u0]2dF1> /too K (s) ds

pour tout ¢t > t; et pour tout o > 2, avec

s (B
Ho (K (9)) = 300702 ()
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Chapitre 2

Stabilisation frontiere d’un
probleme thermoélastique avec
second son de type mémoire

Ce chapitre concerne I’étude de comportement asymptotique d’un systeme
thermoélastique non classique avec second son, qui décrit un modele de
vibration dans un corps thermoélastique ou la conduction de la chaleur est
donnée par la loi de Cattaneo (2)) au lieu de la loi de Fourier (1)), ce qui
signifie que les perturbations thermiques se propagent avec une vitesse finie.

On considere le systeme suivant

g — pAu — (p+ A)V(divu) + VO =0  dans © x (0, +00)
by + kdivg+ fdivu, =0  dans Q x (0, +00)
T0¢ + ¢+ rkVO =0 dans Q x (0, +00)
u(.,0) =ug, w(.,0)=uy, 6(.,0)=46y, ¢(.,0)=q dansQ
u=0 sur 'y x [0,+00)

u(z,t) = — /Otg(t - 3)(ugz + (u+ AN)(divu)r)(s)ds sur I'y x [0, +00)

=0 surl x[0,+00),

(2.1)
ou le corps 2 est un domaine borné dans R™ (n > 2) avec une frontiere
suffisamment réguliere T, tels que {I'g, "1} est une partition de I', v est la
normale extérieure unitaire a I'; u = u(x,t) € R™ est le vecteur de
déplacement, ¢ = q(z,t) € R" est le flux de la chaleur, § = 0(x,t) est la
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température absolue et la fonction de relaxation g est une fonction positive
et différentiable avec g(0) # 0. Les coefficient ¢, k, ui, A, 79 sont des
constantes positives, ot p, A sont des modules de Lamé, 7y est le temps de
relaxation, un petit parametre par rapport aux autres et 5 # 0 est un
nombre réel

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante :

Dans la section 2.1 on va donner quelques notations et les hypothéses
nécessaires, notre résultat principal et sa démonstration seront présentés
respectivement dans les sections 2.2 et 2.3 et on termine par un exemple
explicite comme illustration.

2.1 Notations et hypotheses

On suppose que 'hypothese (A1) de chapitre précédent est vérifiée.

Comme dans le chapitre précédent, en se basant sur le lemme [1.1.1] on va
utiliser I’équation ([1.2)) a la place de la quatrieme équation du systeme (2.1)).

De plus, supposons que la fonction k vérifie I’hypothese suivante :

(B2) k:R* — RT de classe C? telle que
k(0) >0, lim k(t) =0, K(t) <0

et il existe une fonction positive H € C'(RT) avec H(0) = 0, H linéaire
ou strictement croissante et strictement convexe de classe C? sur (0, 7],
r < 1, telle que

K'(t) > H(=K(t), Vt>0.
En appliquant la méthode de Galerkin comme dans [3, [10], on montre que

notre systeme ([2.1]) est bien posé au sens suivant :

Théoréme 2.1.1 Supposons que k € W*HRT) N WH(RY) et la condition
est vérifiée, alors pour toutes données initiales ug € (H*(Q)NV)",
0o € Hy(Q), qo € (HY ()" et uy € V", le systéme admet une solution
forte (u,0,q) vérifiant
ue€ CRYH*(QNV))NCHRT; V™),
0 € C(R*; Hy () N CH(R™; L*(92)),
g € C(R™; (H'(Q))") N CH R (L*(Q)").
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On introduit les deux fonctions d’énergie du premier et second ordre du

systeme (12.1)) :
1
Eu(t) = 5/ “utl -l Vul 4 (i N (diva)® + e + 7og?] do
(2.2)
g o u)(t)dly + ”/ ) ul2dTs.

1
Ey(t 5/ uge)? + 1| Vg |* + (1 + N)(divag)? + cb? —I—Toqt}d

=5 | W ou®ars + 3 [ k(t)jufdrs.

2.2 La décroissance générale de 1’énergie de
la solution

On a le résultat de stabilité suivant :

Théoreme 2.2.1 Soient

(ug, u1, 00, q0) € (HX Q) NV)" x V™ x HY(Q) x (HY(Q))", supposons que les
hypothéses (A1) et (B2) sont vérifiées. Alors il existe des constantes
positives ¢y, co, k1, ko, ks, € et ty telles que :

(I) Dans le cas particulier H(t) = ct?, avec 1 < p < 3/2, la solution de ([2.1))
satisfait

1

ds\ =
) 23

:|2p—1

Eit) < <Cl + e fp, [k(s) fFl lug|[2dT,

—(/ o dl“)/t k2(s)ds

pour tout t > 7.
(II) Dans le cas général, la solution de (2.1) satisfait

By(t) < kyHi (kQ T halr, |“0’2dtrl) I Ho(/f(s))ds>

a g(/ ‘u0|2drl> / k*(s)ds, pour tout t > t,

(2.4)
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telles que
' HL(t) = tH(ot), Ho(t) — H(D(1))

ou D est une fonction positive de classe C*, avec D(0) = 0, pour laquelle la
fonction Hy est une fonction strictement croissante, strictement convexe de
classe C* sur (0,7] et

e ()

; st < +o0. (2.5)

Remarque 2.2.2 1. Siuy =0 sur I'y, on obtient alors les mémes résultats
de Mustafa [38].

2. Si [y° Ho(k(s))ds < 400, alors (2.4) se réduit d

Ev(t) < kB (S) = ’7</ |u0\2dF1)/ k2(s)ds,
t 2 Iy t
ce qui montre clairement que lim;_,, F;(t) = 0.

3. Les estimations de décroissance usuelle, ont été déja montrées lorsque le
noyau k vérifie la condition k" > d(—k')?, 1 < p < 3/2, elles deviennent
simplement des cas particuliers de notre travail pour lesquelles on va
fournir une preuve.

4. On remarque que la fonction k vérifie également (1.8) et (1.9) pour tout
t > t1 ou ty est suffisamment grand.

Lemme 2.2.3 Sous les hypothéses du Théoréme[2.2.1), les énergies de la
solution de (2.1)) vérifient

Ei(t) < - [ laPdo =2 [ JuPdry+ 20 [ fular,
Q 2 Fl 2 F1
o ﬂ " Q 2 / 2
5 | (k"o w)drs + Jk20) [ uoldrs
Ei(t) < — /Q lqe|2dz < 0. (2.7)

Preuve. On multiplie (2.1)); par uy, (2.1)2 par 6 et (2.1))3 par ¢ et on
integre sur €, en utilisant (1.2), (L.3) et la formule de Green (7)), on peut
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facilement conclure que

Bi(t) =~ [ laPdv—n [ w0+ 2K(@) [ Juldry
(9] 1"1 2 Fl

) Fl(k// ou)(t)dl + 77/111 k(t)(ug.us)dly

ensuite, nous utilisons 'inégalité de Young, pour obtenir
1 2 L, 2
/ (1) (uo.uz) Ty < f/ (g |2dTy + =k (t)/ luo|2dTy,
I 2Jm, 2 Iy

par conséquent, on trouve ([2.6)).

La dérivation de ([2.1)), par rapport a ¢, donne

Ut — AUy — (n+ A)V(divu) + VO, =0 dans Q x (0, +00)
by + kdivg + fdivuy =0 dans Q x (0, +00) (2.8)
Togu + q¢ + kVO, =0 dans Q x (0, +00).

On dérive également ’équation ((1.2)), on trouve

0
M% + (4 N (divuy)v = —n(ug + k(0)us + k¥ * ug), sur Iy x RT. (2.9)

On multiplie (2.8); par wuy, (2.8)2 par 6; et (2.8)3 par ¢; et on intégre sur
Q et on répete les mémes étapes que ci-dessus, on arrive a (2.7). =

Remarque 2.2.4 Si ug = 0 sur I'y, alors E}(t) <0, d’ou Ey(t) < E1(0).
Si ug # 0 sur I'y, alors

Bi(t) < By(0) + ;’( A \u0]2dF1> /Ot k2(s)ds < B, (2.10)

pour B > 0.
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Lemme 2.2.5 Supposons que (Al) et (B2) sont vérifiées, la solution de
(2.1) satisfait, pour tout € > 0,

d

%/Qut.[]\/[%— (n — 1)u]dz

< —/ |ug|Pdx — u/ |Vul*dz —
Q Q

- “‘5/ Vul?dly — (u+/\)5/ (divw)2dT, + C <1+ 1)/ e |2dT
2 Jn, Iy €/ Jr,
C
2 2 v /
Ok (1) /F juf*dry — = /F (K o u)(t)dT;

1

1
e [ pupdry+c (1 4 ) B [ fuolar,
I € ry

W/(divu)deJrc/ IVOde
Q Q

(2.11)
ot A
M = (My, My, ..., M,)",  tel que M; = 2m.Vu'

et la constante C' est indépendante de €.

Pour la preuve du lemme ci-dessus, nous renvoyons le lecteur a [29, [38].

2.3 Preuve du Théoréme

Posons E(t) = Ey(t) + Es(t), pour N > 0 a choisir ultérieurement et
introduisons la fonctionnelle :

L(t) = NE(t) +/ w.[M + (n — 1)u]da. (2.12)
0
A partir de (2.6)), (2.7) et (2.11)), nous obtenons
Nn N
L <—N/ 2 —N/ 2 ——/ 21“——/ i r
(t) < Q|q| dx Q|Qt‘ dx 2 Jr, |ue|“dI'y 51 r1<k ou)(t)dly
A
—/ ]ut\zd:c—u/ |Vul*dz — H/(divu)de
Q Q 2 Ja
o
- %/ Vul?dl, — (u+>\)5/ (div w)%dT; +0/ g 2T
I I'1 Iy
s 2 c / 2 2
+ 2k (t)/ lu|2dT; — f/ (K o u)(t)dTs —i—e/ lul2dT, +0/ V6|2da
€ I8 € JI' I Q

1
‘C (1 4 E) B0 [ JuoPdls + N2k ) [ Juofdrs
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Puis, en utilisant (2.1))3, 'inégalité de trace pour i |u?dT'; et
I'inégalité de Poincaré (13) pour [, |0|*dz, on déduit que

L) < —(N—C’l)/ﬂlq|2da:—(N—C’l)/ﬂ\qtlzdx—/ g |2z

c,
_ k(t)/F lu[2dT; — (u — eco — R (t) — eoh(t) )/ Vul?dz

A N
- ,u;— Q(divu)ZcZ;z: - (517 - C) /F1 |, |*dly (2.13)
—c [ (ouw)(t)dry —/ 10[2da

I'

N
+{2n+0<1+ )]k2 /|u0| dT';.

Fixons € suffisamment petit tel que ecy = 5,u, et on choisit N suffisamment
grand de sorte que :

N
L~FE a=—m—C2>0 et aa=N-C;>0.

2
Ainsi, (2.13]) devient
L'(t /|ut|2d$— (g—ckz( — cok(t) >/ |Vul*dz
—M;—)\/Q(divu dx — k / R —a2/ q|*dx — /\6\ dx
-cf (k’ou)(t)dF1+Ck2(t)/F luo|2dT,.

En utilisant le fait que lim;_, - k(f) = 0, nous obtenons
L'(t) < —mE\(t) + Ck(t) / [uo|2dT; — ¢ / (K ou)(t)dly, ¥t > 11, (2.14)
Fl l_‘1

pour t; suffisamment grand et deux constantes positives m et ¢
convenablement choisies.

Maintenant, moyennant (|1.9) et (2.6]), il vient, pour tout ¢ > t;,
- / K(s) / lu(t) — u(t — s)|2dTds
0 r
1 t
< —/1k”(s)/ u(t) — u(t — s)|2dTyds (2.15)
dJo r

IN

—e [0 = T80 [ fuolary]
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et la fonctionnelle F', définie par F(t) = L(t) + cE1(t), est clairement

équivalente a E(t), de plus, on vertu de (2.14) et (2.15]), on arrive, pour
tout ¢ > t; avec une nouvelle constante positive C' > 0, a

F'(t) < —mE\(t) + CE2(¢) /F |u0|2dI‘1—c/t1t K(s) [ u(t) —ult — s)|dTds.

Iy
(2.16)
On considere maintenant un exemple de la fonction H et on passe, apres
I’obtention de 'estimation de décroissance de 1’énergie, au cas général.

(I) H(t) = ct? tel que 1 <p < 3/2:

Si 1 < p < 3/2, on peut facilement montrer que
oo 1-5
/ [—K'(s)]'"%ds < +o0, pour tout dy < 2 — p.
0

Ce qui joint & ([2.2), (2.10) et 'inégalité de trace (14)), en choisissant ¢,

suffisamment grand si nécessaire, on trouve, pour tout ¢ > t,

n(®) = [ 1R [ Ju(e) —ult - ) dTids
<2 [REI® [ () + fuft - 5)) dCuds (2.17)

<cB [ [<K(s)]'"%ds < 1.

t1

Ensuite, I'inégalité de Jensen (21]), (2.6), I'hypothese (B2) et (2.17)

59



conduisent a

Wis) [ ult) — ut — 5)2dTyds

tl I

W ()] [ ()] 50/ u(t) — u(t — 8)|? dTyds

t1

[ ]{ZI( )]p 1+60(p 1+60 [ k,/ 1 60/ |u _u(t_5>’2dr ds

t1

<n(t) L?(t) /tf[—k’(S)](”_”é”)[—k"(S)]l_‘SO L fult) —ult - s)|* dT'1ds

8

)

t P
< c[/ k"(s)/ lu(t) — u(t — s)|2dF1ds} o
t1

c[—Eg() + Di2() (/ o |2dT )} i

D’ou, particulierement pour dy = 1/2, (2.16) devient

L0}
p—144g

Fi(t) < mEl()+c[ B} (t)+2(1) /yu0| dr )] LLoR (1) /yu0| dr,,
pour tout t > t;.

En sachant que,

0o /
(3 ) [ ) <0
On trouve

(£ (/ ol ) [ k?(s)ds)'

< F'(t)
g—mE1<t)+c[ By () + T (1 (/ luo|2dT )} TR /|u0| dr,

ensuite, en ajoutant et en soustrayant le terme
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[mg (frl |uo | dF1> [ k2 (s) ds}, on aura, pour tout t > t;,

(F(t)+727( |u0|2dF1) /too k2(s)ds>,
< m[E1 (/ o dFl)/t ()ds}
[ Fy(t) + 21() (/ g |[2dT )} T oR () / g 2T

+m727(/n o] dF1>/t k2(s)ds. (2.18)

En utilisant 'hypothese (B2), on déduit, pour tout t > ¢, que

e}

/t TR (s)ds < k(D) /t " k(s)ds < k(D) /0 k(s)ds et K2(t) < (1), (2.19)

Insérant (2.19) dans (2.18]), on arrive, pour une certaine constante positive

C, a
(F +’27( |u0|2dF1>/ook2(s)ds>
t

m{El (/ o [2dT )/t 2(s )ds}
+ c{ B + ng(t)(/rl |u0|2dr1>} T OR) /F luo|2dT.

Maintenant, multiplions membre a membre I’estimation précédente par

0+ 2([ luoary) [ B (s)as|"
2°Jr, t

en utilisant le fait que

Ej(t) < 31) ( [ juo s )
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nous obtenons

([Fe (/ uofary ) [~ k2 st} )
w2 !uo|2dF>/t Fsas] )

< () + 2 ([ fwolary) [~ w(s)
X | Ea(t) + g(/ IuOlzdR)/t k2(s )dsrp ’
< —m[Ea0) + 2 [ fuolary) [T was]

+c[E1() Z(/ g dr)/t k(s >d8]2 ~
+ 2K(0) (/ o dl“)] N
+C[ /|uo| drl} {El (/ [l dFl)/ S}p |

_ 2p—1
2p—27

X

Puis, en appliquant I'inégalité de Young, avec 0 = 2p — 1 et o/ =
pour

B 0+5820( [ JuoPary )| B B2 ([ ) [0 ds]zp :

et
{k(t) /p |“0|2drl} [E1<t> +727< /F 1 |uo|2dF1) /t k2(s)dsrp i

on arrive a, pour C' > 0,

([F@+ 50 Jwolars) [ w105
[Eﬂ 3 ([, moltars) [~ aeoas] )
< m[El </ o] dF)/t k(s dsr -
) 3 ) [ 0]
+c[ By(t) + 212 (/ o] drl)ho[ )/F1|u0|2dr1]2p_1.
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Alors, pour 2e < m, on obtient

Fl(t) < —m [El ( / g 2T ) / * k2(s)ds]2p1+0[k(t) / ]u0|2dF1]2p1,
tels que m’ est une constante positive et
+ Z(/F juoldTy) [ K (s)ds
o0 2p—2
+ ([ fufary) | k2 (s)ds|
+C[E1 (/ |u0|dF)/t 2(s)ds] .

Par ailleurs, il est facile de montrer que cette inégalité reste vraie pour

p=1.
De nouveau, on utilise le fait que

Fo(t) =

E{(t) < SR [uodDy)

pour déduire que

(e 3 (], hoars) [ waa] ")
{ (/ |u0|2dF1> t kQ(s)dsrp_l

1 C 2p-1
< —SF0 + k) [ wldn]

pour tout t > t;.
Une simple intégration sur (¢;,¢) donne

t[El () + 727(/F ]uo\QdF1> I k2(s)ds} v

1 c 21
S EFo(tl) + ’)’)’L,/tl [k’(S) /Fl |U0|2dP1:| ds

Ui 2 2 =t
| Eale) + ([ Juoldry) [T k(s)ds
2 Iy t1
C’ t 2p—1
S C1 —+ 7,/ |::I€(S>/ |u0|2dF1:| 5
m t1 I

63



2p—1

[El (1) + ;’( /F 1 |u0|2dF1) /t ” k?@)ds}

Cq C t 2p—1
<t {k:(s) /F |u0|2d1“1} ds.

Enfin, on arrive a I'estimation suivante

Ey(t) < (Cl 2 Jy [B(5) frtl |U0\2d111]2p‘1ds)zpll

~ ([ JuaPary) [ k(s)as.

(IT) Le cas général :

On définit

C_H(s)

— A 7H51(k”(8)) N lu(t) — u(t — s)|*dl1ds

I(t)

ou Hy est telle que ([2.5)) soit vérifiée. De la méme manieére que dans ([2.17)),
nous observons que, pour tout ¢ > ty, I(t) satisfait

I(t) < 1. (2.20)

On suppose aussi, sans perte de généralité que I(t) > [y > 0, pour tout
t > t1; sinon (2.16)) donne une forme explicite de décroissance. De plus, on
définit \(¢) par

At) = /tt k//<S)MA1 lu(t) — u(t — s)|*dTds,

ainsi, de 'hypothese (B2) et les propriétés des fonctions Hy et D, on
conclut que

—K'(s) —K'(s) _ —K(s)
0y ((s)) = Hy (k) DR(E) ~

pour une certaine constante positive ky. Ensuite, en utilisant I'inégalité de

trace , (11.8), (2.2) et (2.10]), on peut facilement voir, pour tout ¢t > t;,
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que A(t) satisfait

IN

t
M) < ko k”s/ lu(t) — u(t — s)|2dTyds
t1

IN

2%k / K (s / (O + [u(t — 9)|2) dT1ds

cB k”(s)ds

cB(—lk'(tl))
min{r, H(r), Hy(r)}, (2.21)

IN

ARVAY

pour t; suffisamment grand (si nécessaire). De plus, en vertu de (2.15)), on
remarque que

Ab) < —c| 1) — T*(t) / |u0|2d1“1}, Vi > 1. (2.22)
I

Etant donné que la fonction Hy est strictement convexe sur (0, 7] et
Hy(0) =0,0na
H()(QJT) < QH()([L’),

tels que 0 < 0 < 1et x € (0,7]. En utilisant cette derniere estimation,

(2.:20) , (2-21) et l'inégalité de Jensen (21), il vient

At) = 1(115) /tff(t)Ho[Hgl(k”(S))}}% 5 lu(t) — u(t — s)|dlyds
> i L IO (6D s [ ute) = u(e = 9)Pdrds
> H ( S (s ))}m [ fult) —u(t — s)Pards )

_ Ho( - / k’(s)/ lu(t) — ult — 3)\2dF1d5>, V> 1
t1 'y
Ce qui implique que
t
K(s) | |u(t) —u(t—s)?dTids < Hy '(\(t)), VYt >t.
t1 I't

Remplagons I'estimation ci-dessus dans (2.16]), on obtient

F'(t) < —mEy(t) + CK*(t) | |uol?dTy + cHy'(A(t), V>t (2.23)
INT

65



Maintenant, en utilisant le fait que Hj > 0, H] >0, g9 <1, ¢o > 0 et

Fi(t) < D(1) (/ o dP)

on trouve que la fonctionnelle

/ Ey(t) + 2(Jp, luo|2dTy) [ k*(s)ds
Rt = (oo 0 T 3 P 1 ) T

+CO<E1 1+ g(/ o dn/ k?(s)ds>

satisfait
S Ei(t) = 3(Jp, luo?dly )k (¢
i) = (60E1(0)+ 2(fr, luol2dLy) f5° k2(s ds)
Eqi(t) + 5(Jp, luol?dly) [ 2(8)658) (1)
E1(0) + 3(Jr, luol?dl'y) [5° k2(s)ds
(- Ei(t) + L(Jp, luol*dly) [ kA (s)ds
(&0 G  aopr) i )as) T O

)

() = SR, uofary)]

Ei(t) + %(fn |u0|2drl)ft k2(5>d /
: )F(t)
(1) —

x H (50

EN0) + 20, [uoPdDy) J5T K2 (s)ds
gk2(t) (/m |u0|2dI‘1> ] V> .

Puis, de (2.23)), il découle, pour tout ¢t > t;,

/ o Bi(t) + 3, [uol®dTy) 7 K*(s)ds
Fl(t) S _mEl(t>H0 <5OE (0) + g(fl;l |UO|2dF1) fooo ]{72<S)d8)

e )om (e e

-1 ’ 1(t) (fm ‘UOPdF )ﬁ k2( )dS
ey (M ))H< B0 T3 P (IS

—I—CO{E’ ( o |2dT )}

(2.24)
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Soit H{ la fonction convexe conjuguée de Hj au sens de Young, alors, on a
Hg(s) = s(Hg) ™" (s) — Ho[(Hp) " (s)], sis € (0, Hy(r)], (2.25)
de plus, Hj vérifie I'inégalité de Young généralisée :

AB < Hj(A) + Ho(B), si A€ (0,H\(r)], Be(0,r]. (2.26)
En utilisant (2.21)), (2.24) et (2.26)), avec

Ei(t) + §(r, luodly) J° k*(s)ds
E1(0) + 3(Jr, luol?dly) J5* k*(s)ds

A=Hy(= ) B= ')

on arrive a

Ey(t) + 2(Jp, [uol?dTy) f° k?(s)ds)
"E1(0) + 2(Jp, |uol?dTy) Jg° k2(s)ds

2 oo (. E1(t) + 2, luoldly) [ K (s)ds
+C </rl || dF1> k*(t)H), <80E1(o) X 22( fFFl ’ui)|2drl> - k2(s)d5>

Ei(t) + 3(Jr, [uoldly) k‘Q(S)dS»
E,(0) + g(frl uo|2dl'y) fo° k*(s)ds

+co [Eg(t) _ Zk?(t)(/F |u0|2dI‘1)].

FI(t) < —mE: () H) <5

+ cA(t) + cHy (H(’) (50
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Ainsi, de (2.22) et (2.25)), nous avons, pour tout t > ¢y,

Ei(t) + 2(Jr, luo|*dl’y) f° kz(s)ds)
"E1(0) + 2(Jp, |uol?dTy) Jg° k2(s)ds

B+ g( fi |u0\2dr1) [ k2(s)ds
+ CE(t) (/ |uo|*dl )H <€0E1(0) N Z(fn |u0|2dF1> s k2(8>d8>

C{E;@) - T /F |u0|2dF1]
Ev(t) + 1 ( Jr, ]uo|2dF1> 2 K2 (s)ds

Ev(0) + (U, luol?dLs ) J5° k2(s)ds

0 B) 4 2, o) 72 k2 (s)ds
< E1<> ﬂ(frl|uo|2drl>fo o)

+co {E (/ o] drl)}

Par conséquent, avec un choix convenable de ¢y, nous obtenons, pour tout
t 2 t17

Fi(t) < —mEx () (=

+ C(EQ

/ By (t) + 2(Jp, luo2dTy) [ k*(s)ds
F) < -n( 505 10 uolPdl) I 6%
(- By(t) + 20, Juol?dTy) [ K2 (s)ds
xH°(E°E1<> 5(Jp, [uo[2dTy) [ K2(s)d >

)

)
+m(727( [ ol dl“1>/t ()d)

)

)

(L En(t) + 2(Jp, luol?dly) 77 K3 (s)ds

<t (goEl(O) 3(Jr, luo2dly) fo° K2(s )ds)

Eq(t) + n(frl |u0|2dF1> I k2 (s)ds
Eq1(0 ) 5(Jr, luol?dly) [5° k?(s)ds )

3(Jr, luol?dTy) [ B> (s >

3 (Jr, [uol?dlr) 5= k2( )ds

t) + 5 (Jp, [uol*dly) [ K?(s)ds

0) + 3(Jr, luol?dl'y) f5° kQ(s)ds) (2.27)

L C (k2 [ Juoldrs ) o (go
1

—|—c(€ ((0))
X H’( 1<(

+
+
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Nous utilisons (2.19)), pour une certaine constante positive C, nous
observons que (2.27)) devient

, Er(t) + 2(Jp, [uoldDy) 7 k2(s)ds
E@)S_m<&®%+ﬂthPﬂUﬁ?W@MJ
/ Ey(t) + 2(Jr, luo2dly) [ k*(s)ds
XH&®EMD+%&NMMDH?W@MJ
2 , Ey(t) + 2(Jr, luo2dly) [ k*(s)ds
e AT EOLAC EN)+§%HMWﬂHH?k%Q$)
+C&zmw+yﬁmmwnu;M@Mj
“B1(0) + 2(Jr, [uol?dly) [ k2(s)ds
(- E(t) + 3(Jr, [uol?dTy) [ k3 (s)ds
X Ho <€0 EL(0) + g(fpl lup|2dTy) [5° k2(s)ds>'

(2.28)
De nouveau, on utilise (2.25)) et (2.26)), pour obtenir, pour ¢; suffisamment
grand (si nécessaire),

(- Ev(@t) 4 3(Jp, luol?dly) f7° K (s)ds
) [ (o B G TP )
1(t) + %(fn |U0|2drl) S kQ(S)dS
= <€0 E1(0) + 2(Jr, luol?dl) f5~ k’Q(S)d$>
/ By (t) + E(frl |u0|2dF1) I k2(3)d5
x o (EOEl(O) g(frl [uo|2dl'y) J5° kQ(S)d5>
+ Ho(k(t), Vt>t.

=)

Donc, avec un choix convenable de &g, (2.28) devient

/ Ey(t) + g(frl luo2dTy) [ k*(s)ds
RO <~ G0 3O TP )
/ Ey(t) + 2(Jp, luo|2dTy) [ k*(s)ds
< H (o o T U TP 615

O uofdI) Ho(k(1),

pour tout t > ;.
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Do,

/ Ey(t) + 2(Jp, luol*dly) [7° K*(s)ds
Fl(t) S _€H1<E1(O) + 2%([{‘1 |U0|2dF1) fooo k‘Q(S)dS>

+ 0(/ \u0|2dF1)Ho(k(t)), V> b,
Iy
telle que Hi(t) = tH|(eot).

(2.29)

Puisque H{(t) = H|(eot) + ot H{/(cot), en utilisant la stricte convexité de
la fonction Hy sur (0,r], on déduit que H{(t) et Hy(t) > 0 sur (0, 1]

Ainsi, en tenant compte de

El(t ”k2 / o 2dT, )

et (2.29), on arrive, pour tout ¢ > 1, a

Ei(t) + 3 (Jr, [uol>dTy) J7° k*(s)ds
(5 Ev(0) 1 2y, [uo2dT) [ K2(s) ds)]
1(t) + 3 (Jr, [uol*dTy) [ k*(s)ds )
(0) + 2 (Jr, luol?dly) Jo° K2(s)ds
(

< ——F’(t) + i( L ol drl)Ho(k t)).

Une simple intégration sur (¢;,t) donne

< (2

1

Ei(t) + 3(Jr, [uol*dly) [ K*(s)ds
tH (El(o) + 2(Jp, [uol2dTy) J5° k?(s)ds>
Ei(t) + g( fe, |u0|2dF1) [ K2(s)ds

Ey(0) + g(frl [uo|2dl'y) fo° k%(s)ds )
1 C

e phi) + ([ oy [ Ho(s)ds.

Ceci implique, pour une certaine constante positive ko et pour tout ¢ > ¢y,

Ey(t) + 2(Jp, luol?dly) [ k*(s)ds ky C :
(5307 50 P ) < ¢ U 10T s

< t1H1<
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Par conséquent, pour deux constantes positives k; et k3 convenablement
choisies, on trouve l’estimation suivante

Eq(t) < lef1<k2 + ks(r, |“0|2d51) I Ho(k(S))ds>

- g</r1 ’U0|2drl> /too k*(s)ds.

Ce qui acheve la démonstration du Théoreme [2.2.1]

2.4 Exemple illustratif

La condition
k' > d(—kz')p, 1 <p<3/2

présume que :

—K(t) <we™ si p=1

et
() <w/trT s 1<p<3/2,

ol w € RT.

On peut utiliser des noyaux qui n’ont pas nécessairement des dérivées de
taux de décroissance exponentielle ou polynomiale, on prend par exemple :

kl(t) = exp(—\/f),

alors k" (t) = H(—k'(t)), avec

H(t):ﬂn(tl/t) pour tE(O,TL r<1.
> H(1) — 1+ 1In(1/%) o In(1/t) +2
0= Smor T e

donc, il est clair que la fonction H vérifie I'hypothese (B2) sur (0, 7] pour
tout 0 <r < 1.
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On outre, si on prend D(t) = t*, on voit que est vérifiée pour tout
a > 1. Par conséquent, le Théoreme donne un taux de décroissance
explicite.

En effet, la dérivée de la fonction Hy(t) = H(t*) est donnée comme suit :

at 1 + In(1/t)]

2[n(1/t2)]?

En utilisant (2.4)), nous pouvons déduire que

Hy(t) =

Eu(t) < ky (kz + kg(frl |uo|2dF )ft Hoy(k(s ))d3>1/ (20)

_</ o dFl)/t K2(s)ds, V>t

pour tout o > 1, ou

Faisant @ — 1, on obtient

Bt < b (20 hs(r, luOIthFl) Ji H (k(s))dS)w

- 77(/ \Uo\zdrl) /OO k*(s)ds, Vt>t.
2 I t

))ds < 400, alors (2.30)) se réduit a

(s
Eu(t) f} (/ o dF)/tookQ(s)ds, Vi > )

(2.30)

De plus, si [y° H(k
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Chapitre 3

Résultat de décroissance
générale pour un systeme
thermoélastique avec second
son et un terme amortissant
distribué

Soit €2 un ouvert borné de R™ de frontiere suffisamment réguliere 0f).
L’objet de ce chapitre est d’étudier le systeme suivant :

uy — pAu — (p+ A)V(divu) + VO + a(t)g(u;) =0 dans ©Q x (0, +00)
by + kdivg+ fdivu, =0  dans Q x (0, +00)
T0q: + ¢+ kVO =0 dans Q x (0, +00)
u(.,0) =ug, w(.,0)=uy, 6(.,0)=46y ¢(.,0)=qy dansQ
u=60=0 surdQ x[0,+00),

(3.1)
avec les méme notations qu’au chapitre précédent, ou «a et g sont des
fonctions positives particulieres. Dans la section 3.1, on donne quelques
hypotheses nécessaires dans le présent chapitre. Quelques lemmes
techniques et notre résultat avec la preuve sont présentés respectivement
dans les sections 3.2 et 3.3. Finalement, nous donnons des exemples
explicites comme application.
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3.1 Hypotheses

Afin d’obtenir le comportement asymptotique de la solution du probleme
(3.1]), on va présenter dans cette section, quelques hypotheses requises, a
savoir :

(H1) a: R4 — R4 est une fonction décroissante et différentiable.

(H2) g: R — R est une fonction croissante dans C° de sorte qu’il existe des
constantes €, ¢, ca > 0 et une fonction croissante G € C*([0, +00)), avec
G(0) = 0, ot G est une fonction linéaire ou strictement convexe dans C?
sur (0, ¢], telles que

crls| < lg(s)l S eals” st [s| > ¢

s2+g%(s) <G (sg(s)) sils|<e
et p vérifiant
n+ 2

in > 2
— sin

1<p<

1<p<oo sin<?2

Remarque 3.1.1 L’hypothése (H2) implique que sg(s) > 0, pour tout
s # 0.

On définit I'espace de Hilbert suivant
W={ve ()" divv e L(Q)}.

Dans la suite, on suppose que le systeme (3.1) admet une solution forte
(u,0,q) vérifiant, pour
(w0, u1, 00, q0) € (H?(Q) N Hy ()" x (Hy())" x Hy(2) x W,

u € C([0,+00); (HX(Q) N H3(2)") N C* ([0, 400) ; (HF(2)") ,
0 € C([0,+00); HE(Q)) N C ([0, +00) ; L3(Q)),

q e C([0,+0);W)NC! ([O, +00) ; (LQ(Q))n>

et on prouve un résultat de décroissance générale. L’existence d'une telle
solution forte est assurée par la méthode de Galerkin standard.
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Lemme 3.1.2 ([30]) Supposons que v € [L*(Q)]". Alors

[div ol -1 () < [[0llr2(ay)m -

On introduit maintenant la fonctionnelle d’énergie totale associée au

probleme ([3.1))

1 2 H 2 () oo 2
C 70
+t 3 ||9||i2(9) Ty ||Q||?L2(Q))”‘ (3.2)

3.2 Lemmes techniques

Dans cette section, on va établir quelques lemmes nécessaires pour
pouvoir démonter notre résultat principal.

Lemme 3.2.1 Soit u(x,t) solution du probléeme (3.1)). Alors la
fonctionnelle d’énergie définie par (3.2)) est décroissante sur [0,00). De plus

E'(t) = =l 2@y — alt) [ wg(un)dz <0. (33)
Preuve. Multiplions I’équation (3.1)); par uy, (3.1)2 par 0 et (3.1))3 par ¢ et
intégrons sur €2, en utilisant la formule de Green , nous obtenons

facilement (3.3). En utilisant aussi 'hypothese (H1) et la remarque ({3.1.1)),
on déduit que la fonctionnelle E est décroissante. m

Lemme 3.2.2 Soit u(x,t) solution du probléme (3.1)). Alors, la
fonctionnelle définie par

vérifie
V() < 2/ | da — ﬁ/ Vul® de — (uH)/ div ul? do
Q 2 Ja Q
—|—C/ lq|? dx—a(t)/ ug (ut) de, (3.4)
Q Q
ou C' est une constante positive.
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Preuve. Utilisons (3.1)), la formule de Green , I'inégalité de Poincaré
(13) et I'inégalité de Young, nous obtenons

V() = /Q]ut\2d:1:—u/9|Vu]2da:—(u—i—)\)/g\divu\2d:ﬁ
—5/ u.V@dm—a(t)/ng (ut) dm—l—i/ﬁ(u.q}dm

—i—ﬁ/ u.VOdx — —/Q(ut.q)da:
H 2 . . 2
Z/Q\ut] dx 2/Q|Vu\ dx (,u+)\)/9|dlvu] dx

—l—C’/Q\q]2 dx—&(t)/ﬂug (ug) dex.

IN

]
Soit ¢ la solution du probleme suivant

Ap =460 dans Q, ¢=0 sur .

Puisque
6eccCt ([O, +00); L? (Q))

alors

p € C* ([0, 400) s H* (Q) N H} ()
et on aura grace a la proposition (0.5.2)
||80(~7t)HH2(Q) < ¢o He('7t>HL2(Q) : (3.5)

Lemme 3.2.3 Soit u(x,t) la solution du probléeme (3.1)). Alors la
fonctionnelle suivante

() = —To/ﬂq.Vgpdx
satisfait

, ; : / : / 2
<_i .
D' (1) 2/{)9 dz + c3 Q|q| dzr + ¢4 Q|ut| dz (3.6)

telles que c3 et ¢y sont des constantes positives.
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Preuve. On dérive la fonction ® par rapport a ¢, en utilisant (3.1)2, (3.1))s,
la formule de Green et I'inégalité de Young, on obtient

P (t) = —TO/th.V(deL’—TO/Qq.VQDtdSE

= / (¢ + kVO) .Vodr — 7'0/ q.V (A’lﬁt) dx
Q Q
= —/<a/ 0%dx —i—/ q.Vodr — 7'0/ q.V (Al (—F&divq — Bdivm)) dx
Q Q Q c c
2 K 2 Co 2
—/ﬁ/&d:{:—i——/ Vel dx—i—f/ lq|” dx
Q 2¢cy Jo 2k Ja

+@/ g2 dz + E/ v (A—l (div (—Kq _ ﬁut>>>
2 Ja 2 Ja & c

Sachant que (—%q — gut) € (L?(Q2))" et en utilisant le résultat du Lemme
on déduit que

IN

2
dzx.

div (—Hq - 6%) cH 1 (Q).
c c
At (div (—Kq - Bm)) c H (Q).
c c
De plus, on a

HA_l <div (—Kq — ﬂm)) div (—Hq — Bu,:)
c c c c

K
< ¢

Ainsi

IN
s

HY(Q) H=1(Q)

(L2@)”
< el ey + 2 llull g2y

pour deux constantes positives ¢; et ¢ convenablement choisies.
Ainsi, on aura

/ \Y (A‘l (div (—Hq — ﬁut>>>
Q c c
Par suite, en utilisant (3.5]), on arrive a

(1) <=5 [ v ey [ laP du+es [ Juldr.
2 Jo Q Q

Ceci termine la preuve. m

2
dr < ¢ ||q||(L2(Q))" + ||“t||(L2(Q))" ‘
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Lemme 3.2.4 Supposons que les hypothéses (H1) et (H2) sont vérifiées.
Soit u(x,t) la solution du probléme (3.1)), alors pour des constantes
positives N, m et ¢ convenablement choisies, la fonctionnelle F' définie par

F(t)=NE(t)+ ¥(t) + O(¢)
vérifie

F/(t) < =mE(t) + ¢ [ (luf’ + Jug(ur) )da. (3.7)

Preuve. Moyennant (3.3)), et (3.6, il découle
Ft) < —=(N—-C—c) ||Q||?L2(Q))” +(2+c4) ||ut||?L2(Q))"
— IVl ey = (4 N vl = 5 181320
—a(t) [ us(u)da.
en choisissant N assez grand tels que
(N—C—c¢3) >0 e F~E,
nous obtenons

F'(t) < —mE(t) + ¢ /Q (Jus|® + Jug(ue)|)de.

[
Maintenant, on choisit 0 < g1 < ¢ de sorte que

sg(s) <min{e,G(e)} pour tout |s| < ey. (3.8)
Ceci montre clairement que
cils| <lgls)l < cylsl” s |s| > e,
s24+g%(s) <G (sg(s)) si|s| <er.
En considérant maintenant la partition de €2 suivante

le{xGQ:‘uﬂgel}, ng{xEQ:]ut‘>€1}
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et en utilisant I'injection H}(Q) — LPT(Q) (voir le Théoreme (0.5.1))) et
I'inégalité de Holder, on obtient

A¥|ug(ugldx < (/ \uw+1dx) (/°|g 1+pdx> o
< el ([ sl @)™

Par suite, grace a (3.2)), (3.9) et I'inégalité de Poincaré , on conclut

1 v
Ll + ug()de < e [ wgluda+c( [ 1Vulde)” ([ wglude)™
Q Qo Q Qo

2

< —CcE'(t) + cE(t)} (—E'(1)7

. e +1
en utilisant ensuite I'inégalité de Young, avec 0 = p+ 1 et o' = b2 pour
p

E(t)? (—E'(t))7
et le fait que la fonctionnelle d’énergie E est bornée, on arrive a
/<mﬁ+mgmmewdx) CCLE'(t) < c2E(t) — C.E'(1). (3.10)
Qo
D’autre part, par (3.2) et I'inégalité de Young, nous avons

2 2 2
de < [ JulPdee [ JuPdetC |
Gl + jug(ude < [ juPdete [ uPdetC [ (gl
< /’hhfdx+ca5@)+c;/'<gygﬁdm
Ql Ql
(3.11)
Insérant (| et - dans et en choisissant € suffisamment petit,

on déduit que la fonctionnelle

L=F+C.E
satisfait
Eﬁjg—ﬂﬂﬂ+céfmf+%ymD%M: (3.12)
et
L(t) ~ E(t). (3.13)
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3.3 Résultat de décroissance générale
Nous pouvons maintenant énoncer et prouver notre résultat principal.

Théoréme 3.3.1 Supposons que les hypothéses (H1) et (H2) sont
vérifiées. Alors, il existe des constantes positives ki, ko, ks et gq telle que
I’énergie associée au probléme (3.1) satisfait

t

E(t) < ksG7(k /O a(s)ds + ks), V>0, (3.14)

ou

Gi(t) = /t 1 G21(S)ds et Ga(t) = tG (cot).

Notons ici, a partir de propriétés de la fonction G, que la fonction G est
strictement décroissante et convexe sur (0, 1], avec lim;_,0G1(t) = 400,
ainsi, le Théoréme précédent assure que

lim E(t) = 0.

t—+00

Preuve. Multiplions par a(t), il vient
a(D)L'(t) < —da(t)E(t) + calt) /Q (] + () (3.15)
Distinguons deux cas :
e Cas 1. G est linéaire sur [0,¢] :
Ainsi, on déduit que

a(t)L'(t) < —da(t)E(t) + ca(t)/ wg(uy)dr = —da(t)E(t) — cE'(t),

Q1

ce qui donne, en utilisant ’hypothese (H1),
(al + cE)'(t) < —da(t)E(t).
Par conséquent, en utilisant le fait que aL 4+ cE ~ E, on arrive a
E(t) < dexp (—c" /Otoz(s)ds) =Gyt (c" /Otoz(s)ds) .
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e Cas 2. G est non-linéaire sur [0, ¢] :

Pour estimer le dernier terme du second membre de ((3.12)), on utilise,
pour [(t) définit par
1

I(t)= — ug(uy)de,
() |Ql| o, tg( t)
I'inégalité de Jensen pour obtenir
GrIM) >c | G Y wg(u))dr. (3.16)
951

De (3.9) et (3.16]), il résulte que

alt) [ (P +g())dr <t /. G (wg(u)de

< ca(t)GHI(1)).
Do, devient
Ry(t) < —da(t)E(t) + ca(t)GH(I(t)), (3.17)

tel que Rp = aL + E, de plus on a Ry ~ F en vertu de (3.13)).

Maintenant, pour gy < € et ¢y > 0, en utilisant (3.17) et le fait que £’ <0,
G’ > 0, G" > 0 sur (0, ], nous constatons que la fonctionnelle Ry, qui est
définie par

_ . EQ@)
Ri(t) =G (60E(O))Ro(t) +aE()
satisfait, pour ay,as > 0,
et
R() = g((g; G"(EO%)ROQ) + G (e 5((8 VR (1) + e (1)
< —da(t)E(t)G (g E(t) )+ ca(t)G (g0 E(t) YGTHI() + coE'(t). (3.19)

£(0) E(0)

Soit G* la fonction convexe conjuguée de GG au sens de Young, d’ou

G*(s) = s(G")H(s) — G[(G") 7 (s)], sis€(0,G'(e)], (3.20)
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et G* satisfait I'inégalité de Young généralisée
AB < G*(A)+G(B), siAe(0,G'(g)], B € (0,¢]. (3.21)

E
Prenons A = G’ <50 EE(%) et B= G !(I(t)) alors, moyennant (3.3)), (3.8))

et (3.19)-(3.21)), on trouve

E(t)

Ri(t) < —da(t)E(t)G (e0 g((é))) + ca(t)G* <G’(50 B 0))> +calt)I(t) + coE' (1)
(

E(t) B(t) . E()

< ~dahEOC Eoggy) + conlt) 7o) o gy

) — cE'(t) + co E'(1).

Ainsi, nous obtenons pour un choix convenable de g; et ¢

RI() < —ka(t) (%) el <50 gé?)) — ha(t)Gal g((é))) (3.22)

ou Gg(t) = tG/(e'fot).
Puisque
Glz(t) = G/<€0t) + €0tG”(€0t),

en utilisant donc la stricte convexité de G sur (0, ], on déduit que
G4(t), Go(t) > 0 sur (0, 1].

Ainsi, en posant

CLlRl (t)
t =
et en utilisant (3.18)) et (3.22)), on aura
R(t) ~ E(t) (3.23)
et
R(t) < =ka()Ga(R(t))
pour ky; > 0.

Par suite, une simple intégration donne, pour ky > 0
t
R(t) < G;l(kl/ a(s)ds + ky), (3.24)
0
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ou Gi(t) = [ glyds

Nous avons utilisé les propriétés de G4 et le fait que G est strictement
décroissante sur (0, 1].

Finalement, en utilisant (3.23)) et (3.24]), on obtient (3.14)).

Remarque 3.3.2 Liu et Zuazua [22] et Alabau-Boussouira [2] ont proposé
les hypothéses suivantes sur la fonction g :

gols]) < le(s)| < 5™ (Isl) pour tout |s| < = 525
crls| <lg(s)| < cals|  pour tout |s| > € '

pour une certaine fonction strictement croissante go € C*([0, +00), avec
g0(0) =0, ot ¢y, co, € sont des constantes positives et la fonction G définie

9=y (13)

est strictement convere dans C? sur (0,¢| si la fonction gy est non-linéaire.

Notons ici que si ces hypotheses sont vérifiées alors ’hypothese (H2) est
également vérifiée.

3.4 Exemples

On donne des exemples afin d’illustrer le taux de décroissance donné par
le Théoreme B3.3.11

On suppose que la fonction g vérifie (3.25) pres de l'origine.
(1) Si go(s) =cs? et ¢ > 1, alors
G(s) = cs'T

satisfait a 'hypothese (H2). En utilisant le Théoréeme nous obtenons
sans peine

E(t) <cexp (—c’ /Ota(s)ds> sig=1,

__2
q—

¢
E(t) <c (c’/ a(s)ds + C") s q>1
0
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(2) Si go(s) =exp (), alors (H2) est satisfaite pour
s

G(s) = %exp (-ﬁ)

pres de zéro. Ainsi, on aura

—2

E(t) < c (l”(C/ /Ot ofs)ds + c”))

1 —1
(3) Si go(s) = S Eep <52)’ alors (H2) est satisfaite pour

G(s) = exp <_2>

S

pres de zéro. Ainsi, on trouve

Et) <c (ln(c’ /Ot a(s)ds + c”))_1
(4) Si go(s) = iexp (—(ins)?), alors (H2) est satisfaite pour
G(s) = exp <—i (ln;>2>

pres de zéro. Par suite, nous obtenons le taux de décroissance suivant

E(t) <cexp (—2 (ln(c’ /Ot a(s)ds + c"))) i
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Conclusion et perspectives

A Tissue de cette these, trois points principaux ont été abordés en ce qui
concerne la stabilisation des problemes thermoélastiques en se basant sur
des techniques récentes d’analyse mathématique :

e Nous avons trouvé 'estimation de décroissance de la solution d'un
systeme de thermoélasticité classique sous 'action d’un amortissement
frontiere de type mémoire, qui a déja été étudié auparavant, et en
particulier dans [39], on a éliminé la condition ug = 0 sur I'; et on a ajouté
des hypothéses nécessaires.

e Nous avons étudié le comportement asymptotique de la solution d'un
systeme de thermoélasticité avec second son soumis a un terme
d’amortissement frontiere de type mémoire, qui a déja été étudié
précédemment, notamment dans [38], on a utilisé les mémes hypotheses
sans poser ug = 0 sur I'; et sans faire aucune hypothese additionnelle.

e Enfin, on a remplacé le terme d’amortissement frontiere dans notre
second systéme par un terme amortissant distribué de la forme o(t)g(u;), et
on a obtenu un résultat de décroissance générale de 1’énergie de la solution.

Nous comptons dans le futur généraliser nos résultats aux problemes en
viscoélasticité, de plus il sera intéressant de faire des simulations
numériques des différents problemes étudiés dans ce manuscrit.
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Résumé

Cette these est dévouée a I'étude de comportement asymptotique de trois systémes
thermoélastiques. Le premier systéme est un systéme thermoélastique classique, le
deuxiéme et le troisieme sont des systemes thermoélastiques avec second son.

Les deux premiers systémes sont perturbés avec un amortissement frontiére de type
viscoélastique, tandis que le troisiéme I'est avec un terme amortissant distribué.
Plusieurs résultats de décroissance générale ont été démontrés, sous certaines
hypothéses convenables sur les noyaux résolvants et les parameétres des équations.
Pour obtenir les résultats, différentes méthodes ont été utilisées avec les modifications
nécessaires imposées par la nature de nos problemes telles que la méthode de
I’énergie, la fonctionnelle de Lyapunov et les propriétés des fonctions convexes.
Mots clés : Thermoélasticité, amortissement, noyau résolvant, décroissance générale,

convexité.
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Abstract

In this dissertation, we study the asymptotic behavior of three thermoelastic problems.
The first system is concerned with classical thermoelasticity, the second and the third
are concerned with thermoelasticity with second sound.

In the first and the second systems, the dissipation is given by a boundary viscoelastic
term, while in the third is given by a weak frictional damping.

In this regard, we prove several general decay results under appropriate assumptions on
the resolvent kernels and the structural parameters of the equations. We use the
multiplier method, Lyapunov functional and convexity argument to establish the desired
results.

Key words: Thermoelasticity, viscoelastic damping, resolvent kernel, weak frictional
damping, general decay, convexity.
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