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ABSTRACT

In this thesis, we consider two problems of a jet flow of an incompressible and
inviscid fluid. The effect of the surface tension is taken into account. The shape of
the free surface and the flow of the fluid are determined numerically via a series
truncation. First we treat the problem of flow emerging from an opening of a
container with inclined walls. The results obtained confirm and extend the results of
Ackerberg and Liu[1].

The second problem considered in this thesis is the problem of a jet from a
container. The solutions obtained here comfirm and extend the first problem for
vertical walls. If the surface tension is neglected the calculated results confirm

those of Von Mises and Gurevich[18].

Key words: Free surface, Potential flow, Jet, Surface tension, Weber number.



RESUME

Dans cette thése, nous considérons deux problémes d'écoulement de type jet
d'un fluide incompressible et non visqueux. L'effet de la tension de surface est pris
en considération. La forme de la surface libre et 1'écoulement du fluide sont
déterminés numériquement par troncation de série.

Nous traitons tout d'abord le probléme d'un écoulement issu d'un orifice d'un
réservoir avec des parois inclinée. Les résultats obtenues confirment et améliorent
les résultats de Ackerberg et Liu[1].

Le deuxiéme probléme est le probléme d'un écoulement en sortie de buse. Les
solutions obtenues valident et étendent ceux du premier probléme pour des parois
verticales. Quand la tension de surface est négligée les résultats sont conformes

aux résultats de Von Mises et Gurevich[18].

Mots clés: Surface libre, écoulement potentiel, jet, tension de surface, nombre

de Weber.
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NOTATION

degré de contraction.

potentiel complexe de la vitesse.
diametre, longueur.

courbure de surface.

pression.

pression au dessus de la surface libre.
module de la vitesse.

rayon de courbure de la surface.
tension de surface.

vecteur normal.

vecteur tangentiel.

densiteé.

vitesse complexe.

vitesse a I’infini.

composantes du vecteur vitesse du fluide.
fonction potentielle.

fonction de courant.

nombre de Weber.

angle d’inlinaison.

angle de séparation.

variable complexe.



CHAPITRE 1

INTRODUCTION GENERALE

Les écoulements a surface libre de type jet sont présents dans beaucoup d’applica-
tions industrielles et urbaines : les chambres de combustion des moteurs, les pompes a
jet, les réservoirs et I’architecture des barrages. Compte tenu de son importance pratique,
ce type d’écoulement fait I’objet d’un grand nombre d’études théoriques, expérimentales
et numériques. Comme exemple, on peut citer le probleme d’un écoulement issu d’un
orifice d’un réservoir. Ce type de problémes est difficile a résoudre explicitement a cause
de la condition non linéaire sur la frontiere libre de forme inconnue. Cette difficulté aug-
mente selon la complexité de la géométrie du domaine de I’écoulement d’une part, et

aux proprietés du fluide et les conditions de I’écoulement d’autre part.

Lors du 19'®™ siecle, la théorie de la variable complexe a rendu possible 1’étude
théorique d’écoulement bidimensionnel a surface libre, sous résérve que le dommaine
d’écoulementsoit polygonal et que le fluide soit irrotationnel, incompressible et non
visqueux et les effets de gravité soient négligés. Ces hypotheses ont en effet permis
d’utiliser la théorie du potentiel complexe pour résoudre les problémes d’écoulement

bidimensionnel dans un domaine polygonal.

En 1868, Kirchoff developpa la théorie des lignes de courant libre basée sur I’intro-
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duction de la variable complexe

dz

f(@) =log(57)

qui transforme le domaine de I’écoulement du plan complexe Dz de frontiere recti-
ligne par morceau et libre, en un domaine polygonal, noté Dy,.

Pour obtenir (), on transforme conformément les deux domaines D, et D+ par la
transformation de Schwartz-Christoffel sur un domaine auxiliaire D, . Ainsi on obtient
un systéme d’équations non linéairesen f (1) et @(A ). En éliminant la variable auxiliaire

A, une relation entre f et w sera obtenue.

Dans le cas ou les effets de la tension de surface ou de gravité sont considérés, le
probleme devient difficile analytiquement et seules des solutions asymptotiques sont ob-
tenues au voisinage d’un petit paramétre ( le nombre de Froude ou bien le nombre de
Weber, ou bien le nombre de Reynolds, etc...). Il y a peu de publication théorique sur
I’existence et I’unicité de la solution. L’étude numérique pour une solution préalable est
incontournable pour le moment. Différents models de ce probléme sont considérés. On
peut considérer I’effet de la tension de surface et négliger I’effet de gravité, comme on
peut considérer la gravité et négliger la tension de surface, ou bien considérer les deux
effets combinés. Chaque model a ces difficultés. Nous pouvons citer ici les travaux dans
le domaine de Elcrat et Trefethen[15] qui ont développé une méthode basée sur la trans-
formation de Schwartz-Christoffel. Cette méthode permet de traiter le cas de frontieres

solides constituées d’un grand nombre de segments rectilignes. Elle a été appliquée aux
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écoulements autour d’obstacles polygonaux, puis aux écoulements issus de buses a pa-
rois polygonales. Bloor[9] a présenté une méthode, utilisant aussi la transformation de
Schwartz-Christoffel, pour calculer des écoulements autour d’un solide ayant un rayon
de courbure. Une méthode similaire a été employée par Peng et Parker[23] pour étudier
I’impact d’un jet sur une paroi. Vanden-Broeck[26] a résolu numériquement le cas de
I’écoulement au dessus d’un radier. Dias et Vanden-Broeck[14] ont étendus ces résultats
sur un écoulement autour d’un obstacle triangulaire immergé au fond d’un canal et sous
I’effet de gravité. La méme méthode a éte employée pour étudier le cas du déversoir avec

Dias, Keller et Tuck[24].

Ackerberg et Liu [1] ont traité le cas d’un jet issu d’un réservoir dans le cas ou
I’effet de gravité est negligé et I’effet de la tension de surface est considéré. La méthode
employée est celle des différences finies qui consiste a déscritiser tout le domaine occupé
par le fluide. Leurs résultats de calcul ont été présenté pour tout nombre de Weber o >

0. = 6.801483 mais ils n’ont pas pu calculer la solution pour o < & = 6.801483.

Le présent travail est divisé en quatre chapitre. Le premiere chapitre est introduction
générale.

Dans le deuxiéme chapitre, nous considérons le probleme traité par Ackerberg et
Liu[1] formulant le probleme d’une maniere différente qui nous permet d’utiliser une
discritisation sur la surface libre uniqguement. Cette méthode consiste a écrire la vitesse
complexe ou bien la fonction potentielle complexe en série analytique. Les coefficients
de la série sont calculés numériquement par troncature. Cette méthode nous a permis de

discrétiser uniquement la surface libre. On a pu déterminer avec précision la nature de
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singularité de la vitesse complexe au point de contact de la surface libre avec la paroi
rigide. Nos résultats trouvés montrent qu’il existe pour chaque angle d’inlinaison 3 une
valeur critique du nombre de Weber, o*. Si ov < oc*notre procédure numérique diverge.
Pour o — < les résultats numériques obtenus sont comparés aux résultats experimentaux
de Birkhoff et Zarantonello[8] et a ceux analytiques de Kirchoff[4]. Si o > 6.801483,

nos résultats confirment ceux de Ackerberg et Liu[1].

Dans le troisieme chapitre on traite le cas d’un écoulement d’un fluide incomprés-
sible et non visqueux entre deux plateaux horizontals semi-infinie, de distance 2Hg et au
bout un orifice d’ouverture 2L (L < Hp) en considérant I’effet de la tension de surface.
Le probléme est gouverne par trois parametres : le nombre de Weber o, I’ouverture de
I’orifice et I’angle au point de raccordement paroi-surface libre y. Ce probleme a été
considéré par différents auteurs : Gurevich[18], Budden et Norbury[11], Benjamin[5],
Vanden-Broeck et Keller[31] Asavanant et Vanden-Breock[2] et autres. Gurevich[18] a
employé la théorie des lignes de courant libres pour obtenir des solutions en I’absence de
gavité et de tension de surface. Budden et Norbury[11] ont calculé une solution asymp-
totique pour des grandes valeurs du nombre de Froude. VVanden-Broeck[25] a obtenu des
solutions numériques pour des valeurs arbitraires du nombre de Froude dans le cas d’un
écoulement sous un barrage. La méthode utilisée dans ce chapitre est la méme que celle
utilisée dans le deuxiéme chapitre. En négligeant les tensions de surface, on a retrouve

les solutions analytiques de Von Mises et Guervich[18].

Dans la conclusion générale, nous réesumons les résultats de notre contribution et

nous donnons quelques perspectives d’une future recheche.



CHAPITRE 2

EFFET DE LA TENSION DE SURFACE SUR UN JET

Résumé. Dans ce chapitre, on s’intéresse au calcul numérique de la solution
d’un probleme d’écoulement potentiel bidimensionnel d’un fluide issu d’un
orifice d’un réservoir avec des parois inclinées. L’écoulement est irrotation-
nel et le fluide est considéré incompressible et non visqueux et les tensions
de surface non négligeables. La technique de résolution utilisée est celle
de Vanden-Broeck et Keller. On montre numériquement que pour chaque
angle d’inclinaison 3 des parois du réservoir, il existe une valeur critique
du nombre de Weber ¢ tel que la solution du probléme existe seulement
pour o > o. Lorsque la tension de surface est négligée, les résultats calcu-

Iés confirment ceux de Von Mises et Gurevich [1].
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2.1 Introduction

On considéere un écoulement potentiel bidimensionnel a surface libre d’un fluide issu
d’un orifice d’un réservoir. Le fluide est considéré comme incompressible et non vis-
queux. L’écoulement est supposé irrotationnel et uniforme a I’infini. On néglige I’effet
de gravité et on considére I’effet de tension de surface. D’une maniere générale, ce type
de probléme est difficile a résoudre, d’une part a cause de la présence d’une surface
libre qui est de forme inconnue, et d’autre part en raison de la singularité au point de
raccordement de la paroi solide et la surface libre.

Ce probleme a été étudié par plusieurs chercheurs : Ackerberg et Liu[1], E.O Tuck[24],
J-M Vanden-Broeck[25], [28], J Lee et J-M Vanden-Broeckcite[20] et autres. Tuck[24]
a consideré le cas d’un jet issu d’un orifice d’une paroi verticale avec effet de gravité. Le
probleme est modélisé par une équation intégro-differentielle avec des conditions aux
limites. Utilisant le théoréme de Cauchy, la discretisation numérique est seulement ne-
cessaire sur les frontiéres du domaine de I’écoulement. Ackerberg et Liu[1] ont traités le
cas d’un jet issu d’un réservoir dans le cas ou I’effet de gravité est négligé et I’effet de
la tension de surface est considéré. la méthode employée est celle des différences finies
qui consiste a discrétiser tout le domaine occupé par le fluide. Leurs résultats de calcul
ont été présentés pour tout nombre de Weber o > & = 6.801483 mais ils n’ont pas pu
calculer la solution pour o < & = 6.801483. F. Dias, Keller et Tuck[13] ont considéré
un écoulement avec un obstacle triangulaire ou semi-circulaire au fond d’un canal.

Dans notre travail, nous considérons le probléme traité par Ackerberg et Liu[1] en

utilisant une autre méthode qui nécessite la discretisation uniquement sur la surface libre.



Chapitre 11 : Effet de la tension de surface sur un jet 7

En écrivant la vitesse complexe ou bien la fonction potentielle complexe en série ana-
Iytique, les coefficients de la série sont calculés numériquement par troncature. Nos ré-
sultats montrent qu’il existe pour chaque angle d’inclinaison 3 une valeur critique du
nombre de Weber o*. L’algorithme numérique converge et donne une solution unique
pour tout o > o™ et tout angle d’inclinaison des parois du réservoir. Mais si o < a* la
procédure numérique diverge. Les résultats sont comparés aux résultats expérimentaux

de Birkhoff et Zarantonello[8] et & ceux analytiques de Kirchoff[4].

2.2 Position et formulation du probléme

Considérons un écoulement potentiel, bidimensionnel d’un fluide incompressible et
non visqueux issu d’un orifice de largeur 2L d’un réservoir avec des parois inclinées (voir
figure 2.1). On considere que I’écoulement est symétrique. On prend comme repére de
coordonnées la ligne de courant EOF sur I’axe K 6% et la paroi AB fait un angle 3 avec
I’axe 3"/637. Notons que lorsque X — —eo, la vitesse tend vers zéro. Lorsque X — oo, NOUS
supposons que I’écoulement est uniforme de vitesse U et d’élévation 2H. Le plan Xoy
est identifié au plan de la variable complexe Z= X+ iy.

Notons par E: u—iv lavitesse complexe, ou U et vV sont respectivement les compo-
santes cartésiénnes du vecteur vitesse et par f = ¢ +iy la fonction potentielle complexe,
ol ¢ et v désignent respectivement la fonction potentielle et la fonction de courant.

Sans perte de généralité, nous choisissons ¢ = 0 au point (X, %) = (0,L) et r = 0 sur
la ligne de courant ABC (figure.1.2). Il s’ensuit que ¥ = —HU sur la ligne de courant

EOC. En admettant que I’écoulement soit potentiel, les composantes du vecteur vitesse
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sont alors données en fonction de ¢ et i par les relations :

. 00 OV

U:W——y

\7_8_(;3 8_17/ (2.1)
9y 09X

Les relations ci-dessus - (conditions de Cauchy-Riemann ) - montrent que la vitesse
complexe f et la fonction potentielle f sont des fonctions analytiques en = X+ Y.
On note par Py la pression atmosphérique qui est constante au dessus de la surface
libre et P la pression du fluide sur la surface libre. Lorsque X — +oo la surface libre est

une droite parallele a X'ox donc P = Ry, Dans ces conditions, I’équation de Bernoulli sur
la surface libre est donnée par :

-1 1 N .
P+§pf]2=Po+§pU2 sur =0, ¢ >0, (2.2)

G désigne le module de la vitesse. Le membre de droite de I’équation (2.2) est évalué

selon les conditions de I’écoulement a I’infini ( X — +<o).

La relation entre P et Py est donnée par la loi de Laplace :

P—R=TK. (2.3)

Ou T et K désignent respectivement la tension de surface et la courbure de la surface

libre, avec la convention que le rayon de courbure est positif si le centre de courbure est
a I’inérieur du fluide, si non est négatif.

Dans notre probléme, le centre de courbure est en dehors du domaine de I’écoule-

8
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vy by b by

Fig. 2.1: schéma de I’écoulement et des coordonnées. La largeur de I’orifice est 2L et la pro-
fondeur du fluide a la fini de I’écoulement est 2H. L’axe des x est le long de la ligne
de courant EOF et la paroi AB fait un angle 3 avec I’axe des y. la figure est un calcul
effectif de la forme de la surface libre pour B = 7 et le nombre de Weber o = 100.
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]
A

\E \O »Cd)

A B C

Fig. 2.2: Le plan du potentiel complexe f.
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ment, alors K est de signe négatif.

En substituant (2.3) dans (2.2), on trouve :
1, T 2
o — —K = ZU% 2.4
30 —5K=3Y (24

Pour des raisons de simplification de I’équation ci-dessus, on est conduit a choisir
certaines grandeurs, a partir desquelles, on peut exprimer (2.4) en variables non dimen-
sionnelles, nous choisissons L et U comme étant respectivement des références de la
longueur et de la vitesse. On pose :

x=%/L,y=y/L, u=0/U,v="7/U, K=KL,
q=0/U, ¢ = ¢/CLU, y = §//CLU

ouC= T désigne le degré de contraction de I’écoulement.

Les nouvelles variables x, y, K, g, ¢ et y sont adimensionnelles, alors I’équation

(2.4) devient :
1, 1 1
-g°——K== 2.5
pHU?
ou o= p = désigne le nombre de Weber.

On note par { =u—iv la vitesse complexe et puisque u— iv est analytique on définit

la fonction T —i6 par la relation

{=u—iv=e"%, (2.6)

Ou 6 est I’angle entre le vecteur vitesse et I’horizontale.
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Evaluons maintenant la courbure K. On désigne par le vecteur vitesse de composante

(u,v),alorsona:

V =¢€%(cosfi—sind j)

veci et les vecteurs unitaires des coordonnées cartésiennes.
En coordonnées intrinseques

\7:\\7 U,

ici Uy =cos6 T—sin@ | est le vecteur unitaire tangentiel.

_ gdlr _ pdirdt

Uy = Ras =Rt ds
_ Re7(20909x0000 9y,
99 IX Jt d¢ Jy ot

dr
deé

= Refg—Z(—sine i+cos6 |)

Uy est le vecteur unitaire normal et ds désigne I’élément de longueur sur la surface
libre.
La normalisation de la derniere équation nous donne :
1

K===¢€"
R

a6
99|

On remplace K par sa valeur dans I’équation (2.5) on trouve
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1
29030~ 2 0< ¢ < oo (2.7)

1, 1 |06
2
D’autre part, on admet que 6(¢) est une fonction croissante lorsque 0 < ¢ < +eo sur
la surface libre BC (surface sans ondes cappilaires), alors I’équation de Bernoulli dans le

plan f s’écrit :

M0 2, . . .
%:a(e —e%) 0<¢ <o (2.8)
avec les conditions
|IRe(§)/Im({)|=—cotfp on y =0 —oo< ¢ <O0. (2.9)
ImM({)=0 on y=-1 —co< @ <oo. (2.10)

Ainsi, la formulation du probleme est compléte. Notre but est de déterminer la fonc-
tion 7 —i6 qui est analytique dans la bande —1 < y < 0 voir figure 1.2 et qui Vérifie les

conditions (2.8), (2.9) et (2.10)

2.3 Procédure numérique

Pour résoudre le probleme numériquement, on applique la technique de troncature
de la série utilisée par VVanden-Broeck et Keller. On transforme le domaine occupé par le

fluide dans le plan f en un quart de disque unité dans le plan de la variable auxilliaire t
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par la transformation :

(2.11)

Les points A, B, C et E dans le plan z sont transformés respectivement aux points :
t=0,t=1i,t=1ett=0. La surface libre BC est transformée en une circonférence
de cercle (figure 2.3). Les points de la surface libre dans le plan t sont donnés par la

relation :

t=[t|’ =€ tel queogogg, (2.12)

et dans le plan f par la relation :

f=¢telquep >0  surlasurface libre.

Pour resoudre le probléme, on écrit I’équation (2.8) dans le plan t. Pour cela, on évalue

a0
% dans le plan t.

En substituant (2.12) dans I’équation (2.11) on trouve :

2  -2id° 2 1
=0 =gl ) = 719G

)7

ce qui implique que

df =d¢ = %cotcdo,
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e
C

Fig. 2.3: Le plan de la variable complexe t.
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d’ou

8—6——gtano
0 & '

D’autre part, on a sur la surface libre

00 B 00 do
d¢ ~ dodd
= ——tancra—6
Jdo

L’équation de Bernoulli devient alors :

2
T+ Eeftan Gg—g =1 0< ¢ <oo. (2.13)

Avant de formuler la série, il est nécessaire de faire une étude asymptotique au voi-
sinage de quelques points singuliers de I’écoulement. L’écoulement admet deux points
singuliers, I’origine de I’ écoulement qui correspond at = 0 et le point de séparation B

qui correspond at =i.
2.3.1 Comportement de la vitesse au voisinage des points critiques
A I’origine de I’écoulement, I’ouverture du barrage BO apparait comme un puit.

Alors I’écoulement asymptotiquement est caractérisé par la fonction potentielle :

1

f
-

log(z) lorsque |zl — et argz< 3,

ce qui donne
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z~e™ P Jorsque ¢ — —coet0< y < 1.
En utilisant la transformation (2.11 ), cette condition devient :

, 2P
{=0(t) 7 lorsquet— 0. (2.14)

2.3.2 Comportement de la vitesse au voisinage du point de séparation (point de

contact surface libre-paroi)

Localement au point de séparation, nous avons un écoulement dans un angle vy, donc

I’écoulement est caractérisé par la fonction potentielle :

A .
f ~Uzr lorsque z— i,
U est une costante. Dans le plan de la variable t cela devient :

2y
22
C=0Ot?+1) 7 lorsque t—i. (2.15)

2.3.3 Formulation de la série

Aprés avoir déterminé le comportement asymptotique de la vitesse au voisinage des
singularités et les zéro et suivant H. Mekias et J-M vanden-broeck[21], nous définissons

la fonction Q(t) comme suit :
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2—2B 2 2

(=t ©@t2+1) Q)

ou Q(t) est analytique a I’intérieur du premier quart de disque unité et n’admettant
aucun zero. Alors elle se développe en exponentielle d’une série entiére.

. 2_% 2_2_’}/ ©0
e =¢t)=t m ({t*+1) 7 exp(D at"). (2.16)

n=1
En utilisant les conditions aux limites (2.9) et (2.10), I’équation (2.16) devient :

| 2B , 2.
e =¢t)=t m({t*+1) 7w exp(D at?), (2.17)

n=1
ou les a, et y sont des constantes réelles a déterminer. L’équation (2.17) vérifie toutes
les conditions aux limites sauf la condition de Bernoulli (2.13). On détermine a, et y de
sorte que cette derniére soit verifiée .

En substituant I’équation (2.12) dans (2.17) on obtient :

exp(z(o)) = (2cos 0)2‘273 exp(iancos(Z(n— 1)o)). (2.18)
n—1
6(o) :—(36—2%0+ iansin(Z(n—l)o). (2.19)
n=1

En substituant (2.18) et (2.19) dans I’équation (2.13) on trouve :
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(2008 6)2 % exp( iancos(Z(n —1)0)) - %tan(c)(z 005 G)2 7 x (2.20)

n=1

exp( Y, ancos(2(n—1)o))(3— 2% + i 2ap(n—1)cos(2(n—1)o) = 1.
n=1

n=1

Pour déterminer les coefficients a, et I’angle y, nous tronquons la série aprés N termes.
Ainsi, on introduit la discrétisation de I’intervalle [0, 7] en N -+ 1 points :

/4 1

i-2), i=1,...,N+1 (2.21)

=N 2

Satisfaisant I’équation de Bernoulli en ces n+ 1 points. On obtient un systeme de

N+ 1 équations a N + 1 inconnues a, et I’angle 7.

(2c0807)2 7 exp(iancos(Z(n—l)oi)) - %tan(q)(Zcosq)Z_%x (2.22)
n=1
exp( %ancos(Z(n— 1)oi))(3— 2% + %Zan(n— 1)cos(2(n—1)oi) = 1.
n=1 n=1

Nous résolvons le systeme par la méthode de Newton.

2.3.4 Coefficient de contraction

. . df . . : .
De la relation (2.1), on tire { = CE’ ou C est le degré de contraction de I’écoule-

ment, d’ou
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dz=dx+idy=Cexp(—1+i6)(d¢ +idy),

comme dy = 0 sur la surface libre ; il devient :

dx = Cexp(—1)cos6d¢
dy =Cexp(—r1)sin6d¢

par suite
ox :Cexp(—r)cosa—d)
do Jdo 293
Q—Cex (—r)sina—q> &2
Jo P Jdo

En substituant (2.18) et (2.19) dans(2.23) on obtient le systéeme d’équation suivant :

( N
ox_ € coto(cos G)Z*ZFY exp( Y ancos(2(n—1)c))x
do T n=1
N
cos(30 — 277/64— Y ansin(2(n—1)o))
n=1 (2.24)
N
ﬂ = §cotc;(cos G)Z—ZFY exp( X ancos(2(n—1)o))x
doc =w n=1
N
sin(3¢ — 2o + ¥ ansin(2(n—1)0)).
n=1

Pour déterminer le degré de contraction C on procede comme suit :
On remplace approximativement la dérivée continue dans I’équation (2) de (2.24)
par
dy(ai) _ y(oi) —y(oi-1)

= — | =2.N+1
Jdo h N+ L
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ol h=

2(N+1)
alors :

d
Y(o1-1) =y(o) ~hZ2(o1) 1 =2N+1,

0
pourl =N+1,0nay(on) = Y(On+1) — h%(q\])

par récurrence on trouve

y(o1) = y(ont1) — hIN—lg_z(Gl),

. H
comme y(on+1) = Lau point Bety(or) = = C,ona:

H N dy

En substituant I’équation (2) du systeme (2.24) dans (2.25) on trouve :

2— 2y N

C = 1—h{\'_1%cotc|(cosc|) 7 exp( Y acos(2(k—1)ai)) x  (2.26)
n=1
. 2y N
sin8o — o+ Y asin(2(k—1)o)) (2.27)
n=1

Cette valeur exprime le degré de contraction de I’écoulement.
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2.3.5 Forme de la surface libre

On remplace C donné par la relation (2.26) dans (2.24) ; puis on resout le systéme par
la méthode d’Euler, on trouve les valeurs de x et y en chaque point o, pour | =1,N+1,

avec les conditions initiales x(%) =0et y(g) =1

2.4 Résultats et discussions.

2.4.1 Solution avec tension de surface :

Lorsque I’effet de la tension de surface est inclu dans la condition de la surface libre,
la procedure numérique précédente montre qu’il existe une valeur oo = o* pour chaque
angle d’inclinaison B, et pour laquelle la solution existe pour tout o > o*  (voir
figure 2.4)

Dans le tableau 2.1, nous donnons une comparaison des coefficients de la série (2.17)
avec les coefficients de la série Zn(g)“ pour B = 7 et la valeur de nombre de Weber
o = 100. Ici, on remarque que la covergence absolue de la série (2.17) dans le domaine
de I’écoulement dans plant est evidente.

Le tableau 2.2 présente quelques valeurs des coéfficient a,. Ces résultats ont été
trouvé pour N = 60.

Comme il apparait dans le tableau (2.2) les coéfficients a, sont décroissants.

On remarque que lorsque oo — a*, le coefficient de contraction C — 1, c’est a dire
que la surface libre tend vers une ligne horizontale (voir la figure 2.5). La figure 2.6
représente la variation de I’angle de séparation y en fonction de % on remarque aussi

que losque @ — a*, y — 2w — . Pour ce cas limite, toutes les frontiéres du domaine
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|

an |

(%)n

[ n|

an

<%)n

0O ~NOoO Ol WN || DS

WRNNRONRNMNNNNNNNREERERRRRRERRE o
OOWO~NOUTRWNRPRPOOWOMNOOUDNWNIEREO

0.6042 102
3.0906 102
-1.3031 102
6.4597 103
-4.3688 103
2.8169 1073
-2.1999 103
1.5894 103
-1.3373 103
1.0330 102
-9.0997 10~*
7.3324 104
-6.627210~4
5.463710~*
-5.0093 104
42159 10~
-3.9608 104
3.4414 104
-3.2892 104
2.8609 10—*
-2.6874 104
2.3299 10~*
-2.2517 10~*
2.0392 104
-1.9777 104
1.7245 104
-1.6306 10~*
1.4820 104
-1.4793 10~*
1.3172 104

83000 101
68890 101
57178 101
47458 101
39390 101
32694 101
27136 101
22522 101
18694 101
15516 101
12878 101
1.0689 101
8.8718 102
7.3636 102
6.1118 102
5.0728 102
4.2104 102
3.4946 102
2.9005 102
2.4074 102
1.9982 102
1.6585 102
1.3765 102
1.1425 102
9.4831 103
7.8710 103
6.5329 103
5.4223 1073
45005 103
3.7354 1073

31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60

-1.2274 104
1.1077 104
-1.1228 104
1.0083 104
-9.2787 10°
8.4350 10°
-8.6357 10~°
7.5967 10—°
-6.9277 107°
6.5308 10—°
-6.5805 10>
5.4764 10—°
-5.1874 10>
5.0852 10—°
-4.6757 107°
3.807010°
-4,0232 107°
3.617210°°
-2.9708 10~°
2.8354 107°
-2.8629 10°
2.037110°°
-2.0208 10—°
1.9774 10—°
-1.3587 10°
1.1867 10—°
-1.3004 10—°
6.1854 10—
-5.6912 106
6.0389 10—

3.1004 102
257331073
2.1358 1032
1.7727 103
1.4714 103
1.2212 1073
1.0136 103
8.4133 104
6.9830 10—*
5.7959 10—4
4.8106 10 4
3.9928 104
3.3140 10 4
2.7506 10~4
2.2830 104
1.8949 10—
1.5727 104
1.3054 10—
1.0834 104
8.9930 10~°
7.4641107°
6.1952 10—°
5.1420 10~°
42679 107°
3.542310°°
2.9401 10>
2.4403107°
2.0254 107°
1.681110°°
1.395310°

Tab. 2.1:

Comparaison de quelques valeurs de coéfficients de la série (2.17) avec la série Zn(%)”.

Casx =100et B = 7.
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B « a a0 aug as0
1.91689 1.059 —0.44440-% —0.787110% —0.420010°°
0 30 0.1722 0.253510~%  0.303410~*  0.3596 10°
o—o —0.794210"° 0.153910° 15 0.391710°1% _—0.371710°V
1.29999 0.8876 —0.119810° —0.191410% —0.100310°°
¥ 30 0.1296 0.193710~°  0.227110~*  0.268010°°
o — o 079811013 38541071 _—1.1811018 —0.103010° %
1.25085 0.3995 0.3916 10~*  0.729310°  0.397810°°
230 0.797210~1 0.699710~% 0.316710°  0.105310°°

o — o 0.626410°8 03123101 00975610716 0.127510°16

Tab. 2.2: Quelques valeurs des coéfficients a, de la series (2.17) pour différentes valeurs de 3, et
pour différents nombres de Weber .

de I’écoulement sont rectilignes, donc la solution exacte peut étre calculé en utilisant
la transformation de Schwartz-Crhistofel. Les formes de la surface libre sont présentées
dans les figures, figure 2.7 pour g = g , figure 2.8 pour B = %ﬂ et figure 2.9 pour g =0.

Pour tout angle d’inclinaison 0 < 8 < 7, et tout nombre de Weber o« > o = 6.801483,
nos resultats confirment et améliorent ceux de Ackerberg et Liu[1]. Dans les figures
(2.10) et (2.11) nous avons compareé les valeurs numériques des coordonnées x et y don-
nées par Ackerberg et Liu[1] pour oo = 32 et les valeurs numeriques calculées par notre
procédure.

Pour a<o* notre procédure numérique diverge. On peut conjoncturer que pour des
valeurs oc<o™ des ondes capillaires apparaissent sur la surface libre. Vanden-Breock[25]
amontré qu’en présence des tensions de surface, un écoulement avec une singularité ad-
met toujours des ondes capillaires d’amplitudes exponentiellement petites a toute ordre.
Notre formulation par la série ne tient pas compte de ces ondes capillaires. Nous conjonc-

turons pour que a<o* les ondes capillaires deviennent importantes et par conséquent,
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notre schema numérique diverge. Pour bien comprendre le comportement pour a<oc*,
on doit reformuler le probleme par un schéma numeérique capable de reproduire les ondes
surfaciques. Pour les problemes a surface libre, on utilise une formulation par intégrale
curviligne ou le contour d’intégration est uniquement sur la surface libre. Cette méthode
a été utilisée avec succes pour ce probléme et dont des résultats seront publiés prochai-

nement dans une revue scientifique.

2.4.2 Solution sans tension de surface :

Pour oo — o et pour tout angle d’inclinaison 3, la solution exacte peut étre calculée
en utilisant la théorie des lignes de courant libre donnée dans Batchelor[4]. Les solutions
confirment les résultats donnés dans Birkhoff et Zarantonello[8] voir figure(2.12).

Pour 3 :g , les coefficients a ~ 0 et I’angle y = 3.1415. Alors la solution est :

Cette solution est la méme obtenue par la méthode de Kirchoff ( Batchelor 1967)[4].
Pour oc — oo, C = 0.61. La comparaison des formes de la surface libre pour g = 7
et B = & obtenue en utilisant notre méthode avec les solutions théoriques est présentée

dans la figure(2.13)
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10
9.5

8.5

8 o—o—o—o Les valeurs critiques de nombre de Weber
75 meeeaa- La valeur critique trouver par Ackerberg et Liu &

6.5
5.5
4.5
3.5

2.5

1.5

0.5

0 025 05 075 1 125 15 1.75 2 225 25 275 3

Fig. 2.4: Courbe des variations de la valeur critiqgue a* du nombre de Weber en fonction de
I’angle d’inclinaison S, au-dessous duquel notre procédure numérique diverge. o est la
valeur critique trouvée par Ackerberg et Liul,
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Y

4.80
B=0
4.40 i B =n/4
4.00 p=m2
B=2n/3

3.60
B=28n/9

3.20

2.80 T I T ‘ —T 1o

0.00 0.10 0.20 0.30

. I ; . o1
Fig. 2.5: la variation de I’angle de séparation y en fonction -
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1.00

0.90

0.80 1 ¢/ B=8n/9
i / B=2n/3

B=n/2
0.70 -
1 B=n/4
B=0
0.60 -
0.50 - I - e
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40

Fig. 2.6: la variation du coefficient de contraction C en fonction de P
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1.00

0.90

060 ——m———— X
0.00 1.00 2.00

Fig. 2.7: Forme de la surface libre pour 8 = g et pour différentes valeurs du nombres de Weber
o.



Chapitre 11 : Effet de la tension de surface sur un jet 30

A\ a=1.25084

a=2

a=3

J o=5

a=9.5

i a=100

0.70 o> ®
' T ‘ T T

0.00 1.00 2.00

. . 2 e
Fig. 2.8: Forme de la surface libre pour f = ?ﬂ et pour différentes valeurs du nombre de Weber
a.
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y
B ; =00
1.00 B
] . a=1.916899
0.90 -
0.80 -
0.70 - a=3
060 =30
| a=100
i o —> 00
0.50 -
' f — I X
0.00 0.50 1.00 1.50

Fig. 2.9: Forme de la surface libre pour 8 = 0 et pour différentes valeurs du nombre de Weber c.
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0.098{
0.084+1
0.077
0.05 6: 0o o o ola méthod? deAckerbng et Liu
¢ ¢ ¢ ¢ Notre procédure numérique
0.042+
0.0287

0.014]

0.0147
0.028]

-0.042¢

Fig. 2.10: Comparaisons de nos résultats avec ceux donnés par Ackerberg et Liu[1] de quelques
valeurs de la coordonné x pour o« = 32 par rapport a 3.
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0.098{
0.084+1
0.077
0.05 6: 0o o o ola méthod? deAckerbng et Liu
¢ ¢ ¢ ¢ Notre procédure numérique
0.042+
0.0287

0.014]

0.0147
0.028]

-0.042¢

Fig. 2.11: Comparaisons de nos résultats avec ceux donnés par Ackerberg et Liu[1] de quelques
valeurs de la coordonné y pour o« = 32 par rapport a 3.
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C
2

1.9
1.8
1.7
1.6
1.5

1.4 —  Résultats numériques de notre méthode

1.3 ¢ & ¢ ¢ Résultats expérimentales
O O O O Résultats théoriques
1.2 q

1.1

1
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0 02505075 1 125 15 1.75 2 225 25 275 3 325

Fig. 2.12: Comparaison des valeurs du coefficient de contraction obtenues C avec les résultats
théoriques donnés dans Birkhoff et Zarantonello[8].
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o
0
B
)
Y
Q
. N
q
G

La solution exact
o o o o Lasolution numérique

0.8

0.7

=2

0.6

0'50 025 05 075 1 125 15 175 2 225 X

Fig. 2.13: Comparaison des formes de la surface libre pour g = g et B = m avec les solutions
exactes données dans Batchelor[4]



CHAPITRE 3

ECOULEMENT A SURFACE LIBRE EN SORTIE DE

BUSE

Résumé. Dans le présent travail, on considere un écoulement bidimension-
nel potentiel d’un fluide issue d’un orifice au bout d’une buse semie infinie.
Le fluide est considéré incompressible et non visqueux et en absence de
force de gravité. Loin de I’orifice et au début, I’écoulement est considéré
uniforme entre deux plateaux paralleles de vitesse constante U. Le fluide
sort de I’orifice comme un jet et s’etend a I’infinie entre deux surfaces libres
de distance 2Hg. Le probléeme mathématique est caractérisé par la condition
non linéaire donnée par I’équation de Bernoulli sur la surface libre et la sin-
gularité au voisinage du point de contact paroi-surface libre. La méthode de
troncature de la série est adaptée pour la résolution numérique de ce pro-
bléeme. Les résultats obtenues valident et apportent une extension a celles du

chapitre 2 pour 3 = g
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3.1 Introduction

On se propose d’étudier un écoulement potentiel bidimensionnel dans une conduite
semi-infinie de forme rectangulaire et de largeur 2Hg. Le fluide est considéré comme
incompressible et non visqueux, et I’écoulement est irrotationnel. On néglige I’effet de
gravité mais on prend en considération I’effet de tension de surface. A I’origine, I’écou-
lement a I’intérieur de la conduite est supposé uniforme de vitesse Ug. Le fluide sort
d’un orifice de largeur 2L comme un jet et s’etend a I’infinie entre deux surfaces libres
de distance 2H (voir figure 3.1). Le probléeme mathématique est caractérisé par trois pa-
rameétres, la longueur Ho — L de la paroi verticale, I’angle y au point de séparation entre
la paroi et la surface libre, et le nombre de Weber o défini par :

_ puUiL
o= T

3.1)

ou T est latension de surface et p est la densité du fluide.

Ce probléme a été considéré par Gurevich[18], Birkhof et Zarantonello[8]. Batchelor[4]
utilisant la méthode des lignes de courant libre et la transformation conforme a donné
une solution exacte dans le casou T = 0.

Asavanant & Vanden-Breock[2] et Naghdi & Vangsrnpigoon[22] ont traité le méme
probleme avec I’effet de gravite.

La configuration de I’écoulement dans la figure 3.1 peut également servir a un mo-
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"
A ‘B
HO :
C
—
L D
E y -0 Hrp
: X
6 D
A B

Fig. 3.1: schéma de I’écoulement et des coordonnées. La largeur de I’orifice est 2L et la largeur
de buse est 2Hg. L’axe des x est le long de la ligne de courant et de symétrie EOF et
I’axe des y est le long de la paroi BC. La figure est un calcul effectif de la forme de la
surface libre pour Hy — L = 2.91 et le nombre de Weber o = 1000.
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v
S !
C D
A B
A B
€ D
. Hp
L: H:
—_ ’ v , M ‘
E 0 F x

Fig. 3.2: schéma de I’écoulement équivalent a I’écoulement étudié
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dele d’écoulement dans un canal de largeur 2Hp devant une plaque verticale (voir figure
3.2). 1l découle de la symétrie de I’écoulement que la surface libre du jet dans la fi-
gure 3.1 est identique a celle de I’écoulement dans la figure 3.2 pour la méme valeur
de Hp — L. Par conséquent, nos résultats pour I’écoulement d’un jet impliquent celle de
I’écoulement devant une plaque verticale dans un canal. Le probléme du chapitre 2 est
un cas particulier de ce probléme dans le casou 8 = 7.

Dans ce chapitre, nous utilisons la méme methode que dans le chapitre 2 pour la
résolution de ce probleme. Nous avons trouve la solution pour chaque valeur de longueur
Ho — L et pour toutes les valeurs de nombre de Weber o > 0.

Le probleme est présenté dans la section 3.2. La procédure numérique est décrite
dans la section 3.3 la formulation de la série est donnée dans la section 3.4. La forme
de la surface libre et la discussion des résultats sont présentées respectivement dans la

section 3.5 et la section 3.6.

3.2 Formulation du probleme

Nous considérons un écoulement bidimensionnel d’un fluide incompressible et non
visqueux issu d’une buse rectangulaire de largeur 2Hg et de longueur infinie. L’ ouverture
de la buse est de largeur 2L (voir figure 3.1). Dans I’absence de gravité et de au symétrie
de I’écoulement, la ligne de symétrie EOF est considérée comme ligne de courant. On
prend comme axes de coordonnées la ligne de courant EOF sur I’axe des abscisses X
et la paroi BC sur I’axe des ordonnées y . Lorsque X — —oo, I’écoulement est considéré

uniforme de vitesse constante Up. Nous supposons que le jet a I’infini est uniforme de
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vitesse constante U et de largeur 2H.

D’apreés la section 2.3, on introduit la fonction potentiel de la vitesse f = ¢ + iy et
la vitesse complexe { =u—iv= C%. IciC= % est le degré de contraction du jet. Pour
rendre les variables adimensionnelles, on peut choisir respectivement L et U comme
unité de longueur et unité de vitesse respectivement

Sans perte de généralité, on choisit ¢ = 0 au point de raccordement (x,y) = (0,1). La
fonction de courant y = 0 sur la ligne de courant ABCD. D’apreés la loi de conservation
de la masse il s’ensuit que y = —1 sur EOF. Alors dans le plan f, la région de I’é
coulement est une bande infinie —eo < ¢ < 4+, —1 < ¥ < 0), (figure 3.3). La condition

sur la surface libre CD est donnée par I’équation de Bernoulli :

1 1
P—|—§pq2:Po+§pU2 on y=0, ¢ >0. (3.2)

En variables non-dimensionnelles, I’équation (3.2) devient :

(3.3)

1, 1. 1
TR TK=1
2 2’

K=

ou o désigne le nombre de Weber défini en (3.1).

Pour que la courbure soit bien déterminée nous introduisons la fonction T —i6 par :
{=u—iv=e"7, (3.4)

Avec ses nouvelles variables les conditions aux limites deviennent :
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A B C D, 4
E [2 F

Fig. 3.3: Plan de la variable complexe f
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g—z = é(ef —e ") 0<¢<oo, (3.5)

Im{ =0 pour y=0, —co<0¢<@p. (3.6)
Re{ =0 pour w=0, ¢gg<¢<O0. (3.7)
Im{ =0 pour wy=-1 —co<¢ <oo. (3.8)

Le probleme consiste maintenant a chercher la fonction 7 —i6 analytique en f =

¢ +iy dans labonde —1 < y < 0, et qui veérifie les conditions (3.5), (3.6), (3.7) et (3.8).

3.3 Meéthode computationelle

Suivant Birkhoff et Zarantonello[8], on introduit une nouvelle variable t définie par
la relation
2 2t

f =—log(—=
T Og<1—H2

). (3.9
Cette relation transforme le domaine de I’écoulement (—oo < ¢ < oo, =1 <y < 0) du
plan f en un quart de disque unité dans le plan de la variable t . Les parois horizontales et

verticales AB et BC sont transformées sur la partie positive du diametre réel. La surface

libre est transformée sur la circonférence de quart de cercle unité voir figure 3.4.
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Fig. 3.4: Plan de la variable complexe t
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3.3.1 Comportement asymptotique de la vitesse au pointscritiques

Les points critiques de I’écoulement sont z= iHg, et z=iL. qui correspondent dans
le plan auxillliaire at = 1 et t = b. L’écoulement est potentiel partout dans le domaine
sauf ent =1 ett = b, ou nous avons un écoulement autour d’un angle ent =1 et un

point de stagnation ent = b. Par conséquent I’analyse locale est exigée.

3.3.1.1 Comportement asymptotique au voisinage det = b.

Puisqu’au point t = b, on a un écoulement dans un angle, donc I’écoulement est

caractérisé par la fonction potentielle complexe donnée dans le plan z par :

f ~az lorsque z— iHo (3.10)

En utilisant la transformation (3.9), cette condition devient :

£ =O((b?—12)7) lorsque t — b. (3.11)

3.3.1.2 Comportement asymptotique au point de separationt = 1.

Localement au point de raccordement de la paroi verticale avec la surface libre, nous

avons un ecoulement autour d’un angle v, ainsi :

f ~ azy lorsque z— i, (3.12)

En fonction de la variable t, la condition précédente s’écrit sous la forme :
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(=0 -127) lorsque t— 1. (3.13)

Apres avoir déterminé le comportement local de la vitesse au voisinage de point de
stagnation et au point singulier et suivant H. Mekias et J. M. Vanden-Broeck, on cherche

la vitesse {(t) sous la forme :

Ou g(t) contient les singularités et les zéros montrés précédemment, et la fonction
Q(t) est bornée et continue sur le cercle d’unité |t| = 1 et analytique a I’intérieur. Les
conditions (3.6), (3.7) et (3.8) montrent que Q(t) peut étre développée en série entiére

en t. Par conséquent,

10 = £ (1) = /(12 —12)(1— 122 % exp( T ant?"). (3.14)

n=1

Les coefficients a, sont des inconnus a déterminer. En choisissant les coefficients a,
réels, la vitesse donnée par la relation (3.14) satisfait toutes les conditions (3.6), (3.7)
et (3.8). On détermine les coefficients a, et I’angle y de tel sorte que I’ équation de
Bernoulli (2.5) soit satisfaite.

On introduit la notation t = [t| € de sorte que les points sur BC sont donnés par

t=¢€o, —% < 0 < 0. En utilisant (3.14) I’équation (3.5) devient

S +geftan(a)§—2 = 1. (3.15)
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Ici 7(o) et O(o) dénotent respectivement les valeurs des fonctions 7 et 6 sur la
surface libre CD.
Pour la résolution numérique du probleme nous faisons une troncature de la série définie
dans (3.14) apres N termes. On détermine les N coefficients a, et I’angle de séparation
y par collocation. Ainsi, on introduit la discrétisation de I’intervalle [-7,0] en N+ 1
points oy par
T 1

2(N+1)(|_2)’ N+1 (3.16)

Les deux équations (3.14) et (3.16) nous permettent de trouver les expressions [7(0)]s—g, ,

[0(0)]o=0, €t [%]sz en termes de y et les coefficients a,, lesquelles, une fois substi-
tues dans I’équation (3.16), deviennent en chaque point o;.

On obtient (N + 1) équations algébriques non linéaires pour (N+1) inconnus an, n=1
y. Le systéme de (N + 1) équations non linéaires & (N + 1) inconnues est résolu par la

méthode de Newton.

3.4 Formedelasurfacelibre

Une fois les coefficients a, et I’angle de séparation y sont calculés, on peut détermi-

ner la forme de la surface libre.

dx - 2C b —~
36— ?cot(c)e cos(6) (3.17)

et

geee

)

N, €t
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dy 2C Tein(g
9% = x cot(o)e’sin(0). (3.18)

Et par suite, on obtient la longueur de paroi verticale AB par

19f 1
L= /atg (3.19)

3.5 Discussion et présentation desrésultats

Nous utilisons la procédure numérique décrite en section (3.3) pour calculer les so-
lutions du probléme pour plusieurs mesures de la paroi verticale BC et pour différentes
valeurs du nombre de Weber o..

La plupart des calculs ont été faits avec N = 60.

3.5.1 Solution sanstension de surface (T =0).

Pour oo — oo et pour toute valeur de la longueur de la paroi verticale Hy — L, la so-
lution exacte peut étre calculée en utilisant la méthode des lignes des courants libres
introduite par Kirchoff[4]. Nous avons calculé numériquement ces solutions en utilisant
la procédure décrite ci-dessus. Le coéfficient C de contraction est défini comme le rap-
port de la largeur d’écoulement a I’infini a la largeur de I’ouverture de buse. Les valeurs
correspondantes du coefficient de contraction C calculées par notre procédure peuvent
étre comparées aux résultats obtenus par Gurevich (voir figure 3.5).

Pour Hg—L — o, les coefficients de la série (3.14) a, ~ 0 et I’angle de séparation

y = 3.1415, par conséquent la solution s’écrit :
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C(t) =t (3.20)

qui est la solution classique de Kirchoff ( Batchelor 1967)[4].
De I’équation (2.18) on obtient C = 75 = 0.611.

La figure 3.6 montre la comparaison pour les deux valeurs Hy—L — o etHyp—L =1

entre la forme de la surface libre calculée par notre procédure et la solution exacte.

3.5.2 Solution avec tension de surface (T #0).

Nous utilisons encore notre procédure pour calculer la solution quand I’effet de la
tension de surface est inclus dans la condition sur la surface libre, les calculs numériques
montrent qu’il existe une solution pour chaque valeur de nombre de Weber o > 0 et pour
chaque valeur de la longueur du mur vertical 0 < Hg — L < «. Dans le tableau 3.1, nous
donnons une comparaison des coéfficients de la série (3.14) avec les coefficients de la
série Zn(%)”, ce qui montre la convergence absolue de la série (3.14) dans le quatrieme
quart du disque unité du plan t. Les coefficients de la série trouvés sont rapidement dé
croissants et I’angle vy croit lorsque o décroit. Le tableau 3.2 présente quelques valeurs
des coefficients de la série (3.14) et les nombres de Weber correspondants et pour plu-
sieurs valeurs de la longueur Hp — L.

On note que lorsque le nombre de Weber o décroit, le coefficient de contraction C et
I’angle de séparation croient. La figure 3.7 montre la variation de C en fonction de é

Dans la figure 3.8 on présente les valeurs de I’angle de séparation entre la surface

libre et la paroi verticale y en fonction de é On constate que la solution numérique
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|

an

an

@)

0O NO Ol WDN K|S

WRNNRNRONNNNNNNRERERRERRRRRRE o
OOWO~NONTERWNRPRPOOWWOMNOOUDMWNEREO

5.5629 102
-4.6018 102
-1.1210 102
9.1337 1073
-6.9716 103
43053 103
-3.2974 103
2.1809 103
-1.7944 103
1.2560 103
-1.0877 103
7.8256 104
-7.0350 104
5.2337 104
-4.9224 10~*
3.6887 10~
-3.4765 104
2.653310~*
-2.6431 10~*
2.0016 104
-1.9534 10~
1.5362 104
-1.5739 10~*
1.1655 104
-1.2156 10~*
9.7167 107°
-9.6595 10~°
7.4207 107°
-8.243410°°
5.9664 10—°

83000 101
68890 101
57178 101
47458 101
39390 101
32694 101
27136 101
22522 101
18694 101
15516 101
12878 101
1.0689 101
8.8718 102
7.3636 102
6.1118 102
5.0728 102
42104 102
3.4946 102
2.9005 102
2.4074 102
1.9982 102
1.6585 102
1.3765 102
1.1425 102
9.4831 103
7.8710 1073
6.5329 103
5.4223 10732
45005 103
3.7354 1032

-6.4262 10>
5.2368 10°
-5.2014 10°
4.0809 10—°
-4.6583 10~°
3.1586 10~°
-3.8216 10°
2.8702 107°
-2.9082 10°
2.5105 10°
-2.5020 10°
1.8547 10—°
-2.3257107°
1.3901 10>
-1.9076 10~°
1.2938 10~°
-1.3592 10°
1.221310°°
-1.037910°°
9.2350 107°
-9.725310°
5.4680 10>
-8.9881 10°
3.413110°°
-6.4800 10~°
3.330510°°
-3.110510°
3.4525 10
-7.3274 10
2.2868 106

3.1004 103
257331073
2.1358 1032
1.7727 1073
1.4714 103
1.2212 103
1.0136 1032
8.4133 104
6.9830 104
5.7959 10—4
4.8106 10 4
3.9928 10—
3.3140 10 4
2.7506 10~*
2.2830 104
1.8949 10—
1.5727 104
1.3054 10—
1.0834 104
8.9930 107°
7.4641107°
6.1952 10>
5.1420 10~°
42679 107°
3.542310°°
2.940110°°
2.4403107°
2.0254 107°
1.681110°°
1.395310°

Tab. 3.1:

Comparaison de quelques valeurs de coefficients de la série (3.14) avec la série zn(%)”.

Caso=50et Hyp— L =1.39.
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|Ho-L| « a a0 a0 a0
0.1 [2194x101] 2.308x10°° 3.833x 10~ 2.049 x 108
1.26 10 1.158 x 10~1 | 9.558 x 10> 1.078 x 10> 1.270 x 106
o — oo | 1.681x1077 | —4.704x10~7 | —2.304 x 10712 | —4.195 x 1019
0.1 |6.839x10°1| 6.825x 10~ 1.889 x 10~/ 1.098 x 1078
576 | 10 |2.021x1071| 6.127x10°® | —1.163x10°6 | 1.341x10°®
o — oo [ 8117x107% | —9.345x 10 % | —2.943x 1079 | —2.320x 1010

Tab. 3.2: Quelques valeurs des coefficients a, de la série (3.14) pour différentes valeurs de lon-
gueur Hy — L et différentes valeurs du nombre de Weber o.

existe pour toute valeur o > 0. Lorsque oc — 0, la surface libre tend vers une demi droite

y =1, le degreé de contraction C — 1 et I’angle de séparation y — 37/2.

Des profils typiques de la surface libre pour différents nombres de Weber sont pré-

sentés dans la figure 3.9 pour Hp — L = 1.21 et dans la figure 3.10 pour Hp — L = 10.61.

Pour Hyp — L — oo, et pour différents nombres de Weber o > 0.95, on trouve les

mémes résultats que dans le second chapitre.
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C
09 - o o o QGurevich’s results

] A A A Numerical results of our method
08 |

] A

] &
0.7 7 N

a &
@

i a @
06 ¥ *
0.5 ey I(HL)

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

Fig. 3.5: Comparaison des valeurs du coefficient de contraction obtenues avec les résultats de
Gurevich[18].
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090 —

7 Exact solution

7 ¢ ¢ ¢ Numerical solution of our procedure
0.80 —
0.70

| HyL=115.22
0.60 — — — — — X

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50

Fig. 3.6: La comparison des solutions numériques trouvées pour Hy —L =1 et Hy — L = 115.22
avec les solutions exactes correspondantes.
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C
1.00 -
0.90 -
‘ Hy-L=01.07
1 Ho-L=0].36
0.80 - Hy-L=02.39
Hy-L=115.1
0.70 -
060+ — 71— l/a.

0.00 0.10 0.20 0.30 040 0.50 0.60

Fig. 3.7: Le coefficient de contraction C en fonction de 1/ c:.
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440

420 -

4.00 -

, HyL=115.26
3.80 ] Hy-L=01.63
] Hy-L=01.21
3.60

340 1

3.00 - e
000 010 020 030 040 050 060

Fig. 3.8: L’angle de séparation yvs 1/a.



Chapitre 111 : Ecoulement 4 surface libre en sortie de buse 56

y
=(0.001
1.00 a
o =10
0.90 - o =50
o—>00
0.80 -
0.70 T T LA L S — ——— X

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 250 3.00

Fig. 3.9: Forme de la surface libre pour Hy — L = 1.21 et pour différents nombres de Weber o.
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1.00 a=0.001

0.90

0.80

0.70

660 —mm4mFF——7-————+—7—————7—————— X
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50

Fig. 3.10: Forme de la surface libre pour Hy — L = 10.61 et pour différents nombres de Weber .
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Les probléemes des écoulements de type jet apparaissent dans de nombreuses situa-
tions d’intérét pratique : Les problemes liés a I’industrie tel que les chambres des com-
bustions des moteurs, les pompes a jet, ou bien ceux en relation avec I’urbanisme comme
I’architecture des barrages. Ces problémes deviennent tres difficiles a résoudre explici-
tement, surtout si on prend en considération les effets de la tension de surface, de gravité
ou de viscosité, car ces derniers ont une grande influence sur la condition non linéaire
donnée par I’équation de Bernoulli sur la surface libre.

Dans notre travail la supposition de I’effet de la tension de surface fait intervenir le
parametre de Weber.

Dans le chapitre Il une numérisation d’un probleme d’écoulement issu d’un orifice
d’un réservoir avec des parois inclinées a été expose. Les résultats nous ont montré
qu’il existe une solution pour tout angle d’inclinaison 8 de la paroi du réservoir avec
I’horizontal et pour différentes valeurs du nombre de Weber o > o* (o* est une valeur
critique). Une comparaison des résultats calculés avec ceux obtenus par Ackerberg et Liu
nous permet de conclure que I’emploi de la méthode de troncation de la série que nous
avons utilisée est tres puissante relativement a I’emploi de la méthode des différences
finies utilisées par ces auteurs. lls ont trouvé la solution que pour o > & = 6.801483.
Par contre nous avons pu trouver la solution pour chaque angle 8 et pour différents

valeurs du nombre de Weber o« > o* avec o* < o (ar*valeur critique).

Le troisieme chapitre traite le cas d’un écoulement d’un fluide incompressible et non
visqueux dans une conduite semi infinie de forme rectangulaire avec I’effet de la tension

de surface. Le probléme est aussi gouverné par trois parametres : le nombre de Weber «,
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la longueur de la paroi verticale, I’angle au point de raccordement paroi surface libre 7,
nous utilisons la méme méthode que dans le chapitre 2 pour la résolution de ce probleme.
Nous avons trouvé la solution pour chaque valeur de longueur Hy — L et pour toutes les
valeurs de nombre de Weber o > 0. En négligeant les tensions de surface, on a retrouvé
les solutions analytiques de Von Mises et Guerville, notamment en ce qui concerne la
valeur du coefficient de contraction de I’écoulement.

A la lumiére des résultats obtenus, plusieurs remarques sont a apporter.

e Nous avons vu que par la méthode utilisée on a amélioré les résultats de Ackerberg
et Liu.

e La deuxiéme remarque concerne le type de singularité au voisinage du point de
raccordement de la paroi rectiligne avec la surface libre, on a déterminé avec précision
ce type de singularité.

eL’influence de la tension de surface apparait visiblement par le fait que la surface
libre s’aplatit lorsque T — .

L approche utilisée est basée sur les transformations conformes qui réduisent le pro-
bléme bidimensionnel a un probleme unidimensionnel.

Malgré le succes que la méthode a montré dans notre probléme, elle s’avére insuffi-
sante lorsque o < o*. Des calculs asymptotiques ont montré que les comportements de
la solution du probléme sont différents pour o > o* et o < .

Notre projet de recherche actuel consiste a I’application d’autres techniques plus
efficaces dans ce domaine, comme par exemple la méthode intégro-différentielle qui

nous détecte les ondes de capillarité. ainsi que la méthode des éléments finis et autres.
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Quelques travaux futurs sont en cours de réalisation, comme Le calcul de la forme de la

surface libre d’un jet avec tension de surface par la methode intégro-différentielle.
L’étude d’autres problemes des écoulements des fluides compressibles sous I’effet de

tension de surface, nous parait intéressante. Le cas tridimensionnel, est également digne

d’intérét.
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1. Définitions :

) On appelle écoulement bidimensionnel un écoulement ou le vecteur vitesse est
paralléle & un plan fixe (O,x, y) c’est & dire les champs vectoriels des vitesses V & deux
composantes (u, V).

° Un écoulement est dit irrotationnel si rotV =0

° Un écoulement est dit potentiel s’il existe une fonction ¢ tel que
— 4
V =gradg =V¢.

2. Equation de continuité ( conservation de la masse ) :
En faisant balance entre la masse qui entre (sort) et le changement de la masse a
I’intérieur du volume, on obtient :
dp

ﬁ + dIVpV =0.

Cette équation est connue sous le nom " équation de continuité ".
Dans le cas des fluides incompressibles on a p = cte. L’équation de continuité se
réduit alors a :
divpV = 0.

Si I’écoulement est potentiel, on a :
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3. Fonction des lignes de courant et fonction potentielle
La ligne de courant est une courbe tangente en chacun de ces points au vecteur

vitesse en ce point. La définition d’une ligne de courant est donnée par I’équation :

OU u et v sont les composantes du vecteur vitesse V.

Si ¢(x,y) est une fonction potentielle a deux variables (x,y) veérifiant I’équation de
Laplace donc il existe une autre fonction potentielle y(x,y) dite fonction potentielle
conjuguée a ¢ et tel que :

U= ¢x= vy
V=0y=—yk
Ces relations sont reconnues par les conditions de Cauchy-Riemman.

La différentielle exacte de y nous donne :

dy = —vdx+ udy

alors si y = cteon retrouve I’équation du ligne de courant.
On introduit une fonction holomorphe f(z) de la variable complexe z= x+iy appelée

le potentiel complexe de vitesse :

f=0¢+iy.

De plus
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df

dz Ox + 1y

= u—iv

est appelée vitesse complexe de I’écoulement qui est aussi analytique.

4. Les équations de mouvement :

4.1 Equation d’Euler :

La loi fondamentale de la dynamique appliquée a une particule nous donne :

"la variation de la quantité de mouvement = la résultante des forces extérieures”,
c’est a dire :

dv 1— o
a —|— (VV)V — —Egradp‘i‘ Fchamp

4.2 Equation de Bernoulli

Sous les conditions suivantes :

- Fluide incompressible : diw = 0.

- Fluide homogene : p = cte.

L’intégration de I’équation d’Euler le long d’une ligne de courant donne :

2

> - 5 +gy=cte sur toute ligne de courant.

En général, la constante change avec la ligne de courant.
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1. Algorithme de Newton pour la résolution de systemesnon lin éaires f(x)=0
Etant donnés
Données initiales A9 | B, o, n, &, Kimax
1. Calculer : A= (&)i—1.n
9 _ (A } j=1Lin
A=Ak

gl - 21VY
1% = (2c0s 61)2~ 7 exp(axcos(2(k— 1)ay)) — £ tan(o})

1) 8aj
i

(2cos o )2‘2% exp(axcos(2(k—1)oy))(3 — &+

T

2a(k—1)cos(2(k—1)oy) —1
2. Résoudre le systeme linéaire

s ERAAY = fi(k)}i —1.2,..n
3. Calculer

Ak — AW -I-AAi(k)}i —~1.2..n
4.Si

‘fi (A(k“))’ < s}i —1,2,...n

est vérifié, arréter.
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2. Algorithme de Jordan avec pivotation totaleimplicite
choix du pivot
Pk = e, OU Qe = max |aij|
i=12,...,ni#ly, lp,.. k1
j=1,2,...n j#cCy, Cp,...,Ck_1
Normalisation
a,j = % j=1,2,...,n

Réduction

W= g
b i=1,...,neti#lg

aj=aj—wa,}j=1,.,n+1
Remise en ordre

Xey = Ayn+1

Le programme suivant écrit en fortran 77, nous a permis de résoudre le systéme non
linaire du chapitre I1.

3. Programme de Newton

EXTERNAL suml, sum2, sum3, sumé4
PARAMETER (n=51,nmaxb=200,h2=31415.D-4/(2.%n))
PARAMETER (Epsilon=1.D-5, Pivotmin=1.D-3)
DOUBLE PRECISION A(n-1),suml,sum2,sum3,sum4,h,F,alpha,t(n),hl(n-1)
1,deltaA(n,1),y(n+l),sa(n),EF(n,n+l),f1l(n),f2(n),x(n+1),
1Al (n-1),lamda, lamdal
OPEN(7,file="res2.dat’,status='0ld’)

READ(7, *) lamda, (A(i),1=1,50)
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CLOSE (7)

¢ READ(%,«) (A(1),1i=1,n-1),lamda

DATA pi,alpha/31415.D-4,1000.d0/

x(n+1)=0.

y(n+l)=1.

WRITE (%, ) 'APRES QUELQUES INSTANTS LES RESULTATS SERONT AFFICHES’
DO 400 nbiteration=1,nmaxb

WRITE (%, "’ (/1X,80(1h*)/1x,A,I3)’)'iteration :’,nbiteration

DO 1 i=1,n
t(i)=pi/ (2*n)x (float (i)-5.D-1)

1 CONTINUE

DO 51 i=1,n

51 EF(i,n+1)=F(A,t(i),n-1,alpha,lamda)
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DO 40 i=1,n

DO 41 j=1,n-1

DO 42 k=1,n-1

hl(k)=0.001

42 CONTINUE

DO 43 k=1,n-1

IF (k.NE.j) THEN

hl (k) =0.

END IF

43 CONTINUE

DO 44 k=1,n-1

44 Al (k)=A(k)+hl (k)

lamdal=1amda+0.001
EF(i,j)=(F(A1l,t(i),n-1,alpha,lamda)-F(A,t(i),n-1,alpha,lamda))/
10.001

41 CONTINUE
EF(i,n)=(F(A,t(i),n-1,alpha,lamdal)-F(A,t(i),n-1,alpha,lamda))/
10.001

40 CONTINUE
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DO 3 i=1,n
sa(i)=(DCOS(t(i))) ** (2% (1-lamda/3.1415)) «+DEXP (sum2 (A, t (i) ,n-1))
3 CONTINUE

CALLJORDAN (EF,n,deltaA, pivotmin)

DO 8 i=1,n-1
A(i)=A(i)-deltan(i,1)
8 CONTINUE

lamda=lamda-deltaA(n,1)

DO 9 i=1,n
IF(DABS(F(A,t (i) ,n-1,alpha,lamda)) .gt.DABS (h) ) THEN
h=F(A,t(i),n-1,alpha, lamda)

END IF

9 CONTINUE

WRITE (%, ) 'h=",h

IF(DABS (h) .LT.Epsilon) GO TO 100
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400 CONTINUE

100 CONTINUE

OPEN(7,file="res2.dat’,status='0ld’)

WRITE7, ) lamda, (A(i),1=1,n-1)

CLOSE (7)

DO10 i=1,n

£1(i)=-2./ (pi*DTAN (t (1)) ) % (DCOS (t (1)) ) ** (2% (-1+lamda/
13.1415) ) *DEXP (-sum2 (A, t (1) ,n-1) ) *DCOS (3%t (i) -2+t (1) *
llamda/3.1415+suml (A,t (1) ,n-1))

f2(i)=2./ (pi*DTAN (t (1)) ) * (DCOS(t(i))) ** (2% (-1+lamda/
13.1415) ) *DEXP (-sum2 (A, t (i) ,n-1)) *DSIN (3%t (i) -2+t (1) *
llamda/3.1415+suml (A, t (i) ,n-1))

10 CONTINUE

skl=0.

DO 111 j=1,n

111 skl=skl+h2+£f2(3)

c=1./(1.+skl)

DO11 j=0,n-1

x(n-j)=x(n-j+1) -h2xc+x£f1 (n-3j)

yv(n-j)=y(n-j+1) -h2xc*+£f2 (n-j)

11 CONTINUE

c=1./(1.+skl)
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OPEN(6,file="res.dat’,status='0ld’)
WRITE (6, %) C

WRITE (6, x) lamda

WRITE (6, *) 'alpha=',alpha
WRITE(6,105)'les resultas’

105 FORMAT (1x,80 (1hx)/,A,I3)
WRITE(6,107)"1i",'T','A’",'X",'Y", 'speed’
DO 12 i=1,n
WRITE(6,106)1,t(1),A(1),x(i),y(i),sa(i)
12 CONTINUE

106 FORMAT (i5,5E12.4)

107 FORMAT(A,T11,A,T23,A,T35,A,T48,A,T59,A,T65,4/)
CLOSE (6)

STOP’'FIN DU PROGRAME’

END

¢ *RESOLUTION DE LA N%N+1 SYSTEME LINEAIRE PAR LA METHODE DE

JORDAN AVEC PIVOTATION TOTAL IMPLICIT«*

SUBROUTINE JORDAN (EF,n,deltalA,pivotmin)
PARAMETER (Nmax=81)

INTEGER c (Nmax), 1l (Nmax),s
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DOUBLE PRECISION EF(n,n+1), deltaa(n,1)
DOUBLE PRECISION p (Nmax) ,w

DO 8 k=1,n

DO 2 j=1,n

IF (k.GT.1) THEN

DO 1 s=1,k-1

IF(1.EQ.1(s))GO TO 3
IF(j.EQ.c(s))GO TO 2

1 CONTINUE

ENDIF

IF (DABS (EF(1i,7j)) .GT.DABS (p (k) )) then

p(k)=EF(1,3J)

1(k)=1
c (k) =3
ENDIF

2 CONTINUE

3 CONTINUE

IF(DABS (p(k)) .EQ.pivotmin) THEN
WRITE (%, *) 'pivot petitmatrice DSINguli679re’

RETURN
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ENDIF

DO 4 j=1,n+1

EF (1(k),3J)=EF(1(k),j)/p(k)
4 CONTINUE

DO 6 i=1,n
IF(i.NE.1 (k) ) THEN
w=EF (i, c(k))

DO 7 j=1,n+1
EF(i,Jj)=EF(i,3)-w+xEF(1(k),Jj)
7 CONTINUE

ENDIF

6 CONTINUE

8 CONTINUE

DO 9 k=1,n

DO 9 j=n+1,n+l
deltaA(c(k),j-n)=EF(1(k),J)
9 CONTINUE

RETURN

END

DOUBLE PRECISION function suml(c,s,m)

DOUBLE PRECISION c(81)
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DOUBLE PRECISION s

suml=0.

DO 1 k=1,m
suml=suml+c (k) *DSIN (2. (k-1) *s)
1 CONTINUE

RETURN

END

DOUBLE PRECISION function sum2(c,s,m)
DOUBLE PRECISION c(81)

DOUBLE PRECISION s

sum2=0.

DO 1 k=1,m

1 sum2=sum2+c (k) *xDCOS (2.* (k-1) xg)
RETURN

END

DOUBLE PRECISION function sum3(c,s,m)
DOUBLE PRECISION c(81)

DOUBLE PRECISION s

sum3=0.

DO 1 k=1,m
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1 sum3=sum3+2.* (k-1)*c (k) *DSIN(2.* (k-1) *s)
RETURN

END

DOUBLE PRECISION function sum4 (c,s,m)
DOUBLE PRECISION c(81)

DOUBLE PRECISION s

sum4=0.

DO 1 k=1,m

1 sumé4=sumé+2.* (k-1) *c (k) *DCOS(2.* (k-1) *s)
RETURN

END

DOUBLE PRECISION function F(c,s,m,alpha,r)

DOUBLE PRECISION c(81)

DOUBLE PRECISION s,alpha,sum2,sumé4,r
F=-1.4(2+DCOS(s) ) %% (4% (1-r/3.1415) ) *DEXP (2. % (sum2 (c,s,m) ) )
1-3.1415D0/alpha*DTAN (s) % (2%*DCOS (s) ) % (2% (1-r/3.1415) )
1DEXP (sum2 (c,s,m) ) *DABS ( (3-2+r/3.1415+sum4 (c,s,m)))

RETURN

END
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Abstract:  In this thesis, we consider two problems of a jet flow of an incompressible and
inviscid fluid. The effect of the surface tension is taken into account. The shape of the free
surface and the flow of the fluid are determined numerically via a series truncation.
First we treat the problem of flow emerging from an opening of a container with inclined
walls. The results obtained confirm and extend the results of Ackerberg and Liu.

The second problem considered in this thesis is the problem of a jet from a container. The
solutions obtained here comfirm and extend the first problem for vertical walls. If the surface
tension is neglected the calculated results confirm those of Von Mises and Gurevich.

Key words: Free surface, Potential flow, Jet, Surface tension, Weber number.

Résumé: Dans cette thése, nous considérons deux problémes d'écoulement de type jet d'un
fluide incompressible et non visqueux. L'effet de la tension de surface est pris en
considération. La forme de la surface libre et I'écoulement du fluide sont déterminés
numériguement par troncation de série.

Nous traitons tout d'abord le probleme d'un écoulement issu d'un orifice d'un réservoir avec
des parois inclinée. Les résultats obtenues confirment et améliorent les résultats de Ackerberg
et Liu.

Le deuxieme probléeme est le probléeme d'un écoulement en sortie de buse. Les solutions
obtenues valident et étendent ceux du premier probléme pour des parois verticales. Quand la
tension de surface est négligée les résultats sont conformes aux résultats de Von Mises et
Gurevich.

Mots clés: Surface libre, écoulement potentiel, jet, tension de surface, nombre de Weber.




	THESE GASMI 2007.pdf
	THESE GASMI 2007.pdf
	1.pdf
	2.pdf
	3.pdf
	4.pdf
	5.pdf
	6.pdf
	7.pdf
	8.pdf
	9.pdf
	10.pdf
	11.pdf
	12.pdf
	13.pdf
	15.pdf
	16.pdf
	17.pdf
	18.pdf
	19.pdf





