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Introduction

De puisla nuit destemps, ’homme sest intéressé aux problémes de contact entre
deux corps. Ces problémes de contact, avec ou sans frottement, entre deux corps dé-
formables ou entre un corps déformable et unefondation rigide, abondent en industrie
et dans la vie de tous les jours. Le simple contact du sabot de frein avec la roue,
d'unerouedevoiture aveclaroute, du piston avec la chemise, I’enfoncement progressif
dans un pouf ou un fauteuil lors d’'une posture assise, les multiples frottements entre
plaques tectoniques ou encore |'écoulement de la lave lors d’une éruption volcanique,
ne sont que quelques exemples qui font partie d’'une liste non exhaustive de prob-
lémes de contact. Vu I'importance du phénomeéne, des éorts considérables ont été
consacrés a lamodéisation, I'analyse ainsi quel’approximation numérique des proces-
sus physiques provenant des contacts entre des corps déformables. Par conséquent,
une théorie mathématique générale de la mécanique du contact (Mathematical The-
ory of Contact Mechanics: MTCM) a fait récemment un progrés impréssionant, voir

par exemple [23, 34, 35, 47] et les références qui y sont incluses.

L’objectif de cette thése est de proposer une certaine contribution a I’étude de
quelques problemes aux limites en mécanique du contact. La modélisation des prob-
lémes de contact d’un corps déformable avec une base dépend essentiellement des
propriétés mécaniques du matériau considéré, ains que des conditions aux limites de
contact. Dans des processus quasistatiques ou dynamiques, nous considérons ici des
lois de comportement non linéaires pour des matériaux viscodlastiques et viscoplas-
tiques prenant en considération I'infuence de I’endommagement interne du matériau.
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Nous considérons également des lois de comportement pour des matériaux ayant
des propriétés mécaniques ainsi que des propriétés éectriques (matériaux piézoéec-
triques). L'adhésion entre les surfaces de contact, lorsqu’une colle est ajoutée pour
éviter aux surfaces un mouvement relatif, est prise en considération dans tous les
problémes étudiés dans ce mémoire. Nous envisageons aussi |'éude de la déformation
antiplane. Ce type de déformations est rencontré lorsqu’on étudie le contact entre
un corps cylindrique et une fondation rigide. Les conditions aux limites sont des
conditions de compliance normale, de Signorini et le contact est supposé sans frot-
tement. Chacun des problémes est étudié selon le formalisme général suivant. Nous
commengons par décrire le probleme mécanique de départ, et aprés avoir précise les
hypothéses sur les données, nous présentons une analyse variationnelle du probléme
meécanique.

Le sujet de’endommagement est extrémement important dans les conceptions en
ingénierie puisqu’il infuence directement sur la vie usuelle de la structure ou la com-
posantecongue. |l existeunelittératuretrésriche sur ce sujet. Lesmodéesprenant en
considération I'infuence de I’endommagement interne du matériau sur le processus de
contact ont été éudiés mathématiquement. L’'analyse mathématique des problemes
unidimentionnels peut étre trouvée dans [20]. Les premiers modéeles de |’endommage-
ment mécanique provenant des considérations thermodynamiques sont apparus dans
[12, 13]. Des modéles genéraux récents dans [18, 19] sont issus du principe de la
puissance virtuelle. Dans tous ces travaux, I’endommagement du matériau est décrit
par une fonction d’endommagement ®, ayant des valeurs entre zé&o et un. Lorsque

®= 1, il n'y a pas d’endommagement dans le matériau, lorsque ® = 0, le matériau



est complétement endommagé et lorsque 0 < ®< 1, il y a un endommagement partiel
et le systéme a une capacité réduite. Certains problemes quasistatiques de contact
avec endommagement ont éé éudiés dans [22, 23, 38].

Les matériaux piézodlectriques sont extémement utilisés comme interrupteurs et
actuateurs dans beaucoup de systemes d'ingénierie, en radioéectronique, I’'éectroa-
coustique et la mesure des équipements. |Is sont caractérisés par le couplage des
propriétés mécaniques et éectriques. Ce couplage conduit a I'apparition d’un poten-
tiel éectrique suite a une déformation mécanique et, inversement, une déformation
mécanique est genérée lorsqu’un potentid éectrique est appliqué. Les matériaux
piézodectriques, pour lesquelles les propriétés mécaniques sont éastiques, sont ap-
pelés " matériaux éectroéastiques’ et ceux pour lesquelles les propriétés mécaniques
sont viscodlastiques sont appelés "matériaux éectro-viscodastiques’. Des modéles
généraux pour des matériaux élastiques ayant un exet piézodectrique peuvent étre
trouvés dans[3, 26, 31, 36, 59] et plus récemment dans [58]. Des problémes de contact
statiques avec frottement pour des matériaux éectroélastiques ont éé étudiés dans
[4, 29, 30, 52], sous I’'hypothése que la fondation est isolante. Un probléme de contact
avec ” Slip-dependant” pour les matériaux éléctroélastiques a éé éudié dans [52] et
des problémes pour les matériaux éectro-viscoélastiques ont été considérés dans [49,
53]. Actuellement, un intérrét considérable est porté aux problemes de contact avec
frottement impliquant les matériaux piézoédéctriques (voir par exemple [4, 29] et les
références qui y sont incluses). Cependant, il n’existe virtuellement pas de résultats
mathématiques a propos des problémes de contact pour de tels matériaux e on a

besoin de développer la théorie mathématique du contact mécanique (MTCT) pour



inclure le couplage entre les propriétés mécaniques et dectriques.

Les processus d’adhésion sont importants en industrie lorsque des parties, souvent
non métaliques, sont collées ensemble. Pour cette raison, le contact adhésif entre les
corps, lorsqu’une colle est ajoutée pour empécher les surfaces d’'un mouvement relatif,
arécemment regu, de plus en plus, une grande attention danslalittérature. Des mod-
éles généraux avec adhésion peuvent ére trouvés dans [15, 17, 37, 40]. Des résultats
sur I'analyse mathématiques de plusieurs problémes de contact avec adhésion peu-
vent étre trouvés dans [12, 43, 45, 46, 47, 54]. Récemment, les matériaux composites
ont atteint le sommet, puisqu’ils sont trés solides et trés légers, e par conséquent,
une importance considérable en aviation et en industrie automobile. Cependant, les
matériaux composites peuvent subir, sous des contraintes, une délamination dans
laquelle plusieurs couches se décollent et se déplacent relativement les unes par rap-
port aux autres. Pour modéliser le processus lorsque le collage n'est pas permanant
et un décollage peut avoir lieu, nous avons besoin de décrire I'adhésion et le contact
ensemble. Un nombre de publications récentes traite de tels modéles, voir par ex-
emple [9, 10, 11, 15, 16, 37, 39] et les références comprises. L’idée est d'introduire
une variable de surface interne, le champ d’adhésion ~ 2 [0; 1], qui décrit la densité
fractionnelle des adhésifs actifs sur la surface de contact. En un point de la surface
de contact adhésive, lorsque = 1, I'adhésion est compléte et tous les adhésifs sont
actifs ; lorsque = 0 tous les adhésifs sont inactifs, sévéres et il n'y a pas d’adhésion.
Lorsque 0 < = < 1 I’adhésion est partielle et seulement une fraction ~ des adhésifs
est active.

La déformation antiplane est I'une des déformations les plus simples que les solides



peuvent subir : dansunedéformation antiplaned’un corpscylindrique, le déplacement
est paralléle aux génératrices du cylindre et il est indépendant de la coordonnée
axiale. Pour cetteraison, les problémesantiplansjouent un réletresimportant comme
problémes de pilotage, prévoyant aux dirérents aspectsde solutions dans la mécanique
des solides d’étre examinés dans des positions simples. Une attention considérable a
été destinée a I'analyse de tels types de problémes, voir par exemple [5, 24, 25, 51,
56, 60]. En particulier, les références [5, 51, 60] traitent des problemes antiplans pour
des matériaux piézodectriques.

Cette thése comporte quatre chapitres et est structurées de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, le but est d’'introduire les d éments nécessaires pour une
bonne compréhension de |a suite des problémes traités. Nous commengons par décrir
les deux cadres physiques dans lesquels nous travaillons ainsi que les modéles math-
ématiques correspondants, tout en donnant les dirérentes lois de comportement et
conditions aux limites qui apparaissent dans cette thése. Ensuite, nous aborderons
les cadres fonctionnels permettant I’analyse mathématique des problémes ainsi con-
sidérés. Nous terminerons ce chapitre en passant en revue quelques résultats fonda-
mentaux d’analyse fonctionnelle concernant les inéquations variationnelles, équations
et inéquations variationnelles d’évolution et en..n les lemmes de Gronwall.

Dans le deuxieme chapitre, nous considérons un probléme de contact sans frot-
tement, avec adhésion e endommagement pour des matériaux viscodastiques. Le
contact est modélisé par une compliance normale. Nous établissons une formulation
variationnelle du probléme et démontrons I'existence et I'unicité de la solution du

probleme variationne résultant. Les démonstrations sont basées sur les égquations



variationnelles dépendant du temps, un résultat classique d’existence et d’unicité
pour les inéquations paraboliques, les équations dirérentielles et les arguments de
point . xe.

Dans le troisiéme chapitre, composée de deux paragraphes, nous traitons deux
problémes de contact sans frottement pour des matériaux viscoplastiques. Le contact
est de nouveau supposé avec adhésion e endommagement. Dans le premier para-
graphe de ce troisiéme chapitre, nous supposons que la fondation est déformable et,
par consequent, nous modélisons le contact par une compliance normale. Nous présen-
tons un nouveau résultat concernant |'existence et I'unicité d’'une solution faible du
probleme considéré. Les démonstrations sinspirent de celles utilisées dans le travail
qui afait I'objet du deuxiéme chapitre et sont basées sur lesmémesarguments. Dansle
deuxiéme paragraphe, la fondation est supposéerigide et donc le contact est modélisé
par la condition de Signorini. Le probléme est formulé en un systéme constitué d’'une
inéguation variationnelle pour les déplacements, d’une inclusion de type parabolique
pour le champ de I'endommagement et d’une équation intégro-dinérentielle pour le
champ d’adhésion. Nous dérivons la formulation variationnelle du probléme et nous
démontrons I'existence et I'unicité d’une solution faible. La démonstration est basée
sur desrésultats classiques sur lesinéquations variationnelles éliptiques et lesinéqua-
tions variationnelles d’évolution, une version du théoréme de Cauchy-Lipschitz et des
arguments de point . xe.

Dans le quatriéme chapitre, nous considérons un modéle mathématique décrivant
la déformation antiplane d’un cylindre qui entre en contact sans frottement avec une

base rigide. Le cylindre est supposé piézoélectrique et I'adhésion entre les surfaces



de contact est prise en considération. Nous dérivons la formulation variationnelle
du probléme qui se formule comme un systéme d'une équation variationnelle d’évo-
lution pour le champ de déplacement, d’une équation variationnelle dépendant du
temps pour le champ électrique et d’une équation intégro-dirérentielle pour le champ
d’adhésion. Ensuite, nous présentons un nouveau résultat d’existence et d'unicité
d’une solution du probleme variationnel. La démonstration ets basée sur un résul-
tat classique des équations variationnelles d’évolution, une version du théoréme de

Cauchy-Lipschitz et des arguments de point . xe dans les espaces de Banach.






Chapitre 1

Préambules

A.n de faciliter la lecture de cet ouvrage, il nous a paru utile de présenter dans ce
premier chapitre les cadres physiques et fonctionnels dans lesquels nous travaillerons.
Nous commencgons par décrire les cadres physiques et les modeles mathématiques
"généraux” utilisés, ensuite nous préciserons les lois de comportement, les conditions
aux limites et les conditions de contact sans frottement.

Nous complétons ce bref rappd sur la mécanique des milieux continus par I'in-
troduction d’espaces fonctionnels de type Sobolev associés aux opérateurs divergence
et déformations utilisés en mécanique. Nous rappelons leurs principales propriétés,
notamment les théoremes de trace. Nous rappelons davantage les propriétés des
fonctions & valeurs vectoriglles LP (0; T; X)) et WXP(0; T;X), 00 T > 0, k = 1; 2:;;
1- p- 1 e X est un espace de Banach réd.

Ensuite, nous citons quelques résultats fondamentaux d’analyse fonctionnelle non
linéaire dans les espaces de Hilbert, desrésultats sur lesopérateursfortement monoton

et de Lipschitz, les inéquations variationnelles éliptiques et les équations €t les in-
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équations variationnelles d’évolution.

1.1 Introduction a la mécanique du contact

L’objectif des problémes de contact, du point de vue mécanique, est d'éudier le
nouvel éat d'un corps matérid déformable considéré, résultant de I'application de
forces volumiques dans le domaine qu’occupe ce corps €t de forces de traction sur une
partie de la frontiére de ce domaine dans un intervalle de temps donné.

Ce paragrapheintroduit les cadres physiques et par la suite mathématiques utilisés
dans cette thése. Nous décrivons également les lois de comportement viscodastiques

et viscoplastiques ainsi que les conditions aux limites de contact sans frottement.

1.1.1 Cadres physiques-modéles mathématiques

Dans ce paragraphe nous allons introduire les deux cadres physiques des problémes
mécaniques intervenant dans cette thése.

Cadre no. 1. sait un corps matériel qui occupe un domaine borné - de RY,
d= 1;20u 3, defrontiére réguliere @ =  partitionnée en trois parties mesurables
et digointes j1; j2 € 3 telles que mesj 4 > 0. Notons par ° la normale unitaire
sortante a j . Le corps est encastré sur la partie j 4+ dans une structure . xe. Sur la
partie j o nous appliquons des forces surfaciques de densité f, et dans- agissent des
forces volumiques de densité fy (voir Fig. 1.1). Soit T > 0 et soit [0; T] I'intevalle de
temps en question. Le corps est ou peut ére en contact adhésif avec un obstacle sur

la partie | 5. Nous supposons que le matériau peut é&re endommagé durant le contact.
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Nous assumons aussi que fy €t f, varient tres lentement par rapport au temps; c-a-d.

nous nous plagons dans I’hypothese des petites déformations.

Nous utiliserons ce cadre physique dans les chapitres || et 111 rje cetfethese

X1

X3

Xz

Fig. 1.1 — Cadre physique no. 1

Cadre no. 2 (Probléme antiplan). Soit un corps piézoéléctrique
qui occupe un domaine cylindrique B rapporté a un systeme cartésien orthogonal
Oxx2x3 (voir Fig. 1.2). Nous considérons que les génératrices sont paralleles a
I'axe Ox3 et nous notons par - le domaine borné de R? qui représente la section
transversale du cylindre. Nous supposons que le cylindre est su¢ samment long €,
par conséquent, nous considérons B = - £ (j 1 ;+1 ). Des forces volumiques de
densité fy agissent sur le cylindre et ce dernier a des charges ééctriques de forces de
volume de densité q,. Soit | = @ et nous assumons une partition de la surface
frontiére réguliére j en trois zones mesurables et digointes ¢; j 2 €t j 3, d'une part et
unepartition en deux partiesj 5 €t j , d’'uneautrepart (voir Fig. 1.3.). Nousassumons

également que les mesures unidimensionnellesde j 1 €t j 5 notées mesj 1 et mes;j , sont
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positives. On note par ° la normale unitaire sortante a j . Le cylindre est encastré
dans une structure .xesur j1 £ (j 1 ;+1 ). Des tractions surfaciques de densité
f, agissent sur j, £ (j 1 ;+1 ). Nous supposons aussi que le potentiel éectrique
sannulesur j . £ (j 1 ;+1 ) et que des charges éectriques surfaciques de densité
sont prescritessur jp£ (j 1 ;+1 ). Surlapartiejs£ (j 1 ;+1 ) lecylindreentreen
contact sansfrottement et avec adhésion avec un obstacle conductif que nous appelons
fondation. Nous nous interessons a la déformation du cylindre dans un intervalle de

temps [0; T]. Nous supposons aussi que le processus est mecaniquement dynamique

et dectriqguement statique.

X

X3

X2

Fig. 1.2 — Cadre physique no. 2

Xz

Fig. 1.3 — Cadre physique no. 2 — section transversale
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Nous utiliserons ce cadre physique dans le chapitre IV de cette thése.

A.n dobtenir les modéles mathématiques correspondant aux cadres physiques
présentés, voici quelques notations et conventions que nous utiliserons tout au long
de cette thése.

Nous désignons par Sy I'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur RY
(d=23); ".” e j:j représentent respectivement le produit scalaire et la norme

Eudidienne sur RY et Sy. Aing,
1
u:v =uVvi; jvj=(viv)z; 8u;v2 RY:
. . 1
Vi = Wi Je= () 8%¢ 2 Sy
avec la convention de I'indice muet.

Pour un vecteur v nous désignons par ve et v, ses composantes normale et tan-

gentielle a la frontiere, Cest a dire
Vo = V:°; V, = Vi Vv’ (1.1.1)

Nous notons par % = %(x;t) le champ des contraintes, par u = u (x;t) le champ de
déplacement, par " (u) le champ des déformations linéarisées et par %2 le vecteur con-
trainte de Cauchy. Pour simpli..er les notations, nous n’indiquons pas explicitement
la dépendance des fonctions par rapport ax 2 - et t 2 [0; T]:

Pour le champ des contraintes % nous dénotons par % et %, les composantes

normale et tangentielle a la frontiere, a savoir

Y%= (R)°; Y=Y %O (1.1.2)
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En utilisant (1.1.1) et (1.1.2) nous obtenons la relation

(¥ )v = Yave + ¥V,

(1.1.3)

qui va intervenir tout au long de cette thése a..n d’obtenir les formulations variation-
nelles des problémes mécaniques de contact.
En outre, lespointsau dessus d’une fonction représentent la dérivation par rapport

au temps; par exemple

l:J_ du . U_ d2U .
dt’ dt2’
ol U désigne le champ des vitesses et ( désigne le champ des accélérations.
Nous rappelons maintenant la relation déformation-déplacement dans I’hypothése

des petites déformations

"(u)= (") Mi(u) = ;(ui;,- +up); 10 0 - d (1.1.4)

Nous notons qu'ici et tout au long de cette thése, un indice qui suit une virgule
indique une dérivation partielle par rapport a la composante correspondante de la
variable.

Passons maintenant a la description des modées mathématiques associés aux
cadres physiques ci-dessus.

Modée mat hématique no. 1. Nous commengons par le modéle mathé-
matique du cadre physiqueno. 1. Lesfonctionsu : - £[0;T]! RYet %:- £[0;T]!
Sq¢ sont les inconnues du probléme.

Nous savons qu’en général, I'évolution d'un corps matérid dans un intervalle de

temps [0; T]; est décrite par I'équation de mouvement de Cauchy
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Div %+ fo= % U dans- £ (0;T); (1.1.5)

ou les fonctions densité de masse ¥2: - | R* et densité des forces appliquées de
volumefy:- £[0;T]! RY sont des données du probléme.

Le processus d’évolution dé.ni par (1.1.5) est un processus dynamique. Dans
certaines situations, I'équation (1.1.5) peut encore se simpli..er. Par exemple dans
le cas ou le champ des vitesses U est nul quand il sagit d'un probleme d’équilibre
(processus statique) ou bien dans le cas ou U varie trés lentement par rapport au
temps donc le terme Yl peut ére négligé (processus quasistatique). Dans ces deux

cas, I’équation (1.1.5) devient

Div %+ fo=0 dans- £ (0;T): (1.1.6)

Dans la suite, nous allons appeler simplement (1.1.5) équation du mouvement et
(1.1.6) équation d’équilibre.

L’équation (1.1.6) modélisele processus des problémesrencontrés dansles chapitres
Il et 11, tandis que I’équation (1.1.5) sera utilisée dans le chapitre IV.

Puisque le corps est encastré sur j 4, le champ de déplacement est par conséquent

nul sur cette partie de la frontiere:
u=0 sur i1£(0;T): (1.1.7)
La condition aux limites de traction est

Yo =f, sur .8 (GT): (1.1.8)
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f, éant une donnée du probléme.

Les équations (1.1.6)-(1.1.8) sont insu¢ santes a elles seules pour décrire le mou-
vement du corps matériel considéré. 1l est nécessaire de décrire ce qui est propre au
matériau lui méme: C'est I'objet des lois de comportement que nous décrirons par la
suite. Finalement, a..n de compléter le modéle mathématique qui décrit I'évolution
du corps, il faut préciser les conditions aux limites sur la partie j 3 de la frontiére,
destinée a entrer en contact avec la fondation. Ceci est I'objet des conditions aux
limites de contact que nous décrirons ultérieurement.

Modéee mat hématique NO.2. nous nous plagons maintenant dans le

cadre physique no.2. Nous supposons que

fo= (0;0;fo) avecfo=fo(xXxzt) - £[0;T]! R; (1.1.9)
fo= (0;0;f,) avecfs = fo(xixgt) 1€ [BT]! R; (1.1.10)
®=p(Xsxst) - £[0T]! R; (1.1.11)
= G (x;Xt) 1 ipE [0;T]! R: (1.1.12)

Lesforces(1.1.9), (1.1.10) et les charges électriques (1.1.11), (1.1.12) produisent une
évolution des déformationsainsi que des charges éetriques du cylindre piézoélectrique;
ceci correspond a un déplacement u et a un champ de potentiel électrique’ qui sont

indépendants de x5 et qui ont la forme

u=(0;0;u) avecu = u(xq;xzt):- £[0;T]! R; (1.1.13)

"= (xpxgt) - £[0T] R (1.1.14)
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Soit " (u) le tenseur des déformations linéarisées. En utilisant (1.1.13) et (1.1.4)

nous obtenons 0 1
0 0 ;U']
"W=Bo0o 0 Ju,g: (1.1.15)

Nous supposons que le processus décrivant le mouvement du corps est dynamique.
Par conséquent, nous utiliserons I’équation (1.1.5). Pour le processus éectrique, nous

supposons qu’il est statique, c-a-d gouverné par |'équation

Diii =0 dansBE£ (0;T); (1.1.16)

ou D = (D) est le champ de déplacement éectrique dé. ni par

D=E"(u)+ mE(): (1.1.17)

E représente le tenseur piézodectrique d’ordre trois, m est le coég cient de la permé-

tivité dectrique et E (' ) est le champ éectrique dé. .ni par

EC)

1
—~
m
—~
~—
~——

Ei(")=i", 1=1o5d (1.1.18)

Puisque le cylindre est encastrésur j 1£ (j 1 ;+1 )£ (0; T), le champ de déplace-

ment sannulera sur cette partie. Ainsi, (1.1.13) implique

u=0 sur  j1£(0;T): (1.1.19)

Soit © la normale extérieureaj £ (j 1 ;+1 ): Nous avons

©=(99;°20) avec® = % (x;;x2) ;i ! Rji=1;2 (1.1.20)
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En utilisant (1.1.1), (1.1.13) et (1.1.20) nous déduisons

U = 0; u, = (0;0;u): (1.1.21)

En outre, de (1.1.2) et (1.1.20) nous déduisons

Yo=0, %= (00%)=%: (1.1.22)

Par conséquent, en utilisant (1.1.10) et (1.1.22), on obtient la condition aux limites
en traction suivante

%=1, sur 28 (0T): (1.1.23)

En ajoutant aux équations (1.1.5), (1.1.6), (1.1.19) et (1.1.23) une loi de comporte-
ment et des conditions aux limites de contact sans frottement sur j 3, nous obtenons
un deusiéme modée mathématique qui va étre étudié dans le quatrieme chapitre de

cette thése.

1.1.2 Lois de comportement

Chacune des équations (1.1.5) et (1.1.6) équivaut a d relations scalaires; il est évident
du point de vue mathématique que cette équation ne su¢ t pasa modéiser le probléme
d’équilibre, par exemple, les d composantes u; du champ de déplacement ne . gurent
pas dans ces équations. Du point de vue physique par ailleurs, il faut remarquer que
chacunedeséquations(1.1.5) et (1.1.6) exprime uneloi universelle valable pour tousles
solides. Donc si I'équation du mouvement su¢ sait a déterminer tous les paramétres,
cela signi..erait que; soumis a des conditions identiques, les divers milieux continus

auraient des comportements identiques. Ceci est naturellement absurde.
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L’équation d’équilibre est donc insu¢ sante, a elle seule, pour décrire I'équilibre
des corps matériels; elle doit ére complétée par d'autres relations que I'on désigne
sous le vocable géenéral de lois de comportement, caractérisant le comportement de
chaque type de solides. Ces lois, bien qu’dles doivent respecter certaines propriétés
d’invariance, sont souvent d’origine expérimentale. C'est toute une série d'essais qu'il
faut imaginer et réaliser pour éablir une loi de comportement; comme exemples
d'essais qui peuvent étre exercés sur les solides on cite: les essais de chargement
monotone, essais de charge-décharge, essais de tuage et essais de relaxation.

Dans la suite, nous entendons par loi de comportement toute relation entre le
tenseur des contraintes %, le tenseur des déformations linéarisées " et leurs dérivées
temporeles Y et ". Nous présentons dans la suite les lois de comportement qui
interviennent dans cettetheése, loisqui correspondent a deux cathégories de mat ériaux:
matériaux visoélastiques et matériaux visoplastiques.

Lois de comportement viscoélastique avec endommagement

L’investigation des propriétés mécaniques des matériaux tels que les pates, les
huiles et les cires, a mis en évidence que certains phénoménes, tels que le fuage et la
relaxation, ne peuvent étre décrits par les lois de comportement éastique. C'est pour
cela que les lois viscoélastiques ont été introduites. Elles décrivent le comportement
des matériaux comme les métaux, les polymeres, les caoutchoucs €t les roches.

Nous envisageonsici desmatériaux qui ont des propriétés élastiques, maisen méme
temps, les essais de chargement monotone indiquent que la courbe %= %4(") dépend
de"=" i0¢. Ce sont les matériaux viscoélastiques. Parmis les lois viscoélastiques,

nous citons la loi viscoéastique de Kelvin-Voigt qui s écrit
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Y= A" 3¢ G(" (u)); (1.1.24)

ou A représente I'opérateur de viscosité et G est I’'opérateur d élasticité.
S nous prenons en considération I'exet de I'endommagement du matériau du-
rant le contact, nous arrivons a une généralisation de la loi (1.1.24) qui est la loi de

comportement viscoéastique avec endommagement ayant la forme

vo= A" 0% G(" (u);®); (1.1.25)

La fonction ® représente la fonction d’endommagement dont I’évolution est décrite

par I'inclusion dixérentidle suivante :

i k4 ®+ @, (®3A("(U);®  dans-; (1.1.26)

ol K est I'ensemble des fonctions admissibles d’endommagement dé. ni par

a

©
K= »2H'"(-)=0- »- 1p.p. dans- ; (1.1.27)

k est une constante positive, @ ¢ représente le sous-dinérentiel de la fonction indica-
trice de 'ensemble K et A est une fonction constitutive donnée qui décrit les sources
de I’endommagement dans le systéme.

Notons que les valeurs de la fonction d’endommagement ® sont comprises entre
zero e un. Quand ® = 1l n'y a pas d’endommagement dans le matériau, quand
®= 0, lematériau est complétement endommagé, quand 0 < ®< 1l y a un endom-

magement partiel et le systeme a une capacité de résistance réduite. Des problémes
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de contact pour des matériaux viscoélastiques sont envisagés dans [8, 22, 28, 38, 44,
45, 46].

Laloi viscodlastique (1.1.25) sera utilisée dans le chapitre || de cette thése.

Lois de comportement électrique-visoélastique

Nous citons également parmi les lois viscoélastiques, la loi viscodlastique linéaire

a mémoire courte qui est donnée par

vo= A 100 G(" (u)); (1.1.28)

A représente I’opérateur de viscosité et Gest I'opérateur d élasticite.

Pour des raisons de symétrie, nous envisageons des cas avec dirérentes symétries
materielles qui réduisent le nombre des coég cients distincts intervenant dans la loi
de comportement (1.1.28). Ainsi, on peut prouver que, dans la cas isotrope (Cest a
dire dans le cas ou toutes les directions autour d’'un point sont matériellement équiv-
alentes), la loi de comportement pour un matériau viscoéastique linéaire a mémoire

courte isotrope est donnée par

i ¢

Y= o 1 i . geg

el g e e s (1.1.29)

ou, e ' sont lesooeg cients de Lamé, p et ® représentent les coe¢ cients de viscosité

satisfaisant u> Oet 2, O, tr" (u)=";i (u) et | est le tenseur unitaire dans R®:

S le matériau est piézodletrique, il est donc caractérisé par le couplage des pro-
priétés mécaniques et éetriques. Ce couplage conduit a I'apparition d'un potentiel

électrique lors de I'application des contraintes mécaniques, €t, inversemment, des

contraintes mécaniques sont générées lorsqu’un potentiel életrique est appliqué. Un
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matériau piézoélectrique dont les propriétés mécaniques sont viscodastiques est ap-
peé matériau éetrique-viscodlastique. Ainsi, le comportement d’'un matériau vis-
coélastique linéaire isotrope et piézoéectrique sera modélisé par la loi de comporte-

ment électrique-viscoéastique isotrope donnée par

o= 2 st T8 20 e e )15 BEC ) (1.1.30)

D=E"(u)+mE(); (1.1.31)

ou 2 et ysont lescoeg cientsdeviscosité, , et ' sont lescoef cientsdeLamé, tr" (u) =
"ii (u), | est letenseur unitaire dans R®, m est la constante de permétivité éectrique,
E représente le tenseur piézoédlectrique d’ordre trois et E” son transposé. Aussi, D =
(Dj);i= 1;:dest lechamp dedéplacement électriqueet E (' ) est le champ électrique
dé. ni par (1.1.18).

La loi électrique-viscodastique isotrope (1.1.30)-(1.1.31) sera envisagée dans le
chapitre IV de cette thése.

Lois de comportement viscoplastique avec endommagement

Les lois de comportement viscoplastiques sont des lois constitutives qui peuvent
modéliser en méme temps les phénoménes décrits par les essais de charge-décharge
et les phénomenes dépendant du temps (relaxation et tuage). Ces lois sont appelées
en réalité lois élasto-viscoplastiques mais, pour simpli..er la terminologie, nous les

appellerons visooplastiques. Une loi de comportement viscoplastique s écrit
Ve E' +G(%")

ou d’une fagon équivalente
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= e 0% 6t (u): (11.32)

ou E est un tenseur d'ordre quatre et G est une fonction constitutive donnée.

S nous envisageons un endommagement mécanique du matériau durant le contact

alors nous obtenons la loi viscoplastique avec endommagement suivante :

e b 0% 6es (1):0); (1.1.33)

avec E un tenseur d’ordre quatre, G une fonction constitutive e ® la fonction d’en-

dommagement dont I’évolution est décrite par I'inclusion
®j k4 ®+ @, (®) 3 A" (U);®) dans- ;

ou K est I'ensemble des fonctions admissibles d’endommagement dé. ni par

© a
K= »2H"'(-)=0- »- 1p.p. dans- ;

k est une constante positive, @ « représente le sous-dinérentiel dela fonction indica-
trice de I'ensemble K et A est une fonction constitutive donnée qui décrit les sources
de I’endommagement dans le systeme.

Des modées mathématiques récents avec endommagement pour des matériaux
viscoplastiques peuvent étre trouveés dans [10, 11, 43).

Laloi de comportement viscoplastique (1.1.33) sera utilisée dans le chapitre |1 de

cette thése.
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1.1.3 Conditions aux limites de contact

Dans ce paragraphe, nous decrivons les conditions aux limites de contact considérées

dans cette thése.

Par condition de contact nous comprenonsunerelation impliquant les composantes
normales du champ de déplacement, des vitesses ou des contraintes. Pour le frotte-
ment, nous utilisonsla contrainte tangentielle. Les égalitéset lesinégalités qui suivent

sont considérées vraies partout sur j 3£ (0;T):
Condition de contact avec adhésion

Le contact avec adhésion entre les corps, lorsque une colle est ajoutée pour em-
pécher les surfaces d’'un mouvement relatif, a regu une grande importance dans la
littérature mathématique. L’analyse de dixérents modeles de contact avec adhésion
peut éretrouvée dans[8, 9, 10, 11, 12, 14, 21, 28, 55]. Ceci conduit a I'introduction
d’une variable interne de surface, le champ d’adhésion noté dans cette thése par
exprimant l'intensité de I’adhésion. Suivant [18, 19], le champ d’adhésion satisfait les
restrictions0- ~ - 1;quand = 1 en un point de la surface de contact, I'adhésion
est compléte et tous lesjoints adhésifs sont actifs; quand = 0 tous lesjoints adhésifs
sont inactifs et il n'y a pas d'adhésion; quand 0 < ~ < 1 I’adhésion est partielle et
seulement une fraction ~ des joints adhésifs est active. Pour plus de détails, nous

invitons le lecteur a consulter [37, 39, 47].

Le champ d’adhésion évolue sdon une équation dirérentielle du premier ordre

donnée par :
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=i T GRW), G % (1.1.34)

avecr. = maxfr;0g9: °. e 2, sont des coe¢ cients d’adhésion donnés et R est

I'opérateur de troncature dé. ni par

R(s)=_ s jsi<L: (1.1.35)

Ici, L > 0 est la longueur caractéristique du joint adhésif, au-dela de laquelle
il 'y a plus d’autres tractions. L’introduction de R est motivée par les arguments
mathématiques mais elle n’est pasrestreinte du point de vue physique, puisqueil n'y
a pas de restriction de la valeur du paramétre L dans ce qui suit.

L’équation (1.1.34) sera utilisée dans le deuxiéme chapitre et dansle premier para-
graphe du troisiéme chapitre de cette thése pour décrire I'évolution du champ d’'ad-
hésion.

Pour décrire cette évolution, nous pouvons également utiliser |'équation suivante
= % R % (1.1.36)
ou °. et 2, sont des coeg¢ cients d’adhésion.

S R est I'opérateur de troncature dé..ni par

8
%iL ss<ijlL;
R(s)=RL(s)=§ s silL-s-L; (1.1.37)

L sis>L;
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alors I'opérateur de troncature R est donné par
R(u)= (i R(w)),:

Donc,

R(s)=Ru(s)=_ jssiL-s 0 (1.1.38)

8
%L ss<jl;

0 ss>0:

Notons que, dans cette thése, nous utilisons R (s)?, ou
8

% L2 sis<jL;

R(s)= R(s) =_ ¢ s§jL-s 0
0 ss>0:

L’équation (1.1.36) sera utilisée dans le deuxiéme paragraphe du troisieme chapitre

de cette thése.

Un troisiéme modée des équations dixérentielles décrivant I’évolution du champ

de I'adhésion est le suivant :

¢

+

=i TR ()2 + °LkRé(ué)k2¢i 2, (1.1.39)

ou°‘.,”’ e 2, sont des parametres positifset R., R, sont lesopérateursdetroncature

dé. nis par 8
%L ss<jlL;
R°(S)=§issiiL-s-O;
0 ss>0
8
Ev s jvj- L;
R"’(V)zB

LY s jvj>L;
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avec L > 0 éant toujours une longueur caractéristique du joint adhésif, au-dela de
laquelle il n'y a plus d’autres tractions (voir, ex. [37]).

S nous nous plagons dans le cadre physique no. 2 conduisant au modéle mathé-
matique no. 2, il serait nécessaire de rappeder (1.1.21) et la dé. nition de I'opérateur

R. pour voir que I'égquation (1.1.39) sera réduite a I’équation suivante.

(1.1.40)

Signalons que le paramétre °, sera tout simplement noté ° et I'opérateur R, sera
dé. ni pour les scalaires et noté R:

L’équation dinérentielle (1.1.40) sera utilisée dans le quatriéme chapitre de cette
these.

Condition de compliance normale avec adhésion

Dans ce cas, la fondation est supposée déformable et la zone de contact n’est pas
connu a priori. La contrainte normale % satisfait la condition dite de compliance

normale avec adhésion

| Y= (W) %o 2(i R(Ww)),; (1.1.41)

ol p- est une fonction positive donnée, °. est un coe¢ cient d’adhésion donné et R
est 'opérateur de troncature dé. .ni par (1.1.35), voir par exemple [8, 9].

Comme exemple de fonction p nous pouvons citer

P (r)= o (re)™,

avec mo 2 10; 1], & une constante positive et r,. = maxf0;rg:
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La compliance normale avec adhésion sera éxploitée dans le chapitre |l et le pre-
mier paragraphe du chapitre |11 de cette thése.

Condition de contact de Signorini avec adhésion

Dans ce cas, la fondation est rigide et, en prenant en considération I’adhésion des
surfaces de contact, ceci sera modélisé par la condition dite de Signorini avec adhésion

suivante :

U 0 % - ° 2R(w)
. ,
Y% i % °R(Us) w =0; (1.1.42)

ce qui est équivalent a

W 0 %+° 2R(w)- 0
s+ 2. 2R () e = 0

ol U., % sont les composantes normales des champs de déplacement et des contraintes
respectivement, °. est un coe¢ cient d’adhésion et R est I'opérateur de troncature
dé. ni a partir del'opérateur R ci-dessus et donné dans (1.1.38).

L’introduction de I'opérateur de troncature R est motivée principalement par des
raisons mathématiques. Puisqueu. - Osur j 3£ (0;T), il vient que R (ue) = j R (o)
sur j 3£ (0;T). Rappelons que la dé. nition de ces opérateurs implique un paramétre
positif L qui est la longueur caractéristique de I’adhésion, et au-dela duquel I’adhésif
n'orre plus aucune traction. En choisissant L trés grand, nous pouvons assumer que

R(us) = uo et, par conségquent, nous récupérons la condition de contact

— i —, ¢
U+ 0 %+° 2U- 0 %+° U U =0
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Cette condition a été utilisée dans [37] dans I'éude des problémes de contact avec
adhésion pour les matériaux éastiques linéaires. Aussi, notons que lorsque le champ
d'adhésion sannule, alors (1.1.42) devient la condition de Signorini classique avec la

fonction de saut zéro, cCest a dire

- 0 % - 0, %u. = 0

Conditions de contact sans frottement

Plusieurs problémes en mécanique du contact prennent en considération le frot-
tement entre les surfaces de contact. Dans ce cas, le corps se met a glisser €t la
contrainte tangentielle tend a sopposer au mouvement. Des modéeles mathématiques
avec frottement peuvent étre trouvés dans [4, 12, 22, 32, 37, 38, 39, 40, 42] et plus
récemment dans [30, 51, 52, 53]. Dans le cas de contact sans frottement, les mouve-

ments tangentids sont libres, ce qui se traduit par

%, = 0; (1.1.43)

La condition de contact sans frottement (1.1.43) sera utilisée dans le chapitre ||
et le premier paragraphe du chapitre |11 de cette thése.

Dans le cas d’'un contact avec adhésion, les tractions tangentielles de frottement
sur les surfaces de contact sont négligeables par rapport aux tractionsd’adhésion. Par
conséquent, la contrainte tangentielle sur la surface de contact est générée uniquement
par la colle, et ele est supposée dépendre du champ d’adhésion et du déplacement

tangentie. Alors,

i %= p.()R(u,); (1.1.44)
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ou p, est une fonction positive donnée et I'opérateur de troncature R® est dé..ni par

3 Vv s jvj- L;
R*(v)= R} (v)= (1.1.45)
LY s jvj> L:

jvj

Notons qu’en considérant la condition de contact (1.1.44), nous assumons que
la traction tangentielle de frottement est négligeable. Pour cette raison, nous nous
référons a (1.1.44) comme condition de contact sans frottement et les processus gou-
vernés par (1.1.44) sont des processus de contact sans frottement. Lorsque la tration
tangentielle de frottement n’est pas négligeable, nous devons prendre en considéra-
tion, comme ca a été fait dans [37, 39], |a ou le processus de contact avec frottement
et adhésion a éé consideré.

La condition de contact sans frottement (1.1.44) sera utilisée dans le deuxieme
paragraphe du chapitre |1l de cette thése.

S nous nous plagons dans le cadre physique no. 2 conduisant au modée math-

ématique no. 2, il serait nécessaire de rappeler (1.1.21) pour voir que la condition

(1.1.44) sera réduite a la condition suivante.

i ¥ =p( )R(u); (1.1.46)

Signalons que le paramétre °, sera tout simplement noté ° et I'opérateur R™ sera

dé. ni pour les scalaires et noté R:

La condition de contact sans frottement (1.1.46) sera utilisée dans le chapitre IV

de cette thése.
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1.2 [Espaces fonctionnels

Nous introduisons dans ce chapitre des espaces de type Sobolev utilisés en mécanique
du contact, a savoir les espaces de fonctions a valeurs vectorielles. Nous présentons
de plus les principales propriétés, notamment les théoremes de trace. Précisons aussi
que toutes les notations ains que les espaces fonctionnels utilisés dans cette thése
sont introduits dans ce paragraphe. Pour plus de détails sur les espaces de Sobolev

et les espaces des distributions, on renvoit par exemple .

1.2.1 Cadre fonctionnel ” scalaire”

Dans ce paragraphe, nous décrivons e cadre fonctionnel danslequel noustravaillerons
dansle chapitre IV du mémoire, ou les fonctions inconnues sont des fonctions scalaires
dé. nies & chaque moment du temps sur - , un domaine borné de R?. Par conséquent,
partout dans ce paragraphe nous considérons - %2 R?:

Nous commencons par rappeler brievement quelques résultats sur |'espace de

Sobolev H' (- ) dé..ni par
© a
Hi(-)= u2L2(-)=@2L2(-):i= 12 :

D’abord, nous notons par r u le vecteur de composantes @u. Nous avonsr u 2
L2 (- )? pour tout u2 H'(- ). Nous savonsque H ' (- ) est un espace de Hilbert pour

le produit scalaire

(U;V)H1(- )= (U;V)L2(- y ¥ (@ @‘/)LZ(- )3
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et la norme associée
- e i\2 )
Uiy = (WUl

Nous avons les résultats suivants.

¢

C''. " et densedans H' (- ):

8 H'(- ) %L?(- ) avecinjection compacte (Théoréme de Rellich),
2 Il existe une application linéaire et continue® :H'(-)! L2(j)

tdleque°u = unj pour tout u2 C' ' ¢ (T héoréme de trace de Sobolev).

Remarque 1.2.1. L’espace L?(j) ci-dessus représente |'espace des fonctions

o

réelles sur | qui sont L? pour la mesure super.ciele dj . L’application ° sappelle
appliation de trace; elle est dé..nie comme le prolongement par densité de I’application
u! unj dé.niepour u2 C’ . ¢. Nous notons que I'application de trace ° :
H'(-)! L2(j) est un opérateur compact.

L application detrace® : H'(- ) ! L2(j) n'est passurjective. L'imagedeH" (- )
par cette application notée H 2 (j ) est un sous-espacedeL?(j ) qui est de Hilbert pour

la structure transportée par °: Nous avons
Hz(j)%L2(j) avecinjection continue,
°:H'(-)! H 2 (j ) est une application linéaire continue et surjective.

A.n de dé. nir des produits scalaires sur les espaces fonctionnels dans lesquelles
nous travaillerons dans le chapitre |V, nous avons besoin du théoréme suivant.
Théoréme |.2.2. Soit 4 une portion de la frontiére de - telle que mesj 1 > 0.

Alors il existe une constante C,, (dépendant de - et j 1) telle que

Nz Colf Vi 8v2H'(-); v=0 sur j;
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ou
rv=(vq+Vvy) pour V=V(XXp):
Maintenant, nous pouvons préciser le cadre fonctionne utilisé dans le quatriéme
chapitre de cette thése.
Nous introduisons les sous-espaces fermés de H' (- ) dé. nis par
© a © a

V= v2H"(-)=v=0surjs ; W= A2H'(-)=A=0surj, ; (1.21)

ici et dans ce qui suit, nous érivons! pour latrace°! d’unefonction! 2 H'(- ) sur

i - Notons H = L?(- ) et utilisons un produit scalaire modi..¢ donné par
((uv))y = (%u;v)é, 8u;v2H,; (1.2.2)
ou Yareprésente la densité de masse du cylindre véri. .ant
V2 L' (-); il existe V3> 0te que 4x), Y2 p.p. x2-: (1.2.3)
La norme k:k,, associée au produit scalaire (1.2.2) est donnée par
kvk, = (Wv)5  BV2H: (1.24)

Il vient de I'hypothese (1.2.3) que kik,, et j:j,, sont des normes équivalentes sur H.
En outre, 'inclusion de (V;]:j, ) dans (H; k) est continue et dense. Nous notons
par la suite par VI'espace dual de V: En identi..ant H avec son propre dual, nous
pouvons écrire

V %2H % \VE

Nous utilisons la notation (:;:), pour représenter la dualité entre Vet V: Nous
avons

(U V)gey = ((uv))y  8u2H; v2V; (1.2.5)



34

et nous notons par 4 la norme sur I'espace dual Vi
D’autre part, puisque mesj 1 > 0, mesj 5 > 0; il sSen suit du Théoreme 1.2.2 que
R
I'application (u;v) 7! ru:rvdx est un produit scalaire sur V qui induit la

norme jr uj -z €quivalente a la norme jujy+_,. Par conséquent, V et W sont des
espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires
VA VA
(uv), = rurvdx 8uv2V; (";A), = r'rAdx 8;A2W;, (1.26)
et soient jij, jij,y |€s normes associées

Ny = 0 Viec e 8v2Vs jAjy, = r Aj, 2 BA2 W: (1.2.7)

De plus, du Théoréme de trace de Sobolev nous déduisons qu'il existent des con-

stantes positives oy > 0; oy > O telles que
Mo, - Oviviy 8v2V, JAiLa, - owiAjy, BA2 W (1.2.8)
Finalement, pour le champ d’adhésion nous utilisons I’ensemble

Z=f"2L"(j5) =0- ~- 1pp. surjsg: (1.2.9)

1.2.2 Cadre fonctionnel " vectoriel”

Dans ce paragraphe, nous décrivons le cadre fonctionnel dans lequel nous allons tra-
vailler dans les chapitres |1, et |1l de la thése. Pour plus de détails, voir [7, 13].

Nous introduisons les espaces suivants.
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H=f%= (%) =% = % 2 L%-)g= L%- )¢9,
H1 =fus= (Ui)2 H ="(U)2 Hg,

Hy=f%2H =Div3%2Hg

LesspacesH;H;H, et Hq sont des espaces de Hilbert réels munis respectivement

des produits scalaires suivants:

Z
(u;v)y = u; v; dx 8u;v 2H;

Z
(% é)y = Y ajdx 8% ¢ 2H;

(U V), = (Usv)g + (" (u);" (V))y 8u;v 2Hy;

(%), = (Y4é)y + (Div%Dive)y, 8% ¢ 2Hy;

respectivement, ou " : Hy! H et Div: Hy! H sont les opérateurs de déforma-

tion et de divergence dé. nis par

1 )
(Ui + Uji); Div%a= (%):

"(u)= (")) M) = 9

Les normes sur les espaces H;H;H+ et Hy sont notées par jij,, ; Jijy 5 Jiiy, € Jiy,,

respectivement.
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Comme la frontiere j est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur © a la fron-
tiere est dé..ni p.p. Pour tout champ de vecteursv 2 H4 nous utilisons la notation v
pour désigner latrace°v dev sur .

Nous rappelons que I'application trace ° : Hy ! L?(j )¢ est linéaire continue,
mais n'est pas surjective. L'image de H1 par cette application est notée par H; , ce
sous-espace sinjécte continiment dans L2(j )¢. Désignons par HT le dual de H; et
;e y, leproduit dedualitéentreH" et H; : Pour tout % 2H;, il existeun éément

noté 7 2H' tel que
h%o;oViH'[lgHi = (%;“ (V))H+(DiV%;V)H 8v 2 Hy:

En outre, s % est assez régulier (par exmple C1), nous avons la formule de Green

suivante
Z
W2 Viggey = % vda  8v2Hy

Donc, pour % assez régulier nous avons la formule suivante,

Z
(%" (v))y + Div¥%v), = ¥wvda 8v2H;: (1.2.10)

Nous dé. nissons |'espace des déplacements admissibles V dé. .ni comme étant un

sous-espace fermé de I'espace H 4

V =fv 2 H4jv=0surjg: (1.2.11)

Puisque mes j 1 > 0, I'inégalité de Korn s'applique sur V : il existe une constante

Ck > 0, dépendant uniquement de- et j 4 telle que
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i"(Vin . Ckiviy, 8v2Vv: (1.2.12)

Une démonstration de cette inégalité peut étre trouvée dans [41], p. 79.

Sur V, nous considérons le produit scalaire donné par

(uiv)=("(u);"(V))y  8uv2V, (1.213)

et soit j:j,, la norme associée, C'est a dire

iy =" (V)jiy  8v2V: (1.2.14)

Par I'inegalite de Korn, il vient quejvj, €t jvj,, sont des normes équivalentes sur
V et donc (V; i, ) est un espace de Hilbert.
En outre, d’aprés le Théoréme de trace de Sobolev, il existe une constante C;

dépendant uniquement de- , j 4 €t j 3 telle que

Niizge - Colviy — 8v2V: (1.2.15)

Pour les problémes de contact avec la condition de Signorini, nous avons besoin

de I’ensemble convexe des déplacements admissibles dé. ni par
U=fv2V=v - Osurjsg:
Finalement, pour le champ d’adhésion nous considérons I'ensemble

Q a
Z= 2L2(j3) =0- " - 1pp. surjs : (1.2.16)
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1.2.3 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Ce paragraphe est destiné a rappeler les principaux résultats sur les fonctions dé. .nies
sur un intervalle de temps et a valeurs dans un espace de Banach rédl.

Soit 0 < T < 1 ¢ soit (X;]jijy) un espace de Banah réel. Nous notons par
C¢(0; T; X)) I'ensemble desfonctions continues a support compact dans(0; T) avaleurs
dans X:

Dé..nition 1.2.3. unefonctionf :[0; T]! X est ditemesurable s'il existe un sous
ensemble E 72 [0; T] de mesure nulle et une suite (f,,),,, de fonctions appartenant a
Cc(0;T; X) tellequejfy (t)j f (t)jx ! Oquandn! 1, pourtoutt2[0;T]nE:

Dé..nition 1.2.5. unefonction f : [0;T]! X est dite intégrable Siil existe une

suite (fn),,, de fonctions appartenant a C (0; T; X ) telle que

zZr
im  Jfa ()i (i dt=0
n!

0

Théoréme 1.2.6. (Bochner) Une fonction f : [0;T]! X mesurable est inté-

grable si et seulement si x 7! jf (x)jx :[0;T]! R, estintégrable. Dans ce cas,

]
fd= - jfj, dt

X 0

o 1Ty

Soit 1- p- +1 . L'espacede Lebesgue LP(0; T; X)) est I’ensemble des classes de
fontionsf : (0;T) ! X mesurables, telles que I'application t 7! jf (t)j, appartient

aLP(0;T): Noussavonsque LP(0; T; X ) est un espace vectoriel normé avec la norme

OZT 1;

jijp(O;T;X) =@ jf (t)Jgj( dtA s1- p<+1;
0

jifics @rx) = inffc>0 = jf(t)ix - ¢ pp.t2(0T)g sip=1:
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Par ailleurs, nous avons les resultats suivants.

Proposition.l.2.7. LP(0;T;X),1- p- +1 est un espace de Banach.

Soient k 2 IN et 1- p- +1 . Nous rappelons que WP (0;T;X) est I'espace
des distributions vectorielles u 2 D(0;T;X) telles que Dju 2 LP(0;T;X) pour
j = 0;::5k, D; désigne la dérivée d’ordrej au sens des distributions.

S1- p<+1,WKP(0;T;X) est un espace de Banach réd pour la norme dé. nie

bar 0 1,
e Z1 ;
JUjwkeorx) = @ jD;ju (1)i® dxA 8u 2 WkP(0;T: X):

i=0 0
En particulier, W2 (0; T; X ) est un espace de Hilbert rédl pour le produit scalaire

dé. ni par

X £t

hu; Vi orix) = Mju(t);Djv ()i, dx  8u;v2 WK2(0;T;X):
j=0 0

D’autre part, W' (0; T;X) est un espace de Banach pour la norme dé. nie par

X
JUjwer grx) = supess jDju(t)iy  8u2 W' (0;T;X):
j=o [0T]

Pour le cas particulier k = 0, nous remarquons que
WKO(0; T;X) = LP(0;T; X):

Nous dé..nissons également, pour tout k 2 I N, I'espace C¥ (0; T; X ) des fonctions

u:[0;T] ! X telles que pour tout | = 0;::5; K, les dérivées ‘fjtj“ existent et sont

continues sur [0; T]:
En particulier, nous notons C°(0; T; X ) par C(0; T; X):

L’espace C* (0; T; X ) est un espace de Banach pour la norme dé. nie par

i X du = (0 TX )
JUJCK(O;T;X) - ?3?)]( dt] (t)X, 8U2 C (O,T,X)
j=0
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En particulier, les normes sur les espaces C (0; T;X) et C'(0; T;X) sont données
par

JUcorx) ”B?)]( ju(t)jy 8u2C(0,T;X);

Wjcriorx) = Uicorx) ¥ Ugorx): 8U2 C'(0;T:X):

1.3 Elémentsd’analyse non linéaire dansles espaces

de Hilbert

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques ééments d’analyse non linéaire dans les
espaces de Hilbert et quelques résultats concernant les inéguations variationnelles el-
liptiques ainsi que les équations et inéquations variationnelles d’évolution intervenant
dans I’étude des problémes considérés dans cette thése. Nous terminerons ce para-

graphe par énoncer les lemmes de type Gronwall utilisés.

1.3.1 Inéquations variationnelles elliptiques

Ce paragraphe est consacré a donner quelques propriétés et résultats fondamentaux
concernant les opérateurs monotone, fortement monotone et de Lipschitz, ainsi que
des théorémes d'existence et d’unicité pour lesinéguations variationnelles eliptiques.
Pour plus de détails sur cette partie, nous renvoyons aux ouvrages [6, 32, 33, 48].
Un résultat récent d'existence et d’unicité pour les inéquations variationnelles a été
considéré, pour plus de détails voir [32].

Considérons un espace de Hilbert V muni du produit scalaire(:;:),, et delanorme
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associeej;j, et A:V ! V un opérateur non linéaire.
L’opérateur A est dit:
(a) monotone s

(Auj Av;uj v),, 0 8u; v2V,

(b) fortement monotone sil existe m > 0 te que
(Auj Av;uj v),, mjuj vj\z, 8u; v2V,
(c) de Lipschitz sil existe M > 0 tel que
JAuj Avj, - Mjuj vj, 8u;v2V.

Proposition 1.3.1. Soit A : V! V un opérateur fortement monotone et de
Lipschitz Alors A est inversible et son inverse Ai' : V IV est également un
opérateur fortement monotone et de Lipschitz

Nous utiliserons ce résultat dans les chapitres |1 et |11 de ce mémoire,

Nous allons a présent rappeler un résultat d'existence et d'unicité de la solution
des inéquations variationnelles. Soit A : V! V, K %V e f 2 V. Pluseurs
problémes aux limites des équations aux dérivées partielles en mécanique des milieux
continus conduisent a des problémes mathématiques ayant la forme suivante.

Probléme |. Trouver u tel que
uz2K; (Au;vi u)y , (f;vi u)y 8v2K:

Ce probleme est appeléinéguation variationnelle dliptique de premiére espéce sur
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En ce qui concerne le Probléme | nous avons le résultat d’existence e d’'unicité
suivant.

Théoréme 1.3.2. Soit A : V ! V un opérateur fortement monotone et de
Lipschitzet K un convexe fermé non-vide de V. Alors, I'inéquation variationnelle de

premiére espéce admet une solution unique.

1.3.2 Equations et inéquations variationnelles d’évolution

Nous allons rappeler dans ce paragraphe un résultat sur les inéquations d’évolution
et deux résultats sur les équations variationnelles d’évolution.

Soient V et H deux espaces de Hilbert réds tels que V est dense dans H et
I'application d’injection est continue. L’'espace H est identi..€ avec son propre dual

et avec un sous-espace du dual Vide V. Nous écrivons
V %H %W

Notons par iy, jiy € jiys les normes sur les espaces V, H et VT repectivement, et

utilisons h;; @i\, pour le produit de dualité entre Vet V. Notons quesi f 2 H alors
Hvigey, = (fiv)y, 8v2V:

Dans le deuxiéme et le troisiéme chapitre de la thése, nous aurons besoin du
résultat suivant concernant I'existence et I'unicité de la solution d’une inégquation
variationnelle parabolique . gurant dans I’étude des problémes de contact avec en-
dommagement.

Théoréme 1.3.3. Soit V % H % et soit K un ensemble non-vide, fermé et

oonvexede V. Assumonsque a(:;:) : VE V! R est uneforme bilinéaire symétrique
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telle que pour une constante ®> 0 et ¢,
a(v;v) + cojvjﬁ| , ®jvj\2, 8v2V:

Alors, pour tout uy 2 K et f 2 L2(0;T;H), il existe une fonction unique u 2
H'(O;T;H)\ L?(0;T;V) telle que u(0) = ug, u(t) 2 K pour tout t 2 [0;T], et
presgue pour tout t 2 (0; T),

- ®
U(t);vi ult) g +aut);vi ut)), (1);vi ult)), 8v2K:

Dans le quatriéme chapitre de cette thése, nous allons étudier un probléme de
contact dans un processus dynamique. Pour cela, nous aurons besoin du résultat
suivant concernant I’existence et I'unicité de la solution d’une équation variationnelle
d'évolution.

Théoréme 1.3.4. Soit V %2H %W Assumons que A : V! VWest un opérateur

hemicontinu et monotone satisfaisant
MU Viggy . ! jViZ+ A 8v2V;

JAVig- C(vjy +1) 8v2YV,

pour certaines constantes ! > 0, C > 0 et A 2 R. Alors, éant donnés up 2 H et

f2 LZIO;T;\/“¢, il existe une fonction unique u qui satisfait
U2 L2(0:T:V)\ C(Q:T:H): 02 L2‘o;T;v'f¢;
U(t)+Au(t)=f(t) pp t2(0;T);

u(0) = up:
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Aussi, danstous les chapitres de cette thése, pour résoudre le probléme de Cauchy
concernant le champ d’adhésion, nous utiliserons la version suivante du Théoréme de
Cauchy-Lipschitz.
Theoreme 1.3.5. Soit (X;]:jy Jun espace de Banach red et soit F (t;:) : X' | X

un opérateur dé..ni p.p. sur (0;T), qui satisfait les propriétés suivantes:
il existe L > Otel que
JE(tx)i Fty)iyx - Lejxi yix 8xy2X; pp.t2(0T);

ilexiste 1- p- 1 telqueF (;x)2LP(0;T;X):

Alors, pour tout Xo 2 X, il existe une fonction unique x 2 W' (0; T; X) telle que
X ()= F(t;x(t)) pp. t2(0;T);

x(0) = Xo:

Pour des détails sur ce théoréme, nous pouvons envoyer le lecteur par exemple ,

p. 60.

1.3.3 Lemmes de type Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes classiques de type Gronwall qui interviennent dans
de nombreux problemes de majoration; en particulier, pour éablir 'unicité de la
solution. Pour avoir plus de détails sur les rappels ..gurant dans ce paragraphe, nous
proposons par exemple [27] et [48].

Lemme |.3.6. Soient m; n2 C(0;T;R) tellesque m(t), Oet n(t), O pour

tout t 2 [0;T] et soit a, Oet A2 C(0;T;R):
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(1) S
Zt Zt
At)- a+ m(s)dst n(s)A(s)ds 8t2[0;T];
0 0
alors
0 z, 1 OZt 1
Ait): @+ m(s) dsAexp@ n(s) dsA  8t2[0;T]:
0 0
(2) S
7t
At): m(t)+a A(s)ds 8t2[0;TI;
0
alors

Pour le cas particulier m = 0, ce lemme devient
Corollaire 1.3.7. Soit n2 C(0;T;R) telle que n(t) , 0 pour tout t 2 [0; T] et

soit a, 0: Si A2 C(0;T;R) est une fonction telle que

Z
At) a+ tn(s) A(s)ds 8t2][0;T];

alors
0 z, 1
At): aexp@ n(s) dsA  8t2[0;T]:
0

Lemme [.3.8. Soient m;n2 C(0;T;R) tellesque m(t) , Oet n(t), O pour

tout t 2 [0; T] et a, O: Soit également A:[0;T]! R une fonction telle que

Zt Zt
;Az (t) - ;a2+ m(s)A(s) ds+ n(s)A’(s)ds 8t2[0;T];
0 0
alors 0 1

Zt R

, n(s) ds

A - @+ m(s) dsh e “Bt2[0T]:
0]
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Chapitre 2

Probleme viscoélastique avec
compliance normale, adhésion et

endommagement

Dans ce chapitre, nous considérons un probléme quasistatique de contact avec en-
dommagement pour un matériau viscoéastique non-linéaire. Le contact est modélisé
par une compliance normale. L’adhésion de la surface de contact est considérée et
elle est modélisée par une variable de surface, le champ d’adhésion, dont I’évolu-
tion est décrite par une équation dixérentielle du premier ordre. Nous écrivons le
probléme mécanique et nous précisons les hypothéses adéquates sur les données a..n
d'obtenir la formulation variationnelle. Ensuite, nous énongons et démontrons notre
résultat d'existence et d’unicité. La démonstration sappuie sur des propriétés des

opérateurs monotones, un résultat classique d’existence et d’unicité sur les inégqua-
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tions paraboliques, une version du Théoréme de Cauchy-Lipschitz et des arguments

de point . xe. Le contenu de ce chapitre a fait I'objet de la publication [45].

2.1 Formulation du probleme

Nous nous plagons dans le cadre physique no. 1 et nous considérons que le corps
est viscoélastique, plus exactement nous utilisons une loi de comportement de type
Kelvin-Voigt. Le contact est supposé avec adhésion et endommagement et il est
modélisé par une compliance normale.
Ce modéle mathématique nous conduit au probléme mécanique suivant.
Probléme P: Trouver un champ de déplacement u :- £ [0;T]! RY, un champ
de contraintes %:- £ [0; T]! Sy, un champ d’endommagement ®: - £ [0;T]! R

et un champ d'adhésion  : 3£ [0;T]! [0;1] tels que

= A" 0%+ G0 (0):®) dans- £ (0.T) (11.1.1)

®i k4 O+ @y (®)3A(" (u);®) dans- £ (GT); (1.12)
Div %+ fo= 0 dans- £ (0;T); (11.13)

U=0 sur i€ (OT); (11.1.4)

¥ =1, surjo£ (0;T); (11.1.5)
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i %= (W) o 2(i R(w)), surjsf (OT); (11.1.6)
Y, =0 sur 3£ (0;T); (11.1.7)
g= 0 surj £(0;T); (11.1.8)

= ho ¢ o, |
=1 %o (iR(w)). i % osurjs£(0T) (11.1.9)
u(0) = up; ®0)= ® dans-; (11.1.10)
(0= surj3 (11.1.11)

La relation (11.1.1) représente la loi de comportement nonlinéaire viscoéastique
avec endommagement; I'évolution du champ d’endommagement est gouvernée par
I'inclusion donnée par la relation (11.1.2), ou A est la source mécanique d’endom-
magement, @ ¢ est le sous dinérentiel de la fonction indicatrice de I'ensemble des
fonctions admissibles d’endommagement K: (11.1.3) représente |'équation d’équilibre,
(11.1.4) et (11.1.5) sont les conditions aux limites de déplacement-traction, respective-
ment. (l1.1.6) représente la condition de compliance normale avec adhésion. Dans
cette condition, I'interpénétration entre le corps et la fondation se produit, ce qui

veut dire que u. peut étre positif sur j 3. La condition (11.1.7) représente la condition
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de contact sans frottement e montre que la contrainte tangentielle Sannule sur la
surface de contact durant le processus. (11.1.8) représente une condition aux limites
homogéene de Newman ou (g représente la dérivée normale de ®. Ensuite, I'équation
(11.1.9) représente I'équation dinérentielle ordinaire qui décrit I'évolution du champ
d'adhésion et dle est dg§a utilisée dans [8], voir aussi [47] pour plus de détails. Ici,
°. e 2, sont des coeg cients d’adhésion donnés qui peuvent dépendrede x 2 j; €
R est I'opérateur de troncature donné par (1.1.35). Dans (11.1.10), u, est le déplace-
ment initial et ®, est I’'endommagement initial. Finalement, (11.1.11) est la condition

initiale ol est le champ d’adhésion initial.

Pour obtenir laformulation variationnele du probléme mécanique (11.1.1)-(11.1.11),
nous avons besoin d’hypothéses supplémentaires sur les données. Nous supposons que

I'opérateur de viscosité A : - £ Sy ! Sy satisfait

8
(a) Il existe une constante L, > 0 telle que
§ JAGG) T A(Cm)i - La i »m) 8w, 2,2 S, pp. X2 -
(b) Il existe une constante my > 0 telle que
(A ()T A(Gn)) 01 %), Ma i %> 8, 9,2 Sg, pp. X2 -
(c) L’application x 7! A (x;») est Lebesgue mesurable sur - pour tout » 2 Sy:

(d) L’application x 7! A (x;0) 2 H:
(11.1.12)

L’'opérateur d'dagticite G: - £ S4£ R! Sy satisfait
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8
a) Il existe une constante Lg > 0 telle que
% G »;®) i GX;»;®)j - Lo (i »i+[® i ®))
8», ;2 Sy, ®, ®, 2R, p.p. x2-
% ) Pour tout » 2 Sy et ®2 R, x 7! G(x;» ®) est Lebesgue mesurable sur - :

c) L’application x y! G(x;0;0) 2 H
(11.1.13)

La fonction source d’endommagement A: - £ S4£ R! Sy satisfait

8
a) Il existe une constante L > 0 telle que
Ao ®) 1 AXrs®)j - L2 (7 »mi+ i® i ®))
8», %2 Sy, ®,®%2R,pp. x2-:
% b) Pour tout »2 Sy et ®2 R, x 7! A(x;»®) est Lebesgue mesurable sur - :
c) L’application x 7! A(x;0;0)2 H
(11.1.14)
La fonction de compliance normalep : j3£ RY! R, satisfait
8
§ (a) Il existe Lo > O telle que
P (;rq) i o (x;r2)i - Lejryj rg 8ryrz2RY pp.x2 s
(11.1.15)
% (b) L’application x ¥ p- (x;r) est mesurable, sur j 5; 8r 2 RY:
= (c) L’application x ¥ p- (x;r)=0 pourtoutr- Op.p. x2js:
Les coeg¢ cients d’adhésion satisfont
2L (j3); %, 0,%2L" (j3); %, O (11.1.16)
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Nous supposons aussi que les forces surfaciques et volumiques ont la régularité

3

fo2 C(0;T;H); f,2C OT;L%(j )" : (11.1.17)

Finalement, on assume que les données initiales satisfont les conditions suivantes

Uo 2 V; (11.1.18)
®&2K; (11.1.19)
~,2Z: (11.1.20)

On dé. nit la forme bilingairea:H'(- )£ H'(-)! R par

a(')=k ry».r' dx (11.1.21)

Par la suite, on note par f : [0; T]! V lafonction dé. nie par

Z Z
(F(t);v)y = fo()vdx+ fo(t)vda 82V, pp t2(0T): (11122

i2

La fonction d’adhésion j.a: L' (j3)£ VE V! R est dé niepar

Z
jad(;UV)= % 2(j R(Ww)), v da: (11.1.23)

i3

En plus de la fonction (I1.1.23), nous avons besoin de la fonction de compliance

normalej,.: V£ V! R donnée par
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Z
jnc(U;v) = P (Uo) Ve da: (11.1.24)

i3

En observant (11.1.16)-(11.1.17), nous constatons que les intégrales données dans

(11.1.23) et (11.1.24) sont bien dé. nies e notons que les conditions (11.1.17) donnent

f2C(0T;V): (11.1.25)

En utilisant des arguments standards basés sur la formule de Green (1.2.10), nous
pouvons considérer la formulation variationnelle du probléme sans frottement et avec
compliance normale (I1.1.1)-(11.1.11).

Probléme PV: Trouver un champ de déplacement u : - £ [0;T]! V, un champ
des contraintes %: - £ [0;T]! H, un champ d'endommagement ®: [0;T]! H'(-)

et un champ d'adhésion  :[0;T]! L' (j3) tels que

%(t)= A" G (t)¢+ G("(u(t);®t);  pp:t2(CT); (11.1.26)

®(t)2 K pour tout t 2 [0;T1, (®(t);» ®(t)).z(., + a(®(t);»i ®(t))

, (AC U))@)) B, 82 K; (11.1.27)

(Z(t);" (V) +iaa(C (1);u);v)+jnc(u(t);v)

= (f(t);v)y 8v 2V, 8t2[0;T]; (11.1.28)



=1 % T GRW). G % ppt2@T); (1129

u(0)=up®0)=®&),; (0)= (11.1.30)

Notons que le probléme variationned PV est formulé en fonction du champ de
déplacement, du champ des contraintes, du champ d’endommagement et du champ
d’adhésion. L’éxistence de I'unique solution du probléme PV est citée et prouvée
dans le paragraphe suivant. Pour cela, nous considérons la remarque suivante qui va
étre utilisée en dirérents emplacements de la démonstration.

Remarque I1.1.1. De (11.1.29) nous obtenons que  (x;t) - o (x) , et puisque
“o(x)2 Z alors "~ (x;t) - 1pourtout t, O, p.p. sur j3: S (x;to) = O pour tout
t = to nous pouvons déduire de (11.1.29) que = (x;t) = O pour tout t , to, et par
oonséquent,  (x;t) = 0 quelque soit t , to. Nous concluons que 0 -~ (x;t) - 1
8t2[0;T]; p.p. X2 j3:

Dans ce qui suit, nous considérons que C est une constante positive dépendant
de-;j1;i3 °o;L et qui peut changer d’'un endroit a I'autre. Premiérement, nous
remarquons que j.q € jnc sont linéaires par rapport au dernier argument et par

conséquent

Jaa (Ui V)= i daa(5UV)5 dnc(Usi V) =i nc(u;v): (11.1.31)

Ensuite, en utilisant (11.1.23) ains que les propriétés de I'opérateur R donné par

(1.1.35), on trouve
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jaa (15U V) 0 Jaa( 23Uz V)

= * 3G R(u)), i (i R(u)), v da

+ % (31 "H(i R(up)), v da

et de (1.2.15) on obtient

J ad (_1;U1;V) i Jad (_Z;UZ;V)

i Taiagy Viv (11.1.32)

Maintenant, nous utilisons (I1.1.24) pour remarquer que

Z
Jinc(Ui;V) i Jnc(uzVv)j - jpo(Uge)j pe (Ue)j jvj da;
i3

et alors (11.1.15) (a) et (1.2.15) donnent

Jinc(UiV) i Jnc(uzv)i- Cjuq Uzy jviy: (11.1.33)
Lesinégalités (11.1.32)-(11.1.33) combinées avec les égalités (11.1.31) vont étre util-

isées souvent dans la démonstration de I'existence et I'unicité de la solution du prob-

leme variationnd PV.
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2.2 Reésultat d’existence et d’unicité

Théoremell.1.2. Assumonsque (I1.1.12)-(11.1.20) sont véri. ées. Alors, le probléme

PV a une solution unique fu;%; ;®g qui satisfait

u2 C'(0:T;V);
%2 C(0;T;Hy);

“2WE(O;T;LT (i9)s

¢ ¢

®2 W“ZiO;T;LZ(-) \ LZiO;T;H1(-) : (11.1.34)

Un quadriplet (u;% ;®) qui satisfait (11.1.26)-(11.1.30) est appelé une solution
faible du probleme de contact avec compliance normale P. Nous concluons que,
sous les hypotheses citées, le probleme (11.1.1)-(11.1.11) a une solution faible unique
satisfaisant (11.1.34). Nousnousintéressonsa présent aladémonstration du Theéoreme
[1.1.2 qui est établieen plusieurs étapes. Pour cela, nous assumonsdans ce qui suit que
(11.1.12)-(11.1.20) sont satisfaites. Dans tout ce qu'on va élaborer dans la suite, nous
notons par C une constante positive qui peut dépendrede- ;j 1;j 3;A; ;L et T mais
qui nedépend pasdet et non plusdesautresdonnées, et dont la valeur peut changer de
place en place. De plus, pour raison de simplicité, nous supprimons, dans ce qui suit,
I'explicite dépendance des dimérentes fonctionsdex 2 - [ j. La démonstration du

Théoréme |1.1.2 se fera en plusieurs éapes. Dans la premiépre étape, nous résolvons

I'équation dirérentielle (11.1.29) concernant le champ d’adhésion, ou u est donné,
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et nous éudions la dépendance continue de la solution du probleme d’adhésion par
rapport a u:

Lemme 11.1.3. Pour tout u 2C(0; T;V), il existe une solution unique
TL2WHEH(GTLT (i)

satisfaisant

Deplus, ,(t)2 Z pour t 2 [0;T], p.p. sur j s, €t il existe une constante C > 0,
telle que, pour tout uy; u2C(0;T;V);

- - Z,
= — 02

w0 T, M) L, 0 C Jui(s)i uz(s)iy ds8t2[0T]:

i3)

0

Démonstration. Considérons I'application F : [0;T]£ L' (j3) ! L' (j3)

dé. .nie par

8t2[0;Tlet 2 L" (j3): Il vient des propriétés de I'opérateur de troncature R
donné par (1.1.35) que F est uniformément continue par rapport au temps, €le est
de Lipschitz par rapport au second argument. De plus, pour tout 2 L' (j 3), I'ap-
plicationt 7! F (t; ) appartient aL" (0;T;L" (j3)). Alors, I'existence et I'unicité

de la solution ~, découle du théoréme classique de Cauchy-Lipschitz donné dans le
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Théorémel.3.5. Notons aussi que les arguments utilisés dansla RemarqueI1.1.1 mon-
trent que0- ~,(t) - 1 pour tout t 2 [0;T], p.p. sur j 3. Par conséquent, de (1.2.16),
on trouve que | (t) 2 Z quelque soit t 2 [0; T], ce qui achéve la démonstration du

Lemme. Maintenant, soient uq; u,2C (0;T;V) et soit t 2 [0; T]: Nous avons, pour

i=12
~ ___Ztho— £ a2.2|
w®=To T T R M), i % ds
0
et alors
S0 01 Tl )_Lz(is)
Z‘_:_ £ o, _ £ "zE
- C i1 () (I R(uie (s)), "1 u,(s) (i R(ux(s))). ) ds:
0

En utilisant la dé. nition de I'opérateur de troncature R donnée dans (1.1.35) et

U1 V] | Uz

en considérant ,, = + , on trouve

— — lJ — —
I I ARt I)

U1 ( ) | uz( L2(i 3) 0 u1 (S) | uz (S) |_2(i 3) 0

En appliquant I'inégalité de Gronwall (Lemme 1.3.6 (2)), il vient que

- - Z
iy R t

w01 Ty C Jur(S) i ua(S)ity 0 o
0

et en utilisant (1.2.15) nous obtenons la seconde partie du Lemme 11.1.3. =

~—

Maintenant, nous considérons le probléme viscoélastique suivant et nous prou-
vons un résultat d’existence et d’unicité pour (11.1.26), (11.1.27) et (11.1.28) avec les
conditions initiales correspondantes.

Probléme QV. Trouver un champ de déplacement u : [0;T]! V, un champ
d'endommagement ®: [0;T]! H'(-) et un champ de contraintes %: [0;T]! H

satisfaisant (11.2.28), (11.2.29) et

1

ds+ Rtju1(s)i U2 (S)j2(; 50 dS



99

(7a(t):" (VD * Jaa (o (05U (t)5v) + jac(u(t);v)

= (f(t);v)y 8v 2V; 8t2[0;T]; (11.1.35)

u(0) = ug;®(0) = ®: (11.1.36)

Soit © 2C(0; T;H) et considérons le probléme variationned suivant.
Probléme QV-: Trouver un champ de déplacement u. : [0;T]! V et un champ

de contraintes % : [0; T]! H tels que

% )= A" )+ (1) (11.1.37)

= (f(t);v)y 8v2V,8t2[0,T]; (11.1.38)

u- (0) = ug: (11.1.39)

Pour résoudre le probléme QV-; nous considérons y 2 C (0; T; V) et nous constru-
isons le probléme intermédiaire suivant.
Probléme QV-;: Trouver un champ de déplacement u. :[0; T]! V et un champ

de contraintes %, 1 [0; T]! H tels que
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% ()= A" i, ) + (1) (11.1.40)

= (f(t);v)y 8v2V;8t2[0,T]; (11.1.41)

u-,(0) = up: (11.1.42)

Lemme [1.1.4. |l existe une solution unique (u-,; % ,) du probleme QV-, satis-
faisant u-, 2 C'(0;T;V), %,2 C(0; T;H4):

Démonstration. Nous dé. nissons |'opérateur A:V ! V par

(Au;v)y = (A" (u);" (v))y 8u;v 2V: (11.1.43)

En utilisant (11.1.12), il vient que A est un opérateur fortement monotone et
de Lipschitz, alors A est inversibleet Ai' : V !V est également un opérateur
fortement monotone et de Lipschitz. Par conséquent, il existe une fonction unique

V-, qui satisfait

v, 2C(0;T;V); (11.1.44)

Av,=h,(t); (11.1.45)

ouh, 2 C(0;T;V) est tel que



61

(h-u(t);v)y = (FQ@)v)v i O ()" (V)i ((t);v), 8v2V; 8t2[0T]:
(11.1.46)

Soit u-, : [0;T]! V lafonction dé..nie par

uy(t)=  ve(s) ds+ ug8t2[0;T]: (11.1.47)
0
Il vient de (11.1.47), (11.1.44) et (11.1.45) que u-, 2 C'(0; T;V). Considérons %,

dé..ni dans (11.1.40), puisque, * 2C(0;T;H); u-, 2 C'(0;T;V) et de la rdation
(11.1.12) nous concluons que % ,2C (0; T;H). Comme Div%, = i f02C(0; T;H),
nous obtenons que %+ ,2C (0; T; H4). Ceci achévela partie existencedu Lemmell.1.4.
L’unicité de la solution découle de I'unicité de la solution de I'équation dépendant
du temps (11.1.45). Finalement, (u-; %) est I'unique solution du probleme QV-,
obtenue dans le Lemme |1.1.4, ce qui conclue la démonstration. ®

Notons par & p (t) I'éément de V dé..ni par

3

(BU();V)y = Jag o, (O)5uu(t);v +jnc(u-u(t);v)8v 2V; 8t 2 [0;T]:
(11.1.48)
Nous avons le résultat suivant.
Lemme I1.1.5. Pour tout y2 C(0;T;V); lafonction ® p:[0;T]! V appar-
tient a C(0;T;V). Deplus, il existe un unique dément u* 2 C(0;T;V) te que =
b=

Démonstration. Soit y 2 C(0;T;V) et soient t4; t, 2 [0;T]. En utilisant
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(11.1.32), (11.1.33) et (11.1.48) on obtient

EE(t) | ER(ty - C(Ty, () T, ()7 Ut U (tiy):

L%(i3)

(11.1.49)

par leLemmell.1.4,u-, 2 C'(0; T;V), alorsnous déduisonsde'inégalité (11.1.49)

quea 2 C(0;T;V). Soient maintenant uq; 2 2 C(0; T;V) et utilisonslesnotations

Uy = Ui U= Ve = v, wy T u POUri = 1; 2. Exploitons encore une fois

les relations (11.1.32), (11.1.33) et (11.2.48) pour trouver

3 — —

) 1 B C Ty (01 Ty (0) Loyt iU w2 (O ¢ (11.150)

Donc, du Lemme 11.1.3, on obtient

0 1
Zt
jEpr ) B0 0 CQui(t)i w5+ jur(s)i ua(s)iy dsA
0
Zt
- C jvi(s)j va(s)ii ds t2[0;T]: (11.1.51)
0

de plus, de (11.1.40)-(11.1.41) il vient que

(A" (v4) i A" (v2);" (Vi) i "(v2))y + (B1i Msvei V2)y = Osur (0;T): (11.1.52)

d’ou

jvi(s)i va(s)iy - C jur(s)i M2(s)jy 8s2[0;T]: (11.1.53)

Maintenant des inégalités (11.2.51) et (11.2.53) on trouve
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Zt
jrur(t) i =P (i2 - C jui(s)i Ma(s)is ds8t2[0;T]:
0

La réitération de cette inégalité n fois donne

(CT)"

n! ”J1 i ”2j(23(0;'|';\/);

. ) .2
B | nnlJZJC(o;T;v) '

ce qui implique que pour n su¢ samment grand, " est une contraction dans
I'espace de Hilbert C (0;T;V). Alors, il existe un unique p* 2 C(0;T;V) te que
gy = p* et P* est auss I'unique point . xedex: m

Lemme 11.1.6. Il existe une solution unique du probléme QV- satisfaisant
u-2C'(0;T;V); % 2C(0;T;Hy):

Démonstration. Soit u* 2 C(0;T;V) le point . xe de =, le Lemme 11.1.4 im-
pliqueque (u- ;% =) 2 C'(0;T; V)£ C (0; T; H4) est I'unique solution de QV- , pour
u= p°. Commenp” = p* et des relations (11.2.48), (11.2.40), (11.2.41) et (11.2.42),
nous obtenons que (u-; %) = (u-#; % ) est I'unique solution de QV-. L'unicité de
la solution est une conséquence de I'unicité du point . xe del’opérateur @ donné dans
(11.2.48). m

Soit ! 2 C(0;T;L?(-)). On suppose que les hypothéses du Théoréme I1.1.2 sont
satisfaites et on considére le probléme intermédiaire suivant pour le champ d’endom-
magement.

Probléme PV, . Trouver un champ d’endommagement ® :[0;T]! H'(-) te

que® (t) 2 K, pour tout t 2 [0; T] et



@ (1);») @ ()2, *+a(@ (t);»i @ (1))

, (L0 ® ()., 82K; p.p. t2(0T); (11.1.54)

®(0) = @y: (11.1.55)

Lemme |1.1.7. Le probléme PV, a une solution unique ® telle que

¢ ¢

@ 2w2oT:12)" 2o T:H () (11.1.56)

Démonstration. Nous utilisons (11.1.19), (11.1.21) et un résultat classique d’ex-
istence et d’unicité sur lesinéquations paraboliques donné dans le théorémel.3.3 (voir
par exemple [2 p. 124]). m

Comme conséquence des problémes QV- et PV, on peut dé. nir 'opérateur L :

C(O:T;HE L%(-))! C(0;T;HE L2(-)) par

L("51) = (G(" (u);® );A(" (u);®)); (11.1.57)

pour tout (";!)2 C(0;T;H £ L2(-)). Alors, nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.2.8. L'opérateur L a un point . xe unique

(mm2clomHe L)

Démonstration. Soient (" 4;!4), ((2!2) 2 C(0;T;H £ L2(-)), soit t 2 [0;T]
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et utilisons les notations u-; = u;; L:J'i= Vii=vVv,ed®, = ® pouri=12 En

prenant en considération les relations (11.1.13), (11.1.14) et (11.2.57), on déduit que

JLC )i L 2)jH£L2(-)
CCjur(t) i Uiy + I8 (1) ® (B, (11159

De plus, en utilisant (I1.1.38) nous obtenons

(A" (va) i A" (v2);" (va)i "(va))y =

: -
Jad  y,y U2,V V2 i Jad oy U1 Ve V2
+inc(U2sVei V2)i Jne(UVy V2)
(o0 T (V)i "(va))y ppit2(0T): (11.1.59)

Rappelons nous de (11.1.32), (11.1.33) et (11.1.12) pour trouver

V)T V2O - € Tu (01 w0 o FIUT) T U2 (OF #4012 (057
(11.1.60)
Du Lemme 11.1.3, on obtient
Vi) V2o - CG ()1 205 +jur(t) i ua(t)id
Zt Zt
+ 0 jui(s)i ua(s)iv ds) CG ()i MR+ jva(s)i va(s)iy ds):
0 0

(11.1.61)



L’application de I'inégalité de Gronwall (Lemme 1.3.6 (1)) produit

Vi) i va(iZ - CiT ()i (0I5

Comme u4(0) = u,(0); nous obtenons

Z,

jur(t)i uz(t)jy - C  jvi(s)i va(s)jy ds:

0

Des deux inégalités précédentes on trouve

jur(®) i uz2()y - C j74() i (b ds:

De (11.1.54) on déduit que

(@@ B2t a(@;® @)

L (M ® ®)zy pp. t2(0T);

(@@ | @)z )+ a(@;® | &)

L (1 2® ®)zy pp. t2(0T):

La sommation des deux derniéres inégalités donne

(@ @@ @), *a®| €& | &)

IR 2j|_2(-)j®1 i ®2j|_2(_) p.p. t2(0;T):

(11.1.62)

(11.1.63)
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En intégrant I'inégalité précédente sur l'intervalle [0; t], et aprés quelques manip-

ulations on obtient

Z
1 | v o |
2J®1 ()i &M)itzcy C  11(s)i L2(S)iLze)i® ()i @2 (S)iz. ds
0
Zt
+C ® ()i &(S)i(z(. s
0

L’application de I'inégalité de Gronwall (Lemme 1.3.8) a |la derniére inégalité pro-
duit
Z t
®M)i &My C  jLa(s)i !2(S)iz. ds: (11.1.64)

0
Substituons (11.1.63) et (11.1.64) dans (11.1.58) pour avoir

JLC )i L ! 2)jH£L2(-)

Zt
S C )60 (2l 2) (ShiugLe. ) ds: (11.1.65)
0

Le Lemme I1.1.8 est alors une conséquence du résultat (11.1.65) et du Théoreme
du point . xe de Banach. m

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour résoudre QV:

Lemme 11.1.9. Il existe une solution unique fu;%; ®y du probléme QV satis-
faisant u2 C'(0;T;V), %2 C(0;T;H4),®2 W"2(0; T;L2(- ))\ L2(0; T;H'(-)):

Démonstration. soit (" ™! ®)2 C(0;T;H £ L?(-)) le point . xe de I'opérateur

L dé. ni dans(l1.1.57), du Lemmel1.1.6, nousdeduisonsquefu-; % g= fu- = % =g 2
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C'(0;T;V)E C(0;T;H1) est I'unique solution de QV-. Puisquel (" %! ) = (" %! %),
des relations (11.1.37), (11.1.38), (11.1.39) et du Lemme I1.1.7 nous obtenons que
fu;%®g = fu-=p; %= ® =g est la solution unique de QV. La régularité de la
solution découle du Lemme 11.1.7. L’unicité de la solution résulte de I'unicité du
point . xe del'opérateur L:

Le Théoreme 11.1.2 est a présent une conséquence du Lemme [1.1.3 et du Lemme

11.1.9. m



Chapitre 3

Problemes viscoplastiques avec

adhésion et endommagement

Dans le troisiéme chapitre de cette these, nous proposons certaines innovations et
prolongements des travaux pour des problémes quasistatiques de contact sans frot-
tement entre un corps viscoplastique avec endommagement et une fondation. Le
contact est supposé avec adhésion. L’adhésion des surfaces de contact est modélisée
par une variable de surface, le champ d’adhésion, dont I'évolution est décrite par une
équation dirérentielle ordinaire du premier ordre. L’endommagement mécanique du
matériau, causé par des déformations plastiques, est décrit par une inclusion de type
parabolique. Ce chapitre est composé de deux paragraphes.

Dans le premier paragraphe, nous éudions le probleme décrit ci-dessus dans le
cas ou la fondation est déformable et le corps peut, par conséquent, pénétrer dans la
fondation; ceci sera modélisé par une compliance normale. Ce travail a fait I’objet de

la publication [10].
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Dans le deuxiéme paragraphe, nous considérons toujours un probléme viscoplas-
tique de contact avec adhésion e endommagement mais dans le cas ou la fondation
est rigide de telle sorte qu’il ne peut y avoir une interpénétration des corps; ceci sera
modélisé par la condition de Signorini. Aussi, nous utilisons une autre équation dif-
férentielle pour décrire I’évolution du champ d’adhésion. Le contenu de ce chapitre a

fait I'objet de la publication [11].

3.1 Probléme avec compliance normale

Nous considéronsici un problémede contact sansfrottement avec compliancenormale,
adhésion et endommagement entre un corps viscoplastique et une fondation dans
un processus quasistatique. L’objectif est de formuler le probléme variationne et
de prouver I'existence et I'unicité de sa solution. La démonstration est basée sur
les égquations variationnnelles dépendant du temps, des résultats classiques sur les
inégquations variationnelles eliptiques et paraboliques, les équations dixérentielles et

des arguments de point . xe.

3.1.1  Formulation du probleme

Nous reprenons le cadre physique no. 1 décrit dans le premier chapitre de cette these.
Nous considérons que le corps est viscoplastique, plus exatement nous utilisons la loi
constitutive viscoplastique avec endommagement (1.1.33). Le contact est modélisé
par une compliance normale avec adhésion et sans frottement. Ceci nous conduit au

probléme mécanique suivant.
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Probléme P: Trouver un champ de déplacement u :- £ [0;T]! RY, un champ
des contraintes %: - £ [0; T]! Sy, un champ dendommagement ®: - £ [0;T]! R

et un champ d'adhésion  : 3£ [0;T]! [0;1] tels que

e b 0P h Ges (1):0): (11.1.1)

®ikd ®+ @y (®) 3 A%" (U);0); (11.1.2)

Div %+ fo= 0 dans- £ (0;T); (11.1.3)

U=0 sur £ (0T); (11.1.4)

% =f, sur £ (O;T); (11.1.5)

| %= (W) "o 2(i R(w)), surisf£ (O;T); (111.1.6)
% =0 surjs€ (0;T); (11.1.7)

. _£g= 0 s:zr | £i (©T): (11.1.8)
=i %o ((R(u)), i % suris£ (0T); (111.1.9)
U(0) = ug;40) = Yo; ®(0) = @& dans - ; (111.1.10)
0=, sur s (11.1.11)

La relation (I11.1.1) représente la loi de comportement viscoplastique avec endom-
magement. L’évolution du champ d’endommagement est gouvernée par I'inclusion
(111.1.2) et (111.1.3) représente I’équation d’équilibre. (I111.1.4) et (I11.1.5) sont les
conditions aux limites de déplacement-traction, respectivement. (111.1.6) représente
la condition de compliance normale avec adhésion. La condition de contact sans

frottement est donnée par (111.1.7) e elle montre que les contraintes tangentielles
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sannulent sur la surface de contact durant le processus. (111.1.8) est la condition aux
limites homogéne de Newman ou g représente la dérivée normale de ®. Ensuite,
I’équation (111.1.9) représente I'équation dirérentielle ordinaire qui décrit I’évolution
du champ del’adhésion et qui est déjas utilisée dans [8], voir également [47] pour plus
de détails. Rappeons que °. et 2, sont des coég¢ cients d’adhésion donnés qui peu-
vent dépendredex 2 j 3 et que R est I'opérateur de troncature donné dans (1.1.35).
Notons que, dans ce modéle, une fois qu’un décollage a lieu le collage ne peut pas éire

rétabli car , comme on le constate dans (111.1.9), - 0: Dans (111.1.10), on considere
les conditions initiales ou ug est le déplacement initial, ¥4 est la contrainte initiale
et ® est 'endommagement initial. Finalement, (111.1.11) est la condition initiale

concernant le champ d’adhésion dans laquelle , est le champ d’adhésion initial.

Dans I’éude du probléme mécanique (I11.1.1)-(111.1.11), nous avons besoin des

hypothéses suivantes. L’opérateur E: - £ Sy ! Sy satisfait

(@) E= (ejkn) =8jkn 2L (-);

(D)E%. s =%.E.; 8% 2Sqy p.p. dans-; (111.1.12)

VW AW 00

T (C)E%. %, mg j¥%° 8%42Sy, pour mg > 0

L'opérateur G: - £ S4£ S4£ R! Sy satisfait
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8
(a) Il existe une constante Lg > 0 telle que
3 JOX; 7, "1 ®) i G 72" 2,®)j - Lo (77ai Yoj+ (™10 "+ @ &))
8%, ¥,"1,"22 S¢, ®, ®, 2 R, p.p. X 2 -;

(b) x 7! G(x;%";®) est une fonction Lebesgue mesurable dans -

8%" 2 Sy, 8®2 R;

(c)x{! G(x;0;0;0)2 H:
(111.1.13)

La fonction source d’endommagement A: - £ S4£ Sy£ R! R satisfait

A Yo "5®0) 1 AV ®)f - L (%0 Y+ ("1i "+ @ ®))
8%1, :%2, "1, "2 2 Sd, ®1, ®2 2 R, p.p. X 2 - ,
(b) x 7! A(x;%";®) est unefonction Lebesgue mesurable dans -

8
3 (a) Il existe une constante L > 0 telle que
g 8%" 2 S4, 8®2 R;

7

(c)x7! A(x;0;0;0)2 H:
(111.1.14)

La fonction de compliance normalep- : j 3£ RY! R, satisfait

8

(a) Il existe une constante L. > 0 telle que
% jp (x;re)i P (r)i - Lejryj o 8ry;ra2 R pp.x 23

(b) (P (X;r1) i P (x;r2):(rei r2), O 8r;r22RY pp.x2g (119
% (€)r 7 po(:r) est Lebesgue mesurable sur j3; 8r 2 R:

(d) L’application p- (:;;r) = 0 pour tout r - O:
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Les coeg cients d’adhésion satisfont
2L (j3); %, 0,2,2L" (j3); %, O (111.1.16)
Nous supposons également que les forces volumiques et surfaciques ont la régularité
fo2 C(0;T;H); f, 2 C(O;T;Lz(iz)d): (111.1.17)

Finalement, nous assumons que les données initiales véri..ent les conditions

U2 V: % 2 Hy; (111.1.18)
®2K; (111.1.19)
~,2Z: (111.1.20)

Nous dé. nissons la forme bilinéairea: H'(- )£ H'(- ) ! R par
a')=k rx».r' dx (111.1.21)

Ensuite, nous notons par f : [0; T]! V lafonction dé..nie par

Z Z
(F(t);v), = fo()vdx+ fp(t)vda  8v2V, pp t2(0T): (111.1.22)

i2
Nous introduisons la fonction d’adhésion joq: L' (j3)£ VE V! R dé nie par

Z
ja(;uv) = § % 2(j R(w)), Ve da: (111.1.23)

i3

En plus de la fonction (I11.1.23), nous avons besoin de la fontion de compliance

normalejn.:V £ V! R donnée par

z
jnc(U;v) = po(Ue) Ve da: (111.1.24)

i3



I6)

En serappelant de(111.1.15)-(111.1.16), nous observons quelesintégralesdans (111.1.23)

et (111.1.24) sont bien dé..nies et notons que les conditions (111.1.17) donnent
f2C(0;T;V): (111.1.25)
Finalement, nous assumons la condition de compatibilité suivante
(Fa;" (V) + Jad( g;UosV) + jnc(Ug;v) = (F(O);v),  8v2V:  (I11.1.26)

En utilisant des arguments standards basés sur la formule de Green (1.2.10), nous
pouvons dériver une formulation variationnelle du probléme sans frottement et avec
compliance normale (I11.1.1)-(111.1.11) qui est la suivante.

Probleme PV: Trouver un champ de déplacement u : [0; T]! V, un champ des
contraintes %: [0;T]! H; un champ d'endommagement ®: [0;T]! H'(-) et un

champ d'adhésion ~ :[0; T]! L2(j3) tels que
%(t) = E" ifj (t)¢+ G(%(t);" (u(t));®(1)); p.p:t2 (0;T); (111.1.27)

®(t) 2 K pour tout t 2 [0;T], (®(t);»i ®(t))L2-) + a(®(t);»; ®(t))

7

. (AGA);" (U (1) :0(t);»] ®)z) 8»2 K; (111.1.28)

(Za(t);" (V) + Jaa( (1) 5u(t);v) + jac(u(t);v)
= (f(t);v)y 8v2V; 8t2[0;TI; (111.1.29)
- h _ ¢ g, i
=i % O (RW®) "i%,  ppt2(0T);  (111.1.30)
u (0) = ug; %(0) = ¥%;®(0) = ®y; (0) = (111.1.31)
Notons que le probléme variationne PV est formulé en fonction du champ de dé

placement, des contraintes, de I’endommagement et de I’adhésion. Nous allons dans
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ce qui suit prouver I'existence et I'unicité de la solution du probléme PV. Pour cda,
nous considérons la remarque suivante dont les estimations sont utilisées a plusieurs
niveaux de la démonstration.

Remarque I11.1.1. De (111.1.30), nous obtenonsque ~ (x;t) -, (x), et puisque
“o(x)2 Z alors  (x;t) - 1pourtoutt, O, pp. sur iz S (x;t) = O pour tout
t =1y, il vient de (111.1.30) que; (x;t) = O pour tout t , to, et par conséquent,
“(x;t) = O pour tout t , to. Nous concluons que 0 - ~ (x;t) - 18t 2 [0;T]; p.p.
X2ijs:

Dans ce qui suit, nous considérons que C est une constante positive qui dépend
de-;j1;i3° o;L e qui peut changer d'une place a l'autre. Premiérement, nous

remarquons que les fonctions j o4 €t j e Sont linéaires par rapport au dernier argument

et par conséquent
Jaa( U5 V) = g Jaa(5uv) Jne(Usi V) = g jnc(usv): (11.1.32)
Ensuite, en utilisant (111.1.23) ainsi que les propriétés de I'opérateur R donné par

(1.1.35), nous trouvons

jaa( 15U V)i Jad( 2 U2V)

YA
= 5l R(uz)) i (i R(up)),] v da
i3 7
+ % (5 DG R(ue)), v da
i3 7
- C j i Jivj da
i3
et de (1.2.15) nous obtenons

jad( U V)i jaa( 23Uz V)
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i Tadiaga Viv (111.1.33)

Maintenant, nous utilisons (I11.1.24) pour voir que

Z
finc(UiV) i jnc(UzVv)i - P (Ue) i o (U )i jvo] da
i3

et donc (111.1.15) (a) et (1.2.15) fournissent
Jinc (Ui V)i Jnc(Uzsv)i- Cjugi ugy jviy: (111.1.34)

Nous utilisons encore une fois (111.1.24) pour trouver

Z
Jnc(UpsUzi Ug)+ jnc(Uzsuqj U2) = (pe(Uge)j po(Uz)) (U j Upe) da;
i3

et par consequent (111.1.15) (b) donne
jnc(U;U2i Ug)+ jnc(uzugj ug) - O (111.1.35)

Lesinégalités (111.1.33)-(111.1.35) combinées avec les égalités (111.1.32) seront utilisées
a plusieurs reprises dans la démonstration de I’existence et I'unicité de la solution du

probleme PV:

3.1.2 Reésultat d’existence et d’unicité

Concernant I'existence et I'unicité de la solution du probléme variationne (111.1.27)-
(111.1.31), nous avons le théoréme suivant.

Théorémell1.1.2. Assumons que les hypothéses (111.1.12)-(111.1.20) et (111.1.26)
sont véri..ées. Alors le probléme PV admet une solution unique fu;% ;®qg satis-
faisant

u2C(0;T;V);



78

%2 C(0; T;Hy);

T2 W g T2 3)¢;

¢ ¢

®2 W1;2|0;T;L2(_) \ LZIO,T,H1(') : (|||136)

Lequadriplet (u;% ;®) satisfaisant (111.1.27)-(111.1.31) est appelé solution faible
du probléme de contact avec compliance normale P. Nous concluons que, sous les
hypotheses citées, le probleme (111.1.1)-(111.1.11) admet une solution faible unique
ayant la régularité (111.1.36).

Nous nous intéressons a présent a la démonstration du Théoréme I11.1.2 qui sera
éablie en plusieurs éapes. Pour cette ..n, nous assumons que (111.1.12)-(111.1.20)
et (111.1.26) sont satisfaites. C dénotera une constante générique positive qui peut
dépendrede- ;j+;j3;E; °0;L & T maisqui ne dépent pasdet; ni desautres données,
et dont lavaleur peut changer d'un endroit al’autre. Cependant, pour simpli..er, nous
supprimons dans ce qui suit la dépendance des dirérentes fonctionsdex 2 - [ .

La premiére étape de la démonstration du Théoréme 111.1.2 consiste a résoudre
I’equation dirérentielle donnée dans (111.1.30) pour le champ d’adhésion, ou u est
donné. Nous éudions également la dépendance continue de la solution du probleme
d’adhésion par rapport a u:

Lemme |11.1.3. Pour tout u 2C(0; T;V), il existe une solution unique
- 1:1 i LT 2 ¢
d 2 WE 0T LA ( 3)

satisfaisant

LO=1 %0 (RO T pRt2(0T);
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Deplus, ,(t)2 Z pour t 2 [0;T], p.p. sur j 3, et il existe une constante C > 0, telle
que, pour tout uq; ux 2 C(0;T;V);
= - Z
Tu 0 T 07,0 C jui(s)i u(s)iy ds 8t2[0;TI:
0
Démonstration. Considérons|’application F : [0; T]£ L2(j3)! L?(j3) dé. nie

par

8t 2 [0;T]et 2 L2(j3): Il déooule des propriétés de I'opérateur de troncature R
que F est uniformément continue par rapport au temps, elle est de Lipschitz par
rapport au second argument. De plus, pour tout ~ 2 L?(j3), I'application t 7!

F(t;") appartient & L' (0;T;L?(j3)). Donc, I'existence et I'unicité de la solution
~, Vient du Théoréme dassique de Cauhy-Lipchitz (Théoréme 1.3.5) donné dans Le
chapitre I. Notons aussi que I’argument utilisé dans la Remarque I11.1.1 montre que
0- ,(t)- 1pourtoutt?2[0;T], p.p. sur j3: Par conséquent, de la dé. nition de
I’ensemble Z (1.2.16), nous trouvons que , (t) 2 Z pour tout t 2 [0; T], ce qui achéve
la démonstration du lemme. Maintenant, soit uq; u, 2 C(0;T;V) et soit t 2 [0; T]:

Nous avons, pour i = 1;2,

_ B Zih B £ m, i
u ()= o oo (M) G Rue (b)), Ti % O
0
et donc
Tu 1 T )
Z,Z £ o e "ZE
C 0 (8) (i R(ure (s)), "i u,(8) (i R(uze(s))). ) ds
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En utilisant la dé. nition de I'opérateur de troncature R donnée par (1.1.35) et en

+ :noustrouvons

Uz uz?’
— — Ozt
b (7 () g, C b ()1 T (8) oy O JUI(S) T Uz (S)jpzg e OSP:
0 0

considérant —,, = |, |

1

- - - Z,

En appliquant I'inégalité de Gronwall (Lemme 1.3.6 (1)), il vient que
= -5
L

w0 5, (1)

Zt
©C o jur(8)i ua(8)ifz e ds;
0

%(i 3)
et en utilisant (1.2.15) nous obtenons la deuxiéme partie du Lemme |11.1.3. ®

Dans la deusiéme étape de la démonstration du Théoreme I11.1.2, nous consid-
érons le probléme viscoplastique suivant et nous prouvons un résultat d’existence et
d'unicitépour (111.1.27), (111.1.29) et (111.1.31) avec les conditionsinitiales correspon-
dantes.

Probléme QV. Trouver un champ de déplacement u : [0;T] ! V, un champ
d'endommagement ®: [0; T]! H'(-) et un champ des contraintes %: [0;T]! H

satisfaisant (111.1.27) et

(7a(t) ;" (VD * Jad o (D)5U(t)5v)+ jnc(u(t);v)

= (f(t);v)y 8v2V; 8t2[0;T]; (111.1.37)

u (0) = ug; %(0) = ¥%; ®(0) = @y: (111.1.38)

Soit (";1)2 C(O;T;HE L?(-)) et soit Z- (t) =R1 " (s)ds+ Ygi E"(up), alors
0

Z 2 CY(0;T;H); (111.1.39)

et considérons le probléme variationnel suivant.
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Probleme QV-: Trouver un champ de déplacement u. : [0;T]! V et un champ
des contraintes % :[0;T]! H tels que

Yo (t)= E"(u. (1)) + Z (1); 8t 2[0;T]; (111.1.40)

(e ()" (V)H + Jaa( o (£) ;U (t)5v) + Jnc(u- (t) V)
= (f(t);v)y 8v2V; 8t2[0;T]; (111.1.41)
u- (0) = ug; % (0) = ¥%: (111.1.42)

Pour résoudre le probléme QV- ; nous considéronsu 2 C (0; T; V) et nous construisons
le probléme intermédiaire suivant.
Probléme QV-;: Trouver un champ de déplacement u., : [0;T]! V et un champ

des contraintes %, : [0;T]! H tels que

Yoy (t)= E"(U, (1) + Z (1) (111.1.43)

(Fapy ()" (V) + (H();v)y = (F(Y);v)y 8v2V; 8t2[0;T]; (I11.1.44)
u-y(0) = ug; %, (0) = Ya: (111.1.45)

L 'existence et |'unicité de la solution du probleme QV-, est assurée par le lemme
suivant.

Lemme 111.1.4. Il existe une solution unique (u-; %) du probléme QV-, qui
satisfait u-, 2 C(0;T;V), %, 2 C(0; T; H4):

Démonstration. Nous dé. nissons I'opérateur A :V ! 'V par

(A u;v)y = (E" (u);" (v))u; 8u; v 2V: (111.1.46)
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En utilisant (111.1.12), il Sen suit que A est un opérateur fortement monotone et de
Lipschitz, donc il est inversible et son inverse Ai ' : V' !V est aussi un opérateur
fortement monotone et de Lipschitz. Nous déduisons qu’il existe une fonction unique
U-y qui veri.e

u,2C(0T;V); (111.1.47)

Auy(t)= hy(t); (111.1.48)

ouh-,2C(0;T;V) est tel que

(hu)iv)y = (FO;vIy i (Z (" (i (H():v)y Bv2V; 82 [O;T]:

(111.1.49)
Il vient de (111.1.48) que u-, 2 C(0;T;V). Considérons %, dé..ni dans (11.1.43),
puisque Z- 2 C'(0; T;H) et u-, 2 C(0;T;V); nous concluons que %, 2 C(0; T;H).
Sachant que Div¥%, = j fo 2 C(0;T;H), nous aurons davantage %, 2 C(0; T; H+).
Ceci achéve la partie d’existence du Lemme |11.1.4. L’unicité de la solution découle
de I'unicité de la solution de I'équation dépendant du temps (111.1.48). Finalement,
(u-y; %) est la solution unique du probléme QV-, obtenue dans le Lemme I11.1.4, ce
qui achéve la démonstration. m

Nous considérons & (t) I'éément de |'espace V dé..ni par

(B ();V)y = Jad( o, (1)U u(t);v) + jnc(u-y(t);v) 8v2V; 8t2[0T]:
(111.1.50)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme |11.1.5. Pour tout p 2 C(0;T;V); la fonction &y : [0;T]! V ap-

partient & C (0;T;V). De plus, il existe un unique éément u* 2 C(0;T;V) tel que
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ol ol

aps =y
Démonstration. Soit y 2 C(0;T;V) et soient ty; t, 2 [0;T]. En utilisant
(111.1.33), (111.1.34) et (111.1.50) nous obtenons

S - T
mut)i Bty - C ()i, (), ()i u(t)y

(111.1.51)

Du Lemme 111.1.4 nous avons u-, 2 C(0;T;V) et du Lemme I11.1.3 nous avons
“u, 2 WH(0;T;L3(j 5)), donc nous déduisons de I'inégalité (111.1.51) que a2
C(0;T;V). Soit maintenant pq;up 2 C(0;T;V) et utilisons les notations u-, = u;

et =, pour i = 1;2. En exploitant encore une fois les relations (111.1.33),

U'ui

(111.1.34) et (111.1.50) nous trouvons
)1 B2 C Ty (01 Ty () o, iU 1 Ut 2 (111.52)

Ensuite, par le Lemme 111.1.3, nous aurons

— — Z,
= — a2 , :
a1 T (M) Gyt C 0 Un(S) i Ua(S)ife e s
0
et de (1.2.15) nous obtenons
- - Z,
= .~ 2 : . 2 .
w0 M) o, C 0 jui(s)i u2(s)iy ds:
0

Nous utilisons I'inégalité précédente dans (111.1.52) pour avoir

0 z, 1

jrr ()i mu (02 C@uq(t) ua(t)iz+  jui(s)i ua(s)iy dsA: (111.1.53)
De plus, de (111.1.44) il provient que

(E" (u4)i E" (u2);" (uq)j " (u2))u+ (M1 Masuqj uz)y, = Osur (O;T): (111.1.54)



D’ou
jur(t) i u2(t)iy - C jur(t) i M2(t)jy 8t2[0;T]: (111.1.55)

Maintenant, les inégalités (111.1.53) et (111.1.55) fournissent

0 z, 1

()| (2 - C@ur(t)i wa(iZ+  jur(s)i Ha(s)iZ dsA 8t2[0;T]:
0]

En appliquant I'inégalité de Gronwall (Lemme 1.3.6 (1)) nous aurons

Zt
jur(t) i BP (i2 - C jui(s)i Ma(S)is ds8t2[0;T]:
0

La réitération de cette inégalité n fois produit

i . 2 —_— ) .
BT B oje gy 10 H2leoTy)s

n!

ce qui implique que, pour n su¢ samment grand, ®" est une contraction dans |'espace
de Hilbert C (0;T;V). Alors, il existe un unique u* 2 C(0;T;V) te quea"py® = y*
et u” est aussi I'unique point .xedex. ®m

Lemme |11.1.6. Il existe une solution unique du probléme QV- satisfaisant u- 2
C(0;T;V), % 2 C(0; T; Hy).

Démonstration. Soit y* 2 C(0;T;V) le point .xe de &, le Lenme |11.1.4
implique que (u- ;% =) 2 C(0;T;V)£ C(0;T;H) est I'unique solution de QV-,
pour u = p°. Puisque @p® = u” et des relations (111.1.50), (111.1.53), (111.1.54) et
(111.1.45), nous obtenons que (u-;% ) = (u-,=; ¥ ) est I'unique solution de QV-.
L’unicité de la solution est une conséquence de I'unicité du point . xe de I’'opérateur
a donné dans (I11.1.50). m

Maintenant pour (" ;! )2C(0; T;HE L2(- )), nous supposons que les hypothéses du
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Théoreme I11.1.2 sont véri. ées et nous considérons le probléme intermédiaire suivant
pour le champ de I'endommagement.
Probéme PV,. Trouver un champ d'endommagement ® : [0;T]! H'(-) tel

que ® (t) 2 K, pour tout t 2 [0; T] et
@ ()i & (D)2 +a@ ();»i @ (1))

L (L) @ ()2 892 K;p.p. t2 (0;T); (111.1.56)
® (0) = @ (111.1.57)

Lemme I11.1.7. Le probléme PV, admet une solution unique ® telle que

¢ ¢

® 2W1‘2iO;T;L2(-) \ LZiO;T;H1(-) : (111.1.58)

Démonstration. Nous utilisons (111.1.19), (I11.1.21) et un résultat classique
d'existence et d’unicité sur lesinégalités paraboliques qui est donné dansle Théoreme
1.3.3. Pour plus de détails, voir par exemple [2 p. 124] . =

Comme conséquence des problémes QV- et PV, , nous pouvons dé. nir I'opérateur

L:C(O;T;HE L?(-))! C(O;T;HE L?(-)) par

L(":1) = (G%;"(u-):® ); A% :"(u);®)); (111.1.59)

pour tout (";!)2 C(0;T;H £ L2(-)). Alors nous avons le lemme suivant.

Lemme I11.2.8. L’'opérateur L admet un point . .xe unique

("1 2 C(O;T;HE L?(-)):
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Démonstration. Soit (" ;! 1), ("1 2) 2 C(O;T;H £ L2(-)), soit t 2 [0;T] et
utilisons les notationsu-; = uj; % = %, Zi = Zi e ®, = ® pouri = 1;2. En
prenant en considération lesrelations(111.1.13), (111.1.14) et (111.1.59), nous concluons

que

JLC )i LO 2 2ike o

3

CCojur(t) i ua()iy +i® (1) i K ()jz.+ 7 ()i Ya(t)iy - (111.1.60)

En utilisant (111.1.41) nous obtenons
(E"(u1) i E"(u2);" (u1)i "(u2)n = jaa( uysU2Uqi U2) i Jad( ypsUtsUqj U2)

+inc(U2sUq i U2) i Jnc(Unsugi U2)+ (Z2i Zp;" (uq)i "(u2))y p-p:t2(0;T):
(111.1.61)

En prenant en considération (111.1.33), (111.1.35) et (111.1.12) on trouve

3 — —

Ut vy C 01 T, 201 Z0 ; (111162)

3 — J—

jur ()i w0 C T O T (1) [ FIZ0 T Z2 (0

Du Lemme I11.1.3, nous obtenons

0 7 1
t
jur ()i ua(i2 - C@Z (1) Z)A+  jui(s)i uz(s) dsA
0
Zt Zt
- C( Jq(8)i “2(9)if ds+  jui(s)i uz(s)ie ds): (111.1.63)
0 0]
L’appliquation de I'inégalité de Gronwall (Lemme 1.3.6 (1)) donne
Zt
jur(t)i ua(t)iy - C  i4(s)i L(s)if ds; (111.1.64)
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ce qui implique

jur(t)i uz2(t)iy - C j4(8)i "2(s)iy ds: (111.1.65)
De plus, de (111.1.40) on trouve

7a ()i Y2 iy - CGua(t)i ua(b)iy +iZa(t)i Za(t)jy):
En substituant (111.1.65) dans I'inégalité précédente nous obtenons
Z t

70 ()i 72Uy - C  j4(8)i "2(8)y ds: (111.1.66)

De (I11.1.56) nous déduisons que

(@@ @)+ a(®;®j @)

L (M@ @)y pp t2(0T);

(@@ ®) o+ (@@ | @)
. (2@ &)z pp. t2(0T):

La sommation des deux inégalités précédentes nous fournit
(® ®®j @), *a(® Br®j &)
SN IERI 2j|_2(-)j®1 i ®2j|_2(-) p.p.t2 (0;T):

Nous intégrons I'inégalité précédente sur [0;t], aprés quelques manipulations nous

obtenons
1 2 Z
2J®1 (t) i ®2(t)j|_2(-) - C jla(s)i ! 2(S)j|_2(_ )J®1 (S) i ®2(S)j|_2(-) ds

0



Zt
+C I®(8)] @ (S)s.) ds:

0
Nous appliquons I'inégalité de Gronwall (Lemme 1.3.8) a I'inégalité précédente pour
avoir
yA t
® )i &My G jHa(s)i 2(8)iz. ds: (11.1.67)
0
En substituant (111.1.65), (111.1.66) et (111.1.67) dans (111.1.60), nous aurons

ILC 0§ LC ot 2iner

Zt
©C U )6)i (2l 2) (Slike Lz 8 (111.1.68)
0

LeLemme |11.1.8 est alors une conséquence du résultat (111.1.68) et du Théoréme du
point . xe de Banach. m

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour résoudre QV:

Lemme 111.1.9. Il existe une solution unique (u;%; ®) du probléme PV satis-
faisant u2 C(0;T;V), %2 C(0;T;H4), ®2 W2 (0; T;L2(- ))\ L2(0;T;H"(-)):

Démonstration. Soit (" ;! ®) 2 L%(0; T;HE L?(- )) lepoint . xede!’opérateur L
dé..ni dans (111.1.59), du Lemme [11.1.6, nous deéduisons que (u-; % ) = (u-z; % =) 2
C(Q;T;V)E C(0;T;H4) est 'unique solution de QV-. Puisque L(" %! %) = (" %! "),
des relations (111.1.40), (111.1.41), (111.1.42) et du Lemme |11.1.7 nous obtenons que
(U;%®) = (U-s; Ya=y; ® =) est 'unique solution de QV. Larégularitédela solution
vient du Lemme [11.1.7. Son unicité résulte de I'unicité du point . xe de |'opérateur
L:

LeThéoremelll.1.2 est a présent une conséquence du Lemmelll.1.3 et du Lemme

111.1.9.m
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3.2 Probleme avec la condition de contact de Sig-
norini

Dans ce paragraphe, nous étudions un probléme de contact sans frottement entre
un corps viscoplastique avec endommagement et une base rigide dans un processus
quasistatique. Ce dernier est modélisé par la condition de Signorini avec adhésion.
Notre objectif est de donner une analyse variationnelle du probléme mécanique et
de montrer |'existence et I'unicité de la solution faible. Ceci conduit a une inéqua-
tion variationnéle pour le champ de déplacement, une inclusion du type parabolique
pour le champ d’endommagement et une équation intégro-dixérentielle pour le champ

d’adhésion.

3.2.1 Formulation du probléme

Nous reprenons le cadre physique no. 1 décrit dans le premier chapitre. Ici, nous con-
sidérons un corps viscoplastique suivant la loi constitutive (1.1.33). Nous modélisons
le contact par la condition de Signorini décrite dans (1.1.42). La condition de contact
sans frottement est modéisée par la relation (1.1.44). Le probléme mécanique est
formulé de la maniére suivante.

Probléme P: Trouver un champ de déplacement u : - £ [0;T]! RY, un champ
des contraintes %:- £ [0;T]! Sy, un champ d’endommagement ®: - £ [0;T]! R

et un champ d'adhésion ~ :j3£ [0;T]! [0;1] tels que

Y= E" R G(%" (u);® dans- £ (0;T); (111.2.1)
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®j k4 ®+ @« (®)3A(%" (u);®);
Div¥+ fy=0 dans- £ (0;T);
u=0 sur £ (0;T);

¥ =1, surj.£ (0;T);

U 0; % - ° 2R(w)
3 . sur j3£ (0;T);

% i ° 2R(w) w =0
i %, =P, ()R (u,) surjs£ (0;T)

@

@
h i

=i o R(W)?j 2 surisf (0;T);

+

=0 surj£(0T);

U(0) = ug; %40) = %; ®0) = @& dans -;

(0)= o surja

(111.22)
(111.23)
(111.24)
(111.2.5)
(111.26)
(111.27)
(111.2.8)
(111.29)

(111.2.10)

(111.2.11)

Lareation (111.2.1) représente |a loi constitutive éastique-viscoplastique avec en-

dommagement. L’évolution du champ del’endommagement est gouvernée par I'inclu-

sion du type parabolique donnée par la relation (111.2.2). (111.2.3) représente I'équa-

tion d’équilibre et (111.2.4)-(111.2.5) sont les conditions aux limites de déplacement-

traction, respectivement. (111.2.6) représente la condition de Signorini avec adhésion.

(111.2.7) est la condition aux limites tangentielle tandis que (I11.2.8) est Ia condition

aux limites homogéne de Newman ou %‘3 représente la dérivée normale de ®. Ensuite,

I’équation (111.2.9) représente I'équation dirérentielle ordinaire qui décrit I’évolution

du champ de I'adhésion. Dans (I11.2.10)-(111.2.11), uo, %o, ®, € , représentent
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le déplacement initial, la contrainte initiale, I'endommagement initial et |'adhésion

initiale, respetivement.

Dans!’é&ude du problémemécanique (111.2.1)-(111.2.11), nous assumons que |’ opéra-

teur deviscositéE:- £ Sy! Sy satisfait

E%.o=%.E.; 8%¢ 2, p.p. dans-:
(111.2.12)

8
§ (8jkn) =8jkn 2 LT (-); 1+ sj;khe d
% c) Il existe une constante my > 0 telle que

E¢ ., mo j(JJ 8¢, 2Sy, p.p. dans - :

La fonction constitutive G: - £ S4£ S4£ R! Sy satisfait

8
(a) Il existe une constante Lg > 0 telle que
JGX; Y, "1 ®) | G(X; Y "2 ®)j - Lo ((Yai Yaj+]"1i "2
+i® | ®j) 8%, ¥, "1,"22 Sy, ®, ®2R, pp. x2-:
(111.2.13)
(b) x 7! G(x;%";®) est une fonction mesurable dans -
8%" 2 Sy, 8®2 R:

(c) L'application x 7! G(x;0;0;0) 2 H:

La fonction source d’endommagement A: - £ S4£ Sy£ R! R satisfait
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(a) Il existe une constante L4 > 0 telle que

JA(X,%1, "1;®I)i A(X,:y42,"2’®2)J . LA(J:y41| :y42j+ j"1i "2j

AN 0O

+i® | ®)) 8%, Vo, "1,"22 Sy, 8®, 2R, p.p. x2-:
(111.2.14)
(b) Lafonction x 7! A(x;%";®) est mesurable dans -
8%" 2 Sy, 8®2 R:
(c) Lafontion x 7! A(x;0;0;0) 2 L2(-):

La fonction tangentielle de contact p, : j 3£ R! R, satisfait
8

(a) Il existe une constante L, > 0 telle que
P, (x;d1) i p(X;d)j - Lyjdij dj 8di;d22 R; p.p. X2 3
(b) Il existe une constante M, > 0 telle que
(111.2.15)
jp, (x;d)j - M, 8d2R; p.p. x2jas:
() x ¥ p,(x;d) est mesurablesur j3; 8d2 R:
(d) L’application x ¥ p, (x;0) 2 L2(j3):

Nous supposons que les forces volumiques et les tractions surfaciques satisfont
fo2 W' (O;T:H);  f.2 W5 (0;T;L2(j 2)%): (111.2.16)

Finalement, nous assumons que les données initiales satisfont les conditions

U2 U; % 2 H; (111.2.17)
®2K; (111.2.18)
T,2L%(j3); 00 - 1pp. suris; (111.2.19)

(%;" (Vi Uo))y +i( osUoVi Uo), (F(O);vi ug)y 8v2U:  (I11.2.20)
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Nous dé. nissons |a forme bilinéairea: H'(- )£ H'(-)! R par
a' )=k rr.r'odx (111.2.21)

Ensuite, nous notons par f : [0; T]! V lafonction dé. .nie par

Z Z
(F(t);v), =  fo(t)vdx+ f(t)yvda 8v2V, t2[0T]: (111222

i2
La fonction d’adhésionj : L' (j3)£ VE V! R est donnée par

Z Z
j(uv) = % 2R(w)we da+  p,()RY(u,) . v, da: (111.2.23)

En serappeant de (111.215), nous observons que I’ intégrale (111.2.23) est bien dé. nie

et notons que les conditions (111.2.16) impliquent
f2wW" (0;T;V): (111.2.24)

Finalement, pour le champ d’adhésion nous considérons I'ensemble Z dé. .ni dans
(1.2.16).

En utilisant des arguments standards basés sur la formule de Green (1.2.10), nous
obtenons une formulation variationnelle du probléme mécanique (I11.2.1)-(111.2.11).

Probleme PV: Trouver un champ de déplacement u : [0; T]! V, un champ des
contraintes %: [0; T]! H; un champ d’endommagement ®: [0;T]! H'(-) et un

champ d’'adhésion ~ :[0;T]! L' (j3) tels que

%(t)=E"i0(t)¢+ G(%(t);" (u(t);®(t); pp:t2(0T);  (I11.2.25)

®(t) 2 Kpour tout t 2 [0; T], (®(t);»i ®(t)) 2.yt a(®(t);»i ®(t))



. (AA);" (U(1);@1);» i ®(t))z., 812 K; (111.2.26)

u(t)2U; (Za(t);" (vi u(t))y +j( (t);u(t);vi u(t))

. (F()vi u(t)y 8v 2U;p.p:t2(0;T); (111.2.27)

: h |
TM=i T MR M) % ppt2(0T); (11.2.28)
u (0) = ug; %(0) = %y;®(0) = ®y; (0) = (111.2.29)

Notons que dans les problemes P et PV, nous n'avons pas besoin d’'imposer ex-
plicitement les restrictions 0 -~ - 1. En emet, I'équation (I11.2.28) garantie que
tV ~ (x;t) est une fonction décroissante, puisque; (x;t) - Opourtoutt, 0. Par
conséquent, si nous choisissons , tel que 0+ ,(x) - 1 nous obtenons ™~ (x;t) - 1
pour tout t , 0. D'autre part, sil existet; > 0tel que (x;t;) < 0, alors il existe
0- to< tytd que (X;to) = O: Il Sen suit que (x;t) - O pour tout t , t, et
(111.2.28) montre que; (x;t) = O pour tout t , to; ce qui implique que (x;t) = 0
pour tout t , to. Nous déduisons que  (x;t1) = 0, ce qui est une contradiction avec
I'hypothése ~ (x;t;) < 0. Nous concluons que (x;t) , 0 pour tout t 2 [0;T], i.e.
0- (x;t)- 1pourtoutt2[0;T]etx2jsa:

Dans ce qui suit, nous dérivons des inégalités impliquant la fonctionnellej et qui

vont ére utilisées dans la démonstration de I’existence et I'unicité de la solution du
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Ici, , et ,dénotent des démentsdeL’ (j3) tdsqueO- ~; ;; , - 1p.p.

sur j 3, Uy, Uy and v représentent des ééments de V, et C représente une constante

generique positive qui peut dépendrede-, j 4, j 3, p, & L. Rappelons aussi que u;

et u;, dénotent les composantes normales et tangentielles de u; respectivement pour

i=12

Premierement, nous notons que la fonctionnelle j est linéaire par rapport au

dernier argument et par conséquent
JCGwiv) =i (Cuv):
Ensuite, en utilisant (111.2.23) on trouve

j Cpunuyi u)+j(yuzugi u)

Z 3 ’
= % § R(up)j R(ur) (upj up) da

% (51 DR(Uz)(Upe | up) da
- i3
+  p, (1) (R*(uqy) i R(uz)):(uz i uy,) da
7
(P (1)i (T 2))R¥(ug):(uz, i uy,) da;

et puisgque

3

R(up)j R(ux) (upej ux)- Op.p. surjs;

(RD(Uu)i Rn(UZé)):(UZé i Ug) - Op.p.surijs;

(111.2.30)
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on obtient

J Cpusugi u)+j(puzuyi u)
Z
o (Fi 3)R(ux)(upe j up) da

Zi3
(P ()i P (o)) R¥(ugy):(uz, i uy,) da:

i3 -

En utilisant & présent les inégalités R(ux) - L, jR*™(ug)j - L,j 4 - 1,
j o - 1, valides p.p. sur s, €t la propriété (111.2.15) (b) de la fonction p, nous
déduisons que
J Cpunugi un)+j(guzuy ug)
VA
- C i ojuri ug da:
i3

Ensuite, nous combinons I'inégalité précédente avec (1.2.15) pour avoir
J Caunuzi un)+j(Cguzuqi U2)
CCi g diaggluti Udy: (111.2.31)
Nous choisissons maintenant ;= , = dans (I11.2.31) pour trouver
i Coupugj un+j (G ugug ug)- O (111.2.32)

Des manipulations similaires basées sur les propriétés des opérateurs R et R™ et

sur les propriétés de la fonction p, montrent que
i Counv)i j(Cougv)is Clugi Ugyjviy (111.2.33)

Nous choisissons us= v & u,=0 dans (I11.2.32) et utilisons les inégalités R (0) = 0;

R*(0) = 0 ¢ (111.2.30) pour avoir

iCsv;v), O (111.2.34)
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Lesinégalités(I11.2.31)-(111.2.34) et I'égalité (111.2.30) seront utilisées dansplusieurs

endroits dans le reste de ce paragraphe.

3.2.2 Reésultat d’existence et d’unicité

Dans ce qui suit, nous proposons un résultat d’existence et d'unicité d’une solution
du probléme variationnel PV, cest a dire une solution faible du probleme P. Ce
résultat est le suivant.

Théoréme [11.2.1. Assumons que les hypothéses (111.2.12)-(111.2.20) sont véri-
.&es. Alors, il existe une solution unique fu;% ®, g du probléme PV. De plus, la

solution satisfait

u2WH (0:T;V); %2 W™ (0;T; Hy);

¢ ¢

®2 W20 T;L2(-)"\ L2'OT;H ()"

“o Wit T2 3)¢\ Z: (111.2.35)

La démonstration du Théoréme 11.2.1 est établie en plusieurs éapes qui vont étre
prouveées dans ce qui suit. Nous supposons tout au long de cette démonstration que
les hypothéses du Théoréme I11.2.1 sont satisfaites et nous considérons que C est une
constante générique positive qui dépend de -, j 1, j3, L et qui peut changer d’un
endroit a I'autre.

Soit Z le sous-ensemble fermé de C (0; T; L2 (j 3)) dé..ni par

_O i =
Z= p2C 0T;L2(j3) \ Z=p(0)= 7, : (111.2.36)



98

Soit- 2Zetsoit” =("";72)2C(0;T;HE L?(-)): Nousdé. nissonslafonction
z 2C"(0;T;H) par
7t
z = '(s) ds+ 2z (111.2.37)
0
ou
Zo0= % E" (up); (111.2.38)

et dans la premiére éape nous considérons le probléme variationnel suivant.
Probleme PV--: Trouver un champ de déplacement u-. : [0;T]! V tel que pour

tout v2U et t 2 [0;T]

u=(t) 2 U; (E" (u= ());" (vi u= (1)) + (z ();" (vi u= (1)),

HO®)u@5viou (), F);vi u(t)y: (111.2.39)

Pour ce probléme, nous avons le résultat suivant.
Lemme |11.2.2. |l existe une solution unique du probléme PV--. La solution
satisfait u— 2 C(0;T;V) et

u= (0) = up: (111.2.40)

Démonstration. Soit t 2 [0; T] et soit A;:V ! V I'opérateur donné par

(Ausv)y = (E" (u);" (V) +J ( ()5u;v) 8u;v 2V

Nous utilisons (111.2.12) et les propriétés (111.2.32) et (111.2.33) sur la fonctionnélle
d’adhésion j pour montrer que I’opérateur A; est fortement monotone et de Lipschitz.

De plus, en utilisant le Théoréme de représentation de Riesz, nous pouvons dé. nir un
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édément f- 1 [0; T]! V par

(- 0:v), = FOv) i (2 0" (V)

Puisque U est un sous ensemble fermé convexe de V, il vient d’un résultat classique
sur lesinéquations variationnelles dliptiques (Théoréme 1.3.2), voir par exemple [13],

qu’il existe un unique éément u-- (t) qui résoud
i ¢
A (t);vi u— (1), , (F(@);viu—-(t), 82U t2(GT):

De plus, nous utilisons les hypotheses (I11.2.17) et (111.2.20) pour prouver que la
solution véri..e la condition (I11.2.40). Soient t4, t, 2 [0; T] et utilisons les notations
u— () = u; z (t) = z; ()= ;e f(t) = f pouri = 1, 2. Des arguments

standards dans (111.2.39) donnent
(E" (U1i u2);" (Ui u2))y - (i 2" (U2 uq))y + (F1i fouqj ug)y

P (Cpunuzi u)+j(puzuri Ug);
et en utilisant (111.2.12) et (111.2.31) nous obtenons
3
juri Uzy - C jzei zojy *+ifii faly +J 4 _2j|_2(i3) : (111.2.41)
Cetteinégalitéet lesrégularitésdesfonctions , f et z- montrent queu-- 2 C(0;T; V).
Ainsi, nous concluonsla partied’existencedu Lemme 111.2.2 &t notons quel’unicitéde
la solution découle de Iunicité de la soltion de (111.2.39) pour tout t 2 [0; T]. Ensuite,

pour prouver (I111.2.40), nous écrivons (111.2.39) en t = 0 et nous utilisons les valeurs

initiales z- (0) = % i E" (up), (0)= , pour obtenir

(E" (u=(0);" (vi u=(0))y + Poi E" (uo);" (vi u=(0))),
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+j (Co;u= (0);vi u=—(0), (F(O);vi u—(0), 8v2U: (111.2.42)

Nous choisissons a présent v = ug dans (111.2.42) et v = u— (0) dans (111.2.20) et

nous sommons les inégalités correspondantes pour déduire

(E" (U= (0) i uo);" (uoj u=(0)))y,

+J (iU (0);uoi U= (0)) +j ( g;uo;u= (0) i uo), O:
Dans cette inégalité, nous utilisons la propriété (111.2.32) sur la fonctionnéelle j et

nous obtenons
(E" (u=(0)j uo);" (U= (0)j uo))y - O

Cette inégalité combinée avec I’'hypothése (111.2.12) sur I'opérateur d'éasticité im-
pliquent (I111.2.40), ce qui achéve la démonstration. ®

Ensuite, pour ~ 2 Z donnéet pour tout ~ = ("1;°2)2 C(0;T;H £ L?(-)), nous
dénotons par u-- la solution du probléme PV-- obtenue dans le Lemme |11.2.2 €t

nous dé. nissons une fonction % 2 C(0; T;H) par
Yo (1)=E"(u— (1) +z (t) 8t2[0;T]: (111.2.43)

Nous supposons que les hypothéses du Théoreme I11.2.1 sont satisfaites et nous con-
sidérons le probléme intermédiaire suivant pour le champ de I’'endommagement.
Probléme PVg. Trouver un champ d' endommagement ®- : [0;T]! H'(-) tel

que ® (1) 2 K, pour tout t 2 [0;T] et

(@ (t);»i & (t)2+a(® (t);»] & (t))

-)

i'Z(t);»i ® (t)¢L2(_) 8»2K pp.t2(0T); (111.2.44)

>
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®- (0) = ®& (111.2.45)
Lemme |11.2.3. Le probleme P Vg admet une solution unique ®-- telle que

¢ ¢

® 2WR2'QT:L2(- )"\ L2'o T HT(-)": (111.2.46)

Démonstration. Nous utilisons (111.2.18), (111.2.21) et un résultat classique
d'existence et d'unicité sur les inéquations paraboliques (Théoreme 1.3.3, voir par
exemple [54]). =

Nous utilisons également les propriétés (111.2.13) de la fonction constitutive G
et (111.2.14) de la fonction A pour dé nir I'opérateur a- : C(0;T;H £ L2(-)) !

C(0:T;H £ L2(-)) par

I3

n-" = (G¥ ;" (u— ) ® ) A% " (U ); ®)); (111.2.47)

pour tout ~ 2 C(0; T;H £ L?(-)). Alors nous avons le résultat suivant.

Lemme |11.2.4. L’opérateur - admet un point . xe unique
22 C(O:T;HE L%(-)):

Démonstration. Soient ;= ("!;"2) 2 C(0;T;H £ L2(-)), soit t 2 [0;T] et
utilisons les notationsu—; = uj; % = %,z =z et ® = ® pouri = 1,2. En
prenant en considération lesrelations (111.2.13), (111.2.14) et (111.2.47), nous concluons

que

01 B 5 e e

3

CC ()i YoMy +jui ()i u2(iy i@ ()i ®(t)jo., o (111.249)
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En utilisant (111.2.39) nous obtenons
(E" (uqi uz2);" (uri u)n - J(suzugj uz)i j(surugi ug)
+ (220 z1;" (Uqj U2))y PP:t2(0;T): (111.2.49)
En prenant en considération (111.2.12), (1.2.13)-(1.2.14) et (111.2.32) on trouve
jur(t) i uz2(iy - Cjz(t)i z2(t)iy ; (111.2.50)
Nous utilisons (111.2.43) et (111.2.50) pour avoir
¥ ()i Yoy - Cizi(t)i z2(iy (111.251)

Nous sommons les deux inégalités précédentes et nous utilisons (111.2.37) et (111.2.38)

pour trouver

7t — _

Jur(t)i ua(iy *+ % ()i %®iy - C ()i "3(s), dst (111.252)
De (111.2.44) nous déduisons que

(@@ B2+ a(@;® ®)
¢

%@ @, pe t2(OT);
(@@ @) o+ a(@;® | @)
2o et e t20T):

La sommation des deux inégalités précédentes nous fournit

(@ @@ @) *a(® B;® | &)
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¢

i, .
S8 @, PR t2(0T);

ce qui implique que

@ &8 &), *a®i & ®)

i )0 @i pp 2 (0T):

Nous intégrons I'inégalité précédente sur [0;t], aprés quelques manipulations nous

obtenons
1 2t - -
I (1) ®&(Vitz.) - C 3(S)i "5(S) o) I®(8) i @ (Sirz.) s
0
7t
+C J® ()i ®(s)ifz, ds:
0

Nous appliquons I'inégalité de Gronwall (Lemme 1.3.8) a I'inégalité précédente pour

avoir
Zt — _
i® )i Wiz, C ()i “3(8) o, U (111.2.53)
0
En substituant (111.2.53), (111.2.52) dans (I11.2.48), nous aurons

P (O 1 B (e 2.
Zt
- C j'1(S)i ’2(S)jH£|_2(_) ds:
0

La réitération de cette inégalité m fois implique

, - cmTm

T g ey m i “deTHeL2( )

(111.2.54)

ce qui implique que, pour m su..samment grand, #™ est une contraction dans |’ espace
de Banach C (0;T;H £ L2(-)). Par conséquent, du Théoréme du point . xe de Ba-

nach, @- admet un unique point .xe " 22 C(0;T;H £ L?(-)). =
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Dans I'éape suivante, pour 2 Z donné, nous considérons le probléme variation-
nel suivant.

Probleme PV-: Trouver un champ de déplacement u- : [0;T]! V, un champ
des contraintes % : [0;T]! H et un champ d’endommagement ® : [0;T]! H'(-)

tels que pour tout t 2 [0; T]

Zt
7 ()= E" (u=()+ G (s);" (u=(s));®(s)) ds+ Yo E" (uo); (I11.2.55)
0

®-(t) 2 Kpour tout t 2 [0; T], (®— (t);»i & ()2, a(®(t);»] ®&(t))

()
. (AFE (1) (U (1) ;@ (1) »i ® (t)).2 ) 8»2K; (111.2.56)

u=(t) 2U; (% (t);" (vi u=(t)y +j ( (t);u=(t);vi u-(t))
, (F()svi u(t))y 8v 2U; (111.2.57)
u-(0) = ug; % (0) = %; ®- (0) = ®: (111.2.58)

Nous avons le résultat suivant conernant ce probléme.
Lemme |11.2.5. |l existe une solution unique du probléme PV~ et elle satisfait
u-2C(0;T;V),% 2C(0;T;H) et ® 2 W"2(0; T;L?(- )\ L2(0;T;H'(-)):
Démonstration. Existence. Soit "- = i'1; '2¢2 C(0;T;H £ L?(-)) lepoint
.xe de I'opérateur - et utilisons les notationsu- = u-_; % = %_, z- = z_ ¢t

® = ®-_. Posons " = " - dans (111.2.43) et (111.2.44) pour avoir
Yo (t)=E" (u-(t))+z-(t) 8t2[0;T]; (111.2.59)

(@ (t);»] ® (1), + a(® (t);»i (1))

-)

2ty ®—(t)¢L2(_) 82K pp. t2(0T); (11.2.60)
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et utilisons (111.2.37) et (111.2.38) pour trouver

Zt
Yo (t)= E"(u-(t))+ “1(s) ds+ Yi E" (uo) 8t2[0;T];  (111.261)
0

puisque

7

Cm= e = (G (Ul ) @) A (o) ®0)

I3

= (G (u) @ ) A" (u); @)

nous constatons que (111.2.61) implique (111.2.55) et (111.2.60) implique (I11.2.56).
Ensuite, soit ©~ = "~ dans (111.2.39) et utilisons (I111.2.59) pour obtenir (111.2.57)
et, ..nalement, (111.2.58) découle de (111.2.40), (111.2.45) et (111.2.61). Ceci achéve
la partie d’existence du Lemme 111.2.5 puisque les fonctions u-, % et ®- satisfont
u-2C(0;T;V), % 2C(0;T;H) et ® 2 W"2(0; T;L2(-))\ L2(0;T;H'(-)):

Unicité. L’unicité dela solution est une conséquence del’unicité du point . xe de
I'opérateur - dé..ni dans(I11.2.47). En eret, soit (u—; % ; ®-) lasolution du probléme
P\ satisfaisant u- 2 C(0;T;V), % 2 C(0;T;H) e ® 2 W"2(0;T;L2(-))\
L2(0;T;H"(-)) et soit = 2 C(0;T;H £ L?(-)) la fonction donnée par

7

C = (G () ®); A% (u-); ©)): (111.2.62)

Nousnotonspar z- lafonction dé. niepar (111.2.37)-(111.2.38). Nousutilisons(111.2.55)

et (111.2.62) pour trouver
Yo (t)=E"(u-(t))+ 2z (t) 8t2][0;T]: (111.2.63)
Nous utilisons (111.2.56) et (I11.2.62) pour obtenir

(@ (t);»] ® (1), +a(® (t);» (1))

-)
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2y, C}(nﬁ}p) 8»2 K: (111.2.64)

et en substituant I'inégalité (111.2.63) dans (111.2.57) nous déduisons que u- est la
solution du probléme PV~-. De la partie de 'unicité dans le Lemme 111.2.2, il vient
que ce probléme admet une solution, notée u—- e, par conséquent, u- = u--. De
plus, (111.2.63)-(111.2.64) et (111.2.43)-(111.2.44) impliquent que¥s = ¥ e ® = ®-.
Nous utilisons a présent (111.2.62) et (111.2.47) pour obtenir = = a-". Ensuite, de
I'unicité du point . xe de I'opérateur B-, garantie par le Lemme 111.2.4, il vient que
"= "-.Donc,u-=u_,¥% = ¥% _ e ® = ® _. Nous concluons que toute
5 .
solution (u-;%;®-) du probléme PV~ coincide avec la solution u--_;%_;®-_
obtenue dans la partie existence, ce qui implique I'unicité de la solution du probleme
PV-. =
Dans I’étape suivante, nous exploitons le champ de déplacement u- obtenu dans

le Lemme I11.2.5 et nous considérons le probléme de Cauchy suivant.

Probléme PV,;: Trouver un champ d'adhésion p: [0;T]! L2(j 3) tel que
)= RS 1)% % ppit2(0T); (111.2.65)

i (0) = (111.2.66)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme |11.2.6. |l existe une solution unique du probléme PV, et elle satisfait
-2 W (0, T; L2 (j 5))\ Z:

Démonstration. Pour simpli..er, nous supprimons la dépendance des dinérentes

fonctions de j 3, et notons que les équations et les inégquations ¢i dessous sont valides
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p.p. sur j 3. Considérons I'application F-: [0; T]1£ L2(j3)! L2(j3) dé. nie par

h i
F-(bu) = op(t)R(u- ()% % (111.2.67)

+

Il est simple de véri..er que F- est uniformément continue par rapport au temps, dle
est de Lipschitz par rapport au second argument, uniformément dans le temps. De
plus, pour tout u2 L2(j 3), I'applicationt 7! F-(t;y) appartient aL" (0;T;L2(j 3)).
Donc, en utilisant une version du Théoréme de Cauchy Lipschitz (Théoréme 1.3.5),
nous déduisons qu'il existe une unique fonction u- 2 W™ (0; T; L2 (j 3)) solution du
probleme PV,. La régularité - 2 Z vient de (111.2.65), (111.2.66) et de I'nypothése
0 o 1pp. surjs En enet, I'équation (111.2.65) implique que, pour p.p.
X 2 js; lafonctiont 7! p(x;t) est décroissante et sa dérivée sannule lorsque
ol (1) R (uo (t))2 - 2,. En combinant ces propriétés avec I'inégalité 0 - (0) - 1
nous déduisonsque 0 - | (t) - 1 pour tout t 2 [0; T], p.p. sur j 3, ce qui montre que
h-2Z:.m

Il vient du Lemme I11.2.6 que pour tout 2 Z, la solution - du probléme PV,
appartient a Z. Par conséguent, nous pouvons considérer I'opérateur & : Z ! Z
donné par

n” = (111.2.68)

Nous avons le resultat suivant.
Lemme I1.2.7. |l existe un unique élément "2 Z tel que m "= *
Démonstration. Nous montrons que, pour un entier positif m, I'application &™

est une contraction sur Z: Pour cela, nous supposons que 4 e, sont deux fonctions

dansZ et dénotonspar u-, = uj, % = %, ® = § et p-, = y lesfontions obtenues
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dans les Lemmes 111.2.5 et 111.2.6, respectivement, pour = , i = 1, 2. Nous

dé. .nissons également, pour i = 1, 2; la fonction z

Zt
zi(t)=  G(%(s);" (ui(s));®(s)) ds+ Yo E"(uo) 8t2[0;T]; (I11.269)
0

nous utilisons (111.2.55) et (111.2.69) pour obtenir
O =E"(u@t)+z@®) i=12 (111.2.70)

Nous insérons I'inégalité (I111.2.70) dans (111.2.57) et nous utilisons des arguments

similaires a ceux utilisés dans la démonstration de (I11.2.41) pour déduire

3

jur®) i uz@iy - C jzt)i z2®iy+i ()i 2(Mire, - (11271

Nous utilisons (111.2.69) por trouver

jzi ()i z2(t)iy
Zt
© C Y (s)i Ya(s)iy +jur(s)i uz(s)iy + i@ (s)i @ (s)jz., ds: (I11.2.72)
0
Nous substituons (111.2.72) dans (I11.2.71) pour obtenir

jur (t) i ua(t)jy - Cj (t)i 2(t)jL2(i3)

Zt
+C  j7u(s)i Ya(s)iy *+jui(s)i uz(s)iy *+ @ (s)i (s)j_z., ds: (I11.2.73)
0
Nous utilisons (111.2.70), (111.2.72) et (I11.2.73) pour trouver

¥a ()1 Y2y - Cj ()i _2(t)j|_2(;3)

Zt
+C jYu(s)i Ya(s)iy +jui(s)i u2(s)iy * @ (s)i ®(s)j 2., ds: (I11.274)
0



109

Nous utilisons a présent des arguments similaires a ceux utilisés dansla démonstation

de (111.2.53) et les propriétés de la fonction A pour trouver

()i Wi,

7t
© CJ7a(s)i Ya(s)iy *+jui(s)i uz(s)iy *+ i®(s)i ®a(s)iz., ds: (I11.2.75)
0
Nous sommons les trois inégalités précédentes pour obtenir

j:%ﬂ (t) i 3/42 (t)jH + jU1 (t) i UZ(t)jv + J®1 (t) i ®2(t)j|_2(-)
' Cj_1 (t)i _2 (t)jL2(i 3)
Zt
+C  jYu(s)i Ya(s)iy +jui(s)i u2(s)iy + @ (s)i ®(8)j_z., ds: (I11.2.76)
0
Ensuite, en appliquant I'inégalité de Gronwall donnée dansleLemmel.3.6 a (111.2.76)

NOuS aurons

(1) i Yo Ol + jur (O uz(Oly * IO (1) i Gtz

0 e 1

- C@ (1) _2(t)j|_2(i3)+ J1(s)i 2(8)iLz( dsA ;
0
ce qui implique que
Zt Zt
jui(s)i uz(s)iy ds- C j 4(s)i _2(3)jL2(i3) ds: (11.2.77)
0 0

D’autre part, du probléme de Cauchy (111.2.65)-(111.2.66), nous pouvons écrire

Zth i
B)=T0i SRR ()] % ds 8= 12 (111.2.78)
0
Alors
Zt— —
)i iz, C (SR (e ()% 1(s)R(ux (s)*  ds:



110

En utilisant la dé. nition de R et en écrivant Wy = Yy j K+ M NOUS aurons

jU1 (t) i (t)jL2(i 3)
7t 7t
G Jm(s)i K(S)iiz;, dst C jure (S)i Uz (S)j2(,) ds: (111.2.79)
0 0
De I'inégalité de Gronwall (Lemme 1.3.6 (1)), il vient que

jU1 (t) i M (t)jLZ(i 3)
Zt
- Cjur (S)i Ux (S)iLz;,) ds; (111.2.80)
0
et en utilisant (1.2.15) nous obtenons

)i iz,
Zt
- C jui(s)i uz(s)jy ds: (111.2.81)
0
La relation (I11.2.68) et I'estimation (111.2.81) ménent a

Zt
()0 (i, 0 C jui(s)i uz(s)iy ds: (111.2.82)
0

Nous combinons (111.2.77) et (111.2.82) pour voir que
Zt

o) = oMz, 0 C a(s)i 2(S)iLy,) O
0

et en réitérant ette inégalité m fois nous obtenons

chTm - —

jrmo g o N RN R SR (111.2.83)

AdcTiL2(q)

RappelonsqueZ est un ensembleferménon videdans!’espacedeBanach C (0; T; L2 (j 3))

et notons que (I11.2.83) montre que, pour m su¢ sament grand, I'opérateur 8™ : Z |
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Z est une contraction. Donc, du Théoréme du point . xe de Banach, il vient que =
admet un point .xeunique "2 Z:®
Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour prouver le Théoréme I11.2.1.
Démonstration. Existence. Soit "2 Z le point ..xe de 'opérateur = et soit
(U™ %4 @) la solution du probléme PV- pour = * cad u® = u—=, 3% = ¥ et

® = ®—=. Considérons la fonction z"donnée par

7t
()= GEA(s);" (U (3)); & (s)) ds+ % E"(ug) 8t2[0;T]; (I11.2.84)
0

et notons que des arguments similaires a ceux utilisés dans la démonstration de

(111.2.41) donnent
jut(te) i ut(ta)iy - C(z" (1) i Z° (iy

Hif )i ft2iy + 7 ()1 (Wi, (111.2.85)

pour tout t; t, 2 [0; T]. Nous utilisons a présent (111.2.55) et (111.2.84) pour trouver
que

YE(t) = E' (U (1) + (1) 8t2[0;T]; (111.2.86)

et par (111.2.86) et les propriétés (111.2.12) de la fontionnelle E nous obtenons
J% (t) 1 ¥4 (t)iy - C(u™(t) i u™(iy +jz (t) i 2% (L)iy);  (111.2.87)

pour tout ty; t, 2 [0;T]. Puisque ° = pr=, il vient du Lemme 111.2.6 que * 2
W™ (0; T;L?(j 3)), rappelons également que f 2 W™' (0;T;V) et la régularité
z2 C'(0;T;H). Nous utilisons maintenant (111.2.85) et (111.2.87) pour déduire que

u*2 WH (0;T;V) et %4 2 W' (0;T;H). Ensuite, posons = ~* dans I'égalité
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(111.2.55) et puis la dirérentier par rapport au temps pour obtenir (111.2.25). Nous

o

posons = " dans les problémes P\-, PV, et utilisons I'égalité ™ = = e, par
conséquent, nous obtenons que (u”; % ®; ) satisfait (111.2.26), (111.2.27), (111.2.28)

et (111.2.29).

En choisissant & présent v = §! dans (111.2.27) o ! 2 C! (- )* nous aurons

Div¥4(t) + fo(t)= 0 8t2[0;T];

et, par I'hypothése (111.2.16), nous obtenons que Div¥ 2 W' (0;T;H) et, par
conséquent %2 W' (0; T;H4). Nous concdluons que (u”; %4 ®; ) est une solution
du probléme PV et ele satisfait la régularité (111.2.35), ce qui achéve la preuve de la

partie d’existence du Théoréme I11.2.1.

Unicité. L’unicitédela solution est une conséquence de l'unicité du point . xe de
I'opérateur @ dé..ni par (111.2.68) combinée ave I'unicité de la solution du probléme
PV~. En enet, soit (u;% ®, ) une solution du probléme PV qui satisfait (111.2.35).
En utilisant (I11.2.36) nous déduisons que 2 Z, et il vient auss de (I11.2.25),
(111.2.26) et (111.2.27) que (u;¥%;®) est une solution du probleme PV~; et puisque,

par le Lemme 111.2.5, ce probléme admet une solution unique notée (u-; % ; ®-) nous

obtenons

u=u-;%=%;®= ®: (111.2.88)

Nous remplagons u = u- dans (111.2.28) et utilisons la condition initiale  (0) =
dans (111.2.29) pour déduire que ~ est une solution du probléme PV,. Du Lemme

[11.2.6, nous savons que ce dernier probléme admet une solution unique notée |- €,
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par conséquent,

= 1 (111.2.89)

Nous utilisons maintenant (I111.2.68) et (111.2.89) pour voir que® = , ca-d. est

un point . xe del'opérateur @. Du Lemme I11.2.7, il vient que

= (111.2.90)

La partie de I'unicité du théoreme est a présent une conséquence des inégalités

(111.2.88) et (111.2.90). m
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Chapitre 4

Probleme antiplan de contact sans

frottement

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux problémes antiplans de contact sans frot-
tement. Cetype de problémes est rencontré dans I’étude d’un contact entre un corps
cylindrique et une fondation rigide. Le cylindre est supposé éectrique-viscodlastique
et la fondation est supposée éectriquement conductive. L’adhésion des surfaces de
contact, causée par la colle, est prise en considération. Nous dérivons une formulation
variationnelle du modéle qui est un systéme constitué d’une équation variationnelle
d’évolution pour le champ de déplacement, d’une équation variationnelle dépendant
du temps pour le champ éectrique e d'une équation intégro-dinérentielle pour le
champ d’adhésion. Ensuite, nous prouvons I'existence d'une solution du probléme
variationnel correspondant au probléme mécanique considéré. Cetravail a fait I’objet
de la publication [50].

Tout au long de ce chapitre, nous nous plagons dans le cadre fonctionnel ” scalaire”



116

décrit au premier chapitre. Par conséquent, |'espace V est donné par (1.2.1); il est un

espace de Hilbert réd muni du produit scalaire (1.2.6).

4.1 Formulation du probléme

Dans ce qui suit, nous nous plagons dans le cadre physique no. 2 présenté dansle pre-
mier chapitre de cettethése et par conséquent nous utilisons le modéle mathématique
no. 2. Pour que le modéle soit complet, nous devons préciser la loi de comportement
et les conditionsaux limites et donner leurs nouvelles formes dans le cadre” antiplan”.

Explicitement, pour modéliser le comportement du matériau, nous utiliseronsdans
ce chapitre une loi de comportement éetrique-visoélastique isotrope de la forme

..¢

Yoz 20" U ¢

w3t QT 20 (u) + Lt (u)1§ EPE(): (IV.1.1)
D=E"(u)+ mE(); (IV.1.2)

ou* et psont lescoeg cientsdeviscositeé, , et ' sont lescoeg cientsdeLamé, tr" (u) =
"ii (u), | est letenseur unitairedans R®, m est la constante de permétivité dectrique, E

représente le tenseur piézoéletrique d’ordre trois e E” son transposé. Nous assumons

que 0 1
e(ll13 + ll31)

E'=F e("y+ ") & 8" =(")28% (IV.1.3)

€33

ou e est un coeg cient piézoélectrique. Nous assumons aussi que les coeg cients y, *,

® et e dépendent des variables spatiales x1; X», mais sont indépendantes de la variable
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spatiale x5. Puisque E"v = "E"v pour tout " 2 S*, v 2R3, il vient de (IV.1.3) que
1

0
0 0 ev
E'v = ao 0 ev 8v = (v)2 R (1V.1.4)
evi evy evs

Dansle contexte antiplan (1.1.13), (1.1.14), en utilisant les équations constitutives
(IV.1.1), (IV.1.2) et leségalités (1V.1.3), (IV.1.4) il vient quelechamp des contraintes

et le champ des déplacements électriques sont donnés respectivement par
0 1 0 1

0 0 U1+ uq+ € eusj m
3/ = : . N = ,
=8 0 0 MUz +'Us+ € , CD= B eupy m',

1U;1+ € i1 1U;2+ € 12 0
(IV.1.5)

Nous assumons que le processus est mécaniquement dynamique et électriquement

statique et, par conséquent, il est gouverné par les équations
Div¥%+ fo= %l; Dijj =0 dansBE£ (0;T); (VI1.1.6)

ou Div¥a= (%;;) représente la divergence du tenseur % En prenant en considération
(IV.1.5), (1.1.13), (1.1.14), (1.1.9) et (1.1.11), les équations de (1VV.1.16) sont réduites

aux équations scalaires suivantes
divigr G+t u+er'¢+f0=1/;u dans- £ (0;T); (IV.1.7)
div(ieruj mr')=q dans- £ (0;T); (IV.1.8)

ou

dive = g1t ¢z pour ¢ = (¢1(X1;X2); é2(X1;X2));
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De (IV.1.5) et (1.1.20) nous déduisons que le vecteur contrainte de Cauchy et la

composante normale du champ des déplacements éectriques sont donnés par

% = 10.0.U@ 0 +' @u+ o@ ¢; D® = e@uj M@ ; (IV.1.9)

avec

@° = v+ v%, pour V= V(Xy;X):

En prenant en considération (1.1.10), (1.1.12) et (1V.1.9), la condition de traction
surjo£ (j 1;+1) et les conditions électriques sur j, £ (j 1 ;+1 ) sont données
par

L@U+" @u+e@ =T, surj.f (0T); (1V.1.10)
e@AUi M@ =¢ surjpsf (0;T): (IvV.1.11)

Nous décrivons a présent la condition aux limitestangentidlesur j 3£ (j 1 ;+1 ).
D’abord, de (1.1.13) et (1.1.20) nous déduisons que le déplacement normal sannule,
uo = 0, ce qui montre que le contact est bilatéral, c-a-d que le contact est maintenu
durant tout le processus. Aussi, en utilisant (1.1.13), (IV.1.5), (1.1.20)-(1.1.22) nous

concluons que

u, = (G;0,u); %, = iO;O;u@U+1@u+ @ ¢: (IV.1.12)

La condition aux limites tangentielle est donc modéliseée par

i %= p()R,(u)  suris€ (O;T): (IV.1.13)

Ici p est une fonction donnée, ~ est le champ d’adhésion et R, est I'opérateur de
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troncature dé. ni par

8

2 v s jvj- L;

2 ijj s jvj>L;
avec L > 0 éant une longueur caractéristique de I'adhésion, au dela de laquelle
il N’y a aucune traction (voir, ex. [37]). Il vient de (IV.1.13) que la contrainte
tangentielle dépend du champ d’adhésion e du déplacement tangentiel. La traction
tangentielle de frottement est assumée beaucoup plus petite que la traction adhésive

et, par conséquent, ele est négligée. En utilisant maintenant (1V.1.12), il est facile

de voir que la condition aux limites tangentiele (1V.1.13) implique

@i @u+ o@ L= p(IR(); (IV.1.14)

ou I'opérateur R seranoté R car il est dé..ni pour les scalaires.
Ensuite, notonsqu’en utilisant (1V.1.12), I'équation dinérentielle (1.1.39) décrivant
I’évolution du champ d’adhésion et présentée dans le premier chapitre de cette thése

sera réduite a I’équation suivante
surjs£ (O;T):

Aussi, puisque la fondation est éectriquement conductive et le contact est bi-
latéral, nous assumons que la composante normale du champ des déplacementséletriques
ou la charge libre est proportionnelle a la dirérence entre le potentiel sur la fondation

et sur la surface du corps. alors,
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ou ' ¢ représente le potentiel éectrique sur la fondation et k est le coeg cient de
conductivité éectrique. Nous utilisons (1V.1.9) et I’égalité précédente pour obtenir

e@ui Mm@ =k(' i'f) surisf(0T): (IV.1.15)

Finalement, nous préscrivons les donnéesiinitiales et notons qu’en plus du déplace-
ment initial up e du champ d’adhésion initial ~,; nous avons besoin de préscrire la

vitesse initale vy, également, puisque le processus est dynamique; donc
u(0)=u, dans-;

0(0)=v(0)=v, dans-:
(0=, dansjs:

Nous collectons les équations et les conditions ci-dessus pour obtenir le modéle
mathématique suivant qui décrit un probleme dynamique antiplan de contact sans
frottement et avec adhésion entre un cylindre électro-viscoéastique et une fondation

conductive.
Probléme P. Trouver un champ de déplacement u:- £ [0;T]! R, un potentiel

detrique' :- £[0;T]! Retunchamp dadhésion :j3£ [0;T]! R telsque
div'r 0+1ru+er'¢+f0=1/zij dans - £ (0;T);
divieruj mr')=q dans- £ (O;T);
u=0 sur (£ (0;T);
'=0 surj,£(0T);

@U+'@u+e@ =f, suri,£ (0;T);
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e@ui M@ =¢q surjpf (GT);
@i @it e@ = pORW s 58 (@T);
@ui M@ =k(' | 'f) s iof (OT);
= TR %, s oE (0T);
u(0) = uo; v(0)=vo dans-;
©="y sris

Notons qu’une fois le champ de déplacement u e le potentiel électrique ' qui
résolvent le probleme P sont connus, alors le tenseur des contraintes % et le champ
des déplacements dlectriques D peuvent ére obtenus en utilisant la loi constitutive
(IV.1.5).

A.n de dériver une formulation variationnelle du probleme P, nous citons les
hypothéses sur les données du probléme. Assumons que le coeg cient de viscosité et

le coeg cient de permétivité éectrique satisfont

M2 L' (-) etil existe "> 0td quep(x), W p.p. x 2-; (1V.1.16)

m2L" (-) et il exisstem™> 0td quem(x), m"p.p. X 2-: (1IV.1.17)

]

Nous assumons également que le coeg cient de Lameé et le coeg cient piézoéec-

trique satisfont

2L (-) e’ (x)>0 pp.x2-; (IV.1.18)

e2L' (-): (IV.1.19)
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La fonction tangentielle p satisfait
8

a p:is£ R! Rs;

b/ Il existe L > 0ted que

PG )i P )it Liqi ol
81 22R pp. x2j3;
¢ 1l existeM > Ote que jp(x;)j- M (1V.1.20)
8 2R; p.p. x2j3;
d/ L’application x ¥ p(x; ) est mesurable sur j 3;
pour tout 2 R;
e L’application x ¥ p(x;0) appartient & L?(j3):

Les coeg cients d’adhésion ° et 2, satisfont les conditions

°2L" (j3);22L2%(j3);° ., Op.p. surjs: (IV.1.21)

]

Lesforces, lestractions, les densités des charges libres de volume et de surface ont

les régularités
fo2 L2'0:T:L2(- )¢; f,2 L2 0 T:L2(; 2)¢; (IV.1.22)
1i..2¢. 1i..2.¢.
®2CVOT;L2(-)"; @2COT;L2(jb) : (IV.1.23)
Le coeg cient de la conductivité dectrique satisfait
k2L (j3) e k(x), 0 pp.x2js: (1V.1.24)

Finalement, nous assumons que le potentiel électrique de la fondation et les don-

nées initiales sont tels que

' 2C' iO;T;Lz(i 3)¢; (1V.1.25)
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W2V vo2 L2(-): 52L%(j3); 0 4 1: (1V.1.26)

Ensuite, nous dé. nissons les formes bilinéairesa, : VE V! R,a :VEV! R,

a3 VEW! R ag:WEV! Reag:WELEW! R par leségalités

VA
ay(uv)= prourvdx; (IV.1.27)

VA
a (uv)= " rourvdx; (IV.1.28)

VA
(U )= erur' dx=ay(';u); (1V.1.29)
VA VA

an(";A)= mr ' Adx+  k':Adx; (1V.1.30)

i3
pour tout u;v2V, ' ;A 2 W: Les hypothéses (1V.1.16)-(1V.1.19), (1V.1.24) impliquent
que les intégrales ci-dessus sont bien dé. nies et, en utilisant (1.2.7) et (1.2.8), il vient
que les formes a,; a; a.; a; € an sont continues; de plus, les formes a,; a €t an
sont symétriques et, d'avantage, la forme a, est V- éliptique et la forme a,, est W-
éliptique, puisque

ay(v;v), jvj\2, 8v2V; (IV.1.31)
am (A;A), m* j/:\j\z,v 8A2 W: (1V.1.32)

Leshypothéses (1V.1.22) nous permettent, pour p.p. t 2 (0; T), dedéinirf (t)2 W
par

(f(t);Vey =  fo(t):ivax+  fa(t):vda 8v2V; (IV.1.33)

et nous aurons

ta02lo (IV.1.34)
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Nous dé. nissons également lesapplicationsq: [0;T]! Wetj :L?(j3)EVEV !

R, réspectivement, par

Z Z Z
(q(t) ;A)W = (b(t)A dx j Op(t)A da+ k' FAda; (IV.1.35)
ZI2 13
i (uy) = p( )R (u) v da; (1V.1.36)

i3
pour tout v2V: A2 W e t 2 [0;T]: La dé. nition de q est basée sur le Théoréme

de représentation de Riesz; de plus, il vient des hypothéses (1V.1.23)-(1V.1.24) que

lintégrale (IV.1.35) est bien dé. nie et
q2 C'(0:T;W): (IV.1.37)

En. n, pour le champ d’adhésion nous considérons I’ensemble Z dé. ni dans(1.2.9).

En performant des intégrations par partie, en utilisant les notations (1V.1.27)-
(1V.1.30), (1V.1.35)-(1V.1.36) et en rappelant lesdé. nitions (1.2.2), (1.2.5) et (1V.1.33)
nous obtenons la formulation variationnelle suivante du probléme dynamique P.

Probléme PV: Trouver un champ de déplacement u : [0;T]! V; un champ de
potentiel éectrique ' :[0;T]! W et un champ d'adhésion  : [0;T]! L2(j3) tels
que

i ¢

G0 Syt 003 e W) el 1)

+H((t);u)t)=(F);! ey 82V, t2[0,T]; (IV.1.38)

~

am (' (t);r A)j ac(u(t);A) = (q(t);A), 8A2W; t2[0;T];  (IV.1.39)

=10 ROP 2 ; (IV.1.40)

(0) =" ¢4; u(0)=ug; v(0)=vp: (1V.1.41)
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4.2 Reésultat d’existence et d’unicité

Théoréme VI.2.1. Assumons que (V1.1.16)-(V1.1.26), (V1.1.31)-(V1.1.32) sont véri-
.6es. Alors, il existe une solution unique du probléme (V1.1.38)-(V1.1.41). De plus,

la solution satisfait

u2H'(0;T;V)\ C'(0;T;H); 12 LZiO;T;V'F; (1V.2.1)
' 2CT(O;TW); (IV.2.2)
2w iO;T;L2(53)¢: (1V.2.3)

Nous concluons que sous les hypotheéses citées, le probléme P admet une solution
faible unique satisfaisant (1V.2.1)-(1V.2.3).

La démonstration du Théoréme 1V.2.1 sera établie en plusieurs éapes. Nous
assumons dans ce qui suit que les conditions du Théoréme VI.2.1 sont satisfaites et
que C dénote une constante générique positive qui peut dépendrede-; j1;i2; i 3;
p; L et T, mais ne dépend pas de t; ni du reste des données citées, et dont la valeur
peut changer d’'un endroit a l’autre.

Soit “ 2 L2 iO;T;\/‘fzdonné. Dansla premiere éape, nous considérons le probleme
variationnel suivant.

Probléme PV.": Trouver un champ de déplacement u- : [0;T]! V tel que
(G (0 gy * 3 (U (0;1)+ (O3 ey

=(F (1) )y 8'2Vipp. t2(0;T); (IV.2.4)

u (0)=ug; U (0)= v (0)=vy: (IV.2.5)
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Nous avons le résultat suivant.
Lemme V1.2.2. Il existe une solution unique du probléme PV." et elle satisfait
w2H(0:T:V)\ CH(O;T:H): 02 i TP

Démonstration. Nous dé. nissons I'opérateur A, :V ! Vipar
Apv;D ey = au(vil) 8wt 2V: (1V.2.6)

Il vient de (1V.2.6), de la continuite de la forme bilinéaire a, et de (IV.1.31) que
I'opérateur linéaire A, est continu et par conséquent hemicontinu. Aussi, il est

monotone et il satisfait
Au D ey s 2 j\z, +A 8l2v: (IV.2.7)

Ay i C(lj, +1) 812V, (IV.2.8)

pour certaines constantes® > 0; C > O et A2 R: Alors, il vient d’un résultat classique
sur les équations dinérentielles ordinaires dans les espaces abstraits (T héoréme 1.3.4)

que pour Vo 2 H et f'2L2|0;T;\/'f¢ donnés, il existe une fonction unique v- qui

satisfait
v-2L2(0;T;V)\ C(O;T;H);v-2 LZiO;T;\/'F; (IV.2.9)
V- () + Ay v ()= (t) pp. t2(0;T); (1V.2.10)
v- (0) = vp; (IvV.2.11)

ouf-=fj "~esoitu :[0;T]! V unefonction dé. nie par

Z

u(t)= v (s)ds+u, 8t2[0;T]: (IV.2.12)
0
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Il vient de (1V.2.6) e (1V.2.9)-(1V.2.12) que u- est une solution du probleme vari-
ationne PV ¢ dlle satisfait la régularité éxprimée dans (1V.2.1). Ceci achéve la
partie d’existence du Lemme 1V.2.2. L’unicité de la solution découle de I'unicité de
la solution du probléme (1V.2.9)-(1V.2.11). =

Dans la deuxiéme éape, nous utilisons le champ de déplacement u- obtenu dans
le Lemme 1V.2.2 pour dé. .nir le probléme variationnd suivant concernant le potentiel
éetrique.

Problem PV2: Trouver un potentiel électrique ' - : [0;T]! W tel que
am e (t);r /:\¢i 2 (u- (1);A) = (q(t);A),, B8A2W; t2[0;T]:  (IV.213)
Ci-aprés un résultat d’existence et d’unicité pour le probléme PV2.

Lemme V1.2.3. Il existe une solution unique ' - 2 C'(0;T;W) qui satisfait

(IV.213). Deplus, si ' - et ' - sont les solutions de (1V.2.13) correspondant a *;;

2 LZ'O;T;\/'Fanrs, il existe C > 0; tel que

L, M), CouL () u, ), 8t2[GTI: (IV.2.14)

Démonstration. Soit t 2 [0; T]: Nous utilisons les propriétés de la forme bil-
inéaire a, e le Lenme de Lax-Milgram pour voir qu’il existe un unique éément
" (t) 2 W qui résoud (1V.2.13) en tout moment t 2 [0; T]: Considérons maintenant

t1; t2 2 [0; T]; en utilisant (1V.2.13) et (1V.1.32) nous trouvons que

m* ()0 () G ey U () Uty () (),

+q(t) i iy ()i " ()
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ce qui implique que

)i () CiJ'U' (t1) i u (t2)iy +ja(ts) i Q(tz)J'W¢3 (IV.2.15)

Nous dérivons a présent (1V.2.13) par rapport au temps pour avoir

i ¢

E o (1A = §(t);A L BA2W t2[0T]: (IV.216)

am - (t)ir A¢i 2

Pour t4; 122 [0; T] et en utilisant (1V.2.16) et (1V.1.32) nous obtenons

L) (),

o

m® ()i (t) g de ., U ()i U (t)

LA AT T ) (),

cest adire

— [— 3 —

)i (), C O ()i U (t)y* Tt G(t)

_W (1IV.2.17)
Notonsquelarégularitéu 2C* (0; T; H) combinéeavec (1V.1.37), (1V.2.15) et (1V.2.17)
impliquent que ' - 2 C'(0;T;W): Maintenant, pour “;; ", 2 inO;T;\/1T¢ e en
utilisant des argument similaires a ceux utilisés pour avoir (1V.2.15) nous trouvons
(IV.2.14), ce qui achéve la démonstration. B

Nous utilisons encore une fois la solution u- obtenue dans le Lemme 1V.2.2 pour
construire le probleme de Cauchy suivant pour le champ d’adhésion.

Problem PV.3: Trouver un champ d'adhésion - : [0; T]! L2 (j3) tel que

W=7 R 2a¢+; (1vV.2.18)

(0)= (IV.2.19)

Nous avons le résultat suivant.
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Lemme.V1.2.4. |l existe une solution unique du probléme PV?3 et ele satisfait
2WH(0T;LA(e)\ Z
Démonstration. Pour simpli..er, nous évitons de noter la dépendance des dif-

férentes fonctions de x 2 j 5: Considérons I'application

¢

FA6T) =0T ) R 2,
pour t 2 [0;T] et = 2 L2(j3): Il vient que F- est uniformément continue par rap-
port au temps, €elle est de Lipschitz par rapport au second argument. De plus,
pour tout ~ 2 L2(j3), I'application t ¥ F- (t; ) appartient a L' (0;T;L?(j3)):
Donc, en utilisant une version du Théoreme de Cauchy-Lipschitz (Théoréme 1.3.5),
nous obtenons qu'il existe une fonction unique - 2 W' (0; T;L?(j 3)) qui satisfait
(1V.2.18)-(1V.2.19). La régularité - 2 Z vient de (1V.2.18)-(1V.2.19) et de I'hy-
pothése 0+ - 1p.p. sur j 3: En enet, I'équation (1V.2.18) implique que pour p.p.
x 2 jslafonctiont 7! . (x;t) est décroissante et sa dérivée sSannule lorsque °
o (t) jR(u')j2 - 2,1 En combinant ces propriétés avec I'inégalité 0- ~ (0) - 1 nous
déduisons que 0 - - (t) - 1 pour tout t 2 [0;T], p.p. sur j3, ce qui montre que
. 2Z:m

Maintenant, pour ~ 2 L2 iO;T;\N¢ nous dénotons par u- la solution du probléme
PV.! obtenue dans le Lemme IV.2.2, par ' - la solution du probléme PV? obtenue

dansle Lemme IV.2.3 et par - la solution du probléme PV donnée par le Lemme

IV.2.4. Dénotons par &” (t) I'dément de VIdé. ni par

(8 () Jgy = @ (U (1);1)+ agi' ,(t);!¢

+] - (t);u- (t);! ¢;8! 2V; t 2 [0;T]: (1V.2.20)
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Nous avons le résultat suivant.
Lemme V1.2.5. Pour ~ 2 LZiO;T;\/ﬂ¢ nous avons &~ 2 CiO;T;\/“¢et " opéra-
teur o : inO;T;\/“¢! LZiO;T;\/'Fadmet un point ..xe unique "
Démonstration. Soit ~ 2 LZiO;T;\/‘{z et soient t4;t, 2 [0;T]: En utilisant

(1V.2.20), la continuité des formes bilinéaires a: et a; et (1V.1.36) nous obtenons

()i B (e CGU ()i u (i + ' ()i " (t2)

i— ¢ N N 2 .
tpoc () Ru- )i P () JRU (t2)) o)
Maintenant, en se rappelant de (1.2.8), des hypothéses sur la fonction p, deI'inégalité

0- .- 1; ¢ despropriétés deI'opérateur R on trouve

()i B (v CGU ()i u (i + ' ()i " (t2)

BT () o) (IvV.2.21)

Etant donné queu- 2 C'(0;T;V),' - 2 CY(O;T;W) et - 2 W (0;T;L?(j3))
nous déduisons de I'inégalité (1V.2.21) quer” 2 C IO;T;\N¢:

Soient maintenant “4; ", 2 L2|O;T;\/‘T¢et t 2 [0; T]: Nous utilisons les notations

U = UV = v, =0 ,' ="' & = _.i pour i = 1;2: Les arguments utilisés

dans la preuve de (1V.2.21) impliquent

_ _ Zt

T T () g,y © T W (el d (IV.2.22)
0

i3)
D’autre part, en utilisant des arguments similaires a ceux utilisés dans la démonstra-

tion de (1V.2.21) nous trouvons que

B0 2w Cur) i iy + 1 1) "2 (biw
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i 2Ly, (IV.2.23)

Nous combinons (1V.2.23), (1V.2.14) et (1V.2.22) pour obtenir

Zt
)i 2 i Clur(t)i w2y + C  jur(s)i uz(s)iy ds:
0
Ensuite, de (1V.2.12) vient que
Zt
i B M ¢ jvi(s)i va(s)ii ds: (1V.2.24)
0

Puis, nous obtenons de (1V.1.38)
i . . , ,
Vii VaVii Vo oy Fau(vei vavii Vo)t (Cqi Tavii Valyey = 0

p.p. sur (0; T): Nous intégrons cette relation par rapport au temps et nous utilisons

la condition initiale v4 (0) = v2(0) = vp et (1V.1.31) pour trouver

7t 7t
C jvi(s)i Va(s)iy ds i (4(8)i “2(8);va(8)i Va(S)ey G:
0 0
Maintenant,
/t
i (C1(8)i "2(8);va(S)i Va(S))gey s
0
7t
J71(8)i “o(S)jvg jva(s)i Vva(s)jy ds
0
7t 7t
“CJ(s)i o()iG ds*t C jvi(s)i va(s)ig ds
0 0

donc nous obtenons de I'inégalité précédente

Zt Zt
Vi (s)i va2(S)iy ds* C [ '4(S)i “a(S)iya Os; (IV.2.25)
0 0
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et de (1V.2.24), (1V.2.25) nous déduisons que

Zt
) B Ml © 1T(S)i T2(s)ice ds:
0

En réitérant cette inégalité m fois, nous aurons

B I:"m'ZJ'C(O;T;V“)' m!j’1i ’2jC(0;T;V“) ’

cequi implique que, pour m su¢ samment grand, @™ est une contraction dans |’ espace
de Banach C iO;T;\/‘{If; par conséquent, il existe un unique élément "* 2 C iO;T;\N¢
tel quer "= ""m

Démonstration du Théoreme [V.2.1.

Existence. Soit "*2 C iO;T;\/'ftlepoint .xedel'opérateur @ e soient u;' , les
solutions des problémes PV."; PV.2 et PV.3 réspectivement avec * = “*; c-&-d. u=u-s,
'='..; = .. Clairement, les égalités (1V.1.39)-(1V.1.41) sont véri.ées de PV et
PV2;, PV3: De plus, puisque " = =" ™ il vient de (1V.2.4) et (1V.2.20) que (1V.1.38)
est aussi véri.ée. Larégularité dela solution éxprimée dans (1V.2.1)-(1V.2.3) découle
desLemmes|V.2.2, IV.2.3 et IV.2.4. Nous concluons que (u;' ; ) est une solution du
probleme PV et dle véri.e (IV.2.1)-(1V.2.3).

Unicité. L'unicitédelasolution vient del’unicitédu point . xede= et del’unicité

de la solution des problémes PV."; PV2 et PV3: m
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Résumé :

Dans cette thése, nous allons proposer une certaine contribution a I’étude de quelques
problémes aux limites en mécanique du contact. Nous considérons des lois de
comportement non linéaires pour des matériaux viscoélastiques et viscoplastiques
prenant en considération ’'influence de I’endommagement interne du matériau. Nous
considérons également une loi de comportement pour des matériaux ayant des
propriétés mécaniques ainsi que des propriétés électriques (matériaux piézoélectriques).
L’adhésion entre les surfaces de contact est prise en considération dans tous les
problémes étudiés dans cette thése. Finalement, nous envisageons aussi ’étude de la
déformation antiplane. Les conditions aux limites sont des conditions de compliance
normale, de Signorini et le contact est supposé sans frottement. Chacun des problémes
est étudié selon le formalisme suivant. Nous commeng¢ons par décrire le probléme
mécanique de départ, et aprés avoir précisé les hypothéses sur les données, nous
présentons une analyse variationnelle du probleme mécanique tout en démontrant
I’existence et unicité de la solution des problemes variationnels correspondants.

Mots clés : Viscoplasticité, Viscoélasticité, Formulation variationnelle, Solution faible,
Point fixe, Adhésion, Endommagement.

Abstract:

In this paper, we consider a contribution in the study of some boundary problems in
contact mechanics. We consider nonlinear constitutive laws for viscoelastic and
viscoplastic materials taking into account the effect of the internal damage of the
material. Also, We consider a constitutive law for materials which have mechanic and
electric properties (piezoelectric materials). The adhesion between contact surfaces is
taken into account in all the problems studied in this thesis. Finally, we study an
antiplane shear deformation. The boundary conditions are normal compliance and
Signorini conditions and the contact is supposed frictionless. Each problem is studied as
follows. We give the mechanical problem and, after impooting hypothesis on the data,
we give a variational analysis of the mechanical problem by proving the existence of a
unique solution of corresponding variational problems.

Key words: Viscoplasticity, Viscoelasticity, Variational Formulation, Weak solution,
Fixed point, Adhesion , Damage.
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