
REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE 
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA 

RECHERCHE  SCIENTIFIQUE 
 

UNIVERSITE FERHAT ABBAS-SETIF 
 
 
 

THESE 
 

Présentée à la Faculté des Sciences  
Département de Mathématiques 

                                     Pour L’Obtention du Diplôme de 
 

DOCTORAT EN SCIENCES  
 

Option : Mathématiques appliquées 
 
 

Par  

 Lamia CHOUCHANE 

 
 

THEME 
 

ETUDE VARIATIONNELLE DE QUELQUES PROBLEMES EN 
ELASTO-VISCO-PLASTICITE 

  
 

Soutenu le :    02 / 07 /2008 
 
 

Devant le jury : 
 

Président :                  Dr. S. Djabi                            Prof. Université Ferhat Abbas-Sétif  

Rapporteurs :            Dr. L. Selmani                        M.C. Université Ferhat Abbas-Sétif  

Examinateurs :          Dr. A. L. Marhoune               Prof. Université Mentouri-Constantine 

                                    Dr. S. Djezzar                        M.C. Université Mentouri-Constantine 

                                    Dr. S. M. SAID                       Prof. Université Kasdi Merbah-Ouargla   

                                    Dr. T. Serrar                             M.C. Université Ferhat Abbas-Sétif  

 

 
 



 
 

Remerciements 
 
 
 

 
J’adresse mes remerciements les plus sincères à Mme L. Selmani qui a bien 
voulu diriger le travail que je présente dans cette thèse, d’avoir la patience 
nécessaire pour m’apprendre beaucoup de choses qui permettront d’aller de 
l’avant dans la recherche en Mathématiques et plus particulièrement dans le 
domaine de la mécanique du contact, de m’avoir accordé beaucoup de son 
temps précieux pour que je puisse arriver à bon port, d’être toujours là à 
chaque fois que j’avais besoin de son aide, d’être à mon écoute quand c’était 
nécessaire.  

 
 
 
J’exprime  mes vifs remerciements à Monsieur le Professeur S. Djabi d’avoir 
accepté de présider le  jury. 
 
 
Je remercie également Monsieur le Professeur A. L. Marhoune, Messieurs les 
Docteurs Maîtres de Conférences S. Djezzar, S. M. Said et T. Serrar qui, avec 
simplicité, ont bien voulu examiner mon travail. 
 
Je tiens également à remercier Mr le Professeur M. Sofonea de m’avoir 
accueillie dans son laboratoire, de m’avoir donné l’occasion de compléter mes 
connaissances et d’apprécier d’avantage cet axe de recherche. Ainsi, j’ai eu le 
plaisir et l’honneur de traiter quelques problèmes sous ses instructions.  
 
 
Je n’oublie pas de remercier profondément l’équipe du laboratoire de Théorie 
des Systèmes (université de Perpignan-France) qui m’ont mise à l’aise lors de 
mon stage, en particulier l’aide précieuse de Mr. Yves Maurissen. 
 
 
 



 i

TABLE DES MATIERES 

 
Notations…………….….…………...…………………………….iii 

Introdution…………….….…………...…………………………….1 

1. Préambule 

  1.1 Introduction à la mécanique du contact…………….………….………...10    

   1.1.1. Cadres physiques-modèles mathématiques …………………… …. ....10 

      1.1.2. Lois de comportement……………………...……………………..18 

      1.1.3. Conditions aux limites…………………………………………….24 

  1.2. Espaces fonctionnels……………....…………………………………..31 

      1.2.1. Cadre fonctionnel « scalaire » ………………………….……...…..31 

      1.2.2. Cadre fonctionnel « vectoriel »  …………………………………...34 

      1.2.3. Espace des fonctions à valeurs vectorielles………………………….38 

 1.3. Eléments d’analyse non linéaires dans les espaces de Hilbert……………....40 

      1.3.1. Inéquations variationnelles elliptiques……..……….………………40         

      1.3.2. Equations et inéquations variationnellses d’évolution……...……........42 

      1.3.3. Lemmes de type Gronwall……...…………………………………44 

2. Problème visoélastique avec compliance normale, adhésion et 

endommagement. 

  2.1. Formulation du problème……….………………………………...…...48 

  2.2. Résultat d’existence et d’unicité…………………………………..…....56 

3.Problèmes viscoplastiques avec adhesion et endommagement 

  3.1. Problème avec compliance normale……………… …….……………...70 

      3.1.1. Formulation du problème ……………...………………….….…..70 

      3.1.2. Résultat d’existence et d’unicité ………………………..………....77  

  3.2. Problème avec la condition de contact de Signorini…….……..….….........89 

      3.2.1. Formulation du problème…………………….…………………...89 

       3.2.2.  Résultat d’existence et d’unicité ………………….……..……………....97 



 ii

4. Problème antiplan de contact sans frottement 

 4.1. Formulation du problème ……………… …….…………….... …….116 

 4.2. Résultat d’existence et d’unicité ……………..….……………………125 

Références……………………….………….……..………….....133 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

1

Notations

Si - est un domainede (d= 1;2;3), on notepar

¡ la frontièrede - supposéesouvent régulière.

¡ i (i = 1;3) unepartiede la frontière ¡ .

mes ¡ 1 lamesuredeLebesgue (d¡ 1) dimentionnellede¡ 1.

º la normaleunitairesortanteà ¡ .

vº ; v¿ lescomposantesnormaleet tangentielledu champ

vectoriel v dé…niessur - .

C1
¡
-
¢

l’espacedes fonctionscontinûment di¤érentiablessur - .

H = L2(- )d.

H = L2(- )dxds .

H1 = H1(- )d.

H1 = f¾2 H =Div ¾2 Hg.

H
1
2 (¡ ) l’espacedeSobolev d’ordre 1

2
sur ¡ .

H¡ = H
1
2 (¡ )N .

H
0

¡ l’espacedual deH¡ .

° : H1 ¡ ! H¡ l’application tracepour les fonctionsvectorielles.

Si X est un espacedeHilbert réel et d 2 I N¤, on utilise lesnotationssuivantes

Xd =
©
x = (xi ) = xi 2 X; i = 1;d

ª
:
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h¢;¢iX leproduit scalairedeX.

j¢jX lanormedeX.

X0 l’espacedual deX:

h¢;¢iX0xX leproduit dedualitéentreX0et X:

ÃK la fonction indicatricedeK ½X:

Si deplus[0;T] un intervalledetemps, k 2 det 1· p· +1 , on notepar

C(0;T;X) l’espacedesfonctionscontinuessur [0;T] dansX:

C1(0;T;X) l’espacedesfonctionscontinûment di¤érentiablessur [0;T] dansX:

Lp(0;T;X) l’espacedesfonctionsmesurablesde [0;T] dansX tellesque

TR

0

jf (t)jpX dt < +1 avec lesmodi…cationsusuellessi p= +1 :

Wk;p(0;T;X) l’espacedeSobolev deparamètresk et p:

Pour unefonction f , on notepar

@if ladérivéepartielledef par rapport à la ième composantexi:

Of legradient def :

Div f ladivergencedef (page36).

div f ladivergencedef (page117).

@f lesousdi¤érentiel (classique) def :

Autresnotations

Sd l’espacedestenseurssymétriquesdu second ordresur Rd = Rdxd
s .

Id letenseur identitédu second ordresur Rd.

C uneconstantegénériquestrictement positive.

p:p: presquepartout.



 

 

Introduction

Depuis la nuit des temps, l’hommes’est intéressé aux problèmes de contact entre

deux corps. Ces problèmes de contact , avec ou sans frot tement, entre deux corps dé-

formablesou entreun corpsdéformableet une fondat ion rigide, abondent en industrie

et dans la vie de tous les jours. Le simple contact du sabot de frein avec la roue,

d’unerouedevoitureavec la route, du piston avec la chemise, l’enfoncement progressif

dans un pouf ou un fauteuil lors d’une posture assise, les mult iples frottements entre

plaques tectoniques ou encore l’écoulement de la lave lors d’une érupt ion volcanique,

ne sont que quelques exemples qui font part ie d’une liste non exhaust ive de prob-

lèmes de contact . Vu l’importance du phénomène, des é¤orts considérables ont été

consacrésà lamodélisat ion, l’analyseainsi que l’approximat ion numériquedesproces-

sus physiques provenant des contacts entre des corps déformables. Par conséquent ,

une théorie mathémat ique générale de la mécanique du contact (Mathemat ical The-

ory of Contact Mechanics: MTCM) a fait récemment un progrès impréssionant, voir

par exemple [23, 34, 35, 47] et les références qui y sont incluses.

L’object if de cette thèse est de proposer une certaine contribut ion à l’étude de

quelques problèmes aux limites en mécanique du contact . La modélisat ion des prob-

lèmes de contact d’un corps déformable avec une base dépend essent iellement des

propriétésmécaniques du matériau considéré, ainsi que des condit ions aux limites de

contact . Dans des processus quasistat iques ou dynamiques, nous considérons ici des

lois de comportement non linéaires pour des matériaux viscoélast iques et viscoplas-

t iquesprenant en considérat ion l’in‡uencede l’endommagement internedu matériau.

1
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Nous considérons également des lois de comportement pour des matériaux ayant

des propriétés mécaniques ainsi que des propriétés électriques (matériaux piézoélec-

t riques). L’adhésion entre les surfaces de contact , lorsqu’une colle est ajoutée pour

éviter aux surfaces un mouvement relat if, est prise en considérat ion dans tous les

problèmesétudiésdanscemémoire. Nousenvisageonsaussi l’étudede la déformat ion

ant iplane. Ce type de déformat ions est rencontré lorsqu’on étudie le contact entre

un corps cylindrique et une fondat ion rigide. Les condit ions aux limites sont des

condit ions de compliance normale, de Signorini et le contact est supposé sans frot-

tement. Chacun des problèmes est étudié selon le formalisme général suivant . Nous

commençons par décrire le problèmemécanique de départ , et après avoir précisé les

hypothèses sur les données, nous présentons une analyse variat ionnelle du problème

mécanique.

Lesujet de l’endommagement est extrêmement important dans les concept ions en

ingénierie puisqu’il in‡uence directement sur la vie usuelle de la structure ou la com-

posanteconçue. Il existeunelit tératuretrèsrichesur cesujet . Lesmodèlesprenant en

considérat ion l’in‡uencede l’endommagement internedu matériau sur leprocessusde

contact ont été étudiés mathémat iquement. L’analyse mathématique des problèmes

unidiment ionnels peut être trouvéedans [20]. Les premiersmodèles de l’endommage-

ment mécanique provenant des considérat ions thermodynamiques sont apparus dans

[12, 13]. Des modèles généraux récents dans [18, 19] sont issus du principe de la

puissance virtuelle. Dans tous ces travaux, l’endommagement du matériau est décrit

par une fonct ion d’endommagement ®, ayant des valeurs entre zéro et un. Lorsque

® = 1, il n’y a pas d’endommagement dans le matériau, lorsque ® = 0, le matériau
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est complètement endommagéet lorsque0 < ®< 1, il y a un endommagement part iel

et le système a une capacité réduite. Certains problèmes quasistat iques de contact

avec endommagement ont été étudiés dans [22, 23, 38].

Les matériaux piézoélect riques sont extêmement ut ilisés comme interrupteurs et

actuateurs dans beaucoup de systèmes d’ingénierie, en radioélectronique, l’électroa-

coust ique et la mesure des équipements. Ils sont caractérisés par le couplage des

propriétésmécaniques et électriques. Ce couplage conduit à l’apparit ion d’un poten-

t iel électrique suite à une déformat ion mécanique et, inversement, une déformat ion

mécanique est générée lorsqu’un potent iel électrique est appliqué. Les matériaux

piézoélectriques, pour lesquelles les propriétés mécaniques sont élast iques, sont ap-

pelés ”matériaux électroélast iques” et ceux pour lesquelles les propriétés mécaniques

sont viscoélast iques sont appelés ”matériaux électro-viscoélast iques” . Des modèles

généraux pour des matériaux élast iques ayant un e¤et piézoélectrique peuvent être

trouvésdans [3, 26, 31, 36, 59] et plus récemment dans [58]. Desproblèmesdecontact

stat iques avec frot tement pour des matériaux électroélast iques ont été étudiés dans

[4, 29, 30, 52], sous l’hypothèseque la fondat ion est isolante. Un problèmede contact

avec ”Slip-dependant” pour les matériaux éléctroélast iques a été étudié dans [52] et

des problèmes pour les matériaux électro-viscoélast iques ont été considérés dans [49,

53]. Actuellement, un intérrêt considérable est porté aux problèmes de contact avec

frot tement impliquant les matériaux piézoéléctriques (voir par exemple [4, 29] et les

références qui y sont incluses). Cependant, il n’existe virtuellement pas de résultats

mathémat iques à propos des problèmes de contact pour de tels matériaux et on a

besoin de développer la théorie mathémat ique du contact mécanique (MTCT) pour
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inclure le couplage entre les propriétés mécaniques et électriques.

Lesprocessusd’adhésion sont importants en industrie lorsquedespart ies, souvent

non métaliques, sont collées ensemble. Pour cet te raison, le contact adhésif entre les

corps, lorsqu’unecolleest ajoutéepour empêcher les surfacesd’un mouvement relat if,

a récemment reçu, deplusen plus, unegrandeattent ion dans la lit térature. Desmod-

èles généraux avec adhésion peuvent être trouvés dans [15, 17, 37, 40]. Des résultats

sur l’analyse mathémat iques de plusieurs problèmes de contact avec adhésion peu-

vent être trouvés dans [12, 43, 45, 46, 47, 54]. Récemment, les matériaux composites

ont at teint le sommet, puisqu’ils sont t rès solides et très légers, et par conséquent,

une importance considérable en aviat ion et en industrie automobile. Cependant, les

matériaux composites peuvent subir, sous des contraintes, une délaminat ion dans

laquelle plusieurs couches se décollent et se déplacent relat ivement les unes par rap-

port aux autres. Pour modéliser le processus lorsque le collage n’est pas permanant

et un décollage peut avoir lieu, nous avons besoin de décrire l’adhésion et le contact

ensemble. Un nombre de publicat ions récentes traîte de tels modèles, voir par ex-

emple [9, 10, 11, 15, 16, 37, 39] et les références comprises. L’idée est d’int roduire

une variable de surface interne, le champ d’adhésion ¯ 2 [0; 1], qui décrit la densité

fract ionnelle des adhésifs act ifs sur la surface de contact . En un point de la surface

de contact adhésive, lorsque ¯ = 1, l’adhésion est complète et tous les adhésifs sont

act ifs ; lorsque ¯ = 0 tous les adhésifs sont inact ifs, sévères et il n’y a pas d’adhésion.

Lorsque 0 < ¯ < 1 l’adhésion est part ielle et seulement une fract ion ¯ des adhésifs

est act ive.

La déformation ant iplaneest l’unedesdéformat ions lesplussimplesque lessolides
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peuvent subir : dansunedéformat ion antiplaned’un corpscylindrique, ledéplacement

est parallèle aux génératrices du cylindre et il est indépendant de la coordonnée

axiale. Pour cet teraison, lesproblèmesant iplansjouent un rôletrès important comme

problèmesdepilotage, prévoyant aux di¤érentsaspectsdesolut ionsdanslamécanique

des solides d’être examinés dans des posit ions simples. Une at tent ion considérable a

été dest inée à l’analyse de tels types de problèmes, voir par exemple [5, 24, 25, 51,

56, 60]. En part iculier, les références [5, 51, 60] t raitent des problèmes antiplans pour

des matériaux piézoélectriques.

Cette thèse comporte quatre chapit res et est structurées de la manière suivante :

Dans le premier chapitre, le but est d’introduire les éléments nécessaires pour une

bonne compréhension de la suite des problèmes traités. Nous commençons par décrir

les deux cadres physiques dans lesquels nous travaillons ainsi que les modèles math-

émat iques correspondants, tout en donnant les di¤érentes lois de comportement et

condit ions aux limites qui apparaissent dans cette thèse. Ensuite, nous aborderons

les cadres fonct ionnels permettant l’analyse mathémat ique des problèmes ainsi con-

sidérés. Nous terminerons ce chapit re en passant en revue quelques résultats fonda-

mentaux d’analyse fonct ionnelle concernant les inéquat ions variat ionnelles, équat ions

et inéquat ions variat ionnelles d’évolut ion et en…n les lemmes de Gronwall.

Dans le deuxième chapit re, nous considérons un problème de contact sans frot-

tement, avec adhésion et endommagement pour des matériaux viscoélast iques. Le

contact est modélisé par une compliance normale. Nous établissons une formulat ion

variat ionnelle du problème et démontrons l’existence et l’unicité de la solut ion du

problème variat ionnel résultant . Les démonstrat ions sont basées sur les équat ions
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variat ionnelles dépendant du temps, un résultat classique d’existence et d’unicité

pour les inéquat ions paraboliques, les équations di¤érent ielles et les arguments de

point …xe.

Dans le troisième chapit re, composée de deux paragraphes, nous traitons deux

problèmesdecontact sans frottement pour desmatériaux viscoplast iques. Le contact

est de nouveau supposé avec adhésion et endommagement. Dans le premier para-

graphe de ce troisième chapitre, nous supposons que la fondat ion est déformable et,

par conséquent, nousmodélisons lecontact par unecompliancenormale. Nousprésen-

tons un nouveau résultat concernant l’existence et l’unicité d’une solut ion faible du

problème considéré. Les démonstrat ions s’inspirent de celles ut ilisées dans le travail

qui a fait l’objet du deuxièmechapit reet sont baséessur lesmêmesarguments. Dansle

deuxièmeparagraphe, la fondat ion est supposée rigideet donc le contact est modélisé

par la condit ion deSignorini. Le problèmeest formulé en un systèmeconst itué d’une

inéquat ion variat ionnelle pour les déplacements, d’une inclusion de type parabolique

pour le champ de l’endommagement et d’une équat ion intégro-di¤érent ielle pour le

champ d’adhésion. Nous dérivons la formulat ion variat ionnelle du problème et nous

démontrons l’existence et l’unicité d’une solut ion faible. La démonstrat ion est basée

sur des résultats classiquessur les inéquationsvariat ionnelleséllipt iqueset les inéqua-

t ions variat ionnelles d’évolut ion, une version du théorèmedeCauchy-Lipschitz et des

arguments de point …xe.

Dans le quatrième chapit re, nous considérons un modèlemathémat ique décrivant

la déformation ant iplane d’un cylindre qui entre en contact sans frot tement avec une

base rigide. Le cylindre est supposé piézoélectrique et l’adhésion entre les surfaces
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de contact est prise en considérat ion. Nous dérivons la formulat ion variat ionnelle

du problème qui se formule comme un système d’une équation variat ionnelle d’évo-

lut ion pour le champ de déplacement, d’une équat ion variat ionnelle dépendant du

temps pour le champ électrique et d’uneéquat ion intégro-di¤érent ielle pour le champ

d’adhésion. Ensuite, nous présentons un nouveau résultat d’existence et d’unicité

d’une solut ion du problème variat ionnel. La démonstrat ion ets basée sur un résul-

tat classique des équat ions variat ionnelles d’évolut ion, une version du théorème de

Cauchy-Lipschitz et des arguments de point …xe dans les espaces de Banach.



 

 

8



 

Chapt er 1

Préambules

A…n de faciliter la lecture de cet ouvrage, il nous a paru ut ile de présenter dans ce

premier chapit re les cadres physiques et fonct ionnels dans lesquels nous travaillerons.

Nous commençons par décrire les cadres physiques et les modèles mathémat iques

” généraux” ut ilisés, ensuite nous préciserons les lois de comportement, les condit ions

aux limites et les condit ions de contact sans frot tement.

Nous complétons ce bref rappel sur la mécanique des milieux cont inus par l’in-

t roduct ion d’espaces fonct ionnels de typeSobolev associés aux opérateurs divergence

et déformat ions ut ilisés en mécanique. Nous rappelons leurs principales propriétés,

notamment les théorèmes de trace. Nous rappelons davantage les propriétés des

fonct ions à valeurs vectorielles Lp (0; T; X ) et Wk;p (0; T; X ), où T > 0, k = 1; 2:::;

1 · p · 1 et X est un espace de Banach réel.

Ensuite, nous citons quelques résultats fondamentaux d’analyse fonct ionnelle non

linéairedanslesespacesdeHilbert , desrésultatssur lesopérateursfortement monotone

et de Lipschitz, les inéquat ions variat ionnelles éllipt iques et les équat ions et les in-

Chapitre 1 
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équat ions variat ionnelles d’évolut ion.

1.1 I nt roduct ion à la mécanique du cont act

L’object if des problèmes de contact , du point de vue mécanique, est d’étudier le

nouvel état d’un corps matériel déformable considéré, résultant de l’applicat ion de

forces volumiquesdans ledomainequ’occupece corpset de forcesde tract ion sur une

part ie de la front ière de ce domaine dans un intervalle de temps donné.

Ceparagrapheintroduit lescadresphysiqueset par la suitemathémat iquesut ilisés

dans cette thèse. Nous décrivons également les lois de comportement viscoélast iques

et viscoplast iques ainsi que les condit ions aux limites de contact sans frot tement.

1.1.1 Cadres physiques-modèles mat hémat iques

Dans ce paragraphe nous allons introduire les deux cadres physiques des problèmes

mécaniques intervenant dans cette thèse.

Cadre no. 1. Soit un corps matériel qui occupe un domaine borné - de Rd,

d = 1; 2 ou 3, de frontière régulière @- = ¡ part it ionnée en trois part ies mesurables

et disjointes ¡ 1; ¡ 2 et ¡ 3 telles que mes¡ 1 > 0. Notons par º la normale unitaire

sortante à ¡ . Le corps est encastré sur la part ie ¡ 1 dans une structure …xe. Sur la

part ie ¡ 2 nous appliquons des forces surfaciques de densité f2 et dans - agissent des

forces volumiques de densité f0 (voir Fig. 1.1). Soit T > 0 et soit [0; T] l’intevalle de

temps en question. Le corps est ou peut être en contact adhésif avec un obstacle sur

la part ie ¡ 3. Noussupposonsque lematériau peut êtreendommagédurant lecontact .
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Nous assumons aussi que f0 et f2 varient t rès lentement par rapport au temps; c-à-d.

nous nous plaçons dans l’hypothèse des pet ites déformat ions.

Nous ut iliserons ce cadre physique dans les chapit res II et I I I de cette thèse.

Cadre no. 2 (Problème antiplan). Soit un corps piézoéléctrique

qui occupe un domaine cylindrique B rapporté à un système cartésien orthogonal

Ox1x2x3 (voir Fig. 1.2). Nous considérons que les génératrices sont parallèles à

l’axe Ox3 et nous notons par - le domaine borné de R2 qui représente la sect ion

transversale du cylindre. Nous supposons que le cylindre est su¢ samment long et ,

par conséquent, nous considérons B = - £ (¡ 1 ; + 1 ). Des forces volumiques de

densité f0 agissent sur le cylindre et ce dernier a des charges éléctriques de forces de

volume de densité q0. Soit ¡ = @- et nous assumons une part it ion de la surface

frontière régulière ¡ en trois zonesmesurables et disjointes ¡ 1; ¡ 2 et ¡ 3, d’unepart et

unepart it ion en deux part ies¡ a et ¡ b d’uneautrepart (voir Fig. 1.3.). Nousassumons

également que lesmesuresunidimensionnellesde ¡ 1 et ¡ a notéesmes¡ 1 et mes¡ a sont

o 
x3 

x2 

x1 1 
 

3 

2 

f0 

f2 

Fig. 1.1 – Cadre physique no. 1 
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posit ives. On note par º la normale unitaire sortante à ¡ . Le cylindre est encastré

dans une structure …xe sur ¡ 1 £ (¡ 1 ; + 1 ). Des tract ions surfaciques de densité

f2 agissent sur ¡ 2 £ (¡ 1 ; + 1 ). Nous supposons aussi que le potent iel électrique

s’annule sur ¡ a £ (¡ 1 ; + 1 ) et que des charges électriques surfaciques de densité q2

sont prescrites sur ¡ b£ (¡ 1 ; + 1 ). Sur la part ie ¡ 3 £ (¡ 1 ; + 1 ) le cylindreentreen

contact sansfrot tement et avec adhésion avec un obstacleconduct if quenousappelons

fondat ion. Nous nous interessons à la déformat ion du cylindre dans un intervalle de

temps [0; T]. Nous supposons aussi que le processus est mecaniquement dynamique

et électriquement stat ique.
f2 

o 
x3 

x2 

x1 

 

v 

v 

v 

v 

v v 

u 

f0 

o 
x1 

x2 
1 

 

3 

2 
v 

Fig. 1.2 – Cadre physique no. 2 

Fig. 1.3 – Cadre physique no. 2 – section transversale  
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Nous ut iliserons ce cadre physique dans le chapit re IV de cette thèse.

A…n d’obtenir les modèles mathémat iques correspondant aux cadres physiques

présentés, voici quelques notat ions et convent ions que nous ut iliserons tout au long

de cet te thèse.

Nous désignons par Sd l’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur Rd

(d = 2; 3); ” .” et j:j représentent respect ivement le produit scalaire et la norme

Euclidienne sur Rd et Sd. Ainsi,

u:v = ui vi ; jv j = (v:v)
1
2 ; 8u; v 2 Rd;

¾:¿ = ¾i j ¿i j ; j¿j = (¿:¿)
1
2 ; 8¾;¿ 2 Sd;

avec la convent ion de l’indice muet.

Pour un vecteur v nous désignons par vº et v¿ ses composantes normale et tan-

gentielle à la front ière, c’est à dire

vº = v:º ; v¿ = v¡ vº º : (I.1.1)

Nous notons par ¾= ¾(x; t) le champ des contraintes, par u = u (x; t) le champ de

déplacement, par " (u) lechamp desdéformations linéarisées et par ¾º levecteur con-

trainte de Cauchy. Pour simpli…er les notat ions, nous n’indiquons pas explicitement

la dépendance des fonct ions par rapport à x 2 - et t 2 [0; T] :

Pour le champ des contraintes ¾ nous dénotons par ¾º et ¾¿ les composantes

normale et tangentielle à la front ière, à savoir

¾º = (¾º ) :º ; ¾¿ = ¾º ¡ ¾º º : (I.1.2)
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En utilisant (I.1.1) et (I.1.2) nous obtenons la relat ion

(¾º ) :v = ¾º vº + ¾¿:v¿; (I.1.3)

qui va intervenir tout au long de cette thèse a…n d’obtenir les formulat ions variat ion-

nelles des problèmes mécaniques de contact .

En outre, lespointsau dessusd’unefonct ion représentent la dérivat ion par rapport

au temps; par exemple

:
u=

du

dt
;

::
u=

d2u

dt2
;

où
:
u désigne le champ des vitesses et

::
u désigne le champ des accélérations.

Nous rappelonsmaintenant la relat ion déformat ion-déplacement dans l’hypothèse

des petites déformations

" (u) = (" i j (u)); " i j (u) =
1

2
(ui ;j + uj ;i ); 1 · i ; j · d: (I.1.4)

Nous notons qu’ici et tout au long de cette thèse, un indice qui suit une virgule

indique une dérivat ion part ielle par rapport à la composante correspondante de la

variable.

Passons maintenant à la descript ion des modèles mathémat iques associés aux

cadres physiques ci-dessus.

Modèlemathématiqueno. 1. Nous commençons par lemodèlemathé-

mat iquedu cadrephysiqueno. 1. Les fonctionsu : - £ [0; T] ! Rd et ¾ : - £ [0; T] !

Sd sont les inconnues du problème.

Nous savons qu’en général, l’évolut ion d’un corps matériel dans un intervalle de

temps [0; T] ; est décrite par l’équation de mouvement de Cauchy
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Div ¾+ f0 = ½
::
u dans - £ (0; T) ; (I.1.5)

où les fonct ions densité de masse ½: - ! R+ et densité des forces appliquées de

volume f0 : - £ [0; T] ! Rd sont des données du problème.

Le processus d’évolut ion dé…ni par (I.1.5) est un processus dynamique. Dans

certaines situat ions, l’équat ion (I.1.5) peut encore se simpli…er. Par exemple dans

le cas où le champ des vitesses
:
u est nul quand il s’agit d’un problème d’équilibre

(processus statique) ou bien dans le cas où
:
u varie très lentement par rapport au

temps donc le terme ½
::
u peut être négligé (processus quasistatique). Dans ces deux

cas, l’équat ion (I.1.5) devient

Div ¾+ f0 = 0 dans - £ (0; T) : (I.1.6)

Dans la suite, nous allons appeler simplement (I.1.5) équat ion du mouvement et

(I.1.6) équat ion d’équilibre.

L’équat ion (I.1.6) modéliseleprocessusdesproblèmesrencontrésdansleschapit res

II et I I I, tandis que l’équat ion (I.1.5) sera ut ilisée dans le chapit re IV.

Puisque le corps est encastré sur ¡ 1, le champ de déplacement est par conséquent

nul sur cet te part ie de la front ière:

u = 0 sur ¡ 1 £ (0; T) : (I.1.7)

La condit ion aux limites de tract ion est

¾º = f2 sur ¡ 2 £ (0; T) ; (I.1.8)
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f2 étant une donnée du problème.

Les équat ions (I.1.6)-(I.1.8) sont insu¢ santes à elles seules pour décrire le mou-

vement du corps matériel considéré. Il est nécessaire de décrire ce qui est propre au

matériau lui même: c’est l’objet des lois de comportement que nous décrirons par la

suite. Finalement, a…n de compléter le modèle mathémat ique qui décrit l’évolut ion

du corps, il faut préciser les condit ions aux limites sur la part ie ¡ 3 de la front ière,

dest inée à entrer en contact avec la fondat ion. Ceci est l’objet des condit ions aux

limites de contact que nous décrirons ultérieurement.

Modèle mathématique no.2. nous nous plaçons maintenant dans le

cadre physique no.2. Nous supposons que

f0 = (0; 0; f 0) avec f 0 = f 0 (x1; x2; t) : - £ [0; T] ! R; (I.1.9)

f2 = (0; 0; f 2) avec f 2 = f 2 (x1; x2; t) : ¡ 2 £ [0; T] ! R; (I.1.10)

q0 = q0 (x1; x2; t) : - £ [0; T] ! R; (I.1.11)

q2 = q2 (x1; x2; t) : ¡ b £ [0; T] ! R: (I.1.12)

Lesforces(I.1.9), (I.1.10) et leschargesélectriques(I.1.11), (I.1.12) produisent une

évolut ion desdéformat ionsainsi quedeschargeséletriquesdu cylindrepiézoélect rique;

ceci correspond à un déplacement u et à un champ de potent iel électrique ' qui sont

indépendants de x3 et qui ont la forme

u = (0; 0; u) avec u = u (x1; x2; t) : - £ [0; T] ! R; (I.1.13)

' = ' (x1; x2; t) : - £ [0; T] ! R: (I.1.14)
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Soit " (u) le tenseur des déformations linéarisées. En utilisant (I.1.13) et (I.1.4)

nous obtenons

" (u) =

0

B
B
B
B
B
B
@

0 0 1
2
u;1

0 0 1
2
u;2

1
2
u;1

1
2
u;2 0

1

C
C
C
C
C
C
A

: (I.1.15)

Nous supposons que le processus décrivant le mouvement du corps est dynamique.

Par conséquent, nous utiliserons l’équat ion (I.1.5). Pour le processus électrique, nous

supposons qu’il est stat ique, c-à-d gouverné par l’équat ion

Di ;i ¡ q0 = 0 dans B £ (0; T) ; (I.1.16)

où D = (Di ) est le champ de déplacement électrique dé…ni par

D = E" (u) + mE (' ) : (I.1.17)

E représente le tenseur piézoélectrique d’ordre trois, m est le coé¢ cient de la permé-

t ivité électrique et E (' ) est le champ élect rique dé…ni par

E (' ) = (Ei (' )) ; Ei (' ) = ¡ ' ;i ; i = 1; :::; d: (I.1.18)

Puisque le cylindreest encastré sur ¡ 1 £ (¡ 1 ; + 1 ) £ (0; T), le champ dedéplace-

ment s’annulera sur cette part ie. Ainsi, (I.1.13) implique

u = 0 sur ¡ 1 £ (0; T) : (I.1.19)

Soit º la normale extérieure à ¡ £ (¡ 1 ; + 1 ) : Nous avons

º = (º 1; º 2; 0) avec º i = º i (x1; x2) : ¡ ! R; i = 1; 2: (I.1.20)



 

 

18

En utilisant (I.1.1), (I.1.13) et (I.1.20) nous déduisons

uº = 0; u¿ = (0; 0; u) : (I.1.21)

En outre, de (I.1.2) et (I.1.20) nous déduisons

¾º = 0; ¾¿ = (0; 0;¾¿) = ¾º : (I.1.22)

Par conséquent , en ut ilisant (I.1.10) et (I.1.22), on obt ient la condit ion aux limites

en tract ion suivante

¾¿ = f 2 sur ¡ 2 £ (0; T) : (I.1.23)

En ajoutant aux équat ions (I.1.5), (I.1.6), (I.1.19) et (I.1.23) une loi de comporte-

ment et des condit ions aux limites de contact sans frot tement sur ¡ 3, nous obtenons

un deusième modèle mathématique qui va être étudié dans le quatrième chapit re de

cet te thèse.

1.1.2 Lois de compor t ement

Chacune des équat ions (I.1.5) et (I.1.6) équivaut à d relat ions scalaires; il est évident

du point devuemathématiquequecetteéquat ion nesu¢ t pasàmodéliser leproblème

d’équilibre, par exemple, les d composantes ui du champ de déplacement ne…gurent

pas dans ces équat ions. Du point de vue physique par ailleurs, il faut remarquer que

chacunedeséquat ions(I.1.5) et (I.1.6) exprimeuneloi universellevalablepour tousles

solides. Donc si l’équat ion du mouvement su¢ sait à déterminer tous les paramètres,

cela signi…erait que; soumis à des condit ions ident iques, les divers milieux cont inus

auraient des comportements ident iques. Ceci est naturellement absurde.
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L’équat ion d’équilibre est donc insu¢ sante, à elle seule, pour décrire l’équilibre

des corps matériels; elle doit être complétée par d’autres relat ions que l’on désigne

sous le vocable général de lois de comportement, caractérisant le comportement de

chaque type de solides. Ces lois, bien qu’elles doivent respecter certaines propriétés

d’invariance, sont souvent d’origineexpérimentale. C’est touteunesérie d’essais qu’il

faut imaginer et réaliser pour établir une loi de comportement; comme exemples

d’essais qui peuvent êt re exercés sur les solides on cite: les essais de chargement

monotone, essais de charge-décharge, essais de ‡uage et essais de relaxat ion.

Dans la suite, nous entendons par loi de comportement toute relat ion entre le

tenseur des contraintes ¾, le tenseur des déformations linéarisées " et leurs dérivées

temporelles
:
¾ et

:
" . Nous présentons dans la suite les lois de comportement qui

interviennent danscettethèse, loisqui correspondent àdeux cathégoriesdematériaux:

matériaux visoélast iques et matériaux visoplast iques.

Lois de compor t ement viscoélast ique avec endommagement

L’invest igat ion des propriétés mécaniques des matériaux tels que les pâtes, les

huiles et les cires, a mis en évidence que certains phénomènes, tels que le ‡uage et la

relaxat ion, ne peuvent être décrits par les lois de comportement élast ique. C’est pour

cela que les lois viscoélast iques ont été introduites. Elles décrivent le comportement

des matériaux comme les métaux, les polymères, les caoutchoucs et les roches.

Nousenvisageonsici desmatériaux qui ont despropriétésélast iques, maisenmême

temps, les essais de chargement monotone indiquent que la courbe¾= ¾(" ) dépend

de
:
" = "

¡ :
u
¢
. Ce sont les matériaux viscoélastiques. Parmis les lois viscoélast iques,

nous citons la loi viscoélast ique de Kelvin-Voigt qui s’écrit
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¾= A"
¡ :
u
¢
+ G(" (u)) ; (I.1.24)

où A représente l’opérateur de viscosité et G est l’opérateur d’élasticité.

Si nous prenons en considérat ion l’e¤et de l’endommagement du matériau du-

rant le contact , nous arrivons à une généralisat ion de la loi (I.1.24) qui est la loi de

comportement viscoélast ique avec endommagement ayant la forme

¾= A"
¡ :
u
¢
+ G(" (u) ;®) ; (I.1.25)

La fonct ion ® représente la fonct ion d’endommagement dont l’évolut ion est décrite

par l’inclusion di¤érent ielle suivante :

:
® ¡ k 4 ®+ @' K (®) 3 Á(" (u) ;®) dans - ; (I.1.26)

où K est l’ensemble des fonct ions admissibles d’endommagement dé…ni par

K =
©
» 2 H 1 (- ) = 0 · » · 1 p.p. dans -

ª
; (I.1.27)

k est une constante posit ive, @' K représente le sous-di¤érentiel de la fonct ion indica-

t rice de l’ensemble K et Á est une fonct ion const itut ive donnée qui décrit les sources

de l’endommagement dans le système.

Notons que les valeurs de la fonct ion d’endommagement ® sont comprises entre

zero et un. Quand ® = 1 il n’y a pas d’endommagement dans le matériau, quand

®= 0, lematériau est complètement endommagé, quand 0 < ®< 1 il y a un endom-

magement part iel et le système a une capacité de résistance réduite. Des problèmes
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de contact pour des matériaux viscoélast iques sont envisagés dans [8, 22, 28, 38, 44,

45, 46].

La loi viscoélast ique (I.1.25) sera ut ilisée dans le chapit re I I de cet te thèse.

Lois de compor t ement élect r ique-visoélast ique

Nous citons également parmi les lois viscoélast iques, la loi viscoélast ique linéaire

à mémoire courte qui est donnée par

¾= A"
¡ :
u
¢
+ G(" (u)) ; (I.1.28)

A représente l’opérateur de viscosité et G est l’opérateur d’élasticité.

Pour des raisons de symétrie, nous envisageons des cas avec di¤érentes symétries

materielles qui réduisent le nombre des coé¢ cients dist incts intervenant dans la loi

de comportement (I.1.28). Ainsi, on peut prouver que, dans la cas isotrope (c’est à

dire dans le cas où toutes les direct ions autour d’un point sont matériellement équiv-

alentes), la loi de comportement pour un matériau viscoélast ique linéaire à mémoire

courte isotrope est donnée par

¾= 2µ"
¡ :
u
¢
+ ³

¡
tr
¡
"
¡ :
u
¢¢¢

I+ 2¹ " (u) + ¸ (tr (" (u))) I ; (I.1.29)

où ¸ et ¹ sont les coe¢ cients de Lamé, µ et ³ représentent les coe¢ cients de viscosité

sat isfaisant µ > 0 et ³ ¸ 0, tr " (u) = " i i (u) et I est le tenseur unitaire dans R
3:

Si le matériau est piézoéletrique, il est donc caractérisé par le couplage des pro-

priétés mécaniques et életriques. Ce couplage conduit à l’apparit ion d’un potent iel

électrique lors de l’applicat ion des contraintes mécaniques, et, inversemment, des

contraintes mécaniques sont générées lorsqu’un potent iel élet rique est appliqué. Un
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matériau piézoélectrique dont les propriétés mécaniques sont viscoélast iques est ap-

pelé matériau életrique-viscoélastique. Ainsi, le comportement d’un matériau vis-

coélast ique linéaire isotrope et piézoélectrique sera modélisé par la loi de comporte-

ment électrique-viscoélast ique isotrope donnée par

¾= 2µ"
¡ :
u
¢
+ ³ tr "

¡ :
u
¢
I + 2¹ " (u) + ¸ tr " (u) I ¡ E¤E (' ) ; (I.1.30)

D = E" (u) + mE (' ) ; (I.1.31)

où ³ et µsont lescoe¢ cientsdeviscosité, ¸ et ¹ sont lescoe¢ cientsdeLamé, tr " (u) =

" i i (u), I est le tenseur unitaire dansR
3, m est la constante de permét ivité électrique,

E représente le tenseur piézoélectrique d’ordre trois et E¤ son transposé. Aussi, D =

(Di ) ; i = 1; ::d est lechamp dedéplacement électriqueet E (' ) est lechamp électrique

dé…ni par (I.1.18).

La loi électrique-viscoélast ique isotrope (I.1.30)-(I.1.31) sera envisagée dans le

chapitre IV de cette thèse.

Lois de compor t ement viscoplast ique avec endommagement

Les lois de comportement viscoplast iques sont des lois const itut ives qui peuvent

modéliser en même temps les phénomènes décrits par les essais de charge-décharge

et les phénomènes dépendant du temps (relaxat ion et ‡uage). Ces lois sont appelées

en réalité lois élasto-viscoplastiques mais, pour simpli…er la terminologie, nous les

appellerons viscoplastiques. Une loi de comportement viscoplast ique s’écrit

:
¾= E

:
" +G(¾; " )

ou d’une façon équivalente



 

 

23

:
¾= E"

¡ :
u
¢
+ G(¾; " (u)) ; (I.1.32)

où E est un tenseur d’ordre quatre et G est une fonct ion const itut ive donnée.

Si nousenvisageonsun endommagement mécaniquedu matériau durant lecontact

alors nous obtenons la loi viscoplast ique avec endommagement suivante :

:
¾= E"

¡ :
u
¢
+ G(¾; " (u) ;®) ; (I.1.33)

avec E un tenseur d’ordre quatre, G une fonction const itut ive et ® la fonct ion d’en-

dommagement dont l’évolut ion est décrite par l’inclusion

:
® ¡ k 4 ®+ @' K (®) 3 Á(¾; " (u) ; ®) dans - ;

où K est l’ensemble des fonct ions admissibles d’endommagement dé…ni par

K =
©
» 2 H 1 (- ) = 0 · » · 1 p.p. dans -

ª
;

k est une constante posit ive, @' K représente le sous-di¤érentiel de la fonct ion indica-

t rice de l’ensemble K et Á est une fonct ion const itut ive donnée qui décrit les sources

de l’endommagement dans le système.

Des modèles mathémat iques récents avec endommagement pour des matériaux

viscoplast iques peuvent être trouvés dans [10, 11, 43].

La loi de comportement viscoplast ique (I.1.33) sera ut ilisée dans le chapit re I I I de

cette thèse.



 

 

24

1.1.3 Condit ions aux l imit es de cont act

Dans ce paragraphe, nous décrivons les condit ions aux limites de contact considérées

dans cette thèse.

Par condition decontact nouscomprenonsunerelat ion impliquant lescomposantes

normales du champ de déplacement, des vitesses ou des contraintes. Pour le frot te-

ment, nousut ilisons la contrainte tangent ielle. Leségalitéset les inégalitésqui suivent

sont considérées vraies partout sur ¡ 3 £ (0; T) :

Condit ion de cont act avec adhésion

Le contact avec adhésion entre les corps, lorsque une colle est ajoutée pour em-

pécher les surfaces d’un mouvement relat if, a reçu une grande importance dans la

lit térature mathémat ique. L’analyse de di¤érents modèles de contact avec adhésion

peut être trouvée dans [8, 9, 10, 11, 12, 14, 21, 28, 55]. Ceci conduit à l’int roduct ion

d’une variable interne de surface, le champ d’adhésion noté dans cette thèse par ¯

exprimant l’intensité de l’adhésion. Suivant [18, 19], le champ d’adhésion sat isfait les

restrict ions 0 · ¯ · 1; quand ¯ = 1 en un point de la surface de contact , l’adhésion

est complèteet tous les jointsadhésifs sont act ifs; quand ¯ = 0 tous les jointsadhésifs

sont inact ifs et il n’y a pas d’adhésion; quand 0 < ¯ < 1 l’adhésion est part ielle et

seulement une fract ion ¯ des joints adhésifs est act ive. Pour plus de détails, nous

invitons le lecteur à consulter [37, 39, 47].

Le champ d’adhésion évolue selon une équat ion di¤érentielle du premier ordre

donnée par :
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:

¯= ¡
h
° º ¯

£
(¡ R (uº ))+

¤2
¡ ²a

i

+
; (I.1.34)

avec r+ = max f r; 0g: ° º et ²a sont des coe¢ cients d’adhésion donnés et R est

l’opérateur de troncature dé…ni par

R (s) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

¡ L si s · ¡ L ;

s jsj < L;

L si s ¸ L:

(I.1.35)

Ici, L > 0 est la longueur caractérist ique du joint adhésif, au-delà de laquelle

il n’y a plus d’autres tract ions. L’int roduct ion de R est mot ivée par les arguments

mathémat iquesmais elle n’est pas restreinte du point de vue physique, puisque il n’y

a pas de restrict ion de la valeur du paramètre L dans ce qui suit .

L’équat ion (I.1.34) sera ut iliséedans ledeuxièmechapit reet dans lepremier para-

graphe du troisième chapitre de cette thèse pour décrire l’évolut ion du champ d’ad-

hésion.

Pour décrire cette évolut ion, nous pouvons également ut iliser l’équat ion suivante

:

¯= ¡
h
° º ¯ eR (uº )

2 ¡ ²a
i

+
: (I.1.36)

où ° º et ²a sont des coe¢ cients d’adhésion.

Si R est l’opérateur de troncature dé…ni par

R (s) = RL (s) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

¡ L si s < ¡ L;

s si ¡ L · s · L;

L si s > L;

(I.1.37)
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alors l’opérateur de troncature eR est donné par

eR (uº ) = (¡ R (uº ))+ :

Donc,

eR (s) = eRL (s) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

L si s < ¡ L;

¡ s si ¡ L · s · 0;

0 si s > 0:

(I.1.38)

Notons que, dans cette thèse, nous ut ilisons eR (s)2, où

eR (s)2 =
³
eR (s)

´ 2

=

8
>>>>>><

>>>>>>:

L2 si s < ¡ L;

s2 si ¡ L · s · 0;

0 si s > 0:

L’équation (I.1.36) sera ut ilisée dans le deuxième paragraphe du troisième chapit re

de cette thèse.

Un troisième modèle des équat ions di¤érent ielles décrivant l’évolut ion du champ

de l’adhésion est le suivant :

:

¯= ¡
¡
¯
¡
° º Rº (uº )

2 + ° ¿ kR¿ (u¿)k
2¢¡ ²a

¢
+

(I.1.39)

où ° º , ° ¿ et ²a sont desparamètres posit ifset Rº , R¿ sont lesopérateursdetroncature

dé…nis par

Rº (s) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

L si s < ¡ L;

¡ s si ¡ L · s · 0;

0 si s > 0;

R¿ (v) =

8
>><

>>:

v si jv j · L;

L v
jv j

si jv j > L;
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avec L > 0 étant toujours une longueur caractérist ique du joint adhésif, au-delà de

laquelle il n’y a plus d’autres tract ions (voir, e.x. [37]).

Si nous nous plaçons dans le cadre physique no. 2 conduisant au modèle mathé-

mat ique no. 2, il serait nécessaire de rappeler (I.1.21) et la dé…nit ion de l’opérateur

Rº pour voir que l’équat ion (I.1.39) sera réduite à l’équat ion suivante.

:

¯= ¡
¡
¯° jR (u)j2 ¡ ²a

¢
+
: (I.1.40)

Signalons que le paramètre ° ¿ sera tout simplement noté ° et l’opérateur R¿ sera

dé…ni pour les scalaires et noté R:

L’équat ion di¤érent ielle (I.1.40) sera ut ilisée dans le quatrième chapit re de cette

thèse.

Condit ion de compliance normale avec adhésion

Dans ce cas, la fondat ion est supposée déformable et la zone de contact n’est pas

connu à priori. La contrainte normale ¾º sat isfait la condit ion dite de compliance

normale avec adhésion

¡ ¾º = pº (uº ) ¡ ° º ¯
2 (¡ R (uº ))+ ; (I.1.41)

où pº est une fonct ion posit ive donnée, ° º est un coe¢ cient d’adhésion donné et R

est l’opérateur de troncature dé…ni par (I.1.35), voir par exemple [8, 9].

Comme exemple de fonct ion pº nous pouvons citer

pº (r ) = cº (r+ )
mº ,

avec mº 2 ]0; 1], cº une constante posit ive et r+ = max f 0; rg:
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La compliance normale avec adhésion sera éxploitée dans le chapit re I I et le pre-

mier paragraphe du chapit re I I I de cet te thèse.

Condit ion de cont act de Signor ini avec adhésion

Dans ce cas, la fondat ion est rigide et, en prenant en considérat ion l’adhésion des

surfacesdecontact , ceci seramodélisépar la condit ion ditedeSignorini avec adhésion

suivante :

uº · 0; ¾º · ° º ¯
2 eR (uº )

³
¾º ¡ ° º ¯

2 eR (uº )
´
uº = 0; (I.1.42)

ce qui est équivalent à

uº · 0; ¾º + ° º ¯
2R (uº ) · 0

¡
¾º + ° º ¯

2R (uº )
¢
uº = 0;

où uº , ¾º sont lescomposantesnormalesdeschampsdedéplacement et descontraintes

respect ivement, ° º est un coe¢ cient d’adhésion et eR est l’opérateur de troncature

dé…ni à part ir de l’opérateur R ci-dessus et donné dans (I.1.38).

L’introduct ion de l’opérateur de troncatureR est mot ivée principalement par des

raisonsmathémat iques. Puisqueuº · 0 sur ¡ 3 £ (0; T), il vient que eR (uº ) = ¡ R (uº )

sur ¡ 3 £ (0; T). Rappelons que la dé…nit ion de ces opérateurs implique un paramètre

posit if L qui est la longueur caractérist ique de l’adhésion, et au-delà duquel l’adhésif

n’o¤re plus aucune tract ion. En choisissant L très grand, nous pouvons assumer que

R (uº ) = uº et , par conséquent, nous récupérons la condit ion de contact

uº · 0; ¾º + ° º ¯
2uº · 0;

¡
¾º + ° º ¯

2uº
¢
uº = 0:
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Cette condit ion a été ut ilisée dans [37] dans l’étude des problèmes de contact avec

adhésion pour les matériaux élast iques linéaires. Aussi, notons que lorsque le champ

d’adhésion s’annule, alors (I.1.42) devient la condit ion de Signorini classique avec la

fonct ion de saut zéro, c’est à dire

uº · 0; ¾º · 0; ¾º uº = 0:

Condit ions de cont act sans frot t ement

Plusieurs problèmes en mécanique du contact prennent en considérat ion le frot-

tement entre les surfaces de contact . Dans ce cas, le corps se met à glisser et la

contrainte tangent ielle tend à s’opposer au mouvement. Desmodèlesmathémat iques

avec frot tement peuvent être trouvés dans [4, 12, 22, 32, 37, 38, 39, 40, 42] et plus

récemment dans [30, 51, 52, 53]. Dans le cas de contact sans frot tement, les mouve-

ments tangent iels sont libres, ce qui se traduit par

¾¿ = 0: (I.1.43)

La condit ion de contact sans frottement (I.1.43) sera ut ilisée dans le chapit re I I

et le premier paragraphe du chapitre I I I de cet te thèse.

Dans le cas d’un contact avec adhésion, les tract ions tangent ielles de frot tement

sur lessurfacesdecontact sont négligeablespar rapport aux tract ionsd’adhésion. Par

conséquent, la contrainte tangent iellesur la surfacedecontact est généréeuniquement

par la colle, et elle est supposée dépendre du champ d’adhésion et du déplacement

tangent iel. Alors,

¡ ¾¿ = p¿ (¯) R
¤ (u¿) ; (I.1.44)
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où p¿ est une fonct ion posit ive donnée et l’opérateur de troncature R¤ est dé…ni par

R¤ (v) = R¤
L (v) =

8
>><

>>:

v si jv j · L ;

L v
jv j

si jv j > L:

(I.1.45)

Notons qu’en considérant la condit ion de contact (I.1.44), nous assumons que

la tract ion tangent ielle de frottement est négligeable. Pour cette raison, nous nous

référons à (I.1.44) comme condit ion de contact sans frottement et les processus gou-

vérnés par (I.1.44) sont des processus de contact sans frot tement . Lorsque la trat ion

tangent ielle de frottement n’est pas négligeable, nous devons prendre en considéra-

t ion, comme ça a été fait dans [37, 39], là où le processus de contact avec frot tement

et adhésion a été considéré.

La condit ion de contact sans frot tement (I.1.44) sera ut ilisée dans le deuxième

paragraphe du chapit re I I I de cet te thèse.

Si nous nous plaçons dans le cadre physique no. 2 conduisant au modèle math-

ématique no. 2, il serait nécessaire de rappeler (I.1.21) pour voir que la condit ion

(I.1.44) sera réduite à la condit ion suivante.

¡ ¾¿ = p(¯) R (u) ; (I.1.46)

Signalons que le paramètre ° ¿ sera tout simplement noté ° et l’opérateur R¤ sera

dé…ni pour les scalaires et noté R:

La condit ion de contact sans frottement (I.1.46) sera ut ilisée dans le chapit re IV

de cette thèse.



 

 

31

1.2 Espaces fonct ionnels

Nous introduisons dans ce chapit re des espaces de typeSobolev ut ilisés en mécanique

du contact , à savoir les espaces de fonct ions à valeurs vectorielles. Nous présentons

de plus les principales propriétés, notamment les théorèmes de trace. Précisons aussi

que toutes les notat ions ainsi que les espaces fonct ionnels ut ilisés dans cette thèse

sont introduits dans ce paragraphe. Pour plus de détails sur les espaces de Sobolev

et les espaces des distribut ions, on renvoit par exemple .

1.2.1 Cadre fonct ionnel ” scalaire”

Dansceparagraphe, nousdécrivons lecadre fonct ionnel dans lequel nous travaillerons

dans lechapit re IV du mémoire, où les fonct ions inconnuessont des fonct ionsscalaires

dé…nies à chaquemoment du temps sur - , un domaine borné deR2. Par conséquent,

partout dans ce paragraphe nous considérons - ½ R2:

Nous commençons par rappeler brièvement quelques résultats sur l’espace de

Sobolev H 1 (- ) dé…ni par

H 1 (- ) =
©
u 2 L2 (- ) =@iu 2 L2 (- ) ; i = 1; 2

ª
:

D’abord, nous notons par r u le vecteur de composantes @iu. Nous avons r u 2

L2 (- )2 pour tout u 2 H 1 (- ). Nous savons queH 1 (- ) est un espace deHilbert pour

le produit scalaire

(u; v)H 1(- ) = (u; v)L 2(- ) + (@iu;@iv)L 2(- ) ;
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et la norme associée

jujH 1(- ) = (u; u)2H 1(- ) :

Nous avons les résultats suivants.

C1
¡
-
¢
est dense dans H 1 (- ) ;

H 1 (- ) ½ L2 (- ) avec inject ion compacte (Théorème de Rellich),
8
>><

>>:

Il existe une applicat ion linéaire et cont inue ° : H 1 (- ) ! L2 (¡ )

telle que ° u = u n ¡ pour tout u 2 C1
¡
-
¢
(Théorème de trace de Sobolev).

Remarque I .2.1. L’espace L2 (¡ ) ci-dessus représente l’espace des fonctions

réelles sur ¡ qui sont L2 pour la mesure super…cielle d¡ . L’application ° s’appelle

appliation de trace; elle est dé…nie comme le prolongement par densité de l’application

u ! u n ¡ dé…nie pour u 2 C1
¡
-
¢
. Nous notons que l’application de trace ° :

H 1 (- ) ! L2 (¡ ) est un opérateur compact.

L’applicat ion de trace° : H 1 (- ) ! L2 (¡ ) n’est passurject ive. L’imagedeH 1 (- )

par cetteapplicat ion notéeH
1
2 (¡ ) est un sous-espacedeL2 (¡ ) qui est deHilbert pour

la structure transportée par ° : Nous avons

H
1
2 (¡ ) ½ L2 (¡ ) avec inject ion cont inue,

° : H 1 (- ) ! H
1
2 (¡ ) est une applicat ion linéaire cont inue et surject ive.

A…n de dé…nir des produits scalaires sur les espaces fonct ionnels dans lesquelles

nous travaillerons dans le chapit re IV, nous avons besoin du théorème suivant .

T héorème I .2.2. Soit ¡ 1 une portion de la frontière de - telle que mes¡ 1 > 0.

Alors il existe une constante Cp (dépendant de - et ¡ 1) telle que

jvjL 2(- ) · Cp jr vjL 2(- )2 8v 2 H 1 (- ) ; v = 0 sur ¡ 1;
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où

r v = (v;1 + v;2) pour v = v (x1; x2) :

Maintenant, nous pouvons préciser le cadre fonct ionnel ut ilisé dans le quatrième

chapit re de cette thèse.

Nous introduisons les sous-espaces fermés de H 1 (- ) dé…nis par

V =
©
v 2 H 1 (- ) = v= 0 sur ¡ 1

ª
; W =

©
Ã 2 H 1 (- ) = Ã = 0 sur ¡ a

ª
; (I.2.1)

ici et dans ce qui suit , nous érivons ! pour la trace ° ! d’une fonct ion ! 2 H 1 (- ) sur

¡ : Notons H = L2 (- ) et ut ilisons un produit scalaire modi…é donné par

((u;v))H = (½u;v)
1
2
H 8u;v2H; (I.2.2)

où ½représente la densité demasse du cylindre véri…ant

½2 L1 (- ) ; il existe ½¤ > 0 tel que½(x) ¸ ½¤ p.p. x 2 - : (I.2.3)

La norme k:kH associée au produit scalaire (I.2.2) est donnée par

kvkH = (½v;v)
1
2
H 8v2H: (I.2.4)

Il vient de l’hypothèse (I.2.3) que k:kH et j:jH sont des normes équivalentes sur H .

En outre, l’inclusion de (V; j:jV ) dans (H; k:kH ) est cont inue et dense. Nous notons

par la suite par V¶ l’espace dual de V: En ident i…ant H avec son propre dual, nous

pouvons écrire

V ½H ½ V¶:

Nous ut ilisons la notat ion (:; :)V¶¶£ V pour représenter la dualité entre V¶ et V: Nous

avons

(u; v)V¶¶£ V = ((u;v))H 8u2H; v2V; (I.2.5)
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et nous notons par j:jV¶ la norme sur l’espace dual V
¶:

D’autre part , puisque mes¡ 1 > 0, mes¡ a > 0; il s’en suit du Théorème I.2.2 que

l’applicat ion (u; v) 7¡ !
R

-

r u : r v dx est un produit scalaire sur V qui induit la

norme jr ujL 2(- )2 équivalente à la norme jujH 1(- ) . Par conséquent, V et W sont des

espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires

(u;v)V =

Z

-

r u:r v dx 8u; v2V; (' ; Ã)W =

Z

-

r ' :r Ãdx 8' ; Ã 2 W; (I.2.6)

et soient j:jV , j:jW les normes associées

jvjV = jr vjL 2(- )2 8v2V; jÃjW = jr ÃjL 2(- )2 8Ã 2 W: (I.2.7)

De plus, du Théorème de trace de Sobolev nous déduisons qu’il existent des con-

stantes posit ives cV > 0; cW > 0 telles que

jvjL 2(¡ 3)
· cV jvjV 8v2V; jÃjL 2(¡ 3)

· cW jÃjW 8Ã 2 W: (I.2.8)

Finalement, pour le champ d’adhésion nous utilisons l’ensemble

Z = f ¯ 2 L1 (¡ 3) = 0 · ¯ · 1 p.p. sur ¡ 3g: (I.2.9)

1.2.2 Cadre fonct ionnel ” vect or iel”

Dans ce paragraphe, nous décrivons le cadre fonct ionnel dans lequel nous allons tra-

vailler dans les chapit res I I, et I I I de la thèse. Pour plus de détails, voir [7, 13].

Nous introduisons les espaces suivants.

H = L2(- )d = f u = (ui ) = ui 2 L2(- )g = L2(- )d;
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H = f ¾= (¾i j ) = ¾i j = ¾j i 2 L2(- )g = L2(- )d£ dS ;

H1 = f u = (ui ) 2 H = "(u) 2 Hg;

H1 = f ¾2 H = Div ¾2 Hg:

Les spaces H;H;H1 et H1 sont des espaces deHilbert réels munis respectivement

des produits scalaires suivants:

(u; v)H =

Z

-

ui vi dx 8u; v 2H;

(¾; ¿)H =

Z

-

¾i j ¿i j dx 8¾; ¿ 2H;

(u; v )H1
= (u; v)H + (" (u) ; " (v))H 8u; v 2H1;

(¾; ¿)H 1
= (¾;¿)H + (Div ¾;Div ¿)H 8¾;¿ 2H1;

respect ivement, où " : H1 ! H et Div : H1 ! H sont les opérateurs de déforma-

tion et de divergence dé…nis par

" (u) = (" i j (u)); " i j (u) =
1

2
(ui ;;j + uj ;;i ); Div ¾= (¾i j ;;j ):

Les normes sur les espacesH;H;H1 et H1 sont notées par j:jH ; j:jH ; j:jH 1
et j:jH 1

,

respect ivement.
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Comme la front ière ¡ est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur º à la fron-

t ière est dé…ni p.p. Pour tout champ de vecteurs v 2 H1 nous ut ilisons la notat ion v

pour désigner la t race ° v de v sur ¡ .

Nous rappelons que l’applicat ion trace ° : H1 ! L2(¡ )d est linéaire cont inue,

mais n’est pas surject ive. L’image de H1 par cet te applicat ion est notée par H¡ , ce

sous-espace s’injècte cont inûment dans L2(¡ )d. Désignons par H¶
¡ le dual de H¡ et

h:; :i H¶
¡ £ H ¡

leproduit dedualitéentreH¶
¡ et H¡ : Pour tout ¾2H1, il existeun élément

noté ¾º 2H¶
¡ tel que

h¾º ; ° v i H¶
¡ £ H ¡

= (¾; " (v ))H + (Div ¾; v)H 8v 2 H1:

En outre, si ¾ est assez régulier (par exmpleC1), nous avons la formule deGreen

suivante

h¾º ; ° v i H¶
¡ £ H ¡

=

Z

¡

¾º :v da 8v 2 H1:

Donc, pour ¾ assez régulier nous avons la formule suivante.

(¾; " (v))H + (Div ¾; v)H =

Z

¡

¾º :v da 8v 2 H1: (I.2.10)

Nous dé…nissons l’espace des déplacements admissibles V dé…ni comme étant un

sous-espace fermé de l’espace H1

V = f v 2 H1jv = 0 sur ¡ 1g: (I.2.11)

Puisquemes ¡ 1 > 0, l’inégalité deKorn s’applique sur V : il existe une constante

CK > 0, dépendant uniquement de - et ¡ 1 telle que
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j" (v)jH ¸ CK jv jH1
8v 2V: (I.2.12)

Une démonstrat ion de cette inégalité peut être trouvée dans [41], p. 79.

Sur V, nous considérons le produit scalaire donné par

(u; v) = (" (u) ; " (v))H 8u; v 2 V; (I.2.13)

et soit j:jV la norme associée, c’est à dire

jv jV = j" (v)jH 8v 2 V: (I.2.14)

Par l’inégalité deKorn, il vient que jv jV et jv jH 1
sont des normes équivalentes sur

V et donc (V; j:jV ) est un espace de Hilbert .

En outre, d’après le Théorème de trace de Sobolev, il existe une constante C0;

dépendant uniquement de - , ¡ 1 et ¡ 3 telle que

jv jL 2(¡ 3)
d · C0 jv jV 8v 2 V: (I.2.15)

Pour les problèmes de contact avec la condit ion de Signorini, nous avons besoin

de l’ensemble convexe des déplacements admissibles dé…ni par

U = f v 2 V= vº · 0 sur ¡ 3g:

Finalement, pour le champ d’adhésion nous considérons l’ensemble

Z =
©
¯ 2 L2 (¡ 3) = 0 · ¯ · 1 p.p. sur ¡ 3

ª
: (I.2.16)
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1.2.3 Espaces des fonct ions à valeurs vect or iel les

Ceparagrapheest dest inéà rappeler les principaux résultats sur les fonct ions dé…nies

sur un intervalle de temps et à valeurs dans un espace de Banach réel.

Soit 0 < T < 1 et soit (X ; j:jX ) un espace de Banah réel. Nous notons par

Cc (0; T; X ) l’ensembledesfonct ionscont inuesàsupport compact dans(0; T) à valeurs

dans X :

Dé…nit ion I .2.3. unefonct ion f : [0; T] ! X est ditemesurable s’il existeun sous

ensemble E ½ [0; T] de mesure nulle et une suite (f n)n2N de fonct ions appartenant à

Cc (0; T; X ) telle que jf n (t) ¡ f (t)jX ! 0 quand n ! 1 , pour tout t 2 [0; T] n E:

Dé…nit ion I .2.5. une fonct ion f : [0; T] ! X est dite intégrable s’il existe une

suite (f n )n2N de fonctions appartenant à Cc (0; T;X ) telle que

lim
n! 1

TZ

0

jf n (t) ¡ f (t)jX dt = 0:

T héorème I .2.6. (Bochner ) Une fonction f : [0; T] ! X mesurable est inté-

grable si et seulement si x 7¡ ! jf (x)jX : [0; T] ! R+ est intégrable. Dans ce cas,

¯
¯
¯
¯
¯
¯

TZ

0

f dt

¯
¯
¯
¯
¯
¯
X

·

TZ

0

jf jX dt:

Soit 1 · p · + 1 . L’espace de Lebesgue Lp (0; T;X ) est l’ensemble des classes de

font ions f : (0; T) ! X mesurables, telles que l’applicat ion t 7¡ ! jf (t)jX appart ient

à Lp (0; T) : Nous savons queLp (0; T; X ) est un espace vectoriel norméavec la norme

jf jL p (0;T ;X ) =

0

@

TZ

0

jf (t)jpX dt

1

A

1
p

si 1 · p < + 1 ;

jf jL 1 (0;T ;X ) = inf f c > 0 = jf (t)jX · c; p.p. t 2 (0; T)g si p = 1 :
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Par ailleurs, nous avons les résultats suivants.

Proposit ion.I .2.7. Lp (0; T;X ), 1 · p · + 1 est un espace de Banach.

Soient k 2 I N et 1 · p · + 1 . Nous rappelons que Wk;p (0; T;X ) est l’espace

des distribut ions vectorielles u 2 D¶(0; T; X ) telles que Dj u 2 Lp (0; T; X ) pour

j = 0; :::; k, Dj désigne la dérivée d’ordre j au sens des distribut ions.

Si 1 · p < + 1 , Wk;p (0; T;X ) est un espacedeBanach réel pour la normedé…nie

par

jujW k ;p (0;T ;X ) =

0

@
kX

j = 0

Z T

0

jDj u (t)j
p
X dx

1

A

1
p

8u 2 Wk;p (0; T; X ) :

En part iculier, Wk;2 (0; T; X ) est un espacedeHilbert réel pour leproduit scalaire

dé…ni par

hu; v i W k ;p (0;T ;X ) =
kX

j = 0

Z T

0

hDj u (t) ;Dj v (t)i X dx 8u; v 2 Wk;2 (0; T;X ) :

D’autre part , Wk;1 (0; T; X ) est un espace de Banach pour la norme dé…nie par

jujW k ;1 (0;T ;X ) =
kX

j = 0

supess
[0;T ]

jDj u (t)jX 8u 2 Wk;1 (0; T; X ) :

Pour le cas part iculier k = 0, nous remarquons que

Wk;0 (0; T;X ) = Lp (0; T; X ) :

Nous dé…nissons également, pour tout k 2 I N , l’espaceCk (0; T; X ) des fonctions

u : [0; T] ! X telles que pour tout j = 0; :::; k, les dérivées dj u
dt j

existent et sont

cont inues sur [0; T] :

En part iculier, nous notons C0 (0; T;X ) par C (0; T;X ) :

L’espace Ck (0; T; X ) est un espace de Banach pour la norme dé…nie par

jujCk (0;T ;X ) =
kX

j = 0

max
[0;T ]

¯
¯
¯
¯
dj u

dt j
(t)

¯
¯
¯
¯
X

; 8u 2 Ck (0; T;X ) :
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En part iculier, les normes sur les espaces C (0; T; X ) et C1 (0; T;X ) sont données

par

jujC(0;T ;X ) =max
[0;T ]

ju (t)jX ; 8u 2 C (0; T; X ) ;

jujC1(0;T ;X ) = jujC(0;T ;X ) +
¯
¯:u
¯
¯
C(0;T ;X )

; 8u 2 C1 (0; T;X ) :

1.3 Elément s d’analyse non linéaire dans les espaces

de H ilber t

Dans ceparagraphe, nous rappelonsquelqueséléments d’analysenon linéairedans les

espaces deHilbert et quelques résultats concernant les inéquat ions variat ionnelles el-

lipt iques ainsi que les équations et inéquat ions variat ionnelles d’évolut ion intervenant

dans l’étude des problèmes considérés dans cette thèse. Nous terminerons ce para-

graphe par énoncer les lemmes de typeGronwall ut ilisés.

1.3.1 I néquat ions var iat ionnelles ell ipt iques

Ce paragraphe est consacré à donner quelques propriétés et résultats fondamentaux

concernant les opérateurs monotone, fortement monotone et de Lipschitz, ainsi que

des théorèmes d’existence et d’unicité pour les inéquat ions variat ionnelles ellipt iques.

Pour plus de détails sur cet te part ie, nous renvoyons aux ouvrages [6, 32, 33, 48].

Un résultat récent d’existence et d’unicité pour les inéquat ions variat ionnelles a été

considéré, pour plus de détails voir [32].

Considéronsun espacedeHilbert V muni du produit scalaire (:; :)V et de la norme



 

 

41

associée j:jV et A : V ! V un opérateur non linéaire.

L’opérateur A est dit :

(a) monotone si

(Au ¡ Av; u ¡ v)V ¸ 0 8u; v 2 V;

(b) fortement monotone s’il existe m > 0 tel que

(Au ¡ Av; u ¡ v)V ¸ m ju ¡ vj2V 8u; v 2 V;

(c) de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que

jAu ¡ AvjV · M ju ¡ vjV 8u; v 2 V:

Proposit ion I .3.1. Soit A : V ! V un opérateur fortement monotone et de

Lipschitz. Alors A est inversible et son inverse A¡ 1 : V ! V est également un

opérateur fortement monotone et de Lipschitz.

Nous ut iliserons ce résultat dans les chapit res I I et I I I de cemémoire.

Nous allons à présent rappeler un résultat d’existence et d’unicité de la solut ion

des inéquat ions variat ionnelles. Soit A : V ! V, K ½ V et f 2 V. Plusieurs

problèmes aux limites des équat ions aux dérivées part ielles en mécanique desmilieux

cont inus conduisent à des problèmes mathémat iques ayant la forme suivante.

Problème I . Trouver u tel que

u 2 K ; (Au; v ¡ u)V ¸ (f ; v ¡ u)V 8v 2 K :

Ce problèmeest appelé inéquation variationnelle elliptique de première espèce sur

V:
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En ce qui concerne le Problème I nous avons le résultat d’existence et d’unicité

suivant .

T héorème I .3.2. Soit A : V ! V un opérateur fortement monotone et de

Lipschitz et K un convexe fermé non-vide de V. Alors, l’inéquation variationnelle de

première espèce admet une solution unique.

1.3.2 Equat ions et inéquat ions var iat ionnelles d’évolut ion

Nous allons rappeler dans ce paragraphe un résultat sur les inéquat ions d’évolut ion

et deux résultats sur les équat ions variat ionnelles d’évolut ion.

Soient V et H deux espaces de Hilbert réels tels que V est dense dans H et

l’applicat ion d’inject ion est cont inue. L’espace H est ident i…é avec son propre dual

et avec un sous-espace du dual V¶ de V. Nous écrivons

V ½ H ½V¶:

Notons par j:jV , j:jH et j:jV¶ les normes sur les espaces V, H et V¶, repect ivement, et

ut ilisons h:; :i V¶£ V pour le produit de dualité entre V¶et V. Notons que si f 2 H alors

hf ; vi V¶£ V = (f ; v)H 8v 2 V:

Dans le deuxième et le t roisième chapit re de la thèse, nous aurons besoin du

résultat suivant concernant l’existence et l’unicité de la solut ion d’une inéquation

variat ionnelle parabolique …gurant dans l’étude des problèmes de contact avec en-

dommagement.

T héorème I .3.3. Soit V ½ H ½ V¶ et soit K un ensemble non-vide, fermé et

convexe de V. Assumons que a(:; :) : V £ V ! R est une forme bilinéaire symétrique
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telle que pour une constante ®> 0 et c0,

a (v; v) + c0 jvj
2
H ¸ ®jvj2V 8v 2 V:

Alors, pour tout u0 2 K et f 2 L2 (0; T;H ), il existe une fonction unique u 2

H 1 (0; T;H ) \ L2 (0; T; V) telle que u (0) = u0, u (t) 2 K pour tout t 2 [0; T], et

presque pour tout t 2 (0; T),

- :
u (t) ; v ¡ u (t)

®
V¶£ V

+ a(u (t) ; v ¡ u (t)) ¸ (f (t) ; v ¡ u (t))H 8v 2 K :

Dans le quatrième chapit re de cette thèse, nous allons étudier un problème de

contact dans un processus dynamique. Pour cela, nous aurons besoin du résultat

suivant concernant l’existenceet l’unicité de la solut ion d’une équation variat ionnelle

d’évolut ion.

T héorème I .3.4. Soit V ½ H ½ V¶. Assumons que A : V ! V¶ est un opérateur

hemicontinu et monotone satisfaisant

hAu; vi V¶£ V ¸ ! jvj2V + Â 8v 2 V;

jAvjV¶ · C (jvjV + 1) 8v 2 V;

pour certaines constantes ! > 0, C > 0 et Â 2 R. Alors, étant donnés u0 2 H et

f 2 L2
¡
0; T; V¶

¢
, il existe une fonction unique u qui satisfait

u 2 L2 (0; T; V) \ C (0; T;H ) ;
:
u2 L2

¡
0; T;V¶

¢
;

:
u (t) + Au (t) = f (t) p.p. t 2 (0; T) ;

u (0) = u0:
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Aussi, dans tous leschapit res decette thèse, pour résoudre leproblèmedeCauchy

concernant le champ d’adhésion, nous ut iliserons la version suivante du Théorèmede

Cauchy-Lipschitz.

T héorème I .3.5. Soit (X ; j:jX )un espace de Banach réel et soit F (t; :) : X ! X

un opérateur dé…ni p.p. sur (0; T), qui satisfait les propriétés suivantes:

il existe LF > 0tel que

jF (t; x) ¡ F (t; y)jX · LF jx ¡ yjX 8x; y 2 X ; p.p. t 2 (0; T) ;

il existe 1 · p · 1 tel que F (:; x) 2 Lp (0; T; X ) :

Alors, pour tout x0 2 X , i l existe une fonction unique x 2 W1;p (0; T; X ) telle que

:
x (t) = F (t; x (t)) p.p. t 2 (0; T) ;

x (0) = x0:

Pour des détails sur ce théorème, nous pouvons envoyer le lecteur par exemple ,

p. 60.

1.3.3 Lemmes de type Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes classiques de type Gronwall qui interviennent dans

de nombreux problèmes de majorat ion; en part iculier, pour établir l’unicité de la

solut ion. Pour avoir plus de détails sur les rappels…gurant dans ce paragraphe, nous

proposons par exemple [27] et [48].

Lemme I .3.6. Soient m; n 2 C (0; T;R) telles que m (t) ¸ 0 et n (t) ¸ 0 pour

tout t 2 [0; T] et soit a ¸ 0 et Ã 2 C (0; T;R) :
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(1) Si

Ã (t) · a+

Z t

0

m (s) ds+

Z t

0

n (s) Ã (s) ds 8t 2 [0; T] ;

alors

Ã (t) ·

0

@a+

Z t

0

m (s) ds

1

A exp

0

@

tZ

0

n (s) ds

1

A 8t 2 [0; T] :

(2) Si

Ã (t) · m (t) + a

tZ

0

Ã (s) ds 8t 2 [0; T] ;

alors
tZ

0

Ã (s) ds · eTa
tZ

0

m (s) ds:

Pour le cas part iculier m = 0, ce lemme devient

Corollaire I .3.7. Soit n 2 C (0; T;R) telle que n (t) ¸ 0 pour tout t 2 [0; T] et

soit a ¸ 0: Si Ã 2 C (0; T;R) est une fonction telle que

Ã (t) · a+

Z t

0

n (s) Ã (s) ds 8t 2 [0; T] ;

alors

Ã (t) · aexp

0

@
Z t

0

n (s) ds

1

A 8t 2 [0; T] :

Lemme I .3.8. Soient m; n 2 C (0; T;R) telles que m (t) ¸ 0 et n (t) ¸ 0 pour

tout t 2 [0; T] et a ¸ 0: Soit également Á : [0; T] ! R une fonction telle que

1

2
Á2 (t) ·

1

2
a2 +

tZ

0

m (s) Á(s) ds +

tZ

0

n (s) Á2 (s) ds 8t 2 [0; T] ;

alors

jÁ(t)j ·

0

@a+

tZ

0

m (s) ds

1

A e

tR

0

n(s) ds
8t 2 [0; T] :



 

 

46



 

Chapt er 2

Problème viscoélast ique avec

compliance normale, adhésion et

endommagement

Dans ce chapit re, nous considérons un problème quasistat ique de contact avec en-

dommagement pour un matériau viscoélast ique non-linéaire. Le contact est modélisé

par une compliance normale. L’adhésion de la surface de contact est considérée et

elle est modélisée par une variable de surface, le champ d’adhésion, dont l’évolu-

t ion est décrite par une équat ion di¤érent ielle du premier ordre. Nous écrivons le

problèmemécanique et nous précisons les hypothèses adéquates sur les données a…n

d’obtenir la formulat ion variat ionnelle. Ensuite, nous énonçons et démontrons notre

résultat d’existence et d’unicité. La démonstrat ion s’appuie sur des propriétés des

opérateurs monotones, un résultat classique d’existence et d’unicité sur les inéqua-

Chapitre 2 
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t ions paraboliques, une version du Théorème de Cauchy-Lipschitz et des arguments

de point …xe. Le contenu de ce chapit re a fait l’objet de la publicat ion [45].

2.1 Formulat ion du problème

Nous nous plaçons dans le cadre physique no. 1 et nous considérons que le corps

est viscoélast ique, plus exactement nous ut ilisons une loi de comportement de type

Kelvin-Voigt . Le contact est supposé avec adhésion et endommagement et il est

modélisé par une compliance normale.

Cemodèlemathémat ique nous conduit au problèmemécanique suivant.

Problème P: Trouver un champ de déplacement u : - £ [0; T] ! Rd, un champ

de contraintes ¾ : - £ [0; T] ! Sd, un champ d’endommagement ® : - £ [0; T] ! R

et un champ d’adhésion ¯ : ¡ 3 £ [0; T] ! [0; 1] tels que

¾= A"
¡ :
u
¢
+ G(" (u) ; ®) dans - £ (0; T); (I I.1.1)

:
® ¡ k 4 ®+ @' K (®) 3 Á(" (u) ; ®) dans - £ (0; T); (I I.1.2)

Div ¾+ f0 = 0 dans - £ (0; T); (I I.1.3)

u = 0 sur ¡ 1 £ (0; T); (I I.1.4)

¾º = f2 sur ¡ 2 £ (0; T); (I I.1.5)
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¡ ¾º = pº (uº ) ¡ ° º ¯
2 (¡ R (uº ))+ sur ¡ 3 £ (0; T); (I I.1.6)

¾¿ = 0 sur ¡ 3 £ (0; T); (I I.1.7)

@®

@º
= 0 sur ¡ £ (0; T); (I I.1.8)

:

¯= ¡
h
° º ¯

£
(¡ R (uº ))+

¤2
¡ ²a

i

+
sur ¡ 3 £ (0; T); (I I.1.9)

u(0) = u0; ®(0) = ®0 dans - ; (I I.1.10)

¯(0) = ¯0 sur ¡ 3: (I I.1.11)

La relat ion (I I.1.1) représente la loi de comportement nonlinéaire viscoélast ique

avec endommagement; l’évolut ion du champ d’endommagement est gouvernée par

l’inclusion donnée par la relat ion (I I.1.2), où Á est la source mécanique d’endom-

magement, @' K est le sous di¤érent iel de la fonct ion indicatrice de l’ensemble des

fonct ions admissibles d’endommagement K : (I I.1.3) représente l’équat ion d’équilibre,

(I I.1.4) et (I I.1.5) sont les condit ions aux limites dedéplacement-t ract ion, respect ive-

ment. (I I.1.6) représente la condit ion de compliance normale avec adhésion. Dans

cet te condit ion, l’interpénétrat ion entre le corps et la fondat ion se produit , ce qui

veut dire queuº peut être posit if sur ¡ 3. La condit ion (I I.1.7) représente la condit ion
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de contact sans frot tement et montre que la contrainte tangent ielle s’annule sur la

surface de contact durant le processus. (I I.1.8) représente une condit ion aux limites

homogène de Newman où @®
@º

représente la dérivée normale de ®. Ensuite, l’équat ion

(II.1.9) représente l’équat ion di¤érent ielle ordinaire qui décrit l’évolut ion du champ

d’adhésion et elle est déjà ut ilisée dans [8], voir aussi [47] pour plus de détails. Ici,

° º et ²a sont des coe¢ cients d’adhésion donnés qui peuvent dépendre de x 2 ¡ 3 et

R est l’opérateur de troncature donné par (I.1.35). Dans (II.1.10), u0 est le déplace-

ment init ial et ®0 est l’endommagement init ial. Finalement, (I I.1.11) est la condit ion

init iale où ¯0 est le champ d’adhésion init ial.

Pour obtenir la formulat ion variat ionnelledu problèmemécanique(I I.1.1)-(I I.1.11),

nousavonsbesoin d’hypothèsessupplémentairessur lesdonnées. Noussupposonsque

l’opérateur de viscosité A : - £ Sd ! Sd sat isfait

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(a) Il existe une constante LA > 0 telle que

jA (x; »1) ¡ A (x; »2)j · LA j»1 ¡ »2j 8»1, »2 2 Sd, p.p. x 2 - :

(b) Il existe une constante mA > 0 telle que

(A (x; »1) ¡ A (x; »2)) : (»1 ¡ »2) ¸ mA j»1 ¡ »2j
2 8»1, »2 2 Sd, p.p. x 2 - :

(c) L’applicat ion x 7¡ ! A (x; ») est Lebesguemesurable sur - pour tout » 2 Sd:

(d) L’applicat ion x 7¡ ! A (x; 0) 2 H :

(I I.1.12)

L’opérateur d’élast icité G : - £ Sd £ R ! Sd sat isfait
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8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

(a) Il existe une constante LG > 0 telle que

jG(x; »1;®1) ¡ G(x; »2;®2)j · LG (j»1 ¡ »2j + j®1 ¡ ®2j)

8»1, »2 2 Sd, ®1, ®2 2 R, p.p. x 2 - :

(b) Pour tout » 2 Sd et ®2 R, x 7¡ ! G(x; »;®) est Lebesguemesurable sur - :

(c) L’applicat ion x 7¡ ! G(x; 0; 0) 2 H:

(I I.1.13)

La fonct ion source d’endommagement Á : - £ Sd £ R ! Sd sat isfait

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

(a) Il existe une constante L > 0 telle que

jÁ(x; »1;®1) ¡ Á(x; »2;®2)j · L2 (j»1 ¡ »2j + j®1 ¡ ®2j)

8»1, »2 2 Sd, ®1, ®2 2 R, p.p. x 2 - :

(b) Pour tout » 2 Sd et ®2 R, x 7¡ ! Á(x; »;®) est Lebesguemesurable sur - :

(c) L’applicat ion x 7¡ ! Á(x; 0; 0) 2 H:

(I I.1.14)

La fonct ion de compliance normale pº : ¡ 3 £ Rd ! R+ sat isfait

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

(a) Il existe Lº > 0 telle que

jpº (x; r 1) ¡ pº (x; r 2)j · L º jr 1 ¡ r 2j 8r 1; r 2 2 Rd; p.p. x 2 ¡ 3:

(b) L’applicat ion x 7! pº (x; r ) est mesurable, sur ¡ 3; 8r 2 Rd:

(c) L’applicat ion x 7! pº (x; r ) = 0 pour tout r · 0 p.p. x 2 ¡ 3:

(I I.1.15)

Les coe¢ cients d’adhésion sat isfont

° º 2 L1 (¡ 3) ; ° º ¸ 0, ²a 2 L1 (¡ 3) ; ²a ¸ 0: (I I.1.16)
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Nous supposons aussi que les forces surfaciques et volumiques ont la régularité

f0 2 C (0; T;H ) ; f2 2 C
³
0; T; L2 (¡ 2)

d
´
: (I I.1.17)

Finalement, on assume que les données init iales sat isfont les condit ions suivantes

u0 2 V; (I I.1.18)

®0 2 K ; (I I.1.19)

¯0 2 Z: (I I.1.20)

On dé…nit la forme bilinéaire a : H 1 (- ) £ H 1 (- ) ! R par

a(»; ' ) = k

Z

-

r » . r ' dx: (I I.1.21)

Par la suite, on note par f : [0; T] ! V la fonction dé…nie par

(f (t) ; v)V =

Z

-

f0 (t) :v dx+

Z

¡ 2

f2 (t) :v da 8v 2 V, p.p. t 2 (0; T) : (I I.1.22)

La fonct ion d’adhésion j ad : L
1 (¡ 3) £ V £ V ! R est dé…nie par

j ad (¯; u; v) =

Z

¡ 3

¡ ° º ¯
2 (¡ R (uº ))+ vº da: (I I.1.23)

En plus de la fonct ion (I I.1.23), nous avons besoin de la fonct ion de compliance

normale j nc : V £ V ! R donnée par
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j nc (u; v) =

Z

¡ 3

pº (uº ) vº da: (I I.1.24)

En observant (I I.1.16)-(I I.1.17), nous constatons que les intégrales données dans

(I I.1.23) et (I I.1.24) sont bien dé…nies et notons que les condit ions (I I.1.17) donnent

f 2 C (0; T;V) : (I I.1.25)

En utilisant des arguments standards basés sur la formule deGreen (I.2.10), nous

pouvons considérer la formulat ion variat ionnelle du problème sans frot tement et avec

compliance normale (I I.1.1)-(I I.1.11).

Problème PV: Trouver un champ de déplacement u : - £ [0; T] ! V , un champ

des contraintes ¾ : - £ [0; T] ! H, un champ d’endommagement ® : [0; T] ! H 1 (- )

et un champ d’adhésion ¯ : [0; T] ! L1 (¡ 3) tels que

¾(t) = A"
¡ :
u (t)

¢
+ G(" (u (t)) ;®(t)) ; p.p: t 2 (0;T) ; (I I.1.26)

®(t) 2 K pour tout t 2 [0; T] , (
:
® (t) ; » ¡ ®(t))L 2(- ) + a(®(t) ; » ¡ ®(t))

¸ (Á(" (u (t)) ; ®(t)) ; » ¡ ®(t))L 2(- ) 8» 2 K ; (I I.1.27)

(¾(t) ; " (v))H + j ad (¯ (t) ; u (t) ; v) + j nc (u (t) ; v)

= (f (t) ; v)V 8v 2V; 8t 2 [0; T] ; (I I.1.28)
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:

¯ (t) = ¡
h
° º ¯

£
(¡ R (uº ))+

¤2
¡ ²a

i

+
p.p: t 2 (0;T) ; (I I.1.29)

u (0) = u0; ®(0) = ®0; ¯ (0) = ¯0: (I I.1.30)

Notons que le problème variat ionnel PV est formulé en fonct ion du champ de

déplacement, du champ des contraintes, du champ d’endommagement et du champ

d’adhésion. L’éxistence de l’unique solut ion du problème PV est citée et prouvée

dans le paragraphe suivant . Pour cela, nous considérons la remarque suivante qui va

être ut ilisée en di¤érents emplacements de la démonstrat ion.

Remarque I I .1.1. De (I I.1.29) nous obtenons que ¯ (x; t) · ¯0 (x) , et puisque

¯0 (x) 2 Z alors ¯ (x; t) · 1 pour tout t ¸ 0, p.p. sur ¡ 3: Si ¯ (x; t0) = 0 pour tout

t = t0 nous pouvons déduire de (I I.1.29) que
:

¯ (x; t) = 0 pour tout t ¸ t0, et par

conséquent, ¯ (x; t) = 0 quelque soit t ¸ t0. Nous concluons que 0 · ¯ (x; t) · 1

8t 2 [0; T] ; p.p. x 2 ¡ 3:

Dans ce qui suit , nous considérons que C est une constante posit ive dépendant

de - ; ¡ 1; ¡ 3; ° º ; L et qui peut changer d’un endroit à l’autre. Premièrement, nous

remarquons que j ad et j nc sont linéaires par rapport au dernier argument et par

conséquent

j ad (¯; u; ¡ v) = ¡ j ad (¯; u; v) ; j nc (u; ¡ v) = ¡ j nc (u; v) : (I I.1.31)

Ensuite, en ut ilisant (I I.1.23) ainsi que les propriétés de l’opérateur R donné par

(I.1.35), on trouve
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j ad (¯1; u1; v) ¡ j ad (¯2; u2; v )

=

Z

¡ 3

° º ¯
2
1[(¡ R (u2º ))+ ¡ (¡ R (u1º ))+ ]vº da

+

Z

¡ 3

° º (¯
2
2 ¡ ¯2

1) (¡ R (u2º ))+ vº da

· C

Z

¡ 3

j¯1 ¡ ¯2j jv j da;

et de (I.2.15) on obt ient

j ad (¯1; u1; v) ¡ j ad (¯2; u2; v )

· c j¯1 ¡ ¯2j L 2(¡ 3)
jv jV : (I I.1.32)

Maintenant , nous ut ilisons (I I.1.24) pour remarquer que

jj nc (u1; v) ¡ j nc (u2; v)j ·

Z

¡ 3

jpº (u1º ) ¡ pº (u2º )j jv j da;

et alors (I I.1.15) (a) et (I.2.15) donnent

jj nc (u1; v) ¡ j nc (u2; v)j · C j u1 ¡ u2jV jv jV : (I I.1.33)

Les inégalités (I I.1.32)-(I I.1.33) combinéesavec les égalités (I I.1.31) vont êtreut il-

isées souvent dans la démonstrat ion de l’existence et l’unicité de la solut ion du prob-

lème variat ionnel PV.
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2.2 Résult at d’exist ence et d’unici t é

Théorème I I .1.2. Assumonsque (I I.1.12)-(I I.1.20) sont véri…ées. Alors, leproblème

PV a une solution unique f u;¾; ¯;®g qui satisfait

u 2 C1 (0; T;V) ;

¾2 C (0; T;H1) ;

¯ 2 W1;1 (0; T; L1 (¡ 3)) ;

®2 W1;2
¡
0; T; L2 (- )

¢
\ L2

¡
0; T;H 1 (- )

¢
: (I I.1.34)

Un quadriplet (u;¾; ¯;®) qui sat isfait (I I.1.26)-(I I.1.30) est appelé une solut ion

faible du problème de contact avec compliance normale P. Nous concluons que,

sous les hypothèses citées, le problème (I I.1.1)-(I I.1.11) a une solut ion faible unique

sat isfaisant (I I.1.34). Nousnousintéressonsàprésent à ladémonstrat ion du Théorème

II.1.2 qui est établieen plusieursétapes. Pour cela, nousassumonsdanscequi suit que

(II.1.12)-(I I.1.20) sont sat isfaites. Dans tout ce qu’on va élaborer dans la suite, nous

notonspar C uneconstanteposit ivequi peut dépendrede- ; ¡ 1; ¡ 3; A ; ° º ; L et T mais

qui nedépend pasdet et non plusdesautresdonnées, et dont la valeur peut changer de

place en place. De plus, pour raison de simplicité, nous supprimons, dans cequi suit ,

l’explicite dépendance des di¤érentes fonct ions de x 2 - [ ¡ . La démonstrat ion du

Théorème I I.1.2 se fera en plusieurs étapes. Dans la premièpre étape, nous résolvons

l’équat ion di¤érent ielle (I I.1.29) concernant le champ d’adhésion, où u est donné,
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et nous étudions la dépendance cont inue de la solut ion du problème d’adhésion par

rapport à u:

Lemme I I .1.3. Pour tout u 2C (0; T;V), il existe une solution unique

¯u 2 W1;1 (0; T; L1 (¡ 3))

satisfaisant

:

¯u (t) = ¡
h
° º ¯u (t)

£
(¡ R (uº (t)))+

¤2
¡ ²a

i

+
p.p: t 2 (0; T) ;

¯u (0) = ¯0:

De plus, ¯u (t) 2 Z pour t 2 [0; T], p.p. sur ¡ 3, et il existe une constante C > 0,

telle que, pour tout u1; u22C (0; T;V) ;

¯
¯̄

u1 (t) ¡ ¯u2 (t)
¯2̄
L 2(¡ 3)

· C

Z t

0

ju1 (s) ¡ u2 (s)j
2
V ds 8t 2 [0; T] :

Démonst rat ion. Considérons l’applicat ion F : [0; T] £ L1 (¡ 3) ! L1 (¡ 3)

dé…nie par

F (t; ¯) = ¡
h
° º ¯ (t)

£
(¡ R (uº ))+

¤2
¡ ²a

i

+
;

8t 2 [0; T] et ¯ 2 L1 (¡ 3) : Il vient des propriétés de l’opérateur de troncature R

donné par (I.1.35) que F est uniformément continue par rapport au temps, elle est

de Lipschitz par rapport au second argument. De plus, pour tout ¯ 2 L1 (¡ 3), l’ap-

plicat ion t 7¡ ! F (t; ¯) appart ient à L1 (0; T; L1 (¡ 3)). Alors, l’existence et l’unicité

de la solut ion ¯u découle du théorème classique de Cauchy-Lipschitz donné dans le
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ThéorèmeI.3.5. Notonsaussi que lesargumentsut ilisésdans la Remarque II.1.1mon-

trent que 0 · ¯u (t) · 1 pour tout t 2 [0; T], p.p. sur ¡ 3: Par conséquent, de (I.2.16),

on trouve que ¯u (t) 2 Z quelque soit t 2 [0; T], ce qui achève la démonstrat ion du

Lemme. Maintenant, soient u1; u22C (0; T; V) et soit t 2 [0; T] : Nous avons, pour

i = 1; 2;

¯ui (t) = ¯0¡

Z t

0

h
° º ¯ui (t)

£
(¡ R (ui º (t)))+

¤2
¡ ²a

i

+
ds;

et alors

¯
¯̄

u1 (t) ¡ ¯u2 (t)
¯
¯
L 2(¡ 3)

· C

Z t

0

¯
¯
¯̄ u1 (s)

£
(¡ R (u1º (s)))+

¤2
¡ ¯u2 (s)

£
(¡ R (u2º (s)))+

¤2
¯
¯
¯
L 2(¡ 3)

ds:

En ut ilisant la dé…nit ion de l’opérateur de troncature R donnée dans (I.1.35) et

en considérant ¯u1 = ¯u1 ¡ ¯u2 + ¯u2 on trouve

¯
¯̄

u1 (t) ¡ ¯u2 (t)
¯
¯
L 2(¡ 3)

· C

µ
Rt

0

¯
¯̄

u1 (s) ¡ ¯u2 (s)
¯
¯
L 2(¡ 3)

ds+
Rt

0

ju1 (s) ¡ u2 (s)jL 2(¡ 3)
d ds

¶

:

En appliquant l’inégalité deGronwall (Lemme I.3.6 (2)), il vient que

¯
¯̄

u1 (t) ¡ ¯u2 (t)
¯
¯2
L 2(¡ 3)

· C

Z t

0

ju1 (s) ¡ u2 (s)j
2
L 2(¡ 3)

d ds;

et en ut ilisant (I.2.15) nous obtenons la seconde part ie du Lemme II.1.3.

Maintenant , nous considérons le problème viscoélast ique suivant et nous prou-

vons un résultat d’existence et d’unicité pour (I I.1.26), (I I.1.27) et (I I.1.28) avec les

condit ions init iales correspondantes.

Problème QV. Trouver un champ de déplacement u : [0; T] ! V, un champ

d’endommagement ® : [0; T] ! H 1 (- ) et un champ de contraintes ¾ : [0; T] ! H

satisfaisant (I I.2.28), (I I.2.29) et
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(¾(t) ; " (v))H + j ad (¯u (t) ; u (t) ; v) + j nc (u (t) ; v)

= (f (t) ; v)V 8v 2V; 8t 2 [0; T] ; (I I.1.35)

u (0) = u0;®(0) = ®0: (I I.1.36)

Soit ´ 2C (0; T;H) et considérons le problème variat ionnel suivant.

Problème QV́ : Trouver un champ de déplacement u´ : [0; T] ! V et un champ

de contraintes ¾´ : [0; T] ! H tels que

¾´ (t) = A"
¡ :
u´ (t)

¢
+ ´ (t) ; (I I.1.37)

(¾´ (t) ; " (v))H + j ad

³
¯u´ (t) ; u´ (t) ; v

´
+ j nc (u´ (t) ; v)

= (f (t) ; v)V 8v 2V; 8t 2 [0; T] ; (I I.1.38)

u´ (0) = u0: (I I.1.39)

Pour résoudre le problèmeQV́ ; nous considérons µ 2 C (0; T; V) et nous constru-

isons le problème intermédiaire suivant.

Problème QV´ µ: Trouver un champ de déplacement u
´ µ
: [0; T] ! V et un champ

de contraintes ¾
´ µ
: [0; T] ! H tels que
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¾´ µ (t) = A"
¡ :
u´ µ (t)

¢
+ ´ (t) ; (I I.1.40)

(¾´ µ (t) ; " (v ))H + (µ (t) ; v)V

= (f (t) ; v)V 8v 2V; 8t 2 [0; T] ; (I I.1.41)

u´ µ (0) = u0: (I I.1.42)

Lemme I I .1.4. I l existe une solution unique (u´ µ;¾´ µ) du problème QV́ µ satis-

faisant u´ µ 2 C1 (0; T; V), ¾´ µ 2 C (0; T;H1) :

Démonst rat ion. Nous dé…nissons l’opérateur A : V ! V par

(A u; v)V = (A" (u) ; " (v))H 8u; v 2V: (I I.1.43)

En ut ilisant (I I.1.12), il vient que A est un opérateur fortement monotone et

de Lipschitz, alors A est inversible et A¡ 1 : V ! V est également un opérateur

fortement monotone et de Lipschitz. Par conséquent, il existe une fonct ion unique

v´ µ qui sat isfait

v´ µ 2 C (0; T;V) ; (I I.1.44)

A v´ µ = h´ µ (t) ; (I I.1.45)

où h´ µ 2 C (0; T;V) est tel que
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(h´ µ (t) ; v)V = (f (t) ; v)V ¡ (´ (t) ; " (v))H ¡ (µ (t) ; v)V 8v 2V; 8t 2 [0; T] :

(I I.1.46)

Soit u´ µ : [0; T] ! V la fonct ion dé…nie par

u´ µ (t) =

Z t

0

v´ µ (s) ds + u0 8t 2 [0; T] : (I I.1.47)

Il vient de (I I.1.47), (I I.1.44) et (I I.1.45) que u´ µ 2 C1 (0; T;V). Considérons ¾´ µ

dé…ni dans (I I.1.40), puisque, ´ 2C (0; T;H) ; u´ µ 2 C1 (0; T; V) et de la relat ion

(II.1.12) nous concluons que ¾´ µ2C (0; T;H). Comme Div¾´ µ = ¡ f02C (0; T;H ),

nousobtenonsque¾´ µ2C (0; T;H1). Ceci achève la part ieexistencedu LemmeII.1.4.

L’unicité de la solut ion découle de l’unicité de la solut ion de l’équat ion dépendant

du temps (I I.1.45). Finalement, (u´ µ;¾´ µ) est l’unique solut ion du problème QV́ µ

obtenue dans le Lemme II.1.4, ce qui conclue la démonstrat ion.

Notons par ¤ µ (t) l’élément de V dé…ni par

(¤µ (t) ; v)V = j ad

³
¯u´ µ (t) ; u´ µ (t) ; v

´
+ j nc (u´ µ (t) ; v) 8v 2V; 8t 2 [0; T] :

(I I.1.48)

Nous avons le résultat suivant .

Lemme I I .1.5. Pour tout µ 2 C (0; T; V) ; la fonct ion ¤ µ : [0; T] ! V appar-

t ient à C (0; T;V). De plus, il existe un unique élément µ¤ 2 C (0; T;V) tel que ¤

µ¤ = µ¤.

Démonst rat ion. Soit µ 2 C (0; T; V) et soient t1; t2 2 [0; T]. En ut ilisant
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(II.1.32), (I I.1.33) et (I I.1.48) on obtient

j¤µ (t1) ¡ ¤µ (t2)jV · C(
¯
¯
¯̄ u´ µ

(t1) ¡ ¯u´ µ
(t2)

¯
¯
¯
L 2(¡ 3)

+ ju´ µ (t1) ¡ u´ µ (t2)jV ):

(I I.1.49)

par leLemmeII.1.4, u´ µ 2 C1 (0; T;V), alorsnousdéduisonsdel’inégalité(I I.1.49)

que¤ µ 2 C (0; T;V). Soient maintenant µ1; µ2 2 C (0; T;V) et ut ilisons lesnotat ions

u´ µi = ui ;
:
u´ µi = v´ µi = v i , et ¯u´ µi

= ¯ui
pour i = 1; 2. Exploitons encore une fois

les relat ions (I I.1.32), (I I.1.33) et (I I.2.48) pour trouver

j¤µ1 (t) ¡ ¤µ2 (t)j
2
V · C

³ ¯
¯̄

u1 (t) ¡ ¯u2 (t)
¯
¯2
L 2(¡ 3)

+ ju1 (t) ¡ u2 (t)j
2
V

´
: (I I.1.50)

Donc, du Lemme II.1.3, on obt ient

j¤µ1 (t) ¡ ¤µ2 (t)j
2
V · C

0

@ju1 (t) ¡ u2 (t)j
2
V +

Z t

0

ju1 (s) ¡ u2 (s)j
2
V ds

1

A

· C

Z t

0

jv1 (s) ¡ v2 (s)j
2
V ds t 2 [0; T] : (I I.1.51)

de plus, de (I I.1.40)-(I I.1.41) il vient que

(A" (v1) ¡ A " (v2) ; " (v1) ¡ " (v2))H + (µ1 ¡ µ2; v1 ¡ v2)V = 0 sur (0; T) : (I I.1.52)

d’où

jv1 (s) ¡ v2 (s)jV · C jµ1 (s) ¡ µ2 (s)jV 8s 2 [0; T] : (I I.1.53)

Maintenant des inégalités (II.2.51) et (I I.2.53) on trouve
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j¤µ1 (t) ¡ ¤µ2 (t)j
2
V · C

Z t

0

jµ1 (s) ¡ µ2 (s)j
2
V ds 8t 2 [0; T] :

La réitérat ion de cette inégalité n fois donne

j¤nµ1 ¡ ¤nµ2j
2
C(0;T ;V ) ·

(CT)n

n!
jµ1 ¡ µ2j

2
C(0;T ;V ) ;

ce qui implique que pour n su¢ samment grand, ¤n est une contract ion dans

l’espace de Hilbert C (0; T; V). Alors, il existe un unique µ¤ 2 C (0; T;V) tel que

¤nµ¤ = µ¤ et µ¤ est aussi l’unique point …xe de ¤:

Lemme I I .1.6. I l existe une solution unique du problème QV́ satisfaisant

u´ 2C
1 (0; T; V) ; ¾´ 2C (0; T;H1) :

Démonst rat ion. Soit µ¤ 2 C (0; T; V) le point …xe de ¤, le Lemme II.1.4 im-

pliqueque(u´ µ¤ ;¾´ µ¤ ) 2 C1 (0; T;V)£ C (0; T;H1) est l’uniquesolut ion deQV´ µ pour

µ = µ¤. Comme ¤µ¤ = µ¤ et des relat ions (I I.2.48), (I I.2.40), (I I.2.41) et (I I.2.42),

nous obtenons que (u´ ;¾´ ) = (u´ µ¤ ;¾´ µ¤ ) est l’unique solut ion de QV́ . L’unicité de

la solut ion est une conséquencede l’unicité du point …xede l’opérateur ¤ donnédans

(II.2.48).

Soit ! 2 C (0; T; L2 (- )). On suppose que les hypothèses du Théorème II.1.2 sont

sat isfaites et on considère le problème intermédiaire suivant pour le champ d’endom-

magement.

Problème PV! . Trouver un champ d’endommagement ®! : [0; T] ! H 1 (- ) tel

que ®! (t) 2 K , pour tout t 2 [0; T] et
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(
:
®! (t) ; » ¡ ®! (t))L 2(- ) + a(®! (t) ; » ¡ ®! (t))

¸ (! (t) ; » ¡ ®! (t))L 2(- ) 8» 2 K ; p. p. t 2 (0; T) ; (I I.1.54)

®(0) = ®0: (I I.1.55)

Lemme I I .1.7. Le problème PV! a une solution unique ®! telle que

®! 2 W1;2
¡
0; T; L2 (- )

¢
\ L2

¡
0; T;H 1 (- )

¢
: (I I.1.56)

Démonst rat ion. Nous ut ilisons (I I.1.19), (I I.1.21) et un résultat classique d’ex-

istenceet d’unicitésur les inéquationsparaboliquesdonnédans le théorèmeI.3.3 (voir

par exemple [2 p. 124]).

Comme conséquence des problèmes QV́ et PV! , on peut dé…nir l’opérateur L :

C (0; T;H £ L2 (- )) ! C (0; T;H £ L2 (- )) par

L (´ ;! ) = (G(" (u´ ) ; ®! ) ; Á(" (u´ ) ;®! )) ; (I I.1.57)

pour tout (´ ;! ) 2 C (0; T;H £ L2 (- )). Alors, nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.2.8. L’opérateur L a un point …xe unique

(´ ¤;! ¤) 2 C
¡
0; T;H £ L2 (- )

¢
:

Démonst rat ion. Soient (´ 1;! 1), (´ 2;! 2) 2 C (0; T;H £ L2 (- )), soit t 2 [0; T]
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et ut ilisons les notat ions u´ i = ui ;
:
u´ i = v´ i = v i , et ®! i = ®i pour i = 1; 2. En

prenant en considérat ion les relat ions (I I.1.13), (I I.1.14) et (I I.2.57), on déduit que

jL (´ 1;! 1) ¡ L (´ 2;! 2)jH £ L 2(- )

· C
³
ju1 (t) ¡ u2 (t)jV + j®1 (t) ¡ ®2 (t)jL 2(- )

´
: (I I.1.58)

De plus, en ut ilisant (I I.1.38) nous obtenons

(A" (v1) ¡ A" (v2) ; " (v1) ¡ " (v2))H =

j ad
¡
¯u2 ; u2; v1 ¡ v2

¢
¡ j ad

¡
¯u1 ; u1; v1 ¡ v2

¢

+ j nc (u2; v1 ¡ v2) ¡ j nc (u1; v1 ¡ v2)

+ (´ 2 ¡ ´ 1; " (v1) ¡ " (v2))H p.p: t 2 (0; T) : (I I.1.59)

Rappelons nous de (I I.1.32), (I I.1.33) et (I I.1.12) pour trouver

jv1 (t) ¡ v2 (t)j
2
V · C

³ ¯
¯̄

u1 (t) ¡ ¯u2 (t)
¯2̄
L 2(¡ 3)

+ ju1 (t) ¡ u2 (t)j
2
V + j´ 1 (t) ¡ ´ 2 (t)j

2
H

´
:

(I I.1.60)

Du Lemme II.1.3, on obt ient

jv1 (t) ¡ v2 (t)j
2
V · C(j´ 1 (t) ¡ ´ 2 (t)j

2
H + ju1 (t) ¡ u2 (t)j

2
V

+

Z t

0

ju1 (s) ¡ u2 (s)j
2
V ds) · C(j´ 1 (t) ¡ ´ 2 (t)j

2
H +

Z t

0

jv1 (s) ¡ v2 (s)j
2
V ds):

(I I.1.61)
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L’applicat ion de l’inégalité deGronwall (Lemme I.3.6 (1)) produit

jv1 (t) ¡ v2 (t)j
2
V · C j´ 1 (t) ¡ ´ 2 (t)j

2
H : (I I.1.62)

Comme u1 (0) = u2 (0) ; nous obtenons

ju1 (t) ¡ u2 (t)jV · C

Z t

0

jv1 (s) ¡ v2 (s)jV ds:

Des deux inégalités précédentes on trouve

ju1 (t) ¡ u2 (t)jV · C

Z t

0

j´ 1 (t) ¡ ´ 2 (t)jH ds: (I I.1.63)

De (I I.1.54) on déduit que

(
:
®1;®2 ¡ ®1)L 2(- ) + a (®1;®2 ¡ ®1)

¸ (! 1;®2 ¡ ®1)L 2(- ) p.p. t 2 (0; T) ;

et

(
:
®2;®1 ¡ ®2)L 2(- ) + a (®2;®1 ¡ ®2)

¸ (! 2;®1 ¡ ®2)L 2(- ) p.p. t 2 (0; T) :

La sommation des deux dernières inégalités donne

(
:
®1 ¡

:
®2;®1 ¡ ®2)L 2(- ) + a(®1 ¡ ®2;®1 ¡ ®2)

· j! 1 ¡ ! 2jL 2(- ) j®1 ¡ ®2jL 2(- ) p.p. t 2 (0; T) :
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En intégrant l’inégalité précédente sur l’intervalle [0; t], et après quelques manip-

ulat ions on obtient

1

2
j®1 (t) ¡ ®2 (t)j

2
L 2(- ) · C

Z t

0

j! 1 (s) ¡ ! 2 (s)jL 2(- ) j®1 (s) ¡ ®2 (s)jL 2(- ) ds

+C

Z t

0

j®1 (s) ¡ ®2 (s)j
2
L 2(- ) ds:

L’applicat ion de l’inégalité deGronwall (Lemme I.3.8) à la dernière inégalité pro-

duit

j®1 (t) ¡ ®2 (t)jL 2(- ) · C

Z t

0

j! 1 (s) ¡ ! 2 (s)jL 2(- ) ds: (I I.1.64)

Subst ituons (II.1.63) et (I I.1.64) dans (II.1.58) pour avoir

jL (´ 1;! 1) ¡ L (´ 2;! 2)jH £ L 2(- )

· C

Z t

0

j(´ 1; ! 1) (s) ¡ (´ 2; ! 2) (s)jH £ L 2(- ) ds: (I I.1.65)

Le Lemme II.1.8 est alors une conséquence du résultat (I I.1.65) et du Théorème

du point …xe de Banach.

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour résoudre QV:

Lemme I I .1.9. I l existe une solution unique f u;¾;®g du problème QV satis-

faisant u 2 C1 (0; T; V), ¾2 C (0; T;H1), ® 2 W1;2 (0; T; L2 (- )) \ L2 (0; T;H 1 (- )) :

Démonst rat ion. soit (´ ¤;! ¤) 2 C (0; T;H £ L2 (- )) le point …xe de l’opérateur

L dé…ni dans(I I.1.57), du LemmeII.1.6, nousdéduisonsquef u´ ;¾´ g = f u´ µ¤ ;¾´ µ¤g 2
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C1 (0; T;V) £ C (0; T; H1) est l’unique solut ion deQV́ . PuisqueL (´ ¤;! ¤) = (´ ¤;! ¤),

des relat ions (I I.1.37), (I I.1.38), (I I.1.39) et du Lemme II.1.7 nous obtenons que

f u;¾;®g = f u´ ¤µ¤ ;¾´ ¤µ¤ ; ®! ¤g est la solut ion unique de QV. La régularité de la

solut ion découle du Lemme II.1.7. L’unicité de la solut ion résulte de l’unicité du

point …xe de l’opérateur L :

Le Théorème II.1.2 est à présent une conséquence du Lemme II.1.3 et du Lemme

II.1.9.



 

Chapt er 3

Problèmes viscoplast iques avec

adhésion et endommagement

Dans le troisième chapit re de cette thèse, nous proposons certaines innovat ions et

prolongements des travaux pour des problèmes quasistat iques de contact sans frot-

tement entre un corps viscoplast ique avec endommagement et une fondat ion. Le

contact est supposé avec adhésion. L’adhésion des surfaces de contact est modélisée

par une variable de surface, le champ d’adhésion, dont l’évolut ion est décrite par une

équat ion di¤érent ielle ordinaire du premier ordre. L’endommagement mécanique du

matériau, causé par des déformat ions plast iques, est décrit par une inclusion de type

parabolique. Ce chapit re est composé de deux paragraphes.

Dans le premier paragraphe, nous étudions le problème décrit ci-dessus dans le

cas où la fondat ion est déformable et le corps peut, par conséquent, pénétrer dans la

fondat ion; ceci sera modélisé par une compliancenormale. Ce travail a fait l’objet de

la publicat ion [10].

Chapitre 3 
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Dans le deuxième paragraphe, nous considérons toujours un problème viscoplas-

t ique de contact avec adhésion et endommagement mais dans le cas où la fondat ion

est rigide de telle sorte qu’il ne peut y avoir une interpénétrat ion des corps; ceci sera

modélisé par la condit ion de Signorini. Aussi, nous ut ilisons une autre équat ion dif-

férent ielle pour décrire l’évolut ion du champ d’adhésion. Le contenu de ce chapit re a

fait l’objet de la publicat ion [11].

3.1 Problème avec compliance normale

Nousconsidéronsici un problèmedecontact sansfrot tement aveccompliancenormale,

adhésion et endommagement entre un corps viscoplast ique et une fondat ion dans

un processus quasistat ique. L’object if est de formuler le problème variat ionnel et

de prouver l’existence et l’unicité de sa solut ion. La démonstrat ion est basée sur

les équations variat ionnnelles dépendant du temps, des résultats classiques sur les

inéquat ions variat ionnelles ellipt iques et paraboliques, les équations di¤érentielles et

des arguments de point …xe.

3.1.1 Formulat ion du problème

Nous reprenons lecadrephysiqueno. 1 décrit dans lepremier chapit re decette thèse.

Nous considérons que le corps est viscoplast ique, plus exatement nous utilisons la loi

const itut ive viscoplast ique avec endommagement (I.1.33). Le contact est modélisé

par une compliance normale avec adhésion et sans frot tement. Ceci nous conduit au

problèmemécanique suivant.
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Problème P: Trouver un champ de déplacement u : - £ [0; T] ! Rd, un champ

des contraintes ¾ : - £ [0; T] ! Sd, un champ d’endommagement ® : - £ [0; T] ! R

et un champ d’adhésion ¯ : ¡ 3 £ [0; T] ! [0; 1] tels que

:
¾= E"

¡ :
u
¢
+ G(¾; " (u) ;®) ; (I I I.1.1)

:
® ¡ k 4 ®+ @' K (®) 3 Á(¾; " (u) ;®) ; (I I I.1.2)

Div ¾+ f0 = 0 dans - £ (0; T); (I I I.1.3)

u = 0 sur ¡ 1 £ (0; T); (I I I.1.4)

¾º = f2 sur ¡ 2 £ (0; T); (I I I.1.5)

¡ ¾º = pº (uº ) ¡ ° º ¯
2 (¡ R (uº ))+ sur ¡ 3 £ (0; T); (I I I.1.6)

¾¿ = 0 sur ¡ 3 £ (0; T); (I I I.1.7)

@®

@º
= 0 sur ¡ £ (0; T); (I I I.1.8)

:

¯= ¡
h
° º ¯

£
(¡ R (uº ))+

¤2
¡ ²a

i

+
sur ¡ 3 £ (0; T); (I I I.1.9)

u(0) = u0;¾(0) = ¾0; ®(0) = ®0 dans - ; (I I I.1.10)

¯(0) = ¯0 sur ¡ 3: (I I I.1.11)

La relat ion (I I I.1.1) représente la loi de comportement viscoplast ique avec endom-

magement. L’évolut ion du champ d’endommagement est gouvernée par l’inclusion

(I I I.1.2) et (I I I.1.3) représente l’équat ion d’équilibre. (I I I.1.4) et (I I I.1.5) sont les

condit ions aux limites de déplacement-tract ion, respect ivement. (I I I.1.6) représente

la condit ion de compliance normale avec adhésion. La condit ion de contact sans

frot tement est donnée par (I I I.1.7) et elle montre que les contraintes tangent ielles
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s’annulent sur la surface de contact durant le processus. (I I I.1.8) est la condit ion aux

limites homogène de Newman où @®
@º

représente la dérivée normale de ®. Ensuite,

l’équat ion (I I I.1.9) représente l’équat ion di¤érent ielle ordinaire qui décrit l’évolut ion

du champ de l’adhésion et qui est déjàs ut iliséedans [8], voir également [47] pour plus

de détails. Rappelons que ° º et ²a sont des coé¢ cients d’adhésion donnés qui peu-

vent dépendre de x 2 ¡ 3 et que R est l’opérateur de troncature donné dans (I.1.35).

Notons que, dans cemodèle, une fois qu’un décollagea lieu le collagenepeut pas être

rétabli car , comme on le constate dans (I I I.1.9),
:

¯· 0: Dans (I I I.1.10), on considère

les condit ions init iales où u0 est le déplacement init ial, ¾0 est la contrainte init iale

et ®0 est l’endommagement init ial. Finalement, (I I I.1.11) est la condit ion init iale

concernant le champ d’adhésion dans laquelle ¯0 est le champ d’adhésion init ial.

Dans l’étude du problème mécanique (II I.1.1)-(I I I.1.11), nous avons besoin des

hypothèses suivantes. L’opérateur E : - £ Sd ! Sd sat isfait

8
>>>>>><

>>>>>>:

(a) E = (ei j kh) = ei j kh 2 L1 (- ) ;

(b) E ¾ . ¿ = ¾ . E . ¿ 8¾; ¿ 2Sd, p.p. dans - ;

(c) E ¾ . ¾ ¸ mE j¾j2 8¾2Sd, pour mE > 0:

(I I I.1.12)

L’opérateur G : - £ Sd £ Sd £ R ! Sd sat isfait
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8
>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(a) Il existe une constante LG > 0 telle que

jG(x;¾1; " 1; ®1) ¡ G(x;¾2; " 2;®2)j · LG (j¾1 ¡ ¾2j + j" 1 ¡ " 2j + j®1 ¡ ®2j)

8¾1, ¾2, " 1, " 2 2 Sd, ®1, ®2 2 R, p.p. x 2 - ;

(b) x 7¡ ! G(x;¾; " ;®) est une fonct ion Lebesguemesurable dans -

8¾; " 2 Sd, 8®2 R;

(c) x 7¡ ! G(x; 0; 0; 0) 2 H:

(I I I.1.13)

La fonct ion source d’endommagement Á : - £ Sd £ Sd £ R ! R satisfait

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(a) Il existe une constante L > 0 telle que

jÁ(x;¾1; " 1; ®1) ¡ Á(x;¾2; " 2;®2)j · L (j¾1 ¡ ¾2j + j" 1 ¡ " 2j + j®1 ¡ ®2j)

8¾1, ¾2, " 1, " 2 2 Sd, ®1, ®2 2 R, p.p. x 2 - ;

(b) x 7¡ ! Á(x;¾; " ;®) est une fonct ion Lebesguemesurable dans -

8¾; " 2 Sd, 8®2 R;

(c) x 7¡ ! Á(x; 0; 0; 0) 2 H:

(I I I.1.14)

La fonct ion de compliance normale pº : ¡ 3 £ Rd ! R+ sat isfait

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

(a) Il existe une constante Lº > 0 telle que

jpº (x; r 1) ¡ pº (x; r 2)j · L º jr 1 ¡ r 2j 8r 1; r 2 2 Rd; p.p. x 2 ¡ 3:

(b) (pº (x; r 1) ¡ pº (x; r 2)): (r 1 ¡ r 2) ¸ 0 8r 1; r 2 2 Rd; p.p. x 2 ¡ 3:

(c) r 7! pº (:; r ) est Lebesguemesurable sur ¡ 3; 8r 2 Rd:

(d) L’applicat ion pº (:; r ) = 0 pour tout r · 0:

(I I I.1.15)
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Les coe¢ cients d’adhésion sat isfont

° º 2 L1 (¡ 3) ; ° º ¸ 0, ²a 2 L1 (¡ 3) ; ²a ¸ 0: (I I I.1.16)

Nous supposons également que les forces volumiques et surfaciques ont la régularité

f0 2 C (0; T;H ) ; f2 2 C(0; T; L2 (¡ 2)
d): (I I I.1.17)

Finalement, nous assumons que les données init iales véri…ent les condit ions

u0 2 V; ¾0 2 H1; (I I I.1.18)

®0 2 K ; (II I.1.19)

¯0 2 Z: (I I I.1.20)

Nous dé…nissons la forme bilinéaire a : H 1 (- ) £ H 1 (- ) ! R par

a(»; ' ) = k

Z

-

r » . r ' dx: (I I I.1.21)

Ensuite, nous notons par f : [0; T] ! V la fonct ion dé…nie par

(f (t) ; v)V =

Z

-

f0 (t) :v dx+

Z

¡ 2

f2 (t) :v da 8v 2 V, p.p. t 2 (0; T) : (I I I.1.22)

Nous introduisons la fonct ion d’adhésion j ad : L
1 (¡ 3) £ V £ V ! R dé…nie par

j ad(¯; u; v) =

Z

¡ 3

¡ ° º ¯
2 (¡ R (uº ))+ vº da: (I I I.1.23)

En plus de la fonct ion (I I I.1.23), nous avons besoin de la font ion de compliance

normale j nc : V £ V ! R donnée par

j nc (u; v) =

Z

¡ 3

pº (uº ) vº da: (I I I.1.24)
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En serappelant de(I I I.1.15)-(I I I.1.16), nousobservonsquelesintégralesdans(I I I.1.23)

et (I I I.1.24) sont bien dé…nies et notons que les condit ions (I I I.1.17) donnent

f 2 C (0; T; V) : (I I I.1.25)

Finalement, nous assumons la condit ion de compatibilité suivante

(¾0; " (v))H + j ad(¯0; u0; v ) + j nc (u0; v) = (f (0) ; v)V 8v 2V: (I I I.1.26)

En ut ilisant des arguments standards basés sur la formule deGreen (I.2.10), nous

pouvons dériver une formulat ion variat ionnelle du problème sans frot tement et avec

compliance normale (II I.1.1)-(I I I.1.11) qui est la suivante.

Problème PV: Trouver un champ de déplacement u : [0; T] ! V , un champ des

contraintes ¾ : [0; T] ! H ; un champ d’endommagement ® : [0; T] ! H 1 (- ) et un

champ d’adhésion ¯ : [0; T] ! L2 (¡ 3) tels que

:
¾ (t) = E"

¡ :
u (t)

¢
+ G(¾(t) ; " (u (t)) ;®(t)) ; p.p: t 2 (0; T) ; (I I I.1.27)

®(t) 2 K pour tout t 2 [0; T] , (
:
® (t) ; » ¡ ®(t))L 2(- ) + a(®(t) ; » ¡ ®(t))

¸ (Á(¾(t) ; " (u (t)) ;®(t)) ; » ¡ ®(t))L 2(- ) 8» 2 K ; (I I I.1.28)

(¾(t) ; " (v))H + j ad(¯ (t) ; u (t) ; v) + j nc (u (t) ; v )

= (f (t) ; v)V 8v 2V; 8t 2 [0; T] ; (I I I.1.29)

:

¯ (t) = ¡
h
° º ¯ (t)

£
(¡ R (uº (t)))+

¤2
¡ ²a

i

+
p.p: t 2 (0; T) ; (I I I.1.30)

u (0) = u0;¾(0) = ¾0;®(0) = ®0; ¯ (0) = ¯0: (I I I.1.31)

Notons que le problème variat ionnel PV est formulé en fonct ion du champ de dé-

placement, des contraintes, de l’endommagement et de l’adhésion. Nous allons dans
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ce qui suit prouver l’existence et l’unicité de la solut ion du problème PV. Pour cela,

nous considérons la remarque suivante dont les est imat ions sont ut ilisées à plusieurs

niveaux de la démonstrat ion.

Remarque I I I .1.1. De (I I I.1.30), nousobtenonsque ¯ (x; t) · ¯0 (x) , et puisque

¯0 (x) 2 Z alors ¯ (x; t) · 1 pour tout t ¸ 0, p.p. sur ¡ 3: Si ¯ (x; t0) = 0 pour tout

t = t0 , i l vient de (I I I.1.30) que
:

¯ (x; t) = 0 pour tout t ¸ t0, et par conséquent,

¯ (x; t) = 0 pour tout t ¸ t0. Nous concluons que 0 · ¯ (x; t) · 1 8t 2 [0; T] ; p.p.

x 2 ¡ 3:

Dans ce qui suit , nous considérons que C est une constante posit ive qui dépend

de - ; ¡ 1; ¡ 3; ° º ; L et qui peut changer d’une place à l’autre. Premièrement, nous

remarquons que les fonct ions j ad et j nc sont linéaires par rapport au dernier argument

et par conséquent

j ad(¯; u; ¡ v ) = ¡ j ad(¯; u; v); j nc (u; ¡ v) = ¡ j nc (u; v ) : (I I I.1.32)

Ensuite, en ut ilisant (I I I.1.23) ainsi que les propriétés de l’opérateur R donné par

(I.1.35), nous trouvons

j ad(¯1; u1; v) ¡ j ad(¯2; u2; v)

=

Z

¡ 3

° º ¯
2
1[(¡ R (u2º ))+ ¡ (¡ R (u1º ))+ ] vº da

+

Z

¡ 3

° º (¯
2
2 ¡ ¯2

1) (¡ R (u2º ))+ vº da

· C

Z

¡ 3

j¯1 ¡ ¯2j jv j da;

et de (I.2.15) nous obtenons

j ad(¯1; u1; v) ¡ j ad(¯2; u2; v)
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· c j¯1 ¡ ¯2j L 2(¡ 3)
jv jV : (I I I.1.33)

Maintenant, nous ut ilisons (I I I.1.24) pour voir que

jj nc (u1; v) ¡ j nc (u2; v)j ·

Z

¡ 3

jpº (u1º ) ¡ pº (u2º )j jvº j da;

et donc (I I I.1.15) (a) et (I.2.15) fournissent

jj nc (u1; v) ¡ j nc (u2; v)j · C j u1 ¡ u2jV jv jV : (I I I.1.34)

Nous ut ilisons encore une fois (I I I.1.24) pour trouver

j nc (u1; u2 ¡ u1) + j nc (u2; u1 ¡ u2) =

Z

¡ 3

(pº (u1º ) ¡ pº (u2º )) (u2º ¡ u1º ) da;

et par conséquent (I I I.1.15) (b) donne

j nc (u1; u2 ¡ u1) + j nc (u2; u1 ¡ u2) · 0: (I I I.1.35)

Les inégalités (I I I.1.33)-(I I I.1.35) combinéesavec leségalités (I I I.1.32) seront ut ilisées

à plusieurs reprises dans la démonstrat ion de l’existence et l’unicité de la solut ion du

problème PV:

3.1.2 Résult at d’exist ence et d’unicit é

Concernant l’existence et l’unicité de la solut ion du problème variat ionnel (I I I.1.27)-

(I I I.1.31), nous avons le théorème suivant.

T héorème I I I .1.2. Assumonsque les hypothèses (I I I.1.12)-(I I I.1.20) et (I I I.1.26)

sont véri…ées. Alors le problème PV admet une solution unique f u;¾; ¯;®g satis-

faisant

u 2 C (0; T;V) ;
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¾2 C(0; T;H1);

¯ 2 W1;1
¡
0; T; L2 (¡ 3)

¢
;

®2 W1;2
¡
0; T; L2 (- )

¢
\ L2

¡
0; T;H 1 (- )

¢
: (I I I.1.36)

Lequadriplet (u;¾; ¯;®) sat isfaisant (I I I.1.27)-(I I I.1.31) est appelésolut ion faible

du problème de contact avec compliance normale P. Nous concluons que, sous les

hypothèses citées, le problème (II I.1.1)-(I I I.1.11) admet une solut ion faible unique

ayant la régularité (I I I.1.36).

Nous nous intéressons à présent à la démonstrat ion du Théorème II I.1.2 qui sera

établie en plusieurs étapes. Pour cette …n, nous assumons que (I I I.1.12)-(I I I.1.20)

et (I I I.1.26) sont sat isfaites. C dénotera une constante générique posit ive qui peut

dépendrede- ; ¡ 1; ¡ 3; E; ° º ; L et T maisqui nedépent pasde t; ni desautresdonnées,

et dont la valeur peut changer d’un endroit à l’autre. Cependant, pour simpli…er, nous

supprimons dans ce qui suit la dépendance des di¤érentes fonctions de x 2 - [ ¡ .

La première étape de la démonstrat ion du Théorème II I.1.2 consiste à résoudre

l’equat ion di¤érent ielle donnée dans (I I I.1.30) pour le champ d’adhésion, où u est

donné. Nous étudions également la dépendance cont inue de la solut ion du problème

d’adhésion par rapport à u:

Lemme I I I .1.3. Pour tout u 2C (0; T; V), il existe une solution unique

¯u 2 W1;1
¡
0; T; L2 (¡ 3)

¢

satisfaisant

:

¯u (t) = ¡
h
° º ¯u (t)

£
(¡ R (uº (t)))+

¤2
¡ ²a

i

+
p.p: t 2 (0; T) ;
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¯u (0) = ¯0:

De plus, ¯u (t) 2 Z pour t 2 [0; T], p.p. sur ¡ 3, et il existe une constante C > 0, telle

que, pour tout u1; u2 2 C (0; T; V) ;

¯
¯̄

u1 (t) ¡ ¯u2 (t)
¯2̄
L 2(¡ 3)

· C

Z t

0

ju1 (s) ¡ u2 (s)j
2
V ds 8t 2 [0; T] :

Démonst rat ion. Considérons l’applicat ion F : [0; T] £ L2 (¡ 3) ! L2 (¡ 3) dé…nie

par

F (t; ¯) = ¡
h
° º ¯ (t)

£
(¡ R (uº ))+

¤2
¡ ²a

i

+
;

8t 2 [0; T] et ¯ 2 L2 (¡ 3) : Il découle des propriétés de l’opérateur de troncature R

que F est uniformément cont inue par rapport au temps, elle est de Lipschitz par

rapport au second argument. De plus, pour tout ¯ 2 L2 (¡ 3), l’applicat ion t 7¡ !

F (t; ¯) appart ient à L1 (0; T; L2 (¡ 3)). Donc, l’existence et l’unicité de la solut ion

¯u vient du Théorème classique de Cauhy-Lipchitz (Théorème I.3.5) donné dans Le

chapitre I. Notons aussi que l’argument ut ilisé dans la Remarque II I.1.1 montre que

0 · ¯u (t) · 1 pour tout t 2 [0; T], p.p. sur ¡ 3: Par conséquent, de la dé…nit ion de

l’ensembleZ (I.2.16), nous trouvonsque¯u (t) 2 Z pour tout t 2 [0; T], cequi achève

la démonstrat ion du lemme. Maintenant, soit u1; u2 2 C (0; T;V) et soit t 2 [0; T] :

Nous avons, pour i = 1; 2;

¯ui
(t) = ¯0¡

Z t

0

h
° º ¯ui (t)

£
(¡ R (ui º (t)))+

¤2
¡ ²a

i

+
ds;

et donc

¯
¯̄

u1 (t) ¡ ¯u2 (t)
¯
¯
L 2(¡ 3)

· C

Z t

0

¯
¯
¯̄ u1 (s)

£
(¡ R (u1º (s)))+

¤2
¡ ¯u2 (s)

£
(¡ R (u2º (s)))+

¤2
¯
¯
¯
L2(¡ 3)

ds:
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En ut ilisant la dé…nit ion de l’opérateur de troncature R donnée par (I.1.35) et en

considérant ¯u1 = ¯u1 ¡ ¯u2 + ¯u2 ; nous trouvons

¯
¯̄

u1 (t) ¡ ¯u2 (t)
¯
¯
L 2(¡ 3)

· C

0

@
Z t

0

¯
¯̄

u1 (s) ¡ ¯u2 (s)
¯
¯
L 2(¡ 3)

ds+

Z t

0

ju1 (s) ¡ u2 (s)jL 2(¡ 3)
d ds

1

A :

En appliquant l’inégalité de Gronwall (Lemme I.3.6 (1)), il vient que

¯
¯̄

u1 (t) ¡ ¯u2 (t)
¯2̄
L 2(¡ 3)

· C

Z t

0

ju1 (s) ¡ u2 (s)j
2
L 2(¡ 3)

d ds;

et en ut ilisant (I.2.15) nous obtenons la deuxième part ie du Lemme II I.1.3.

Dans la deusième étape de la démonstrat ion du Théorème II I.1.2, nous consid-

érons le problème viscoplast ique suivant et nous prouvons un résultat d’existence et

d’unicitépour (I I I.1.27), (I I I.1.29) et (I I I.1.31) avec lescondit ions init iales correspon-

dantes.

Problème QV. Trouver un champ de déplacement u : [0; T] ! V, un champ

d’endommagement ® : [0; T] ! H 1 (- ) et un champ des contraintes ¾ : [0; T] ! H

satisfaisant ( I I I.1.27) et

(¾(t) ; " (v ))H + j ad(¯u (t) ; u (t) ; v) + j nc (u (t) ; v )

= (f (t) ; v)V 8v 2V; 8t 2 [0; T] ; (I I I.1.37)

u (0) = u0;¾(0) = ¾0;®(0) = ®0: (I I I.1.38)

Soit (´ ;! ) 2 C(0; T;H £ L2 (- )) et soit Z´ (t) =
Rt

0

´ (s) ds + ¾0 ¡ E" (u0), alors

Z´ 2 C1(0; T;H); (I I I.1.39)

et considérons le problème variat ionnel suivant .
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Problème QV´ : Trouver un champ de déplacement u´ : [0; T] ! V et un champ

des contraintes ¾´ : [0; T] ! H tels que

¾´ (t) = E" (u´ (t)) + Z´ (t) ; 8t 2 [0; T] ; (I I I.1.40)

(¾´ (t) ; " (v))H + j ad(¯u´ (t) ; u´ (t) ; v) + j nc(u´ (t) ; v)

= (f (t) ; v)V 8v 2V; 8t 2 [0; T] ; (I I I.1.41)

u´ (0) = u0;¾´ (0) = ¾0: (I I I.1.42)

Pour résoudre leproblèmeQV́ ; nousconsidéronsµ 2 C (0; T; V) et nousconstruisons

le problème intermédiaire suivant.

Problème QV´ µ: Trouver un champ de déplacement u
´ µ
: [0; T] ! V et un champ

des contraintes ¾
´ µ
: [0; T] ! H tels que

¾´ µ (t) = E" (u´ µ (t)) + Z´ (t) ; (I I I.1.43)

(¾́ µ (t) ; " (v))H + (µ (t) ; v)V = (f (t) ; v)V 8v 2V; 8t 2 [0; T] ; (I I I.1.44)

u´ µ (0) = u0;¾´ µ (0) = ¾0: (I I I.1.45)

L’existence et l’unicité de la solut ion du problèmeQV́ µ est assurée par le lemme

suivant.

Lemme I I I .1.4. I l existe une solution unique (u´ µ;¾´ µ) du problème QV́ µ qui

satisfait u´ µ 2 C (0; T;V), ¾´ µ 2 C(0; T;H1):

Démonst rat ion. Nous dé…nissons l’opérateur A : V ! V par

(A u; v)V = (E" (u) ; " (v))H ; 8u; v 2V: (I I I.1.46)
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En ut ilisant (I I I.1.12), il s’en suit que A est un opérateur fortement monotone et de

Lipschitz, donc il est inversible et son inverse A¡ 1 : V ! V est aussi un opérateur

fortement monotone et de Lipschitz. Nous déduisons qu’il existe une fonct ion unique

u´ µ qui véri…e

u´ µ 2 C (0; T; V) ; (I I I.1.47)

A u´ µ (t) = h´ µ (t) ; (I I I.1.48)

où h´ µ 2 C (0; T; V) est tel que

(h´ µ (t) ; v)V = (f (t) ; v)V ¡ (Z´ (t) ; " (v))H ¡ (µ (t) ; v)V 8v 2V; 8t 2 [0; T] :

(I I I.1.49)

Il vient de (I I I.1.48) que u´ µ 2 C (0; T; V). Considérons ¾́ µ dé…ni dans (II I.1.43),

puisque Z´ 2 C1(0; T;H) et u´ µ 2 C (0; T; V) ; nous concluons que¾´ µ 2 C(0; T;H).

Sachant que Div¾´ µ = ¡ f0 2 C (0; T;H ), nous aurons davantage ¾´ µ 2 C(0; T;H1).

Ceci achève la part ie d’existence du Lemme II I.1.4. L’unicité de la solut ion découle

de l’unicité de la solut ion de l’équat ion dépendant du temps (I I I.1.48). Finalement,

(u´ µ;¾´ µ) est la solut ion uniquedu problèmeQV´ µ obtenuedans le Lemme II I.1.4, ce

qui achève la démonstrat ion.

Nous considérons ¤µ (t) l’élément de l’espace V dé…ni par

(¤µ (t) ; v)V = j ad(¯u´ µ
(t) ; u´ µ (t) ; v) + j nc(u´ µ (t) ; v) 8v 2V; 8t 2 [0; T] :

(I I I.1.50)

Nous avons le résultat suivant .

Lemme I I I .1.5. Pour tout µ 2 C (0; T;V) ; la fonction ¤µ : [0; T] ! V ap-

partient à C (0; T;V). De plus, i l existe un unique élément µ¤ 2 C (0; T;V) tel que
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¤µ¤ = µ¤.

Démonst rat ion. Soit µ 2 C (0; T; V) et soient t1; t2 2 [0; T]. En ut ilisant

(I I I.1.33), (I I I.1.34) et (I I I.1.50) nous obtenons

j¤µ (t1) ¡ ¤µ (t2)jV · C

µ¯
¯
¯̄ u´ µ

(t1) ¡ ¯u´ µ
(t2)

¯
¯
¯
L 2(¡ 3)

+ ju´ µ (t1) ¡ u´ µ (t2)jV

¶

:

(I I I.1.51)

Du Lemme II I.1.4 nous avons u´ µ 2 C (0; T;V) et du Lemme II I.1.3 nous avons

¯u´ µ 2 W1;1 (0; T; L2 (¡ 3)), donc nous déduisons de l’inégalité (I I I.1.51) que ¤µ 2

C (0; T; V). Soit maintenant µ1; µ2 2 C (0; T; V) et ut ilisons les notat ions u´ µi = ui

et ¯u´ µi
= ¯ui

pour i = 1; 2. En exploitant encore une fois les relat ions (II I.1.33),

(I I I.1.34) et (I I I.1.50) nous trouvons

j¤µ1 (t) ¡ ¤µ2 (t)j
2
V · C

³ ¯
¯̄

u1 (t) ¡ ¯u2 (t)
¯2̄
L 2(¡ 3)

+ ju1 (t) ¡ u2 (t)j
2
V

´
: (I I I.1.52)

Ensuite, par le Lemme III.1.3, nous aurons

¯
¯̄

u1 (t) ¡ ¯u2 (t)
¯2̄
L 2(¡ 3)

· C

Z t

0

ju1 (s) ¡ u2 (s)j
2
L 2(¡ 3)

d ds;

et de (I.2.15) nous obtenons

¯
¯̄

u1 (t) ¡ ¯u2 (t)
¯
¯2
L 2(¡ 3)

· C

Z t

0

ju1 (s) ¡ u2 (s)j
2
V ds:

Nous ut ilisons l’inégalité précédente dans (I I I.1.52) pour avoir

j¤µ1 (t) ¡ ¤µ2 (t)j
2
V · C

0

@ju1 (t) ¡ u2 (t)j
2
V +

Z t

0

ju1 (s) ¡ u2 (s)j
2
V ds

1

A : (I I I.1.53)

De plus, de (II I.1.44) il provient que

(E" (u1) ¡ E" (u2) ; " (u1) ¡ " (u2))H + (µ1 ¡ µ2; u1 ¡ u2)V = 0 sur (0; T) : (I I I.1.54)
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D’où

ju1 (t) ¡ u2 (t)jV · C jµ1 (t) ¡ µ2 (t)jV 8t 2 [0; T] : (I I I.1.55)

Maintenant, les inégalités (I I I.1.53) et (I I I.1.55) fournissent

j¤µ1 (t) ¡ ¤µ2 (t)j
2
V · C

0

@jµ1 (t) ¡ µ2 (t)j
2
V +

Z t

0

jµ1 (s) ¡ µ2 (s)j
2
V ds

1

A 8t 2 [0; T] :

En appliquant l’inégalité de Gronwall (Lemme I.3.6 (1)) nous aurons

j¤µ1 (t) ¡ ¤µ2 (t)j
2
V · C

Z t

0

jµ1 (s) ¡ µ2 (s)j
2
V ds 8t 2 [0; T] :

La réitérat ion de cette inégalité n fois produit

j¤ nµ1 ¡ ¤nµ2j
2
C(0;T ;V ) ·

(CT)n

n!
jµ1 ¡ µ2j

2
C(0;T ;V ) ;

ce qui impliqueque, pour n su¢ samment grand, ¤n est unecontract ion dans l’espace

de Hilbert C (0; T;V). Alors, il existe un unique µ¤ 2 C (0; T; V) tel que ¤nµ¤ = µ¤

et µ¤ est aussi l’unique point …xe de ¤.

Lemme I I I .1.6. I l existe une solution unique du problème QV´ satisfaisant u´ 2

C (0; T;V), ¾´ 2 C(0; T;H1).

Démonst rat ion. Soit µ¤ 2 C (0; T;V) le point …xe de ¤, le Lemme II I.1.4

implique que (u´ µ¤ ;¾´ µ¤ ) 2 C (0; T;V) £ C(0; T;H1) est l’unique solut ion de QV́ µ

pour µ = µ¤. Puisque ¤µ¤ = µ¤ et des relat ions (II I.1.50), (I I I.1.53), (I I I.1.54) et

(I I I.1.45), nous obtenons que (u´ ;¾´ ) = (u´ µ¤ ;¾´ µ¤ ) est l’unique solut ion de QV́ .

L’unicité de la solut ion est une conséquence de l’unicité du point …xe de l’opérateur

¤ donné dans (I I I.1.50).

Maintenant pour (´ ;! )2C(0; T;H£ L2 (- )), noussupposonsqueleshypothèsesdu
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Théorème II I.1.2 sont véri…ées et nous considérons le problème intermédiaire suivant

pour le champ de l’endommagement.

Probème PV! . Trouver un champ d’endommagement ®! : [0; T] ! H 1 (- ) tel

que ®! (t) 2 K , pour tout t 2 [0; T] et

(
:
®! (t) ; » ¡ ®! (t))L 2(- ) + a(®! (t) ; » ¡ ®! (t))

¸ (! (t) ; » ¡ ®! (t))L 2(- ) 8» 2 K ; p.p. t 2 (0; T) ; (I I I.1.56)

®! (0) = ®0: (I I I.1.57)

Lemme I I I .1.7. Le problème PV! admet une solution unique ®! telle que

®! 2 W1;2
¡
0; T; L2 (- )

¢
\ L2

¡
0; T;H 1 (- )

¢
: (I I I.1.58)

Démonst rat ion. Nous ut ilisons (I I I.1.19), (I I I.1.21) et un résultat classique

d’existenceet d’unicité sur les inégalités paraboliquesqui est donnédans leThéorème

I.3.3. Pour plus de détails, voir par exemple [2 p. 124] .

Commeconséquence des problèmesQV́ et PV! , nous pouvons dé…nir l’opérateur

L : C(0; T;H £ L2 (- )) ! C(0; T;H £ L2 (- )) par

L (´ ;! ) = (G(¾´ ; "(u´ ); ®! ); Á(¾´ ; "(u´ );®! )); (I I I.1.59)

pour tout (´ ;! ) 2 C(0; T;H £ L2 (- )). Alors nous avons le lemme suivant.

Lemme I I I .2.8. L’opérateur L admet un point …xe unique

(´ ¤;! ¤) 2 C(0; T;H £ L2 (- )):
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Démonst rat ion. Soit (´ 1;! 1), (´ 2;! 2) 2 C(0; T;H £ L2 (- )), soit t 2 [0; T] et

ut ilisons les notat ions u´ i = ui ; ¾´ i = ¾i , Z´ i = Zi et ®! i = ®i pour i = 1; 2. En

prenant en considérat ion lesrelat ions(I I I.1.13), (I I I.1.14) et (I I I.1.59), nousconcluons

que

jL (´ 1;! 1) ¡ L (´ 2;! 2)jH £ L 2(- )

· C
³
ju1 (t) ¡ u2 (t)jV + j®1 (t) ¡ ®2 (t)jL 2(- ) + j¾1 (t) ¡ ¾2 (t)jH

´
: (I I I.1.60)

En utilisant (I I I.1.41) nous obtenons

(E" (u1) ¡ E" (u2) ; " (u1) ¡ " (u2))H = j ad(¯u2 ; u2; u1 ¡ u2) ¡ j ad(¯u1 ; u1; u1 ¡ u2)

+ j nc(u2; u1 ¡ u2) ¡ j nc(u1; u1 ¡ u2) + (Z2 ¡ Z1; " (u1) ¡ " (u2))H p.p: t 2 (0; T) :

(I I I.1.61)

En prenant en considérat ion (II I.1.33), (I I I.1.35) et (I I I.1.12) on trouve

ju1 (t) ¡ u2 (t)jV · C
³ ¯
¯̄

u1 (t) ¡ ¯u2 (t)
¯
¯
L 2(¡ 3)

+ jZ1 (t) ¡ Z2 (t)jH

´
; (I I I.1.62)

et

ju1 (t) ¡ u2 (t)j
2
V · C

³ ¯
¯̄

u1 (t) ¡ ¯u2 (t)
¯
¯2
L 2(¡ 3)

+ jZ1 (t) ¡ Z2 (t)j
2
H

´
:

Du Lemme II I.1.3, nous obtenons

ju1 (t) ¡ u2 (t)j
2
V · C

0

@jZ1 (t) ¡ Z2 (t)j
2
H +

Z t

0

ju1 (s) ¡ u2 (s)j
2
V ds

1

A

· C(

Z t

0

j´ 1 (s) ¡ ´ 2 (s)j
2
H ds+

Z t

0

ju1 (s) ¡ u2 (s)j
2
V ds): (I I I.1.63)

L’appliquat ion de l’inégalité de Gronwall (Lemme I.3.6 (1)) donne

ju1 (t) ¡ u2 (t)j
2
V · C

Z t

0

j´ 1 (s) ¡ ´ 2 (s)j
2
H ds; (I I I.1.64)
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ce qui implique

ju1 (t) ¡ u2 (t)jV · C

Z t

0

j´ 1 (s) ¡ ´ 2 (s)jH ds: (I I I.1.65)

De plus, de (II I.1.40) on trouve

j¾1 (t) ¡ ¾2 (t)jH · C (ju1 (t) ¡ u2 (t)jV + jZ1 (t) ¡ Z2 (t)jH ) :

En subst ituant (I I I.1.65) dans l’inégalité précédente nous obtenons

j¾1 (t) ¡ ¾2 (t)jH · C

Z t

0

j´ 1 (s) ¡ ´ 2 (s)jH ds: (I I I.1.66)

De (I I I.1.56) nous déduisons que

(
:
®1;®2 ¡ ®1)L 2(- ) + a(®1;®2 ¡ ®1)

¸ (! 1; ®2 ¡ ®1)L 2(- ) p.p. t 2 (0; T) ;

et

(
:
®2;®1 ¡ ®2)L 2(- ) + a(®2;®1 ¡ ®2)

¸ (! 2; ®1 ¡ ®2)L 2(- ) p.p. t 2 (0; T) :

La sommat ion des deux inégalités précédentes nous fournit

(
:
®1 ¡

:
®2;®1 ¡ ®2)L 2(- ) + a (®1 ¡ ®2;®1 ¡ ®2)

· j! 1 ¡ ! 2jL 2(- ) j®1 ¡ ®2jL 2(- ) p.p. t 2 (0; T) :

Nous intégrons l’inégalité précédente sur [0; t], après quelques manipulat ions nous

obtenons

1

2
j®1 (t) ¡ ®2 (t)j

2
L 2(- ) · C

Z t

0

j! 1 (s) ¡ ! 2 (s)jL 2(- ) j®1 (s) ¡ ®2 (s)jL 2(- ) ds
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+C

Z t

0

j®1 (s) ¡ ®2 (s)j
2
L 2(- ) ds:

Nous appliquons l’inégalité de Gronwall (Lemme I.3.8) à l’inégalité précédente pour

avoir

j®1 (t) ¡ ®2 (t)jL 2(- ) · C

Z t

0

j! 1 (s) ¡ ! 2 (s)jL 2(- ) ds: (I I I.1.67)

En subst ituant (I I I.1.65), (I I I.1.66) et (I I I.1.67) dans (I I I.1.60), nous aurons

jL (´ 1;! 1) ¡ L (´ 2;! 2)jH £ L 2(- )

· C

Z t

0

j(´ 1;! 1) (s) ¡ (´ 2;! 2) (s)jH£ L 2(- ) ds: (I I I.1.68)

Le Lemme III.1.8 est alors une conséquence du résultat (I I I.1.68) et du Théorèmedu

point …xe de Banach.

Maintenant , nous avons tous les ingrédients pour résoudre QV:

Lemme I I I .1.9. I l existe une solution unique (u;¾;®) du problème PV satis-

faisant u 2 C (0; T; V), ¾2 C(0; T;H1), ® 2 W1;2 (0; T; L2 (- )) \ L2 (0; T;H 1 (- )) :

Démonst rat ion. Soit (´ ¤;! ¤) 2 L2(0; T;H£ L2 (- )) lepoint …xedel’opérateur L

dé…ni dans (I I I.1.59), du Lemme II I.1.6, nousdéduisons que (u´ ;¾´ ) = (u´ µ¤ ;¾´ µ¤ ) 2

C (0; T;V) £ C(0; T;H1) est l’unique solut ion de QV́ . Puisque L(´ ¤;! ¤) = (´ ¤;! ¤),

des relat ions (I I I.1.40), (I I I.1.41), (I I I.1.42) et du Lemme II I.1.7 nous obtenons que

(u;¾;®) = (u´ ¤µ¤ ;¾´ ¤µ¤ ;®! ¤ ) est l’uniquesolut ion deQV. La régularitéde la solut ion

vient du Lemme II I.1.7. Son unicité résulte de l’unicité du point …xe de l’opérateur

L :

LeThéorème II I.1.2 est à présent uneconséquencedu Lemme II I.1.3 et du Lemme

III.1.9.
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3.2 Problème avec la condit ion de cont act de Sig-

nor ini

Dans ce paragraphe, nous étudions un problème de contact sans frot tement entre

un corps viscoplast ique avec endommagement et une base rigide dans un processus

quasistat ique. Ce dernier est modélisé par la condit ion de Signorini avec adhésion.

Notre object if est de donner une analyse variat ionnelle du problème mécanique et

de montrer l’existence et l’unicité de la solut ion faible. Ceci conduit à une inéqua-

t ion variat ionnelle pour le champ de déplacement, une inclusion du type parabolique

pour lechamp d’endommagement et uneéquat ion intégro-di¤érent iellepour le champ

d’adhésion.

3.2.1 Formulat ion du problème

Nous reprenons le cadrephysiqueno. 1 décrit dans lepremier chapit re. Ici, nous con-

sidérons un corps viscoplast ique suivant la loi const itut ive (I.1.33). Nous modélisons

le contact par la condit ion deSignorini décrite dans (I.1.42). La condit ion de contact

sans frottement est modélisée par la relat ion (I.1.44). Le problème mécanique est

formulé de la manière suivante.

Problème P: Trouver un champ de déplacement u : - £ [0; T] ! Rd, un champ

des contraintes ¾ : - £ [0; T] ! Sd, un champ d’endommagement ® : - £ [0; T] ! R

et un champ d’adhésion ¯ : ¡ 3 £ [0; T] ! [0; 1] tels que

:
¾= E"

¡ :
u
¢
+ G(¾; " (u) ;®) dans - £ (0; T) ; (I I I.2.1)
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:
® ¡ k 4 ®+ @' K (®) 3 Á(¾; " (u) ;®) ; (I I I.2.2)

D iv ¾+ f0 = 0 dans - £ (0; T); (I I I.2.3)

u = 0 sur ¡ 1 £ (0; T); (I I I.2.4)

¾º = f2 sur ¡ 2 £ (0; T); (I I I.2.5)

uº · 0; ¾º · ° º ¯
2 eR (uº )

³
¾º ¡ ° º ¯

2 eR (uº )
´
uº = 0

sur ¡ 3 £ (0; T); (I I I.2.6)

¡ ¾¿ = p¿ (¯) R
¤ (u¿) sur ¡ 3 £ (0; T); (I I I.2.7)

@®

@º
= 0 sur ¡ £ (0; T); (I I I.2.8)

:

¯= ¡
h
° º ¯ eR (uº )

2 ¡ ²a

i

+
sur ¡ 3 £ (0; T); (I I I.2.9)

u(0) = u0;¾(0) = ¾0; ®(0) = ®0 dans - ; (I I I.2.10)

¯(0) = ¯0 sur ¡ 3: (I I I.2.11)

La relat ion (I I I.2.1) représente la loi const itut ive élast ique-viscoplast ique avec en-

dommagement. L’évolut ion du champ de l’endommagement est gouvernéepar l’inclu-

sion du type parabolique donnée par la relat ion (I I I.2.2). (I I I.2.3) représente l’équa-

t ion d’équilibre et (I I I.2.4)-(I I I.2.5) sont les condit ions aux limites de déplacement-

t ract ion, respect ivement. (I I I.2.6) représente la condit ion deSignorini avec adhésion.

(I I I.2.7) est la condit ion aux limites tangent ielle tandis que (II I.2.8) est la condit ion

aux limites homogènedeNewman où @®
@º

représente la dérivéenormalede®. Ensuite,

l’équat ion (I I I.2.9) représente l’équat ion di¤érent ielle ordinaire qui décrit l’évolut ion

du champ de l’adhésion. Dans (I I I.2.10)-(I I I.2.11), u0, ¾0, ®0, et ¯0 représentent
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le déplacement init ial, la contrainte init iale, l’endommagement init ial et l’adhésion

init iale, respet ivement.

Dansl’étudedu problèmemécanique(I I I.2.1)-(I I I.2.11), nousassumonsquel’opéra-

teur de viscosité E : - £ Sd ! Sd sat isfait

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

(a) E = (ei j kh) = ei j kh 2 L1 (- ) ; 1 · i ; j ; k; h · d:

(b) E ¾ . ¿ = ¾ . E . ¿ 8¾; ¿ 2Sd, p.p. dans - :

(c) Il existe une constante m0 > 0 telle que

E ¿ . ¿ ¸ m0 j¿j2 8¿ 2Sd, p.p. dans - :

(I I I.2.12)

La fonct ion const itut ive G : - £ Sd £ Sd £ R ! Sd sat isfait

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(a) Il existe une constante LG > 0 telle que

jG(x;¾1; " 1; ®1) ¡ G(x;¾2; " 2; ®2)j · LG (j¾1 ¡ ¾2j + j" 1 ¡ " 2j

+ j®1 ¡ ®2j) 8¾1, ¾2, " 1, " 2 2 Sd, ®1, ®2 2 R, p.p. x 2 - :

(b) x 7¡ ! G(x;¾; " ;®) est une fonct ion mesurable dans -

8¾; " 2 Sd, 8®2 R:

(c) L’applicat ion x 7¡ ! G(x; 0; 0; 0) 2 H:

(I I I.2.13)

La fonct ion source d’endommagement Á : - £ Sd £ Sd £ R ! R satisfait
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8
>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(a) Il existe une constante LÁ > 0 telle que

jÁ(x;¾1; " 1;®1) ¡ Á(x;¾2; " 2; ®2)j · LÁ(j¾1 ¡ ¾2j + j" 1 ¡ " 2j

+ j®1 ¡ ®2j) 8¾1, ¾2, " 1, " 2 2 Sd, 8®1, ®2 2 R, p.p. x 2 - :

(b) La fonct ion x 7¡ ! Á(x;¾; " ;®) est mesurable dans -

8¾; " 2 Sd, 8® 2 R:

(c) La font ion x 7¡ ! Á(x; 0; 0; 0) 2 L2 (- ) :

(I I I.2.14)

La fonct ion tangent ielle de contact p¿ : ¡ 3 £ R ! R+ sat isfait
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(a) Il existe une constante L¿ > 0 telle que

jp¿ (x; d1) ¡ pº (x; d2)j · L¿ jd1 ¡ d2j 8d1; d2 2 R; p.p. x 2 ¡ 3:

(b) Il existe une constanteM¿ > 0 telle que

jp¿ (x; d)j · M¿ 8d 2 R; p.p. x 2 ¡ 3:

(c) x 7! p¿ (x; d) est mesurable sur ¡ 3; 8d 2 R:

(d) L’applicat ion x 7! p¿ (x; 0) 2 L2 (¡ 3) :

(I I I.2.15)

Nous supposons que les forces volumiques et les tract ions surfaciques satisfont

f0 2 W1;1 (0; T;H ) ; f2 2 W1;1 (0; T; L2 (¡ 2)
d): (I I I.2.16)

Finalement, nous assumons que les données init iales sat isfont les condit ions

u0 2 U; ¾0 2 H; (II I.2.17)

®0 2 K ; (II I.2.18)

¯0 2 L2 (¡ 3) ; 0 · ¯0 · 1 p.p. sur ¡ 3; (I I I.2.19)

(¾0; " (v ¡ u0))H + j (¯0; u0; v ¡ u0) ¸ (f (0) ; v ¡ u0)V 8v 2U: (II I.2.20)
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Nous dé…nissons la forme bilinéaire a : H 1 (- ) £ H 1 (- ) ! R par

a(»; ' ) = k

Z

-

r » . r ' dx: (I I I.2.21)

Ensuite, nous notons par f : [0; T] ! V la fonct ion dé…nie par

(f (t) ; v)V =

Z

-

f0 (t) :v dx+

Z

¡ 2

f2 (t) :v da 8v 2 V, t 2 [0; T] : (I I I.2.22)

La fonct ion d’adhésion j : L1 (¡ 3) £ V £ V ! R est donnée par

j (¯; u; v) =

Z

¡ 3

¡ ° º ¯
2 eR (uº ) vº da+

Z

¡ 3

p¿ (¯) R
¤ (u¿) . v¿ da: (I I I.2.23)

En se rappelant de (I I I.215), nous observons que l’ intégrale (I I I.2.23) est bien dé…nie

et notons que les condit ions (I I I.2.16) impliquent

f 2 W1;1 (0; T; V) : (I I I.2.24)

Finalement, pour le champ d’adhésion nous considérons l’ensemble Z dé…ni dans

(I.2.16).

En ut ilisant des arguments standards basés sur la formule deGreen (I.2.10), nous

obtenons une formulat ion variat ionnelle du problèmemécanique (I I I.2.1)-(I I I.2.11).

Problème PV: Trouver un champ de déplacement u : [0; T] ! V , un champ des

contraintes ¾ : [0; T] ! H ; un champ d’endommagement ® : [0; T] ! H 1 (- ) et un

champ d’adhésion ¯ : [0; T] ! L1 (¡ 3) tels que

:
¾ (t) = E"

¡ :
u (t)

¢
+ G(¾(t) ; " (u (t)) ;®(t)) ; p.p: t 2 (0; T) ; (I I I.2.25)

®(t) 2 K pour tout t 2 [0; T] , (
:
® (t) ; » ¡ ®(t))L 2(- ) + a(®(t) ; » ¡ ®(t))
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¸ (Á(¾(t) ; " (u (t)) ; ®(t)) ; » ¡ ®(t))L 2(- ) 8» 2 K ; (II I.2.26)

u (t) 2U; (¾(t) ; " (v ¡ u (t)))H + j (¯ (t) ; u (t) ; v ¡ u (t))

¸ (f (t) ; v ¡ u (t))V 8v 2U; p.p: t 2 (0; T) ; (I I I.2.27)

:

¯ (t) = ¡
h
° º ¯ (t) eR (uº (t))

2 ¡ ²a
i

+
p.p: t 2 (0; T) ; (I I I.2.28)

u (0) = u0;¾(0) = ¾0;®(0) = ®0; ¯ (0) = ¯0: (I I I.2.29)

Notons que dans les problèmes P et PV, nous n’avons pas besoin d’imposer ex-

plicitement les restrict ions 0 · ¯ · 1. En e¤et, l’équat ion (I I I.2.28) garant ie que

t 7! ¯ (x; t) est une fonct ion décroissante, puisque
:

¯ (x; t) · 0 pour tout t ¸ 0. Par

conséquent, si nous choisissons ¯0 tel que 0 · ¯0 (x) · 1 nous obtenons ¯ (x; t) · 1

pour tout t ¸ 0. D’autre part , s’il existe t1 > 0 tel que ¯ (x; t1) < 0, alors il existe

0 · t0 < t1 tel que ¯ (x; t0) = 0: Il s’en suit que ¯ (x; t) · 0 pour tout t ¸ t0 et

(I I I.2.28) montre que
:

¯ (x; t) = 0 pour tout t ¸ t0; ce qui implique que ¯ (x; t) = 0

pour tout t ¸ t0. Nous déduisons que ¯ (x; t1) = 0, ce qui est une contradict ion avec

l’hypothèse ¯ (x; t1) < 0. Nous concluons que ¯ (x; t) ¸ 0 pour tout t 2 [0; T], i.e.

0 · ¯ (x; t) · 1 pour tout t 2 [0; T] et x 2 ¡ 3:

Dans ce qui suit , nous dérivons des inégalités impliquant la fonct ionnelle j et qui

vont être ut ilisées dans la démonstrat ion de l’existence et l’unicité de la solut ion du
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problème variat ionnel PV.

Ici, ¯, ¯1 et ¯2 dénotent des éléments de L
1 (¡ 3) tels que 0 · ¯; ¯1; ¯2 · 1 p.p.

sur ¡ 3, u1, u2 and v représentent des éléments de V, et C représente une constante

générique posit ive qui peut dépendre de - , ¡ 1, ¡ 3, p¿ et L. Rappelons aussi que uiº

et ui¿ dénotent les composantes normales et tangent ielles de ui respect ivement pour

i = 1; 2:

Premièrement, nous notons que la fonct ionnelle j est linéaire par rapport au

dernier argument et par conséquent

j (¯; u; ¡ v) = ¡ j (¯; u; v) : (I I I.2.30)

Ensuite, en ut ilisant (I I I.2.23) on trouve

j (¯1; u1; u2 ¡ u1) + j (¯2; u2; u1 ¡ u2)

=

Z

¡ 3

° º ¯
2
1

³
eR (u1º ) ¡ eR (u2º )

´
(u1º ¡ u2º ) da

+

Z

¡ 3

° º (¯
2
1 ¡ ¯2

2) eR (u2º ) (u1º ¡ u2º ) da

+

Z

¡ 3

p¿ (¯1) (R
¤ (u1¿) ¡ R¤ (u2¿)) : (u2¿ ¡ u1¿) da

+

Z

¡ 3

(p¿ (¯1) ¡ p¿ (¯2)) R
¤ (u2¿) : (u2¿ ¡ u1¿) da;

et puisque

³
eR (u1º ) ¡ eR (u2º )

´
(u1º ¡ u2º ) · 0 p.p. sur ¡ 3;

(R¤ (u1¿) ¡ R¤ (u2¿)) : (u2¿ ¡ u1¿) · 0 p.p. sur ¡ 3;
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on obt ient

j (¯1; u1; u2 ¡ u1) + j (¯2; u2; u1 ¡ u2)

·

Z

¡ 3

° º (¯
2
1 ¡ ¯2

2) eR (u2º ) (u1º ¡ u2º ) da

+

Z

¡ 3

(p¿ (¯1) ¡ p¿ (¯2)) R
¤ (u2¿) : (u2¿ ¡ u1¿) da:

En ut ilisant à présent les inégalités
¯
¯
¯eR (u2º )

¯
¯
¯ · L, jR¤ (u2¿)j · L , j¯1j · 1,

j¯2j · 1, valides p.p. sur ¡ 3, et la propriété (I I I.2.15) (b) de la fonct ion p¿ nous

déduisons que

j (¯1; u1; u2 ¡ u1) + j (¯2; u2; u1 ¡ u2)

· C

Z

¡ 3

j¯1 ¡ ¯2j ju1 ¡ u2j da:

Ensuite, nous combinons l’inégalité précédente avec (I.2.15) pour avoir

j (¯1; u1; u2 ¡ u1) + j (¯2; u2; u1 ¡ u2)

· C j¯1 ¡ ¯2jL 2(¡ 3)
ju1 ¡ u2jV : (I I I.2.31)

Nous choisissons maintenant ¯1 = ¯2 = ¯ dans (I I I.2.31) pour trouver

j (¯; u1; u2 ¡ u1) + j (¯; u2; u1 ¡ u2) · 0: (I I I.2.32)

Des manipulat ions similaires basées sur les propriétés des opérateurs eR et R¤ et

sur les propriétés de la fonction p¿ montrent que

jj (¯; u1; v ) ¡ j (¯; u2; v)j · C ju1 ¡ u2jV jv jV : (I I I.2.33)

Nous choisissons u1= v et u2= 0 dans (I I I.2.32) et ut ilisons les inégalités eR (0) = 0;

R¤ (0) = 0 et (I I I.2.30) pour avoir

j (¯; v ; v) ¸ 0: (I I I.2.34)
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Lesinégalités(I I I.2.31)-(I I I.2.34) et l’égalité(I I I.2.30) seront ut iliséesdansplusieurs

endroits dans le reste de ce paragraphe.

3.2.2 Résult at d’exist ence et d’unicit é

Dans ce qui suit , nous proposons un résultat d’existence et d’unicité d’une solut ion

du problème variat ionnel PV, c’est à dire une solut ion faible du problème P. Ce

résultat est le suivant .

T héorème I I I .2.1. Assumons que les hypothèses ( I I I.2.12)-(I I I.2.20) sont véri-

…ées. Alors, i l existe une solution unique f u;¾;®; ¯g du problème PV. De plus, la

solution satisfait

u 2W1;1 (0; T;V) ; ¾2 W1;1 (0; T;H1) ;

® 2 W1;2
¡
0; T; L2 (- )

¢
\ L2

¡
0; T;H 1 (- )

¢
;

¯ 2 W1;1
¡
0; T; L2 (¡ 3)

¢
\ Z: (I I I.2.35)

La démonstrat ion du Théorème II.2.1 est établie en plusieurs étapes qui vont être

prouvées dans ce qui suit . Nous supposons tout au long de cette démonstrat ion que

les hypothèses du Théorème II I.2.1 sont sat isfaites et nous considérons queC est une

constante générique posit ive qui dépend de - , ¡ 1, ¡ 3, L et qui peut changer d’un

endroit à l’aut re.

Soit Z le sous-ensemble fermé de C (0; T; L2 (¡ 3)) dé…ni par

Z =
©
µ 2 C

¡
0; T; L2 (¡ 3)

¢
\ Z = µ(0) = ¯0

ª
: (I I I.2.36)
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Soit ¯ 2 Z et soit ´ = (´ 1; ´ 2) 2 C (0; T;H £ L2 (- )) : Nousdé…nissonsla fonct ion

z´ 2 C1 (0; T;H) par

z´ =

tZ

0

´ 1 (s) ds + z0; (I I I.2.37)

où

z0 = ¾0 ¡ E" (u0) ; (I I I.2.38)

et dans la première étape nous considérons le problème variat ionnel suivant .

Problème PV¯´ : Trouver un champ de déplacement u
¯ ´
: [0; T] ! V tel que pour

tout v 2U et t 2 [0; T]

u¯´ (t) 2 U; (E" (u¯´ (t)) ; " (v ¡ u¯´ (t)))H + (z´ (t) ; " (v ¡ u¯´ (t)))H

+ j (¯ (t) ; u¯´ (t) ; v ¡ u¯´ (t)) ¸ (f (t) ; v ¡ u¯´ (t))V : (I I I.2.39)

Pour ce problème, nous avons le résultat suivant .

Lemme I I I .2.2. I l existe une solution unique du problème PV¯´ . La solution

satisfait u¯´ 2 C (0; T; V) et

u¯´ (0) = u0: (I I I.2.40)

Démonst rat ion. Soit t 2 [0; T] et soit At : V ! V l’opérateur donné par

(Atu; v)V = (E" (u) ; " (v))H + j (¯ (t) ; u; v) 8u; v 2 V:

Nous ut ilisons (I I I.2.12) et les propriétés (I I I.2.32) et (I I I.2.33) sur la fonct ionnelle

d’adhésion j pour montrer que l’opérateur At est fortement monotoneet deLipschitz.

Deplus, en ut ilisant le Théorèmede représentat ion deRiesz, nous pouvonsdé…nir un
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élément f´ : [0; T] ! V par

(f´ (t) ; v)V = (f (t) ; v )V ¡ (z´ (t) ; " (v))H :

Puisque U est un sous ensemble fermé convexe de V, il vient d’un résultat classique

sur les inéquat ions variat ionnelles ellipt iques (Théorème I.3.2), voir par exemple [13],

qu’il existe un unique élément u¯´ (t) qui résoud

¡
Atu¯´ (t) ; v ¡ u¯´ (t)

¢
V
¸ (f´ (t) ; v ¡ u¯´ (t))V 8v 2 U; t 2 (0; T) :

De plus, nous ut ilisons les hypothèses (I I I.2.17) et (I I I.2.20) pour prouver que la

solut ion véri…e la condit ion (I I I.2.40). Soient t1, t2 2 [0; T] et ut ilisons les notat ions

u¯´ (t i ) = ui ; z´ (t i ) = zi ; ¯ (ti ) = ¯i et f (t i ) = fi pour i = 1; 2. Des arguments

standards dans (I I I.2.39) donnent

(E" (u1 ¡ u2) ; " (u1 ¡ u2))H · (z1 ¡ z2; " (u2 ¡ u1))H + (f1 ¡ f2; u1 ¡ u2)V

+ j (¯1; u1; u2 ¡ u1) + j (¯2; u2; u1 ¡ u2) ;

et en utilisant (I I I.2.12) et (I I I.2.31) nous obtenons

ju1 ¡ u2jV · C
³
jz1 ¡ z2jH + jf1 ¡ f2jV + j¯1 ¡ ¯2jL 2(¡ 3)

´
: (I I I.2.41)

Cetteinégalitéet lesrégularitésdesfonct ions¯, f et z´ montrent queu¯´ 2 C (0; T; V).

Ainsi, nousconcluons la part ied’existencedu LemmeII I.2.2 et notonsque l’unicitéde

la solut ion découlede l’unicité de la solt ion de (I I I.2.39) pour tout t 2 [0; T]. Ensuite,

pour prouver (I I I.2.40), nous écrivons (I I I.2.39) en t = 0 et nous ut ilisons les valeurs

init iales z´ (0) = ¾0 ¡ E" (u0), ¯ (0) = ¯0 pour obtenir

(E" (u¯´ (0)) ; " (v ¡ u¯´ (0)))H + (¾0 ¡ E" (u0) ; " (v ¡ u¯´ (0)))H
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+ j (¯0; u¯´ (0) ; v ¡ u¯´ (0)) ¸ (f (0) ; v ¡ u¯´ (0))V 8v 2 U: (II I.2.42)

Nous choisissons à présent v = u0 dans (II I.2.42) et v = u¯´ (0) dans (II I.2.20) et

nous sommons les inégalités correspondantes pour déduire

(E" (u¯´ (0) ¡ u0) ; " (u0¡ u¯´ (0)))H

+ j (¯0; u¯´ (0) ; u0¡ u¯´ (0)) + j (¯0; u0; u¯´ (0) ¡ u0) ¸ 0:

Dans cette inégalité, nous ut ilisons la propriété (I I I.2.32) sur la fonct ionnelle j et

nous obtenons

(E" (u¯´ (0) ¡ u0) ; " (u¯´ (0) ¡ u0))H · 0:

Cette inégalité combinée avec l’hypothèse (I I I.2.12) sur l’opérateur d’élast icité im-

pliquent (I I I.2.40), ce qui achève la démonstrat ion.

Ensuite, pour ¯ 2 Z donnéet pour tout ´ = (´ 1; ´ 2) 2 C (0; T;H £ L2 (- )), nous

dénotons par u¯´ la solut ion du problème PV¯´ obtenue dans le Lemme III.2.2 et

nous dé…nissons une fonct ion ¾¯´ 2 C (0; T;H ) par

¾¯´ (t) = E" (u¯´ (t)) + z´ (t) 8t 2 [0; T] : (I I I.2.43)

Nous supposons que les hypothèses du Théorème II I.2.1 sont sat isfaites et nous con-

sidérons le problème intermédiaire suivant pour le champ de l’endommagement.

Problème PV®. Trouver un champ d’endommagement ®̄ ´ : [0; T] ! H 1 (- ) tel

que ®̄ ´ (t) 2 K , pour tout t 2 [0; T] et

(
:
®̄ ´ (t) ; » ¡ ®̄ ´ (t))L 2(- ) + a(®̄ ´ (t) ; » ¡ ®̄ ´ (t))

¸
¡
´ 2 (t) ; » ¡ ®̄ ´ (t)

¢
L 2(- )

8» 2 K p.p. t 2 (0; T) ; (I I I.2.44)
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®̄ ´ (0) = ®0 (II I.2.45)

Lemme I I I .2.3. Le problème PV® admet une solution unique ®̄ ´ telle que

®̄ ´ 2 W1;2
¡
0; T; L2 (- )

¢
\ L2

¡
0; T;H 1 (- )

¢
: (I I I.2.46)

Démonst rat ion. Nous ut ilisons (I I I.2.18), (I I I.2.21) et un résultat classique

d’existence et d’unicité sur les inéquat ions paraboliques (Théorème I.3.3, voir par

exemple [54]).

Nous ut ilisons également les propriétés (II I.2.13) de la fonction const itut ive G

et (I I I.2.14) de la fonct ion Á pour dé…nir l’opérateur ¤¯ : C(0; T;H £ L2 (- )) !

C(0; T;H £ L2 (- )) par

¤¯´ = (G(¾¯´ ; " (u¯´ ); ®̄ ´ ); Á(¾¯´ ; " (u¯´ ); ®̄ ´ )); (I I I.2.47)

pour tout ´ 2 C(0; T;H £ L2 (- )). Alors nous avons le résultat suivant.

Lemme I I I .2.4. L’opérateur ¤¯ admet un point …xe unique

´ ¤
¯ 2 C(0; T;H £ L2 (- )):

Démonst rat ion. Soient ´ i = (´ 1
i ; ´

2
i ) 2 C (0; T;H £ L2 (- )), soit t 2 [0; T] et

ut ilisons les notat ions u¯´ i = ui ; ¾¯´ i = ¾i , z´ i = zi et ®̄ ´ i = ®i pour i = 1; 2. En

prenant en considérat ion lesrelat ions(I I I.2.13), (I I I.2.14) et (I I I.2.47), nousconcluons

que

j¤¯´ 1 (t) ¡ ¤ ¯´ 2 (t)jH £ L 2(- )

· C
³
j¾1 (t) ¡ ¾2 (t)jH + ju1 (t) ¡ u2 (t)jV + j®1 (t) ¡ ®2 (t)jL 2(- )

´
: (I I I.2.48)
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En utilisant (I I I.2.39) nous obtenons

(E" (u1 ¡ u2) ; " (u1 ¡ u2))H · j (¯; u2; u1 ¡ u2) ¡ j (¯; u1; u1 ¡ u2)

+ (z2 ¡ z1; " (u1 ¡ u2))H p.p: t 2 (0; T) : (I I I.2.49)

En prenant en considérat ion (II I.2.12), (I.2.13)-(I.2.14) et (I I I.2.32) on trouve

ju1 (t) ¡ u2 (t)jV · C jz1 (t) ¡ z2 (t)jH ; (I I I.2.50)

Nous ut ilisons (II I.2.43) et (I I I.2.50) pour avoir

j¾1 (t) ¡ ¾2 (t)jH · C jz1 (t) ¡ z2 (t)jH : (I I I.2.51)

Nous sommons les deux inégalités précédentes et nous ut ilisons (I I I.2.37) et (I I I.2.38)

pour trouver

ju1 (t) ¡ u2 (t)jV + j¾1 (t) ¡ ¾2 (t)jH · C

tZ

0

¯
¯́ 1

1 (s) ¡ ´ 1
2 (s)

¯
¯
H

ds: (I I I.2.52)

De (I I I.2.44) nous déduisons que

(
:
®1;®2 ¡ ®1)L 2(- ) + a (®1;®2 ¡ ®1)

¸
¡
´ 21;®2 ¡ ®1

¢
L 2(- )

p.p. t 2 (0; T) ;

et

(
:
®2;®1 ¡ ®2)L 2(- ) + a (®2;®1 ¡ ®2)

¸
¡
´ 22;®1 ¡ ®2

¢
L 2(- )

p.p. t 2 (0; T) :

La sommation des deux inégalités précédentes nous fournit

(
:
®1 ¡

:
®2;®1 ¡ ®2)L 2(- ) + a(®1 ¡ ®2;®1 ¡ ®2)
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·
¡
´ 21 ¡ ´ 22; ®1 ¡ ®2

¢
L2(- )

p.p. t 2 (0; T) ;

ce qui implique que

(
:
®1 ¡

:
®2;®1 ¡ ®2)L 2(- ) + a (®1 ¡ ®2;®1 ¡ ®2)

·
¯
¯́ 2

1 ¡ ´ 22
¯
¯
L2(- )

j®1 ¡ ®2jL 2(- ) p.p. t 2 (0; T) :

Nous intégrons l’inégalité précédente sur [0; t], après quelques manipulat ions nous

obtenons

1

2
j®1 (t) ¡ ®2 (t)j

2
L 2(- ) · C

tZ

0

¯
¯́ 2

1 (s) ¡ ´ 22 (s)
¯
¯
L 2(- )

j®1 (s) ¡ ®2 (s)jL 2(- ) ds

+C

tZ

0

j®1 (s) ¡ ®2 (s)j
2
L 2(- ) ds:

Nous appliquons l’inégalité de Gronwall (Lemme I.3.8) à l’inégalité précédente pour

avoir

j®1 (t) ¡ ®2 (t)jL 2(- ) · C

tZ

0

¯
¯́ 2

1 (s) ¡ ´ 22 (s)
¯
¯
L 2(- )

ds: (I I I.2.53)

En subst ituant (I I I.2.53), (I I I.2.52) dans (I I I.2.48), nous aurons

j¤¯´ 1 (t) ¡ ¤ ¯´ 2 (t)jH £ L 2(- )

· C

tZ

0

j´ 1 (s) ¡ ´ 2 (s)jH£ L 2(- ) ds:

La réitérat ion de cette inégalité m fois implique

¯
¤̄m
¯ ´ 1 ¡ ¤m

¯ ´ 2

¯
¯
C(0;T ;H £ L 2(- ))

·
CmTm

m!
j´ 1 ¡ ´ 2jC(0;T ;H £ L 2(- )) ; (I I I.2.54)

cequi impliqueque, pour m su…samment grand, ¤m
¯ est unecontract ion dans l’espace

de Banach C (0; T;H £ L2 (- )). Par conséquent , du Théorème du point …xe de Ba-

nach, ¤¯ admet un unique point …xe ´ ¤
¯ 2 C (0; T;H £ L2 (- )).
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Dans l’étape suivante, pour ¯ 2 Z donné, nous considérons le problèmevariat ion-

nel suivant .

Problème PV¯: Trouver un champ de déplacement u¯ : [0; T] ! V, un champ

des contraintes ¾¯ : [0; T] ! H et un champ d’endommagement ®̄ : [0; T] ! H 1 (- )

tels que pour tout t 2 [0; T]

¾¯ (t) = E" (u¯ (t)) +

tZ

0

G(¾¯ (s) ; " (u¯ (s)) ; ®̄ (s)) ds + ¾0 ¡ E" (u0) ; (I I I.2.55)

®̄ (t) 2 K pour tout t 2 [0; T] , (
:
®̄ (t) ; » ¡ ®̄ (t))L 2(- ) + a(®̄ (t) ; » ¡ ®̄ (t))

¸ (Á(¾¯ (t) ; " (u¯ (t)) ; ®̄ (t)) ; » ¡ ®̄ (t))L 2(- ) 8» 2 K ; (II I.2.56)

u¯ (t) 2U; (¾¯ (t) ; " (v ¡ u¯ (t)))H + j (¯ (t) ; u¯ (t) ; v ¡ u¯ (t))

¸ (f (t) ; v ¡ u¯ (t))V 8v 2U; (II I.2.57)

u¯ (0) = u0;¾¯ (0) = ¾0; ®̄ (0) = ®0: (I I I.2.58)

Nous avons le résultat suivant conernant ce problème.

Lemme I I I .2.5. I l existe une solution unique du problème PV¯ et elle satisfait

u¯ 2 C (0; T;V), ¾¯ 2 C (0; T;H) et ®̄ 2 W1;2 (0; T; L2 (- )) \ L2 (0; T;H 1 (- )) :

Démonst rat ion. Exist ence. Soit ´ ¯ =
¡
´ 1
¯ ; ´

2
¯

¢
2 C (0; T;H £ L2 (- )) le point

…xe de l’opérateur ¤¯ et ut ilisons les notat ions u¯ = u¯´ ¯ ; ¾¯ = ¾¯´ ¯ , z¯ = z´ ¯ et

®̄ = ®̄ ´ ¯ . Posons ´ = ´ ¯ dans (I I I.2.43) et (I I I.2.44) pour avoir

¾¯ (t) = E" (u¯ (t)) + z¯ (t) 8t 2 [0; T] ; (I I I.2.59)

(
:
®̄ (t) ; » ¡ ®̄ (t))L 2(- ) + a(®̄ (t) ; » ¡ ®̄ (t))

¸
¡
´ 2¯ (t) ; » ¡ ®̄ (t)

¢
L2(- )

8» 2 K p.p. t 2 (0; T) ; (I I I.2.60)
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et ut ilisons (I I I.2.37) et (I I I.2.38) pour trouver

¾¯ (t) = E" (u¯ (t)) +

tZ

0

´ 1
¯ (s) ds + ¾0 ¡ E" (u0) 8t 2 [0; T] ; (I I I.2.61)

puisque

´ ¯ = ¤¯´ ¯ = (G(¾¯´ ¯ ; " (u¯´ ¯ ); ®̄ ´ ¯ ); Á(¾¯´ ¯ ; " (u¯´ ¯ ); ®̄ ´ ¯ ))

= (G(¾¯; "(u¯ ); ®̄ ); Á(¾¯; "(u¯); ®̄ ));

nous constatons que (II I.2.61) implique (I I I.2.55) et (I I I.2.60) implique (II I.2.56).

Ensuite, soit ´ = ´ ¯ dans (I I I.2.39) et ut ilisons (I I I.2.59) pour obtenir (I I I.2.57)

et , …nalement, (I I I.2.58) découle de (I I I.2.40), (I I I.2.45) et (I I I.2.61). Ceci achève

la part ie d’existence du Lemme II I.2.5 puisque les fonct ions u¯, ¾¯ et ®̄ satisfont

u¯ 2 C (0; T;V), ¾¯ 2 C (0; T;H) et ®̄ 2 W1;2 (0; T; L2 (- )) \ L2 (0; T;H 1 (- )) :

Unicit é. L’unicité de la solut ion est une conséquencede l’unicité du point …xede

l’opérateur ¤¯ dé…ni dans(I I I.2.47). En e¤et, soit (u¯ ;¾¯; ®̄ ) la solut ion du problème

PV̄ sat isfaisant u¯ 2 C (0; T; V), ¾̄ 2 C (0; T;H) et ®̄ 2 W1;2 (0; T; L2 (- )) \

L2 (0; T;H 1 (- )) et soit ´ 2 C (0; T;H £ L2 (- )) la fonction donnée par

´ = (G(¾¯; "(u¯); ®̄ ); Á(¾¯; " (u¯); ®̄ )): (I I I.2.62)

Nousnotonspar z´ la fonct ion dé…niepar (I I I.2.37)-(I I I.2.38). Nousutilisons(II I.2.55)

et (I I I.2.62) pour trouver

¾¯ (t) = E" (u¯ (t)) + z´ (t) 8t 2 [0; T] : (I I I.2.63)

Nous ut ilisons (II I.2.56) et (I I I.2.62) pour obtenir

(
:
®̄ (t) ; » ¡ ®̄ (t))L 2(- ) + a (®̄ (t) ; » ¡ ®̄ (t))
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¸
¡
´ 2 (t) ; » ¡ ®̄ (t)

¢
L 2(- )

8» 2 K ; (II I.2.64)

et en substituant l’inégalité (I I I.2.63) dans (I I I.2.57) nous déduisons que u¯ est la

solut ion du problème PV̄ ´ . De la part ie de l’unicité dans le Lemme II I.2.2, il vient

que ce problème admet une solut ion, notée u¯´ et , par conséquent, u¯ = u¯´ . De

plus, (I I I.2.63)-(I I I.2.64) et (I I I.2.43)-(I I I.2.44) impliquent que¾¯ = ¾¯´ et ®̄ = ®̄ ´ .

Nous ut ilisons à présent (I I I.2.62) et (I I I.2.47) pour obtenir ´ = ¤¯´ . Ensuite, de

l’unicité du point …xe de l’opérateur ¤¯, garant ie par le Lemme II I.2.4, il vient que

´ = ´ ¯ . Donc, u¯ = u¯´ ¯ , ¾¯ = ¾¯´ ¯ et ®̄ = ®̄ ´ ¯ . Nous concluons que toute

solut ion (u¯; ¾̄ ; ®̄ ) du problème PV̄ coincide avec la solut ion
³
u¯´ ¯ ;¾¯´ ¯ ; ®̄ ´ ¯

´

obtenue dans la part ie existence, ce qui implique l’unicité de la solut ion du problème

PV̄ .

Dans l’étape suivante, nous exploitons le champ de déplacement u¯ obtenu dans

le Lemme II I.2.5 et nous considérons le problème deCauchy suivant.

Problème PVµ: Trouver un champ d’adhésion µ̄ : [0; T] ! L2 (¡ 3) tel que

:

µ̄ (t) = ¡
h
° º µ̄ (t) eR (u¯º (t))

2 ¡ ²a

i

+
p.p: t 2 (0; T) ; (I I I.2.65)

µ̄ (0) = ¯0: (I I I.2.66)

Nous avons le résultat suivant .

Lemme I I I .2.6. I l existe une solution unique du problème PVµ et elle sat isfait

µ̄ 2 W1;1 (0; T; L2 (¡ 3)) \ Z:

Démonst rat ion. Pour simpli…er, nous supprimons la dépendancedes di¤érentes

fonct ions de ¡ 3, et notons que les équat ions et les inéquat ions ci dessous sont valides
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p.p. sur ¡ 3. Considérons l’applicat ion F¯ : [0; T] £ L2 (¡ 3) ! L2 (¡ 3) dé…nie par

F¯(t; µ) = ¡
h
° º µ(t) eR (u¯º (t))

2 ¡ ²a

i

+
: (I I I.2.67)

Il est simple de véri…er que F¯ est uniformément cont inue par rapport au temps, elle

est de Lipschitz par rapport au second argument, uniformément dans le temps. De

plus, pour tout µ 2 L2 (¡ 3), l’applicat ion t 7¡ ! F¯(t; µ) appart ient à L
1 (0; T; L2 (¡ 3)).

Donc, en utilisant une version du Théorème de Cauchy Lipschitz (Théorème I.3.5),

nous déduisons qu’il existe une unique fonct ion µ̄ 2 W1;1 (0; T; L2 (¡ 3)) solut ion du

problème PVµ. La régularité µ̄ 2 Z vient de (II I.2.65), (I I I.2.66) et de l’hypothèse

0 · ¯0 · 1 p.p. sur ¡ 3. En e¤et, l’équat ion (I I I.2.65) implique que, pour p.p.

x 2 ¡ 3; la fonct ion t 7¡ ! µ̄ (x; t) est décroissante et sa dérivée s’annule lorsque

° º µ̄ (t) eR (u¯º (t))
2 · ²a. En combinant ces propriétés avec l’inégalité 0 · µ̄ (0) · 1

nous déduisons que0 · µ̄ (t) · 1 pour tout t 2 [0; T], p.p. sur ¡ 3, ce qui montre que

µ̄ 2 Z:

Il vient du Lemme II I.2.6 que pour tout ¯ 2 Z , la solut ion µ̄ du problème PVµ

appart ient à Z . Par conséquent, nous pouvons considérer l’opérateur ¤ : Z ! Z

donné par

¤¯ = µ̄ : (I I I.2.68)

Nous avons le résultat suivant .

Lemme I I .2.7. I l existe un unique élément ¯¤ 2 Z tel que ¤¯¤ = ¯¤.

Démonst rat ion. Nousmontrons que, pour un ent ier posit if m, l’applicat ion ¤m

est unecontract ion sur Z : Pour cela, noussupposonsque¯1 et ¯2 sont deux fonctions

dansZ et dénotons par u¯i = ui , ¾¯i = ¾i , ®̄ i
= ®i et µ̄ i

= µi les font ions obtenues
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dans les Lemmes III.2.5 et I I I.2.6, respect ivement, pour ¯ = ¯i , i = 1, 2. Nous

dé…nissons également, pour i = 1, 2; la fonct ion zi

zi (t) =

tZ

0

G(¾i (s) ; " (ui (s)) ; ®i (s)) ds + ¾0 ¡ E" (u0) 8t 2 [0; T] ; (I I I.2.69)

nous utilisons (I I I.2.55) et (I I I.2.69) pour obtenir

¾i (t) = E" (ui (t)) + zi (t) i = 1; 2: (I I I.2.70)

Nous insérons l’inégalité (I I I.2.70) dans (I I I.2.57) et nous ut ilisons des arguments

similaires à ceux ut ilisés dans la démonstrat ion de (I I I.2.41) pour déduire

ju1 (t) ¡ u2 (t)jV · C
³
jz1 (t) ¡ z2 (t)jH + j¯1 (t) ¡ ¯2 (t)jL 2(¡ 3)

´
: (I I I.2.71)

Nous ut ilisons (II I.2.69) por trouver

jz1 (t) ¡ z2 (t)jH

· C

tZ

0

j¾1 (s) ¡ ¾2 (s)jH + ju1 (s) ¡ u2 (s)jV + j®1 (s) ¡ ®2 (s)jL 2(- ) ds: (I I I.2.72)

Nous subst ituons (II I.2.72) dans (I I I.2.71) pour obtenir

ju1 (t) ¡ u2 (t)jV · C j¯1 (t) ¡ ¯2 (t)jL 2(¡ 3)

+ C

tZ

0

j¾1 (s) ¡ ¾2 (s)jH + ju1 (s) ¡ u2 (s)jV + j®1 (s) ¡ ®2 (s)jL 2(- ) ds: (I I I.2.73)

Nous ut ilisons (II I.2.70), (I I I.2.72) et (I I I.2.73) pour trouver

j¾1 (t) ¡ ¾2 (t)jH · C j¯1 (t) ¡ ¯2 (t)jL 2(¡ 3)

+ C

tZ

0

j¾1 (s) ¡ ¾2 (s)jH + ju1 (s) ¡ u2 (s)jV + j®1 (s) ¡ ®2 (s)jL 2(- ) ds: (I I I.2.74)
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Nousut ilisonsà présent desarguments similaires à ceux ut ilisésdans la démonstat ion

de (I I I.2.53) et les propriétés de la fonct ion Á pour trouver

j®1 (t) ¡ ®2 (t)jL 2(- )

· C

tZ

0

j¾1 (s) ¡ ¾2 (s)jH + ju1 (s) ¡ u2 (s)jV + j®1 (s) ¡ ®2 (s)jL 2(- ) ds: (I I I.2.75)

Nous sommons les trois inégalités précédentes pour obtenir

j¾1 (t) ¡ ¾2 (t)jH + ju1 (t) ¡ u2 (t)jV + j®1 (t) ¡ ®2 (t)jL 2(- )

· C j¯1 (t) ¡ ¯2 (t)jL 2(¡ 3)

+C

tZ

0

j¾1 (s) ¡ ¾2 (s)jH + ju1 (s) ¡ u2 (s)jV + j®1 (s) ¡ ®2 (s)jL 2(- ) ds: (I I I.2.76)

Ensuite, en appliquant l’inégalitédeGronwall donnéedans leLemmeI.3.6 à (II I.2.76)

nous aurons

j¾1 (t) ¡ ¾2 (t)jH + ju1 (t) ¡ u2 (t)jV + j®1 (t) ¡ ®2 (t)jL 2(- )

· C

0

@j¯1 (t) ¡ ¯2 (t)jL 2(¡ 3)
+

tZ

0

j¯1 (s) ¡ ¯2 (s)jL 2(¡ 3)
ds

1

A ;

ce qui implique que

tZ

0

ju1 (s) ¡ u2 (s)jV ds · C

tZ

0

j¯1 (s) ¡ ¯2 (s)jL 2(¡ 3)
ds: (I I I.2.77)

D’autre part , du problème deCauchy (I I I.2.65)-(I I I.2.66), nous pouvons écrire

µi (t) = ¯0 ¡

tZ

0

h
° º µi (s) eR (ui º (s))

2 ¡ ²a

i

+
ds; 8i = 1; 2: (I I I.2.78)

Alors

jµ1 (t) ¡ µ2 (t)jL 2(¡ 3)
· C

tZ

0

¯
¯
µ̄1 (s) eR (u1º (s))

2 ¡ µ2 (s) eR (u2º (s))
2
¯
¯
¯
L 2(¡ 3)

ds:
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En utilisant la dé…nit ion de eR et en écrivant µ1 = µ1 ¡ µ2 + µ2 nous aurons

jµ1 (t) ¡ µ2 (t)jL 2(¡ 3)

· C

tZ

0

jµ1 (s) ¡ µ2 (s)jL 2(¡ 3)
ds + C

tZ

0

ju1º (s) ¡ u2º (s)jL 2(¡ 3)
ds: (I I I.2.79)

De l’inégalité de Gronwall (Lemme I.3.6 (1)), il vient que

jµ1 (t) ¡ µ2 (t)jL 2(¡ 3)

· C

tZ

0

ju1º (s) ¡ u2º (s)jL 2(¡ 3)
ds; (I I I.2.80)

et en ut ilisant (I.2.15) nous obtenons

jµ1 (t) ¡ µ2 (t)jL 2(¡ 3)

· C

tZ

0

ju1 (s) ¡ u2 (s)jV ds: (I I I.2.81)

La relat ion (I I I.2.68) et l’est imation (II I.2.81) mènent à

j¤¯1 (t) ¡ ¤¯2 (t)jL 2(¡ 3)
· C

tZ

0

ju1 (s) ¡ u2 (s)jV ds: (I I I.2.82)

Nous combinons (I I I.2.77) et (I I I.2.82) pour voir que

j¤¯1 (t) ¡ ¤¯2 (t)jL 2(¡ 3)
· C

tZ

0

j¯1 (s) ¡ ¯2 (s)jL 2(¡ 3)
ds;

et en réitérant ette inégalité m fois nous obtenons

j¤m¯1 ¡ ¤¯2jC(0;T ;L 2(¡ 3))
·

CmTm

m!
j¯1 ¡ ¯2jC(0;T ;L 2(¡ 3))

: (I I I.2.83)

RappelonsqueZ est un ensembleferménon videdansl’espacedeBanach C (0; T; L2 (¡ 3))

et notonsque (I I I.2.83) montreque, pour m su¢ sament grand, l’opérateur ¤m : Z !
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Z est une contract ion. Donc, du Théorème du point …xe de Banach, il vient que ¤

admet un point …xe unique ¯¤ 2 Z :

Maintenant , nous avons tous les ingrédients pour prouver le Théorème II I.2.1.

Démonst rat ion. Exist ence. Soit ¯¤ 2 Z le point …xe de l’opérateur ¤ et soit

(u¤;¾¤;®¤) la solut ion du problème PV¯ pour ¯ = ¯¤, càd u¤ = u¯¤ , ¾
¤ = ¾¯¤ et

®¤ = ®̄ ¤ . Considérons la fonct ion z¤donnée par

z¤ (t) =

tZ

0

G(¾¤ (s) ; " (u¤ (s)) ; ®¤ (s)) ds + ¾0 ¡ E" (u0) 8t 2 [0; T] ; (I I I.2.84)

et notons que des arguments similaires à ceux ut ilisés dans la démonstrat ion de

(I I I.2.41) donnent

ju¤ (t1) ¡ u¤ (t2)jV · C(jz¤ (t1) ¡ z¤ (t2)jH

+ jf (t1) ¡ f (t2)jV + j¯¤ (t1) ¡ ¯¤ (t2)jL 2(¡ 3)
); (I I I.2.85)

pour tout t1; t2 2 [0; T]. Nous ut ilisons à présent (I I I.2.55) et (I I I.2.84) pour t rouver

que

¾¤ (t) = E" (u¤ (t)) + z¤ (t) 8t 2 [0; T] ; (I I I.2.86)

et par (I I I.2.86) et les propriétés (I I I.2.12) de la font ionnelle E nous obtenons

j¾¤ (t1) ¡ ¾¤ (t2)jH · C (ju¤ (t1) ¡ u¤ (t2)jV + jz¤ (t1) ¡ z¤ (t2)jH ) ; (I I I.2.87)

pour tout t1; t2 2 [0; T]. Puisque ¯¤ = µ̄ ¤ , il vient du Lemme II I.2.6 que ¯¤ 2

W1;1 (0; T; L2 (¡ 3)), rappelons également que f 2 W1;1 (0; T; V) et la régularité

z 2 C1 (0; T;H). Nous ut ilisons maintenant (I I I.2.85) et (I I I.2.87) pour déduire que

u¤ 2 W1;1 (0; T;V) et ¾¤ 2 W1;1 (0; T;H). Ensuite, posons ¯ = ¯¤ dans l’égalité
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(II I.2.55) et puis la di¤érent ier par rapport au temps pour obtenir (I I I.2.25). Nous

posons ¯ = ¯¤ dans les problèmes PV̄ , PVµ et ut ilisons l’égalité ¯¤ = µ̄ ¤ et , par

conséquent, nousobtenonsque(u¤;¾¤;®¤; ¯¤) sat isfait (I I I.2.26), (I I I.2.27), (I I I.2.28)

et (I I I.2.29).

En choisissant à présent v = § ! dans (I I I.2.27) où ! 2 C1
0 (- )d nous aurons

Div¾(t) + f0 (t) = 0 8t 2 [0; T] ;

et , par l’hypothèse (I I I.2.16), nous obtenons que Div¾ 2 W1;1 (0; T;H ) et , par

conséquent ¾2 W1;1 (0; T;H1). Nous concluons que (u
¤;¾¤;®¤; ¯¤) est une solut ion

du problèmePV et elle sat isfait la régularité (I I I.2.35), ce qui achève la preuve de la

part ie d’existence du Théorème III.2.1.

Unicit é. L’unicité de la solut ion est une conséquencede l’unicité du point …xede

l’opérateur ¤ dé…ni par (I I I.2.68) combinée ave l’unicité de la solut ion du problème

PV̄ . En e¤et, soit (u;¾;®; ¯) une solut ion du problème PV qui sat isfait (I I I.2.35).

En ut ilisant (I I I.2.36) nous déduisons que ¯ 2 Z , et il vient aussi de (II I.2.25),

(I I I.2.26) et (I I I.2.27) que (u;¾;®) est une solut ion du problème PV̄ ; et puisque,

par le Lemme II I.2.5, ce problèmeadmet une solut ion uniquenotée (u¯;¾¯; ®̄ ) nous

obtenons

u = u¯;¾= ¾¯;®= ®̄ : (I I I.2.88)

Nous remplaçons u = u¯ dans (II I.2.28) et ut ilisons la condit ion init iale ¯ (0) = ¯0

dans (I I I.2.29) pour déduire que ¯ est une solut ion du problème PVµ. Du Lemme

III.2.6, nous savons que ce dernier problème admet une solut ion unique notée µ̄ et ,
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par conséquent,

¯ = µ̄ : (I I I.2.89)

Nous ut ilisons maintenant (I I I.2.68) et (I I I.2.89) pour voir que ¤¯ = ¯, c-à-d. ¯ est

un point …xe de l’opérateur ¤ . Du Lemme II I.2.7, il vient que

¯ = ¯¤: (I I I.2.90)

La part ie de l’unicité du théorème est à présent une conséquence des inégalités

(II I.2.88) et (I I I.2.90).
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Chapt er 4

Problème ant iplan de cont act sans

frot t ement

Danscechapit re, nousnous intéressonsaux problèmesant iplansdecontact sans frot-

tement. Ce type de problèmes est rencontré dans l’étude d’un contact entre un corps

cylindrique et une fondat ion rigide. Le cylindre est supposé électrique-viscoélast ique

et la fondat ion est supposée électriquement conduct ive. L’adhésion des surfaces de

contact , causéepar la colle, est priseen considérat ion. Nousdérivonsune formulat ion

variat ionnelle du modèle qui est un système const itué d’une équat ion variat ionnelle

d’évolut ion pour le champ de déplacement, d’une équat ion variat ionnelle dépendant

du temps pour le champ électrique et d’une équat ion intégro-di¤érent ielle pour le

champ d’adhésion. Ensuite, nous prouvons l’existence d’une solut ion du problème

variat ionnel correspondant au problèmemécaniqueconsidéré. Ce travail a fait l’objet

de la publicat ion [50].

Tout au long decechapit re, nousnousplaçonsdans lecadre fonct ionnel ” scalaire”

Chapitre 4 
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décrit au premier chapit re. Par conséquent, l’espaceV est donné par (I.2.1); il est un

espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (I.2.6).

4.1 Formulat ion du problème

Danscequi suit , nousnousplaçonsdans lecadre physique no. 2 présentédans lepre-

mier chapit re decette thèseet par conséquent nousut ilisons lemodèlemathématique

no. 2. Pour que lemodèle soit complet , nous devons préciser la loi de comportement

et les condit ionsaux limiteset donner leursnouvelles formesdans lecadre ” ant iplan” .

Explicitement, pour modéliser lecomportement du matériau, nousut iliseronsdans

ce chapit re une loi de comportement életrique-visoélast ique isotrope de la forme

¾= 2µ"
¡ :
u
¢
+ ³ tr "

¡ :
u
¢
I + 2¹ " (u) + ¸ tr " (u) I ¡ E¤E (' ) ; (IV.1.1)

D = E" (u) + mE (' ) ; (IV.1.2)

où ³ et µsont lescoe¢ cientsdeviscosité, ¸ et ¹ sont lescoe¢ cientsdeLamé, tr " (u) =

" i i (u), I est letenseur unitairedansR
3, m est la constantedepermét ivitéélectrique, E

représente le tenseur piézoéletrique d’ordre trois et E¤ son transposé. Nous assumons

que

E" =

0

B
B
B
B
B
B
@

e("13 + "31)

e("23 + "32)

e"33

1

C
C
C
C
C
C
A

8" = (" i j ) 2 S3; (IV.1.3)

où e est un coe¢ cient piézoélectrique. Nous assumons aussi que les coe¢ cients µ, ¹ ,

®et e dépendent des variables spat ialesx1; x2, mais sont indépendantesde la variable



 

 

117

spat iale x3. Puisque E" v = " E¤v pour tout " 2 S3, v 2R3, il vient de (IV.1.3) que

E¤v =

0

B
B
B
B
B
B
@

0 0 ev1

0 0 ev2

ev1 ev2 ev3

1

C
C
C
C
C
C
A

8v = (vi ) 2 R3: (IV.1.4)

Dans le contexte ant iplan (I.1.13), (I.1.14), en ut ilisant les équat ions const itut ives

(IV.1.1), (IV.1.2) et leségalités (IV.1.3), (IV.1.4) il vient que lechamp descontraintes

et le champ des déplacements électriques sont donnés respect ivement par

¾=

0

B
B
B
B
B
B
@

0 0 µ
:
u;1 + ¹ u;1 + e' ;1

0 0 µ
:
u;2 + ¹ u;2 + e' ;2

¹ u;1 + e' ;1 ¹ u;2 + e' ;2 0

1

C
C
C
C
C
C
A

;D =

0

B
B
B
B
B
B
@

eu;1 ¡ m' ;1

eu;2 ¡ m' ;2

0

1

C
C
C
C
C
C
A

:

(IV.1.5)

Nous assumons que le processus est mécaniquement dynamique et électriquement

stat ique et, par conséquent, il est gouverné par les équat ions

Div¾+ f0 = ½
::
u; Di ;i ¡ q0 = 0 dans B £ (0; T) ; (VI.1.6)

où Div¾= (¾i j ;j ) représente la divergencedu tenseur ¾. En prenant en considérat ion

(IV.1.5), (I.1.13), (I.1.14), (I.1.9) et (I.1.11), les équat ions de (IV.1.16) sont réduites

aux équat ions scalaires suivantes

div
¡
µr

:
u + ¹ r u + er '

¢
+ f 0 = ½

::
u dans - £ (0; T) ; (IV.1.7)

div (er u ¡ mr ' ) = q0 dans - £ (0; T) ; (IV.1.8)

où

div¿ = ¿1;1 + ¿1;2 pour ¿ = (¿1 (x1; x2) ; ¿2 (x1; x2)) ;
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De (IV.1.5) et (I.1.20) nous déduisons que le vecteur contrainte de Cauchy et la

composante normale du champ des déplacements électriques sont donnés par

¾º =
¡
0; 0; µ@º

:
u + ¹ @º u + e@º '

¢
; D :º = e@º u ¡ m@º ' ; (IV.1.9)

avec

@º º = v;1º 1 + v;2º 2 pour v = v (x1; x2) :

En prenant en considérat ion (I.1.10), (I.1.12) et (IV.1.9), la condit ion de tract ion

sur ¡ 2 £ (¡ 1 ; + 1 ) et les condit ions électriques sur ¡ b £ (¡ 1 ; + 1 ) sont données

par

µ@º
:
u + ¹ @º u + e@º ' = f 2 sur ¡ 2 £ (0; T) ; (IV.1.10)

e@º u ¡ m@º ' = q2 sur ¡ b £ (0; T) : (IV.1.11)

Nousdécrivonsà présent la condit ion aux limites tangent ielle sur ¡ 3£ (¡ 1 ; + 1 ).

D’abord, de (I.1.13) et (I.1.20) nous déduisons que le déplacement normal s’annule,

uº = 0, ce qui montre que le contact est bilatéral, c-à-d que le contact est maintenu

durant tout le processus. Aussi, en ut ilisant (I.1.13), (IV.1.5), (I.1.20)-(I.1.22) nous

concluons que

u¿ = (0; 0; u) ; ¾¿ =
¡
0; 0; µ@º

:
u + ¹ @º u + e@º '

¢
: (IV.1.12)

La condit ion aux limites tangent ielle est donc modélisée par

¡ ¾¿ = p(¯) R¿ (u¿) sur ¡ 3 £ (0; T) : (IV.1.13)

Ici p est une fonct ion donnée, ¯ est le champ d’adhésion et R¿ est l’opérateur de
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troncature dé…ni par

R¿ (v) =

8
>><

>>:

v si jv j · L ;

L v
jv j

si jv j > L;

avec L > 0 étant une longueur caractérist ique de l’adhésion, au delà de laquelle

il n’y a aucune tract ion (voir, e.x. [37]). Il vient de (IV.1.13) que la contrainte

tangent ielle dépend du champ d’adhésion et du déplacement tangent iel. La tract ion

tangent ielle de frottement est assumée beaucoup plus pet ite que la tract ion adhésive

et , par conséquent , elle est négligée. En ut ilisant maintenant (IV.1.12), il est facile

de voir que la condit ion aux limites tangent ielle (IV.1.13) implique

¡
¡
µ@º

:
u + ¹ @º u + e@º '

¢
= p(¯) R (u) ; (IV.1.14)

où l’opérateur R sera noté R car il est dé…ni pour les scalaires.

Ensuite, notonsqu’en ut ilisant (IV.1.12), l’équat ion di¤érent ielle(I.1.39) décrivant

l’évolution du champ d’adhésion et présentée dans le premier chapitre de cette thèse

sera réduite à l’équat ion suivante

:

¯= ¡
¡
° ¯ jR (u)j2 ¡ ²a

¢
+

sur ¡ 3 £ (0; T) :

Aussi, puisque la fondat ion est élect riquement conduct ive et le contact est bi-

latéral, nousassumonsquela composantenormaledu champ desdéplacementséletriques

ou la charge libre est proport ionnelle à la di¤érenceentre le potent iel sur la fondat ion

et sur la surface du corps. alors,

D :º = k (' ¡ ' F ) sur ¡ 3 £ (0; T) ;
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où ' F représente le potent iel électrique sur la fondat ion et k est le coe¢ cient de

conduct ivité électrique. Nous ut ilisons (IV.1.9) et l’égalité précédente pour obtenir

e@º u ¡ m@º ' = k (' ¡ ' F ) sur ¡ 3 £ (0; T) : (IV.1.15)

Finalement , nouspréscrivons lesdonnées init ialeset notonsqu’en plusdu déplace-

ment init ial u0 et du champ d’adhésion init ial ¯0; nous avons besoin de préscrire la

vitesse initale v0, également, puisque le processus est dynamique; donc

u (0) = u0 dans - ;

:
u (0) = v (0) = v0 dans - ;

¯ (0) = ¯0 dans ¡ 3:

Nous collectons les équat ions et les condit ions ci-dessus pour obtenir le modèle

mathémat ique suivant qui décrit un problème dynamique ant iplan de contact sans

frottement et avec adhésion entre un cylindre élect ro-viscoélast ique et une fondat ion

conduct ive.

Problème P. Trouver un champ de déplacement u : - £ [0; T] ! R, un potentiel

életrique ' : - £ [0; T] ! R et un champ d’adhésion ¯ : ¡ 3 £ [0; T] ! R tels que

div
¡
µr

:
u + ¹ r u + er '

¢
+ f 0 = ½

::
u dans - £ (0; T) ;

div (er u ¡ mr ' ) = q0 dans - £ (0; T) ;

u = 0 sur ¡ 1 £ (0; T) ;

' = 0 sur ¡ a £ (0; T) ;

µ@º
:
u + ¹ @º u + e@º ' = f 2 sur ¡ 2 £ (0; T) ;



 

 

121

e@º u ¡ m@º ' = q2 sur ¡ b £ (0; T) ;

¡
¡
µ@º

:
u + ¹ @º u + e@º '

¢
= p(¯) R (u) sur ¡ 3 £ (0; T) ;

e@º u ¡ m@º ' = k (' ¡ ' F ) sur ¡ 3 £ (0; T) ;

:

¯= ¡
¡
° ¯ kR (u)k2 ¡ ²a

¢
+

sur ¡ 3 £ (0; T) ;

u (0) = u0; v (0) = v0 dans - ;

¯ (0) = ¯0 sur ¡ 3:

Notons qu’une fois le champ de déplacement u et le potent iel électrique ' qui

résolvent le problème P sont connus, alors le tenseur des contraintes ¾ et le champ

des déplacements électriques D peuvent être obtenus en ut ilisant la loi constitut ive

(IV.1.5).

A…n de dériver une formulat ion variat ionnelle du problème P, nous citons les

hypothèses sur les données du problème. Assumons que le coe¢ cient de viscosité et

le coe¢ cient de permét ivité électrique sat isfont

µ 2 L1 (- ) et il existe µ¤ > 0 tel que µ(x) ¸ µ¤ p.p. x 2- ; (IV.1.16)

m 2 L1 (- ) et il existe m¤ > 0 tel quem (x) ¸ m¤ p.p. x 2- : (IV.1.17)

Nous assumons également que le coe¢ cient de Lamé et le coe¢ cient piézoélec-

t rique sat isfont

¹ 2 L1 (- ) et ¹ (x) > 0 p.p. x 2- ; (IV.1.18)

e 2 L1 (- ) : (IV.1.19)



 

 

122

La fonct ion tangentielle p sat isfait
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

a/ p : ¡ 3 £ R ! R+ ;

b/ Il existe L > 0 tel que

jp(x;¯1) ¡ p(x;¯2)j · L j¯1 ¡ ¯2j

8¯1; ¯2 2 R; p.p. x 2¡ 3;

c/ I l existe M > 0 tel que jp(x;¯)j · M

8¯ 2 R; p.p. x 2¡ 3;

d/ L’applicat ion x 7! p(x;¯) est mesurable sur ¡ 3;

pour tout ¯ 2 R;

e/ L’applicat ion x 7! p(x;0) appart ient à L2 (¡ 3) :

(IV.1.20)

Les coe¢ cients d’adhésion ° et ²a sat isfont les condit ions

° 2 L1 (¡ 3) ; ²a 2 L2 (¡ 3) ; ° ¸ 0 p.p. sur ¡ 3: (IV.1.21)

Les forces, les tract ions, les densités des charges libres de volumeet de surfaceont

les régularités

f 0 2 L2
¡
0; T; L2 (- )

¢
; f 2 2 L2

¡
0; T; L2 (¡ 2)

¢
; (IV.1.22)

q0 2 C1
¡
0; T; L2 (- )

¢
; q2 2 C1

¡
0; T; L2 (¡ b)

¢
: (IV.1.23)

Le coe¢ cient de la conduct ivité élect rique sat isfait

k 2 L1 (¡ 3) et k (x) ¸ 0 p.p. x 2¡ 3: (IV.1.24)

Finalement, nous assumons que le potent iel électrique de la fondat ion et les don-

nées init iales sont tels que

' F 2 C1
¡
0; T; L2 (¡ 3)

¢
; (IV.1.25)



 

 

123

u0 2 V; v0 2 L2 (- ) ; ¯0 2 L2 (¡ 3) ; 0 · ¯0 · 1: (IV.1.26)

Ensuite, nous dé…nissons les formes bilinéaires aµ : V £ V ! R, a¹ : V £ V ! R,

ae : V £ W ! R, a¤e : W £ V ! R et a® : W £ W ! R par les égalités

aµ (u; v) =

Z

-

µ r u:r v dx; (IV.1.27)

a¹ (u;v) =

Z

-

¹ r u:r v dx; (IV.1.28)

ae (u;' ) =

Z

-

e r u:r ' dx = a¤e (' ;u) ; (IV.1.29)

am (' ;Ã) =

Z

-

m r ' :r Ãdx +

Z

¡ 3

k ' :Ãdx; (IV.1.30)

pour tout u;v2V, ' ; Ã 2 W: Les hypothèses (IV.1.16)-(IV.1.19), (IV.1.24) impliquent

que les intégrales ci-dessus sont bien dé…nies et, en ut ilisant (I.2.7) et (I.2.8), il vient

que les formes aµ; a¹ ; ae; a
¤
e et am sont cont inues; de plus, les formes aµ; a¹ et am

sont symétriques et, d’avantage, la forme aµ est V- éllipt ique et la forme am est W-

éllipt ique, puisque

aµ (v; v) ¸ µ¤ jvj2V 8v2V; (IV.1.31)

am (Ã;Ã) ¸ m¤ jÃj2W 8Ã 2 W: (IV.1.32)

Leshypothèses(IV.1.22) nouspermettent , pour p.p. t 2 (0; T), dedéinir f (t) 2 V¶

par

(f (t) ; v)V¶¶£ V =

Z

-

f 0 (t) :v dx +

Z

¡ 2

f 2 (t) :v da 8v2V; (IV.1.33)

et nous aurons

f 2L2
¡
0; T; V¶

¢
: (IV.1.34)
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Nousdé…nissonségalement lesapplicat ionsq : [0; T] ! W et j : L2 (¡ 3)£ V£ V !

R, réspect ivement, par

(q(t) ; Ã)W =

Z

-

q0 (t) Ã dx ¡

Z

¡ 2

qb (t) Ã da +

Z

¡ 3

k ' F Ãda; (IV.1.35)

j (¯; u;v) =

Z

¡ 3

p(¯) R (u) v da; (IV.1.36)

pour tout v2V; Ã 2 W et t 2 [0; T] : La dé…nit ion de q est basée sur le Théorème

de représentat ion de Riesz; de plus, il vient des hypothèses (IV.1.23)-(IV.1.24) que

l’intégrale (IV.1.35) est bien dé…nie et

q 2 C1 (0; T;W) : (IV.1.37)

En…n, pour lechamp d’adhésion nousconsidérons l’ensembleZ dé…ni dans (I.2.9).

En performant des intégrat ions par part ie, en ut ilisant les notat ions (IV.1.27)-

(IV.1.30), (IV.1.35)-(IV.1.36) et en rappelant lesdé…nit ions(I.2.2), (I.2.5) et (IV.1.33)

nous obtenons la formulat ion variat ionnelle suivante du problème dynamique P.

Problème PV: Trouver un champ de déplacement u : [0; T] ! V; un champ de

potentiel électr ique ' : [0; T] ! W et un champ d’adhésion ¯ : [0; T] ! L2 (¡ 3) tels

que

¡ ::
u (t) ; !

¢
V¶¶£ V

+ aµ
¡ :
u (t) ;!

¢
+ a¹ (u (t) ;! ) + a¤e (' (t) ;! )

+ j (¯ (t) ; u (t) ;! ) = (f (t) ; ! )V¶¶£ V 8! 2V; t 2 [0; T] ; (IV.1.38)

am (' (t) ;r Ã) ¡ ae (u (t) ;Ã) = (q(t) ; Ã)W 8Ã 2 W; t 2 [0; T] ; (IV.1.39)

:

¯ (t) = ¡
¡
° ¯ (t) jR (u)j2 ¡ ²a

¢
+
; (IV.1.40)

¯ (0) = ¯0; u (0) = u0; v (0) = v0: (IV.1.41)
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4.2 Résult at d’exist ence et d’unicit é

Théorème V I .2.1. Assumons que (VI.1.16)-(VI.1.26), (VI.1.31)-(VI.1.32) sont véri-

…ées. Alors, il existe une solution unique du problème (VI.1.38)-(VI.1.41). De plus,

la solution satisfait

u2H 1 (0; T; V) \ C1 (0; T;H ) ;
::
u2 L2

¡
0; T;V¶

¢
; (IV.2.1)

' 2 C1 (0; T;W) ; (IV.2.2)

¯ 2 W1;1
¡
0; T; L2 (¡ 3)

¢
: (IV.2.3)

Nous concluons que sous les hypothèses citées, le problèmeP admet une solut ion

faible unique sat isfaisant (IV.2.1)-(IV.2.3).

La démonstrat ion du Théorème IV.2.1 sera établie en plusieurs étapes. Nous

assumons dans ce qui suit que les condit ions du Théorème VI.2.1 sont satisfaites et

que C dénote une constante générique posit ive qui peut dépendre de - ; ¡ 1; ¡ 2; ¡ 3;

p; L et T, mais ne dépend pas de t; ni du reste des données citées, et dont la valeur

peut changer d’un endroit à l’autre.

Soit ´ 2 L2
¡
0; T;V¶

¢
donné. Dans la premièreétape, nousconsidérons leproblème

variat ionnel suivant.

Problème PV1
´ : Trouver un champ de déplacement u´ : [0; T] ! V tel que

(
::
u´ (t) ; ! )V¶¶£ V + aµ (

:
u´ (t) ;! ) + (´ (t) ; ! )V¶¶£ V

= (f (t) ; ! )V¶¶£ V 8! 2V; p.p. t 2 (0; T) ; (IV.2.4)

u´ (0) = u0;
:
u´ (0) = v´ (0) = v0: (IV.2.5)
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Nous avons le résultat suivant .

Lemme V I .2.2. I l existe une solution unique du problème PV1
´ et elle satisfait

u´ 2H
1 (0; T;V) \ C1 (0; T;H ) ;

::
u´ 2 L2

¡
0; T; V¶

¢
:

Démonst rat ion. Nous dé…nissons l’opérateur Aµ : V ! V¶ par

(Aµ v; ! )V¶¶£ V = aµ (v;! ) 8v; ! 2V: (IV.2.6)

Il vient de (IV.2.6), de la cont inuité de la forme bilinéaire aµ et de (IV.1.31) que

l’opérateur linéaire Aµ est cont inu et par conséquent hemicont inu. Aussi, il est

monotone et il sat isfait

(Aµ ! ; ! )V¶¶£ V ¸ ³ j! j2V + Â 8! 2V; (IV.2.7)

jAµ ! jV¶ · C (j! jV + 1) 8! 2V; (IV.2.8)

pour certainesconstantes ³ > 0; C > 0 et Â 2 R: Alors, il vient d’un résultat classique

sur les équat ions di¤érent ielles ordinaires dans les espaces abstraits (Théorème I.3.4)

que pour v0 2 H et f ´ 2L
2
¡
0; T;V¶

¢
donnés, il existe une fonct ion unique v´ qui

sat isfait

v´ 2L
2 (0; T;V) \ C (0; T;H ) ;

:
v´ 2 L2

¡
0; T; V¶

¢
; (IV.2.9)

:
v´ (t) + Aµ v´ (t) = f ´ (t) p.p. t 2 (0; T) ; (IV.2.10)

v´ (0) = v0; (IV.2.11)

où f ´ = f ¡ ´ et soit u´ : [0; T] ! V une fonct ion dé…nie par

u´ (t) =

Z t

0

v´ (s) ds + u0 8 t 2 [0; T] : (IV.2.12)
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Il vient de (IV.2.6) et (IV.2.9)-(IV.2.12) que u´ est une solut ion du problème vari-

at ionnel PV1
´ et elle sat isfait la régularité éxprimée dans (IV.2.1). Ceci achève la

part ie d’existence du Lemme IV.2.2. L’unicité de la solut ion découle de l’unicité de

la solut ion du problème (IV.2.9)-(IV.2.11).

Dans la deuxième étape, nous ut ilisons le champ de déplacement u´ obtenu dans

le Lemme IV.2.2 pour dé…nir le problèmevariat ionnel suivant concernant le potent iel

életrique.

Problem PV2
´ : Trouver un potentiel électrique ' ´ : [0; T] ! W tel que

am
¡
' ´ (t) ;r Ã

¢
¡ ae (u´ (t) ;Ã) = (q(t) ; Ã)W 8Ã 2 W; t 2 [0; T] : (IV.2.13)

Ci-après un résultat d’existence et d’unicité pour le problème PV2
´ .

Lemme V I .2.3. I l existe une solution unique ' ´ 2 C1 (0; T;W) qui satisfait

(IV.2.13). De plus, si ' ´ 1
et ' ´ 2

sont les solutions de (IV.2.13) correspondant à ´ 1;

´ 2 2 L2
¡
0; T; V¶

¢
alors, il existe C > 0; tel que

¯
'̄ ´ 1

(t) ¡ ' ´ 2
(t)

¯
¯
W
· C

¯
ū´ 1 (t) ¡ u´ 2 (t)

¯
¯
V

8 t 2 [0; T] : (IV.2.14)

Démonst rat ion. Soit t 2 [0; T] : Nous ut ilisons les propriétés de la forme bil-

inéaire am et le Lemme de Lax-Milgram pour voir qu’il existe un unique élément

' ´ (t) 2 W qui résoud (IV.2.13) en tout moment t 2 [0; T] : Considérons maintenant

t1; t2 2 [0; T] ; en ut ilisant (IV.2.13) et (IV.1.32) nous trouvons que

m¤
¯
'̄ ´ (t1) ¡ ' ´ (t2)

¯2̄
W
· jejL 1 (- ) ju´ (t1) ¡ u´ (t2)jV

¯
'̄ ´ (t1) ¡ ' ´ (t2)

¯
¯
W

+ jq(t1) ¡ q(t2)jW
¯
'̄ ´ (t1) ¡ ' ´ (t2)

¯
¯
W
;
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ce qui implique que

¯
'̄ ´ (t1) ¡ ' ´ (t2)

¯
¯
W
· C

¡
ju´ (t1) ¡ u´ (t2)jV + jq(t1) ¡ q(t2)jW

¢
: (IV.2.15)

Nous dérivons à présent (IV.2.13) par rapport au temps pour avoir

am
¡ :
' ´ (t) ;r Ã

¢
¡ ae

¡ :
u´ (t) ;Ã

¢
=
³
:
q (t) ; Ã

´

W
8Ã 2 W; t 2 [0; T] : (IV.2.16)

Pour t1; t2 2 [0; T] et en ut ilisant (IV.2.16) et (IV.1.32) nous obtenons

m¤
¯
¯:' ´ (t1) ¡

:
' ´ (t2)

¯
¯2
W
· jejL 1 (- )

¯
¯:u´ (t1) ¡

:
u´ (t2)

¯
¯
V

¯
¯:' ´ (t1) ¡

:
' ´ (t2)

¯
¯
W

+
¯
¯
¯
:
q (t1) ¡

:
q (t2)

¯
¯
¯
W

¯
¯:' ´ (t1) ¡

:
' ´ (t2)

¯
¯
W
;

c’est à dire

¯
¯:' ´ (t1) ¡

:
' ´ (t2)

¯
¯
W
· C

³ ¯
¯:u´ (t1) ¡

:
u´ (t2)

¯
¯
V
+
¯
¯
¯
:
q (t1) ¡

:
q (t2)

¯
¯
¯
W

´
(IV.2.17)

Notonsquela régularitéu´ 2C
1 (0; T;H ) combinéeavec (IV.1.37), (IV.2.15) et (IV.2.17)

impliquent que ' ´ 2 C1 (0; T;W) : Maintenant, pour ´ 1; ´ 2 2 L2
¡
0; T; V¶

¢
et en

ut ilisant des argument similaires à ceux ut ilisés pour avoir (IV.2.15) nous t rouvons

(IV.2.14), ce qui achève la démonstrat ion.

Nous ut ilisons encore une fois la solut ion u´ obtenue dans le Lemme IV.2.2 pour

construire le problème de Cauchy suivant pour le champ d’adhésion.

Problem PV3
´ : Trouver un champ d’adhésion ¯´ : [0; T] ! L2 (¡ 3) tel que

:

¯´ (t) = ¡
¡
° ¯´ (t) jR (u´ )j

2 ¡ ²a
¢
+
; (IV.2.18)

¯´ (0) = ¯0: (IV.2.19)

Nous avons le résultat suivant.
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Lemme.V I .2.4. I l existe une solution unique du problème PV3
´ et elle satisfait

¯´ 2 W1;1 (0; T; L2 (¡ 3)) \ Z:

Démonst rat ion. Pour simpli…er, nous évitons de noter la dépendance des dif-

férentes fonctions de x 2 ¡ 3: Considérons l’applicat ion

F´ (t; ¯) = ¡
¡
° ¯´ (t) jR (u´ )j

2 ¡ ²a
¢
+
;

pour t 2 [0; T] et ¯ 2 L2 (¡ 3) : Il vient que F´ est uniformément cont inue par rap-

port au temps, elle est de Lipschitz par rapport au second argument. De plus,

pour tout ¯ 2 L2 (¡ 3), l’applicat ion t 7! F´ (t; ¯) appart ient à L1 (0; T; L2 (¡ 3)) :

Donc, en ut ilisant une version du Théorème de Cauchy-Lipschitz (Théorème I.3.5),

nous obtenons qu’il existe une fonct ion unique ¯´ 2 W1;1 (0; T; L2 (¡ 3)) qui sat isfait

(IV.2.18)-(IV.2.19). La régularité ¯´ 2 Z vient de (IV.2.18)-(IV.2.19) et de l’hy-

pothèse 0 · ¯0 · 1 p.p. sur ¡ 3: En e¤et, l’équation (IV.2.18) implique que pour p.p.

x 2 ¡ 3 la fonct ion t 7¡ ! ¯´ (x; t) est décroissante et sa dérivée s’annule lorsque °

¯´ (t) jR (u´ )j
2 · ²a: En combinant ces propriétés avec l’inégalité 0 · ¯ (0) · 1 nous

déduisons que 0 · ¯´ (t) · 1 pour tout t 2 [0; T], p.p. sur ¡ 3, ce qui montre que

¯´ 2 Z:

Maintenant, pour ´ 2 L2
¡
0; T; V¶

¢
nous dénotons par u´ la solut ion du problème

PV1
´ obtenue dans le Lemme IV.2.2, par ' ´ la solut ion du problème PV2

´ obtenue

dans le Lemme IV.2.3 et par ¯´ la solut ion du problème PV3
´ donnée par le Lemme

IV.2.4. Dénotons par ¤´ (t) l’élément de V¶ dé…ni par

(¤ ´ (t) ; ! )V¶¶£ V = a¹ (
:
u´ (t) ;! ) + a¤e

¡
' ´ (t) ;!

¢

+ j
¡
¯´ (t) ; u´ (t) ;!

¢
; 8! 2V; t 2 [0; T] : (IV.2.20)
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Nous avons le résultat suivant.

Lemme V I .2.5. Pour ´ 2 L2
¡
0; T; V¶

¢
nous avons ¤´ 2 C

¡
0; T; V¶

¢
et l’opéra-

teur ¤ : L2
¡
0; T;V¶

¢
! L2

¡
0; T; V¶

¢
admet un point …xe unique ´ ¤:

Démonst rat ion. Soit ´ 2 L2
¡
0; T;V¶

¢
et soient t1; t2 2 [0; T] : En ut ilisant

(IV.2.20), la cont inuité des formes bilinéaires a¹ et a¤e et (IV.1.36) nous obtenons

j¤ ´ (t1) ¡ ¤´ (t2)jV¶ · C(ju´ (t1) ¡ u´ (t2)jV +
¯
'̄ ´ (t1) ¡ ' ´ (t2)

¯
¯
W

+
¯
p̄
¡
¯´ (t1)

¢
jR (u´ (t1))j ¡ p

¡
¯´ (t1)

¢
jR (u´ (t2))j

¯
¯
L 2(¡ 3)

):

Maintenant, en se rappelant de (I.2.8), des hypothèses sur la fonct ion p, de l’inégalité

0 · ¯´ · 1; et des propriétés de l’opérateur R on trouve

j¤ ´ (t1) ¡ ¤´ (t2)jV¶ · C(ju´ (t1) ¡ u´ (t2)jV +
¯
'̄ ´ (t1) ¡ ' ´ (t2)

¯
¯
W

+
¯
¯̄

´ (t1) ¡ ¯´ (t2)
¯
¯
L 2(¡ 3)

): (IV.2.21)

Etant donné que u´ 2 C1 (0; T; V), ' ´ 2 C1 (0; T;W) et ¯´ 2 W1;1 (0; T; L2 (¡ 3))

nous déduisons de l’inégalité (IV.2.21) que ¤´ 2 C
¡
0; T; V¶

¢
:

Soient maintenant ´ 1; ´ 2 2 L2
¡
0; T; V¶

¢
et t 2 [0; T] : Nous utilisons les notat ions

ui = u´ i ; vi = v´ i =
:
u´ i , ' i = ' ´ i

et ¯i = ¯´ i
pour i = 1; 2: Les arguments ut ilisés

dans la preuve de (IV.2.21) impliquent

¯
¯̄

´ (t1) ¡ ¯´ (t2)
¯
¯
L 2(¡ 3)

· C

tZ

0

ju1 (s) ¡ u2 (s)jV ds: (IV.2.22)

D’autre part, en ut ilisant des arguments similaires à ceux ut ilisés dans la démonstra-

t ion de (IV.2.21) nous trouvons que

j¤ ´ 1 (t) ¡ ¤ ´ 2 (t)jV¶ · C(ju1 (t) ¡ u2 (t)jV + j' 1 (t) ¡ ' 2 (t)jW
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+ j¯1 (t) ¡ ¯2 (t)jL 2(¡ 3)
): (IV.2.23)

Nous combinons (IV.2.23), (IV.2.14) et (IV.2.22) pour obtenir

j¤´ 1 (t) ¡ ¤´ 2 (t)jV¶ · C ju1 (t) ¡ u2 (t)jV + C

tZ

0

ju1 (s) ¡ u2 (s)jV ds:

Ensuite, de (IV.2.12) vient que

j¤ ´ 1 (t) ¡ ¤ ´ 2 (t)jV¶ · c

tZ

0

jv1 (s) ¡ v2 (s)j
2
V ds: (IV.2.24)

Puis, nous obtenons de (IV.1.38)

¡ :
v1 ¡

:
v2; v1 ¡ v2

¢
V¶¶£ V

+ aµ (v1 ¡ v2;v1 ¡ v2) + (´ 1 ¡ ´ 2; v1 ¡ v2)V¶¶£ V = 0;

p.p. sur (0; T) : Nous intégrons cette relat ion par rapport au temps et nous utilisons

la condit ion init iale v1 (0) = v2 (0) = v0 et (IV.1.31) pour trouver

C

tZ

0

jv1 (s) ¡ v2 (s)j
2
V ds · ¡

tZ

0

(´ 1 (s) ¡ ´ 2 (s) ; v1 (s) ¡ v2 (s))V¶¶£ V ds:

Maintenant,

¡

tZ

0

(´ 1 (s) ¡ ´ 2 (s) ; v1 (s) ¡ v2 (s))V¶¶£ V ds

·

tZ

0

j´ 1 (s) ¡ ´ 2 (s)jV¶ jv1 (s) ¡ v2 (s)jV ds

· C

tZ

0

j´ 1 (s) ¡ ´ 2 (s)j
2
V¶ ds + C

tZ

0

jv1 (s) ¡ v2 (s)j
2
V ds;

donc nous obtenons de l’inégalité précédente

tZ

0

jv1 (s) ¡ v2 (s)j
2
V ds · C

tZ

0

j´ 1 (s) ¡ ´ 2 (s)j
2
V¶ ds; (IV.2.25)
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et de (IV.2.24), (IV.2.25) nous déduisons que

j¤´ 1 (t) ¡ ¤´ 2 (t)jV¶ · c

tZ

0

j´ 1 (s) ¡ ´ 2 (s)j
2
V¶ ds:

En réitérant cet te inégalité m fois, nous aurons

j¤m´ 1 ¡ ¤m´ 2jC(0;T ;V¶) ·
cm

m!
j´ 1 ¡ ´ 2jC(0;T ;V¶) ,

cequi impliqueque, pour m su¢ samment grand, ¤m est unecontract ion dans l’espace

de Banach C
¡
0; T; V¶

¢
; par conséquent, il existe un unique élément ´ ¤ 2 C

¡
0; T; V¶

¢

tel que ¤´ ¤ = ´ ¤:

Démonst rat ion du Théorème IV .2.1.

Exist ence. Soit ´ ¤ 2 C
¡
0; T; V¶

¢
lepoint …xede l’opérateur ¤ et soient u; ' , ¯ les

solut ions desproblèmesPV1
´ ; PV

2
´ et PV3

´ réspect ivement avec ´ = ´ ¤; c-à-d. u= u´ ¤ ,

' = ' ´ ¤ ; ¯= ¯´ ¤ : Clairement , les égalités (IV.1.39)-(IV.1.41) sont véri…ées de PV et

PV2
´ ; PV

3
´ : De plus, puisque ´

¤ = ¤´ ¤ il vient de (IV.2.4) et (IV.2.20) que (IV.1.38)

est aussi véri…ée. La régularité de la solut ion éxpriméedans (IV.2.1)-(IV.2.3) découle

des Lemmes IV.2.2, IV.2.3 et IV.2.4. Nous concluons que (u;' ; ¯) est une solut ion du

problème PV et elle véri…e (IV.2.1)-(IV.2.3).

Unicit é. L’unicitédela solut ion vient del’unicitédu point …xede¤ et del’unicité

de la solut ion des problèmes PV1
´ ; PV

2
´ et PV3

´ :
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Résumé :  
Dans cette thèse, nous allons proposer une certaine contribution à l’étude de quelques 
problèmes aux limites en mécanique du contact. Nous considérons des lois de 
comportement non linéaires pour des matériaux viscoélastiques et viscoplastiques 
prenant en considération l’influence de l’endommagement interne du matériau. Nous 
considérons également une loi de comportement pour des matériaux ayant des 
propriétés mécaniques ainsi que des propriétés électriques (matériaux piézoélectriques). 
L’adhésion entre les surfaces de contact est prise en considération dans tous les 
problèmes étudiés dans cette thèse. Finalement, nous envisageons aussi l’étude de la 
déformation antiplane. Les conditions aux limites sont des conditions de compliance 
normale, de Signorini et le contact est supposé sans frottement. Chacun des problèmes 
est étudié selon le formalisme suivant. Nous commençons par décrire le problème 
mécanique de départ, et après avoir précisé les hypothèses sur les données, nous 
présentons une analyse variationnelle du problème mécanique tout en démontrant 
l’existence et l’unicité de la solution des problèmes variationnels correspondants. 
 
Mots clés : Viscoplasticité, Viscoélasticité, Formulation variationnelle, Solution faible, 
Point fixe, Adhésion, Endommagement.  
 
 
Abstract:  
In this paper, we consider a contribution in the study of some boundary problems in 
contact mechanics. We consider nonlinear constitutive laws for viscoelastic and 
viscoplastic materials taking into account the effect of the internal damage of the 
material. Also, We consider a constitutive law for materials which have mechanic and 
electric properties (piezoelectric materials). The adhesion between contact surfaces is 
taken into account in all the problems studied in this thesis. Finally, we study an 
antiplane shear deformation. The boundary conditions are normal compliance and 
Signorini conditions and the contact is supposed frictionless. Each problem is studied as 
follows. We give the mechanical problem and, after impooting hypothesis on the data, 
we give a variational analysis of the mechanical problem by proving the existence of a 
unique solution of corresponding variational problems. 
 
Key words: Viscoplasticity, Viscoelasticity, Variational Formulation, Weak solution, 
Fixed point, Adhesion , Damage.      
 
 

  :مــلخص
. فــي ھــذه الأطـ�ـروحة، سـ�ـوف نقتـ�ـرح بـ�ـعض الإضــافـ�ـات فـ�ـي دراسـ�ـة المسـ�ـائل الحـ�ـدیة فـ�ـي م�ـیكانیك الـ�ـتلامس

نـ�ـعتبر قــوانـ��ـین سـ�ـلوك غـ��ـیر خـ�ـطیة مـ��ـن أجـ�ـل مـ��ـواد لـ��ـزجة مـ�ـرنة و لـ��ـزجة لـ�ـدنة مـ��ـع الأخ�ذ بـ��ـعین الإعــتبـ��ـار 
ر أیــضـ��ـا قــانـ��ـون سلـ��ـوك مـ��ـن أجـ��ـل مـ��ـواد ذات خـ��ـواص میــكانیـ��ـكیة و بنـ��ـعت. ف الــداخلـ��ـي للمـ��ـادةتــأثـ��ـیر الإتـ��ـلا

الإلتصــاق بــین أسـ�ـطح التـ�ـلامس مأخـ�ـوذ بـ�ـعین الإعتبـ�ـار فـ�ـي كـ�ـل المسـ�ـائل المدروسـ�ـة فـ�ـي . خــواص كھربــائیة
شـ��ـروط  الشـ��ـروط الحـ��ـدیة عبـ��ـارة عـ��ـن. تبـ��ـر كـ��ـذلك دراسـ��ـة الـ�ـتشوه الأفقـ��ـيو فـ��ـي الأخـ��ـیر، نع. ھـ�ـذه الأطـ��ـروحة

"La compliance normale"  و شــروط"Signorini" كــل مـ�ـن المسـ�ـائل . و الــتلامس یكــون بــدون إحتكــاك
نبـ��ـدأ بتوصـ��ـیف المسـ��ـألة المیكــانیكـ��ـیة الأصلـ��ـیة، و بـ��ـعد أن نـ��ـضع فرضــیـ��ـات  :ـدروس وفـ��ـق الـ��ـمراحل التـ��ـالیةمـ��

عــلى المعطیــات، نقــوم بتحلــیل شــكلي للمسـ�ـألة المیكــانیكـ�ـیة مـ�ـع برھـ�ـان وجـ�ـود حـ�ـل وحـ�ـید للمسـ�ـألة الـ�ـشكلیة 
  .  المــوافقة

 ، التحلـ��ـیل الــشكلـ��ـي، حـ�ـل ضعـ��ـیف، نـ��ـقطة ثـ��ـابتة،لـ��ـزجة مـ�ـرنةمـ��ـسألة  ،لـ�ـزجة لـ��ـدنةمـ��ـسألة : كلمـ�ـات مفتـ��ـاحیة
 .      الإتــلاف ،الإلتصــاق

 


