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Introduction générale

Comprendre le fonctionnement d’un écosystéme (Murray [62]) est un enjeu
majeur pour la gestion des ressources et de ’environnement. Cependant ce but
reste difficile & atteindre vue la complexité des systémes naturels, en particulier
dans le milieu aquatique et dans les sols ot de trés nombreux processus de toutes
natures interagissent avec des organismes vivants.

Plusieurs questions intéressantes peuvent étre posées & propos des écosys-
témes, sur les facteurs qui influencent la stabilité d’un écosystéme, sur les facteurs
controlant la variabilité des abondances de différentes composantes de 1’écosys-
téme et notamment sur les interactions entre populations et leur role a mener
ou pas la coexistence des espéces dans un écosystéme.

Pour répondre a ces questions, différentes approches méthodologiques existent.
On peut citer approche empirique qui repose sur I’observation directe du mi-
lieu, 'expérimentation in vitro (un test en dehors de 1’écosystéme) et in situ
(examiner un phénomeéne exactement a ’endroit ou il se déroule) et ’approche
de la modélisation mathématique et numérique.

Contrairement & ’approche empirique qui tire ses théories de ’observation,
la modélisation mathématique des dynamiques de populations repose sur un en-
semble d’hypothéses qui permettent d’en extraire I’essence méme et, par I’étude
du modele, d’en déduire des conclusions & confronter aux observations. La mo-
délisation mathématique est avant tout, I’expression d’une démarche visant a
expliquer des relations dans des phénoménes mettant en jeu des relations entre
les abondances de plusieurs populations, elle fournit un systéme théorique ca-
pable de combiner ces quantités suivant des mécanismes connus ou supposés.

Mon travail de these se situe dans cette derniére direction et consiste en
I’élaboration et ’étude, essentiellement théorique et numérique de modéles ma-
thématiques appliqués a la dynamique de population.

Cette these est organisée comme suit, dans le chapitre 1, nous décrirons
les définitions de quelques structures biologiques essentielles en écologie et nous
identifierons aussi les interactions essentielles, qui sont les bases de nombreux sys-
témes écologiques. Dans le chapitre 2, aprés I'exposé de notions essentielles de
I’étude qualitative d’un systéme différentiel autonome du plan, nous débuterons
notre approche théorique par la modélisation d’une seule population. Ensuite, la
description de systémes d’équations différentielles représentant deux populations

v
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différentes, liées par la prédation ce qui nous place dans la ligne des travaux d’éco-
logie mathématique initiée officiellement dans les années 1920 par les travaux de
Lotka et Volterra, travaux dans lesquels a été introduite la représentation des in-
teractions entre espéces par des systémes d’équations différentielles. Les modéles
prédateur-proie élaborés par ces deux scientifiques séparément sont les modeéles
fondateurs de I’écologie moderne. Le chapitre 3 est consacré a ’étude qualita-
tive du systéme proie-prédateur généralisé de Gause exhibant des cycles limites,
nous avons commencé par exposer un apergu historique sur les cycles limites,
puis nous avons présenté les principaux résultats sur ’existence, la stabilité glo-
bale de I'équilibre positif, la non existence et I'unicité des cycles limites pour
le systéme considéré. On arrive au chapitre 4 qui abrite le résultat principal
de cette these. Il s’agit d’étudier la non existence et 'unicité de cycles limites
du systéme proie prédateur de Gause du systéme dans un cas particulier ou la
réponse fonctionnelle du prédateur peut présenter une singularité pour certains
valeurs d’'un parametre. Dans ce chapitre nous allons donner un apercu sur des
résultats précédents sur la non existence et 'unicité et apporter des modifica-
tions importantes a leurs conditions et reformuler de nouvelles conditions. Nous
allons donner aussi une nouvelle condition suffisante pour la non existence et
illustrer 'application de notre résultat par quelques exemples assistés par des
simulations numériques. Nous terminons ce chapitre et & 'aide de simulations
numériques, par I’annonce de deux importantes conjectures. Enfin, cette these
sera cloturée par une conclusion et des perspectives. Ces résultats ont fait I’objet
d’une premiére publication dans la revue "INational Academy Science Let-
ters" sous le titrg : On a Predator—Prey System with Holling Functional

> (voir [7]).

Response :



Chapitre 1

Notions de bases en écologie des

populations

L’objet du chapitre

Dés le début de 'Humanité, 'Homme a fait face & son environnement et a
cherché & comprendre les forces de la nature afin de survivre. D’ailleurs, le début
des civilisations a coincidé avec I'utilisation du feu et des outils destinés & modi-
fier et maitriser la nature, notamment a travers les cultures et la domestication
d’espéces sauvages. Au cours du temps, les technologies se sont également dé-
veloppées considérablement, modifiant profondément la nature et permettant a
I’homme d’en dépendre de moins en moins. En paralléle, I’étude de la nature s’est
développée et a pris de I’ampleur, particulierement au cours du 10 éme siecle avec
la prise de conscience de la fragilité de I’environnement face aux perturbations
humaines ou naturelles.

L’étude de I'environnement a été introduite en 1869 et nommée “écologie”
par le biologiste Ernst Haeckel. Ce terme est dérivé des termes grecs oikos, qui
signifie “maison” et logos, qui signifie “étude”. En suivant la définition de Begon
et al [5], I'écologie peut étre définie par 1'étude scientifique de la distribution
et de I’'abondance des organismes, et par ’étude scientifique des interactions
qui déterminent leur distribution et leur abondance. Donc un des objectifs les
plus importants de I’écologie est de comprendre les interactions qui existent
entre les différents éléments vivants qui forment, avec les éléments abiotiques',

I’écosysteme.

L¢léments non-vivants, par exemple : eau, Dair, la terre, la température...
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Dans ce chapitre, nous décrirons les définitions de quelques structures biolo-
giques essentielles en écologie et nous identifierons aussi les interactions essen-

tielles, qui sont les bases de nombreux systémes écologiques.

1.1 Définitions

1.1.1 L’individu

L’individu est une entité indivisible et unique, quels que soient son espéce
et son adge (Grimm and Railsback [28]). L’individu est également séparé de son
milieu par une barriére physique, ce qui ne '’empéche pas d’interagir avec son
environnement. L’écologie permet de comprendre comment les individus sont
affectés par leur environnement et comment ils affectent leur environnement.

La vie d’un individu est caractérisée par des étapes : il grandit, se développe,
se reproduit puis meurt. Tout au long de sa vie, 'individu interagit avec son en-
vironnement. De plus, 'individu puise 1’énergie nécessaire a son développement
dans I'’environnement. Il consomme ainsi des ressources qu’il accumule sous forme
de réserves. Ces derniéres sont ensuite attribuées a différentes fonctions au cours
de sa vie : croissance, maintenance et reproduction. Dans le méme temps, 'in-
dividu produit des déchets rejetés dans I’environnement et qui peuvent modifier

ce dernier.

1.1.2 La population

La population est un ensemble d’individus d’'une méme espéce qui vivent
sur un méme territoire, qui sont en interaction entre eux, et qui se reproduisent
entre eux (Sutherland [76]). La notion de population est un concept trés utilisé
en écologie et a fait 'objet de trés nombreuses investigations au cours du siécle
dernier (Kingland [44], McIntosh [58], Berryman [8]).

La densité de ’abondance d’une population est une mesure du nombre d’ha-
bitant occupant une portion donnée d’un milieu, elle est le plus souvent appliquée
a des organismes vivants et exprimée en termes d’individus par unité de surface

ou de volume.
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1.1.3 L’écosystéme

Dans un milieu donné, une espéce est rarement représentée par une unique
population. Au contraire, un habitat est souvent partagé par plusieurs popula-
tions de différentes espéces (Begon et al [5]) qui interagissent entre elles, ce qui
forme ce qu’on appelle un écosystéme. Un écosystéme est donc un ensemble de
populations, qui habitent dans un méme lieu et interagissent entre elles. Le so-
leil, par la photosynthése, produit de la matiére organique & partir de molécules
abondantes (carbone, azote, oxygeéne). On obtient ainsi les plantes terrestres
et aquatiques (phytoplancton) qu’on appelle "producteurs primaires", ces orga-
nismes servent de nourriture & des organismes plus évolués qui a leur tour sont
mangés et ainsi de suite, les organismes morts sont utilisés par les détritivores qui
reminéralisent la matiére organique. Comme certaines espéces sont prédatrices
de plusieurs autres dans la chaine, (les hommes mangent de I’herbe, des herbi-
vores et des carnivores) le réseau des interactions est trés complexe, d’autant que

certains écosystémes comportent des centaines d’espéces différentes.

1.1.4 La dynamique des populations

La dynamique des populations est la science qui explique la variation au
cours du temps, du nombre d’individus dans une population. L’importance de
la dynamique des populations en biologie, et particulierement en écologie, est
aujourd’hui indéniable, elle peut en effet décrire les variations d’une ou plusieurs

populations occupant un milieu et interagissant ensemble.

1.2 Principaux types d’interactions entre popu-

lations

Dans la premiere moitié du XXe siécle, I’étude de la dynamique de plusieurs
espéces en interaction connut un essor considérable. C’est & cette époque appe-
lée I’age d’or de ’écologie théorique que furent développés les premiers modéles.
Dans un écosystéme, lorsque des espéces interagissent, la dynamique de chaque
espéce est affectée par ces interactions. Il y a principalement trois types d’inter-
actions (voir par exemple [81], [62], [63], [13]).
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1.2.1 Modéles de compétition entre espéces

On dit qu’on est en présence de compétition, lorsque les espéces interagissent
entre eux et que cette interaction entraine la décroissance du taux de reproduc-
tion ou du taux de croissance de chaque espéece. Principalement chez les animaux
(Fig. 1.1), des individus peuvent, par leur comportement, se montrer agressifs
lors d’une rencontre avec des individus d’une autre espece. Ils peuvent alors se
disputer et se battre pour garantir, par exemple, leur suprématie sur un terri-
toire, pour avoir plus de nourriture, ou plus d’espace. Cette compétition produit
souvent des effets néfastes pour chacune des espéces qui consacrent de 1’énergie
dans 'affrontement et qui sont directement pénalisées par le compétiteur, soit
par des blessures, soit par leur mort. Par exemple les hyénes et les lions sont en
compétition directe avec les lacayons, des chiens sauvages africains. Ils se battent
avec eux pour leur voler les proies qu’ils ont chassées. Ce comportement agressif
conduit alors & une augmentation de blessures et de morts chez les lacayons, et,
de ce fait, & une réduction de leur nombre lorsque les densités de hyénes ou de

lions sont élevées (Creel et al [15]).

Fig.1.1 : Competition sur la nourriture

La compétition entre deux espéces est rarement symétrique elle peut mener a
I’exclusion d’une d’entre elles. Cette compétition asymétrique amene finalement
les espéces les moins pénalisées a occuper la meilleure position dans 1’écosys-
téme, il s’agit du principe d’exclusion compétitive ou principe de Gause qui
affirme I'impossibilité de la coexistence de deux espéces en compétition exploi-

tants la méme ressource limitée, autrement dit : une ressource consommeée par
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une population est une ressource qui n’est plus disponible pour une autre et cela
entraine I’exclusion de I’espéce qui ne survit pas & ’autre en raison de ressources
insuffisantes. Gause [24] a introduit son principe en illustrant la compétition
entre deux paramécies, Caudatum et Aurelia. Dans des cultures isolées, chaque
espece de protozoaire suit une croissance logistique : chaque population atteint
une concentration constante mais différente, de 64cm3 pour Caudatum et de
105cm3 pour Aurelia. Cependant, aprés 16 jours dans une culture mixte conte-
nant les deux espéces, uniquement Aurelia survit, en gagnant la compétition
contre Caudatum pour leur ressource commune. Cet exemple décrit, & travers
I’exclusion d’une espéce par compétition, le concept d’une niche écologique, a
savoir que " deux espéces ne peuvent pas continuer & occuper un méme espace

sur une période indéfiniment longue" (Slobodkin [71]).

1.2.2 Modeles de coopération entre espéces (symbiose)

Lorsque les interactions entre espéces entrainent une augmentation du taux
de croissance ou de reproduction de chaque population et que chaque espéce tire
profit de ces interactions, on dit qu’on est en présence de coopération ou sym-
biose?. On peut citer par exemple la coopération dans certains cas du parasitisme.
Les poissons lumineux de la famille des Gonostomidae sont parés d’un organe
”lumineux”. Des recherches récentes en biologie moléculaire ont montré que ce
sont des bactéries qui émettent la lumiere. Ces bactéries sont situées dans de
petits organes, sous la peau, entre la nageoire pectorale et la nageoire pelvienne.
elles ont colonisé des cellules de I’hote (poisson) et produisent une lumiére dont
le poisson tire profit, par exemple, lors de la reconnaissance des partenaires de

sa propre espéce (voir [14]). La coopération est aussi entre certains mammiféres

2Une forme de mutualisme dans laquelle les espéces vivent en contact direct les uns avec
les autres.
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et oiseaux (Fig. 1.2).

Fig.1.2 : Cooperation entre girafe et

olseaux

La coopération entre espéces est une des interactions directes les plus répan-
dues dans ’environnement et essentielles au maintien et au développement des

especes.

1.2.3 Modeéles de prédation (proie-prédateur)

Lorsque le taux de croissance d'une ou de plusieurs espéces décroit tandis
que le taux de croissance des autres espéces croit, on dit qu’on est en présence
de prédation, c’est simplement la consommation par un prédateur d’une proie
qui était vivante quand le prédateur I’a attaquée.

Dans cette thése, nous étudions ce dernier type d’interaction. En fait, on peut
distinguer quatre types de prédation biologique qui sont équivalents lorsque ’'on
cherche a les formuler mathématiquement (voir [66]).

Le parasitisme : Les parasites peuvent étre symbiontes, neutres ou prédateurs.
On peut citer le cas particulier des parasitoides. Ce sont des parasites qui pondent
leurs ceufs sur ou a coté de leur hote et ensuite ils le mangent.

Le cannibalisme : C’est une forme particuliere de prédation, il implique des
membres d’une méme espéce ; souvent ce sont les adultes qui mangent les jeunes.

Prédation des herbivores : Lorsque les animaux se nourrissent de plantes, de
leurs fruits ou de leurs graines.

Prédation des carnivores : C’est une prédation qui s’applique sur les herbi-

vores ou les carnivores, c’est le comportement le plus commun dans la prédation
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(Fig. 1.3).

Fig.1.3 : Predation entre leopard et gazelle



Chapitre 2

Bases de la modélisation de

systémes proies-prédateurs

L’objet du chapitre

Des le début du XXe siecle, I’étude des systémes et des structures biologiques
que nous avons présentés dans le Chapitre 1, a été effectuée a la fois par des expé-
riences et par des modeles mathématiques. D’une maniere générale, les modeles
mathématiques constituent des outils de compréhension du fonctionnement de
systémes naturels, et de prédiction de leurs évolutions.

Dans ce chapitre, nous présenterons la modélisation de base de systémes
dynamiques continus et déterministes, régis par des équations différentielles or-
dinaires, outils mathématiques qui les illustrent de fagon simple et accessible.
Ces modeles sont essentiellement utilisés dans le cadre d’études de dynamique
des populations et des écosystémes.

Pour éviter au lecteur le recours répété a la bibliographie, nous débuterons ce
chapitre par exposer les notions essentielles de I’étude qualitative d’un systéme
différentiel autonome du plan. Ensuite nous débuterons notre approche théorique
par la modélisation d’une seule population. Ensuite, la description de systemes
d’équations différentielles représentant deux populations différentes, liées par la
prédation. Ce formalisme mathématique est construit sur un certain nombre
d’hypothéses : systémes autonomes, homogénéité de la répartition des individus,

etc.
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2.1 Les bases de la modélisation en écologie

2.1.1 Préliminaires
Equilibre et stabilité

L’évolution en temps continu d’une population ou d’un systéme de popula-

tions peut simplement étre modélisée par une équation gouvernant sa variation

dans R" :

dN
T Naissances + Immagrations — Morts — Emigrations
ce qui peut se traduire par ’équation différentielle ordinaire autonome
dN
— =f(N 2.1
=) (21)

avec N = (N, Ny, ..., N,,) une variable représentant la densité d’une population,
et f = (f1,fs,., fn) : D — R" une fonction localement lipchitzienne ou D est
le domaine de définition de f (dans le cadre de la dynamique de populations,
D = R" habituellement). Ce modeéle est déterministe, puisque les valeurs définies
sont associées aux variables et aux parameétres et la prédiction est donnée de
maniére précise a tout temps.

I1 est souvent difficile de calculer une solution explicite de (2.1) et parfois,
le modéle ne peut étre analysé qu’a travers une étude qualitative. Dans ce cas,
il est possible de se focaliser sur des points particuliers appelés équilibres dont

Iexistence et les propriétés sont directement déduites de (2.1).
Définition 2.1.1 Une solution du systéme (2.1) est une fonction dérivable t —
N (t) définie d’un intervalle I C R dans D, telle que pour tout t € I on ait

dN (t)

T:f(]\f(t))

Définition 2.1.2 On appelle solution périodique du systéme (2.1), toute solution

N (t) pour laquelle il existe un réel T > 0 tel que
Vte [0,T): N(t+T)= N (t)
Le plus petit nombre T' qui convient s’appelle alors période de cette solution.

Définition 2.1.3 Un équilibre de l’équation (2.1) est un point N* € R" tel que
f(N*) =0. Sinon le point N* est dit ordinaire.
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La dynamique a long terme du systéme (2.1) peut étre fournie par 1’étude de

la stabilité de ses équilibres.

Définition 2.1.4 Le point d’équilibre N* de (2.1) est :
e stable si, pour tout € > 0, il existe § = 0 (¢) > 0 tel que :

IN(0) = N[ <0 = [IN(t) = N[ <&, Yt >0

Si N* n’est pas stable, on dit qu’il est instable. Ceci s’exprime par la propriété
qu’il existe € > 0 tel que pour tout § > 0, il existe une solution N (t) de (2.1)
telle que :

[N (0)=N*|| <6 etIt>0:||N(t)—N*||>e

e attractif s’il existe r > 0 tel que pour toute solution N (t) de (2.1) on ait
|IN(0) = N*|| <r = tlim N (t)= N~

Si N* n’est pas attractif, on dit qu’il est répulsif.

e globalement attractif si pour toute solution N (t) de (2.1) on a :limy ., N (t) =
N*

e asymptotiquement stable s’il est stable et attractif.

e globalement asymptotiquement stable (GAS) s’il est stable et globalement
attractif.

Définition 2.1.5 On appelle basin d’attraction de N*, l’ensemble B défini par
la propriété

N(O)EB:>tlim N (t)=N*

ot N (t) est solution de (2.1). Si B =R"™, N* est globalement attractif.

Par translation, on peut toujours ramener 1’équilibre N* & 'origine.

La Stabilité par linéarisation La premiere étape dans ’étude qualitative
d’un systéme consiste en I’étude du systéme au voisinage de ses points d’équilibre.
Le systéme linéaire

dN f;

— = AN avec A = J; (N*) (2.2)
dt ON; 1<ij<n

s’appelle le linéarisé du systéme (2.1) au point N*. A est la matrice jacobienne
de (2.1) en N*.
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Théoréme 2.1.1 Soit N* un équilibre du linéarisé (2.2) de (2.1), alors
1. N* est asymptotiquement stable si R()\;) < 0 pour toutes les valeurs
propres \; de A.

2. N* est instable si R ()\;) > 0 pour au moins une valeur propre de A.

Théoréme de Hartman-Grobman Le théoréeme Hartman-Grobman, ou
théoréme de linéarisation permet de comparer, dans un voisinage d’un point

d’équilibre N*, les solutions du systéme (2.1) et celles de son linéarisé (2.2).

Définition 2.1.6 Le point d’équilibre N* du systéme (2.1) est dit hyperbolique

lorsque toutes les valeurs propres de la matrice A sont de partie réelle non nulle.
Voici une version simplifiée du théoréme de Hartman-Grobman

Théoréme 2.1.2 Si N* est un point d’équilibre hyperbolique du systéme (2.1),
alors il existe un voisinage V- de N* sur lequel les systémes (2.1) et son linéa-
risé (2.2) sont topologiquement équivalents. Autrement dit : au voisinage V', les
solutions du systéme (2.1) sont données approximativement par les solutions du

systéme (2.2).

Dans le plan, les valeurs propres de la matrice A sont données en fonction du

déterminant Det A et de la trace TrA par
1 1
A= 3 <T’I’A - \/Z> et Ay = 3 (TTA + \/Z) tel que A = (TrA)* — 4DetA

et vérfient les relations \; + Ay = TrA et A\{\y = DetA. On peut annoncer le

théoréme suivant

Théoréme 2.1.3 1. Si DetA < 0, N* est un point selle (col) instable.

2. 51 DetA >0, et TrA =0, N* est un centre stable.

3. 81t DetA >0 et A <0, N* est un foyer asymptotiquement stable si TrA <
0 et foyer instable si TrA > 0.

4. 8t DetA > 0 et A > 0, N* est un neceud asymptotiquement stable si
TrA <0 et neud instable si TrA > 0.

Remarque 2.1.1 Si N* n’est pas hyperbolique, la méthode par linéarisation ne
permet pas de conclure sur la stabilité du point d’équilibre. L’analyse de ce type de
situations nécessite d’autres investigations, notamment la méthode des fonctions

de Lyapounov.
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La stabilité au sens de Lyapunov On suppose que (2.1) admet N = 0
comme équilibre (pour un équilibre N* quelconque, on remplace N par N — N*).
Soit V' : 2 — R une fonction définie dans un voisinage () de 0 et admettant des
dérivés partielles continues. On note

: " OV

V(N) = TV (N) £ (N) = 30 S fi(N)

i=1 ¢
la dérivée de V' dans la direction du champs de vecteurs f.
Pour toute solution N (¢) de (2.1), on a

d .
5V V() =V (N(?))

Définition 2.1.7 On dit que V' est une fonction de Lyapounov pour le systéme
(2.1) en N =0 dans €, si pour tout N € Q on a :

1. V(N) >0 sauf en N =0 ou V(0) =0 (f est dite définie positive).

2. V(N)<O0.

Théoréme 2.1.4 1. S’il existe une fonction de Lyapounov pour (2.1) en N =0
dans un voisinage §2 de 0, alors N = 0 est stable.

2. Si de plus N # 0 = V (N) < 0, alors N = 0 est asymptotiquement
stable.

3. Si de plus Q2 =R" et lim V (N)=o0, alors N =0 est GAS.

[N]|—o00
Théoréme 2.1.5 Soit V' une fonction définie positive dans un voisinage §2 de
0. On définie l’ensemble @ = {N € B(0,r):V (N) > 0}, tel que B(0,r) C
est la boule de centre 0 et de rayon r > 0. St on a 1% (N) > 0 pour N € Q, alors

0 est instable.

Notion de cycle limite

Orbites et ensembles invariants On suppose que les solutions du systéme
(2.1) sont définies pour tout ¢t € R. On note N (¢, Ny) la solution N (t) de (2.1)
vérifiant N (0) = Ny.

Définition 2.1.8 On appelle orbite de Ny l’ensemble des N (t, Ny) pour t ap-
partenant a R :
@ (No) = {N (t7N()) it e R}

autrement dit, la trajectoire de la solution N (t, No) du systéme (2.1).
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On déduit que 'orbite d’un point d’équilibre est réduite au point lui méme :
O (N*) = {N*}. Par contre 'orbite d’un point ordinaire est une courbe lisse qui
admet en chacun de ses points le vecteur f comme vecteur tangent. Noter que
par le théoréme de Cauchy Lipschitz, comme f est de classe C* sur D, les orbites
ne peuvent pas se recouper.

Si dans la définition ci-dessus, les solutions N (¢, Ny) sont périodiques sur R

alors O (Ny) est une courbe fermée appelée orbite périodique de Np.

Définition 2.1.9 On appelle portrait de phase de (2.1) la partition de D en
orbites. Autrement dit le dessin des orbites {O (a) : a € D} sur R". Sin = 2, R?
est appelé plan de phase.

Définition 2.1.10 Une orbite O (Ny) telle qu’il existe deux points d’équilibre a
et b vérifiant . lirJrrl N (t,Ny) = a et . lim N (t,Ng) = b est dite orbite hétéro-

cline st a # b et orbite homocline si a = b.

Définition 2.1.11 Un ensemble S C D est dit invariant par le systéme (2.1) si
pour tout Ny € S et toutt € R on a N (t,Ny) € S. Si S vérifie cette propriété

pour t > 0 alors on dit que S est positivement invariant.

Définition 2.1.12 Un ensemble A de R" est attractant « trapping region »
pour le systéme (2.1), si A est compact et positivement invariant, et si pour tout
No € A on atliin N (t, Ny) € A.

Ensembles limites d’une orbite

Définition 2.1.13 Soit~y, (No) = {N (t, No) : t > 0}. S’il existe une suite d’ins-
tants t1 < ty < ... <t} avec klim ty = +o00 et un point A € D tels que

—+400

Jm [NV (t) — Al =0

on dit que A est un point w-limite de Uorbite v, (Np). L’ensemble des points w-

limites de N (t) est appelé Uensemble w-limite de Uorbite v, (No), noté w (v,).

On définira de méme un point a-limite de l'orbite v (¢) de N (¢, %o, No) si
t > 1.
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Définition 2.1.14 Soity_ (Ng) = {N (t, No) : t < 0}. S’il existe une suite d’ins-
tants t1 < ty < ... < tj, avec klim ty = +00 et un point a € D tels que

—+00

Jim [N (~) —al] =0

on dit que a est un point a-limite de U'orbite v_ (Np). L’ensemble des points a-

limites de N (t) est appelé l'ensemble a-limite de Uorbite v_ (Ny), noté w (v_).

Proposition 2.1.1 Un ensemble limite est fermé et invariant. Si une orbite
est positivement bornée alors son ensemble w-limite est non vide, compact et

connexe.

Définition 2.1.15 Soit p (t) une solution périodique (2.1) et I' son orbite fer-
mée. Alors
1. T' est dite orbitalement stable si pour tout € > 0, il existe § = 0 (¢) > 0 tel
que :
d(Nog,T)<d=d(N(t),')<e, Vt>0

pour toute solution N (t) de (2.1) vérifiant N (0) = Np.
2. T est dite orbitalement asymptotiquement stable si elle est orbitalement

stable et il existe 61 > 0 tel que
d(No,T') <0y = d(N(t),I') — 0 quand t — +0o0

pour toute solution N (t) de (2.1) vérifiant N (0) = Np.

3. T' est dite orbitalement instable si elle n’est pas orbitalement stable.

Le cycle limite Un autre comportement possible pour une trajectoire est de
tendre vers un mouvement périodique, dans le cas d'un systéme planaire, cela

signifie que les trajectoires tendent vers ce que 'on appelle un cycle limite.

Définition 2.1.16 Pour un systéme plan, on appelle cycle limite une orbite
périodique qui est isolée dans l’ensemble des orbites périodiques. Autrement dit,

une trajectoire fermée isolée.

Remarque 2.1.2 1. Par définition, un cycle limite est isolé de toute autre tra-
jectoire fermée, ce qui implique que les centres ne sont pas des cycles limites.
2. D’apres la définition de la stabilité orbitale ci-dessus, toute orbite fermée

orbitalement asymptotiquement stable est un cycle limite.
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Théoréme 2.1.6 (Poincaré-Bendixson) Si une orbite est positivement bor-
née alors son ensemble w-limite est soit un point d’équilibre, soit un cycle limite,

soit une réunion de points d’équilibre et de courbes homoclines ou hétéroclines.

Ce théoréme admet un corollaire qui est souvent utilisé pour montrer ’exis-

tence d’orbites périodiques.

Théoréme 2.1.7 Siune orbitey est positivement bornée et que w () ne contient

pas de points d’équilibre alors w () est une orbite périodique.

Siw(y) # 7, w(vy) est un cycle limite et v spirale autour de w () dans
un certain sens. La non existence de cycles (et méme d’orbites homoclines) est

garantie par le critére suivant :

Théoréme 2.1.8 (Critére de Dulac-Bendixon) Considérons le systéme (2.1)

Ofr | Of

dans le plan. Si div f = N + N, ne s’annule pas dans une région ) du plan
1 2

alors €} me contient ni orbite périodique, ni orbite homocline.
Comme corollaire de ce théoréme on a le résultat suivant :

Théoréme 2.1.9 Sil existe une fonction positive B sur () telle que div B f garde

un signe constant sur ), alors le systéme (2.1) n’a pas de cycles dans Q.

En effet f et Bf ont les mémes orbites. Une telle fonction B est appelée une
fonction de Dulac.
Un critere important pour démontrer la stabilité orbitale d’une orbite pério-

dique dans le plan est due & Poincaré, il s’agit du théoréme suivant

Théoréme 2.1.10 (Critére de stabilité de Poincaré) Une solution périodique
@ (t) du systéeme (2.1) de période w > 0 est orbitalement asymptotiquement stable
st

/Owdivf(go(t))dt<0
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2.1.2 Le modéle exponentiel de Malthus

Le premier regard scientifique sur la dynamique des populations semble étre
celui de Leonardo Fibonacci [18], dit Léonard de Pise, dont la célébre suite de
nombres est proposée dans le Liber abaci (1202) ou il décrit la croissance d’une
population de lapins : « Un homme met un couple de lapins dans un lieu isolé
de tous les cotés par un mur. Combien de couples obtient-on en un an si chaque
couple engendre tous les mois un nouveau couple a compter du troisieme mois
de son existence ? ».

Mais les fondements modernes de la dynamique des populations datent claire-
ment de I’économiste anglais Thomas Robert Malthus [56]. II introduisit en 1798
dans son célébre énoncé " Population, when unchecked, increases in a geometrical
ratio", ce qui est connu aujourd’hui sous le nom de "croissance Malthusienne". 11
considére une population idéale constituée d’une seule espéce animale homogéne,
i.e. il néglige les variations d’age, de taille et de périodicité éventuelle pour la
natalité ou la mortalité et qui vit seule dans un milieu invariable ou qui coexiste
avec d’autres espéces sans influence directe ou indirecte.

Celui-ci consiste a supposer que 'accroissement de la densité N d’individus
de cette population, pendant un court intervalle de temps, est proportionnel a

N. Ce qui se traduit par ’équation différentielle suivante :

dN (t)
dt

= rN(t) (2.3)

ou r est un facteur constant de proportionnalité qui représente le coefficient
d’accroissement ou taux de croissance. En intégrant 1’équation (2.3) on obtient

la loi de croissance exponentielle ou loi de croissance malthusienne :
N (t) = N (0) exp (1)

Si r < 0, la population est en extinction exponentielle : tli_r}nooN (t) = 0, si
r = 0, la population est en équilibre démographique : N (t) = N (0), si r > 0, la
population est en croissance exponentielle : 1tE{loo]\f (t) = 400 (Fig. 2.1).

Cette loi ne tient pas en compte les limites que le milieu impose a la crois-
sance. Lors d’expériences de laboratoire les prévisions de la loi malthusienne
restent correctes sur de petits effectifs, tandis qu’il y a divergence pour des va-
leurs élevées de la population.

On est donc amené a conclure que la loi exponentielle reste valable tant que
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la densité de la population ne sature pas le milieu.

N‘\ T = 0

N(0)

Fig. 2.1 : La loi de croissance malthusienne

2.1.3 Le modéle logistique de Verhulst

C’est a partir de ces considérations que le biologiste belge Pierre-Frangois
Verhulst [78] propose en 1837 un modeéle tenant compte de la limitation imposée
par Deffectif croissant de la population N. L’idée de son modele logistique, est
qu’il est plus réaliste de considérer des taux qui changent avec la densité de la
population N et qui impliquent une limitation de la croissance de la population.
Par exemple, le taux de naissance peut baisser si les individus consacrent plus
d’énergie a trouver des ressources devenues rares en raison d’un nombre croissant

de la population. Ce qui se traduit par I’équation différentielle suivante :

Cii_];[ — N (1 _ %) (2.4)

ou : r est le taux de croissance de la population quand N est trées petit et k appelé
"carrying capacity" en anglais correspond a la capacité du milieu & supporter la
croissance de la population et représente la population limite au-dela de laquelle

elle ne peut plus croitre.
Le modele (2.4) est appelé modele logistique. Son étude qualitative peut se
. . , N .
faire graphiquement en représentant T en fonction de N. Le graphe est une

parabole qui coupe 'axe des N en deux points d’équilibre 0 et k£, ou — = 0.

L’évolution de N () est connue par le signe de sa dérivée : 0 est instable (point
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rouge) et k est asymptotiquement stable (point vert), (Fig. 2.2).

0 K\ N

Fig. 2.2 : Fonction de croissance logistique

En intégrant I’équation (2.4) par la méthode de séparation des variables, on

obtient la loi de croissance appelée logistique par Verhulst :

kN (0)

NO = N TN 0)ep (=D

L’expression de N (t) correspond & une courbe sigmoide (Fig. 2.3).

7
s L
K

o 2I0 qln ﬁlu SID 1:Im t
Fig. 2.3 : la loi de croissance logistique
Si N (0) =0, N (t) = 0 pour tout ¢. Par ailleurs, si NV (0) est différent de 0,

tlim N (t) = k. Cette loi est radicalement différente de celle de Malthus en ce

sens qu’elle impose une valeur limite a la population (Fig. 2.3).
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2.2 Modéles a deux espéces

Un des constats les plus simples en écologie est qu'une population interagit
avec d’autres populations, comme nous 'avons illustré dans le Chapitre 1. En
outre, une population mange et peut étre mangée. Dans le cadre de cette thése,
nous nous focalisons sur un systéme composé d'un prédateur qui consomme
une proie. Tout au long de ce chapitre, nous identifierons dans nos modéles la
population de prédateurs par P et celle de sa proie par N.

La modélisation des systémes proies-prédateurs consiste ainsi en 1’expression
couplée des deux variables dynamiques N et P qui forme un systéme dynamique

défini pour N et P positifs, c’est-a-dire définis dans le premier quadrant du plan

Ri, par :
dN
7 Ng(N)— PF(N,P) (2.5)
dP
= = PQ(N.P)

les fonctions g (N), F'(N, P) et Q (N, P) sont appelées respectivement la crois-
sance de la proie, la réponse fonctionnelle et la réponse numérique du prédateur

qui seront explicitées plus bas.

2.2.1 Le modéle de Lotka-Volterra

Dans les années 1920, la paternité du premier modéle concu pour trans-
crire ce genre d’interactions de type proie-prédateur a fait 'objet d’une querelle
de priorité entre le biophysicien américain Alfred J. Lotka et le mathématicien
italien Vito Volterra. Le premier s’intéresse aux oscillations dans les réactions
chimiques, mais étend son étude aux problémes démographiques, aux réseaux
alimentaires, au cycle de I'eau ou du dioxyde de carbone, en passant par les
oscillations proies-prédateurs qui sont 'objet du modeéle qui porte son nom. Le
second s’intéresse & un probléme de péche. Plus tard, il est établi que c’est a
V. Volterra que revient le mérite de 1’élaboration du premier modele de type
prédateur-proie appliqué a une situation biologique.

En effet, I'intérét de Volterra pour les problémes d’équilibres entre les es-
péces animales dans les écosystémes fut suscité par son beau-fils, le zoologiste
Umberto d’Ancona qui s’occupait depuis quelques années de statistiques por-

tant sur la péche dans le nord de la mer Adriatique. Ces données concernaient le
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pourcentage de poissons prédateurs (Sélaciens) péchés dans trois ports italiens :
Trieste, Fiume et Venise pendant la période 1905-1923. Elles prouvaient que pen-
dant la période 1915-1920, ou la péche était moins intense & cause de la premiére
guerre mondiale, il y avait eu un accroissement relatif de la classe des Sélaciens.
Selon ’hypothése de D’Ancona, la péche perturbait I’équilibre naturel entre les
espéces. Elle favorisait une augmentation relative des espéces proies, c¢’est-a-dire
des poissons qui se nourrissent seulement de plancton, et une diminution des es-
péces prédatrices, c’est-a-dire des poissons qui se nourrissent d’autres poissons.
La diminution de la péche due & la guerre avait donc rétabli, au moins en partie,
I’équilibre naturel.

D’Ancona s’adressa a Volterra en lui demandant de trouver une démonstra-
tion mathématique a son hypothése. La réponse de Volterra publié en 1926 prit
la forme du céléebre modeéle prédateur-proie. Le modele de Volterra regut par
la suite des modifications et publié finalement dans le premier chapitre de ses
Lecons sur la Théorie Mathématique de la Lutte pour la Vie [79] ou il étudie la
coexistence de deux espéces dont I'une dévore I'autre. Considérant deux espéces,
la premiére, la proie de densité N () et la seconde, le prédateur de densité P (t),
alors le model de Lotka-Volttera est le systéme a deux équations différentielles

ordinaires suivant :

dN

— = N(a—bP 2.
= (a = bP) 26)
dP

— = P(cN —d

= P(eN-d)

ou a, b, c et d sont des constantes positives, a représente le taux de croissance de
la proie en ’absence de prédateur, b le taux de prédation du prédateur sur la
proie, ¢ le taux de croissance du prédateur du fait de sa prédation et d le taux

de mortalité du prédateur en ’absence de proie.

L’interprétation des hypothéses de ce modeéle est la suivante :

(i) Dans l’absence de toute prédation, la proie croit par loi malthusienne; il
s’agit du terme aN dans (2.6).

(ii) L’effet de la prédation est de réduire le taux de croissance de la proie par
un terme proportionnel a la population de la proie et du prédateur; il s’agit du
terme —ON P.

(iii) Dans ’absence de toute proie pour subsistance le prédateur décroit ex-

ponentiellement ; il s’agit du terme —dP.
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(iv) La contribution des proies au taux de croissance des prédateurs est le
terme c¢/N P ; qui est proportionnel a la population de la proie et du prédateur.

La mise en équation de la fonction représentant la prédation dans le modéle
(2.6) est basée sur la méthode des rencontres et sur I'hypothése des équivalents
¢élaborée par Volterra. La premiere considére que pour qu’il y ait prédation entre
une espéce prédatrice et une espéce proie, il faut tout d’abord qu’il y ait rencontre
entre ces deux espéces et que le nombre de rencontres entre ces deux espéeces est
proportionnel au nombre des individus qui la compose. La seconde consiste a
supposer qu’il existe un rapport constant entre les disparitions et apparitions
d’individus que provoquent les rencontres, i.e. que la prédation de la proie est
équivalente a la croissance du prédateur.

Le phénomeéne observé par D’Ancona est ainsi expliqué : I’accroissement du
nombre de prédateurs et la diminution du nombre de proies résultaient de la
disparition de la péche qui, avant la guerre, avait modifi¢ 1’équilibre naturel de
cette association biologique.

Le modele (2.6) est dit modele de Lotka-Volterra puisque les mémes équations
de (2.6) sont obtenues par Alfred J. Lotka (voir [55], [54]) & partir d’une réaction
chimique qui, selon lui pourrait présenter un comportement périodique dans les

concentrations de produits chimiques.

Analyse de la stabilité du modéle de Lotka-Volterra

Avant d’analyser la dynamique du modele de Lotka-Volterra (2.6) et afin de

réduire le nombre des parameétres ; on redimensionne le systéme (2.6) (voir [62]) :

N(t bP(t d
T:at,u(T):C (>,U(T): ()eta:—
d a
alors (2.6) devient :
du_ u(l—w) (2.7)
dr
d
% = av(u—1)

Les points d’équilibre Le point (u*,v*) est un équilibre si et seulement si
uw(l—v")=0etv"(u"—1)=0

donc (2.7) admet deux points d’équilibre l'origine (0,0) et (1,1).
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Stabilité des points d’équilibres Pour introduire le systéme linéarisé de

(2.7), on calcule sa matrice Jacobienne, on a

o= (1 )

J7(0,0) = ((1) _Oa>

alors au voisinage de (0,0) le linéarisé de (2.7) est

1. Pour (0,0), on a

et les valeurs propres sont : A\; = 1 et Ay = —« réels de signe opposé, alors (0,0)

est un col (point selle) instable.

2. Pour (1,1), on a
0 -1
J(1,1) =
(0

alors au voisinage de (1, 1) le linéarisé de (2.7) est

U= —0
U= au
et les valeurs propres sont : \; = —i/a et Ay = +iy/«, toutes deux imaginaires

pures, alors (1,1) est un centre. Le principe de linéarisation ne s’applique pas.

Soit V' une fonction définie par
V(u,v)=au+v—Inuv—a—1

V' est une fonction de Lyapunov. En effet

(u,v) +av(u—1) v (u,v)

V(u,v) = u(l—v)av 5

u

et
V(u,v) > 0 nul seulement pour (u,v) = (1,1)

D’apres la stabilité au sens de Lyapunov, on conclut que (1,1) est un centre
stable.
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Dans le plan de phase de u et v, en séparant les variables dans (2.7) on obtient
Mdu = @dv (2.8)
En intégrant les deux cotés de (2.8); on obtient les orbites d’équations
au+v —Inu®v = Hy (2.9)
ou Hj est une constante donnée par
Hy = aug + vo — Inugvg tels que ug = u (0),v9 = v (0)

Pour chaque Hy donné, les orbites (2.9) sont fermées dans la plan de phase
de u et v (voir Fig. 2.4).

T

0 1 7]

Fig. 2.4 : Quelques orbites fermes de (2.6)

d’ou les solutions de (2.9) sont des fonctions périodiques (voir Fig. 2.5).

4 (i)

! (predateur)

0 T

Fig. 2.5 : Une sol. priodique de (2.6)
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2.2.2 Critiques du modéle de Lotka-Volterra

Du point de vue écologique et biologique

Le modeéle de Lotka-Volterra repose sur des hypothéses fortes et peu réalistes.
En effet :

1. La croissance de la proie est exponentielle, la ressource peut croitre indé-
finiment.

2. Le nombre instantané de proies tuées est directement proportionnel au
nombre de proies présentes, c.a.d : tout prédateur est capable de tuer instanta-
nément un nombre infini de proies.

3. Le nombre de prédateurs engendrés croit linéairement avec la densité des
proies, c.a.d : un prédateur est capable de donner naissance instantanément a
un nombre infini de descendants.

4. Le modéle ne prend pas en compte les durées de gestation, ni les temps

d’accés a 1’age reproducteur.

Du point de vue mathématique

L’absence de réalisme dans le modéle de Lotka-Volterra est clair d’apres la
figure 3; les solutions ne sont pas structurellement stable. En effet, supposons
par exemple, u (0) et v (0) sont tels que u et v pour 7 > 0 sont sur une tra-
jectoire qui passe a proximité des axes u et v. Alors toute petite perturbation
déplacera la solution sur une autre trajectoire qui se ne trouve pas proche de
celle d’origine. Donc une petite perturbation peut avoir un effet marquant, au
moins sur 'amplitude de l'oscillation. Ceci est le probléme avec tout systéme
qui a une intégrale premiére comme (2.9), qui est une trajectoire fermée dans
le plan de phase. Ils sont appelés systémes conservatifs, ici (2.9) est la "loi de
conservation associée". Ils sont généralement peu utilisés en tant que modeéles

réalistes de populations en interaction.

Malgré les critiques!

Le modeéle de Lotka-Volterra, méme s’il n’est pas réaliste, il propose que de
simples interactions entre prédateurs et proies peuvent entrainer un comporte-

ment oscillatoire des populations.
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En effet, le modele de Lotka-Volterra admet U'interprétation biologique sui-
vante (figure 3) : si au début on suppose que les deux populations — les proies
et les prédateurs — sont en nombre trés faible, alors les proies tendent a se mul-
tiplier assez vite car les rencontres proies-prédateurs sont trés rares. Quand le
nombre de proies augmente, les prédateurs trouvent plus de nourriture. Leur
nombre croit plus rapidement qu’avant. Par conséquence, les proies diminuent
et les rencontres entre prédateurs et proies se raréfient. Le nombre de prédateurs
commence alors a diminuer & cause du manque de nourriture et par conséquence
le nombre de proies augmente, et ainsi de suite...

Il ya eu de nombreuses tentatives pour appliquer le modeéle de Lotka-Volterra
a des phénomenes oscillatoires du monde réel.

Le fait que les systémes prédateurs-proies ont tendance a osciller a été ob-
servé depuis plus d’un siecle et demi. La compagnie de la baie d’Hudson, qui
se transigeait en fourrures animales au Canada, a tenu des dossiers datant des
années 1840 jusqu’aux années 1930. La tentative d’appliquer le modele de Lotka-
Volterra aux données exhaustives dans ces dossiers a montré que les oscillations
dans les populations de lynx et sa proie le liévre d’Amérique sont remarquable-
ment régulieres. Ces données représentent un des trés peu d’enregistrements a

long terme disponibles (voir Figure 2.6).

160 F -

H Liévre
1401 === — Linx
120} 1
100
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20

Nombre d'animaux en milliers

.

1 | |

i i L i 1
1845 1855 1865 1875 1885 1895 1905 1915 1925

1
1935

Fig. 2.6 : Les fluctuations du nombre de peaux vendues par la

Compagnie de la Baie d’Hudson
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Des hypothéses plus réalistes ont conduit & d’autres modeles qui, avec une
structure proche du modeéle de Lotka-Volterra, présentent des caractéristiques

différentes. Nous en explorerons plusieurs par la suite de cette section.

2.2.3 La réponse fonctionnelle du prédateur

Le modele de Lotka-Volterra a pour but de transcrire différents types de
comportements animaux par des fonctions mathématiques. Parmi ces fonctions

mathématiques, la réponse fonctionnelle du prédateur :

Définition 2.2.1 On appelle réponse fonctionnelle du prédateur la densité de

proies consommeées par unité de temps par prédateur.

Elle décrit le comportement du prédateur vis & vis ses proies, c.a.d : elle est
liée & la croissance de la population des prédateurs causée par la prédation et a
la décroissance de la population des proies causée par la mortalité par prédation.
Pour le systéme proie-prédateur générale (2.5), il s’agit de la fonction F' (N, P).

Depuis le milieu des années vingt, ces réponses fonctionnelles ont fait 'objet
de nombreuses recherches et développements visant & rendre plus réaliste la

représentation du comportement du prédateur par une fonction mathématique.

La réponse fonctionnelle de Volterra

La réponse fonctionnelle choisie par Volterra pour décrire la prédation était
proportionnelle au produit du nombre d’individus de chaque espeéce, il s’agit de
la fonction linéaire : F' (N, P) = bN avec b le taux de prédation du prédateur
sur la proie (Fig. 2.7a). Le terme de prédation s’écrit alors PF (N, P) = bNP
et implique que la prédation augmente ou diminue proportionnellement avec le
taux de rencontre entre le prédateur et la proie. C’est le cas dans la nature de
certains espéces comme les araignées. La probabilité qu'un insecte soit piégé
par leurs toiles augmente proportionnellement avec I’augmentation de la densité

d’insectes.

La réponse fonctionnelle de Gause

Quelques années plus tard, le zoologiste russe G.F. Gause [24] qui fut I'un des
premiers & faire des vérifications expérimentales du modeéle de Lotka-Volterra,

proposa pour décrire la prédation, un autre type de réponse fonctionnelle visant



2. Bases de la modélisation de systémes proies-prédateurs
27

a transcrire une certaine satiété du prédateur vis-a-vis de ses proies, il s’agit de
la branche du parabole F' (N, P) = N® avec 0 < o < 1.(Fig. 2.7b)

o

Fig 2.7a : Rp. fonctionnelle de Volterra Fig.2.7b : Rp. fonctionnelle de Gause

La réponse fonctionnelle de Holling

A la fin des années cinquante, 1’entomologiste! C.S. Holling [33, 34, 35] et
selon les densités et les caractéristiques des proies et du prédateur élabora trois
principaux types de réponse fonctionnelle qui ont gardé son nom, visant a trans-
crire une certaine saturation du prédateur vis-a-vis de ses proies : la fonction de
Holling de type I, II et III.

Holling de type I Reprenant 'idée d'une relation linéaire avec la densité de
la proie choisie par Volterra , Holling suggére que le prédateur peut rechercher
aléatoirement ses proies : le temps de recherche est négligeable et le taux de
recherche est alors constant quelle que soit la densité de proies. Le nombre de
proies tuées est de ce fait proportionnel a leur densité. Un niveau de saturation
peut étre atteint si le prédateur ne peut plus ingérer davantage d’individus : il

s’agit de la fonction :

bN ,si N < N

F(N,P)= _ .
(N, P) {bN,siNzN

1Zoologiste qui s’occupe de I’étude des insectes.
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Holling rapporte que ce type de réponse fonctionnelle (Fig. 2.8.A) a été observé
dans les études de Ricker [67] sur des espéces de poissons consommant du saumon
rouge.

Pour les types II et ITI, Holling suppose que le prédateur divise son temps en
deux sortes d’activités : la recherche de sa proie et sa capture. Il suppose :

(i) que le temps total dédié¢ a I’alimentation est la somme du temps de re-
cherche tr et du temps de capture ty, et

(ii) que le temps ty de capture de chaque proie qui comprend le temps mis
pour la chasser, la tuer, la dévorer et la digérer est une constante. Soit a le taux
d’attaques réussies ; c.a.d : le nombre de proies consommées par prédateur et par

unité de temps de recherche. On peut écrire :

7 Nombre de proies consommeées par prédateur atp

Temps total d’alimentation  tr+atpty

La réponse fonctionnelle du prédateur peut donc finalement étre exprimée sous
la forme suivante (Yodzis [81], Begon et col. [6]) :
a
" 1+taty

ol a va étre exprimé de plusieurs fagons en fonction de /N mais aussi en fonction
de N et P.

Le cas ou F' et Q dans (2.5) ne dépendent que de N correspond & des
prédateurs ne présentant aucune interférence entre eux dans leurs activités d’ali-

mentation. Les réponses fonctionnelles de Holling font partie de cette catégorie.

Holling de type II La fonction de Holling type II (hyperbolique) est une
réponse fonctionnelle dans laquelle le taux d’attaque a = bN du prédateur aug-
mente lorsque le nombre de proies est faible puis devient constant lorsque le
prédateur atteint la saturation. En d’autres termes, le prédateur cause une mor-
talité maximum a de faibles densités de proies. Ainsi, les réponses fonctionnelles
hyperboliques sont typiques des prédateurs spécialisés dans 1'attaque d'une ou

quelques proies. La fonction de Holling type II (Fig. 2.8.B) est représentée par :

bN
F(N,P)= " 2.1
N P) = T o (2.10)

(2.10) peut aussi s’écrire :
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1
ou A= — et B=— qui sont des constantes.
ty bty

Ce type de réponse fonctionnelle est observé chez une large variété de préda-
teurs (Murdoch [61]), notamment chez les insectes, les acariens, les mollusques,
les poissons, etc. Par ailleurs, ce modéle correspond également au modeéle de
Monod (Monod [60]), proposé pour décrire la croissance de micro-organismes
consommant des substrats, et au modele de Michaelis-Menten (Menten and Mi-
chaelis [59]), ou cette fonction est proposée en 1913 pour la premiére fois pour

décrire la cinétique des enzymes agissant sur un substrat.

Holling de type III La fonction de Holling type III (sigmoide admet un
point d’inflexion) est une réponse fonctionnelle dans laquelle le taux d’attaque
a = bN? du prédateur augmente tout d’abord lorsque le nombre de proies est
faible puis ralentit lorsque le prédateur atteint la saturation. En d’autres termes,
le prédateur augmente son activité de recherche lorsque la densité des proies
augmente et les proies; a petites densités sont capables d’échapper aux préda-
teurs en se réfugiant. Ainsi, les réponses fonctionnelles sigmoides sont typiques
des prédateurs généralistes qui passent d'une espéce de proie & une autre et qui
concentrent leur activité dans des régions ou les ressources sont en abondance.

La fonction de Holling type III (Fig. 2.8.C) est représentée par :

bN?
F(N,P)= —— 2.11
(2.11) peut aussi s’écrire :
F(N,P) = AN
"’ B4 N?

ol A et B sont ceux notés ci-dessus.



2. Bases de la modélisation de systémes proies-prédateurs
30

Fa

A
B
C
—-—
N

Fig. 2.8 : Les 3 reponses fonctionnelles de Holling

Dans Fig. 2.8, on distingue les trois réponses fonctionnelles du prédateur, en
fonction de la densité des proies : (A) Holling de type I, (B) Holling de type II
et (C) Holling de type III.

Une deuxiéme famille de modéles suppose I’existence d’une interférence entre
les prédateurs, telle que la compétition trophique, la compétition reproductive
(recherche de reproducteurs, de sites de ponte), la transmission de maladies,
le cannibalisme, ’émigration densité-dépendante [81]. C’est le cas ou F' et Q)
dépendent de N et P.

Toutes les réponses fonctionnelles cités ci-dessus et d’autres sont résumées

dans le tableau suivant :
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Hypotheses Taux d’attaque Réponse fonctionnelle Références
Pas a=>bN F =bN Volterra [4]
d’interactions a=N*0<a<l | F=N* Gause [5]
bIN
entre a=0bN F=—— Holling
1+ btygN
type II
[6, 7]
les prédateurs a = bN? F = _ WV Hollin,
P B 14 bty N2 8
type 11
[6, 7]
N" ty N™
Interférences a= %Dm = ; _11113 N Hassel et
(Qtn) 0t Varley [10]
N
= ty N
entre a=0Q <P0+P) F= — PH P bt N De Angelis
avec Py = P (0) (Qtr) ™ (Fo+ P) +btn et col. [11]
N 1+ty) ' N
les prédateurs a=Q ( > = QI+ _If) Getz [12]
N+ P (1+ty) P+ N
Interfé N N
terférence “=Q (_) __ @V Arditi et
et ratio dépendance P P+ QtgN .
Ginzburg
[13]

Tab.1 : Réponses fonctionnelles pour la prédation.

Ces différents types de réponse fonctionnelle ont une importance toute par-
ticuliere dans la dynamique des modeéles proies—prédateurs. En particulier, la
limitation du prédateur par son temps de recherche et de capture de ses proies

peut fortement modifier le comportement qualitatif des solutions.

2.2.4 Proportionnalité entre réponses fonctionnelle et nu-
mérique

Définition 2.2.2 La réponse numérique du prédateur est la fonction qui mesure

la modification de la densité de prédateurs en fonction de celle des proies.

La plupart des modeles de type Lotka-Volterra sont caractérisés par un

taux de croissance du prédateur qui augmente de maniére monotone avec le
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nombre de proies tuées, mécanisme couramment appelé “conversion de bio-
masse” (Ginzburg, 1998). La conversion de biomasse signifie que la réponse nu-
meérique @ (N, P) dépend seulement du nombre de proies consommées par unité
de temps, a savoir la réponse fonctionnelle densité dépendantes de la proie, i.e.
F(N,P)=F(N), autrement dit : Q (N, P) = fp (F (N))—m (P), oum (P) est
le taux de mortalité des prédateurs.

Cependant, les preuves s’accumulent et démontrent que la réponse numérique
peut également étre affectée par d’autres facteurs (y compris les modifications de
I’environnement), et ne peut pas toujours étre exprimée en termes de la réponse
fonctionnelle seule [43],[1].

Dans ce qui reste de cette section, nous présenterons quelques modeéles basés
sur le modele de Lotka-Volterra (2.6) avec des hypotheses différentes. Nous allons

analyser leur portrait de phase & savoir les points d’équilibre et leur stabilité.

2.2.5 Le modéle de Lotka-Volterra avec réponse fonction-
nelle de Holling de type 11
La premiére modification du modeéle de Lotka-Volterra est due & Holling qui

a remplacé la réponse fonctionnelle linéaire de type I par celle de type I, il s’agit

du systeme

dN . aNP
a b+ N

dP uN
= - p=/ _
i~ (i)

ou a, b, i, d et r sont des constantes positives telles que :

(2.12)

r : le taux de croissance intrinséque de la proie en ’absence de prédateur,

a : le taux de prédation (d’attaque) maximale du prédateur sur la proie,

b : la constante de demi-saturation pour le prédateur, qui est la densité de
proies au cours de laquelle la réponse fonctionnelle du prédateur est a moitié
maximale,

1 : le taux de conversion de la biomasse de proies en prédateurs,

d : le taux de mortalité du prédateur en ’absence de proie.
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Les points d’équilibre

Les points d’équilibre de (2.12) sont : Ey = (0,0) et E* = (N*, P*) tel que
Nf=——>0, P*= r (b+ N*). E* est dans le premier quadrant si p > d.
a

Stabilité des points d’équilibres

Pour introduire le systéme linéarisé de (2.12), on calcule sa matrice Jaco-

bienne, on a

abP aP
. _
b+ N)? b+ N
J(N,P) = Sibp ) N

(b+N)? b+N

J(0,0) = (g _Od>

les valeurs propres sont : A\ = r et Ay = —d réels de signe opposé, alors Fj est

1. Pour Ey, on a

un col (point selle) instable.

2. Pour £*, on a

r

(n—d) 0

a

d d
onaTrJ (N*, P*) = "= > 0 et det J (N*, P*) = - (4 —d) > 0, et
p p

A = (- a-a

f 7
rd
= " —da(u - d)
rd r
= Tap? (g — 1) telqueuozd(l—l——a) > d

donc E* est un nceud instable si p < i, et un foyer instable si y > p,. Dans le
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cas [ = iy, E* est un noeud dégénéré instable (voir fig. 2.9).

(@

)

| —— |
g T4 & &

Fig. 2.9 : E* est un foyer instable

2.2.6 Le modéle de Lotka-Volterra avec croissance logis-

tique des proies

Le modele de Lotka-Volterra (2.6) est construit sous I’hypothése que les proies
ont la capacité de croitre exponentiellement. Cependant, dans la nature, les po-
pulations sont souvent limitées par leur environnement. De ce fait, on considére
le modele de Lotka-Volterra régularisé en remplagant la loi de croissance expo-
nentielle de Malthus des proies par la croissance logistique de Verhulst, ce modéle
gagne en stabilité comme le démontre son étude.

La dynamique du prédateur suit toujours la régle classique de transfert de
biomasse, avec une croissance per capita liée linéairement a la densité de proies
consommeées. La mortalité naturelle du prédateur dépend uniquement de sa

propre densité. Il s’agit du systéme (2.5) avec :

g(N)=rN (1—%), F(N,P)=0bN, et Q(N,P)=cN —d

soit
dN N
— = rN|1—— ] —bNP 2.1
pn r ( k) b (2.13)
dP
— = P(ecN —d)

dt
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Les points d’équilibre

Les points d’équilibre de (2.13) sont : Ey = (0,0),E; = (k,0) et £* =

d r N~

N~*, P*) tel Nt =—-P'=—-11-
et et (1)

Stabilité des points d’équilibres

Pour introduire le systéme linéarisé¢ de (2.13), on calcule sa matrice Jaco-

bienne, on a

r{l-— AN bP —bN
J(N,P)= k
cP cN —d
1. Pour Ey, on a
r 0
J(0,0) =
0o-(7 )
les valeurs propres sont : A\ = r et Ay = —d réels de signe opposé, alors Fj est

un col (point selle) instable.

wo=( .2)

les valeurs propres sont : Ay = —r et Ay =ck —d

2. Pour E4, on a

Ej est un col (point selle) instable, si £ > N*, un noeud asymptotiquement
stable, si £ < N*.

Dans ce dernier cas les prédateurs sont en extinction et les proies saturent le
milieu (voir fig. 2.10)

Fig. 2.10 : Predateurs en extinction
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Pour que I'équilibre (N*, P*) soit a Uintérieur du ler quadrant (positif), on
suppose dans tout ce qui suit que N* < k.

3. Pour £*, on a

N Nt
JINSPY=| &
cP* 0

on a I'rJ (N* P*) < 0 et DetJ(N*, P*) > 0, E* est un foyer asymptoti-
quement stable. Dans ce cas il y a coexistence des deux populations (voir fig.
2.11).

N

T T T T
1] 2 4 (=] & 10

Fig. 2.11 : Coexistence des deux populations

2.2.7 Le modéle de Rosenzweig-MacArthur : modéle de
Lotka-Volterra avec croissance logistique des proies

et réponse fonctionnelle de Holling type II

Rosenzweig et MacArthur [68] ont donné leur nom au modele de Lotka-
Volterra qu’ils ont modifié en prenant en compte une croissance logistique des
proies et une satiété des prédateurs avec une réponse fonctionnelle Holling de
type II. C’est le modéle de Lotka-Volterra régularisé en remplagant la loi de
croissance exponentielle de Malthus par la croissance logistique de Verhulst et la
réponse fonctionnelle linéaire par celle de Holling type II.

Il s’agit du systeme (2.5) avec :

cN

et Q(N,P)= N

—d

g(N)=7rN <1—%>, F(N,P) :b‘i—N,
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soit le célébre modeéle
dN N aNP
dP cN
— = P —d
7= ()

ou a,b,c,d et r sont des constantes positives telles que :

r : le taux de croissance intrinséque de la proie en ’absence de prédateur,

a : le taux de prédation (d’attaque) maximale du prédateur sur la proie,

b : la constante de demi-saturation pour le prédateur, qui est la densité de
proies au cours de laquelle la réponse fonctionnelle du prédateur est a moitié
maximale, appelée aussi constante de Michaelis-Menten.

¢ : le taux de conversion de la biomasse de proies en prédateurs,

d : le taux de mortalité du prédateur en ’absence de proie,

k : la capacité de portée du milieu en proies.

Les points d’équilibre

Les points d’équilibre de (2.14) sont : Ey = (0,0),E; = (k,0) et E* =
(N*, P*) tel que
bd

7 avec ¢ > det P* = Lk(b—FN*)(k—N*)

C — a

N* =

Stabilité des points d’équilibres

Pour introduire le systéme linéarisé de (2.14), on calcule sa matrice Jaco-

bienne, on a

(1 2N> abP aN
/’” —_— — p— —
N k (b+N)*  b+N
J(N,P) = acP c d
(b+N)® b+ N
1. Pour Ey, on a
r 0
J(0,0) =
oo-(5°)
les valeurs propres sont : \; = r et Ay = —d réels de signe opposé, alors Fjy est

un col (point selle) instable.
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2. Pour E, on a

ak
_T‘ J—
J(K,0) = Ck{?+kd
b+k
les val 6\ t A ck
€S valeurs propres sont : = —7r e — —
v prop 1 2 "

E; est un col (point selle) instable, si £ > N* et un noeud asymptotiquement
stable, si k < N*.
Dans ce dernier cas les prédateurs sont en extinction et les proies saturent le

milieu (voir Figure 2.10 ci-dessus).

Remarque 2.2.1 Pour que l'équilibre (N*, P*) soit a lintérieur du ler qua-

drant (positif ), on suppose que N* < k.

3. Pour £, on a

<1 2N~ br (k — N*) alN*
/r‘ j— —_ — j—
. pry _ k k (b4 N*) b+ N*
k (b+ N*)
on a
rN* arc N* (k — N*)
TrJ(N*,P*)= —— (k—b—2N*) et detJ (N*, P*) = —— "/

il est clair que det J (N*, P*) > 0, d’ou les valeurs propres ont les parties réelles
du méme signe qui est celui de T'rJ (N*, P*).

L’équation de l'isocline N = 0 de la proie est donnée par

,
¢(N)=—(b+N)(k—N)
ak
Il est facile de vérifier que
ad ( do
TrJ (N*,P*)= — | — ) (N* 2.1
v ) =2 (48 () (2.15)

d
donc T'rJ (N*, P*) et d_]%/' (N*) sont du méme signe.

d
3.1 51 k < b, (%) (N) < 0, (c.a.d : 'isocline de la proie est strictement

décroissante dans le premier quadrant), alors E* est un foyer asymptotiquement
stable.
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32Sik>bona:

( Ao\ | e . k=D
(d_N) (N*) =0 pour N =
d k—b
ﬁ (N*) > 0 pour N* < —5 (Figure 2.12.a)
d k—1b
\ d_](ff (N*) <0 pour 5 < N*, (Figure 2.12.b)
D’ou d’apres (2.15) on a
k—b
TrJ(N*, P*) =0, si N* = 5
k—b
TrJ(N*, P*) >0, si N* < 5
TrJ (N*, P*) <0, si —— < N*
PT * P*) Instabl F -
‘_‘m ' P*) Instable
/X (N*P*) Asym Stable
—»
—
-b N* v K- N ~ b - d N v K - I:]'
(8) (k)

Fig. 2.12 : Isoclines du systme (2.14)

k—b
Alors E* est un foyer globalement stable si N* > — (Figure 2.13.a), foyer

instable si N* < entouré par un cycle limite globalement stable (Figure

k—b
2.13.c). Pour N* = —— E* est un centre (Figure 2.13.b) qui correspond & une
bifurcation de Hopf (passage de 1'état stable a 1’état instable) et apparition du
cycle limite. L’étude qualitative des modeéles proie-prédateur qui exhibent des
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cycles limites fera I’objet des chapitres 3 et 4.

B e e e e

0l 04 0 010

Fig.2.13 : Plan de phase du systme (2.14)

Le paradoxe de 1 ’enrichissement

Si I’équilibre E* est stable (c.a.d. I'isocline du prédateur est a droite du som-
met de 'isocline de la proie figure 2.13.a), on peut remarquer que pour k assez
grand, l'isocline du prédateur peut passer a gauche du sommet de l'isocline de
la proie (figure 2.13.c) et par conséquence E* perd sa stabilité et des oscilla-
tions apparaissent (cycle limite). Il s’agit d’un phénomeéne appelé le paradoxe de
I’enrichissement.

Le paradoxe de ’enrichissement est un terme de ’écologie des populations
inventé par Michael Rosenzweig en 1971. Il décrit un effet dans des modeéles
proie-prédateur dans lesquels 'augmentation de la nourriture disponible pour
la proie cause une déstabilisation de la population du prédateur. Un exemple
courant est que si 'approvisionnement alimentaire d’une proie (comme un lapin)
est surabondant, sa population va croitre sans limite et provoque une croissance
de fagon non durable de la population de prédateurs (comme un lynx). Ce qui
pourrait produire un accident dans la population des prédateurs et conduire a
I’éradication locale ou méme ’extinction des espeéces.

Le terme «paradoxe» a été utilisé depuis, pour décrire cet effet de maniére
légerement contradictoire. Le sens originel était 1'un des ironies ; c.a.d : qu’en ten-
tant d’augmenter la capacité d’un écosystéme, on pourrait fatalement le déséqui-
librer. Depuis lors, certains auteurs ont utilisé le mot pour décrire la différence

existante entre les interactions prédateur-proie modélisées et réelles.
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2.2.8 Le modéle de Lotka-Volterra avec croissance logis-

tique des proies et réponse fonctionnelle de Holling

de type III
11 s’agit du systéme (2.16) suivant :
dN N aN?P
e A 2.1
dt " ( k:) b+ N2 (2.16)

dP cN?
a - F (b ¥ N2 d)

ou a,b,c,d et r sont des constantes positives telles que :

r : le taux de croissance intrinséque de la proie en ’absence de prédateur,

a : le taux de prédation maximale du prédateur sur la proie,

Vb : la constante de demi-saturation pour le prédateur, qui est la densité de
proies au cours de laquelle la réponse fonctionnelle du prédateur est & moitié
maximale,

¢ : le taux de conversion de la biomasse de proies en prédateurs,

d : le taux de mortalité du prédateur en ’absence de proie,

k : la capacité de portée du milieu en proies.

Les points d’équilibre

Les points d’équilibre de (2.16) sont : (0,0), (k,0) et (N*, P*) tel que

N* =

. TCc ., N*
c_d,avecc>aletP—@N (1 k>

Stabilité des points d’équilibres

Pour introduire le systéme linéarisé de (2.16), on calcule sa matrice Jaco-

bienne, on a

(1 2N> 2abN P alN?

AR _

_ k (b+N2)? b+ N?

J(N, P) = 9%HN P eN?
(b+ N2)? b+ N2

1. Pour (0,0), on a
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les valeurs propres sont : A\; = r et Ay = —d réels de signe opposé, alors (0,0)
est un col (point selle) instable.
2. Pour (k,0), on a

S

— b+ k2

J<K70>_ Ck‘2 B
b+ k2

les valeurs propres sont : Ay = —r et \y = C—kQ —
prop A= 2_b+k2

(k,0) est un col (point selle) instable, si & > N* et un nceud asymptotique-
ment stable, si £ < N*.
Dans ce dernier cas les prédateurs sont en extinction et les proies saturent le

milieu (voir Figure 2.10 ci-dessus).

Remarque 2.2.2 Pour que léquilibre (N*, P*) soit & l'intérieur du ler qua-
drant (positif ), on suppose que N* < k.
3. Pour (N*, P*),
d
- (24— ) (k= N*) - %N* _ a2
J(N* P)=| ¢ 2cbN* P* OC
(b+ N*2)?

r

aprés simplication, on trouve

2adbN* P*

T (N*, Py = 24 [k: (1 - i) - N*} et DetJ (N*, P*) = b1V

ck 2d
On peut voir facilement que DetJ (N*, P*) > 0, d’ou les valeurs propres ont
les parties réelles du méme signe qui est celui de T'rJ (N*, P*).

L’équation de l'isocline N = 0 de la proie est donnée par

,
P=——(®+N)(k—N
akN( + )( )
dou P b
T
- = —_9N — —
dN ak(k N2)

Il est facile de vérifier que

TrJ (N*, P*) = %l (3—;) (N*)
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dP .
donc T'rJ (N*, P*) et N (N*) sont du méme signe.
dP
3.1Sic>2d, onaTlr(N*P)<0dou (d_N) (N*) < 0, (c.a.d : l'iso-

cline de la proie est strictement décroissante en N*), alors (N*, P*) est un foyer
globalement stable.

3.2 Si ¢ < 2d, TrJ(N*, P*) peut étre positive. Si on envisage de modifier
k la capacité de portée du milieu en proies (voir figure 2.14). Un des scénario
possible qu’on peut observer est le suivant :

Lorsque k est petit, la pente ;l—]i (N*) est négatif, donc (N*, P*) est GAS.
Comme k augmente, la pente devient positif et un cycle limite stable apparait
autour de I’état d’équilibre instable (N*, P*). Comme k augmente d’avantage la
pente devient négatif et ’équilibre (INV*, P*) revient a 1’état stable.

S
-

Fig. 2.14 : Le comportement de (N*, P*) suivant la croissance
de k

Alors, pour k assez grand le comportement oscillatoire disparait (Figure 2.14).
(Cette disparition du cycle limite pour k grand ne peut se produire dans le modéle
de réponse fonctionnelle de Holling type II).
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2.3 Formulation générale du modéle de Lotka-

Volterra

Depuis le modele (2.6) de Lotka-Volterra, de nombreuses études ont contribué
a exprimer de différentes maniéres les taux de croissance des populations et leurs
interactions. Les systémes proie-prédateur ainsi générés exhibent des dynamiques

trés variées.

2.3.1 Le modéle de Gause généralisé

La premiére généralisation du modele de Lotka-Volterra (3) est due & Gause
en 1934 [24], il s’agit du systéme :

dN
— = aN - Ph(N
- = aN = Ph(N)
dP
— = P(®h(N)—-d
— = PRV -d)

Pour le rendre plus réaliste, le modéle de Gause a pris une formulation plus
générale qui incorpore la croissance logistique de la proie en ’absence de préda-
teurs (voir [23], [72] et [81]), il s’agit du systéme

dN

—= = Ng(N) = Ph(N) (2.17)
dP
S = POR(N) =)

ou N(t) et P(t) désignent respectivement les densités de proies et de prédateurs
a 'instant t.

Les fonctions g et h sont définies comme suit :

e g(N) est le taux de croissance de la population proie en I’absence de pré-
dateurs, elle est continue et différentiable pour N > 0 et vérifie g (0) > 0 et si

I’environnement a une capacité de portée, il existe k£ > 0 tel que
g(k)=0et (N—k)g(N)<O0pour N #k

cette derniere hypotheése est biologiquement réaliste.

e h(N) est la réponse fonctionnelle du prédateur, i.e. le nombre de proies
consommées par unité de temps par un prédateur, elle est positive, continue et
différentiable pour N > 0 et vérifie : h (0) =0 et A’ (N) > 0 pour N > 0.
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e v et d sont respectivement, le taux de conversion de la biomasse de proies
en prédateurs et le taux de mortalité du prédateur en ’absence de proies.

Les formes particuliéres choisies pour les fonctions g et h contiennent une
quantité importante d’informations biologiques et sont déterminantes pour la

dynamique du systéeme étudié.

2.3.2 Le modéle de Kolmogorov

Dans [45] Kolmogorov a développé un systéme plus général que celui de

Gause, il s’agit du systéme

dN

a = Nf(N,P) (2.18)
dP

E = Pg(N,P)

ce modele a été ensuite I’'objet de plusieurs extensions par Rascigno et Richardson
[65], May [57] et Albrecht et al [2].
Les foncions f et g sont respectivement les taux de croissance des deux popu-
lations NV et P, elles sons de classe C' [0, +-00] et vérifient les conditions suivantes :
1. Pour une densité fixe de proies, le taux de croissance de la population
de proies N diminue par la croissance de la population de prédateurs P. Cela
of

a5 (V. P) <0

2. Pour une densité fixe de prédateurs, le taux de croissance de la population

conduit a la condition

de prédateurs P augmente par la croissance de la population de proies N. Cela
conduit a la condition 5
g
—— (N,P)>0
oy Vo L)

3. Pour de petites densités des deux populations, la population de proies croit
et par conséquent on a
f(0,0) >0

4. 1l existe un nombre suffisant de prédateurs pour lequel, un petit nombre

de proies ne peut croitre plus longtemps. Cela conduit & la condition
JA > 0 tel que f(0,A) =0
5. Le milieu admet a capacité de portée limité. Cela conduit a la condition

dB > 0 tel que f (B,0) =0
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6. S’il existe un nombre suffisant de proies, le nombre de prédateurs croit,

sinon il décroit. Cela conduit a la condition
3C > 0 tel que g (C,0) =0

7. D’aprés Kolmogorov [45] et Rascigno et Richardson [65], si B < C, les
prédateurs sont en extinction et les proies saturent le milieu (cela est aussi vrai
pour le modele de Gause). Cependant, pour avoir une coexistence entre les po-

pulations de proies et prédateurs, il faut assurer que C' < B.



Chapitre 3

Systéme proie-prédateur avec

cycle limite

L’objet du chapitre

Dans un systéme proie prédateur, un cycle limite est une orbite fermée isolée
qui n’appartient pas & une famille continue d’orbites fermées telles que celles du
systéme Lotka—Volterra (2.6) illustrées dans la Figure 2.4. Nous avons vu dans
le chapitre 2 (section 2) que le modeéle de Lotka-Volterra n’admet un cycle limite
que dans une version modifiée par ’écologiste canadien Crawford Holling.

Dans ce chapitre nous présenterons les principaux résultats de I’étude qua-
litative du systéme généralisé de Gause exhibant des cycles limites, a savoir
I’existence, la stabilité globale de I’équilibre positif, la non existence et 'unicité

de cycles limites.

3.1 L’histoire des cycles limites

Dans cette thése on s’intéresse plus particulierement & un aspect important
de la théorie qualitative des systéemes différentiels planaires, & savoir les cycles
limites. Il s’agit de solutions périodiques isolées dans ’ensemble de toutes les
solutions périodiques d’un systéme différentiel autonome plan donné. Ils sont
représentés dans le plan de phase par des courbes fermées simples et lisses. Les
autres solutions se rapprochent des cycles limites ou s’en éloignent asymptotique-
ment lorsque le temps croit indéfiniment, il s’agit 1a de stabilité ou d’instabilité

des cycles limites.

47
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Le concept de cycles limites parait pour la premiére fois dans les fameux
articles de Poincaré [64] (1881, 1882, 1885, 1886).

Puis au début du 20éme siécle, dans le 2éme congres international de Ma-
thématiques en 1900 & Paris, David Hilbert [32] a présenté son célebre exposé
intitulé "Probléemes Mathématiques".

La 16éme de ses 23 probléemes s’était de déterminer le nombre maximal de

cycles limites existants pour le systéme différentiel suivant :

dx

- _p

5 (2, 9)
dy

E = @ (x,y)

on, P, (z,y) et @, (x,y) sont des polynomes de degré < n.

L’étude des cycles limites inclus deux aspects : le premier, c’est ’existence,
la stabilité, le nombre et la position relative des cycles limites, le deuxieme est
la création et la disparition des cycles limites selon la variation des paramétres
du systeme, ( ¢ a d. la bifurcation).

La détermination du nombre et de la position relative des cycles limites est
une affaire délicate et les résultats connus sur le sujet ne sont pas assez. C’est
pour cette raison que le 16éme probléme de Hilbert reste ouvert méme pour le
cas n = 2, apres plus d'un siecle, malgré que récemment d’importants progres
sont faites (voir [4],[42],[25],[49],[69]).

Pour I'existence et la non existence des cycles limites, ils existent quelques an-
ciens résultats largement appliqués, tels que le théoréme de Poincaré-Bendixson,
le critére de Bendixson et le critére de Dulac (voir chapitre 3). Mais pour le
probléme d’unicité, la situation est plus compliquée et demande beaucoup plus

d’estimation exacte.

3.1.1 Le systéme de Liénard
En 1926, le hollandais van der Pol [77] a proposé I’équation différentielle
i+p(®-1)i+z=0(u>0) (3.1)

pour décrire les oscillations d’un circuit électrique et a montré que I'orbite fermée

de I’équation dans le plan de phase est un cycle limite comme celui considéré par
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Poincaré (voir figure 3.1)

—-
et =

Fig 3.1 : Cycle limite de l'oscillateur de Van der
Pol

En 1928, l'ingénieur frangais A. Liénard [50] a généralisé 'équation (3.1) et

a étudié le probléme des cycles limites de ’équation qui porte son nom :
T+ f(x)i+g(x)=0 (3.2)

qui est équivalente au systéme différentiel

d_ﬁﬁ =Y
t (3.3)
W_ )y -g@)

dt

ou par la transformation de Liénard y = £+ F () , tel que F' (z) = fom f(s)ds,

au systeme

dx
—=y—F(x
i, y=F@ (3.4)
a9 (x)
ou son équivalent ;
x
E:—Q—F(I) (3.5)
dy :
a g(z)

Les systémes de Liénard (3.4) et (3.5) peuvent étre généralisé respectivement

aux systémes différentiels suivants

dx

=) - F ()

dy _
dt

(3.6)
—g(z)
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et J

S 4y~ F(x)
dy
W_

Les systémes (3.6) et (3.7) ne sont pas équivalents si ¢ (y) n’est pas impaire.

(3.7)
g9 ()

L’existence et I'unicité des cycles limites de I’équation de Liénard sont étudiés
par plusieurs auteurs, par exemple, (Liénard [50], dragilev [17], Filipov [19],
Levinson and smith [48], Sanone [70], Zhang [83, 84], Kuang et Freedman [46],
Huang et Sun dans [39], Ye, et al [80]).

Posons G (z) = fom g (s)ds, et dans toute la suite, on suppose que f et g de
classe C''. C’était Liénard [50] qui a donné le premier résultat sur ’existence et

I'unicité des cycles limites du systéme (3.4), il s’agit du théoréme suivant :

Théoréme 3.1.1 (Liénard) On suppose que les hypothéses suivantes sont sa-
tisfaites :

1. g(z) ==,

2. f paire,

3. Il existe 6 > 0 tel que f (z) < 0 pour |z| <0 et f(x) >0 pour |x| > J,

4. F (£o00) = +00.

Alors le systéme (3.4) (ou (3.5) ) posséde un cycle limite unique stable autour de

l'origine.

3.1.2 L’existence de cycles limites pour le systéme de Lié-
nard

En 1952, Dragilev [17] a démontrer un théoréme d’existence de cycles limites

pour le systéme (3.4) sans exiger la parité pour f et g en supposant f (0) <0

Théoréme 3.1.2 (Dragilev ) On suppose que les hypothéses suivantes sont sa-
tisfaites :

1. g(0) =0 et g (z) > 0 pour x # 0 et G (£oo) = +o0;

2. 2F (x) <0 pour x # 0 et |x| suffisamment petit ;

3. Ils existent M > 0 et K > K’ tels que

F(z) > K pour x > M et F () < K' pour x < —M

alors le systéme (3.4) posséde un cycle limite stable autour de [’origine.



3. Systéme proie-prédateur avec cycle limite 51

En méme année, Filippov [19] a démonté un résultat sur 'existence de cycles
limites pour le systéme (3.4) différent de celui de Dragilev, en faisant un chan-

gement de variables aux fonctions F' (x) et G (x) comme suit :

21 = G(x) et Fy(z)=F(x) pour z > 0
2z = G(x) et Fy(22) = F (x) pour z <0

Théoréme 3.1.3 (Filippov) On suppose que les hypothéses suivantes sont sa-
tisfaites :

1.xg(xz) > 0 pour x # 0 et G (£oo) = +oc;

2. Pour z suffisamment petit (0 < z <), on a Fy (2) < Fy(2) et Fy (2) < ay/z
et [y (2) > —ay/z pour 0 < a < 2v/2;

3. 1l existe zg > 0 tel que

/OZO (FL(2) — Fy (2))dz > 0
et pour z > zp, on a
Fi(2) > F(2), Fi(2) > —av/z et Fy(2) < ay/z
Alors le systéme (3.4) posséde des cycles limites stables.

En 1980, Huang Ke-cheng [38] a généralisé le théoréme de Dragilev pour le
systéme (3.6) dans le cas ou ¢ (z) admet une autre racine non nulle et ¢ (y)

vérifie les conditions

yo (y) > 0 pour y # 0 et ¢ (—o0) = —00, ¢ (+00) = 400

3.1.3 L’unicité de cycles limites pour le systéme de Lié-

nard

En 1942, Levinson et Smith [48] ont prolongé le théoréeme de Liénard au cas

ol g (z) est une fonction continue non linaire qui vérifie :
zg (x) > 0 pour z # 0 et G (£00) = +00

sans exiger que f (z) soit paire, il s’agit du théoréme suivant :
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Théoréme 3.1.4 (Levinson et Smith) On suppose que les hypothéses sui-
vantes sont satisfaites :

1. zg (x) > 0 pour x # 0 et G (£00) = 400,

2. 1l existe 6 > 0 tel que f (x) < 0 pour |x| < 0 et f(x) >0 pour |x| > 9,

3. F (£o0) = 0.

Alors le systéme (3.4) (ou (3.5)) posséde un cycle limite unique stable autour de

l"origine.

En 1949, Sansone [70] a démontré le théoréme le Liénard en négligeant ’hy-

potheése 2 et en la changeant par I’hypothése suivante :
il existe a > 0 tel que F'(a) = F (—a) =0
il s’agit du théoréme suivant :

Théoréme 3.1.5 (Sansone) On suppose que les hypothéses suivantes sont sa-
tisfaites :

1. g(z) ==,

2. il existe a > 0 tel que F (a) = F (—a) =0,

3. Il existe 6 > 0 tel que f (z) < 0 pour |z| < 0 et f(x) >0 pour |x| >4,

4. F (£o00) = +00.

Alors le systéme (3.4) (ou (3.5) ) posséde un cycle limite unique stable autour de

l'origine.

En 1958, Zhang [83] a démontré le théoreme d’unicité de cycles limites pour
le systeme (3.7), tandis que la version anglaise de la démonstration n’a pas vu

le jour qu’en 1986 [84], il s’agit du théoréme suivant :

Théoréme 3.1.6 (Zhang) On suppose que (3.7) vérifie les conditions suivantes :
1. g est de classe C* et xg (z) > 0 pour x # 0, G (+00) = +00;

2. F(0) =0, f est continue et la fonction /(@)
g(x)
f(x)

g(x)
3. ¢ est de classe C' et yo (y) > 0 poury # 0, ¢ (Fo00) = +oo et ¢}, (0) .4, (0) # 0

quand f(0) =0 ’

alors le systéme 1(3.7) admet au plus un cycle limite, stable s’il existe.

est croissante sur |—oo,0[ U

10, +o0 et

# const pour 0 < |z| << 1;

En 1969, Cherkas et Zhilivich [11] ont détendu les conditions du théoréme de

Zhang dans le théoréeme suivant :
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Théoréme 3.1.7 (Cherkas et Zhilivich) On suppose que (3.7) vérifie les condi-
tions suivantes :

1. g(0) =0, zg (x) > 0 pour x # 0;

2. ¢ de classe C et ¢/ (y) > 0,F (0) =0 et f(0) <0 (> 0)

3. lls existent deux réels a et (3, tels que la fonction

fi(@) = f(x) +g(x) (a+ BF (2)) (3.8)

admet deuz racines simples r1 < 0 < xo et f1 (z) <0 (> 0) pour x1 < z < xq,

fi ()
g9 (x)

4. la fonction est croissante ( décroissante ) pour a1 < x < Tp 0U To < T <

bl)
5. tous les cycles limites contiennent l'intervalle [z, z5] .

Alors (3.7) admet au plus un cycle limite stable (instable), s’il existe.

Dans ce théoréme, les auteurs supposent 1’existence de deux cycles limites et
utilisent la méthode de comparaison entre deux intégrales de la divergence du
champs de vecteurs du systéme (3.7) au long de ces deux cycles limites et arrivent
a la fin & une contradiction. Vu I'importance de cette méthode, on propose de
présenter la démonstration de ce théoreme donnée par Kuang et Freedman dans
[46].

Preuve. On considére le cas f (0) < 0. L’origine O (0,0) est 'unique point
d’équilibre du systéme (3.7) et il est instable.

On suppose qu’ils existent deux cycles limites I'; et I'y tels que I'; est le
plus proche a origine, entouré par I'y. Soit (z (¢),y (t)) une solution de (3.7), la

formule de Green donne :
$o@a=0. ¢ g@ot)d=vet § 90w +F@]d=0.i=12
T; T; T

Donc d’apres (3.8), I'intégral de la divergence —f (z) de (3.7) le long I'; vérifie :
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on va démontrer que I, < [1. A cet effet, on considére la figure 3.2, par la formule

de Green, on a :

_ _ fi(z)
ElEfl (w) dt DAf1 (w)di = j{ElEADEl ()dy

= //sldrc <fl>dxdy>0

g __hl) g,
fi@ydt— [ fi(w)dt f{¢( )+ F (2)

/
s [0 (y) + F (z)]
tels que S et Sy sont les deux régions délimitées par les deux courbes fermées
E\FADE, et A1B;BAA; respectivement.

A1 B1

Figure 3.2 : Shma de dmonstration

De fagon similaire, on a :

fi(z)dt > / fi(z)dt
BC

fi(lz)dt > / fi(z)dt
cD

De plus, on a les inégalités évidentes suivantes :

fi (@) dt >(LléAﬁ¢wﬁ>0

B1K

fi(@)dt > o0, LEﬁmﬁ>0

K1Cq
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en conclusion on obtient /5 < [;.I'; est intérieurement stable puisque 'origine
est instable. Par le critére de stabilité de Poincaré, on a I; < 0, d’ou I, < 0. Si
I'yest extérieurement stable, I's doit étre intérieurement instable d’ou Iy > 0 ce
qui contredit le fait que I3 < 0, donc I'; n’existe pas.

Si I'; est semi stable. On suppose 5 > 0, on construit le systéme dépendant

d’un parametre 7y, suivant :

dx _
ar :d;¢ (y) — F'(z) (3.9)
%:9(53)
tel que @)
F(x) six <zo
F(z) = x B
o {F(rv)ww/ (§ —x2) g (§)dE sl x> wy

Les systémes (3.7) et (3.9) sont identiques dans le demi plan = < z5 et (3.9) forme
une famille de champs de vecteurs rotatifs suivant v dans le demi plan x > x»,
d’ou dans tout le plan. D’aprés le théoréme du champ de vecteurs rotatifs (voir
[82]), I'y se divise en deux cycles limites du systéme (3.9), I'; stable et T'; instable
pour 0 < v << 1. D’ou [, <0etly, >0 cequi contredit le fait que I, < I, (l_,
est I'intégral de la divergence —f (x) de (3.9) le long T, i = 1,2). Donc I'; est
stable, ce qui termine la démonstration. m

En 1988, Kuang et FEeeidman [46] ont modifié le théoréme de Zhang en exi-
f(x

g9 (x)
—o0 < a1 <0 < asy < +o0 a condition que tous les cycles limites soient conte-

geant la croissance de dans un intervalle plus général |ay,0[ U |0, aq[ avec

nus dans la bande |y, as[ X R (dans le théoreme de Zhang cette condition est

évidente).

Théoréme 3.1.8 (Kuang et Freedman) On suppose que (3.7) vérifie les condi-
tions suivantes :

(Hy) g(0) =0, xg (z) > 0 pour z # 0,

(Hs) F(0)=0, f(0) <0 et la fonction /(@) est croissante sur oy, 0[ U J0, as],

g9 ()
(Hs) ¢(0) =0 et yo (y) >0 poury # 0,

(Hy) tous les cycles limites sont contenus dans la bande |y, as| x R

Alors le systéeme (3.7) admet au plus un cycle limite, stable s’il existe.

uant au systéme (3.6), les conditions d’unicité de cycles limites sont propo-
Y Yy

sées en 1994 par Huang et Sun [39] dans le théoréme suivant
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Théoréme 3.1.9 (Huang et Sun) On suppose que (3.6) vérifie les conditions
sutvantes :

(Hy) zg (x) > 0 pour x # 0 et G (oo) = +00

(Hy) ¢(0) =0, ¢ (y) est strictement croissante et ¢ (£o0) = 00 pour y # 0
(Hs) ils existent v1 < 0 < xq tels que F (z1) = F (x3) = F(0) =0, zF (z) <0
poury <x <0 oul <z <xzyetM>0,K, Ky (K> Ky) tels que F (z) > K
pour x > M, F (z) < Ky pour v < —M

(Hi) G (z1) = G (22)

Alors le systéme (3.6) admet un cycle limite unique stable.

Tout au long du reste de cette thése et pour des habitudes mathématiques,
nous identifierons dans nos modéles la densité de la population de proies par x au
lieu de N et celle de prédateurs par y au lieu de P. Nous limiterons notre étude
qualitative & tout systéme proie-prédateur appartenant a la classe du systéme

généralisé de Gause suivant

L = ag@) - yh(o) (3.10)
Y = @) - a)

3.2 Existence de cycles limites pour le systéme

de Gause généralisé

En deux dimensions, il est bien connu pour les systémes proie-prédateur que
I’existence et la stabilité d’un cycle limite est liée a 'existence et la stabilité
d’un équilibre positif (c.a.d. a Uintérieur du 1¢" quadrant). Si un tel équilibre
est instable, il doit se produire au moins un cycle limite. En 1972 May [57] a
affirmé que dans les conditions de Kolmogorov, un unique cycle limite stable doit
exister. En réponse a cette affirmation, Albrecht et al. [2] a construit un systéme
prédateur-proie satisfaisant les conditions de Kolmogoroff pour lesquelles il existe
de nombreuses solutions périodiques qui remplissent une région entre deux cycles
limites.

Dans (3.10), p et d sont respectivement, le taux de conversion de la biomasse
de proies en prédateurs et le taux de mortalité du prédateur en 1’absence de

proies.
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g(x) et h(z) sont respectivement, le taux de croissance de la population proie
en I'absence de prédateurs et la réponse fonctionnelle du prédateur, i.e. le nombre
de proies consommeées par unité de temps par prédateur. Elles vérifient les condi-
tions suivantes :

H1. ¢ (0) > 0, g(z) est continue et différentiable et si ’environnement admet

une capacité de portée, il existe k > 0 tel que ¢’ (k) < 0 et
g(k)=0et (x—k)g(x) <0pourz #ket

cette dernieére hypothése est biologiquement réaliste.
H2. h(x) est positive, continue et différentiable pour x > 0 et vérifie : h (0) =
0et ' (x) >0 pour z > 0.

3.2.1 Analyse du portrait de phase du systéme de Gause
Existence de points d’équilibre

Il est clair que le systéme (3.10) admet un équilibre en Ey = (0,0) et E; =
(k,0). Nous supposons que le systéme (3.10) admet un point d’équilibre positif
E* = (z*,y*) (c.a.d. alintérieur du premier quadrant du plan), car autrement, la

population des prédateurs tend a I'extinction (figure 2.10) [23, chapitre 4]. Pour
assurer l’existence d’un tel point, I'’équation h (z) = — doit avoir une solution

positive (qui sera unique par H2). En outre, cette valeur x* doit étre inférieure

a celle de k autrement y* est négative. Par conséquent, nous supposons

d
H3. Il existe 0 < z* < k telle que h (z*) = —.
i
z*g (z*) . ., . B . o
@) solution de ’équation zg () —yh (x) = 0 en x* est définie
x*

et positive. Par conséquent E* est un point d’équilibre positif.

Alors y* =

Stabilité des points d’équilibre

Pour analyser la stabilité des points d’équilibres de (3.10), on calcule sa ma-

trice Jacobienne, on a

g — (9@ @ = @) k()
Y jyh! () ph (2) — d

Avant d’analyser la stabilité de Ey et Eq, on a le lemme suivant
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Lemme 3.2.1 Les axes de x et de y sont invariants par le systéme (3.10).

Ce lemme affirme que toute trajectoire du systéme (3.10), dont la valeur

initiale est sur l'axe des x (resp. sur l’axe des y) reste sur Uaxe des x (resp. sur

o= (70 4)

Par H1, les valeurs propres A\; = g (0) > 0 et Ay = —d sont réels de signe opposé,

laxe des y).

1. Pour Ejy, on a

alors Ej est un col (point selle) instable. Il est clair a partir de la seconde équation
de (3.10) que les trajectoires sur I'axe des y tendent vers lorigine (c.a.d. en
I’absence de proie, les prédateurs s’éteignent) et de la premiére équation de (3.10)
que sur 'axe des z et pour petit x, les trajectoires sont loin de l'origine (c.a.d.
pour un petit nombre de proies et des prédateurs, la densité de la population
des proies augmente), (voir Fig. 3.3).

2. Pour E1, on a

JE.0) = ( kg (k) —h (k) )

0  ph(k)—d

Par H1 et H3, les valeurs propres sont : \; = kg’ (k) < 0 et Ao = ph (k) —d > 0,
alors E7 est un col instable. Il est clair que les trajectoires prés de (k, 0) sur axe
des x tendent vers (k,0). Ensuite, il ya une direction oblique par rapport a I’axe
des z (par le col (k,0)), dans lequel les trajectoires sont loin de (k,0) (voir Fig.
3.3).

R N

(0, 0) (K, 0) X

Figure 3.3 : Les trajectoires du systéme (3.10) le long des axes et pres de (0,0)
et (k,0)
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Avant d’analyser la stabilité de E*, on a le lemme suivant
Lemme 3.2.2 L’intérieur du premier quadrant, soit
R% = {(z,9): 0 < 2 < 400,0 < y < +00}
est invariant par le systéme (3.10).

Ce lemme affirme que toute trajectoire du systéme (3.10), dont la valeur ini-
tiale est a l'intérieur du premier quadrant reste a I'intérieur du premier quadrant.
3. Nous arrivons maintenant & 1’équilibre le plus important, a savoir E* =

(z*,y*), on a

o 4
py*h' (z7) 0
@) =)+ @) =o' (0

DetJ (z*,y*) = dy*h' (x*) et TrJ (z*,y*) = 0 ()

Par H2, on a DetJ (z*,y*) > 0 et comme les valeurs propres \; de J (z*, y*)

sont données par

5() , VO ) —adyh (@)
2 2
il est clair que le signe des parties réelles Re (\;) coincide avec le signe de ¢ (*).

De cela, nous pouvons arriver aux conclusions suivantes :

Si (6 (2*))* — 4dy*h' (z*) > 0, on a

E* est un noeud asymptotiquement stable si § (z*) < 0, noeud instable si § (z*) > 0
Si (6 (z*)) — 4dy*h (z*) < 0, on a

E™ est un foyer asymptotiquement stable si 0 () < 0, foyer instable si ¢ (z*) > 0

Le cas ou § (z*) = 0 est indécis, dans un tel cas E* peut étre soit un centre

soit un foyer stable ou instable.
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Analyse du plan de phase du systéme (3.10)

On suppose que le systéme (3.10) vérifie les conditions H1, H2 et H3. Dans
[23, chapitre 4], Freedman a donné une analyse générale du plan de phase pour
le systéme (3.10). Vu I'importance de cette analyse, on va la réorganiser dans les

deux lemmes ci-dessous :

Lemme 3.2.3 La direction du champ de vecteurs dans le plan de phase du sys-

teme (3.10) est dans le sens inverse des aiguilles de la montre.

Preuve. Nous divisons le premier quadrant du plan de phase en cinq zones

définies comme suit :

Ry = &%wiﬁ<x<my>x%3}

h
2%)

Ry, = {(:U,y):()<a:<w*, y >

zg (v)

Ry = O<zrx<a’, 0<y<

{(w y)
R, = {(:U,y):x*<a:<k:,0<y<mg(x)
{(z,y)

Ry = cx >k, y>0}

d
On va analyser le plan de phase en considérant d—y, qui est obtenu a partir du
x
systéme (3.10) en éliminant ¢. Cela donne

dy _ y(uh(z)—d)
dr ~ 2q(7) — yh(x)

(3.11)

d d
Nous considérons d’abord i sur les isoclines. Sur I’isocline du prédateur —i =0,

x
les orbites traversent l’isocline du prédateur horizontalement. En outre, puisque

dx xg (z) dx zg (x)
— >0 t — <0
o > O poury < WD) et - < 0 pour y > h ()

de la zone R; a la zone Ry et de la zone R3 a la zone R,4. Sur l'isocline de la

, les orbites traversent

dx
proie i 0, les orbites traversent l’isocline de la proie verticalement. En outre,

puisque & < 0 pour z < x* et 4y > 0 pour z > z*, les orbites traversent de

la zone R, a la zone R3 et de la zone R4 a la zone R;. On considére maintenant

d_y sur la droite x = k, qui, puisque g (k) = 0, est réduite a
T

dy d

=<0
= T ) S
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dx
et est indépendante de y. En outre, puisque T lo=r < 0, toutes les orbites

traversent © = k avec une pente négative constante de la zone Rs5 a la zone R;.

Il est facile de voir aussi que d_y < 0 dans les zones R, et R3 alors que d_y >0
x x

d
dans les zones Ry et R4. Aussi d_y < 0 dans la zone Rjs. Il est aussi clair que
x

dx dx
— < 0 dans les zones R;, Ry et Ry alors que — > 0 dans les zones R3 et Rs.
Ceci termine la représentation de la direction du champ de vecteurs dans le plan

de phase du systéme (3.10) tel qu'’il est illustré dans la figure 3.4 ci-dessous.

y i ~— =3
ko ‘i_ R1 é ™~
/LN T TR
- 1
L S S
H"'_é___ o \/f\ \i\ %,
[ L S A CHE N
R3 : R4 N
x* K x

Fig. 3.4 : Le plan de phase du systme (3.10)

Lemme 3.2.4 Les orbites de (3.10) avec des valeurs initiales positives sont po-

sitives et bornées et la bande
D={(z,y):0<z<k,0<y<+o0}
est une région attractante par le systéme (3.10).

Preuve. D’aprés ’analyse du plan de phase ci-dessus, le mouvement d’une
orbite quelconque de (3.10) est dans le sens inverse des aiguilles de la montre.
On va suivre le parcours d’une orbite qui commence son mouvement de la zone
Rs et on va montrer que cette orbite est positive et bornée et qui entre la bande

D et ne la quitte pas.
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On considére une orbite initiée dans la zone Rs. Ecrire (3.11) comme

dy — ph(r)—d

dr  xg(x) h ()
Y
alors pour = > k fixe, on a
d dy

et comme les orbites se déplacent vers la gauche,

dy
— — su < =<0
K ksugmh(U,) ~dx —

tant que l'orbite reste a la droite de k. Cela implique que toutes les orbites
initiées dans la zone Rj5 bougent vers la gauche avec une pente bornée et par
conséquent, elles doivent franchir x = k vers la zone R; en temps fini.

On considére maintenant une telle orbite traversant x = k vers la zone R,

en y = Yy, ou y; > max 29 ()
’ 0<a<k h(z)

mouvement vers la gauche avec une pente négative. De H1, on a

. On note I' cette orbite. Alors I' continue le

s ph(x) —d < dy <
w* <<k, y>y1 M — h(x) dx
Y

pour I' tant qu’elle reste dans la zone R;. Par conséquent I' doit traverser l'iso-
cline du prédateur x = x* en temps fini dans la zone Ry. Dans Ry, I' continue a
gauche mais avec une pente positive. Comme elle ne peut pas couper ’axe des y,
elle doit traverser l'isocline de la proie dans la zone Rs3. De cette zone, elle doit
passer a la zone Ry, car elle ne peut pas encore couper 'axe des z. Maintenant,
puisque une fois de plus elle a une pente positive et ’équilibre E; = (k,0) est
un col (hyperbolique), I' traverse une deuxiéme fois l'isocline de la proie vers la
zone R, au-dessous de y; ; par conséquent, puisque [ ne peut pas se croiser, la

spirale vers 'intérieur doit se poursuivre. Ceci est bien illustré dans la figure 3.5
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et achéve la démonstration.

Fig. 3.5 : Solution positivement borne de
(3.10)

3.2.2 Existence de cycles limites pour le systéme (3.10)

Il existe différentes techniques pour établir I'existence de cycles limites, (voir,
par exemple [23], [20], [21]). Le théoréme de Poincaré-Bendixon (voir chapitre 2)
est I'un des théorémes les plus connus pour montrer ’existence de cycles limites
d’un systéme autonome d’équations différentielles en deux dimensions.

En appliquant ce théoréme, Freedman ([23]) a donné le théoéme suivant

Théoréme 3.2.1 On suppose que (3.10) vérifie les conditions H1, H2 et H3.
Si EY est instable, alors (3.10) admet un cycle limite a lintérieur de la bande
D={(r,y):0<x <k, 0<y<+oo} et qui entoure E.

Preuve. D’aprés les quatre lemmes ci-dessus et de la proposition 2.1.1 du
Chapitre 2 (voir [12]), on déduit que la w-limite w (I'*) de toute orbite I" de (3.10)
est non vide, compacte et connexe et est contenu dans la bande D qui contient
le point d’équilibre E* dans son intérieur. D’apres le théoréme de Poincaré-

Bendixson, si E* est instable, w (I'") doit étre un cycle limite a l'intérieur de la
bande D. =
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3.2.3 La stabilité globale de E* et la non existence de

cycles limites

Si E* est asymptotiquement stable, il peut exister des cycles limites, le plus a
I'intérieur de laquelle doit étre instable de l'intérieur et le plus externe doit étre
stable de 'extérieur. Si les cycles limites n’existent pas dans ce cas, I’équilibre
est globalement asymptotiquement stable.

La question de la stabilité globale dans les systémes prédateur-proie est un
probléme mathématique intéressant. Lorsque le systéme a un équilibre positif
unique, il est souvent supposé que la stabilité asymptotique locale et globale de
I’équilibre sont équivalentes. On suppose dans la suite de cette sous-section que
E* est asymptotiquement stable.

Plusieurs méthodes ont été utilisées pour prouver la stabilité globale de I’équi-
libre positif unique d’un systéme prédateur-proie. Dans [27] et [36], les auteurs
ont construit une fonction de Lyapunov pour le systéme prédateur-proie et ont
établi la stabilité globale par le principe d’invariance de LaSalle (voir [29]). 11

s’agit des deux théorémes ci-dessous

zg (z)
h (@) Y } (x —2*) < 0 pour x € [0,k], alors est

globalement asymptotiquement stable (GAS) dans le premier quadrant.

Théoréme 3.2.2 5i [

Ce théoreme affirme que si la partie de l’isocline de la proie

est situé au dessus de la droite y = y* ou la partie de l'isocline de la proie

N ()

est situé au dessous de la droite y = y*, alors E* est GAS.

Les conditions H1 et H2 sur g (x) et h () donnent peu de renseignements sur

xg (x
I’allure de l'isocline y = lf] (( )) , ce qui empéche le théoréme ci dessus de couvrir
x
tous les cas dans la littérature. Les auteurs ont ajouté la condition suivante :
g (x)

H4. L’isocline de la proie y = est de classe C? ([0, k]) et est concave

h(x)

vers le bas, autrement dit

)<O,pour0§x§k.
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et ont annoncé le théoréme suivant

Théoréme 3.2.3 Si Hy est vérifiée alors E* est globalement asymptotiquement
stable.

La deuxiéme méthode consiste a utiliser le critére de Dulac pour éliminer
I’existence d’orbites périodiques et de prouver la stabilité globale par le théoréme
de Poincaré-Bendixson. Les lecteurs intéressés peuvent consulter [37], [47] et [12].
Motivé par le théoréme ci-dessus, Kuang a corrigé dans [47] un argument dans

la démonstration et propose le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.4 On suppose qu’il existe 5 > 0 tel que

h(x)dijU (xi(%)) + B (ph(z) —d) <0 pour 0 <z <k

alors E* est globalement asymptotiquement stable.

Dans [53], Liu a exigé que g (z) € C*[0,+00) dans H1 et i (z) € C*(0,400)

dans H2. En posant R (z) = ﬁ, F(x) = x};q((xx)) et o (z) = ];/,((xx;

, Liu a

proposé le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.5 Supposons que ¢ (x) satisfait la condition

(x —a") [p(2) = (z%)] >0

pour 0 < z < k, x # x*. Alors le systéme (3.10) n’admet pas de cycles limites si

et seulement si F' (z*) < 0.

La troisiéme méthode est la méthode de comparaison. Dans [10] et [22], les au-
teurs ont fourni quelques critéres importants et efficaces pour la stabilité globale
de I’équilibre positif par la méthode de comparaison. La méthode est essentielle-
ment géométrique, les auteurs comparent les trajectoires du systeme a celui d’'un
systéme auxiliaire qui est obtenu par réflexion "miroir". La méthode a été géné-
ralisée par Kuang dans [47] et Liou et Cheng dans [51] pour le systéme (3.10) et
ont abouti & un résultat similaire au théoréme 3.2.1 de Hsu [36].

La quatriéeme méthode est la méthode d’analyse de la stabilité de cycle limite.
L’idée de cette méthode est de prouver la non-existence de solutions périodiques

par contradiction. En supposant qu’il existe des orbites périodiques, et qu’on
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peut montrer qu’elles sont toutes orbitalement asymptotiquement stable. Alors
il existe un cycle limite unique et qui contient dans son intérieur un équilibre
positif localement asymptotiquement stable, ce qui conduit a une contradiction.
Cheng, Hsu et Lin [10] ont été les premiers & démontrer la stabilité globale par

cette méthode dans le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.6 On suppose que

d (r(w)—r(x*)

S [ A S <z<k
e h(x)_h(x*))<0p0ur0_x_ ,

ol

v (36)

alors E* est globalement asymptotiquement stable.

3.3 Unicité de cycles limites pour le systéme de

Gause généralisé

Depuis les travaux de May [57] et Albrecht et al. [2], la détermination des
conditions qui garantissent 'unicité des cycles limites dans les modéles prédateur-
proie est demeurée un probléme remarquable dans la modélisation mathématique
des systémes écologiques. Au cours des quarante derniéres années, plusieurs résul-
tats concernant la démonstration de I'unicité de cycles limites ont été obtenus.
Deux approches essentielles ont été adoptées et qui se sont proposées presque

dans la méme période.

3.3.1 L’unicité par la symétrie de I’isocline de la proie

Dans [37], Hsu et al. ont conjecturé que si * < Zyayx = 5 le systeme de

Rosenzweig-MacArthur (voir chapitre 2)

dx x axy
Rl 1—2) — 11
dt rx( k) b+ x (3:11)

@_ ca:_d
a - I\boras

a un cycle limite stable, ol x,.x est la valeur pour laquelle I’isocline de la proie

admet un maximum dans |0, k[. Cette conjecture a été confirmé par Cheng [9]



3. Systéme proie-prédateur avec cycle limite 67

qui était le premier & démontrer 'unicité de cycles limites de (3.11) en utilisant
la symétrie de l'isocline de la proie par rapport a son maximum, il s’agit du

théoréme suivant

Théoréme 3.3.1 Siz* <

unique et stable.

, alors le systéme (3.11) posséde un cycle limite

Ajoutons aux conditions H1, H2 et H3 vérifiées par le systéme (3.10) la condi-

tion suivante sur l'isocline de la proie :
g (r)
h ()
¢ (m)=0et (x—m)¢ (z) <0 pour = # m.

En 1988, Liou et Cheng [52] ont développé une méthode de réflexion de [9]

pour étendre la classe des modeéles prédateur-proie pour laquelle I'unicité de cycle

HS5. Pour l'isocline de la proie ¢ (z) = , il existe m € 10, k| tel que

limite est assurée. Ils ont étudié le systéme de gause (3.10) pour h (z) = = (d’on

¢ (r) =g (x)). Il s'agit du théoréme suivant

Théoréme 3.3.2 On suppose dans (3.10) que
(i) ¢' (z*) > 0
(i) 4 (M> <Opour0 <z <a* etz <ax<k, ou T = ¢;' oy (v*)
de \pxr—d) — - - 2 !
et ¢y = & |jom[ €t Dy = & |jmul-
Alors le systéeme (3.10) admet exactement un cycle limite globalement asymp-

totiquement stable dans le premier quadrant.

Avec des conditions supplémentaires, Hasik [30], a donné une extension a la
démonstration de 'unicité des cycles limites de Cheng [9] pour le systéme (3.10),
en gardant la condition originale de symétrie de I'isocline de la proie par rapport
a son maximum, qui a été implicitement contenue dans l'article de Cheng. Il

s’agit du théoreme suivant

Théoréme 3.3.3 On suppose dans (3.10) que
(i) ¢' (") > 0
(it) h(z") (uh(z) —d) + h(z) (ph (') —d) < 0 pour 2’ € [0,2¢] o 2’ =

2m —x

o d (g (x) +g(x) — ¢ (x) I () :
(ZZZ)%( h(@) —d )SO,pouer—x <r<k

Alors le systéeme (3.10) admet un cycle limite unque qui est globalement

asymptotiquement stable dans le premier quadrant.



3. Systéme proie-prédateur avec cycle limite 68

3.3.2 L’unicité par transformation de Liénard

L’importance du systéme de Liénard ( voir section 3.1) est due non seulement
a sa signification et utilité physique, mais aussi parce qu’il est considéré comme
outil incontournable pour démontrer 1'unicité de cycles limites pour plusieurs
systémes différentiels qui sont différents de celui de Liénard mais qu’on peut
transformer en systéme de Liénard. Les systémes proie-prédateur présentent un
exemple trés courant.

Kuang and Freedman [46] furent les premiers suivis par Huang et Merrill
[40] qui ont transformé une classe de modeéles prédateur proie de Gause & un
systéme de Liénard généralisé, ou les résultats de I'unicité du cycle limite sont
disponibles. Leur résultat principal, réécrit pour le systéme (3.10) est le théoréme

suivant

Théoréme 3.3.4 On suppose dans (3.10) que

(i) ¢ (z*) > 0
d (h !
(i1) e (%) <Opour0<zxz<z*eta*<uz<k.
Alors le systéeme (3.10) admet exactement un cycle limite globalement asymp-

totiguement stable dans le premier quadrant.

Vu l'intérét de cette transformation, ¢a vaut la peine de voir comment ca
se passe. On va tenter de transformer le systéme (3.10) au systéme de Liénard
généralisé

= 6()~F ) 19
dv :
a9 (u)

Lemme 3.3.1 On suppose que le systéme (3.10) vérifie les hypothéses H1, H2,
H3 et H5. Alors la dynamique du systéme (3.10) dans la région

Q) ={(z,y):0<z < K,0<y<+o0}
est équivalente a celle du systéme de Liénard généralisé (3.12) dans la région

Qo ={(u,v) : —2" <u< K — 2", —00 < v < +00}
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tels que
o (uta)g(uta)
Flu) =y h(u+ x*)
¢(v) = y(e"—1)
_ ph(u+z*)—d
g(u) h(u+ x*)

Preuve. Puisque h (z) > 0, le systéme (3.10) devient

dx _zg()
hwd - ki) Y (3:13)

h%dt - (%)

et faisons le changement du temps ¢, 7 = [ h(z (s)) ds, alors (3.13) devient
0

dr  xg ()

dy ph(z) —d

ar I\ h)
Posons

r=u+z"ety=ye’ (3.15)
on a

(z,y) € & (u,v) €y

en remplagant (3.15) dans (3.14), on obtient :

du (wtat)gut+ar) .,
dr h(u+ z*)
*evd_v _ * v uh(u+x*)—d
Yeu — Y h(u+ x*)
d’ou
du (u+2*) g (u+z*)
av A ) 1
dr h(u+ o) ve (3-16)

dv ph(u+z*) —d

dr h (u+ x*)
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on réécrit (3.16) comme suit :

Z—ﬁ = —y*(e"—1)— (y _ +h$(2 i(z:)r I*)) (3.17)
dv  ph(u+z’)—d
dr h(u+ x*)

Si on définie

(u+2*) g (u+ x*)

Fu = y —

h(u+ x*)
b)) = (1)
~ ph(u+z*)—d
g(u) h(u+ x*)

le systéme (3.17) devient le systéme de Liénard (3.12), ce qui achéve la démons-
tration. m

Une généralisation du résultat du théoréme 3.3.4 est apparu dans ’article de
Hwang [41]. Son résultat, réécrit encore pour le systéme (3.10) est le théoréme

suivant

Théoréme 3.3.5 On suppose dans (3.10) que
(1) ¢’ (z*) >0

(i) lls existent o, 5 > 0 tels que Ir ((Mh (z) — d) (o + Bo (z))

) < 0 pour
0<zrz<zretz <zxz<k.
Alors le systéeme (3.10) admet exactement un cycle limite globalement asymp-

totiquement stable dans le premier quadrant.



Chapitre 4

Sur le systéme proie-prédateur
2P

avec h(r) =

L’objet du chapitre

Dans ce chapitre nous présenterons le résultat principal de cette these [7]. 11
s’agit d’étudier la non existence et 'unicité de cycles limites du systéme proie
prédateur (H,) ci-dessous qui appartient a la classe du systéme généralisé de

Gause (3.10) avec la réponse fonctionnelle de Holling généralisée de la forme :
P

a+ap
Dans [73], [74] et [75], Sugie et al. ont étudié le systéme (H,). En combinant

leurs résultats, ils ont donné des conditions nécessaires et suffisantes pour 'uni-
cité et la non existence de cycles limites du systéme (H,) pour tout réel positif
p. Dans ce chapitre nous allons donner un apercu sur leurs résultats et

1. Apporter des modifications importantes aux conditions de Sugie et al. et
reformuler de nouvelles conditions.

2. Donner une nouvelle condition suffisante pour la non existence.

3. Illustrer 'application de notre résultat par quelques exemples assistés par
des simulations numériques.

4. Montrer par des simulations numériques que pour p < 1, le point d’équilibre
positif perd sa stabilité (ou instabilité) globale et une bifurcation hétérocline peut

se présenter.

71
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4.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est d’étudier la non existence et 1'unicité de cycles

limites du modele proie-prédateur (H,) suivant

dx x yaP
dt m<1_E>_a+a¢p (Hy)
dy

_ prt
AV ERT,

ou x et y représentent la densité de la population de la proie et celle du prédateur
respectivement ; 7, k, a, i1, d et p sont des parameétres positifs (p est un réel positif
quelconque). Les paramétres sont définis comme suit :

(i) r et k sont le taux de croissance intrinséque et la capacité de portée de la
proie, respectivement ;

(ii) ¥/a est la constante de la demi saturation du prédateur, qui représente
la densité due la proie a laquelle la réponse fonctionnelle du prédateur est demi
maximale ;

(ili) p et d sont le taux de croissance maximum et le taux de mortalité du

prédateur, respectivement.
P

La fonction est une classe de réponse fonctionnelle de Holling géné-

a+x
ralisée, dite de type Il si p < 1 (de type Michaelis-Menten si p = 1) et de type
[Isip>1.

Si

. d 1/p
u>detk>x;d:f (ua—d> (E)

le systeme (H,) admet le seul point d’équilibre (z}, ;) dans le premier quadrant

I*
{(-T,y):x>0ety>0},ouy;:%(1_f)$;

Il est clair que le systéme (H,) n’admet pas de cycles limites quand (E) n’est
pas satisfaite. Dans tout ce qui suit, on suppose que (E) est vérifiée.

Dans [73], [74] et [75], Sugie et al. ont étudié le systéme (H,). En combinant
leurs résultats, ils ont donné des conditions nécessaires et suffisantes pour 'uni-
cité et la non existence de cycles limites du systéme (H,) pour tout réel positif

p dans les deux théorémes suivants :
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Théoréme 4.1.1 Pour tout réel positif p, le systéme (H,) admet un cycle limite

unique st et seulement si
2u—pp—d]a, <[p—pp—-d]k (4.1)

Théoréme 4.1.2 Pour tout réel positif p, le systéme (H,) n’admet pas de cycle

limite st et seulement st
2p—pp—d)z,>p—p(p—dlk (4.2)

Dans la section suivante nous allons apporter des modifications importantes
aux conditions (4.1) et (4.2) et reformuler de nouvelles conditions de non exis-

tence et d’unicité de cycles limites pour le systeme.

4.2 Nouvelles formulations des conditions de Su-

gie et al.

Dans [73], [74] et [75], les auteurs ont négligé dans leurs démonstrations effet
du signe dans les deux membres des inégalités (4.1) et (4.2). En effet :
Soit
0< p< S (4.3)
w—d
p—p(p—d

2p—p(p—d)
alors on peut reformuler les deux théorémes ci-dessus respectivement dans les

Par (4.3) on sait que 2u—p (u —d) > p—p(pn —d) > 0, d’ou

> 0,

deux théorémes suivants

Théoréme 4.2.1 Si (4.3) est satisfaite, alors le systéme (H,) admet un cycle

limite unique si et seulement st

x;<(“_p(“_d)>k (4.4)

2p—p(p—d)

Théoréme 4.2.2 Si (4.3) est satisfaite, alors le systéme (H,) n’admet pas de

cycles limites si et seulement si

) p—pp—d
= <2u—p(u—d)) " 45)
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Remarque 4.2.1 Du fait que

a 5> 1, U’hypothése (4.3) est équivalente a

0<p§10up>letu<(L1)d
p

On peut déduire des deux théorémes ci-dessus, une liste de conditions néces-
saires ou suffisantes d’unicité ou de non existence de cycles limites du systéme
(H,). Ces conditions sont simples & vérifier et qui ne fait pas apparaitre p expli-

citement. En effet :

p(p—d
Posons R(p) = 2‘; _];((IL — Cg) Pour tout réel positif p, on a
drR _ p(d—p)

b Cri-p-ay "

puisque p > d.
d
Si0<p<lalors R(1) < R(p) < R(0) d’on
10 < p< Lalors R(1) < R(p) < R(0) don -

donc annoncer les quatre corollaires suivants

1
< R(p) < 7 On peut

Corollaire 4.2.1 Soit p < 1. Alors
dk

>
r pd

*

est une condition nécessaire pour la non existence de cycles limites de (H,) .

Corollaire 4.2.2 Soit p < 1. St

o< Ok
P~ pu+d

est satisfaite, alors (H,) admet un cycle limite unique.

Corollaire 4.2.3 Soit p < 1. Alors

T, <

*
p

o |

est une condition nécessaire pour l'unicité de cycles limites de (Hp).
Corollaire 4.2.4 Soitp < 1. St

*
T, >

N |

est satisfaite, alors (H,) n'admet pas de cycles limites.
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p . d

lors R{ —— | < R(p) < R(1)dou0< R(p) < —.
o 1 () < RG) < RO) don0 < RO <
On peut donc annoncer les deux corollaires suivants

Sil<p<

Corollaire 4.2.5 Soit 1 <p < Ld Alors
u R—

dk

<
r pd

*

est une condition nécessaire pour 'unicité de cycles limites de (Hp) .

Corollaire 4.2.6 Soit 1 <p < Ld St
//L p—

Lo dk
Ip_,qud

est satisfaite, alors (H,) n'admet pas de cycles limites.

4.3 Nouvelle condition suffisante pour la non

existence

Remarque 4.3.1 Si (4.3) n’est pas satisfaite, ’hypothése (4.4) du théoréme
4.2.1 n'est pas vérifiée et U’hypothése (4.5) du théoréme 4.2.2 est évidente.
Soit
i
> _ 7 4.6
- (4.6)
Motivé par la remarque ci-dessus, on va démontrer que (4.6) est une condition
suffisante pour la non existence de cycles limites du systeme (H,). Il s’agit du
théoréme suivant
Théoréme 4.3.1 Sip € {Ld’ 2] alors le systéme (H,) n’admet pas de cycles
M JE—
limites.

Preuve. La stabilité locale de I’équilibre est déterminée par les valeurs

propres de sa matrice Jacobienne du systéme (H,)

p—1 D
e ——
7 _ k (a + z7) a+ xP
(IL‘7 y) - ap,uywp’l qup

—d

(a+xp)2 a+ xP
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A T’équilibre positif £* = (3:;, y;), le déterminant et la trace de J sont, respec-
tivement
prd . r 5 Pr .
Det (J) = ﬂ(,u—d) (k—a) et Tr(J) = % (k —2z}) —E(,u—d) (k—a3)
En utilisant (E) il est facile de déduire que Det (J) > 0, donc la stabilité
locale de E* dépend du signe de T (J). En effet

Tr(J) = H(/f—x;;) (1-%@-@)—%}
- P () -4l
< /%(u—d)(k—w;)(ﬁ—p)

De (4.6) on a Tr(J) < 0 alors (x},y%) est localement asymptotiquement
stable.
i

Pour démontrer la non existence des cycles limites quand p > 7 on

applique le théoréeme de Dulac. On définit la fonction de Dulac par B (z,y) =
yafl
xP

dr o, dy y! \ ,
de vecteurs BE’ BE est —-0Q (x), ou Q (z) € C* (0, +00) donnée par
x

(a + xP), on v est un nombre réel a déterminer. La divergence du champs

Q) =2 4 (r+a(p—d)a?+ 5 (p—2) o~ alod +r(p—1)

De Planalyse du plan de phase et le fait qu'un cycle limite de classe C' doit
contenir un point d’équilibre dans son intérieur, on voit que tous les cycles limites
de (H,) se trouvent dans la bande D = {(z,y)| 0 < z < k,0 < y < +o0}. Pour
appliquer le théoréme de Dulac dans cette bande, on veut montrer que pour
certains o convenablement choisis, @ () < 0 pour tout x € ]0,k[ et @ (z) n’est

pas identiquement nulle sur chaque intervalle de . Afin d’étudier le signe de
Q (x), on doit calculer @’ (z) et Q" (z). On a

Q@) = NP tplrta-d)e+ T (p-2)
@@ = o | a1+ ali d)

k -1
Pour z > 0, onaQ”(x):Ooﬁx:§(%) (r+a(p—d)) et

Q" () >0 pour z < T et Q" (z) <0 pour z > T
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a+axP
Ona Q(0) = —alad+r(p—1), Q'(0) = T (p—2) et lim Qx) =
liSI_l Q' (z) = —o0.

Si (4.6) est satisfaite, on ap > 1 et - (p—1) < -

d w—d

oy —rp=1) §
On choisi « tel que o € y , y alors @ (0) < 0 et z < 0 donc
ljl P—

Q' décroissante pour tout x > 0.
Sip<2ona@ (r)<0pourz>0donc @ (x) <0 pour tout =z > 0. Alors
le systéme (H,) n’admet pas de cycles limites et la stabilité asymptotique locale

de E* implique sa stabilité asymptotique globale. m

Remarque 4.3.2 Il est facile de voir que a y < 2 est équivalent a p > 2d.

Dans la démonstration ci-dessus, si p > 2, il existe x; > 0 tel que Q' (z1) =0
et Q' (z) > 0 pour z < x1 et Q' () < 0 pour z > x;. On peut alors annoncer la

proposition suivante

Proposition 4.3.1 Soitp € [Ld, +00) N (2,400). Si Q (z1) < 0 ou Q (x1) >
M —
—r(p—1) —r
d "u—d|’

0,Q (k) <0etQ (k) > 0 pour certains o convenablement choisis dans [

alors le systéme (H,) n'admet pas de cycles limites dans la bande D.

Preuve. Si Q(z;) < 0 alors @ (z) < 0 pour z > 0. Sinon, ils existent
0 < x9 <1 <3 tels que Q (x2) = Q (x3) =0 et Q (x) > 0 pour x5 < x < z3 et
Q(z) <0 pour 0 <z < g ouz > 3. Et comme Q (k) < 0 et @ (k) > 0 alors
k < x5, donc @ (x) < 0 pour tout 0 < x < k. Alors le systéme (H,) n’admet
pas de cycles limites dans la bande D et la stabilité asymptotique locale de E*

implique sa stabilité asymptotique globale. m

Remarque 4.3.3 Dans le modéle (2.12) présenté dans le chapitre 2 (voir page
32), on déduit que dans tous les cas, E* est instable et on peut démontrer que ce

systeme n’admet pas de cycle limites. Il suffit d’appliquer le théoréme de Dulac
Yo

avec la fonction de Dulac B (z,y) = (b+ ), ot «v est arbitrairement choisis

dans l’z’ntervalle] —00, _—T] )
w—d
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4.4 Quelques exemples d’application et simula-

tions

Dans cette section, on va illustrer I'application des résultats des deux sections
ci-dessus par quelques exemples & ’aide de simulations numériques confection-

nées par Phaser 3.0, un logiciel simulateur de systémes dynamiques.

Exemple 4.4.1 Pour p = 1.5, on considére le systéme (H,) ot a = 0.2, =
1.5,d = 1,7 = 10. On prend les deuz valeurs initiales (0.8,8) et (0.5,1.5).

1. Pour k = 3, l'unique point d’équilibre est instable dans le premier qua-
drant est (a:;,y;) = (0.54,7.92). On ad < p < 3d et v, < g, alors d’aprés
le théoréme 4.2.1 le systéme (Hy5) admet un cycle limite unique globalement
asymptotiquement stable autour de (x;;, y;), (voir Figure 4.1).

2. For k = 1.3, l'unique point d’équilibre globalement asymptotiquement stable
dans le premier quadrant est (x;,y;) = (0.54,4.73). On a d < pu < 3d et g <
xy < k, alors d’aprés le théoréme 4.2.2 le systéme (H,) n’admet pas de cycles
limites, (voir Figure 4.2).

15.0 10,0

10,0

5.0

1.0 zZ0 =0 1.0

Fig 4.1 : limite cycle GAS Fig 4.2 : Equilibre positif GAS

Exemple 4.4.2 Pour p = 1.5, si p = 2,d = 0.5, on a p > Ld On consi-
deére le systéme (H,) avec a = 2, r = 10 et k = 2. On prend’ules deux valeurs
initiales (2,20) et (0.15,15). L’unique point d’équilibre globalement asymptoti-
quement stable dans le premier quadrant est (x;,y;) = (0.763,18.876). Alors
d’aprés le théoréme 4.3.1, le systéme (H,) n'admet pas de cycles limites (voir
Figure 4.3).
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Exemple 4.4.3 Pour p =3, on considére le systéme (H,) ot a =2, =2,d =
1,7 =5 et k = 5. On prend les deux valeurs initiales (0.5,4), (4,30) et (5,10).
L’unique point d’équilibre globalement asymptotiquement stable dans le premier
quadrant est (x;,y;) = (1.26,4.66). Pour « = =5 on a Q' (x1) = 0 pour z; =
%143 tel que Q' (x) > 0 pour x < x1 et Q' (x) < 0 pour x > x1 et Q (z1) < 0.
Alors d’aprés la proposition 4.3.1, le systéme (H,) n'admet pas de cycles limites
(voir Figure 4.4).

1.0

Fig 4.8 : E* GAS, —t— < p<2
uw—d

1.0 20 30 4,0 5.0

Fig 4.4 : B* GAS, p> 2

4.5 Quelques remarques sur le cas p < 1

Enfin et avant d’achever ce chapitre, on va jeter un coup d’ceil sur le cas

p < 1. On peut souligner les points suivants :

l‘p
R1. La réponse fonctionnelle h (z) = g présente une singularité en 0,
a+x

. . d P
i.e. lim — = +00.
z—0dx \a+ xP

R2. Bien que l'origine (0,0) est un point d’équilibre bien défini pour le sys-
téme (H,), ce dernier ne peut pas étre linéairisé en (0, 0). Ainsi, la stabilité locale
de (0,0) ne peut pas étre étudiée. En effet,

Pour p < 1, 0n a

0

of (0,0) 0
J(0,0) = gfg

5 (0,0) —d
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of r apyz?~' g appyr?t
tel que — (z,y) = — (k — 22) — —— et — (x,y) = ———, qui ne sont
q a$ ( y) k ( ) (CL + .Z'p)2 ax ( y) (CL + ij>2 q
pas définies en (0,0), puisque p — 1 < 0, c-a-d. g (0,0) et a—g (0,0) n’existent
T T

pas!

Cette singularité a l'origine, tout en causant beaucoup de difficulté dans
I’analyse de notre systéme, contribue de maniére significative a la richesse de la
dynamique du modeéle (H,).

R3. On peut montrer par des simulations numériques que dans le cas p < 1, la
premier quadrant est divisé en deux régions attractantes et I'unique point d’équi-
libre positif dans I'une d’elles est localement asymptotiquement stable (LAS) ou
instable entouré par un cycle limite stable et une bifurcation hétérocline se pro-
duit. Bien que le probléme reste analytiquement ouvert. En effet :

Pour p = 0.5, on considére le systéme (H,) ot a =2,u=2,d=1,7r=5. On
prend trois valeurs initiales (10.8), (10,25) et (0.5, 15).

1. Pour £ = 9, I'unique point d’équilibre dans le premier quadrant £F* =

(x;,y;) = (4,22.2) est localement asymptotiquement stable. On a p > d et

?k < xy < k, alors d’aprés le théoréme 4.2.2 le systéme (H),) n’admet pas de

cycles limites, (voir Figure 4.5).

/\' 250

{' 1580

40 .30 20 1.0 10 20 30 40 50 60 70 80 9.0 100110120

Fig 4.5 : E* est LAS

Cela signifie que pour un nombre initial de population de proies et de préda-
teurs dans le bassin d’attraction de E*, on a lim; . x (t) =4 et lim; .,y (t) =
22.2 et a l'extérieur duquel les deux populations sont en état d’extinction.

2. Pour & = 9.5, on prend les trois valeurs initiales (z (0),y (0)) = (10,8),
(0.5,25) et (10, 38).
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Pour 0 < r < 8.8, le systeme (H,) admet un cycle limite unique (théo-
réme 4.2.1) qui est localement asymptotiquement stable autour de I'unique point
d’équilibre instable £* = (x;,y;) = (4,23.158). Le systeme (H,) admet aussi
deux points d’équilibre, l'origine Ey = (0,0) et Ey = (k,0), (voir Figure 4.6).

Pour F; on a :
kP
J (k,0) = it
0
a+ kp

. pk?
d’ E
apres (E), on a Py

—d > 0 donc E; est un point selle (col).

Comme le paramétre de bifurcation augmente (pour r = 1 avec 8,8 < 1y <
8, 85), le cycle limite se développe jusqu’a son intersection avec ’origine. Lorsque
le parameétre de bifurcation augmente d’avantage (r > 8.85), le cycle limite dis-

parait complétement, (voir Figure 4.7) on prend ici les valeurs initiales (10, 8),
(0.5,20) et (10, 38).

/0
/

20,0
25,0
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15,0
10,0

a0 50

=30 .20 10 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110120 -40-30 2010 10 20 30 40 50 80 70 80 90 100110120

Fig 4.6 : Cycle limite LAS Fig 4.7 : Le cycle limite disparait

Enfin, pour le cas p < 1, on peut annoncer les deux conjectures suivantes

Conjecture 4.5.1 Sip < 1, le premier quadrant est divisé en deux régions at-
tractantes et le systéme (H,) admet un point d’équilibre positif localement asymp-
totiquement stable et il n’a pas de cycles limites si et seulement si [’hypothése
(4.5) est satisfaite.

Conjecture 4.5.2 Sip < 1, le premier quadrant est divisé en deux régions at-

tractantes et le systéme (H,) admet un cycle limite unique et localement asympto-
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tiquement stable si et seulement si ’hypothése (4.4) est satisfaite. Une bifurcation

hétérocline se produit pour des paramétres appropriés.

Cette remarque peut nous conduire & découvrir une nouvelle classe de po-
pulation de prédateurs caractérisée par un taux d’attaque treés élevé pour de

tres petites densités de proies et un besoin d’une grande quantité de proies pour

. s . d x? . P
atteindre la satiété, i.e : lim — = 400 and lim =1, (see
z—0dr \ a+ xP @400 @ + TP
Figure 4.8).
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Conclusion et perspectives

Les travaux qui ont été présentés dans cette thése font partie du cadre plus
général de I’écologie mathématique. Il s’agit plus exactement d’étudier la dy-
namique de deux populations en interaction de type prédation par ’analyse
mathématique qualitative de modeéle proie-prédateur présenté par un systéme
autonome de deux équations différentielles ordinaires de premier ordre avec des
conditions initiales positives. Nous somme intéressé plus particuliérement a étu-
dier I'existence, la stabilité globale, la non existence et I'unicité de deux compor-
tements essentiels caractérisant la dynamique de deux populations a savoir ’état
stationnaire (point d’équilibre) et ’état oscillatoire (cycle limite), ces deux der-
niers jouent un roéle primordial dans la bonne compréhension du fonctionnement
d’un écosysteéme.

Le résultat principal [7] auquel nous avons abouti dans le quatriéme chapitre
comporte trois résultats partiels :

1. Nous avons mis en valeur les résultats de Sugie et al. ([73], [74] et [75]) sur
I'unicité et la non existence de cycles limites du modele (H,).

2. En utilisant le critére de Dulac-Bendixon, nous avons démontré que (4.6)
est une nouvelle condition suffisante pour la non existence de cycles limites du
modele (H,), on constate que cette condition est simple reliant seulement les
trois parametres positifs u, d et p et qu’on peut la vérifier visuellement, c.a.d.
sans faire trop de calculs, il suffit de jeter un coup d’ceil aux parameétres du
modele (H,) et de voir si (4.6) est satisfaite ou non!

3. Pour le cas p < 1, les différentes simulations numériques effectuées pour le
systéme (H,) montrent que la singularité de la réponse fonctionnelle a ’origine
tout en causant beaucoup de difficulé dans I'analyse du systéme, contribue de
maniére significative a la richesse de la dynamique du modele (H,), ce qui rend
la valeur p = 1 un parametre de bifurcation au dessous duquel le systéme (H,)

change de dynamique d’une fagcon dramatique et méne a des catastrophes pour
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les deux populations. Tout cela évoque le probléme ouvert suivant : Peut-on
affirmer les deux conjectures annoncées a la fin du chapitre 47 et répondre aux
questions épineuses suivantes :

3.1 Démontrer que la stabilité locale de I'attracteur (point d’équilibre ou cycle
limite) n’implique pas sa stabilité globale ?

3.2 Localiser explicitement les limites qui séparent les deux régions attrac-
tantes du premier quadrant ?

3.3 Dans le cas ot le cycle limite existe, déterminer une relation combinant des
paramétres du systéme (H,) (notamment k et r) pour laquelle une bifurcation
hétérocline se produit 7 Déterminer 1’équation du cycle hétérocline ?

3.4 Etudier la dynamique des trajectoires du systéme au voisinage de 1’origine
qui apparemment semble tres riche et complexe.

3.5 Etudier le modeéle de Gause (3.10) dans le cas ou la réponse fonctionnelle
du prédateur h (x) présente une singularité a l'origine, i.e. A’ (07) = +o0.

Enfin, le cas p < 1 nous incite a rechercher en s’appuyant sur les spécialistes
dans la biologie et 1’écologie animales pour découvrir une nouvelle classe de
populations de proies et prédateurs caractérisée par des prédateurs ayant un
taux d’attaque trés élevé pour de tres petites densités de proies et un besoin a
une grande quantité de proies pour atteindre la satiété.

Autrement dit : Existe-il d’interaction entre populations dans la nature qui

serait modélisée par le systéme (H,) avec p < 1.
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Résumeé

L’objet de cette these est 1’étude qualitative de modéles mathématiques appliqués a la dynamique des
populations. On étudie plus particulierement la dynamique de modeles proie-prédateur présentés par un
systeme autonome de deux équations différentielles ordinaires de premier ordre avec des conditions initiales
positives. On S’intéressé a étudier 1'existence, l'unicité, la stabilité globale et la non existence de deux
comportements essentiels caractérisant la dynamique de deux populations en interaction a savoir l'état
stationnaire (point d'équilibre) et I'état oscillatoire (cycle limite). A partir de résultats précédents, nous avons
reformulé de nouvelles conditions de non existence et d’unicité. Nous avons aussi donné une nouvelle
condition suffisante pour la non existence et a I’aide de simulations numériques, nous avons illustré
I'application de ces résultats par des exemples. Nous avons conclu cette thése par l'annonce de deux

conjectures importantes dans lesquelles nous avons évoqué quelques problémes ouverts.
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Abstract

The purpose of this thesis is the qualitative study of mathematical models applied to population
dynamics. We specifically studied the dynamics of predator-prey models presented by an autonomous
system of two ordinary differential equations of first order with positive initial conditions. We are interested
in studying existence, uniqueness, global stability and non-existence of two key behaviors that characterize
the dynamics of two populations on interaction, namely the steady state (equilibrium) and oscillatory state
(cycle limit). From previous results, we have reformulated new conditions of nonexistence and unigqueness.
We have also given a new sufficient condition for the nonexistence and by numerical simulations, we have
shown the application of these results by some examples. We conclude this thesis by the announcement of

two important conjectures in which we discussed some open problems.
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