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INTRODUCTION

Le contact entre les matériaux est un phénomène très fréquent et impor-

tant dans notre vie quotidienne et il a attiré l’attention de l’être humain

depuis les anciens temps, c’est pourquoi les scientifiques ont essayé de

l’étudier et le modéliser. La connaissance et la maîtrise de ce phénomène

confèrent aux scientifiques et aux industriels la possibilité d’élaborer des

matériaux aux propriétés et aux performances voulues. De ce fait un grand

nombre de formation en école d’ingénieur ou bien à l’université est tourné

vers les sciences des matériaux et les travaux sur ces sujets se sont consi-

dérablement multipliés au cours des derniers temps.

L’étude mathématique et la modélisation du phénomène de contact sont

plus récent et cela est dû au fait que la modélisation mathématique de ce

dernier, mène souvent à des problèmes aux limites de contact non linéaire

qui sont difficiles à étudier. Parmi les premiers publications mathématiques

concernant ce sujet est celle de Signorini [67], où le problème de contact

unilatéral entre un corps linéairement élastique et une fondation rigide est

formulé. Ce dernier a été résolu par Fichera [34], en se basant sur des ar-

guments des inéquations variationnelles de type elliptique. Notons ici que

l’étude mathématique des problèmes de contact ont commencés avec la mo-

vii



TABLE DES MATIÈRES

nographie de Duvaut et Lions [32], qui ont présenté la formulation variation-

nelle de plusieurs problèmes de contact, accompagnée de résultats d’exis-

tence et d’unicité de la solution. Après ces travaux et du fait de l’importance

de ce phénomène un effort considérable à été fait pour leur modélisation et

la littérature sur ce sujet devient très exhaustive, on cite à titre d’exemple

les travaux [40, 66, 78].

Comme le contact frottant est très important dans l’industrie, il est néces-

saire de l’ introduire dans les modèles mathématiques et de prévoir avec pré-

cision ses effets sur les corps en contact, car le principal besoin industriel est

de contrôler efficacement le processus de ce type de contact. Actuellement, il

y a un intérêt considérable à étudier des problèmes de contact frottant impli-

quant des matériaux élastiques, visco-élastiques, électro-élastiques, électro-

viscoélastique. Parmi les publication qui traitent ces sujets on peut citer par

exemple [2, 3, 5, 7, 26, 28, 87] et aussi [43, 44, 57, 77, 80]. Si un corps

entre en contact frottant avec une base rigide on tombe sur des conditions

de contact de type Signorini avec frottement, comme dans [18, 26, 34], par

contre si la base est déformable on tombe sur des conditions de contact

frottant avec compliance normale, comme dans [4, 47, 48, 56, 65].

En mécanique et en physique, l’adhésion est l’ensemble des phénomènes

physico-chimiques qui se produisent lorsque l’on met en contact intime deux

matériaux, dans le but de créer une résistance mécanique à la séparation.

Une fois le contact établi, l’énergie nécessaire pour éviter la séparation s’ap-

pelle énergie d’adhésion. Elle ne doit pas être confondue avec l’adhérence,

qui est au contraire la force nécessaire pour réaliser cette même séparation.

L’adhésion est soit directe (elle a lieu uniquement pour des matériaux très

lisses et extrêmement propres (mica ou silicium par exemple), soit médiée

par un matériau intermédiaire. L’importance accrue des processus d’adhé-

sion dans les montages industriels a attiré l’attention des chercheurs ces
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derniers temps, ce qui enrichit les études et la littérature mathématique sur

ce sujet. Pour modéliser le phénomène d’adhésion, quand l’assemblage n’est

pas permanent et les matériaux composites pouvant subir un décollement

sous l’effet des tensions, il est nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion à

la description du contact. En se basant sur les idées de M. Frémond [35, 36] ;

l’idée est d’introduire une variable interne de surface appelée champ d’adhé-

sion, qui prend ses valeurs entre zéro et un et qui décrit la densité frac-

tionnaire des liens actifs sur la surface de contact. On peut trouver ces

modèles dans un grand nombre de publications récentes, voir par exemple

[23, 46, 49, 51] où des problèmes de contact avec adhésion et sans frot-

tement ont été étudiés et [21] où des traitements numériques appliqués à

l’interface ont été élaborés. On peut trouver une application de la théorie

de contact adhésif dans [62, 63] où l’importance de l’adhésion entre l’os

implanté et le tissu a été décrite.

Un matériau piézoélectrique est celui qui produit une charge électrique

quand une contrainte mécanique est appliquée (le matériau est pressé ou

étiré). A l’inverse, une déformation mécanique (le matériau se dilate ou se

contracte) est produite, quand un champ électrique est appliqué. Ce type de

matériau apparaît généralement dans l’industrie comme dans les commuta-

teurs radiotroniques, l’électroacoustique et les équipements de mesure.

La première démonstration de l’effet piézoélectrique direct est due à Pierre

et Jacques Curie en 1880 qui prédirent et vérifièrent l’existence de la piézo-

électricité sur des cristaux de quartz, de tourmaline, de topaze, de sucre et

de sel de Rochelle. L’existence de l’effet inverse fut prédité l’année suivante

par Gabriel Lippmann sur la base de calculs thermodynamiques

Les matériaux piézoélectriques dont les propriétés mécaniques sont élas-

tiques, sont appelés matériaux électro-élastique et ceux dont les propriétés

mécaniques sont viscoélastique, sont également appelés matériaux électro-
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viscoélastique. Différents modèles ont été mis au point pour décrire l’inter-

action entre les champs électriques et mécaniques, on cite à titre d’exemple

[52, 53, 54, 83, 85] qui décrivent les premiers modèles impliquant l’effet

piézoélectrique. Du fait de l’importance de la piézoélectricité, la recherche

sur ce phénomène se poursuit et des études mathématiques récentes sur

des problèmes électromécaniques ont été effectuées, voir par exemple [71,

72, 73, 74, 79]. On peut aussi trouver des simulations numériques dans

[10, 11, 59].

Les matériaux présentant des propriétés piézoélectriques sont très nom-

breux ; il est impossible d’en faire un inventaire exhaustif. Le plus connu est

sans doute le quartz, toujours utilisé aujourd’hui dans les montres pour gé-

nérer des impulsions d’horloge. Mais ce sont des céramiques synthétiques,

les PZT qui sont le plus largement utilisées aujourd’hui dans l’industrie. On

peut les classer en grandes familles selon leur composition chimique, leur

structure cristallographique ou leur intérêt scientifique ou industriel

1. les cristaux, dont le plus connu est le quartz ;

2. les polymères, à base de fibres de caoutchouc, laine, cheveux, bois et

soie ou bien le polymère Poly-Vinyl-DiFluoridène (PVDF) ;

3. les céramiques, qui comportent de nombreux éléments, citons entre

autres, les titanates de barym, les titanates de plomb et la famille des

PZT (plomb, zirconate, titanate) qui offre le plus de possibilités au ni-

veau industrialisation.

Puisque ces matériaux sont des matériaux intelligents (adaptatifs), ils

sont devenus très utilisés et on peut les trouvés dans plusieurs applica-

tions comme l’allume gaz, l’informatique (buses d’imprimante à jet d’encre),

les oscillateurs à quartz des horloges électriques, le contrôle des vibrations

dans les domaines de l’automobile (injecteurs), l’aérospatiale, le contrôle de

forme (ailes d’avion, miroirs des télescopes) et le contrôle en acoustique des
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nuisances sonores. Au cours de ces dernières années, il y a de nouvelles

applications dans le domaine de la médecine, du suivi de grossesse aux

problèmes cardiaques en passant par l’examen du tube digestif. D’autres

applications sont données dans [8, 42, 82].

Cette thèse représente une contribution à l’analyse de quelques pro-

blèmes de contact entre un corps déformable et une fondation, en tenant

compte de l’effet piézoélectrique du matériau. Sous l’hypothèse des petites

transformations, nous étudions des processus quasistatiques pour des ma-

tériaux électro-élastiques et électro-viscoélastiques. Les conditions aux li-

mites sont de type compliance normale ou de Signorini avec adhésion. Les

lois de frottement utilisées sont des versions quasistatiques de la loi de Cou-

lomb avec adhésion. Les conditions électriques sont introduites dans les cas

où la fondation est isolatrice. Notre étude des phénomènes de contact com-

prend les étapes suivantes : la modélisation mathématique, l’analyse varia-

tionnelle incluant des résultats d’existence et d’unicité de la solution.

Cette thèse se compose de trois parties que nous allons brièvement dé-

crire.

La première partie comprend les outils nécessaire pour une bonne com-

préhension des problèmes traités et elle est divisée en deux chapitres. Le

premier a pour objet la présentation du cadre physique et les modèles ma-

thématique utilisés. Le deuxième est consacré aux espaces fonctionnels et

les principales notations utilisées. Ensuite, nous rappelons quelques résul-

tats fondamentaux d’analyse non linéaire, concernant les opérateurs for-

tement monotones et de Lipschitz, les inéquations variationnelles, les in-

équations quasi-variationnelles elliptiques et d’évolutions et les lemmes de

Gronwall.

Dans la deuxième partie de cette thèse nous étudions deux problèmes de

contact électro-élastique avec adhésion et frottement. Le premier chapitre
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est consacré à l’analyse d’un problème de contact avec frottement et adhé-

sion entre un corps ayant une loi constitutive linéaire électro-élastique et

une base rigide où les contraintes normales sont données et le processus est

quasistatique. Nous présentons une formulation variationnelle du problème

et nous démontrons l’existence et l’unicité d’une solution faible en utilisant

des techniques de point fixe et de monotonie. Dans le deuxième chapitre

nous donnons le même problème, la nouveauté ici, consiste dans le fait que

les contraintes normales ne sont pas connues auparavant et une condition

de compliance normale est ajoutée. Nous dérivons une formulation varia-

tionnelle et établissons un résultat d’existence d’une solution faible. Donc,

on remarque d’après l’étude de ces deux problèmes que si les contraintes

normales ne sont pas données on perd l’unicité de la solution faible. Le

contenu du deuxième chapitre a fait l’objet de la publication [24].

Dans la troisième partie, composée de deux chapitres, nous présentons

deux problèmes de contact électro-viscoélastique. Dans le premier chapitre

on considère un problème quasistatique avec adhésion et sans frottement.

Nous obtenons une formulation variationnelle au problème mécanique puis

nous présentons un résultat d’existence et d’unicité de la solution pour le

modèle mécanique que nous démontrons en utilisant des techniques des

inéquations variationnelles elliptiques et de point fixe. Dans le deuxième

chapitre nous proposons l’analyse d’un problème électro-viscoélastique. La

condition de contact employée est une condition de contact bilatéral avec

adhésion et frottement de Coulomb. Nous décrivons une formulation varia-

tionnelle du problème mécanique et nous établissons un résultat d’existence

et d’unicité d’une solution faible en utilisant des résultats sur les inéqua-

tions variationnelles d’évolution et des arguments de point fixe. Le contenu

du premier chapitre de cette partie est accepté pour publication [25].
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NOTATIONS PRINCIPALES

Si Ω est un domaine de Rd (d = 2, 3), on note par

Ω l’adhérencede Ω;

Γ la frontière de Ω, supposée souvent assez régulière,

Γi (i = 1, 3) une partition de la frontière Γ ;

mesΓ1 la mesure de Lesbegue (d− 1) dimensionnelle de Γ1,

ν la normale extérieure unitaire à Γ,

vν , vτ les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v,

σν , στ les composantes normale e ttangentielle du champ tensoriel σ,

C1
(
Ω
)

espace des fonctions continûment différentiable sur Ω,

D (Ω)
espace des fonctions réelles sur Ω indéfiniment dérivables

et à support compact inclus dans Ω,

H l’espace L2 (Ω)d ,

H1 l’espace H1 (Ω)d ,

H l’espace L2 (Ω)d×ds ,

H1 l’espace {σ ∈ H tel que Divσ = (σij,j) ∈ H} ,

HΓ l’espace H
1
2 (Γ)d ,

H ′Γ l’espace dual de HΓ,

γ : H1 → HΓ l’application trace pour les fonctions vectorielles ;
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Si H est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes :

(., .)H le produit scalaire de H,

(., .)H′×H le produit de dualité entre H ′et H,

‖.‖H La norme de H,

xn ⇀ x la convergence faible de la suite (xn) vers l’élément x dans H,

xn → x la convergence forte de la suite (xn) vers l’élément x dans H,

L (H) l’espace des applications linéaires continues de H dans H.
Si de plus [0, T ] est un intervalle de temps, k ∈ N et 1 ≤ p ≤ +∞, on note

par :

C (0, T ;H) l’espace des fonctions continues sur [0, T ] dans H,

C1 (0, T ;H) l’espace des fonctions continûment dérivables sur [0, T ] dans H,

Lp (0, T ;H) l’espace des fonctions fortement mesurables sur [0, T ] dans H;

‖.‖Lp(0,T ;H) la norme de Lp (0, T ;H) ,

W k,p (0, T ;H) l’espace de Sobolev de paramètres k et p,

‖.‖Wk,p(0,T ;H) la norme de W k,p (0, T ;H) .
Pour une fonction f ; on note par

ḟ , f̈ les dérivées première et seconde de f par rapport au temps,

∂if, f.i la dérivée partielle de f par rapport à la ième composante xi,

∇f le gradient de f ;

Div f la divergence de f ;

ε (f) la partie symétrique du gradient de f,

divf la divergence de f.
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Autre notations :
lim inf la limite inférieure,

lim sup la limite supérieure,

Sd l’espace des tenseurs symétriques du second ordre sur Rd,

”.” produit scalaire sur Rd et Sd,

|.| norme euclidienne sur Rd et Sd,

Id le tenseur identité du second ordre sur Rd,

Λp puissance p de l’opérateur Λ,

C des constantes génériques strictement positives,

p.p. presque partout
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PARTIE I

MODÉLISATION ET OUTILS

MATHÉMATIQUES

Dans le souci de rendre cet ouvrage facile à lire, il nous est paru né-

cessaire de présenter dans la première partie le cadre physique et le cadre

fonctionnel dans lesquels on va travailler. Nous précisons d’abord le cadre

physique et les modèles mathématiques correspondants utilisés dans cette

thèse, ensuite nous décrivons les lois de comportement, les conditions de

contact et les différentes lois de frottement qui interviennent dans le docu-

ment.

Après un bref rappel de la mécanique des milieux continus, nous intro-

duisons quelques préliminaires mathématiques qui seront utilisés partout

dans cette thèse. Nous commençons d’abord par les espaces de type Sobolev

associés aux opérateurs divergence et déformation utilisés en mécanique,

ainsi que leurs principaux propriétés, notamment les théorèmes de trace.

Nous rappelons ensuite les propriétés des espaces des fonctions à valeurs

vectorielles et les espaces liés à l’effet piézoélectrique.

2



Enfin, nous passons en revue quelques résultats fondamentaux d’ana-

lyse fonctionnelle non linéaire dans les espaces de Hilbert, quelques résul-

tats sur les opérateurs fortement monotones et de Lipschitz, les inéquations

variationnelles et dévolution.

Les références bibliographiques seront ultérieurement spécifiées dans

chacun des paragraphes suivants.
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CHAPITRE 1

MODÉLISATION

Dans ce chapitre nous allons donner un petit rappel sur la mécanique

des milieux continus où nous présentons le cadre physique étudié dans cette

thèse. Nous rappellerons notamment de l’équation de mouvement de Cauchy

et l’équation de la conservation de la charge. Nous décriverons les différentes

lois de comportement des corps étudiés dans cette thèse ( électro-élastique,

électro-viscoélastique). Finalement, nous préciserons les conditions aux li-

mites de contact avec frottement et adhésion où seulement avec adhésion.

1.1 Cadre physique

Cette section est consacrée à la présentation du cadre physique général

étudié dans cette thèse et les formulations mathématiques appropriées à

l’étude des problèmes de contacts, avec adhésion ou avec adhésion et frot-

tement, entre un corps piézoélectrique et une fondation correspondant à ce

cadre physique.

Le cadre physique considéré dans cette thèse est le suivant :

Soit un corps piézoélectrique qui occupe un domaine borné Ω ⊂ Rd(d =

2, 3) avec une surface frontière régulière Γ, partitionnée en trois parties me-

surables Γ1, Γ2 et Γ3, correspondant aux conditions aux limites mécanique,

d’une part, et en trois parties mesurables Γa, Γb et Γ3 correspondant aux

conditions aux limites électrique, d’autre part, telles que mes Γ1 > 0 et mes

4



CHAPITRE 1. MODÉLISATION
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Fig. 1 – Fig. 1 – Corps piézoélectrique en contact avec un isolateur.Corps piézoélectrique en contact avec un isolateur.

Le cadre physique

Γ1Γ

Γ2

Γ3

f0

f2

FIGURE 1.1 – Corps piézoélectrique en contact avec un isolateur.

Γa > 0. On note par ν la normale unitaire sortante à Γ. Le corps est encastré

sur Γ1 dans une structure fixe et en contact ( avec frottement, frottement

et adhésion ou adhésion seulement) avec une base isolatrice sur la partie

Γ3 . Sur Γ2 agissent des tractions surfaciques de densité f2. De plus, ce mi-

lieu est soumis à l’action de potentiel électrique fixé ϕ0 sur la partie Γa de

la frontière ainsi qu’à l’action des charges électriques de densité surfacique

q2 sur la partie Γb. Nous nous intéressons à l’étude de l’évolution du corps

matériel sous l’action des forces volumiques de densité f0 et des charges

électriques de densité volumiques q0 dans Ω (Voir Fig 1.1). Nous supposons

que f0 et f2 varient très lentement par rapport au temps. Finalement, soit

[0, T ] l’intervalle de temps en question. Avant la description des modèles ma-
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thématiques associées au cadre physique présenté ci-dessus, nous donnons

quelques notations et conventions que nous utiliserons tout au long de cette

thèse.

Nous notons par Sd l’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur

Rd (d = 2, 3) ; ”.” et ‖.‖ représentent respectivement le produit scalaire et la

norme euclidienne sur Rd et Sd tels que :

u.υ = ui υi, ‖υ‖ = (υ.υ)1/2 ∀ u = (ui), υ = (υi) ∈ Rd,

σ.τ = σij τij, ‖σ‖ = (σ.σ)1/2 ∀ σ = (σij), τ = (τij) ∈ Sd,

avec la convention de l’indice muet.

Nous notons par σ = σ(x, t) le champ des contraintes, par D = D(x, t) le

vecteur des déplacements électriques, par u = u(x, t) le champ des déplace-

ments, par ϕ = ϕ(x, t) le potentiel électrique tels que x ∈ Ω et t ∈ [0, T ]. Nous

notons aussi par ε(u) le champ des déformations infinitésimales et par E(ϕ)

le champ électrique.

Nous désignons par uν , uτ les composantes normale et tangentielle d’un

vecteur u à la frontière tels que

(1.1.1)


uν = u · ν,

uτ = u− uνν.

Nous notons par σν , στ les composantes normale et tangentielle d’un champ

des contraintes à la frontière tels que

(1.1.2)


σν = (σν).ν,

στ = σν − σνν.

Les relations (1.1.1) et (1.1.2) nous permettent d’écrire la relation suivante

(1.1.3) (σν).υ = σνυν + στ .υτ ,

Section 1.1 Chapitre 1 6
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qu’on va l’utiliser tout au long de cette thèse et surtout dans l’établissement

des formulations variationnelles des problèmes mécaniques de contact.

Les points au-dessus d’une fonction représentent la dérivation par rap-

port au temps, c’est à dire

(1.1.4) u̇ = du

dt
, ü = d2u

dt2
,

où u̇ désigne le champ des vitesses et ü désigne le champ des accélérations.

Nous notons par u̇ν , u̇τ les composantes normale et tangentielle du vecteur

de vitesse u̇ à la frontière tels que

(1.1.5)


u̇ν = u̇ · ν,

u̇τ = u̇− u̇νν.

La relation entre le champ des déplacements u et le champ des déforma-

tions ε dans l’hypothèse des petites transformations est donnée par

(1.1.6) ε(u) = (εij(u)), εij(u) = 1
2(ui,j + uj,i), 1 ≤ i, j ≤ d.

En outre, le champ électrique est défini par la relation suivante

(1.1.7) E(ϕ) = −∇ϕ = −(ϕ,i),

où l’indice qui suit la virgule indique la dérivation partielle par rapport à la

composante correspondantes de la variable et çà sera le cas tout au long de

cette thèse.

Nous allons maintenant décrire le modèle mathématique associé au cadre

physique que nous avons vu à la section précédente.

Section 1.2 Chapitre 1 7
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1.2 Modèle mathématique du cadre physique

Le modèle mathématique qu’on va étudier dans cette thèse, décrit l’évo-

lution du corps dans le cadre physique de la figure 1.1.

Dans le cas générale, on décrit l’évolution d’un corps matériel par l’équa-

tion de mouvement de Cauchy suivante :

(1.2.1) Div σ(t) + f0(t) = ρü dans Ω× (0, T ) ,

où ρ : Ω −→ R+ désigne la densité de masse et " Div " désigne l’opérateur

divergence des tenseurs tel que

Div σ = (σij,j).

Les inconnues du problème dans ce cas sont le champ des déplacements

u : Ω × [0, T ] −→ R et le champ des contraintes σ : Ω × [0, T ] −→ Sd. Les pro-

cessus d’évolution définis par (1.2.1) s’appellent processus dynamiques. On

remarque que dans le cas où le champ de vitesse u̇ varie très lentement par

rapport au temps, le terme ρü peut être négligé et l’équation (1.2.1) devient

(1.2.2) Div σ(t) + f0(t) = 0 dans Ω× (0, T ) .

Cette dernière équation s’appelle l’équation d’équilibre et les processus d’évo-

lution définis par cette équation s’appellent processus quasistatiques. Dans

le cadre physique décrivé ci-dessus ( dans la section précédente ) on a sup-

posé que f0 et f2 varient très lentement par rapport au temps. Par consé-

quent, si nous supposons que les accélérations dans le milieu sont né-

gligeables nous nous plaçons dans le cas quasistatique et nous utilisons

l’équation (1.2.2).

Dans cette thèse le corps étudié est piezoélectrique, donc aux inconnues
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mécaniques du problème se rajoutent les inconnues électriques qui sont

le champ des déplacements électrique D : Ω × [0, T ] → Rd et le potentiel

électrique ϕ : Ω × [0, T ] → R, ce qui nécessite une autre équation d’équilibre

pour gérer cette situation ; c’est l’équation de Maxwell-Gauss ou équation de

conservation de la charge qui décrit l’évolution du corps dans ce cas

(1.2.3) div D = q0 dans Ω× (0, T ) ,

où " div " est l’opérateur divergence pour les vecteurs, div D = (Di,i) et q0 est

la densité volumique de charge au sein du matériau.

La condition aux limites des déplacements sur la partie Γ1 est

(1.2.4) u = 0 sur Γ1 × (0, T ) ,

qui exprime que le corps est encastré sur cette partie

La condition aux limites de traction est

(1.2.5) σν = f2 sur Γ2 × (0, T ) ,

où f2 représente la densité des forces surfacique appliquées sur Γ2 et consti-

tue une donnée du problème.

Les conditions aux limites électriques sont

ϕ = ϕ0 sur Γa × (0, T ) ,(1.2.6)

D.ν = q2 sur Γb × (0, T ) ,(1.2.7)

où ϕ0 et q2 étant des données des problème.

Pour compléter le modèle mathématique (1.2.2) – (1.2.7), nous précise-

rons ultérieurement les conditions aux limites de contact sur la partie Γ3.

Du point de vue mathématique l’équation (1.2.2) ne suffit pas à modé-

Section 1.2 Chapitre 1 9



CHAPITRE 1. MODÉLISATION

liser le problème d’équilibre précédent car, par exemple, les d composantes

ui du champ des déplacements ne figurent pas dans cette équation. Par

ailleurs, du point de vue physique, nous remarquons que l’équation (1.2.2)

exprime une loi universelle valable pour tous les solides. Donc, soumis à

des conditions identiques les divers milieux continus auraient des compor-

tements identiques. Ceci est naturellement absurde. Par conséquent, il faut

lui ajouter d’autre relations qui caractérise le comportement de chaque type

de solide. C’est l’objet des lois de comportements que nous décrirons dans

la section suivantes.

1.3 Lois de comportements

Les lois de comportements caractérisent ce qui est propre à chaque type

de matériau. Bien qu’elles doivent respecter certaines propriétés d’invariance,

leur origine est souvent expérimentale. C’est toute une série d’essais qu’il

faut imaginer et réaliser pour établir une loi de comportement ; on cite à

titre d’exemple les quatre exemples classiques d’essais sur les solides : es-

sais de chargement monotone, essais de charge-décharge, essais de fluage

et essais de relaxation.

Dans la description des phénomènes purement mécaniques, par loi de

comportent (ou loi constitutive) nous comprenons dans la suite une relation

entre le tenseur des contraintes σ, le tenseur des déformations infinitési-

males ε et leurs dérivées temporelles σ̇ et ε̇. Cette définition se modifie légè-

rement dans la description des phénomènes électro-mécanique, car ici nous

devons aussi prendre en considération le champ de déplacement électrique

D = (Di) ainsi que le champ électrique E(ϕ) = −∇ϕ = −(ϕ,i). Nous pré-

sentons par la suite les lois de comportement qui interviennent dans cette

thèse.
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1.3.1 Lois de comportement des matériaux électro-élastiques

Le tenseur des contraintes σ et le vecteur des déplacements électriques

D dans ces matériaux sont données par la formule ( la loi de comportement

) suivante

(1.3.1)


σ = Fε(u)− E∗E(ϕ),

D = BE(ϕ) + Eε(u),

ou F est l’opérateur d’élasticité, non forcément linéaire, à champ électrique

nul (matériau piézoélectrique de courtcircuité), E = (eijk) est le tenseur pié-

zoélectrique qui traduit la proportionnalité entre la charge et la déformation

à champ constant ou nul, E∗ = (e∗ijk) est le transposé du tenseur E, tel que

(1.3.2)


e∗ijk = ekij,

Eσ.υ = σ.E∗υ ∀σ ∈ Sd, υ ∈ Rd,

et B = (bij) est le tenseur de la primitivité électrique à déformation nulle

qui constitue un tenseur symétrique défini positif.

Si nous supposons dans (1.3.1) que le tenseur des contraintes σ est une

fonction linéaire du tenseur des petites déformations ε et du gradiant du

potentiel électrique ou le champ électrique E nous nous plaçons dans le cas

électro-élastique linéaire, on écrit

(1.3.3) σij = Fijkhεkh(u)− e∗ijkEk(ϕ),

où Fijkh, qui s’appellent les coefficients d’élasticité, sont les composantes

du tenseur d’ordre quatre F et elles sont indépendantes du tenseur des

déformations en élasticité pure. Notons ici que dans le cas homogène Fijkh et

eijk sont des constantes et dans le cas non homogène Fijkh et eijk dépendent

du point x ∈ Ω.

Section 1.3 Chapitre 1 11
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Dans (1.3.1), si nous prenons

(1.3.4) F(ξ)= Aξ+ 1
α

(ξ − PKξ) ∀ξ ∈ Sd,

nous obtenons un exemple de loi de comportement électro-élastique non

linéaire, où α est une constante strictement positive. A : Sd → Sd est un

tenseur d’ordre quatre symétrique, défini positif ; K ∈ Sd est un convexe

fermé tel que 0d ∈ K et PK est l’opérateur de projection sur K. Ce convex est

défini par

K =
{
ξ ∈ Sd/G(ξ) ≤ k

}
,

où G : Sd → R est une fonction convexe est continue telle que G(0) = 0

et k > 0. Pour plus de détaille sur la loi de comportement (1.3.1), nous

renvoyons le lecteur à voir par exemple [18, 17].

1.3.2 Lois de comportement des matériaux électro-viscoélastiques

Toute loi de comportement de la forme suivante

(1.3.5)


σ = Aε(u̇) + Fε(u)− E∗E(ϕ),

D = BE(ϕ) + Eε(u),

est dite loi de comportement électro-viscoélastique. Dans (1.3.5) l’opérateur

A est l’opérateur de viscosité a champ électrique nul, F est l’opérateur d’élas-

ticité, non forcément linéaire, à champ électrique nul, E = (eijk) est le tenseur

piézoélectrique à champ constant ou nul, B = (bij) est le tenseur diélectrique.

Les lois de comportement pour les matériaux électro-viscoélastiques sont

utilisées pour d’écrire le comportement des différents matériaux comme les

métaux, les polymères et les roches.

En visco-élasticité linéaire de type Kelevin-Voigt (Voir par exemple [40]) le
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tenseur des contraintes est donnés par

(1.3.6) σij = aijkhεkh(u̇) + Fijkhεkh(u)− e∗ijkEk(ϕ),

où aijkh sont les coefficients de viscosité.

La relation suivante

(1.3.7) σ= Aε(u̇)+ 1
α

(ε− PKε)− E∗E(ϕ),

est un exemple de loi électro-viscoélastique non linéaire. Ici, A = (aijkh) est

le tenseur des coefficients viscoélasiques, K ∈ Sd est un convexe fermé tel

que 0d ∈ K et PK : Sd → K est l’opérateur de projection sur K. L’opérateur

d’élasticité est donné par

(1.3.8) F(ε)= 1
α

(ε− PKε),

et E = (eijk) est le tenseur des coefficients piézoélectriques.

Finalement, afin de compléter le modèle mathématique qui décrit l’évo-

lution du corps, il faut préciser les conditions aux limites sur la partie Γ3 ;

c’est l’objet des conditions de contact et lois de frottement que nous décri-

rons dans la section suivantes.

1.4 Conditions aux limites de contact

Nous nous plaçons dans le cadre physique de la FIGURE 1.1 et nous

présentons en détails les conditions de contact sur la surface Γ3 avec une

discription de l’aspect mathématique et mécanique de ces conditions .
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1.4.1 Contact bilatérlale.

Quand le contact entre le corps et la base est maintenue en tout temps

on dit que c’est un contact bilatéral. C’est généralement le cas dans de nom-

breuses machines et entre les pièces et composants d’équipement ou de

machines mobiles. Comme il n’y a pas d’écart entre le corps et la base, nous

avons

(1.4.1) uν = 0.

La condition de contact bilatéral (1.4.1) a été utilisé dans un certain nombre

de documents, pour plus de détails voir par exemple [39, 66]. On note ici

que dans le dernier chapitre de cette thèse nous nous plaçons dans ce type

de contact.

1.4.2 Contact unilatérlale.

Dans ce cas nous supposons que le corps est susceptible d’entrer en

contact avec une base rigide. Par conséquant, le mouvement des particules

matérielles de Γ3 est restreint de la présence du solide rigide de telle sorte

que, avant l’application des forces externes, la distance de chaque point

x ∈ Γ3 à la base rigide dans la direction de la normale ν(x) est connue et

notée par g(x).

Nous supposons aussi que le contact entre le corps et la base rigide se

produit si et seulement si uν = g. Puisque la base est considérée rigide, elle

ne subira pas de déformations donc le corps Ω ne pourra pas le pénétrer ;

cette propriété se traduit mathématiqument par l’inégalité

(1.4.2) uν ≤ g sur Γ3.
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FIGURE 1.2 – Loi de Signorini (1) et loi de compliance normale (2) pour g=0.

Dans les points de Γ3 tels que uν < g, il n’existe pas de contact entre Ω et la

base rigide donc le vecteur des contraintes de Cauchy s’annule, c-à-d

(1.4.3) uν < g =⇒ σν = 0 sur Γ3.

Pour les points de Γ3 tels que uν = g, le contact entre le corps Ω et la base

rigide se produit ; nous supposons pour ces points que la base rigide exerce

une pression inconnue suivant la direction de la normale et orientée vers Ω;

on à

(1.4.4) uν = g =⇒ σν ≤ 0 sur Γ3.

On peut résumer les conditions (1.4.2)–(1.4.4) de la manière condensée sui-

vante

(1.4.5) uν ≤ g, σν ≤ 0, σν(uν − g) = 0 sur Γ3.
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Les conditions (1.4.5) s’appellent les conditions de contact unilatéral ou

conditions de contact de type Signorini.

1.4.3 Contact avec compliance normale

C’est le cas où la fondation est supposée légèrement déformable et la

contrainte normale σν satisfait

(1.4.6) −σν = pν(uν − g),

où uν le déplacement normal, g est l’interstice entre le corps et la fondation et

pν est une fonction positive donnée, appellée fonction de compliance normale.

La relation (1.4.6) est dite condition de compliance normale et singifie que la

fondation exerce une pression inconnue suivant la normale sur le corps en

fonction de sa pénétration uν− g. Des conditions de contact avec compliance

normale ont été utilisées par exemple dans [38, 41, 56].

Remarque 1.4.1. Dans le cas où l’interstice entre le corps et la fondation est

nul on prend g = 0.

Pour la fonction de compliance normale pν on prend comme exemple la

fonction suivante

(1.4.7) pν = cνr+,

où cν est une constante positive et r+ = max{0, r}. Un deuxième exemple est

la fonction donnée par

(1.4.8) pν(r) =


cνr+ si r ≤ α,

cνα si r > α,

où α est un coefficient positif relatif à la dureté de la surface. La condition
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de contact (1.4.8) dit que si la pénétration est trop profonde, c-à-d. quand

elle dépasse α, la fondation se désintègre et n’offre plus de résistance à la

pénétration.

1.4.4 Contact avec adhésion

La diversité des matériaux a conduit les chercheurs à utiliser le collage

des composites comme étant un moyen universel d’assemblage de maté-

riaux de natures différente. Pour modéliser les phénomènes d’adhésion, il

est nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion à la description du contact.

En se basant sur les idées de M. Frémond [35, 36], on introduit une variable

interne de surface appelée champ d’adhésion et notée par β : Γ3×[0, T ] −→ R ;

qui représente l’intensité des couches actives d’adhésion sur la surface de

contact telle que 0 ≤ β ≤ 1. Quand β = 1, l’adhésion est complète et tous les

liens sont actifs, quand β = 0 tous les liens sont désactivés et il n’y a pas

d’adhésion et quand 0 < β < 1, l’adhésion est partielle et mesure la fraction

des liens actifs sur la surface de contact. Pour plus de détails concernant la

modélisation du contact adhésif, nous référons aux livres [37, 66, 78].

Dans ce qui suit nous présentons les lois de contact qu’on va utiliser

dans cette thèse.

1.5 Lois de contact avec ou sans frottement

1.5.1 Contact sans frottement

Dans un contact parfait, où sans frottement, l’action mécanique trans-

missible par obstacle entre deux solides ne peut être en tout point que nor-

male au contact (perpendiculaire au plan tangent commun du contact). Ceci

se traduit par la relation

στ = 0,
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FIGURE 1.3 – Loi de Coulomb (1) et sa régularisation (2)

qui signifie que la contrainte tangentielle est nulle. Si ce n’est pas le cas, on

dit que le mouvement tangentielle se produit avec frottement ce qui nous

oblige à introduire une loi de frottement qui prend en considération la com-

posante tangentielle avec les autres variables du système.

1.5.2 Contact avec frottement

1) Loi de frottement de type Coulomb. C’est une des lois de frottement les

plus répandues et elle est plus réaliste. Elle se caractérise par l’intervention

de la contrainte normale dans le seuil de frottement et elle peut s’énoncer

sous la forme :

(1.5.1)



‖στ‖ ≤ µ|σν |,

‖στ‖ < µ|σν | ⇒ uτ = 0,

‖στ‖ = µ|σν | ⇒ il existe λ ≥ 0 tel que στ = −λuτ ,
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ou sous la forme :

(1.5.2)



‖στ‖ ≤ µ|σν |,

‖στ‖ < µ|σν | ⇒ u̇τ = 0,

‖στ‖ = µ|σν | ⇒ il existe λ ≥ 0 tel que στ = −λu̇τ ,

où µ ≥ 0 est le coefficient de frottement.

La loi de Coulomb est souvent utilisée pour les corps rigide ou élastique.

On remarque également qu’il s’agit d’une loi à seuil, tant que la seuil n’est

pas atteint, il n’y a pas de glissement ( le déplacement tangentiel ou la vitesse

tangentielle s’annule). Quand ce seuil est atteint, le corps se met à glisser et

la contrainte tangentielle tend à s’opposer au mouvement tangentielle (voir

figure 1.3).

2) Loi de Coulomb avec seuil de type Stromberg. Cette loi de frottement

est une version de la loi de Coulomb. On peut supposer que le contact est

bilatéral ou unilatéral. On remplace dans la loi précédent le seuil de frotte-

ment |σν | par le seuil de type p(|σν |) = |σν |(1 − |ασν |)+ où α est un un petit

coefficient relatif à la dureté de la surface de contact. La considération de ce

seuil de frottement est faite à partir des principes de la thermodynamique.

En résumé, cette loi s’énonce sous la forme :

(1.5.3)



‖στ‖ ≤ µp(|σν |),

‖στ‖ < µp(|σν |)⇒ uτ = 0,

‖στ‖ = µp(|σν |)⇒ il existe λ ≥ 0 tel que στ = −λuτ ,
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ou sous la forme :

(1.5.4)



‖στ‖ ≤ µp(|σν |),

‖στ‖ < µp(|σν |)⇒ u̇τ = 0,

‖στ‖ = µp(|σν |)⇒ il existe λ ≥ 0 tel que στ = −λu̇τ ,

3) Loi de Coulomb non locale généralisée. Finalement, on présente la loi

de frottement qui fait l’objet de notre étude et qui généralise la loi précé-

dente. Soit l’opérateur R une régularisant normale, c’est à dire un opérateur

linéaire continu R : H− 1
2 → L2(Γ). Le régularisant R est introduit pour des

raisons techniques car la trace du tenseur des contraintes sur la frontière

est très irrégulière. Cette loi s’énonce sous la forme :

(1.5.5)



‖στ‖ ≤ µp|Rσν |,

‖στ‖ < µp|Rσν | ⇒ uτ = 0,

‖στ‖ = µp|Rσν | ⇒ il existe λ ≥ 0 tel que στ = −λuτ ,

ou sous la forme :

(1.5.6)



‖στ‖ ≤ µp|Rσν |,

‖στ‖ < µp|Rσν | ⇒ u̇τ = 0,

‖στ‖ = µp|Rσν | ⇒ il existe λ ≥ 0 tel que στ = −λu̇τ ,

où p : Γ3 × R+ → R+ est le seuil de frottement vérifiant les conditions

suivantes :

(1.5.7)



(a) Ilexiste M > 0 tel que :

| p(x, r1)− p(x, r2) |≤M | r1 − r2 | ∀r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(b) x→ P (x, r) est lebesgue mesurable sur Γ3 ∀r ∈ R+.

(c) p(x, 0) = 0, p.p. x ∈ Γ3.
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En remplaçant le seuil de frottement σν de la loi (1.5.1) et (1.5.2) par la

condition de compliance normale (1.4.6) on obtient les lois de frottement

avec compliance normale suivantes :

(1.5.8)



‖στ‖ ≤ µpν(uν − g), ,

‖στ‖ < µpν(uν − g),⇒ uτ = 0,

‖στ‖ = µpν(uν − g),⇒ il existe λ ≥ 0 tel que στ = −λuτ ,

(1.5.9)



‖στ‖ ≤ µpν(uν − g), ,

‖στ‖ < µpν(uν − g),⇒ u̇τ = 0,

‖στ‖ = µpν(uν − g),⇒ il existe λ ≥ 0 tel que στ = −λu̇τ ,

Dans (1.5.8) et (1.5.9) la contrainte tangentielle ne peut pas excéder le

seuil de frottement µpν(uν − g). De plus, qand la seuil n’est pas atteint, il

n’y a pas de glissement ( le déplacement tangentiel ou la vitesse tangentielle

s’annule). Quand ce seuil est atteint, le corps se met à glisser et la contrainte

tangentielle tend à s’opposer au mouvement tangentielle.

1.6 Lois de contact avec frottement et adhésion

Pour décrire les conditions aux limites correspondantes, nous supposons

que le vecteur de contrainte de Cauchy σν a une décomposition de la forme

(1.6.1) σν = (σν)ad + (σν)fc,

où (σν)ad et (σν)fc dénotent les parties de σν associées à l’adhésion et au

frottement, respectivement. Nous dénotons par σν , σadν , σ
fc
ν les composantes
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FIGURE 1.4 – Représentation graphique de l’opérateur de troncation Rν .

normales des vecteurs σν, (σν)ad et (σν)fc qui sont données par

(1.6.2) σν = σν.ν, σadν = (σν)ad.ν, σfcν = (σν)fc.ν,

et par στ , σadτ , σ
fc
τ les composantes tangentielles des mêmes vecteurs qui sont

données par

(1.6.3) στ = σν − σνν, σadτ = (σν)ad − σadν ν, σfcτ = (σν)fc − σfcν ν,

Nous supposons que la composante normale du vecteur (σν)ad satisfait la

condition

(1.6.4) σadν = γνβ
2Rν(uν)
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dans laquelle γν est un coefficient positif et Rν : R → R est l’opérateur de

troncation difini par

(1.6.5) Rν(s) =


L si s < −L,

−s si − L ≤ s ≤ 0,

0 si s > 0.

Ici L > 0 est la longueur caractéristique du lien, au delà de laquelle il s’étire

sans offrir aucune résistance complémentaire. L’introduction de l’opérateur

Rν, ensemble avec l’opérateur Rτ défini ci-dessous, est motivée par les argu-

ments mathématiques mais ce n’est pas restrictif du point de vue physique,

puisqu’aucune restriction de la taille du paramètre L n’est faite que dans

ce qui suit (voir figure 1.4). Ainsi, en choisissant L très grand, nous pou-

vons assumer que Rν(uν) = −uν et, donc, nous obtenons la condition de

compliance normale

σadν =


−γνβ2uν si uν ≤ 0,

0 si uν > 0.

Aussi, nous supposons que la composante normale du vecteur (σν)fc satis-

fait la condition de contact avec compliance normale

(1.6.6) −σfcν = pν(uν),

où uν est le déplacement normal et pν est la fonction positive préscrite telle

que pν(r) = 0 pour r ≤ 0. Combinons les égalités (1.6.1), (1.6.2), (1.6.4) et

(1.1.2), nous dérivons la condition de contact de compliance normale avec

adhésion,

(1.6.7) −σν = pν(uν)− γνβ2Rν(uν) sur Γ3 × (0, T ).
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La contribution de l’adhésion à la traction normale est donnée par le terme

γνβ
2Rν(uν). Ainsi, la traction adhésive est nonnegative et proportionnelle,

avec un coefficient de proportionnalité γν, par rapport au carré de l’inten-

sité d’adhésion et le déplacement normal, mais tant que uν n’excède pas la

longueur du lien L.

Ensuite, nous supposons que la composante tangentielle du vecteur (σν)ad

satisfait la condition

(1.6.8) σνadτ = −γτβ2Rτ (uτ ),

où, encore, γτ est un coefficient positif et Rτ : Rd → Rd est l’opérateur de

troncation défini par

(1.6.9) Rτ (υ) =


υ si ‖υ‖ ≤ L,

L
υ

‖υ‖
si ‖υ‖ > L.

Cette condition montre que la contrainte tangentielle adhésive sur la surface

de contact est proportionnelle au déplacement tangentiel, mais tant qu’il

n’excède pas la longueur du lien L.

Le frottement est modélisé par une version statique de la loi de frottement

de Coulomb. Pour cela, considérons la décomposition (1.6.1) du vecteur de

Cauchy et supposons que

(1.6.10)



‖σfcτ ‖ ≤ −µσfcν ,

‖σfcτ ‖ < −µσfcν ⇒ uτ = 0,

‖σfcτ ‖ = −µσfcν ⇒ ∃λ ≥ 0 telle que ufcτ = −λuτ ,

où µ est le coefficient de frottement, supposé être positif. Combinons les

relations (1.6.1), (1.6.2), (1.6.4), (1.6.6) et (1.6.8) nous obtenons la loi de
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frottement avec adhésion,

(1.6.11)



‖στ + γτβ
2Rτ (uτ )‖ ≤ µpν(uν),

‖στ + γτβ
2Rτ (uτ )‖ < µpν(uν)⇒ uτ = 0,

‖στ + γτβ
2Rτ (uτ )‖ = µpν(uν)⇒ ∃λ ≥ 0

telle que στ + γτβ
2Rτ (uτ ) = −λuτ

sur Γ3 × (0, T ).

Notons que la condition de compliance normale avec adhésion (1.6.7) a

été déjà utilisée dans [78] et les conditions de frottement similaires à ceux

dans (1.6.11) ont été considérées dans [49] et dans [61] dans le cas particu-

lier Rτ (uτ ) = uτ et Rν(uν) = −uν, pour L très grand. Dans la deuxième partie

de cette thèse on va utiliser une loi de frottement couplèe avec adhésion de

la forme suivante :

(1.6.12)



‖στ + γτβ
2Rτ (uτ )‖ ≤ µpν(uν),

‖στ + γτβ
2Rτ (uτ )‖ < µpν(uν)⇒ u̇τ = 0,

‖στ + γτβ
2Rτ (uτ )‖ = µpν(uν)⇒ ∃λ ≥ 0

telle que στ + γτβ
2Rτ (uτ ) = −λu̇τ

sur Γ3 × (0, T ).

Pour compléter le modèle, nous supposons que l’évolution du champ

d’adhésion est gouvernée par une équation différentielle ordinaire

(1.6.13) β̇(t) = −
(
β(t)(γνRν(uν(t))2 + γτ‖Rτ (uτ )‖2)− εa

)
+

sur Γ3 × (0, T ).

A celle-ci, nous rajoutons la condition initiale

(1.6.14) β(0) = β0.

Ici et ci-dessous, en plus des paramètres positives γν et γτ déjà introduits
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dans (1.6.4) et (1.6.8), εa est un paramètre positif et r+ = max{0, r}. Notons

que le processus adhésif est irréversible, en effet, une fois que le décollement

se passe le collage ne peut pas être rétabli, puisque β̇ ≤ 0. Pour plus de

détails concernant la modélisation du contact adhésif, nous référons aux

livres [37, 66, 78].

Finalement, notons qu’aux lois de frottement (1.5.5) et (1.5.6) on peut in-

troduire le champ d’adhésion pour obtenir les lois de frottement avec adhé-

sion suivantes



‖ στ + γτβ
2Rτ (uτ ) ‖≤ µp(| R(σν)− γνβ2Rν(uν) |),

‖ στ + γτβ
2Rτ (uτ ) ‖< µp(| R(σν)− γνβ2Rν(uν) |) =⇒ uτ = 0,

‖ στ + γτβ
2Rτ (uτ ) ‖= µp(| R(σν)− γνβ2Rν(uν) |)⇒ ∃λ ≥ 0 tel que :

στ + γτβ
2Rτ (uτ ) = −λuτ ,

(1.6.15)

ou

‖ στ + γτβ
2Rτ (uτ ) ‖≤ µp(| R(σν)− γνβ2Rν(uν) |),

‖ στ + γτβ
2Rτ (uτ ) ‖< µp(| R(σν)− γνβ2Rν(uν) |) =⇒ u̇τ = 0,

‖ στ + γτβ
2Rτ (uτ ) ‖= µp(| R(σν)− γνβ2Rν(uν) |)⇒ ∃λ ≥ 0 tel que :

στ + γτβ
2Rτ (uτ ) = −λu̇τ ,

(1.6.16)

On note ici que dans la troisième partie de cette thèse nous nous plaçons

dans ce type de loi de frottement.

1.7 Conditions de contact de type Signorini avec

adhésion.

Dans cette thèse l’évolution du champ d’adhésion sur la partie Γ3 est

gouverné par l’équation différentielle ordinaire

(1.7.1) β̇ = −(β(γνRν(uν)2 + γτ ‖ Rτ (uτ ) ‖2)− εa)+ sur Γ3 × (0, T ) ,
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où γν , γτ et εa sont des coefficients positifs, r+ = max{0, r} et Rν : R −→ R,

Rτ : Rd → Rd, sont les opérateurs de troncation donnés par (1.6.5) et (1.6.9).

Maintenantle, pour modéliser le contact adhésif avec une fondation rigide

nous utilisons les relations suivantes :

(1.7.2) uν ≤ 0, σν − γνβ2Rν (uν) ≤ 0, uν
(
σν − γνβ2Rν (uν)

)
= 0 sur Γ3 × (0, T ),

qui sont les conditions de contact de type Signorini avec adhésion. Pour

L très grand, on peut supposer que Rν (uν) = −uν, d’où les conditions de

contact (1.7.2) deviennent :

(1.7.3) uν ≤ 0, σν + γνuνβ
2 ≤ 0, uν(σν + γνuνβ

2) = 0 sur Γ3 × (0, T ).

Ces conditions ont été utilisées dans [27, 61], pour modéliser le contact

adhésif unilatéral. Quand le champ d’adhésion est nul, les conditions(1.7.3)

deviennent

uν ≤ 0, σν ≤ 0, σνuν = 0, sur Γ3 × (0, T ),

qui sont les conditions de contact classiques de Signorini, sans adhésion

(voir (1.4.5)).
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OUTILS MATHÉMATIQUES

Ce chapitre est consacré à la description des espaces fonctionnels utilisés

dans cette thèse. Nous supposons dans ce chapitre que Ω est un domaine

borné et de Lipschitz de Rd (d = 2, 3), c’est-à-dire que sa frontière Γ est re-

présentable localement comme le graphe d’une fonction Lipschitzienne sur

un ouvert de Rd−1, Ω étant situé localement d’un seul côté de Γ. Par ailleurs,

nous considérons une partition de Γ en trois parties mesurables disjointes

Γ1, Γ2, et Γ3 d’un côté et une partition de Γ1 ∪ Γ2 en deux parties ouvertes Γa

et Γb d’un autre côté, telles que mesΓ1 > 0 et mesΓa > 0.

2.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section nous donnons quelques rappels sur les espaces de

fonctions à valeurs réelles qui nous aident à comprendre les propriétés des

espaces appropriés à la mécanique. Nous allons définir les espaces de fonc-

tions continues, continûments différentiables, les fonctions p-intégrables et

les espaces de Sobolev. Pour plus de détails sur ce sujet nous renvoyons le

lecteur, par exemple, aux références [1, 19, 64].

Pour tout multi-indice α = (α1, ..., αd) d’entiers positifs ou nuls on désigne

par

(2.1.1) Dαu = ∂|α|u

∂α1
x1 ∂

α2
x2 ...∂

αd
xd

,
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où| α |= α1 +α1 + ...+αd est la longueur de α . Dans cette thèse, on va désigner

par
∂u

∂xi
, ∂xiu, ∂iu, uxi ou u,i,les dérivées partielles d’une fonction u.

2.1.1 Espaces de fonctions continues et continûments dif-

férentiables

L’espace des fonctions uniformément continues sur Ω est noté par C(Ω)

et il est un espace de Banach pour la norme donnée par

| υ |C(Ω)= sup
{
| υ(x) |, x ∈ Ω |

}
.

Toute fonction uniformément continue est bornée et possède une unique

extention continue sur Ω. Pour tout entier m, l’espace Cm(Ω) donné par

Cm(Ω) =
{
υ ∈ C(Ω)/ Dαυ ∈ C(Ω) pour | α |≤ m

}

est l’espace des fonctions continues sur Ω dont les dérivées d’ordre au plus

m sont également continues sur Ω. Il est aussi un espace de Banach s’il est

muni de la norme

| υ |Cm(Ω)=
∑
|α|≤m

| Dαυ |C(Ω) .

L’espace C∞(Ω) désigne l’espace des fonctions indéfiniment différentiables

C∞(Ω) =
∞
∩
m=0

Cm(Ω).

Nous pouvons maintenant parler de l’espace des fonctions indéfiniment dé-

rivables sur l’ensemble Ω à support inclus dans Ω, défini par

C∞0 (Ω) = {υ ∈ C∞(Ω)/ supp υ ⊂ Ω} ,
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où supp υ = {υ ∈ C∞(Ω)/υ(x) 6= 0} est le support de la fonction υ. Si supp υ

est un sous ensemble propre de Ω, on dit que υ est une fonction à support

compact dans Ω.

2.1.2 Les espaces Lp(Ω)

Définition 2.1.1. (Espace de Lebesgue). Soit p ∈ R, 1 ≤ p < ∞. On appelle

l’espace de Lebesgue Lp(Ω) l’ensemble

Lp(Ω) = {υ : Ω −→ R/ υ Lebesgue mesurable sur Ω et | υ |p Lebesgue integrable sur Ω } .

C’est un espace de Banach s’il est muni de la norme

‖ υ ‖Lp(Ω)=
(∫

Ω
| υ(x) |p dx

)1
p .

Si p =∞ et υ : Ω −→ R mesurable, alors on définit ‖ . ‖L∞(Ω) par

‖ υ ‖L∞(Ω)= supess(υ) = inf {c :| υ(x) |≤ c} .

L’espace L∞(Ω) est aussi un espace de Banach.

Définition 2.1.2. Soit p ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞, on dit qu’une fonction u : Ω −→ R

appartient à Lploc(Ω) si u◦IK ∈ Lp(Ω) pour tout compact K ⊂ Ω, où IK représente

l’application identité de K.

Remarque 2.1.3. Soit u ∈ Lploc(Ω), si on a

∫
Ω
u(x)ϕ(x)dx = 0 ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω),

alors u = 0 p.p dans Ω .

Dans ce qui suit nous allons rappeler quelques propriétés des espaces
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Lp(Ω). Soit 1 < p <∞ un réel. On pose q = p

p− 1 et on dit que q est l’exposant

conjugué de p. L’exposant q est caractérisé par
1
p

+ 1
q

= 1. Pour p = 1 (res.

p = +∞) nous poserons naturellement q = +∞ (res q = 1).

Théorème 2.1.4. Pour tout p ∈ [1,+∞], les espaces Lp(Ω) vérifient les asser-

tions suivantes

1) Les espaces Lp(Ω) sont des espaces de Banach.

2)Toute suite de Cauchy de Lp(Ω) possède une sous-suite convergente ponc-

tuelement sur Ω.

3) Pour toute fonction u ∈ Lp(Ω), toute υ ∈ Lq(Ω) l’inégalité de Hölder est

vérifiée, i.e. ∫
Ω
| u(x)υ(x) | dx ≤‖ u ‖Lp(Ω)‖ υ ‖Lq(Ω) .

4) Les duaux des espaces Lp(Ω), pour p ∈ [1,+∞[ , vérifient (Lp(Ω))′ = Lq(Ω).

5) Les espaces Lp(Ω) sont des espaces réflexifs pour ]1,+∞[.

6) Les espaces Lp(Ω) sont des espaces séparables pour [1,+∞[.

L’espace L2(Ω) munit du produit scalaire

(u, υ)L2(Ω) =
∫

Ω
u(x)υ(x)dx ∀u, υ ∈ L2(Ω),

est un espace de Hilbert. De plus l’inégalité de Cauchy-Schwarz corresppon-

dant à l’inégalité de Hölder est vérifiée, i.e.

∫
Ω
| u(x)υ(x) | dx ≤‖ u ‖L2(Ω)‖ υ ‖L2(Ω) .

2.1.3 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été introduits au début du siècle et ont per-

mis de résoudre bon nombre de problèmes concernant les équations aux

dérvées partielles sans réponse jusque là. Nous nous limiterons aux es-

paces les plus utiles en gardant bien à l’esprit que la théorie sous-jacente
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est beaucoup plus vaste.

Dans ce qui suit, sauf mention explicite du contraire, on suppose l’ouvert

Ω ⊂ Rd borné.

Définition 2.1.5. Soit u ∈ L1
loc(Ω) et α ∈ Nn. On dit que la fonction υ ∈ L1

loc(Ω)

est la dérivée faible d’ordre α de u si

∫
Ω
u(x)Dαϕ(x)dx = (−1)|α|

∫
Ω
υ(x)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω).

En utilisant la remarque (2.1.3) nous déduisons que la dérivée faible, si

elle existe, est unique dans L1
loc(Ω).

Définition 2.1.6. Pour tout k ∈ N et pour tout p ∈ [1,+∞] , nous définissons

l’espace de Sobolev W k,p(Ω) par

W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) ∀α, | α |≤ k;∃υα ∈ Lp(Ω), tel que υα = Dαu} ,

Remarque 2.1.7. Nous ferons très souvent l’abus d’écriture qui consiste à

identifier Dαu et υα.

La norme sur l’espace W k,p(Ω) est donée par

‖ u ‖Wk,p(Ω)=


( ∑
|α|≤k

‖ Dαu ‖Lp(Ω)

)1
p si 1 ≤ p <∞,

max
|α|≤k

‖ Dαu ‖L∞(Ω) si p =∞.

Pour p = 2, on note par Hk(Ω) l’espace W k,2(Ω) et la norme précédente pro-

vient d’un produit scalaire.

Théorème 2.1.8. Les espaces de Sobolev W k,p(Ω), pour k ∈ N et p ∈ [1,+∞] ,

munis de la norme ‖ . ‖, sont des espaces de Banach. De plus, les espaces

Hk(Ω), pour tout k entier, sont des espaces de Hilbert.
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Pour modéliser un problème mécanique, il nous faudra introduire des

conditions aux limites, ce qui nous amène à parler de la restriction à la

frontière Γ d’une fonction. Bien que cela semble tout-à-fait naturel de le

faire, il faut s’assurer que cette restriction au bord ait un sens du point de

vue mathématique. Pour cela nous introduisons la notion d’application trace

γ des fonctions des espaces de Sobolev.

Théorème 2.1.9. Soit Ω un dommaine de Lipschitz de Rd de frontière Γ et

1 ≤ p < ∞. Il existe une application linéaire continue γ : W 1,p(Ω) −→ Lp(Γ)

possédant les propriétés suivantes :

1) γυ = υ |Γ si υ ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω),

2) l’application γ est une application compact,

3) il existe une constante k > 0, provenant de la continuité de l’application

γ, telle que

‖ γυ ‖Lp(Γ)≤ k ‖ υ ‖W 1,p(Ω) ∀u ∈ W 1,p(Ω).

Lorsqu’il n’y a aucune ambiguité, nous remplaçons γυ (la trce de de la

fonction υ ∈ W 1,p(Ω)) par υ.

2.2 Espaces liés aux opérateurs de déformation

et de divergence

Dans cette section nous introduisons les espaces de Hilbert suivants,

associés aux inconnues mécaniques u et σ :

H = {u = (ui) | ui ∈ L2(Ω)},

H = {σ = (σij) | σij = σji ∈ L2(Ω)},

H1 = {u = (ui) | ui ∈ H1(Ω)},

H1 = {σ ∈ H | σij,j ∈ H }.
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Les espaces H, H, H1 et H1 sont des espaces réels de Hilbert munis des

produits scalaires suivants :

(u, υ)H =
∫

Ω uivi dx,

(σ, τ)H =
∫

Ω σijτij dx,

(u, υ)H1 = (u, υ)H + (ε(u), ε(υ))H,

(σ, τ)H1 = (σ, τ)H + (Divσ,Divτ)H .

respectivement, où ε : H1 → H et Div : H1 → H sont respectivement les

opérateurs de déformation et de divergence, définis par

ε(u) = (εij(u)), εij(u) = 1
2(ui,j + uj,i), Div σ = (σij,j).

Les normes sur les espaces H, H, H1 et H1 sont notées par ‖.‖H, ‖.‖H, ‖.‖H1

et ‖.‖H1, respectivement.

Pour tout champ de vecteurs υ ∈ H1 nous utilisons la notation υ pour

désigner la trace γ υ de υ sur Γ. Rappelons que l’application de trace γ :

H1 −→ L2(Γ)d est linéaire et continue, mais n’est pas surjective. L’image de H1

par cette application est notée par HΓ ; ce sous-espace s’injecte continûment

dans L2(Γ)d. Désignons par H ′Γ le dual de HΓ et (., .)H′Γ×HΓ le produit de dualité

entre H ′Γ et HΓ. Pour tout σ ∈ H1, il existe un élément σ ν ∈ H ′Γ tel que :

(2.2.1) (σ ν , γυ)H′Γ×HΓ = (σ, ε(υ))H + (Div σ, υ)H ∀υ ∈ H1.

En outre, si σ est assez régulier (par exemple C1), nous avons la formule

(2.2.2) (σ ν, γυ)H′Γ×HΓ =
∫

Γ
σ ν.υ da ∀υ ∈ H1.
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Donc, pour σ assez régulier nous avons la formule de Green suivante :

(2.2.3) (σ, ε(υ))H + (Div σ, υ)H =
∫

Γ
σ ν.υ da ∀υ ∈ H1.

Nous définissons le sous-espace fermé de H1

(2.2.4) V = { υ ∈ H1 | υ = 0 sur Γ1 }.

Puisque mesΓ1 > 0, l’inégalité de Korn s’applique sur V ; alors, il existe une

constante CK > 0 dépendant uniquement de Ω et Γ1 telle que

(2.2.5) ‖ε(υ)‖H ≥ CK ‖υ‖H1 ∀υ ∈ V.

Une preuve de cette inégalité peut être trouvé dans [58] p.79.

Nous considérons sur l’espace V , le produit scalaire donné par

(2.2.6) (u, υ)V = (ε(u), ε(υ))H ∀u, υ ∈ V

et soit ‖ · ‖V la norme associée, telle que

(2.2.7) ‖υ‖V = ‖ε(υ)‖H ∀ υ ∈ V.

Par l’inégalité de Korn, il vient que ‖·‖H1 et ‖·‖V sont des normes équivalentes

sur V et ainsi (V, ‖ · ‖V ) est un espace de Hilbert. De plus, en utilisant le

Théorème de trace de Sobolev, (2.2.3) et (2.2.4), il existe une constante c0

dépendant uniquement de Ω, Γ1 et Γ3 telle que

(2.2.8) ‖υ‖L2(Γ3)d ≤ c0‖υ‖V ∀υ ∈ V.

Pour une fonction scalaire β, qui représente le champ d’adhésion sur la
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surface Γ3 du contact, nous définissons l’ensemble

(2.2.9) Q = {β : Γ3 × [0, T ]→ R | 0 ≤ β(t) ≤ 1 sur Γ3}.

Dans ce qui suit, nous définissons les espaces de Sobolev associés aux

inconnues électriques (Le champ des déplacements électriques D et le poten-

tiel électrique ϕ) des problèmes électro-mécaniques qui vont être introduits

dans cette thèse. Soit les espaces

W = {D = (Di) | Di ∈ L2(Ω)} = L2(Ω)d,(2.2.10)

W1 = { D = (Di) | Di ∈ L2(Ω), Di,i ∈ L2(Ω)}.(2.2.11)

munis des produits scalaires

(D,E)W =
∫

Ω
DiEi dx, (D,E)W1 = (D,E)W + (divD, div E)L2(Ω),

et leurs normes associées ‖ · ‖W et ‖ · ‖W1, respectivement. Le champ du

potentiel électrique va être trouvé dans l’espace

(2.2.12) W = { ξ ∈ H1(Ω) | ξ = 0 sur Γa }.

Puisque mes (Γa) > 0, l’inégalité de Friedrichs-Poincaré est satisfaite, ainsi,

(2.2.13) ‖∇ξ‖W ≥ cF ‖ξ‖H1(Ω) ∀ ξ ∈ W,

où cF > 0 est une constante qui dépend uniquement de Ω et Γa et ∇ξ = (ξ,i ).

Sur l’espace W , nous considérons le produit scalaire donné par

(2.2.14) (ϕ, ξ)W = (∇ϕ,∇ξ)W ,
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et soit ‖ · ‖W la norme associée. Il s’ensuit de (2.2.13) que ‖ · ‖H1(Ω) et ‖ · ‖W

sont des normes équivalentes sur W et donc (W, ‖ · ‖W ) est un espace réel de

Hilbert . De plus, par le théorème de trace de Sobolev, il existe une constante

c̃0 dépendant uniquement de Ω, Γa et Γ3, telle que

(2.2.15) ‖ξ‖L2(Γ3) ≤ c̃0‖ξ‖W ∀ ξ ∈ W.

Aussi, rappelons que lorsque D ∈ W1 est une fonction régulièe, la formule

de Green est satisfaite :

(2.2.16) (D,∇ξ)W + (div D, ξ)W =
∫

Γ
D · ν ξ da ∀ ξ ∈ H1(Ω).

Pour des détails supplémentaires sur les espaces de Sobolev nous renvoyons

le lecteur par exemple à [1, 19, 32].

2.3 Espaces des fonctions à valeurs vectorielles

Ce paragraphe est destiné à rappeler les principaux résultats sur les

fonctions définies sur un intervalle de temps et à valeurs dans un espace

de Banach réel. Bien que le contenu de ce paragraphe est standard et peut

être trouvé dans un grand nombre d’ouvrages, une revue d’ensemble sur

ce sujet nous a paru utile. Soit 0 < T < ∞ et soit (X, ‖ · ‖X) un espace de

Banach réel. Nous notons par Cc(0, T ;X) l’ensemble des fonctions continues

à support compact dans (0, T ) à valeurs dans X.

Définition 2.3.1. Une fonction f : [0, T ] → X est dite mesurable s’il existe

un sous ensemble E ⊂ [0, T ] de mesure nulle et une suite (fn)n∈N de fonctions

appartenant à Cc(0, T ;X) telle que ‖fn(t)− f(t)‖X → 0 quand n→∞, pour tout

t ∈ [0, T ]\E.

Définition 2.3.2. Une fonction f : [0, T ]→ X est dite fortement dérivable dans
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t0 ∈ (0, T ) s’il existe un élément
df

dt
(t0) ∈ X appelé la dérivée forte de f dans t0,

tel que

‖1
h

(f(t0 + h)− f(t0))− df

dt
(t0)‖X = 0.

Définition 2.3.3. Une fonction f : [0, T ]→ X est dite intégrable s’il existe une

suite (fn)n∈N de fonctions appartenant à Cc(0, T ;X) telle que

lim
n→∞

∫ T

0
||fn(t)− f(t)||X dt = 0.

Théorème 2.3.4. (Bochner) : Une fonction f : [0, T ] → X mesurable est in-

tégrable si et seulement si x 7→ ||f(x)||X : [0, T ] → R+ est intégrable. Dans ce

cas,

‖
∫ T

0
f dt‖X ≤

∫ T

0
||f ||X dt.

Soit 1 ≤ p ≤ ∞. L’espace de Lebesgue Lp(0, T ;X) est l’ensemble des classes

de fonctions f : (0, T ) → X mesurables, telles que l’application t → ||f(t)||X

appartient à Lp(0, T ). On sait que Lp(0, T ;X) est un espace vectoriel normé

avec la norme

‖f‖Lp(0,T ;X) = (
∫ T

0 ‖f(t)‖pX dt)
1
p 1 ≤ p <∞,

‖f‖L∞(0,T ;X) = inf{c > 0 | ‖f(t)‖X ≤ c, t ∈ (0, T )} p =∞.

Par ailleurs, nous avons les résultats suivants :

Proposition 2.3.5. (1) Lp(0, T ;X) (1 ≤ p ≤ ∞) est un espace de Banach.

(2) Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (., .)X , alors

L2(0, T ;X) est aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(u, υ)L2(0,T ;X) =
∫ T

0
(u(t), υ(t))Xdt.

(3) Lr(0, T ;X) ⊆ Lq(0, T ;X), avec injection continue, 1 ≤ q ≤ r ≤ ∞.
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(4) Si X est un espace de Hilbert, alors

Lp(0, T ;X)′ = Lq(0, T ;X), 1 < p, q <∞, 1
p

+ 1
q

= 1,

L1(0, T ;X)′ = L∞(0, T ;X),

où Lp(0, T ;X)′ représente le dual de l’espace Lp(0, T ;X), 1 ≤ p ≤ ∞.

Définition 2.3.6. Soit u,w ∈ L1(0, T ;X). La fonction w s’appelle la dérivée

généralisée d’ordre n de u sur (0, T ) si

∫ T

0
ϕ(n)(t)u(t)dt = (−1)n

∫ T

0
ϕ(t)w(t)dt, ∀ϕ ∈ C∞c (0, T ),

C∞c (0, T ) étant l’espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables, à sup-

port compact dans (0, T ). Nous écrivons w = u̇ pour n = 1 et w = u(n) pour

n ≥ 2.

Soit 1 ≤ p ≤ ∞. L’espace de Sobolev W 1,p(0, T ;X) est l’espace des fonctions

u : [0, T ]→ X telles que u ∈ Lp(0, T ;X) et u̇ ∈ Lp(0, T ;X). L’espace W 1,p(0, T ;X)

est un espace de Banach muni de la norme

‖u‖W 1,p(0,T ;X) = ‖u‖Lp(0,T ;X) + ‖u̇‖Lp(0,T ;X).

Définition 2.3.7. Une fonction f : [0, T ] → X est dite absolument continue si

quelque soit ε > 0, il existe δ = δ(ε) > 0 tel que pour toute suite d’intervalles

(aj, bj) disjoints, inclus dans [0, T ], tels que
∑
j(bj − aj) < δ on a

∑
j ‖f(bj) −

f(aj)‖X ≤ ε.

Maintenant nous rappelons le lien entre les fonctions absolument conti-

nues et les fonctions de l’espace W 1,p(0, T ;X).

Théorème 2.3.8. Soit 1 ≤ p ≤ ∞, X un espace de Banach réflexif et soit

u ∈ Lp(0, T ;X). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) u ∈ W 1,p(0, T ;X).
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(2) u admet un représentant absolument continu presque partout dérivable,

ayant la dérivée forte dans Lp(0, T ;X).

(3) Il existe u0 ∈ X et g ∈ Lp(0, T ;X), telles que

u(t) = u0 +
∫ t

0
g(s)ds ∀t ∈ [0, T ].

Il découle de la démonstration du théorème précédent que, si X est un

espace réflexif, alors toute fonction u ∈ W 1, p(0, T ;X) est fortement dérivable

p.p. sur (0, T ) et u̇ = du

dt
p.p. sur (0, T ). Par ailleurs, W 1,1(0, T ;X) coïncide avec

l’ensemble des fonctions u : [0, T ]→ X absolument continues et W 1,∞(0, T ;X)

coïncide avec l’ensemble des fonctions lipschitziennes u : [0, T ] → X. Étant

donnés un entier k ≥ 2 et un réel 1 ≤ p ≤ ∞ on définit par récurrence l’espace

W k,p(0, T ;X) = {u ∈ W k−1,p(0, T ;X); u̇ ∈ W k−1,p(0, T ;X)}.

On vérifie aisément que u ∈ W k,p(0, T ;X) si et seulement s’il existe k fonctions

g1, ..., gk ∈ Lp(0, T ;X) telles que

∫ T

0
u(t)ϕ(j)(t)dt = (−1)j

∫ T

0
gj(t)ϕ(t), ∀ϕ ∈ C∞c (I) ∀j = 1, 2...k,

où ϕ(j) désigne la dérivée d’ordre j de ϕ.On peut donc considérer les dérivées

successives u̇ = g1, u
(2) = g2, ..., u

(k) = gk. L’espace W k,p(0, T ;X) est un espace

de Banach muni de la norme

||u||Wk,p(0,T ;X) = ||u||Lp(0,T ;X) +
k∑

α=1
‖u(α)‖Lp(0,T ;X).

Nous avons alors les résultats suivants :

Théorème 2.3.9. Si la fonction u ∈ W k,p(0, T ;X), 1 ≤ p ≤ ∞. Nous avons alors

1) ||u(t)− u(s)||X ≤
∫ t
s ||u̇(r)||Xdr 0 ≤ s ≤ t ≤ T,
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2) Si de plus p <∞, on a

||u(t)− u(s)||pX ≤ (t− s)p−1
∫ t

s
||u̇(r)||pXdr 0 ≤ s ≤ t ≤ T,

3) Si p =∞, on a

||u(t)− u(s)||X ≤ ||u̇(r)||L∞(0,T ;X) 0 ≤ s ≤ t ≤ T .

Théorème 2.3.10. Dans le cas où l’espace (X, (., .)X) est un espace de Hilbert

et si la fonction u appartient à l’espace H1(0, T ;X), alors

1) la fonction t −→ 1
2 ||u(t)||2X est une fonction absolument continue sur l’in-

tervalle ]0, T [ ,

2)
d

dt

1
2 ||u(t)||2X = (u̇(t), u(t))X p.p. t ∈ ]0, T [ ,

3)
1
2 ||u(t)||2X = 1

2 ||u(0)||2X +
∫ t

0 (u̇(t), u(t))X ds ∀t ∈ ]0, T [ .

Finalement, nous dénotons aussi par C([0, T ];X) et C1([0, T ];X) les espaces

des fonctions continues et continûment différentiables sur [0, T ] à valeurs

dans X, respectivement, avec les normes

‖u‖C([0,T ];X) = maxt∈[0,T ] ‖u(t)‖X ,

‖u‖C1([0,T ];X) = maxt∈[0,T ] ‖u(t)‖X + maxt∈[0,T ] ‖u̇(t)‖X .

Pour plus de détails sur les résultats résumés dans cette section nous ren-

voyons par exemple aux références [15, 19].

2.4 Éléments d’analyse non linéaire dans les es-

paces de Hilbert

Cette section comporte des rappels de quelques éléments d’analyse non

linéaire dans les espaces de Hilbert et quelques résultats sur les inéquations
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variationnelles elliptiques, les inéquations variationnelles d’évolution et les

inclusions différentielles qu’on va utiliser dans cette thèse. Pour avoir plus

de détails sur les rappels figurants dans cette section, nous renvoyons par

exemple aux références [20, 69, 70].

2.4.1 Rappel sur les espaces de Hilbert

Soit X un espace vectoriel réel et (., .)X un produit scalaire sur X. La

norme induite sur l’espace X par le produit scalaire (., .)X est définie par :

‖u‖X = (u, u)1/2
X .

Cette norme vérifie l’inégalité de Cauchy-Schwarz

| (u, υ)X |≤ ‖u‖X‖υ‖X ∀u, υ ∈ X.

On dit que X est un espace de Hilbert si X est complet pour la norme

définie ci-dessus. Dans la suite, on va supposer que X est un espace de

Hilbert et la convergence forte dans l’espace X sera notée par une flèche

un → u⇐⇒‖ un − u ‖X−→ 0.

On note par X ′ l’espace dual de X et par ‖.‖X′×X la dualité entre X et X ′.

La norme sur l’espace X ′ est définie par

‖η‖X′ =sup =
υ∈X
υ 6=0X

| (η, υ)X′×X |
‖υ‖X

On a les résultats suivants :

Théorème 2.4.1. (Théorème de représentation de Riesz-Fréchet). Etant donné
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η ∈ X ′ , il existe f ∈ X unique tel que

(η, υ)X′×X = (f, υ)X ∀υ ∈ X.

On a de plus

‖η‖X′ = ‖f‖X .

Ce théorème montre que toute forme linéaire continue sur X peut se repré-

senter de manière unique à l’aide du produit scalaire. L’application η → f

est un isomorphisme isométrique qui permet d’identifier X et son dual X ′.

On dit que la suite (un) de X est faiblement convergente vers l’élément

u ∈ X et on note un ⇀ u si

(η, un)X → (η, u)X ∀η ∈ X ′.

Dans ce cas, u s’appelle limite faible de la suite (un). En utilisant l’inégalité

de Cauchy-Schwarz, il résulte que si un → u dans X alors un ⇀ u dans X

. La réciproque n’est pas en général vraie. De plus, puisque tout espace de

Hilbert est réflexif, on a le résultat suivant :

Théorème 2.4.2. Soit (un) une suite bornée de X. Il existe alors un élément

u ∈ X et une sous-suite de (un) encore notée (un) telles que un ⇀ u.

Un élément u ∈ X qui est la limite faible d’une sous suite de la suite (un)

s’appelle point faiblement adhérent de la suite (un). On prouve que :

Théorème 2.4.3. Si la suite (un) ⊂ H possède un unique point faiblement

adhérent u ∈ H, alors un ⇀ u.

Autrement dit, le théorème précédent affirme que si toutes les sous-suites

faiblement convergentes d’une suite (un) on la même limite faible u, alors la

suite (un) converge faiblement vers u.
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2.4.2 Fonctions convexes et semi-continuité inférieure

On considère une fonction ϕ définie sur un espace vectoriel réel X et à

valeur dans ] − ∞,+∞]. Une telle fonction est dite propre si elle n’est pas

identiquement égale à +∞, c’est à dire s’il existe u0 ∈ X tel que ϕ(u0) < +∞.

La fonction ϕ est dite convexe si

ϕ(tu+ (1− t)υ) ≤ tϕ(u) + (1− t)ϕ(υ) ∀u, υ ∈ X, t ∈ [0, 1] .

La fonction ϕ est dite strictement convexe si cette dernière inégalité est stricte

pour tout u, υ ∈ X tel que u 6= υ.

Pour toute fonction ϕ : X → ]−∞,+∞], on définit le domaine et l’épigraphe

de ϕ respectivement par :

(2.4.1) dom ϕ = {u ∈ X \ ϕ(u) < +∞} ,

epi ϕ = {(u, α) ∈ X \ ϕ(u) < α} .

Il est clair qu’on peut établir les résultats suivants :

1) ϕ est propre si et seulement si domϕ 6= φ.

2) Le domaine de ϕ est un ensemble convexe de X si ϕ est convexe.

3) ϕ est convexe si et seulement si epiϕ est un ensemble convexe de X×R.

Nous supposons maintenant l’espace vectoriel X muni d’une topologie (en

général X sera un espace vectoriel normé ou encore plus particulièrement

un espace de Hilbert). Une fonction ϕ : X → ]−∞,+∞] est dite semi-continue

inférieurement (s.c.i) si

lim inf
n

ϕ(un) ≥ ϕ(u),

pour tout u ∈ X et un → u dans X. La propriété de semi-continuité inférieu-

rement peut être caractérisée par :

Lemme 2.4.4. Soit ϕ : X → ] −∞,+∞], alors Les propriétés suivantes sont

Section 2.4 Chapitre 2 44



CHAPITRE 2. OUTILS MATHÉMATIQUES

équivalentes :

1) ϕ est semi-continue inférieurement.

2) L’épigraphe de ϕ est fermée dans X × R.

Puisque dans un espace vectoriel normé tout ensemble convexe est si-

multanément fermé pour la topologie forte et la topologie faible, le lemme

précédent conduit au résultat suivant :

Théorème 2.4.5. Soit X un espace de Hilbert et ϕ : X → ]−∞,+∞] une fonc-

tion convexe et propre. Alors ϕ est semi-continue inférieurement si et seule-

ment si ϕ est semi-continue inférieurement par rapport à la topologie faible de

X.

Soit maintenant K ⊂ X. On appelle fonction indicatrice de K, la fonction

ψK : X → ]−∞,+∞] définie par :

(2.4.2) ψK(u) =


0 si u ∈ K,

+∞ si u /∈ K.

En utilisant cette définition, on peut facilement prouver le résultat suivant :

Lemme 2.4.6. K est un ensemble convexe, fermé et non vide de X si et

seulement si la fonction indicatrice ψK est convexe, s.c.i et propre.

2.4.3 Différentiabilité et sous différentiabilité

Soit X un espace Hilbert réel muni du produit scalaire (·, ·)X et de la

norme associée ‖ · ‖X . On note à présent par 2X l’ensemble de toutes les

parties de X. Une fonction ϕ : X → ]−∞,+∞] est dite Gâteaux-différentiable

au point u ∈ X s’il existe un élément ∇ϕ(u) ∈ X tel que :

lim
t→0

ϕ(u+ tυ)− ϕ(u)
t

= (∇ϕ(u), υ)X ∀ υ ∈ X.
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L’élément ∇ϕ(u) s’appelle la différentielle au sens de Gâteaux de ϕ en u. La

fonction ϕ est dite Gâteaux-différentiable si elle est Gâteaux-différentiable en

tout point de X; dans ce cas l’opérateur u→ ∇ϕ(u) de X dans X s’appelle le

gradient de ϕ.

La convexité des fonctions Gâteaux-différentiable peut être caractérisée

comme suit :

Lemme 2.4.7. Soit ϕ : X → R une fonction Gâteaux-différentiable. Alors ϕ est

une fonction convexe si et seulement si

(2.4.3) ϕ(υ)− ϕ(u) ≥ (∇ϕ(u), υ − u)X ∀u, υ ∈ X.

L’inégalité (2.4.3) suggère une généralisation de la notion de gradient aux

fonctions convexes. On dit que la fonction ϕ : X → ] − ∞,+∞] est sous-

différentiable en un point u ∈ X s’il existe f ∈ X tel que :

(2.4.4) ϕ(υ)− ϕ(u) ≥ (f, υ − u)X ∀ υ ∈ X.

L’élément f est alors appelé un sous-gradient de ϕ en u et l’ensemble des

sous-gradients de ϕ en u est appelé le sous-différentiel de ϕ en u et est noté

∂ϕ(u) :

(2.4.5) ∂ϕ(u) = {f ∈ X \ ϕ(υ)− ϕ(u) ≥ (f, υ − u)X ∀ υ ∈ X } .

On note par dom (∂ϕ) l’ensemble défini par :

(2.4.6) dom (∂ϕ) = {u ∈ X \ ∂ϕ(u) 6= φ} .

En utilisant (2.4.6) et (2.4.5) et (2.4.1), il résulte

(2.4.7) dom(∂ϕ) ⊂ domϕ

Section 2.4 Chapitre 2 46



CHAPITRE 2. OUTILS MATHÉMATIQUES

L’opérateur multivoque u → ∂ϕ(u) : X → 2X s’ appelle le sous-différentiel de

ϕ. La fonction ϕ est dite sous-différentiable si elle est sous-différentiable en

tout point de X, c’est à dire si dom(∂ϕ) = X.

En utilisant l’inégalité (2.4.4), on obtient :

Lemme 2.4.8. Soit ϕ : X → ]−∞,+∞] une fonction sous-différentiable, Alors

ϕ est convexe, propre et semi-continue inférieurement.

Lemme 2.4.9. Soit ϕ : X → ] − ∞,+∞] une fonction convexe et Gâteaux-

différentiable. Alors ϕ est sous-différentiable et ∂ϕ(u) = {∇ϕ(u)} pour tout u ∈

X.

Remarque 2.4.10. Explicitons le sous- différentiel de la fonction indicatrice

d’un ensembleK ⊂ RN ; en utilisant (2.4.7), (2.4.1) et (2.4.2), il résulte dom(∂ψK) ⊂

K et d’après (2.4.5) il vient

(2.4.8) f ∈ ∂ψK ⇐⇒ u ∈ K et f.(υ − u) ≤ 0 ∀ υ ∈ K.

En utilisant cette relation, il résulte que si u se trouve à l’untérieur de K,

alors ∂ψK(u) = {0RN}

2.4.4 Inclusions différentielles

Soit X un espace Hilber et A : D(A) ⊂ X −→ 2X un opérateur multivoque,

où D(A) est le dommaine de A défini par

(2.4.9) D(A) = {x ∈ X : Ax 6= ∅} ,

Le graphe de A dénoté par Gr(A) est défini par

Gr(A) = {(x, y) ∈ X ×X : y ∈ Ax} .
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Définition 2.4.11. L’operateur A : X −→ 2X est dit

(i) monotone si

∀(x1, y1) ∈ Gr(A), ∀(x2, y2) ∈ Gr(A) : (y1 − y2, x1 − x2)X ≥ 0.

(ii) maximal monotone si A est monotone et n’existe aucun opérateur

monotone B : X −→ 2X tel que Gr(A) est un ensemble propre de Gr(B),

ce qui est équivalent à l’implication

[(y1 − y2, x1 − x2)X ≥ 0, ∀(x1, y1) ∈ Gr(A)]⇒ (x2, y2) ∈ Gr(A).

Proposition 2.4.12. Le sous-différentiel ∂ψK : X −→ 2X de la fonction indica-

trice d’un ensemble convexe fermé K de l’espace X est un opérateur maximal

monotone.

Proposition 2.4.13. La somme d’un opérateur maximal monotone et un opé-

rateur monotone et de Lipschitz est un operateur maximal monotone.

Finalement, nous rappelons un résultat abstrait portant sur l’existence

et l’unicité d’une solution d’une certaine classe d’inclusion différentielles qui

sera utiliser dans le premier chapitre de la troisième partie de cette thèse.

Théorème 2.4.14. Soit A : D(A) ⊂ X −→ 2X un opérateur multivoque tel

que A + ωIX est un opérateur maximal monotone pour certains réels ω. Alors,

pour toute f ∈ W 1,1(0, T ;X) et u0 ∈ D(A), il existe une unique fonction u ∈

W 1,∞(0, T ;X), vérifiant

u̇(t) + Au(t) 3 f(t) p.p. t ∈ (0 T ),(2.4.10)

u(0) = u0.(2.4.11)

Pour la démonstration de ce théorème voir [14], page 32.
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2.4.5 Opérateurs non-linéaires et formes bilinéaires dans

un espace de Hilbert

Nous donnons dans ce paragraphe quelques définitions et propriétés sur

les opérateurs non linéaire et les formes bilinéaires dans un espaces de

Hilbert muni du produit scalaire (·, ·)X et de la norme associée ‖ · ‖X .

Définition 2.4.15. Soit A : X −→ X un opérateur non-linéaire. L’opérateur A

est dit

1) monotone si

(2.4.12) (Au− Av, u− υ)X ≥ 0 ∀u, υ ∈ X;

2) fortement monotone si

(2.4.13)
il existe m > 0 tel que

(Au− Av, u− υ)X ≥ m‖u− υ‖2
X ∀u, υ ∈ X;

3) de Lipschitz si

(2.4.14)
il existe M > 0 tel que

‖Au− Aυ‖X ≤M‖u− υ‖X ∀u, υ ∈ X.

Théorème 2.4.16. Soit A : X −→ X un opérateur fortement monotone et de

Lipschitz et K ⊂ X un ensemble convexe, fermé non vide. Alors pour tout f ∈ X

il existe un unique élément u tel que

(2.4.15) u ∈ K, (Au, υ − u)X ≥ (f, υ − u)X ∀υ ∈ K.

L’inéquation précédente s’appelle inéquation variationnelle de première

espèce sur X.

Si on prend K = X dans le théorème précédent on obtient le résultat
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suivant

Corollaire 2.4.17. Soit A : X −→ X un opérateur fortement monotone et de

Lipschitz. Alors pour tout f ∈ X il existe un unique élément u ∈ X tel que

Au = f.

Le corollaire précédent représente un cas particulier du Théorème de

Minty-Browder ( voir par exemple [19] p.88). Ce théorème nous prouve que

tout opérateur A : X −→ X fortement monotone et de Lipschitz est inversible.

Donc, on a le résultat suivant qu’on va utiliser dans le premier chapitre de

la troisième partie de cette thèse.

Lemme 2.4.18. Soit A : X −→ X un opérateur fortement monotone et de

Lipschitz. Alors son inverse A−1 est également fortement monotone et de Lip-

schitz.

Le résultat suivant sera aussi utiliser dans le premier chapitre de la troi-

sième partie de cette thèse.

Lemme 2.4.19. Soit A : X −→ X un opérateur fortement monotone et B :

X −→ X un opérateur monotone. Alors, A+B est fortement monotone.

Maintenant, soit a : X ×X −→ R une forme bilinéaire.

Définition 2.4.20. La forme bilinéaire a est continue s’il existe un réel M > 0

tel que

(2.4.16) | a (u, υ) |≤M‖u‖X ‖ υ‖X ∀u, υ ∈ X.

Définition 2.4.21. La forme bilinéaire a est X-elliptique s’il existe un réel

m > 0 tel que

(2.4.17) | a (u, u) |≥ m‖u‖2
X ∀u ∈ X.
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2.5 Inéquations variationnelles elliptiques et d’évo-

lution

Soit X un espace Hilbert réel muni du produit scalaire (·, ·)X et de la

norme associée ‖ · ‖X, A : X −→ X un opérateur non linéaire, a : X ×

X −→ R une forme bilinéaire et f ∈ X. La modélisation de plusieurs classes

de problèmes physiques conduit à un problème mathématique de la forme

suivante

(2.5.1)
Trouver u tel que

u ∈ X, (Au, υ − u)X + j(υ)− j(u) ≥ (f, υ − u)X ∀υ ∈ X,

où j : X → R, ou à un problème de la forme

(2.5.2)
Trouver u tel que

u ∈ X, (Au, υ − u)X + j(u, υ)− j(u, u) ≥ (f, υ − u)X ∀υ ∈ X,

où j : X×X → R. Les problèmes (2.5.1) et (2.5.2) sont appelés inéquation va-

riationnelle elliptique de seconde espèce et inéquation quasi-variationnelle

de type elliptique sur X, respectivement. Dans le problème (2.5.2) la fonc-

tionnelle j dépend de la solution elle même. Nous donnons par la suite un

résultat d’existence et d’unicité pour le problème (2.5.1).

Théorème 2.5.1. Soit A : X −→ X un opérateur fortement monotone et de

Lipschitz et j : X → R une fonctionnelle propre, convexe et semi-continue

inférieurement. Alors le problème (2.5.1) admet une solution unique.

Notons que ce résultat sera utilisé dans le deuxième chapitre de la troi-

sième partie de cette thèse. Les démonstration des théorèmes (2.4.16) et

(2.5.1) peuvent être trouvées dans [20, 33]

Dans le deuxième chapitre de la deuxième partie de cette thèse, nous

utiliserons un résultat abstrait d’existence et d’unicité sur les inéquations
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quasi-variationnelles d’évolution. Ce résultat concerne les problèmes du type

suivant :

Trouver u : [0, T ]→ X tel que

a(u(t), υ − u̇(t)) + j(u(t), υ)− j(u(t), u̇(t)) ≥ (f(t), υ − u̇(t))X

∀υ ∈ X, p.p. t ∈ (0 T ) ,(2.5.3)

u(0) = u0.(2.5.4)

où j : X × X → R et f : [0, T ] → X. La différence entre le problème (2.5.2)

et le problème (2.5.3)–(2.5.4) consiste dans le fait que le dernier problème

est évolutif. En effet, f et u dépendent maintenant du temps, la dérivée u̇

apparaît dans la formulation du problème et par conséquent, une condition

initiale, (2.5.4), est rajoutée.

Pour étudier le problème (2.5.3)–(2.5.4), nous introduisons les hypothèses

suivantes :



a : X ×X −→ R est une forme bilinéaire symétrique et

(a) il existe M > 0 telle que

|a(u, υ)| ≤M‖u‖X‖υ‖X ∀u, υ ∈ X.

(b) il existe m > 0 telle que

a(υ, υ) ≥ m‖υ‖2
X ∀υ ∈ X.

(2.5.5)



Pour tout ζ ∈ X, j(ζ, .) : X −→ R est une fonctionnelle positive

homogène et sous-additive, c’est-à-dire

(a) j(ζ, λu) = λj(ζ, u) ∀u ∈ X, λ ∈ R+;

(b) j(ζ, u+ υ) ≤ j(ζ, u) + j(ζ, υ) ∀u, υ ∈ X.

(2.5.6)

(2.5.7) f ∈ W 1,∞(0, T ;X).
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(2.5.8) u0 ∈ X.

(2.5.9) a(u0, υ) + j(u0, υ) ≥ (f(0), υ)X ∀υ ∈ X.

Gardant à l’esprit (2.5.6), il en résulte que pour tout ζ ∈ X, La fonctionnelle

j(ζ, .) : X −→ R est convexe. Par conséquent, cette fonctionnelle possède une

dérivée directionnelle j ′2donnée par :

(2.5.10) j
′

2(ζ, u; υ) = lim
λ↘0

1
λ

[j(ζ, u+ λυ)− j(ζ, u) ] ∀ζ, u, υ ∈ X.

Nous considérons aussi les hypothèses supplémentaires suivantes sur la

fonctionnelle j.



Pour toute suite (un) ⊂ X avec ‖un‖X −→∞,

toute suite (tn) ⊂ [0 1] et pour tout ū ∈ X on a

lim
n→+∞

inf

[
1

‖un‖2
X

j
′
2(tnun, un − ū;−un)

]
< m.

(2.5.11)



Pour toute suite (un) ⊂ X avec ‖un‖X −→∞,

toute suite bornée (ζn) ⊂ X et tout ū ∈ X on a

lim
n→+∞

inf

[
1

‖un‖2
X

j
′
2(ζn, un − ū;−un)

]
< m.

(2.5.12)



Pour toute suite (un) ⊂ X and (ζn) ⊂ X telles que

un ⇀ u ∈ X, ζn ⇀ ζ ∈ X et pour tout υ ∈ X, on a

lim
n→+∞

sup [j(ζn, υ)− j(ζn, un)] ≤ j(ζ, υ)− j(ζ, u).

(2.5.13)


Il existe k0 ∈ (0,m) telle que

j(u, υ − u)− j(υ, υ − u) ≤ k0‖u− υ‖2
X ∀u, υ ∈ X.

(2.5.14)
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

Il existe deux fonctions a1 : X −→ R et a2 : X −→ R,

qui mènent des sous-ensembles bornés de X dans

des sous-ensembles bornés de R tels que

| j(ζ, u) |≤ a1(ζ)‖u‖2
X + a2(ζ) ∀ζ, u ∈ X,

et a1(0X) < m− k0.

(2.5.15)



Pour toute suite (ζn) ⊂ X avec ζn ⇀ ζ ∈ X

et pour toute suite bornée (un) ⊂ X, on a

lim
n→+∞

[j(ζn, un)− j(ζ, un)] = 0.

(2.5.16)



Pour tout s ∈ (0 T ] et pour toute fonction

u, υ ∈ W 1,∞(0, T ;X) avec u(0) = υ(0), u(s) 6= υ(s),

l’inégalité ci-dessous vérifiée.∫ s
0 [j(u(t), υ̇(t))− j(u(t), u̇(t)) + j(υ(t), u̇(t))

−j(υ(t), υ̇(t))]dt < m

2 ‖u(s)− υ(s)‖2
X.

(2.5.17)



Il existe α ∈
(
0 , m2

)
telle que pour tout s ∈ (0 T ] et toutes

fonctions u, υ ∈ W 1,∞(0, T ;X) avec u(s) 6= υ(s), on a∫ s
0 [j(u(t), υ̇(t))− j(u(t), u̇(t)) + j(υ(t), u̇(t))

−j(υ(t), υ̇(t))]dt < α‖u(s)− υ(s)‖2
X.

(2.5.18)

Pour l’étude du problème de l’évolution (2.5.3)–(2.5.4), nous avons le ré-

sultat suivant :

Théorème 2.5.2. Supposons que les conditions (2.5.5)–(2.5.9) sont vérifiées.

Alors

(i) Sous les hypothèses (2.5.11)–(2.5.16), le problème (2.5.3)–(2.5.4) pos-

sède au moins une solution u ∈ W 1,∞(0, T ;X).

(ii) Sous les hypothèses (2.5.11)–(2.5.17)), le problème (2.5.3)–(2.5.4) pos-

sède une solution unique u ∈ W 1,∞(0, T ;X).

(iii) Sous les hypothèses (2.5.11)–(2.5.16) et (2.5.18), le problème (2.5.3)–

(2.5.4) possède une solution unique u telle que (f, u0) −→ R est une fonction
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lipschitzienne de W 1,∞(0, T ;X)×X à valeurs dans L∞(0, T ;X).

Le corollaire suivant découle du théorème précédent et sera utilisé dans

le premier chapitre de la deuxième partie de cette thèse.

Corollaire 2.5.3. Soit j : X −→ R+ une semi-norme contunue. Nous sup-

posons que les hypothèses (2.5.5), (2.5.7) et (2.5.8) sont vérifiées et que u0

satisfait la condition

(2.5.19) a(u0, υ) + j(υ) ≥ (f(0), υ)X ∀υ ∈ X.

Alors, il existe une fonction unique u ∈ W 1,∞(0, T ;X) telle que

(2.5.20)

a(u(t), υ − u̇(t))H + j(υ)− j(u̇(t)) ≥ (f(t), υ − u̇(t))V

∀υ ∈ V, p.p.t ∈ (0 T ) ,

u(0) = u0.

En outre, l’application (f, u0) −→ R est lipschitzienne de W 1,∞(0, T ;X) × X à

valeurs dans L∞(0, T ;X).

La démonstration du théorème (2.5.2) et du corollaire (2.5.3) qui peut

être trouver dans [57] est obtenue en plusieurs étapes et il est basé sur

des arguments des inégalités quasivariational elliptiques et une méthode de

discrétisation en temps.

2.6 Compléments divers

Dans cette section, nous allons rappeler une version du théorème de

Cauchy-Lipschitz, le théorème de point fixe et les lemmes de type Gronwal.

Théorème 2.6.1. Soit (X, ‖ · ‖X) un espace de Banach réel et soit F (t, ·) : X →
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X un opérateur défini p.p. sur (0, T ), qui satisfait les propriétés suivantes :


il existe LF > 0 tel que

‖F (t, x)− F (t, y)‖X ≤ LF‖x− y‖X ∀x, y ∈ X, p.p. t ∈ (0, T );

il existe 1 ≤ p ≤ ∞ tel que F (., x) ∈ Lp(0, T ;X) ∀x ∈ X.

Alors, pour tout x0 ∈ X, il existe une fonction unique x ∈ W 1,p(0, T ;X) telle que

ẋ(t) = F (t, x(t)) p.p. t ∈ (0, T ),

x(0) = x0.

Pour des détails sur ce théorème on peut renvoyer le lecteur par exemple

à [81] p.60.

Théorème 2.6.2. (Théorème de point fixe de Banach) Soit K un sous-

ensemble fermé et non-vide de l’espace de Banach (X, ‖ · ‖X). Supposons que

Λ : K → K est une contraction, c’est à dire il existe c ∈ [0, 1) telle que

‖Λu− Λυ‖X ≤ c‖u− υ‖X ∀u, υ ∈ K.

Alors, il existe un unique élément u ∈ K tel que Λu = u.

Pour l’opérateur Λm : K → K défini par la relation

Λm = Λ(Λm−1) m ≥ 2,

nous avons la version suivante du théorème de point fixe

Théorème 2.6.3. Soit K un sous-ensemble fermé et non-vide de l’espace de

Banach (X, ‖ · ‖X) et soit Λ : K → K. Supposons que Λm : K → K est une

contraction pour m un entier positif. Alors, Λ a un point fixe unique dans K.

Section 2.6 Chapitre 2 56



CHAPITRE 2. OUTILS MATHÉMATIQUES

A la fin, nous passons en revue les lemmes de Gronwall qui interviennent

dans de nombreux problèmes de contact, en particulier pour établir l’unicité

de la solution. Pour avoir plus de détails sur les rappels figurant dans ce

paragraphe, le lecteur pourra consulter par exemple [45, 70]. Notons par

ailleurs que dans certains paragraphes de ce mémoire, nous allons utiliser

des versions "presque partout" de ces lemmes.

Lemme 2.6.4. Soient m, n ∈ C([0, T ];R) telles que m(t) ≥ 0 et n(t) ≥ 0 pour

tout t ∈ [0, T ], a ≥ 0 une constante, et ψ ∈ C([0, T ];R).

(1) Si

ψ(t) ≤ a+
∫ t

0
m(s)ds+

∫ t

0
n(s)ψ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

alors

ψ(t) ≤
(
a+

∫ t

0
m(s) ds

)
exp

(∫ t

0
n(s) ds

)
∀t ∈ [0, T ].

(2) Si

ψ(t) ≤ m(t) + a
∫ t

0
ψ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

alors ∫ t

0
ψ(s)ds ≤ eaT

∫ t

0
m(s)ds.

Dans le cas particulier m = 0, la partie (1) de ce lemme devient :

Corollaire 2.6.5. Soit n ∈ C([0, T ];R) telle que n(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ] et

soit a ≥ 0. Si ψ ∈ C([0, T ];R) est une fonction telle que

ψ(t) ≤ a+
∫ t

0
n(s)ψ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

alors

ψ(t) ≤ a exp
(∫ t

0
n(s) ds

)
∀t ∈ [0, T ].

Le Corollaire précédent est souvent utilisé pour montrer l’unicité de la

solution, de la façon suivante. En supposant qu’il existe deux solutions, en
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notant par ψ la norme de la différence entre ces solutions, on essaie ensuite

de majorer ψ sous la forme

ψ(t) ≤
∫ t

0
n(s)ψ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

avec une certaine fonction n ≥ 0. L’application du corollaire donne immédia-

tement la nullité de ψ.

Lemme 2.6.6. Soient m, n ∈ C([0, T ],R) telles que m(t) ≥ 0, n(t) ≥ 0 ∀t ∈ [0, T ]

et a ≥ 0. Soit également φ : [0, T ]→ R une fonction telle que

1
2φ

2(s) ≤ 1
2a

2 +
∫ s

0
m(t)φ(t)dt+

∫ s

0
n(t)φ2(t)dt ∀s ∈ [0, T ].

Alors,

|φ(s)| ≤
(
a+

∫ s

0
m(t)dt

)
e
∫ s

0 n(t) dt ∀s ∈ [0, T ].

Dans le cas particulier n = 0, le Lemme précédent devient :

Corollaire 2.6.7. Soit m ∈ C([0, T ],R) tel que m(t) ≥ 0 ∀t ∈ [0, T ] et soit a ≥ 0.

Soit également φ : [0, T ]→ R une fonction telle que

1
2φ

2(s) ≤ 1
2a

2 +
∫ s

0
m(t)φ(t)dt ∀s ∈ [0, T ].

Alors,

|φ(s)| ≤ a+
∫ s

0
m(t)dt ∀s ∈ [0, T ].
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PARTIE II

PROBLÈMES

ELECTRO-ÉLASTIQUE

La deuxième partie de cette thèse est consacrée à l’étude de deux pro-

blèmes de contact quasi-statiques pour des corps piézoélectriques. Le pre-

mier problème est un problème de contact avec frottement et adhésion tel

que les contraintes normales sur la partie Γ3 sont données et le second est

modélisé par une conditions de compliance normale avec adhésion et frot-

tement. Dans les deux problèmes le comportement du matériau est électro-

élastique. Pour ces deux problèmes le contact entre le corps et l’obstacle est

modélisé par une variable de surface appelée champ d’adhésion dont l’évo-

lution est décrite par une équation différentielle ordinaire du premier ordre.

On établit pour le premier problème une formulation variationnelle et un

résultat d’éxistence et d’unicité de la solution faible et une formulation va-

riationnelle et un résultat d’éxistence de la solution faible pour le deuxième

problème, d’où on remarque que si les contraintes normales sur la partie Γ3

ne sont pas données on perd l’unicité de la solution faible. Les démonstra-
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tions sont basées sur des arguments d’inéquations variationnelles dépen-

dant du temps, d’équations différentielles, ainsi que sur des arguments de

point fixe.
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PROBLÈME ÉLECTRO-ÉLASTIQUE

AVEC FROTTEMENT ET ADHÉSION

Dans ce chapitre, nous étudions un problème quasistatique de contact

avec frottement et adhésion entre un corps ayant une lois constitutive électro-

élastique linéaire et une base rigide. Le frottement est mdélisé par une ver-

sion de la loi de Coulomb et l’évolution du champ d’adhésion est décrite par

une équation différentielle ordinaire du premier ordre. Notre objectif est de

formuler le problème variationnel et de prouver l’existence et l’unicité de la

solution en utilisant un resultat abstrait pour les inéquations quasivaria-

tionnelles elliptiques et le théorème de point fixe.

3.1 Formulation du problème

Nous nous plaçons dans le cadre physique que nous avons présnté dans

la première partie de cette thèse (Figure 1.1). Nous considérons que le corps

ayant une loi de comportement électro-élastique et que les contraintes nor-

males sont connues sur la partie Γ3. Nous modélisons le contact par une

version de la loi de Coulomb avec adhésion.

Avec ces considérations, le modèle électro-mécanique est le suivant :

Problème P1.Trouver un champ des déplacements u : Ω × [0, T ] → Rd, un

champ des contraintes σ : Ω× [0, T ]→ Sd, un potentiel électrique ϕ : Ω× [0, T ]→

62



CHAPITRE 3. PROBLÈME ÉLECTRO-ÉLASTIQUE AVEC FROTTEMENT ET
ADHÉSION

R, un champ des déplacements électriques D : Ω × [0, T ] → Rd et un champ

d’adhésion β : Ω× [0, T ]→ R tels que

σ = Fε(u)− E∗E(ϕ) dans Ω× (0, T ) ,(3.1.1)

D = BE(ϕ) + Eε(u) dans Ω× (0, T ) ,(3.1.2)

Divσ + f0 = 0 dans Ω× (0, T ) ,(3.1.3)

divD = q0 dans Ω× (0, T ) ,(3.1.4)

u = 0 sur Γ1 × (0, T ) ,(3.1.5)

σν = f2 sur Γ2 × (0, T ) ,(3.1.6)

σν = S sur Γ3 × (0, T ) ,(3.1.7)

(3.1.8)



‖ στ + γτβ
2Rτ (uτ ) ‖≤ µ | S |

‖ στ + γτβ
2Rτ (uτ ) ‖< µ | S |=⇒ u̇τ = 0

‖ στ + γτβ
2Rτ (uτ ) ‖= µ | S |⇒ ∃λ ≥ 0

tel que στ + γτβ
2Rτ (uτ ) = −λu̇τ

sur Γ3 × (0, T ) ,

(3.1.9) β̇(t) = −
(
γτβ(t) ‖ Rτ (uτ (t)) ‖2 −εa

)
+

sur Γ3 × (0, T ) ,

ϕ = 0 sur Γa × (0, T ) ,(3.1.10)

D.ν = q2 sur Γb × (0, T ) ,(3.1.11)

D.ν = 0 sur Γ3 × (0, T ) ,(3.1.12)

u(0) = u0 dans Ω,(3.1.13)

β(0) = β0 sur Γ3.(3.1.14)

Dans ce qui suit, nous fournissons quelques commentaires sur les condi-

tions (3.1.1)–(3.1.14). Les équations (3.1.1) et (3.1.2) représentent la loi de
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comportement électro-élastique, les equations (3.1.3) et (3.1.4) sont les équa-

tions d’équilibre mécanique et électrique qui figurent dans (1.2.2) et (1.2.3).

Les équations (3.1.5) et (3.1.6) sont respectivement, les conditions aux li-

mites en déplacements et en tractions, tandis que les équations (3.1.10) et

(3.1.11) sont les conditions aux limites électriques que nous avons définies

dans (1.2.6) et (1.2.7). Notons que nous avons imposer la condition (3.1.12)

pour des raisons physiques ; en effet, la fondation est supposée être isola-

trice. La condition (3.1.7) indique que la contrainte normale σν est prescrit

sur la surface de contact et les conditions (3.1.8) sont les conditions de frot-

tement avec ahésion qui figurent dans (1.6.12). L’équation (3.1.9) est l’équa-

tion différentielle ordinaire associée au champ d’adhésion, déja introduite

par (1.7.1) avec la condition initiale (3.1.14), où β0 est un champ d’adhésion

donné. Finalement, u0 est la condition initiale des déplacements.

3.2 Formulation variationnelle

Dans cette section, nous listons les hypothèses sur les données du pro-

blème de contact (P1). Supposons que l’opérateur d’élasticité F , satisfait :

(3.2.1)



(a) F = (F ijkl) : Ω× Sd −→ Sd.

(b) Fijkl = Fklij = Fjikl ∈ L∞(Ω).

(c) Il existe mF > 0 telle que Fijklεijεkl ≥ mF‖ε‖2

∀ε ∈ Sd, p.p. dans Ω.

Le tenseur piézoélectrique E, satisfait :

(3.2.2)


(a) E : Ω× Sd → Rd.

(b) E(x, τ) = (eijk(x)τjk) ∀τ = (τij) ∈ Sd, p.p.x ∈ Ω.

(c) eijk = eikj ∈ L∞(Ω).
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Le tenseur du permittivité électrique B, satisfait

(3.2.3)



(a) B : Ω× Rd → Rd.

(b) B(x,E) = (bij(x)Ej) ∀E = (Ei) ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω.

(c) bij = bji ∈ L∞(Ω).

(d) Il existe mB > 0 telle que

bij(x)EiEj ≥ mB‖E‖2 ∀E = (Ei) ∈ Rd, p.p.x ∈ Ω.

Nous supposons aussi que les forces volumique f0 et les tractions surfaçique

f2 satisfont les régularités

(3.2.4) f0 ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Ω)d), f2 ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ2)d),

la contrainte normale donnée satisfait

(3.2.5) S ∈ L∞(Γ3),

et les charges électriques volumiques q0 et surfaciques q2 satisfont

(3.2.6) q0 ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Ω)), q2 ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γb)).

Nous supposons également que

(3.2.7) D.ν = 0 sur Γ3 ∀t ∈ [0 T ] .

Le théorème de représentation de Riesz nous permet de définir les fonctions f :

[0, T ]→ V et q : [0, T ]→ W comme suit :

(3.2.8) (f(t), υ)V =
∫

Ω
f0(t) · υ dx+

∫
Γ2
f2(t) · υda+

∫
Γ3
Sυνda,
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(3.2.9) (q(t), ψ)W =
∫

Ω
q0(t)ψ dx−

∫
Γb
q2(t)ψ da,

pour tout υ ∈ V, ψ ∈ W et t ∈ [0, T ]. Notons que les conditons (3.2.4)–(3.2.6)

implique que

f ∈ W 1,∞(0, T ;V ),(3.2.10)

q ∈ W 1,∞(0, T ;W ).(3.2.11)

Les coefficients d’adhésion γν, γτ et εa satisfont les conditions

(3.2.12) γν , γτ ∈ L∞(Γ3), εa ∈ L2(Γ3), γν , γτ , εa ≥ 0 p.p. sur Γ3,

le coefficient de frottement µ satisfait

(3.2.13) µ ∈ L∞(Γ3), µ(x) ≥ 0 p.p. sur Γ3.

et la condition initiale d’adhésion β0 satisfait

(3.2.14) β0 ∈ L2(Γ3), 0 ≤ β0 ≤ 1 p.p. sur Γ3.

Ensuite, nous définissons la fonctinnelle d’adhésion jad : L2(Γ3)× V × V → R

par

(3.2.15) jad(β, u, υ) =
∫

Γ3
γτβ

2Rτ (uτ ) · υτda,

et la fonctionelle de frottement jfr : V → R+ par

(3.2.16) jfr(υ) =
∫

Γ3
µ | S |‖ υτ ‖ da,
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pour tout u, υ ∈ V et t ∈ [0, T ]. Compte tenu des hypothèses (3.2.4)–(3.2.6),

(3.2.12), (3.2.13) et la définition de l’opérateur Rτ , il resulte que les intégrales

figurant dans (3.2.8), (3.2.9), (3.2.15) et (3.2.16) sont bien définies.

Finalement, nous considérons pour les données initiales les hypothèses

suivantes :

(3.2.17) u0 ∈ V,

(3.2.18)
(Fε(u0), ε(υ))H + (E∗∇ϕ0, ε(υ))H + jad(β0, u0, υ)

+jfr(υ) ≥ (f(0), υ)V ∀υ ∈ V,

(3.2.19) jad(β0, u0, υ) = 0 ∀υ ∈ V,

(3.2.20) (B∇ϕ0,∇ψ)L2(Ω)d = (Eε(u0),∇ψ)L2(Ω)d + (q(0), ψ)W ∀ψ ∈ W.

Retournons maintenant à établir une formulation variationnelle du pro-

blème (P1). En utilisant la formule de Green (2.2.3) combinée avec les condi-

tions (3.1.3), (3.1.5)–(3.1.7) et la décomposition du tenseur de Cauchy (1.1.3)

on obtient
(σ(t), ε(υ)))H =

∫
Ω f0(t) · υ dx+

∫
Γ2
f2(t) · υda

+
∫

Γ3
Sυνda+

∫
Γ3 στ (t)·υτda ∀υ ∈ V.

Gardant à l’esprit (3.2.8), on peut écrire l’inégalité précédente comme suit :

(3.2.21)
(σ(t), ε(υ)))H = (f(t), υ)V +

∫
Γ3(στ + γτβ

2Rτ (uτ (t)))·υτda

−
∫

Γ3 γτβ
2Rτ (uτ (t))·υτda ∀υ ∈ V.
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Maintenant, en utilisant (3.1.8) on trouve

(3.2.22)
∫

Γ3
(στ + γτβ

2Rτ (uτ (t)))·υτda ≥ −
∫

Γ3
µ | S |‖ υτ ‖ da.

Alors, de (3.2.15), (3.2.16), (3.2.21) et (3.2.22) on obtient

(3.2.23) (σ(t), ε(υ)))H + jad(β, u(t), υ) + jfr(υ) ≥ (f(t), υ)V ∀υ ∈ V.

De plus, notons que (3.1.8) et (3.2.16) implique que

(3.2.24)
∫

Γ3
(στ + γτβ

2Rτ (uτ (t)))·u̇τda = −jfr(u̇(t)).

Donc, en prenant υ = u̇(t) dans (3.2.21) et en utilisant (3.2.15), (3.2.16) et

(3.2.24), nous déduisons que

(3.2.25) (σ(t), ε(u̇(t))))H + jad(β, u(t), u̇(t)) + jfr(u̇(t)) = (f(t), u̇(t))V ∀υ ∈ V.

Combinons cette dernière égalité avec l’inégalité (3.2.23) pour obtenir

(3.2.26)

(σ(t), ε(υ)− ε(u̇(t)))H + jad(β, u(t), υ − u̇(t))

+jfr(υ)− jfr(u̇(t)) ≥ (f(t), υ − u̇(t))V

∀υ ∈ V a.e. t ∈ [0 T ] ,

Maintenant, en utilisant la formule de Green (2.2.16) pour les inconnues

électriques du problème ainsi que les conditions (3.1.4), (3.1.10), (3.1.11) et

(3.1.12) nous obtenons

(D(t),∇ψ)L2(Ω)d +
∫

Ω
q0(t)ψdx =

∫
Γb
ψq2da ∀ψ ∈ W,
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gardant à l’esprit (3.2.9) on obtient

(3.2.27) (D(t),∇ψ)L2(Ω)d + (q(t), ψ)W = 0.

Combinons cette dernière égalité avec (1.1.7) et (3.1.2) pour obtenir

(3.2.28)
(B∇ϕ(t),∇ψ)L2(Ω)d − (Eε(u(t)),∇ψ)L2(Ω)d = (q(t), ψ)W

∀ψ ∈ W, ∀ t ∈ [0 T ] ,

Finalement, en utilisant (3.2.26) (3.1.1) et (3.2.28) nous obtenons la for-

mulation variationnelle suivante du problème électro-élastique P1

Problème PV1 . Trouver un champ des déplacements u : [0, T ] −→ V , un poten-

tiel électrique ϕ : [0, T ] → W et un champ d’adhésion β : [0, T ] → L2(Γ3) tels

que

(3.2.29)

(Fε(u(t)), ε(υ)− ε(u̇(t)))H + (E∗∇ϕ(t), ε(υ)− ε(u̇(t)))H+

+jad(β, u(t), υ − u̇(t)) + jfr(υ)− jfr(u̇(t)) ≥ (f(t), υ − u̇(t))V

∀υ ∈ V a.e. t ∈ [0 T ] ,

(3.2.30)
(B∇ϕ(t),∇ψ)L2(Ω)d − (Eε(u(t)),∇ψ)L2(Ω)d = (q(t), ψ)W

∀ψ ∈ W a.e. t ∈ [0 T ] ,

(3.2.31) β̇(t) = −
(
γτβ(t) ‖ Rτ (uτ (t)) ‖2 −εa

)
+

sur Γ3 × (0, T ) ,

(3.2.32) u(0) = u0,

(3.2.33) β(0) = β0.
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Ci-dessous dans cette section, β1 et β2 dénotent les éléments de L2(Γ3) tel

que 0 ≤ β1, β2 ≤ 1 p :p. sur Γ3, u1, u2, υ1, υ2, u et υ représentent des éléments

de V et c est une constante positive générique qui peut dépendre de Ω, Γ1,

Γ3, γτ et L, dont sa valeur peut changer d’un endroit à l’autre. Pour la raison

de simplicité, nous supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite des

diverses fonctions sur x ∈ Ω ∪ Γ3.

Finalement, en utilisant (2.2.8), (3.2.15), et les inégalités ‖Rτ (uτ )‖ ≤ L,

|β1| ≤ 1, |β2| ≤ 1, nous obtenons

(3.2.34) | jad(β1, u1, ω)− jad(β2, u2, ω) |≤ c(‖β1 − β2‖L2(Γ3) + ‖u1 − u2‖V )‖ω‖V .

3.3 Résultat d’existence et d’unicité

Dans ce qui suit, nous présentons notre résultat principal qui énonce

l’unique solvabilité du problème (PV1 ).

Théorème 3.3.1. Supposons que (3.2.1)-(3.2.3), (3.2.4)-(3.2.7), (3.2.12)-(3.2.14)

et (3.2.17)-(3.2.20) sont vérifiées. Alors le problème (PV1 ) admet une solution

unique (u, ϕ, β) qui satisfait :

u ∈ W 1,∞(0, T ;V ),(3.3.1)

ϕ ∈ W 1,∞(0, T ;W ).(3.3.2)

β ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)) ∩Q.(3.3.3)

De plus, la fonction (f, u0) −→ u est une fonction lipschitzienne de W 1,∞(0, T ;V )×

V à valeurs dans L∞(0, T ;V ).

Un ”quintuple” des fonctions (u, σ, ϕ, D, β) qui satisfait (3.1.1), (3.1.2),

(3.2.29)–(3.2.33) est appelée solution faible du Problème (P1). Nous concluons

par le Théorème 3.3.1 que, sous les hypothèses (3.2.1)-(3.2.3), (3.2.4)-(3.2.7),
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(3.2.12)-(3.2.14) et (3.2.17)-(3.2.20), le problème (P1) possède une solution

faible unique. Pour préciser la régularité de la solution faible, nous no-

tons que les relations constitutives (3.1.1) et (3.1.2), les hypothèses (3.2.1)–

(3.2.3) et les régularités (3.3.1)–(3.3.2) montrent que σ ∈ W 1,∞([0, T ];H), D ∈

W 1,∞([0, T ];L2(Ω)d). Mettant υ = u̇(t) ± ξ, où ξ ∈ C∞0 (Ω)d dans (3.2.26) et

ψ ∈ C∞0 (Ω) dans (3.2.27) et en utilisant les notations (3.2.8), (3.2.9), (3.2.15),

(3.2.16) on obtient

Divσ(t) + f0(t) = 0, divD(t) = q0(t), ∀t ∈ [0, T ].

Maintenant, de (3.2.4) et (3.2.6) il vient que Divσ ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Ω)d) et

divD ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Ω)), ce qui montre que

σ ∈ W 1,∞(0, T ;H1),(3.3.4)

D ∈ W 1,∞(0, T ;W1).(3.3.5)

Nous concluons que la solution faible (u, σ, ϕ,D, β) du problème piézoélec-

trique de contact avec adhésion (P1), possède la régularité (3.3.1), (3.3.2),

(3.3.3), (3.3.4) et (3.3.5).

La preuve du théorème 3.3.1 est effectuée en plusieurs étapes et est basée

sur le résultat abstrait donné par le corollaire (2.5.3).

Retournons maintenant à la démonstration du théorème 3.3.1. A cette

fin,nous supposons dans la suite que (3.2.1)-(3.2.3), (3.2.4)-(3.2.7), (3.2.12)-

(3.2.14) et (3.2.17)-(3.2.20) sont satisfaites ; ci-après, c est une constante

positive générique qui peut dépendre de Ω, Γ1, Γ3, F , γτ et L dont la valeur

peut changer d’un endroit à l’autre. Pour la simplicité, nous supprimons

dans ce qui suit la dépendance explicite des diverses fonctions de x ∈ Ω∪Γ3.

Comme dans [59], le théorème de représentation de Riesz nous permet
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de définir les opérateurs G : W −→ W et R : V −→ W , respectivement, par

(3.3.6) (Gϕ(t), ψ)W = (B∇ϕ(t),∇ψ)L2(Ω)d ∀ϕ, ψ ∈ W,

(3.3.7) (Rυ, ϕ)W = (Eε(υ),∇ϕ)L2(Ω)d ∀ϕ ∈ W, υ ∈ V.

On peut montrer que G est un opérateur linéaire, symétrique et positivement

défini. Donc, G est inversible et continu sur W . On peut aussi montrer que R

est linéaire et continu sur V . Par conséquent, R admet un opérateur adjoint

R∗ : W −→ V . La relation (1.3.2) nous permette d’écrire

(3.3.8) (R∗ϕ, υ)V = (E∗∇ϕ, ε(υ))H ∀ϕ ∈ W, υ ∈ V.

Combinons l’égalité (3.2.30) avec les égalités (3.3.6)-(3.3.7) pour obtenir

(Gϕ(t), ψ)W = (Ru(t), ψ)W + (q(t), ψ)W ∀ψ ∈ W,

et par conséquant

Gϕ(t) = Ru(t) + q(t).

Puisque G est inversible on obtient

(3.3.9) ϕ(t) = G−1Ru(t) + G−1q(t).

Mettant (3.3.8) et (3.3.9) dans (3.2.29) on trouve

(3.3.10)

(Fε(u(t)), ε(υ)− ε(u̇(t)))H + (R∗G−1Ru(t), υ − u̇(t))V +

+jad(β, u(t), υ − u̇(t)) + jfr(υ)− jfr(u̇(t)) ≥

(f(t)−R∗G−1q(t), υ − u̇(t))V ∀υ ∈ V, a.e. t ∈ (0 T ).
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Soit mantenant l’opérateur L : V → V défini par

(3.3.11) L(υ) = R∗G−1R(υ), ∀υ ∈ V.

En utilisant les propriétés des opérateurs G, R et R∗, nous déduisons que L

est linéaire, symétrique et positivement défini sur V . De plus, on a

(Lu, υ)V = (R∗G−1Ru, υ)V

= (G−1Ru,Rυ)W

= (Ru,G−1Rυ)W

= (u,R∗G−1Rυ)V

= (u, Lυ)V ∀u, υ ∈ V

(Lυ, υ)V = (R∗G−1Rυ, υ)V ,

(3.3.12) (Lυ, υ)V = (G−1Rυ,Rυ)W ≥ 0 ∀υ ∈ V.

Maintenant, nous définissons la forme bilinéaire a : V × V → R comme suit

(3.3.13) a(u, υ) = (Fε(u(t)), ε(υ))H + (Lu, υ)V ∀u, υ ∈ V.

En utilisant (3.2.1), (2.2.6) et (3.3.12), on peut montrer que la forme bili-

néaire a est coninue et coercive sur V . De plus, nous avons :

(3.3.14) | a(u, υ) |≤ (M + ‖L‖)‖u‖V ‖υ‖V ∀u, υ ∈ V,

(3.3.15) a(υ, υ) ≥ m‖υ‖2
V ∀υ ∈ V,

De la symétrie de F et L nous déduisons la symétrie de la forme bilinéaire a.
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Soit la fonction function f : [0 T ]→ V définie par

(3.3.16) f(t) = f(t)−R∗G−1q(t) ∀t ∈ [0 T ] .

Puisque R∗G−1 est un opérateur linéaire et continu, en utilisant (3.2.10) et

(3.2.11) nous obtenons

(3.3.17) f ∈ W 1,∞(0, T, V ).

En se basant sur les relations (3.3.10),(3.3.13),(3.3.16), (3.2.31), (3.2.32) et

(3.2.33) on peut considérer le problème variationnelle suivant :

Problème PV 1
1 . Trouver un champ des déplacements u : [0, T ] −→ V, et un

champ d’adhésion β : [0, T ]→ L2(Γ3) tels que

(3.3.18)

a(u(t), υ − u̇(t))H + jad(β, u(t), υ − u̇(t))

+jfr(υ)− jfr(u̇(t)) ≥ (f(t), υ − u̇(t))V

∀υ ∈ V, p.p.t ∈ (0 T ) ,

(3.3.19)
β̇(t) = −(γτβ(t) ‖ Rτ (uτ (t)) ‖2 −εa)+

sur Γ3 × (0, T ) ,

(3.3.20) u(0) = u0, β(0) = β0.

Nous avons le résultat suivant :

Théorème 3.3.2. Supposons que (3.2.1)-(3.2.3), (3.2.4)-(3.2.7), (3.2.12)-(3.2.14)

et (3.2.17)-(3.2.20) sont vérifiées. Alors, le problème (PV 1
1 ) possède une solu-

tion unique (u, β) qui satisfait :
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(3.3.21) u ∈ W 1,∞(0, T ;V ),

(3.3.22) β ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)) ∩Q.

De plus, la fonction (f, u0) −→ u est une fonction Lipschitzienne deW 1,∞(0, T ;V )×

V à valeurs dans L∞(0, T ;V ).

Nous supposons dans ce qui suit que les conditions du Théorème (3.3.2)

sont vérifiées et soit l’ensemble

(3.3.23) Z =
{
η ∈ W 1,∞(0, T ;V )/η(0) = 0V

}
.

Soit η ∈ Z donnée et nous considérons le problème variationnelle intermé-

diaire suivant :

Problème PV 2
1 . Trouver un champ des déplacements uη : [0T ]→ V tels que

(3.3.24)
a(uη(t), υ − u̇η(t)) + jfr(υ)− jfr(u̇η(t)) ≥ (fη(t), υ − u̇η(t))V

∀υ ∈ V,p.p. t ∈ (0 T ),

(3.3.25) uη(0) = u0,

(3.3.26) fη(t) = f(t)− η(t) ∀ t ∈ [0 T ] .

Remarque 3.3.3. De (3.3.17) et la régularité de η nous déduisons que

(3.3.27) fη ∈ W 1,∞(0, T, V ).
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Remarque 3.3.4. De (3.2.18) et (3.2.20), nous déduisons que (2.5.19) est

vérifiée.

Théorème 3.3.5. Supposons que (3.2.1)-(3.2.3), (3.2.4)-(3.2.7), (3.2.12)-(3.2.14)

et (3.2.17)-(3.2.20) sont vérifiées. Alors, le problème PV 2
1 , possède une solution

unique uη ∈ W 1,∞(0, T, V ). De plus, la fonction (f, u0) −→ u est une fonction

lipschitzienne de W 1,∞(0, T ;V )× V à valeurs dans L∞(0, T ;V ).

Nous allons utiliser le corollaire (2.5.3) dans le cas où X = V, pour obtenir

l’existence et l’unicité de la solution du problème (PV 2
1 ).

On a vu ci-dessus que la fonctionnelle jfr, définie par (3.2.16) est bien

définie. De plus, nous avons le résultat suivant :

Lemme 3.3.6. La fonctionnelle jfr : V → R+ est un semi-norme continue.

Démonstration. En utilisant (3.2.16) on obtient :

1) jfr(υ) ≥ 0 ∀υ ∈ V.

2) jfr(αυ) =
∫

Γ3 µ | S |‖ αυτ ‖ da

= | α |
∫

Γ3 µ | S |‖ υτ ‖ da

= | α | jfr(υ) ∀υ ∈ V, ∀α ∈ R.

3) jfr(u+ υ) =
∫

Γ3 µ | S |‖ uτ + υτ ‖ da

≤
∫

Γ3 µ | S |‖ uτ ‖ da+
∫

Γ3 µ | S |‖ υτ ‖ da

= jfr(u)+ jfr(υ) ∀u, υ ∈ V.

Alors, jfr est un semi-norme sur V.

Maintenant, soit la suites (υn) ⊂ V, telle que

υn −→ υ dans V,

d’une part on a

‖ υn − υ ‖V−→ 0.
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D’autre part on a

| jfr(υn)− jfr(υ) |≤ c0‖µ‖L∞(Γ3) | S |L∞(Γ3) meas(Γ3) ‖ υn − υ ‖V ,

et puisue ‖ υn − υ ‖V−→ 0 on obtient :

| jfr(υn)− jfr(υ) |−→ 0,

ce qui montre que jfr est un semi-norme continue sur V.

Démonstration du Théorème (3.3.5). On a vu ci-dessus que a : V ×V →

R est une forme bilinéaire symétrique. Maintenant, en utilisant (3.3.14),

(3.3.15), (3.3.26), (3.2.17), la remarque (3.3.4) et le lemme (3.3.6) ainsi que le

Corollaire (2.5.3), il vient que le problème PV 2
1 possède une solution unique

uη de régularité uη ∈ W 1,∞(0, T, V ). De plus, la fonction (f, u0) −→ u est une

fonction lipschitzienne de W 1,∞(0, T ;V )× V à valeurs dans L∞(0, T ;V ).

Dans l’étape suivante, nous utilisons le champ de déplacement uη ob-

tenu dans le théorème (3.3.5), et nous considérons le problème de Cauchy

suivant :

Problème Pβη1 . Trouver un champ d’adhésion βη : [0, T ]→ L2(Γ3) tel que

(3.3.28)
β̇η(t) = −(γτβη(t) ‖ Rτ (uητ (t)) ‖2 −εa)+

a.e. t ∈ (0, T ) ,

(3.3.29) βη(0) = β0.

On a le résultat suivant :

Lemme 3.3.7. Le problème Pβη admet une solution unique βη qui satisfait

βη ∈ W 1,∞(0, T, L2(Γ3)) ∩Q.
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Démonstration. Nous considérons l’application F : [0, T ]×L2(Γ3)→ L2(Γ3)

défini par

F (t, βη) = −(γτβη(t) ‖ Rτ (uητ (t)) ‖2 −εa)+.

Soit t ∈ [0, T ] et βη ∈ L2(Γ3). Il s’ensuit d’après les propriétés de l’opérateur de

troncation Rτ que F est de Lipschitz par rapport à la seconde variable, uni-

formément en temps. De plus, pour tout βη ∈ L2(Γ3) l’application t 7→ F (t, βη)

appartient à L∞(0, T ;L2(Γ3)). Moyennant maintenant le Théorème (2.6.1),

nous obtenons l’existence d’une fonction unique βη ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)) qui

résout le problème Pβη1 . Notons que la restriction 0 ≤ βη ≤ 1 est incluse

implicitement dans le problème variationnel PV 1
1 . En effet, les conditions

(3.3.28) et (3.3.29) nous garantissent que βη(t) ≤ β0 et donc l’hypothèse

(3.2.14) montre que βη(t) ≤ 1 pour t ≥ 0, p.p. sur Γ3. D’un autre côté, si

βη(t0) = 0 à t = t0, alors il s’ensuit de (3.3.28) et (3.3.29) que β̇η(t) = 0 pour

tout t ≥ t0 et donc, βη(t) = 0 pour tout t ≥ t0, p.p. sur Γ3. Nous concluons

que 0 ≤ β(t) ≤ 1 pour tout t ∈ [0, T ], p.p. sur Γ3. Il résulte de la définition

de l’ensemble Q (voir (2.2.9)), que β ∈ Q, ce qui conclut la preuve du lemme

(3.3.7).

Maintenant, soit η ∈ Z donnée et uη, βη la solution du problème (PV 2
1 ) et

(Pβη1 ), respectivement. Le théorème de représentation Riesz nous permet de

définir la fonction Λη : [0, T ] −→ V par

(3.3.30) (Λη(t), ω)V = jad(βη(t), uη(t), ω).

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 3.3.8. Pour tout η ∈ Z la fonction Λη : [0, T ] −→ V appartient à Z. De

plus, il existe un unique élément η∗ ∈ Z tel que

(3.3.31) Λη∗ = η∗.

Section 3.3 Chapitre 3 78



CHAPITRE 3. PROBLÈME ÉLECTRO-ÉLASTIQUE AVEC FROTTEMENT ET
ADHÉSION

Démonstration. Soit η ∈ Z et t1, t2 ∈ [0 T ]. D’une part, en utilisant

(3.2.15), (3.2.19) et (3.3.30) on obtient

(Λη(0), ω)V = jad(β0, u0, ω) = 0 ∀ω ∈ V,

ce qui montre que

(3.3.32) Λη(0) = 0V .

D’autre part, en utilisant (3.3.30) nous obtenons

| (Λη(t1)− Λη(t2), ω)V |= | jad(βη(t1), uη(t1), ω)− jad(βη(t2), uη(t2), ω) | .

Maintenant, à l’aide de (3.2.15), (3.2.16) et (3.2.34) nous obtenons

(3.3.33) | (Λη(t1)−Λη(t2), ω)V |≤ c(‖βη(t1)−βη(t2)‖L2(Γ3) +‖uη(t1)−uη(t2)‖V )‖ω‖V .

Mettons ω = Λη(t1)− Λη(t2) dans (3.3.33) pour trouver

(3.3.34) ‖Λη(t1)− Λη(t2)‖V ≤ c(‖βη(t1)− βη(t2)‖L2(Γ3) + ‖uη(t1)− uη(t2)‖V ).

Par conséquent, puisque uη ∈ W 1,∞(0, T ;V ) et βη ∈ W 1,∞(0, T, L2(Γ3)) ∩Q nous

déduisons de (3.3.34) que

(3.3.35) Λη ∈ W 1,∞(0, T ;V ).

De (3.3.32) et (3.3.35) on conclut que Λη ∈ Z

Soit maintenant η1, η2 ∈ W 1,∞(0, T ;V ), et soit βη1 = β1, βη2 = β2, uη1 = u1 et

uη2 = u2, pour tout t ∈ [0 T ]. Nous intégrons (3.3.28) avec la condition initiale
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(3.3.29) pour obtenir

βi(t) = β0 −
∫ t
0(γτβi(s) ‖ Rτ (uiτ (s)) ‖2 −εa)+ds

avec i = 1, 2.

De l’égalité précédente nous trouvons

‖ β1(t)− β2(t) ‖L2 (Γ3)≤

+c
∫ t

0 ‖ β2(s) ‖ Rτ (u2τ (s)) ‖2 −β1(s) ‖ Rτ (u1τ (s)) ‖2‖L2 (Γ3) ds.

En utilisant les propriétés de l’opérateur Rτ donnés par (1.6.9), et en écrivant

β1 = β1 − β2 + β2, on obtient

‖ β1(t)− β2(t) ‖L2(Γ3)≤ c
∫ t

0 ‖ β1(s)− β2(s)‖L2(Γ3) ds+

+c
∫ t

0 ‖ u1(s)− u2(s)‖L2(Γ3)d ds.

Moyennant une version des lemmes de Gronvawal (Lemmes (2.6.5)), il s’en-

suit que

‖ β1(t)− β2(t) ‖L2(Γ3)≤ c
∫ t

0
‖ u1(s)− u2(s)‖L2(Γ3)d ds.

Ensuite, nous utilisons (2.2.8) pour trouver

(3.3.36) ‖ β1(t)− β2(t)‖L2 (Γ3) ≤ c
∫ t

0
‖ u1(s)− u2(s)‖V ds.

Par ailleur, en utilisant des arguments similaires à ceux utilisés pour la

démonstration de l’inégalité (3.3.34) nous obtenons

(3.3.37) ‖Λη1(t)− Λη2(t)‖V ≤ c(‖β1(t)− β2(t)‖L2(Γ3) + ‖u1(t)− u2(t)‖V ).

Combinons l’inégalité (3.3.36) avec (3.3.37), pour obtenir

‖Λη1(t)− Λη2(t)‖V ≤ c‖u1(t)− u2(t)‖V + c
∫ t

0
‖ u1(s)− u2(s)‖V ds.
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En appliquant l’inégalité

ab ≤ 1
2a

2 + 1
2b

2 ∀a, b ∈ R,

il vient que

(3.3.38) ‖Λη1(t)− Λη2(t)‖2
V ≤ c‖u1(t)− u2(t)‖2

V + c
∫ t

0
‖ u1(s)− u2(s)‖2

V ds.

Maintenant, en utilisant l’inégalité (3.3.24) pour u = u1 et u = u2, on obtient

a(u1, υ − u̇1) + jfr(υ)− jfr(u̇1) ≥ (f − η1, υ − u̇1)V ,

a(u2, υ − u̇2) + jfr(υ)− jfr(u̇2) ≥ (f − η2, υ − u̇2)V ,

pour tout υ ∈ V . Choisissons υ = u̇2 dans la première inégalité et υ = u̇1 dans

la deuxième inégalité ; par addition des résultats obtenus nous obtenons

a(u1 − u2, u̇1 − u̇2) ≤ −(η1 − η2, u̇1 − u̇2)V ,

d’où nous déduisons que

1
2
d

dt
a(u1 − u2, u1 − u2) ≤ −(η1 − η2, u̇1 − u̇2)V ,

Soit t ∈ [0, T ] fixée. Nous Intégrons l’inégalité précédente de 0 à t et nous

utilisons (3.3.25) pour trouver

1
2a(u1(t)− u2(t), u1(t)− u2(t)) ≤ −(η1(t)− η2(t), u1(t)− u2(t))V

+
∫ t

0(η̇1(s)− η̇2(s), u1(s)− u2(s))V ds

Il s’ensuit maintenant de (3.3.15) que

m

2 ‖u1(t)− u2(t)‖2
V ≤ ‖η1(t)− η2(t)‖V ‖u1(t)− u2(t)‖V

+
∫ t

0 ‖η̇1(s)− η̇2(s)‖V ‖u1(s)− u2(s)‖V ds
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En utilisant l’inégalité

ab ≤ a2

2δ + 2δb2 ∀a, b, δ > 0,

avec un choix convenable de δ, nous trouvons

(3.3.39)

‖uη1(t)−uη2(t)‖2
V ≤ c

(
‖η1(t)− η2(t)‖2

V +
∫ t

0
‖η̇1(s)− η̇2(s)‖2

V +
∫ t

0
‖u1(s)− u2(s)‖2

V ds,
)
.

Maintenant, puisque

η1(t)− η2(t) =
∫ t

0
(η̇1(s)− η̇2(s))ds,

nous déduisons que

‖η1(t)− η2(t)‖2
V ≤ c

∫ t

0
‖η̇1(s)− η̇2(s)‖2

V .

En substituant cette inégalité dans (3.3.39), nous obtenons

‖uη1(t)− uη2(t)‖2
V ≤ c

(∫ t

0
‖η̇1(s)− η̇2(s)‖2

V +
∫ t

0
‖u1(s)− u2(s)‖2

V ds
)
.

Appliquons maintenant une version des lemmes de Gronwall pour avoir

(3.3.40) ‖uη1(t)− uη2(t)‖2
V ≤ c

∫ t

0
‖η̇1(s)− η̇2(s)‖2

V ds,

ce qui implique que

(3.3.41)
∫ t

0
‖uη1(s)− uη2(s)‖2

V ≤ c
∫ t

0
‖η̇1(s)− η̇2(s)‖2

V ds.

Combinons l’inégalité (3.3.38) avec les inégalites (3.3.40) et (3.3.41) pour

obtenir

‖Λη1(t)− Λη2(t)‖2
V ≤ c

∫ t

0
‖η̇1(s)− η̇2(s)‖2

V ds
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Finalement, la réitération de cette dérnière inégalité n fois nous permette

d’écrire

‖Λmη1(t)− Λmη2(t)‖2
V ≤ cm

∫ t

0

∫ s1

0
...
∫ sm−1

0
‖η̇1(s)− η̇2(s)‖2

V dsm...ds1,

où Λm désigne le mième puissance de l’opérateur Λm. La dernière inégalité

implique que

‖Λmη1 − Λmη2‖2
W 1,∞(0,T ;V ) ≤

cmTm

m! ‖η1 − η2‖2
W 1,∞(0,T ;V ),

d’où nous déduisons que

‖Λmη1 − Λmη2‖W 1,∞(0,T ;V ) ≤
(
cmTm

m!

)1
2 ‖η1 − η2‖W 1,∞(0,T ;V ),

Maintenant, puisue lim
m−→∞

cmTm

m! = 0, l’inégalité précédente implique que pour

m suffisamment grand l’opérateur Λm est une contraction dans l’espace

de Banach Z (puisque Z est sous espace fermé de l’espace de Banach

W 1,∞(0, T ;V )). Donc, il possède un point fixe unique η∗ ∈ Z, c-à-d Λmη∗ = η∗

et par conséquent η∗ est l’unique point fixe l’opérateur Λ, c-à-d Λη∗ = η∗, ce

qui termine la preuve du lemme (3.3.8).

Démonstration du Théorème 3.3.2. Soit η∗ ∈ Z le point fixe de l’opéra-

teur Λ et soient u, β les fonctions qu’on a obtenue dans le théorème (3.3.5)

et le lemme (3.3.7), respectivement, pour η = η∗, c-à-d u = uη∗ , β = βη∗.

Existence. Il est claire que le couple (u, β) est une soution du problème

PV 1
1 qui satisfait les régularités.(3.3.21)-(3.3.22) et la fonction (f, u0) −→ u est

une fonction Lipschitzienne de W 1,∞(0, T ;V ) × V à valeurs dans L∞(0, T ;V ),

d’après (3.3.31), (3.3.30), (3.3.24)–(3.3.26), le théorème (3.3.5), (3.3.28)–(3.3.29)

et le lemme (3.3.7).

Unicité. L’unicité de la solution resulte de l’unicité du point fixe de l’opé-
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rateur Λ et la partie de d’unicité dans le théorème (3.3.5) et le lemme (3.3.7).

Démonstration du Théorème 3.3.1. Soit (u, β) ∈ W 1,∞(0, T ;V )×(W 1,∞(0, T, L2(Γ3))∩

Q) la solution du problème PV 1
1 et ϕ définie par (3.3.9). Il resulte des rela-

tions (3.3.18)–(3.3.20), (3.3.16), (3.3.13), (3.3.11), (3.3.7) (3.3.6) que (u, β, ϕ)

est une solution unique du problème PV1 qui satisfait les régularités.(3.3.1)–

(3.3.3).
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CHAPITRE 4

PROBLÈME ÉLECTRO-ÉLASTIQUE

AVEC COMPLIANCE NORMALE,

FROTTEMENT ET ADHÉSION

Dans ce chapitre on considère un modèle mathématique qui décrit le

processus quasistatique d’un contact avec frottement et adhésion entre un

corps ayant une loi de comportement électro-élastique linéaire et une base

déformable. Le contact est décrit par une condition de compliance normale

et le frottement est modélisé par une version de la loi de Coulomb. En se ba-

sant sur la formule de Green, nous dérivons une formulation variationnelle

pour le problème mécanique. Ensuite, nous fournissons l’éxistence d’une

solution faible du problème. Le contenu de ce chapitre a fait l’objet de la

publication [24].

4.1 Formulation du problème

On prend le même cadre physique qu’on a vu dans le premier cha-

pitre (voir figur1.1). La loi de comportement du corps est considérée électro-

élastique. Le frottement est modélisé par une version de loi de Coulomb avec

adhésion et le contact est décrit par une condition de compliance normale

sur la parie Γ3. Sous ces considérations, le problème électro-mécanique peut
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se formuler de la manière suivante :

Problème P2. Trouver un champ des déplacements u : Ω × [0, T ] → Rd, un

champ des contraintes σ : Ω× [0, T ]→ Sd, un potentiel électrique ϕ : Ω× [0, T ]→

R, un champ des déplacements électriques D : Ω × [0, T ] → Rd et un champ

d’adhésion β : Ω× [0, T ]→ R tels que

σ = Fε(u)− E∗E(ϕ) dans Ω× (0, T ) ,(4.1.1)

D = BE(ϕ) + Eε(u) dans Ω× (0, T ) ,(4.1.2)

Divσ + f0 = 0 dans Ω× (0, T ) ,(4.1.3)

divD = q0 dans Ω× (0, T ) ,(4.1.4)

u = 0 sur Γ1 × (0, T ) ,(4.1.5)

σν = f2 sur Γ2 × (0, T ) ,(4.1.6)

−σν = pν(uν)− γνβ2Rν(uν) sur Γ3 × (0, T ) ,(4.1.7)

(4.1.8)



‖ στ + γτβ
2Rτ (uτ ) ‖≤ µpν(uν)

‖ στ + γτβ
2Rτ (uτ ) ‖< µpν(uν) =⇒ u̇τ = 0

‖ στ + γτβ
2Rτ (uτ ) ‖= µpν(uν)⇒ ∃λ ≥ 0

telle que στ + γτβ
2Rτ (uτ ) = −λu̇τ

sur Γ3 × (0, T ) ,

(4.1.9) β̇(t) = −[β(t)(γνRν(uν(t))2 + γτ ‖ Rτ (uτ (t)) ‖2)− εa]+ sur Γ3 × (0, T ) ,

ϕ = 0 sur Γa × (0, T ) ,(4.1.10)

D.ν = q2 sur Γb × (0, T ) ,(4.1.11)

D.ν = 0 sur Γ3 × (0, T ) ,(4.1.12)
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u(0) = u0 dans Ω,(4.1.13)

β(0) = β0 sur Γ3.(4.1.14)

Dans ce qui suit, nous fournissons quelques commentaires sur les condi-

tions (4.1.1)–(4.1.14). Les équations (4.1.1) et (4.1.2) représentent la loi de

comportement électro-élastique, les equations (4.1.3) et (4.1.4) sont les équa-

tions d’équilibre mécanique et électrique qui figurent dans (1.2.2) et (1.2.3).

Les équations (4.1.5) et (4.1.6) sont respectivement, des conditions aux li-

mites en déplacements et en tractions, tandis que les équations (4.1.10)

et (4.1.11) sont les conditions aux limites électriques que nous avons dé-

finies dans (1.2.6) et (1.2.7). Notons que nous avons imposer la condition

(4.1.12) pour des raisons physiques ; en effet, la fondation est supposée être

isolatrice et par conséquent nous employons cette condition. La condition

(4.1.7) décrit le contact avec compliance normale et adhésion et les condi-

tions (4.1.8) sont les conditions de frottement avec ahésion qui figurent dans

(1.6.7) et (1.6.12), respectivement. L’équation (4.1.9) est l’équation différen-

tielle ordinaire associée au champ d’adhésion, déja introduite par (1.6.13)

avec la condition initiale (4.1.14), dont β0 est un champ d’adhésion donné.

Finalement, u0 est la condition initiale des déplacements.

4.2 Formulation variationelle

Dan cette section nous avons besoin d’introduire quelques hypothèses

sur les données pour obtenir la formulation variationnelle du problème électro-

mécanique P2. Nous supposons que l’opérateur d’élasticité F , satisfait :
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(4.2.1)



(a) F = (F ijkl) : Ω× Sd −→ Sd.

(b) Fijkl = Fklij = Fjikl ∈ L∞(Ω).

(c) Il existe mF > 0 telle que Fijklεijεkl ≥ mF‖ε‖2

∀ε ∈ Sd, p.p. dans Ω.

le tenseur piézoélectrique E, satisfait :

(4.2.2)



(a) E : Ω× Sd → Rd.

(b) E(x, τ) = (eijk(x)τjk) ∀τ = (τij) ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(c) eijk = eikj ∈ L∞(Ω).

le tenseur diélectrique B, satisfait

(4.2.3)



(a) B : Ω× Rd → Rd.

(b) B(x,E) = (bij(x)Ej) ∀E = (Ei) ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω.

(c) bij = bji ∈ L∞(Ω).

(d) Il existe mB > 0 telle que bij(x)EiEj ≥ mB‖E‖2

∀E = (Ei) ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω.

Nous remarquons que l’opérateur d’élasticité est supposé être linéaire.

De même, nous supposons que la fonction de compliance normale satis-

fait les conditions suivantes :
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(4.2.4)



(a) pν : Γ3 × R −→ R+.

(b) ∃ Lν > 0 telle que

| pν(x, r1)− pν(x, r2)‖ ≤ Lν | r1 − r2 |

∀r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(c) x −→ pν(x, r) est Lebesgue mesurable sur Γ3,

pour tout r ∈ R.

(d) x −→ pν(x, r) = 0, pour tout r ≤ 0, p.p. x ∈ Γ3.

Nous supposons que les forces volumiques, les tractions surfaciques et les

densités des charges électriques volumiques et surfaciques vérifient :

f0 ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Ω)d), f2 ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ2)d),(4.2.5)

q0 ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Ω)), q2 ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γb)).(4.2.6)

Nous supposons aussi que

(4.2.7) D.ν = 0 sur Γ3 ∀t ∈ [0 T ] .

Notons ici que l’hypothèse (4.2.7) est itroduite pour des raisons physique et

elle modélise le cas où la base est supposée être isolatrice.

Le théorème de représentation de Riesz nous permet de définir les fonctions f :

[0, T ]→ V et q : [0, T ]→ W comme suit :

(4.2.8) (f(t), υ)V =
∫

Ω
f0(t) · υ dx+

∫
Γ2
f2(t) · υ da,

(4.2.9) (q(t), ψ)W =
∫

Ω
q0(t)ψ dx−

∫
Γb
q2(t)ψ da,

pour tout υ ∈ V, ψ ∈ W et t ∈ [0, T ]. Notons que les conditions (4.2.5) et (4.2.6)
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impliquent que

f ∈ W 1,∞(0, T ;V ) ,(4.2.10)

q ∈ W 1,∞(0, T ;W ) .(4.2.11)

Les coefficients d’adhesion γν, γτ et εa satisfont les conditions

(4.2.12) γν , γτ ∈ L∞(Γ3), εa ∈ L2(Γ3), γν , γτ , εa ≥ 0 p.p. sur Γ3,

et le coefficient de frottement µ satisfait

(4.2.13) µ ∈ L∞(Γ3), µ(x) ≥ 0 p.p. sur Γ3.

Le champ initial d’adhésion β0 vérifie

(4.2.14) β0 ∈ L2(Γ3), 0 ≤ β0 ≤ 1 p.p. sur Γ3.

Ensuite, nous définissons la fonctinnelle d’adhésion jad : L2(Γ3)× V × V → R

comme suit

(4.2.15) jad(β, u, υ) =
∫

Γ3

(
−γνβ2Rν(uν)υν + γτβ

2Rτ (uτ ) · υτ
)
da,

la fonctionnelle de compliance normale jncV × V → R par

(4.2.16) jnc(u, υ) =
∫

Γ3
pν(uν(t))υνda,

et la fonctionelle de frottement jfr V × V → R par

(4.2.17) jfr(u, υ) =
∫

Γ3
µpν(uν) ‖ υτ ‖ da.

Les conditions (4.2.1)-(4.2.7) et (4.2.12)-(4.2.13) entraînent que les inté-
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grales dans (4.2.8)-(4.2.9) et (4.2.15)-(4.2.17) sont bien définies.

Finalement, nous considérons pour les données initiales les hypothèses

suivantes :

(4.2.18) u0 ∈ V,

(4.2.19)
(Fε(u0), ε(υ))H + (E∗∇ϕ0, ε(υ))H + jad(β0, u0, υ)

+jnc(u0, υ) + jfr(u0, υ) ≥ (f(0), υ)V ∀υ ∈ V,

(4.2.20) (B∇ϕ0,∇ψ)L2(Ω)d = (Eε(u0),∇ψ)L2(Ω)d + (q(0), ψ)W ∀ψ ∈ W.

Supposons que (σ, u, β, ϕ,D) sont des fonctions régulières satisfaisant

(4.1.3)–(4.1.12). Selon une procédure standard basée sur les formules de

Green (2.2.3) et (2.2.16) combinées avec les conditions (4.1.3)–(4.1.12) et les

définitions de f et q données par (4.2.8)–(4.2.9), respectivement, nous avons

(σ(t), ε(υ)− ε(u̇(t)))H + jad(β, u(t), υ − u̇(t)) + jnc(u(t), υ − u̇(t))

+jfr(u(t), υ)− jfr(u(t), u̇(t)) ≥ (f(t), υ − u̇(t))V ,
(4.2.21)

(D(t),∇ψ)L2(Ω)d + (q(t), ψ)W = 0.(4.2.22)

pour tout ∀υ ∈ V, ψ ∈ W et t ∈ [0 T ]. Combinons (4.2.21) et (4.2.22) avec

(4.1.1), (4.1.2), respectivement, et gardant à l’esprit (1.1.7) ainsi que les

conditions initiales (4.1.13) et (4.1.14), nous obtenons la formulation va-

riationnelle suivante du problème P2.

Problème PV2 . Trouver un champ des déplacements u : [0, T ] −→ V , un poten-

tiel électrique ϕ : [0, T ] → W et un champ d’adhésion β : [0, T ] → L2(Γ3) tels
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que

(4.2.23)

(Fε(u(t)), ε(υ)− ε(u̇(t)))H + (E∗∇ϕ(t), ε(υ)− ε(u̇(t)))H

+jad(β, u(t), υ − u̇(t)) + jnc(u(t), υ − u̇(t))+

+jfr(u(t), υ)− jfr(u(t), u̇(t)) ≥ (f(t), υ − u̇(t))V

∀υ ∈ V p.p. t ∈ [0 T ] ,

(4.2.24)
(B∇ϕ(t),∇ψ)L2(Ω)d − (Eε(u(t)),∇ψ)L2(Ω)d = (q(t), ψ)W

∀ψ ∈ W p.p. t ∈ [0 T ] ,

(4.2.25) β̇(t) = −(β(t)(γνRν(uν(t))2 + γτ ‖ Rτ (uτ (t)) ‖2)− εa)+ sur Γ3 × (0, T ) ,

(4.2.26) u(0) = u0, β(0) = β0.

Dans le reste de ce chapitre, nous présentons quelques inégalités com-

prenant les fonctionnelles jad, jnc et jfr, qui seront utilisées dans les sections

suivantes. Ci-dessous dans cette section, β1 et β2 dénotent les éléments de

L2(Γ3) tel que 0 ≤ β1, β2 ≤ 1 p :p. sur Γ3, u1, u2, υ1, υ2, u et υ représentent

des éléments de V et c est une constante positive générique qui peut dé-

pendre de Ω, Γ1, Γ3, pν, γν, γτ et L, dont sa valeur peut changer d’un endroit

à l’autre. Pour la raison de simplicité, nous supprimons dans ce qui suit la

dépendance explicite des diverses fonctions sur x ∈ Ω ∪ Γ3.

En utilisant (2.2.8), (4.2.4), (4.2.15), (4.2.16) et les inégalités |Rν(uν)| ≤

L, ‖Rτ (uτ )‖ ≤ L, |β1| ≤ 1, |β2| ≤ 1, on obtient

(4.2.27)
| jad(β1, u1, ω)− jad(β2, u2, ω) + jnc(u1, ω)− jnc(u2, ω) |≤

c(‖β1 − β2‖L2(Γ3) + ‖u1 − u2‖V )‖ω‖V .
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Ensuite, nous utilisons (4.2.17), (4.2.4) et (2.2.8) pour trouver

(4.2.28)
jfr(u, υ − u)− jfr(υ, υ − u) ≤

c2
0‖µ‖L∞(Γ3)Lν ‖ u− υ ‖2

V ∀u, υ ∈ V.

(4.2.29)
jfr(u1, υ1)− jfr(u1, υ2) + jfr(u2, υ2)− jfr(u2, υ1) ≤

c2
0Lν‖µ‖L∞(Γ3)‖u1 − u2‖V ‖υ1 − υ2‖V .

Les inégalités (4.2.27)–(4.2.29) vont être utilisées dans des places diverses

dans le reste du chapitre.

4.3 Résultat d’existence

Notre intêret principal dans cette section est d’obtenir un résultat d’exis-

tence de la solution pour le problème variationnel (PV2 ).

Théorème 4.3.1. Supposons que les hypothèses (4.2.1)–(4.2.3), (4.2.4)–(4.2.7),

(4.2.12)–(4.2.14) et (4.2.18)–(4.2.20) sont vérifiées. Alors, il existe µ0 > 0 dé-

pendant uniquement de Ω,Γ1, Γ3,Γa, F , B et E telle que, si (Lν + Lν‖µ‖L∞(Γ3) +

‖γν‖L∞(Γ3) + ‖γν‖L∞(Γ3)) < µ0, alors le Problème (PV2 ) possède au moins une so-

lution (u, ϕ, β). En outre, la solution satisfait

u ∈ W 1,∞(0, T ;V ),(4.3.1)

ϕ ∈ W 1,∞(0, T ;W ).(4.3.2)

β ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)) ∩Q.(4.3.3)

Un ”quintuple” des fonctions (u, σ, ϕ, D, β) qui satisfait (4.1.1), (4.1.2),

(4.2.23)–(4.2.26) est appelée solution faible du Problème (P2). Nous concluons

par le Théorème (4.3.1) que, sous les hypothèses (4.2.1)–(4.2.3), (4.2.4)–

(4.2.7), (4.2.12)–(4.2.14) et (4.2.18)–(4.2.20) le problème (P2) possède au moins
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une solution faible qui satisfait (4.2.23)–(4.2.26). Pour préciser la régularité

de la solution faible, nous notons que les relations constitutives (4.1.1) et

(4.1.2), les hypothèses (4.2.1)–(4.2.3) et les régularités (4.3.1), (4.3.2) montrent

que σ ∈ W 1,∞([0, T ];H), D ∈ W 1,∞([0, T ];L2(Ω)d). Mettant υ = u̇(t) ± ξ, où

ξ ∈ C∞0 (Ω)d dans (4.2.23) et ψ ∈ C∞0 (Ω) dans (4.2.24) on obtient

Divσ(t) + f0(t) = 0, divD(t) = q0(t), ∀t ∈ [0, T ].

Maintenant, de (4.2.5), (4.2.6) il vient que Divσ ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Ω)d) et divD ∈

W 1,∞(0, T ;L2(Ω)), ce qui montre que

σ ∈ W 1,∞(0, T ;H1),(4.3.4)

D ∈ W 1,∞(0, T ;W1).(4.3.5)

Nous concluons que la solution faible (u, σ, ϕ,D, β) du problème piézoélec-

trique de contact avec adhésion (P2) possède la régularité (4.3.1), (4.3.2),

(4.3.3), (4.3.4) et (4.3.5).

La démonstration du théorème 4.3.1 sera effectuée en plusieurs étapes

et elle est basée sur le résultat abstrait donné par le théorème 2.5.2. A cet

fin,nous supposons dans la suite que (4.2.1)–(4.2.3), (4.2.4)–(4.2.7), (4.2.12)–

(4.2.14) et (4.2.18)–(4.2.20) sont satisfaites ; ci-après, c est une constante

positive générique qui peut dépendre de Ω, Γ1, Γ3, F, pν , γν, γτ et L dont la

valeur peut changer d’un endroit à l’autre. Pour la simplicité, nous suppri-

mons dans ce qui suit la dépendance explicite des diverses fonctions sur

x ∈ Ω ∪ Γ3.

Le théorème de représentation de Riesz nous permet de définir les opé-

rateurs G : W −→ W et R : V −→ W , respectivement, par

(4.3.6) (Gϕ(t), ψ)W = (B∇ϕ(t),∇ψ)L2(Ω)d ∀ϕ, ψ ∈ W,
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(4.3.7) (Rυ, ϕ)W = (Eε(υ),∇ϕ)L2(Ω)d ∀ϕ ∈ W, υ ∈ V.

On peut montrer que G est un opérateur linéaire, symétrique et positive-

ment défini. Donc, G est inversible sur W . On peut aussi montrer que R est

linéaire et continu sur V . Par conséquent, R admet un opérateur adjoint

R∗ : W −→ V . La relation (1.3.2) nous permette d’écrire

(4.3.8) (R∗ϕ, υ)V = (E∗∇ϕ, ε(υ))H ∀ϕ ∈ W, υ ∈ V.

Combinons l’égalité (4.2.24) avec les égalités (4.3.6), (4.3.7) pour obtenir

(4.3.9) (Gϕ(t), ψ)W = (Ru(t), ψ)W + (q(t), ψ)W ∀ψ ∈ W,

et par conséquant

(4.3.10) Gϕ(t) = Ru(t) + q(t).

Puisque G est inversible on obtient

(4.3.11) ϕ(t) = G−1Ru(t) + G−1q(t).

Mettant 4.3.8 et (4.3.11) dans (4.2.23) on trouve

(4.3.12)

(Fε(u(t)), ε(υ)− ε(u̇(t)))H + (R∗G−1Ru(t), υ − u̇(t))V +

+jad(β, u(t), υ − u̇(t)) + jnc(u(t), υ − u̇(t))+

+jfr(u(t), υ)− jfr(u(t), u̇(t)) ≥ (f(t)−R∗G−1q(t), υ − u̇(t))V

∀υ ∈ V, p.p. t ∈ (0 T ).

Soit mantenant l’opérateur L : V → V défini par

(4.3.13) L(υ) = R∗G−1R(υ), ∀υ ∈ V.
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En utilisant les propriétés des opérateurs G, R et R∗, nous déduisons que L

est linéaire, symétrique et positivement défini sur V . De plus, on a

(Lu, υ)V = (R∗G−1Ru, υ)V

= (G−1Ru,Rυ)W

= (Ru,G−1Rυ)W

= (u,R∗G−1Rυ)V

= (u, Lυ)V ∀u, υ ∈ V

(Lυ, υ)V = (R∗G−1Rυ, υ)V ,

(4.3.14) (Lυ, υ)V = (G−1Rυ,Rυ)W ≥ 0 ∀υ ∈ V.

Maintenant, nous définissons la forme bilinéaire a : V × V → R comme suit

(4.3.15) a(u, υ) = (Fε(u(t)), ε(υ))H + (Lu, υ)V ∀u, υ ∈ V.

En utilisant (4.2.1), (2.2.6) et (4.3.14), on peut montrer que la forme bili-

néaire a est coninue et coercive sur V . De plus, nous avons

(4.3.16) | a(u, υ) |≤ (M + ‖L‖)‖u‖V ‖υ‖V ∀u, υ ∈ V,

(4.3.17) a(υ, υ) ≥ m‖υ‖2
V ∀υ ∈ V,

De la symétrie de F et L nous déduisons la symétrie de la forme bilinéaire a.

Soit la fonction function f : [0 T ]→ V définie par

(4.3.18) f(t) = f(t)−R∗G−1q(t) ∀t ∈ [0 T ] .
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De (4.2.10) et (4.2.11) on obtient

(4.3.19) f ∈ W 1,∞(0, T, V ).

En se basant sur les relations (4.3.12), (4.3.15), (4.3.18), (4.2.25) et (4.2.26)

on peut considérer le problème variationnelle suivant :

Problème PV 1
2 . Trouver un champ des déplacements u : [0, T ] −→ V, et un

champ d’adhésion β : [0, T ]→ L2(Γ3) tels que

(4.3.20)

a(u(t), υ − u̇(t)) + jad(β, u(t), υ − u̇(t)) + jnc(u(t), υ − u̇(t))

+jfr(u(t), υ)− jfr(u(t), u̇(t)) ≥ (f(t), υ − u̇(t))V

∀υ ∈ V, p.p.t ∈ (0 T ) ,

(4.3.21)
β̇(t) = −(β(t)(γνRν(uν(t))2 + γτ ‖ Rτ (uτ (t)) ‖2)− εa)+

sur Γ3 × (0, T ) ,

(4.3.22) u(0) = u0, β(0) = β0.

Théorème 4.3.2. Supposons que les hypothèses (4.2.1)–(4.2.3), (4.2.4)–(4.2.7),

(4.2.12)–(4.2.14) et (4.2.18)–(4.2.20) sont vérifiées. Alors, il existe µ0 > 0 dé-

pendant uniquement de Ω,Γ1, Γ3,Γa, F , B et E telle que, si Lν + Lν‖µ‖L∞(Γ3) +

‖γν‖L∞(Γ3) + ‖γτ‖L∞(Γ3) < µ0, alors le Problème (PV 1
2 ) possède au moins une so-

lution (u, β). De plus, la solution satisfait

u ∈ W 1,∞(0, T ;V ),(4.3.23)

β ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)) ∩Q.(4.3.24)

Nous supposons dans ce qui suit que les conditions du Théorème (4.3.2)
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sont vérifiées. Soit β ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3))∩Q données et jβ : V ×V −→ R définie

par

(4.3.25)
jβ(u, υ) =

∫
Γ3 pν(uν(t))υνda+

∫
Γ3 µpν(uν) ‖ υτ ‖ da

+
∫
Γ3

(−γνβ2Rν(uν)υν + γτβ
2Rτ (uτ ) · υτ ) da.

Maintenant, nous considérons le problème intermédiaire suivant :

Problème PV 2
2 . Trouver un champ des déplacements uβ : [0T ]→ V tel que

(4.3.26)
a(uβ(t), υ − u̇β(t)) + jβ(uβ(t), υ)− jβ(uβ(t), u̇β(t)) ≥ (f(t), υ − u̇β(t))V

∀υ ∈ V,p.p. t ∈ (0 T ),

(4.3.27) uβ(0) = u0,

Remarque 4.3.3. A partir de (4.2.19) et (4.2.20), nous déduisons que (5.2.16)

est vérifiée.

Théorème 4.3.4. Supposons que (4.2.1)–(4.2.3), (4.2.4)–(4.2.7), (4.2.12)–(4.2.14)

et (4.2.18)–(4.2.20) sont vérifiées. Alors, il existe µ0 > 0 dépendant uniquement

de Ω,Γ1, Γ3,Γa, F , B et E telle que, si Lν +Lν‖µ‖L∞(Γ3) +‖γν‖L∞(Γ3) +‖γτ‖L∞(Γ3)) <

µ0, alors le Problème PV 2
2 possède au moins une solution uβ ∈ W 1,∞(0, T, V ).

Pour démontrer ce théorème nous allons appliquer le Théorème 2.5.2

dans le cas de l’espace de Hilbert X = V muni du produit scalair(.)V et de la

norme associée ‖.‖V définies par (2.2.6) et (2.2.7) dans le deuxième chapitre

de la première partie de cette thèse. On remarque que la fonctionnelle jβ,

définie dans (4.3.25), satisfait la condition (2.5.6). En plus, nous avons le

résultat suivant :

Lemme 4.3.5. La fonctionnelle jβ satisfait les hypothèses (2.5.11) et (2.5.12).

Démonstration. Soient ζ, u, ū ∈ V et soit λ ∈ ]0, 1]. En utilisant (4.2.17), il
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vient que jβ satisfait

jβ(ζ, u− u− λu)− jβ(ζ, u− u) ≤ −λ
∫

Γ3 pν(ζν)uνda

−λ
∫
Γ3 µpν(ζν) ‖ uτ − uτ ‖ da+ λ

∫
Γ3 µpν(ζν) ‖ uτ ‖ da

+λ
∫
Γ3 γνβ

2Rν(ζν)uνda− λ
∫

Γ3 γτβ
2Rτ (ζτ ) · uτda,

et comme µ ≥ 0, pν ≥ 0 p.p. sur Γ3, nous obtenons

jβ(ζ, u− u− λu)− jβ(ζ, u− u) ≤ −λ
∫

Γ3 pν(ζν)uνda

+λ
∫

Γ3 µpν(ζν) ‖ uτ ‖ da+ λ
∫

Γ3 γνβ
2Rν(ζν)uνda

−λ
∫
Γ3 γτβ

2Rτ (ζτ ) · uτda, ∀ζ, u, ū ∈ V.

En plus, nous déduisons de (2.5.10) que

(4.3.28)
j
′
2(ζ, u− u ;−u) ≤ −

∫
Γ3 pν(ζν)uνda+

∫
Γ3 µpν(ζν) ‖ uτ ‖ da

+
∫
Γ3 γνβ

2Rν(ζν)uνda−
∫

Γ3 γτβ
2Rτ (ζτ ) · uτda ∀ζ, u, ū ∈ V.

Soient mantenant les suites (un)n∈N ⊂ V, (tn)n∈N ⊂ [0 1] et l’élément u ∈ V. En

utilisant (2.2.8), (4.2.4), (4.2.13) et (4.3.28), nous trouvons

(4.3.29)
j
′
2(tnun, un − u;−un) ≤ −

∫
Γ3 pν(tnunν)unν +

∫
Γ3 µpν(tnunν) ‖ uτ ‖ da

+
∫
Γ3 γνβ

2Rν(tnunν)unνda−
∫

Γ3 γτβ
2Rτ (tnunτ ) · unτda ∀ζ, u, ū ∈ V

Gardant à l’ésprit que 0 ≤ β ≤ 1 p.p. sur Γ3 et en utilisant (4.2.4), (1.6.9) and

(4.2.12) on obtient pν(tnunν)unν ≥ 0 et γτβ2Rτ (tnunτ ) · uτ ≥ 0 p.p sur Γ3. Donc,

l’inéquation (4.3.29) implique que

j
′

2(tnun, un − u;−un) ≤
∫

Γ3
µpν(tnunν) ‖ uτ ‖ da+

∫
Γ3
γνβ

2Rν(tnunν)unνda.

Maintenant, en utilisant (4.2.4)(b), (2.2.8) et le fait que |Rν(tnunν)| ≤ L nous
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obtenons

j
′
2(tnun, un − u;−un) ≤ ‖µ‖L∞(Γ3)Lν

∫
Γ3 | unν |‖ uτ ‖ da+

L‖γν‖L∞(Γ3)
∫

Γ3 | unν | da.

≤ c2
0‖µ‖L∞(Γ3)Lν ‖ un ‖V ‖ u ‖V +

c0L‖γν‖L∞(Γ3)meas(Γ3) ‖ un ‖V .

Il vient de l’inégalité précédente que si ‖un‖V −→ +∞, alors

lim
n−→+∞

inf

[
1

‖un‖2
V

j
′

2(tnun, un − u;−un)
]
≤ 0,

d’où nous concluons que la fonctionnelle jβ satisfait la condition (2.5.11).

Considérons maintenant les suites (un)n∈N ⊂ V, (ζn)n∈N ⊂ V telles que

(4.3.30) ‖un‖V −→ +∞,

(4.3.31) ‖ζn‖V ≤ C ∀n ∈ N,

où C > 0.Let u ∈ V . En utilisant (2.2.8), (4.2.4), (4.2.13), (4.3.28) et (4.3.31)

(4.3.32)

j
′
2(ζn, un − u ;−un) ≤ c2

0Lν‖ζn‖V ‖ un ‖V +c2
0‖µ‖L∞(Γ3)Lν‖ζn‖V ‖ u ‖V

+c0L‖γν‖L∞(Γ3)meas(Γ3) ‖ un ‖V

+c0L‖γτ‖L∞(Γ3)meas(Γ3) ‖ un ‖V ∀n ∈ N.

Des relations (4.3.30) et (4.3.32), nous déduisons que

lim
n−→+∞

inf

[
1

‖un‖2
V

j
′

2(ζn, un − u;−un)
]
≤ 0 .

Ce qui montre que la fonctionnelle jβ satisfait (2.5.12).

Lemme 4.3.6. La fonctionnelle jβ satisfait les conditions (2.5.13) et (2.5.16).
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Démonstration. Soient (un)n∈N ⊂ V, (ζn)n∈N ⊂ V deux suites telles que

un ⇀ u ∈ V et ζn ⇀ ζ ∈ V . En utilisant la propriété de compacité de l’applica-

tion de trace et la relation (4.2.4), on obtient

(4.3.33) pν(ζnν) −→ pν(ζν) dans L2(Γ3),

(4.3.34) un −→ u dans L2(Γ3)d.

(4.3.35)
Rν(ζnν) −→ Rν(ζν) dans L2(Γ3).

Rτ (ζnτ ) −→ Rτ (ζτ ) dans L2(Γ3)d

Par conséquent, de (4.3.33), (4.3.34) et (4.3.35) nous concluons que

jβ(ζn, υ) −→ jβ(ζ, υ) ∀υ ∈ V,

jβ(ζn, un) −→ jβ(ζ, u),

d’où on déduit que jβ satisfait

lim
n−→+∞

sup [jβ(ζn, υ)− jβ(ζn, un)] ≤ jβ(ζ, υ)− jβ(ζ, u).

Donc, la fonctionnelle jβ satisfait (2.5.13). Considérons maintenant la suite

bornée (un)n∈N ⊂ V telle que

(4.3.36) ‖un‖V ≤ C ∀n ∈ N,
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où C > 0. Nous avons

| jβ(ζn, un)− jβ(ζ, un) | ≤
∫

Γ3 | pν(ζnν)− pν(ζν) || unν | da

+‖µ‖L∞(Γ3)
∫

Γ3 | pν(ζnν)− pν(ζν) |‖ unτ ‖ da

+‖γν‖L∞(Γ3)
∫

Γ3
| Rν(ζnν)−Rν(ζν)) || unν | da

+‖γτ‖L∞(Γ3)
∫

Γ3
‖ Rτ (unτ )−Rτ (unτ ) ‖‖ unτ ‖ da,

En utilisant (2.2.8), nous obtenons

(4.3.37)

| jβ(ζn, un)− jβ(ζ, un) | ≤ c0(‖ pν(ζnν)− pν(ζν) ‖L2(Γ3) +

‖µ‖L∞(Γ3) ‖ pν(ζnν)− pν(ζν) ‖L2(Γ3) +

‖γν‖L∞(Γ3) ‖ Rν(ζnν)−Rν(ζν)) ‖L2(Γ3) +

‖γτ‖L∞(Γ3) ‖ Rτ (unτ )−Rτ (unτ ) ‖L2(Γ3)) ‖ un ‖V ,

Donc, de (4.3.33), (4.3.35), (4.3.36) et (4.3.37), on peut conclure que jβ sa-

tisfait

lim
n−→+∞

[jβ(ζn, un)− jfr(ζ, un)] = 0.

d’où, la fonctionnelle jβ vérifie (2.5.16).

Lemme 4.3.7. La fonctionnelle jβ satisfait la conditions (2.5.15) pour tout

k0 ∈ (0,m). En outre

(4.3.38)
jfr(u, υ − u)− jfr(υ, υ − u) ≤

c2
0

(
Lν + ‖µ‖L∞(Γ3)Lν + ‖γν‖L∞(Γ3) + ‖γτ‖L∞(Γ3)

)
‖ u− υ ‖2

V ∀u, υ ∈ V

Démonstration. Soient ζ, u ∈ V . En utilisant (4.2.4), (4.2.13) et (4.2.17),

nous avons
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| jβ(ζ, u) | ≤ Lν ‖ ζν ‖L2(Γ3)‖ uν ‖L2(Γ3) +

‖µ‖L∞(Γ3)Lν ‖ ζν ‖L2(Γ3)‖ uτ ‖L2(Γ3)d +

‖γν‖L∞(Γ3) ‖ Rν(ζν) ‖L2(Γ3)‖ uν ‖L2(Γ3) +

‖γτ‖L∞(Γ3) ‖ Rτ (ζτ ) ‖L2(Γ3)d‖ uτ ‖L2(Γ3)d .

Gardant à l’ésprit (2.2.8) et le fait que Rτ , Rν sont des opérateurs de Lipschitz

on trouve
| jβ(ζ, u) | ≤ c2

0Lν ‖ ζν ‖V ‖ u ‖V +

c2
0‖µ‖L∞(Γ3)Lν ‖ ζ ‖V ‖ u ‖V +

c2
0‖γν‖L∞(Γ3) ‖ ζ ‖V ‖ u ‖V +

c2
0‖γτ‖L∞(Γ3) ‖ ζ ‖V ‖ u ‖V ,

Finalement, on obtient

| jβ(ζ, u) |≤ c2
0

(
Lν + ‖µ‖L∞(Γ3)Lν + ‖γν‖L∞(Γ3) + ‖γτ‖L∞(Γ3)

)
‖ ζ ‖V ‖ u ‖V .

D’où nous conclons que la condition (2.5.15) est vérifiées, pour tout k0 ∈

(0,m).

Soient maintenant u, υ ∈ V . En se basant encore une fois sur (4.2.4),

(4.2.13) et (4.3.25) nous trouvons

jβ(u, υ − u)− jβ(υ, υ − u) =
∫

Γ3(pν(uν)− pν(υν))(υν − uν)da+∫
Γ3 µ(pν(uν)− pν(υν)) ‖ υτ − uτ ‖ da+∫
Γ3 γνβ

2(Rν(uν)−Rν(υν))(υν − uν)da+∫
Γ3 γτβ

2(Rτ (uτ )−Rτ (υτ )).(υτ − uτ )da.

Grâce à (2.2.8) et (4.2.4), et la Lipschtzialité des opérateurs Rτ et Rν on

obtient
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jβ(u, υ − u)− jβ(υ, υ − u) ≤ Lν
∫

Γ3 | υν − uν |2 da+

‖µ‖L∞(Γ3)Lν
∫

Γ3 | υν − uν |‖ υτ − uτ ‖ da+

‖γν‖L∞(Γ3)
∫

Γ3 | υν − uν |2 da+

‖γτ‖L∞(Γ3)
∫

Γ3 ‖ υτ − uτ ‖2 da,

ce qui mène vers l’inégalité suivante

jfr(u, υ − u)− jfr(υ, υ − u) ≤

c2
0

(
Lν + ‖µ‖L∞(Γ3)Lν + ‖γν‖L∞(Γ3) + ‖γτ‖L∞(Γ3)

)
‖ u− υ ‖2

V

Donc, l’inégalité (4.3.38) est vérifiée.

Démonstration du Théorème (4.3.4). En utilisant la symétrie de F et

L et l’inégalité (4.3.17), nous remarquons que la forme bilinéaire a définie

par (4.3.15) est symétrique et coercive.

Soit µ0 = m

c2
0
. Il est évident que, µ0 depend seulement de Ω, Γ1, Γ3, Γa, F , E

et B. Supposons que

Lν + ‖µ‖L∞(Γ3)Lν + ‖γν‖L∞(Γ3) + ‖γτ‖L∞(Γ3) < µ0,

d’où, nous déduisons que

c2
0

(
Lν + ‖µ‖L∞(Γ3)Lν + ‖γν‖L∞(Γ3) + ‖γτ‖L∞(Γ3)

)
< m.

Alors, il existe un réel k0 tel que

c2
0

(
Lν + ‖µ‖L∞(Γ3)Lν + ‖γν‖L∞(Γ3) + ‖γτ‖L∞(Γ3)

)
≤ k0 < m.

L’inégalité (4.3.38) nous permette de déduire que (2.5.14) est vérifiée.

Finalement, en utilisant (4.2.18), les lemmes (4.3.5)-(4.3.7), la remarque 4.3.3
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et le théorème 2.5.2 (i), nous déduisons que le problème PV 2
2 possède au

moins une solution uβ ∈ W 1,∞(0, T ;V ).

Comme dans [27], nous adoptons la discrétisation en temps suivante.

Pour tout n ∈ N∗, nous mettons ti = i∆t, 0 ≤ i ≤ n, et ∆t = T/n. On note

respectivement par ui et βi l’approximation de u et β au tempd ti et ∆ui =

ui+1 − ui, ∆βi = βi+1 − βi. Pour une fonction continue w(t), nous utilisons la

notation wi = w(ti). Donc, on obtient une suite de problèmes discrétisés en

temps P i
n du problème PV 1

2 définés pour u(0) = u0 et β0 = β0 par :

Problème P i
n. Pour ui ∈ V , βi ∈ L2(Γ3), trouver ui+1 ∈ V , βi+1 ∈ L2(Γ3) tels que

(4.3.39)

a(ui+1, w − ui+1) + jad(βi+1, ui+1, w − ui+1) + jnc(ui+1, w − ui+1)

+jfr(ui+1, w − ui+1)− jfr(ui+1,∆ui) ≥ (f i+1, w − ui+1)V ∀v ∈ V,

βi+1 − βi

∆t = −[βi+1(γν(Rν(ui+1
ν ))2 + γτ (|Rτ (ui+1

τ )|)2)− εa]+ p.p. sur Γ3.

Nous avons le résultats suivant.

Proposition 4.3.8. Il existe µc > 0 telle que si ‖µ‖L∞(Γ3) < µc, le problème P i
n

admet une solution unique.

Démonstration. Il suffit de voir ([86], Proposition 3.1)

Dans l’étape suivante nous utilisons le champ de déplacement uβ obtenu

dans le théorème 4.3.4. Soit u = uβ et notons par uν, uτ ses composantes

normales et tangentielles, et nous considérons le problème de valeur initiale

suivant :

Problème. Pβu Trouver un champ d’adhésion βu : [0, T ]→ L2(Γ3) tel que :

(4.3.40)
β̇u(t) = −[βu(t)(γνRν(uν(t))2 + γτ ‖ Rτ (uτ (t)) ‖2)− εa]+

p.p. t ∈ (0, T ) ,

(4.3.41) βu(0) = β0.
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Nous avons le résultat suivant :

Lemme 4.3.9. Il existe une unique solution βu au problème une unique solu-

tion au Pβu qui satisfait βu ∈ W 1,∞(0, T, L2(Γ3)) ∩Q.

Démonstration. . Nous considérons l’application F : [0, T ] × L2(Γ3) →

L2(Γ3) défini par

(4.3.42) F (t, βu) = −
(
βu(t)(γνRν(uν(t))2 + γτ‖Rτ (uτ (t))‖2)− εa

)
+
.

Soit t ∈ [0, T ] et β ∈ L2(Γ3). Il s’ensuit d’après les propriétés des opéra-

teurs de troncation Rν et Rτ que F est de Lipschitz par rapport à la se-

conde variable, uniformément en temps. De plus, pour tout βu ∈ L2(Γ3)

l’application t 7→ F (t, βu) appartient à L∞(0, T ;L2(Γ3)). Moyennant mainte-

nant le Théorème 2.6.1, nous obtenons l’existence d’une fonction unique

βu ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)) qui résout le problème Pβu. Notons que la restriction

0 ≤ βu ≤ 1 est incluse implicitement dans le problème variationnel Pβu. En

effet, les conditions (4.3.40) et (4.3.41) nous garantissent que βu(t) ≤ β0 et

donc l’hypothèse (4.2.14) montre que βu(t) ≤ 1 pour t ≥ 0, p.p. sur Γ3. D’un

autre côté, si βu(t0) = 0 à t = t0, alors il s’ensuit de (4.3.40) et (4.3.41)) que

β̇u(t) = 0 pour tout t ≥ t0 et donc, βu(t) = 0 pour tout t ≥ t0, p.p. sur Γ3. Nous

concluons que 0 ≤ βu(t) ≤ 1 pour tout t ∈ [0, T ], p.p. sur Γ3. Il résulte de la

définition de l’ensemble Q, que βu ∈ Q. Donc, βu ∈ W 1,∞(0, T, L2(Γ3))∩Q ce qui

conclut la preuve du lemme 4.3.9.

Maintenant, nous introduisons les suites de fonctions βn(t) et un(t) défi-

nies sur [0;T ] par βn(t) = βi+1, un(t) = ui+1 = u(ti+1), ũn(t) = ui + (t− ti)
∆t ∆ui

et fn(t) = f i+1 = f(ti+1) pour tout t ∈]ti, ti+1[ ; i = 0, ...., n − 1 ; et βn(0) = β0,

un(0) = u0, f
n(0) = f0. Nous avons le résultats suivant :

Lemme 4.3.10. Soient u et β les solutions de problèmes PV 2
2 et Pβu , réspecti-

vement. Alors, nous avons :
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i) un → u et ˜̇un → u̇ fortement dans L∞(0, T ;V ), pour t ∈ (ti, ti+1),

ii) βn → β fortement dans L∞(0, T ;L2(Γ3)), pour t ∈ (ti, ti+1).

Démonstration. i) Puiusque u ∈ W 1,∞(0, T, V ), nous déduisons que un → u

et ˜̇un → u̇ fortement dans L∞(0, T ;V ), pour t ∈ (ti, ti+1).

ii) Pour t ∈ (ti, ti+1) nous avons

||βn(t)− β(t)||L2(Γ3) ≤ ||βn(t)− β(ti+1)||L2(Γ3) + ||β(ti+1)− β(t)||L2(Γ3),

et comme β ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)), on obtient

||β(ti+1)− β(t)||L2(Γ3) ≤
T

n
||β̇||L∞(0,T ;L2(Γ3)).

En utilisant les propriétés de Rν et Rτ , on obtient aussi(voir [27])

lim
n→∞

max
i=0,....,n

||βi − β(ti)||L2(Γ3) = 0.

d’où nous déduisons que

lim
n→∞

max
t∈[0,T ]

||βn(t)− β(t)||L2(Γ3) = 0.

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour prouver la proposition

suivante

Proposition 4.3.11. (u, β) est une solution du Problème PV 1
2 .

Démonstration. Dans l’inégalité (4.3.39), pour v ∈ V , nous posons w =

u(ti) + v∆t et nous dévisons par ∆t; pour obtenir l’inégalité suivantes :

a(u(ti+1), v − ∆u(ti)
∆t ) + jnc(u(ti+1), v − ∆u(ti)

∆t ) + jfr(u(ti+1), v)− jfr(u(t), ∆u(ti)
∆t )

+jad(βi+1, u(ti+1), v − ∆u(ti)
∆t ) ≥ (f i+1, v − ∆u(ti)

∆t )V .
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D’où pour tout v ∈ L2(0, T ;V ), nous avons

a(u(ti+1), v − ∆u(ti)
∆t ) + jnc(u(ti+1), v − ∆u(ti)

∆t ) + jfr(u(ti+1), v)− jfr(u(ti+1), ∆u(ti)
∆t )

+jad(βi+1, u(ti+1), v − ∆u(ti)
∆t ) ≥ (f i+1, v − ∆u(ti)

∆t )V .

L’intégration des deux côtés de l’inégalité ci-dessus sur (0, T ), nous mène à

l’inégalité

∫ T

0
a(un(t), v(t)− ˜̇un)dt+

∫ T

0
jfr(un(t), v(t))dt−

∫ T

0
jfr(un(t), ˜̇un(t))dt(4.3.43)

+
∫ T

0
jnc(un(t), v(t)− ˜̇un(t))dt+

∫ T

0
jad(βn(t), un(t), v(t)− ˜̇un(t))dt ≥

∫ T

0
(fn(t), v(t)− ˜̇un(t))dt.

Pour passer à la limite dans cette inégalité, nous devons établir les pro-

priétés suivantes :

Lemme 4.3.12. Pour v ∈ L2(0, T ;V ) nous avons les propriétés suivantes

lim
n→∞

∫ T

0
a(un(t), v(t)− ˜̇un)dt =

∫ T

0
a(u(t), v(t)− u̇(t))dt,(4.3.44)

lim inf
n→∞

∫ T

0
jfr(un(t), ˜̇un(t))dt ≥

∫ T

0
jfr(u(t), u̇(t))dt,(4.3.45)

lim
n→∞

∫ T

0
jfr(un(t), v(t))dt =

∫ T

0
jfr(u(t), v(t))dt,(4.3.46)

lim
n→∞

∫ T

0
jnc(un(t), v(t)− ˜̇un(t))dt ≥

∫ T

0
jnc(u(t), v(t)− u̇(t))dt,(4.3.47)

lim
n→∞

∫ T

0
(fn(t), v(t)− ˜̇un(t))V dt =

∫ T

0
(f(t), v(t)− u̇(t))V dt,(4.3.48)

lim
n→∞

∫ T

0
jad(βn(t), un(t), v(t)− ˜̇un(t))dt =

∫ T

0
jad(β(t), u(t), v(t)− u̇(t))dt.(4.3.49)

Démonstration. Pour la preuve de (4.3.44) et (4.3.48) nous renvoyons le

lecteur à [88, Lemme 4.6]. Pour prouver (4.3.45) et (4.3.46) il suffit de voir

[57, Lemme 3.5]. Pour prouver (4.3.47), il suffit d’utiliser le lemme 4.3.10(i).

Enfin, pour la preuve de (4.3.49) nous renvoyons le lecteur à [27, Lemme

3.8] et utiliser les propriétés des opérateurs Rτ , Rν.
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Maintenant, en utilisant le lemme 4.3.10 (ii) et le lemme 4.3.12 et nous

passons à la limite quand n→ +∞ dans l’inégalité (4.3.43) pour obtenir

∫ T

0
a(u(t), v(t)− u̇(t))dt+

∫ T

0
jfr(u(t), v(t))dt−

∫ T

0
jfr(u(t), u̇(t))dt

+
∫ T

0
jnc(u(t), v(t)− u̇(t))dt+

∫ T

0
jad(β(t), u(t), v(t)− u̇(t))dt

≥
∫ T

0
(f(t), v(t)− u̇(t))V dt,

à partir de laquelle on déduit l’inégalité (4.3.20) et que β est l’unique solution

de l’équation différentielle (4.3.21).

Démonstration du Théorème (4.3.1). Soit (u, β) la solution du problème

PV 1
2 . Il résulte de (4.3.18), (4.3.15), (4.3.13), (4.3.11), (4.3.8), (4.3.7) et (4.3.6)

que (u, ϕ, β) est, au moins, une solution du problème PV2 . Les propriétés

(4.3.1), (4.3.2) et (4.3.3) résultent du théorème 4.3.2 et (4.3.11).
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PARTIE III

PROBLÈMES

ELECTRO-VISCOÉLASTIQUE

Dans la troisième partie de cette thèse nous allons étudier deux pro-

blèmes de contact avec adhésion ou frottement, entre un corps ayant une

loi de comportement électro-viscoélastique et une fondation supposée rigide.

Elle est composée deux chapitres.

Le premier chapitre est destiné à l’étude d’un problème de contact avec

adhésion et sans frottement entre un corps électro-viscoélastique et une

base rigide et isolatrice. Les conditions aux limites de contact sur la partie

Γ3 sont de type Signorini et l’adhésion sur cette partie est modélisé par une

variable de surface appelée champ d’adhésion dont l’évolution est décrite

par une équation différentielle ordinaire du premier ordre. On va dériver une

formulation variationnelle en termes de déplacements et de potentiel élec-

trique et établir un résultat d’existence et d’unicité de la solution faible pour

cette formulation. Les démonstrations sont basées sur un résultat abstrait

portant sur les inclusions différentielles et les opérateurs maximaux mono-
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tones et des techniques de point fixe pour des opérateurs construits dans

des espaces de Banach appropriés.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude d’un problème de contact

avec frottement et adhésion entre un corps électro-viscoélastique et une

base rigide et isolatrice. Dans ce chapitre les déplacements suivant la nor-

male sont considérés nuls. Donc, le contact est bilatéral. Le frottement dans

ce problème est modélisé par une loi de Coulomb non local couplée avec

l’adhésion. Nous dérivons une inégalité variationnelle couplée avec une éga-

lité impliquant le champ du potentiel électrique. En utilisant des resultats

sur les inéquations variationnelles elliptiques suivis par des arguments de

point fixe, nous établissons un résultat d’existence et d’unicité d’une solu-

tion faible pour le problème piézoélectrique..
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CHAPITRE 5

PROBLÈME

ÉLÉCTRO-VISCOÉLASTIQUE AVEC

ADHÉSION

Dans ce chapitre, nous étudions un problème de contact avec adhé-

sion et sans frottement d’un corps déformable ayant une loi de compor-

tement électro-viscoélastique non linéaire, avec une base rigide. Les condi-

tions aux limites de contact sont de type Signorini couplées avec l’adhé-

sion et le processus est quasistatique. Le contact adhésif lorsque la colle

est ajoutée pour éviter le mouvement relatif des surfaces a été étudié dans

[27, 35, 36, 46, 61]. Des conditions de type Signorini ont été utilisés dans

[34] pour les matériaux ayant une loi de comportement élastique et dans

[12, 13] pour les matériaux vicoélastique. Le contenu de ce chapitre a fait

l’objet d’ un papier accépté [25].

5.1 Formulation du problème

Le cadre physique de notre problème a été décrit dans la partie I et sché-

matisé à la figure 1.1. La loi de comportement est électro-viscoélastique non

linéaire de type (1.3.5). Ici, le contact est modélisé par une condition de type

Signorini couplée avec adhésion.
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De ces considérations, le problème physique peut se formuler de la façon

suivante :

Problème P3. Trouver un champ des déplacements u : Ω × [0, T ] → Rd, un

champ des contraintes σ : Ω× [0, T ]→ Sd, un potentiel électrique ϕ : Ω× [0, T ]→

R, un champ des déplacements électriques D : Ω × [0, T ] → Rd et un champ

d’adhésion β : Ω× [0, T ]→ R tels que

σ = Aε(u̇) + Fε(u)− E∗E(ϕ) dans Ω× (0, T ) ,(5.1.1)

D = BE(ϕ) + Eε(u) dans Ω× (0, T ) ,(5.1.2)

Divσ + f0 = 0 dans Ω× (0, T ) ,(5.1.3)

divD = q0 dans Ω× (0, T ) ,(5.1.4)

u = 0 sur Γ1 × (0, T ) ,(5.1.5)

σν = f2 sur Γ2 × (0, T ) ,(5.1.6) 
uν ≤ 0,

σν − γνβ2Rν(uν) ≤ 0,

(σν − γνβ2Rν(uν))uν = 0

sur Γ3 × (0, T ) ,(5.1.7)

−στ = pτ (β)Rτ (uτ ) sur Γ3 × (0, T ) ,(5.1.8)

β̇(t) = −(γνβ(t)Rν(uν(t))2 − εa)+ sur Γ3 × (0, T ) ,(5.1.9)

ϕ = 0 sur Γa × (0, T ) ,(5.1.10)

D.ν = q2 sur Γb × (0, T ) ,(5.1.11)

D.ν = 0 sur Γ3 × (0, T ) ,(5.1.12)

u(0) = u0 dans Ω,(5.1.13)

β(0) = β0 sur Γ3.(5.1.14)

Nous donnons maintenant quelques commentaires sur les égalités et les

conditions aux limites (5.1.1)–(5.1.14). Les équations (5.1.1) et (5.1.2) repré-

sentent la loi de comportement électro-viscoélastique que nous avons déjà
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définie dans (1.3.5). Les équations (5.1.3) et (5.1.4) sont les équations d’équi-

libre mécanique et électrique qui figurent dans (1.2.2) et (1.2.3), respective-

ment, tandis que les conditions (5.1.5) et (5.1.6) sont respectivement, des

conditions en déplacement et en traction. La condition (5.1.7) représente

les conditions aux limites de contact avec adhésion de type Signorini que

nous avons déjà introduite dans (1.7.2). La condition (5.1.8) signifie que la

résistance au mouvement tangentiel est générée par la colle et que la trac-

tion tangentielle de frottement est négligeable. Ainsi, elle dépend seulement

de l’intensité d’adhésion et du déplacement tangentiel, mais tant qu’il n’ex-

cède pas la longueur du lien L rappelées dans la première partie de cette

thèse. L’équation (5.1.9) est l’équation différentielle ordinaire associée au

champ d’adhésion, avec la condition initiale (5.1.14) où β0 est un champ

d’adhésion donné. Les conditions (5.1.10) et (5.1.11) sont les conditions aux

limites électriques que nous avons définies dans (1.2.6) et (1.2.7). Notons

que nous avons imposer la condition (5.1.12) pour des raisons physique ;

en effet, la fondation est supposée être isolatrice et par conséquent nous

employons cette condition. Finalement, l’expression (5.1.13) représente la

condition initale de déplacement.

5.2 Formulation variationelle

Pour avoir la formulation variationnelle du problème mécanique P3, nous

supposons que l’opérateur de viscosité A, l’opérateur d’élasticité F , le ten-

seur piézoélectrique E, le tenseur diélectrique B et la fonction de raideur

tangentielle pτ satisfont les propriétés suivantes :
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(5.2.1)



(a) A : Ω× Sd −→ Sd.

(b) A(x, τ) = (aijkl(x)τkl ) ∀τ ∈ Sd p.p. x ∈ Ω.

(c) aijkl = aklij = ajikl ∈ L∞(Ω).

(d) Il existe mA > 0 telle que

aijkl τijτkl ≥ mA‖τ‖2, ∀τ = (τij) ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(5.2.2)



(a) F : Ω× Sd → Sd.

(b) Il existe LF > 0 telle que

‖F(x, τ1)−F(x, τ2)‖ ≤ LF‖τ1 − τ2‖

∀ τ1, τ2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(c) La fonction x 7→ F(x, τ) est Lebesgue mesurable

sur Ω, pour tout τ ∈ Sd.

(d) La fonction x 7→ F(x,0) ∈ H.

(5.2.3)


(a) E : Ω× Sd → Rd.

(b) E(x, τ) = (eijk(x)τjk) ∀τ = (τij) ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(c) eijk = eikj ∈ L∞(Ω).

(5.2.4)



(a) B : Ω× Rd → Rd.

(b) B(x,E) = (Bij(x)Ej) ∀E = (Ei) ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω.

(c) Bij = Bji ∈ L∞(Ω).

(d) Il existe mB > 0 telle que Bij(x)EiEj ≥ mB‖E‖2

∀E = (Ei) ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω.
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(5.2.5)



(a) pτ : Γ3 × R −→ R+.

(b) Il existe Lτ > 0 telle que

| pτ (x, β1)− pτ (x, β2) |≤ Lτ | β1 − β2 |

∀β1, β2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(c) Il existe Mτ > 0 telle que

| pτ (x, β) |≤Mτ ∀β ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(d) Pour tout β ∈ R, x 7→ pτ (x, β) est mesurable sur Γ3.

(e) La fonction x 7→ pτ (x, β) ∈ L2(Γ3).

(f) pτ (x, 0) = 0 p.p. sur Γ3.

Nous supposons aussi que les forces volumiques f0, les tractions surfa-

ciques f2, les charges électriques volumiques q0 et les charges électriques

surfaciques q2 satisfont

f0 ∈ W 1,1(0, T ;L2(Ω)d), f2 ∈ W 1,1(0, T ;L2(Γ2)d),(5.2.6)

q0 ∈ W 1,1(0, T ;L2(Ω)), q2 ∈ W 1,1(0, T ;L2(Γb)).(5.2.7)

Les coefficients d’adhésion γν , γτ et εa satisfont les conditions

(5.2.8) γν ∈ L∞(Γ3), εa ∈ L2(Γ3), γν , γτ , εa ≥ 0 p.p. sur Γ3,

tandis que le champ initial d’adhésion vérifie

(5.2.9) β0 ∈ L2(Γ3), 0 ≤ β0 ≤ 1 p.p. sur Γ3.

Puisque meas (Γ1) > 0 et l’opérateur de viscosité satisfait la condition (5.2.1),

il vient que l’espace V donné par (2.2.4) est un espace de Hilbert muni du

produit scalaire

(5.2.10) (u, υ)V = (Aε(u), ε(υ))H.
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Notons que la norme induite sur V par le produit scalaire précédent est

équivalent à celle de H1(Ω)d.

Pour les problèmes de type Signorini nous introduisons l’ensemble des

déplacements admissibles donné par

(5.2.11) Uad = {υ ∈ V/ υν ≤ 0 sur Γ3} ,

qui est un ensemble convexe. Pour finir les hypothèses sur les données du

problème mécanique, nous supposons que

(5.2.12) u0 ∈ Uad

Par la suite, nous considérons l’espace

(5.2.13) W = {ψ ∈ H1(Ω) | ψ = 0 sur Γa },

et l’ensemble

(5.2.14) Q = {β : Γ3 × [0, T ]→ R | 0 ≤ β(t) ≤ 1 sur Γ3}.

Le théorème de représentation de Riesz, entraîne l’existence de f : [0 T ] −→ V

et q : [0 T ] −→ W , telles que

(f(t), υ)V =
∫

Ω
f0(t) · υdx+

∫
Γ2
f2(t) · υda,(5.2.15)

(q(t), ψ)W =
∫

Ω
q0(t)ψdx−

∫
Γb
q2(t)ψda,(5.2.16)

por tout υ ∈ V, ψ ∈ W et t ∈ [0, T ]. De plus, il vient de (5.2.6) and (5.2.7) que

f ∈ W 1,1(0, T ;V ),(5.2.17)

q ∈ W 1,1(0, T ;W ).(5.2.18)
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Finalement, nous définissons la fonctionnelle j : L2(Γ3)× V × V −→ R par

(5.2.19) j(β, u, υ) =
∫
Γ3

−γνβ2Rν(uν)υνda+
∫
Γ3

pτ (β)Rτ (uτ ) · υτda.

Compte tenu des hypothèses (5.2.5)–(5.2.8), il s’ensuit que les intégrales que

nous venons de voir dans (5.2.15), (5.2.16) et (5.2.19) sont bien définies.

Supposons que (u, σ, ϕ,D) sont des fonctions régulières satisfaisant (5.1.3)–

(5.1.12). D’une part, selon une procédure standard basée sur la formule de

Green (2.2.3) combinée avec les conditions (5.1.3), (5.1.4), (5.1.5) et la défi-

nition de f , nous avons

(σ(t), ε(υ)− ε(u(t)))H = (f(t), υ − u(t))V +
∫

Γ3
σν.(υ − u(t))da, ∀υ ∈ V,

et compte tenu la décomposition du tenseur de Cauchy (1.1.3), nous obte-

nons :

(σ(t), ε(υ)− ε(u(t)))H = (f(t), υ − u(t))V +
∫

Γ3 σν(t)(υν − uν(t))da

+
∫
Γ3 στ (t).(υτ − uτ (t))da ∀υ ∈ V

Maintenant, en utilisant (5.1.7) et (5.1.8) on trouve

u(t) ∈ Uad, (σ(t), ε(υ)− ε(u(t)))H ≥ (f(t), υ − u(t))V +
∫

Γ3 γνβ
2Rν(uν)(υν − uν(t))da

−
∫

Γ3 pτ (β)Rτ (uτ ).(υτ − uτ (t))da ∀υ ∈ Uad.

Combinons cette dernière inégalité avec (5.2.19) pour obtenir

(5.2.20)

u(t) ∈ Uad, (σ(t), ε(υ)− ε(u(t)))H + +j(β(t), u(t), υ − u(t)) ≥ (f(t), υ − u(t))V

∀υ ∈ Uad.

Gardant à l’esprit (1.1.7) et (5.1.1) on peut écrire
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(5.2.21)


u(t) ∈ Uad, (Aε(u̇(t)), ε(υ)− ε(u(t)))H + (Fε(u(t)), ε(υ)− ε(u(t)))H+

(E∗∇ϕ(t), ε(υ)− ε(u(t)))H + j(β(t), u(t), υ − u(t))

≥ (f(t), υ − u(t))V ∀υ ∈ Uad ,

D’autre part, en utilisant la formule de Green (2.2.16) pour les inconnues

électriques du problème ainsi que les conditions (5.1.4), (5.1.10), et (5.1.11)

nous obtenons

(D(t),∇ψ)L2(Ω)d +
∫

Ω
q0(t)ψdx =

∫
Γb
ψq2da ∀ψ ∈ W,

gardant à l’esprit (5.2.16) on obtient

(5.2.22) (D(t),∇ψ)L2(Ω)d + (q(t), ψ)W = 0.

Combinons cette dernière égalité avec (1.1.7) et (5.1.2) pour obtenir

(5.2.23)
(B∇ϕ(t),∇ψ)L2(Ω)d − (Eε(u(t)),∇ψ)L2(Ω)d = (q(t), ψ)W

∀ψ ∈ W, ∀ t ∈ [0 T ] ,

De (5.2.21) et (5.2.23) nous obtenons la formulation variationnelle sui-

vante du problème électro-viscoélastique P3

Problème (PV3 ). Trouver un champ des déplacements u : [0, T ] −→ V , un po-

tentiel électrique ϕ : [0, T ]→ W et un champ d’adhésion β : [0, T ]→ L2(Γ3) tels

que

(5.2.24)

u(t) ∈ Uad, (Aε(u̇(t)), ε(υ)− ε(u(t)))H + (Fε(u(t)), ε(υ)− ε(u(t)))H+

(E∗∇ϕ(t), ε(υ)− ε(u(t)))H + j(β(t), u(t), υ − u(t))

≥ (f(t), υ − u(t))V ∀υ ∈ Uad , p.p. t ∈ (0 T ),
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(5.2.25)
(B∇ϕ(t),∇ψ)L2(Ω)d − (Eε(u(t)),∇ψ)L2(Ω)d = (q(t), ψ)W

∀ψ ∈ W, ∀ t ∈ [0 T ] ,

(5.2.26) β̇(t) = −(γνβ(t)Rν(uν(t))2 − εa)+ .p.p. t ∈ (0 T ),

(5.2.27) u(0) = u0,

(5.2.28) β(0) = β0.

5.3 Résultat d’existence et d’unicité

Le résultat principal de cette section est le suivant.

Théorème 5.3.1. Sous les hypothèses (5.2.1)–(5.2.9) et (5.2.12), le problème

variationnel (PV3 ) possède une solution unique (u, ϕ, β) ayant la régularité sui-

vante :

u ∈ W 1,∞(0, T ;V ),(5.3.1)

ϕ ∈ W 1,∞(0, T ;W ).(5.3.2)

β ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)) ∩Q.(5.3.3)

Un “quintuple" de fonctions (u, σ, ϕ, D, β) qui satisfait (5.1.1), (5.1.2) et

(5.2.24)–(5.2.28) est appelée solution faible du problème mécanique (P3).

Nous concluons par le Théorème 5.3.1 que, sous les hypothèses (5.2.1)–

(5.2.9) et (5.2.12), le problème (P3) possède une solution faible unique.

Pour préciser la régularité de la solution faible, nous notons que les rela-

tions constitutives (5.1.1) et (5.1.2), les hypothèses (5.2.1)–(5.2.4) et les ré-
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gularités (5.3.1)–(5.3.2) implique que σ ∈ L∞(0, T ;H), D ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Ω)d).

En prenant maintenant υ = u(t)±ξ, où ξ ∈ C∞0 (Ω)d, dans (5.2.20) et ψ ∈ C∞0 (Ω)

dans (5.2.22) et en utilisant (5.2.15), (5.2.16), (5.2.19) nous obtenons

Div σ(t) + f0(t) = 0, div D(t) = q0(t),

pour tout t ∈ [0, T ]. Maintenant, de (5.2.6), (5.2.7) il vient que Div σ ∈

L∞(0, T ;L2(Ω)d) et div D ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Ω)), ce qui montre que

σ ∈ L∞(0, T ;H1),(5.3.4)

D ∈ W 1,∞(0, T ;W).(5.3.5)

Finalement, nous concluons que la solution faible (u, σ, ϕ,D, β) du problème

piézoélectrique de contact avec adhésionof (P3) possède la régularité (5.3.1)–

(5.3.5).

La démonstration du théorème 5.3.1 sera effectuée en plusieurs étapes

et elle est basée sur le résultat abstrait donné par le théorème 2.4.14.

5.3.1 Démonstration du Théorème 5.3.1

Nous assmons dans ce qui suit que les hypothèses (5.2.1)–(5.2.9) et

(5.2.12) sont satisfaites et que c est une constante positive générique qui

peut dépendre de Ω, Γ1, Γ3, pτ et L dont la valeur

peut changer d’un endroit à l’autre. Pour la simplicité, nous supprimons

dans ce qui suit la dépendance explicite des diverses fonctions sur x∈ Ω∪Γ3.

Comme dans [59], en utilisant le théorème de représentation de Riesz on

peut définir les opérateurs G : W −→ W et R : V −→ W par

(Gϕ, ψ)W = (B∇ϕ,∇ψ)L2(Ω)d ∀ϕ, ψ ∈ W,(5.3.6)

(Rυ, ϕ)W = (Eε(υ),∇ϕ)L2(Ω)d ∀ϕ ∈ W, υ ∈ V.(5.3.7)
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En utilisant (2.2.14), (2.2.13) et (5.2.4), nous pouvons montrer que G est

un opérateur linéaire continu, symétrique et positivement défini. Alors, G

possède un inverse sur W . En utilisant (2.2.14) et (5.2.3), nous pouvons

montrer aussi que R est un opérateur linéaire et continu sur V . Soit R∗

l’adjoint de R. Donc, de (1.3.2) on peut écrire

(5.3.8) (R∗ϕ, υ)V = (E∗∇ϕ, ε(υ))H ∀ϕ ∈ W, υ ∈ V.

Soit t ∈ [0 T ] . En introduisant (5.3.6), (5.3.7) dans (5.2.25), on obtient

(5.3.9) (Gϕ(t), ψ)W = (Ru(t), ψ)W + (q(t), ψ)W ∀ψ ∈ W,

d’où nous déduiosons que

(5.3.10) Gϕ(t) = Ru(t) + q(t),

pour tout t ∈ [0, T ]. Comme G est inversible on obtient

(5.3.11) ϕ(t) = G−1Ru(t) + G−1q(t).

Combinons l’inégalité (5.2.24) avec (5.3.6), (5.3.7), (5.3.8) et (5.3.11) pour

trouver

(5.3.12)

u(t) ∈ Uad, (Aε(u̇(t)), ε(υ)− ε(u(t)))H + (Fε(u(t)), ε(υ)− ε(u(t)))H+

(R∗G−1Ru(t), υ − u(t))V + j(β(t), u(t), υ − u(t))V

≥ (f(t)−R∗G−1q(t), υ − u(t))V ∀υ ∈ Uad p.p. t ∈ (0 T ).

Maintenant, soit η ∈ W 1,∞(0, T ;V ) donnée. Dans la première étape, nous

prouvons l’existence d’une solution unique pour le problème variationnelle

intermédiaire suivant.
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Problème (PV 1
3 ) Trouver un champ des déplacements uη : [0, T ] −→ V, tel que

(5.3.13)

uη(t) ∈ Uad, (Aε(u̇η(t)), ε(υ)− ε(uη(t)))H + (Fε(uη(t)), ε(υ)− ε(uη(t)))H+

(R∗G−1Ruη(t), υ − uη(t))V + (η(t), υ − uη(t))V

≥ (f(t)−R∗G−1q(t), υ − uη(t))V ∀υ ∈ Uad p.p. t ∈ (0 T ),

(5.3.14) uη(0) = u0.

Lemme 5.3.2. Le problème PV 1
1 admet une solution unique uη qui satisfait

(5.3.15) uη ∈ W 1,∞(0, T ;V )

Démonstration. Soit l’opérateur L : V → V defini par

(5.3.16) L(υ) = R∗G−1R(υ), ∀υ ∈ V.

En utilisant les propriétés des opérateurs G, R et R∗, nous déduisons que L

est un opérateur linéaire et continu sur V . Donc, nous avons

(5.3.17) ‖Lu1 − Lu2‖V ≤ ‖L‖‖u1 − u2‖V ∀u1, u2 ∈ V.

Le théorème de représentation de Riesz nous permet de définir l’opérateur

G : V −→ V par

(5.3.18) (Gu, υ)V = (Fε(u), ε(υ))H + (Lu, υ)V ∀u, υ ∈ V.

Maintenant, en utilisant (5.2.1), (5.2.2), (5.2.10) et (5.3.18) on obtient

(5.3.19) ‖Gu1 −Gu2‖V ≤ (LF
mA

+ ‖L‖)‖u1 − u2‖V ∀u1, u2 ∈ V,

Section 5.3 Chapitre 5 124



CHAPITRE 5. PROBLÈME ÉLÉCTRO-VISCOÉLASTIQUE AVEC ADHÉSION

ce qui montre que G est un opérateur de Lipschitz. De plus, l’opérateur

(5.3.20) G+(LF
mA

+ ‖L‖)IV : V → V,

est un opérateur monotone et de Lipschitz sur V .

Soit la fonction f : [0 T ] −→ V donnée par

(5.3.21) f(t) = f(t)−R∗G−1q(t)− η(t), ∀t ∈ [0 T ] .

Gardant à l’esprit que η ∈ W 1,∞(0, T ;V ) et R∗G−1 est linéaire et continu, en

utilisant (5.2.17), (5.2.18), il vient de (5.3.21) que

(5.3.22) f ∈W 1,1(0, T ;V ).

Soit ψUad : V → ]−∞,+∞] la fonction indicatrice de l’ensemble Uad et ∂ψUad

son sous-différentiel. Puisque Uad ⊂ V est un sous-ensemble non vide, fermé

et convexe, alors ∂ψUad est un opérateur maximal monotone sur l’espace V

et D(∂ψUad) = Uad. De plus, la somme

∂ψUad + G+(LF
mA

+ ‖L‖)IV : Uad ⊂ V → 2V ,

est un opérateur maximal monotone. Maintenant, les hyppothèses (5.3.22)

et (5.2.12) nous permettent d’utiliser le théorème 2.4.14 avec

X = V, A = ∂ψUad + G :D(A) = Uad ⊂ V → 2V et ω = LF
mA

+ ‖L‖.

Donc, il existe un unique élément uη ∈ W 1,∞(0, T ;V ) tel que

u̇η(t) + ∂ψUad(uη(t)) + Guη(t) 3 f(t) a.e. t ∈ (0 T ),(5.3.23)

uη(0) = u0.(5.3.24)
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On a pour tout u, g ∈ V, l’équivalence suivante est vérifiée

g ∈ ∂ψUad(u)⇔ u ∈ Uad, (g, υ − u)V ≤ 0 ∀ υ ∈ Uad,

d’où l’inclusion différentielle (5.3.23) est équivalente à l’inéquation variation-

nelle suivante :

(5.3.25)
uη(t) ∈ Uad, (u̇η(t), υ − uη(t))V + (Guη(t), υ − uη(t))V

≥ (f(t), υ − uη(t))V ∀υ ∈ Uad p.p. t ∈ (0 T ).

Maintenant, en utilisant (5.3.25), (5.3.18) et (5.2.10), nous déduisons que uη

satisfait

(5.3.26)

uη(t) ∈ Uad, (Aε(u̇η(t)), ε(υ)− ε(uη(t)))H + (Fε(uη(t)), ε(υ)− ε(uη(t)))H+

(Luη(t), υ − uη(t))V ≥ (f(t), υ − uη(t))V ∀υ ∈ Uad p.p. t ∈ (0 T ).

Finalement, des relations (5.3.26), (5.3.21), (5.3.16) et (5.3.24) on conclut

que uη satisfait (5.3.13) et (5.3.14), ce qui termine la démonstration du 5.3.2.

Dans la deuxième étape on utilisera le champ de déplacement uη obtenu

dans le lemme 5.3.2 pour obtenir le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Lemme 5.3.3. Il existe un unique élément ϕη ∈ W 1,∞(0, T ;W ) tel que

(5.3.27)
(B∇ϕη(t),∇ψ)L2(Ω)d − (Eε(uη(t)),∇ψ)L2(Ω)d = (q(t), ψ)W

∀ψ ∈ W, ∀ t ∈ [0 T ] ,

Démonstration. Soit uη ∈ W 1,∞(0, T ;V ) la fonction définie dans le lemme

5.3.2. En utilisant (5.3.11), l’existence et l’unicité de uη nous garantie l’exis-

tence et l’unicité de la fonction ϕη. Maintenant, en utilisant (5.3.9), (5.3.7)

et (5.3.6), nous conclluons que ϕη vérifie l’égalité (5.3.27). De plus, puisque

uη ∈ W 1,∞(0, T ;V ) il vient de (5.3.11) et (5.2.18) que ϕη ∈ W 1,∞(0, T ;W ).
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Dans la troisième étape nous utilisons la solution uη ∈ W 1,∞(0, T ;V ) ob-

tenue dans le lemme 5.3.2 et nous considérons le problème de Cauchy sui-

vant :

Problem Pβη . Trouver un champ d’adhésion βη : [0, T ]→ L2(Γ3) tel que

β̇η(t) = −(γνβη(t)Rν(uην(t))2)− εa)+ a.e. t ∈ (0 T ),(5.3.28)

βη(0) = β0.(5.3.29)

We obtain the following result.

Lemme 5.3.4. Le problème Pβη admet une solution unique βη qui satisfait

(5.3.30) βη ∈ W 1,∞(0, T, L2(Γ3)) ∩Q.

Démonstration. Nous considérons l’application F : [0, T ]×L2(Γ3)→ L2(Γ3)

défini par

F (t, βη) = −(γνβη(t)Rν(uην(t))2)− εa)+.

Soit t ∈ [0, T ] et βη ∈ L2(Γ3). Il s’ensuit d’après les propriétés des opérateurs

de troncation Rν et Rτ que F est de Lipschitz par rapport à la seconde va-

riable, uniformément en temps. De plus, pour tout βη ∈ L2(Γ3) l’application

t 7→ F (t, βη) appartient à L∞(0, T ;L2(Γ3)). Moyennant maintenant le Théorème

2.6.1, nous obtenons l’existence d’une fonction unique βη ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3))

qui résout le problème Pβη . Notons que la restriction 0 ≤ βη ≤ 1 est in-

cluse implicitement dans le problème variationnel PV3 . En effet, les condi-

tions (5.2.26) et (5.2.28) nous garantissent que βη(t) ≤ β0 et donc l’hypo-

thèse (5.2.9) montre que βη(t) ≤ 1 pour t ≥ 0, p.p. sur Γ3. D’un autre côté, si

βη(t0) = 0 à t = t0, alors il s’ensuit de (5.2.26) et (5.2.28) que β̇η(t) = 0 pour

tout t ≥ t0 et donc, βη(t) = 0 pour tout t ≥ t0, p.p. sur Γ3. Nous concluons

que 0 ≤ βη(t) ≤ 1 pour tout t ∈ [0, T ], p.p. sur Γ3. Il résulte de la définition de
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l’ensemble Q, que βη ∈ Q, ce qui conclut la preuve du lemme 5.3.4.

Maintenant, soit η ∈ W 1,∞(0, T ;V ) et uη and βη les solutions obtenues

dans les lemmes 5.3.2 et 5.3.4, respectivement. En utilisant le théorème de

représentation de Riesz-Fréchet on peut définir l’opérateur Λη : [0, T ] −→ V

par

(5.3.31) (Λη(t), υ)V = j(βη(t), uη(t), υ),

pour tout υ ∈ V et t ∈ [0, T ]. Nous avons le résultat suivant :

Lemme 5.3.5. Pour tout η ∈ W 1,∞(0, T ;V ) on a Λη ∈ W 1,∞(0, T ;V ). De plus, il

existe un unique élément η∗ ∈ W 1,∞(0, T ;V ) tel que

(5.3.32) Λη∗ = η∗.

Démonstration. Soit η ∈ W 1,∞(0, T ;V ) et t1, t2 ∈ [0, T ] . En utilisant (5.3.31)

et (5.2.19), on obtient

‖ Λη(t1)− Λη(t2) ‖V≤ c ‖ β2
η(t1)Rν(uην(t1))− β2

η(t2)Rν(uην(t2)) ‖L2(Γ3) +

c ‖ pτ (βη(t1))Rτ (uητ (t1))− pτ (βη(t2))Rτ (uητ (t2)) ‖L2(Γ3) .

Gardant à l’esprit (5.2.5), (2.2.8), l’inégalité 0 ≤ βη(t) ≤ 1 et les propriétés des

opérateurs Rν et Rτ , nous trouvons

(5.3.33)
‖ Λη(t1)− Λη(t2) ‖V≤ c ‖ uη(t1)− uη(t2) ‖V +

c ‖ βη(t1)− βη(t2) ‖L2(Γ3) .

Puisque uη ∈ W 1,∞(0, T ;V ) et βη ∈ W 1,∞(0, T, L2(Γ3)) ∩ Q, nous déduisons de

l’inégalité (5.3.33) que Λη ∈ W 1,∞(0, T ;V ).

Soit maintenant η1, η2 ∈ W 1,∞(0, T ;V ), et soit ui = uηi , u̇i = u̇ηi , βi = βηi

pour i = 1, 2. Pour t ∈ [0, T ], nous intégrons (5.3.28) avec la condition initiale
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(5.3.29) pour obtenir

βi(t) = β0 −
t∫

0

(γνβi(s)Rν(uiν(s))2 − εa)+ds.

En utilisant les propriétés de l’opérateur Rν , l’inégalité | Rν(uν) |≤ L, et écri-

vant β1 = β1 − β2 + β2, nous arrivons à

‖ β1(t)− β2(t) ‖L2(Γ3)≤ c
t∫

0
‖ β1(s)− β2(s) ‖L2(Γ3) ds+

c
t∫

0
‖ u1ν(s)− u2ν(s) ‖L2(Γ3) ds.

Moyennant une version des lemmes de Gronwal (Corollaire (2.6.5), il s’ensuit

que

‖ β1(t)− β2(t) ‖L2(Γ3)≤ c

t∫
0

‖ u1ν(s)− u2ν(s) ‖L2(Γ3) ds,

combinons cette dernière inégalité avec (2.2.8), pour obtenir

(5.3.34) ‖ β1(t)− β2(t) ‖L2(Γ3)≤ c

t∫
0

‖ u1(s)− u2(s) ‖V ds.

D’autre part, en utilisant des arguments similaires à ceux utilisés pour la

preuve de (5.3.33), nous obtenons

‖ Λη1(t)− Λη2(t) ‖V≤ c ‖ u1(t)− u2(t) ‖V +c ‖ β1(t)− β2(t) ‖L2(Γ3)

Donc, enutilisant (5.3.34) on trouve

(5.3.35) ‖ Λη1(t)− Λη2(t) ‖V≤ c ‖ u1(t)− u2(t) ‖V +c
t∫

0

‖ u1(s)− u2(s) ‖V ds.

Ensuite, nous utilisons (5.3.25) et (5.3.21) pour obtenir

(u̇1(t)− u̇2(t), u1(t)− u2(t))V ≤ (η2(t)− η1(t), u1(t)− u2(t))V

+ (Gu2(t)−Gu1(t), u1(t)− u2(t))V
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En utilisant l’inégalité de Cauchy–Schwarz et (5.3.19), nous obtenons

(u̇1(t)− u̇2(t), u1(t)− u2(t))V ≤ ‖η1(t)− η2(t)‖V ‖u1(t)− u2(t)‖V

+ (LF
mA

+ ‖L‖)‖u1(t)− u2(t)‖2
V .

Nous intégrons l’inégalité précédente avec les conditions initiales u1 (0) =

u2 (0) = u0, pour obtenir

1
2 ‖ u1(t)− u2(t) ‖2

V≤
t∫

0
‖η1(s)− η2(s)‖V ‖u1(s)− u2(s)‖V ds

+ (LF
mA

+ ‖L‖)
t∫

0
‖u1(s)− u2(s)‖2

V ds.

En appliquant l’inégalité suivante

ab ≤ 1
2a

2 + 1
2b

2 a, b ∈ R,

on trouve

1
2 ‖ u1(t)− u2(t) ‖2

V≤ 1
2

t∫
0
‖η1(s)− η2(s)‖2

V ds+ 1
2

t∫
0
‖u1(s)− u2(s)‖2

V ds

+ ( LF
mA

+ ‖L‖)
t∫

0
‖u1(s)− u2(s)‖2

V ds,

d’où on obtient

‖ u1(t)− u2(t) ‖2
V≤ c

t∫
0

‖η1(s)− η2(s)‖2
V ds+ c

t∫
0

‖u1(s)− u2(s)‖2
V ds,

Ensuite, moyennant une version des lemmes de Gronwal (Corollaire (2.6.5),

il s’ensuit que

(5.3.36) ‖ u1(t)− u2(t) ‖2
V≤ c

t∫
0

‖η1(s)− η2(s)‖2
V ds.

Maintenant, en utilisant (5.3.35), l’inégalité de Cauchy–Schwarz et après
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quelques manipulations algébriques nous arrivons à l’inégalité

(5.3.37) ‖ Λη1(t)− Λη2(t) ‖2
V≤ c ‖ u1(t)− u2(t) ‖2

V +c
t∫

0

‖ u1(s)− u2(s) ‖2
V ds.

Combinons maintenant (5.3.36) et (5.3.37) pour trouver

(5.3.38) ‖ Λη1(t)− Λη2(t) ‖2
V≤ c

t∫
0

‖η1(s)− η2(s)‖2
V ds ∀ t ∈ [0 T ] .

L’itération de cette dérnière inégalité n fois entraîne l’inégalité suivante :

(5.3.39) ‖ Λmη1(t)− Λmη2(t) ‖2
L∞(0,T ;V )≤

cmTm

m! ‖η1(t)− η2(t)‖2
L∞(0,T ;V ),

ce qui implique pour m suffisamment grand, l’application Λm : L∞(0, T ;V ) −→

L∞(0, T ;V ) est une contraction dans l’espace de Banach L∞(0, T ;V ). Donc,

d’après le théorème du point fixe il existe un unique élément η∗ ∈ L∞(0, T ;V )

tel que Λmη∗ = η∗, et par conséquent η∗ est l’unique point fixe de l’opérateur

Λ. La régularité η∗ ∈ W 1,∞(0, T ;V ) découle de la régularité Λη∗ ∈ W 1,∞(0, T ;V ),

ce qui termine la démonstration du lemme 5.3.5.

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour établir la démonstra-

tion du Théorème 5.3.1.

Démonstration. Existence. Soit η∗ ∈ W 1,∞(0, T ;V ) le point fixe de l’opé-

rateur Λ et soient (u, ϕ, β) les solutions définées dans les lemmes 5.3.2, 5.3.3

et 5.3.4, respectivement, pour η = η∗, c’est-à-dire u = uη∗ , ϕ = ϕη∗ , et β = βη∗ .

Il est évident que les égalités (5.2.25), (5.2.26) and (5.2.28) sont vérifièes des

lemmes 5.3.3 and 5.3.4. De plus, puisque Λη∗ = η∗, de (5.3.14), (5.3.13),

(5.3.11), (5.3.8), (5.3.7) (5.3.6) et (5.3.31) il vient que (5.2.24) et (5.2.27) sont

vérifiées. Les régularités des solutions données par (5.3.1), (5.3.2) et (5.3.3)

découlent des lemmes 5.3.2, 5.3.3 et 5.3.4, respectivement.

Unicité : L’unicité de la solution est une conséquence de l’unicité du
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point fixe de l’opérateur Λ et l’unique solvabilité des problèmes Pβη et PV 1
3 .
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CHAPITRE 6

PROBLÈME

ÉLÉCTRO-VISCOÉLASTIQUE AVEC

ADHÉSION ET FROTTEMENT

Dans ce chapitre, on va étudier un modèle mathématique qui décrit le

contact bilatéral entre un corps piézoélectrique et une base rigide. Les pro-

priétés mécaniques et électriques du corps sont décrit par une loi constitu-

tive de comportement électro-viscoélastique non linéaire et le processus est

quasistatique. Le contact est modélisé par une condition de contact bilaté-

ral et le frottement est formulé par une version de la loi de Coulomb couplée

avec adhésion. Nous établissons un résultats d’existence et d’unicité d’une

solution faible pour ce modèle.

6.1 Formulation du problème

Nous nous plaçons dans le même cadre physique des deux chapitres

précédents et nous considérons que la loi constitutive du corps est électro-

viscoélastique. Le problème mécanique se formule comme suit :

Problem P4 Trouver un champ des déplacements u : Ω× [0, T ]→ Rd, un champ

des contraintes σ : Ω × [0, T ] → Sd, un potentiel électrique ϕ : Ω × [0, T ] →

R, un champ des déplacements électriques D : Ω × [0, T ] → Rd et un champ
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d’adhésion β : Ω× [0, T ]→ R tels que

σ = Fε(u̇) + Gε(u)− E∗E(ϕ) dans Ω× (0, T ) ,(6.1.1)

D = Eε(u) + BE(ϕ) dans Ω× (0, T ) ,(6.1.2)

Div σ + f0 = 0 dans Ω× (0, T ) ,(6.1.3)

div D = q0 dans Ω× (0, T ) ,(6.1.4)

u = 0 sur Γ1 × (0, T ) ,(6.1.5)

σν = f2 sur Γ2 × (0, T ) ,(6.1.6)

et sur Γ3 × (0, T )

uν = 0,(6.1.7) 

|στ + γτβ
2Rτ (uτ )| ≤ µp(|R(σν)|),

|στ + γτβ
2Rτ (uτ )| < µp(|R(σν)|)⇒ u̇τ = 0,

|στ + γτβ
2Rτ (uτ )| = µp(|R(σν(u))|)

⇒ ∃λ ≥ 0 tel que στ + γτβ
2Rτ (uτ ) = −λu̇τ ,

(6.1.8)

β̇ = −(γτβ‖Rτ (uτ )‖2)− εa)+,(6.1.9)

ϕ = 0 sur Γa × (0, T ), ,(6.1.10)

D · ν = q2 sur Γb × (0, T ),(6.1.11)

D·ν = 0 sur Γ3 × (0, T ),(6.1.12)

β(0) = β0 sur Γ3,(6.1.13)

u(0) = u0 dans Ω.(6.1.14)

Les équations (6.1.1) et (6.1.2) représentent la loi de comportement électro-

viscoélastique que nous avons introduite dans (1.3.5), les équations (6.1.3)
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et (6.1.4) représentent les équations d’équilibre, tandis que les équations

(6.1.5) et (6.1.6) sont respectivement, des conditions aux limites en déplace-

ments et en tractions. La condition (6.1.7) décrit le cas où le contact se fait de

façon belaterale c’est-à-dire le contact est maintenu pendant le mouvement

et il n’ya pas de séparation entre le corps et la fondation. Les conditions

(6.1.8) sont les conditions de frottement avec adhésion. L’équation (6.1.9)

est l’équation différentielle ordinaire associée au champ d’adhésion, avec la

condition initiale (6.1.13) où β0 est un champ d’adhésion donné, tandis que

(6.1.10) et (6.1.11) représentent les conditions aux limites électriques sur Γa

et Γb, respectivement. La condition (6.1.12) signifie que la base est isolatrice.

Finalement (6.1.13) et (6.1.14) sont les conditions initiales.

6.2 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle du problème mécanique P4 consiste à sup-

poser que l’opérateur de viscosité F , l’opérateur d’élasticité G, le tenseur

piézoélectrique E, le tenseur diélectrique B et La fonction p ( le seuil de frot-

tement) satisfont les propriétés suivantes :

(6.2.1)



(a) F : Ω× Sd → Sd.

(b) Il existe LF > 0 telle que

‖F(x, ξ1)−F(x, ξ2)‖ ≤ LF‖ξ1 − ξ2‖

∀ ξ1, ξ2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(c) Il existe mF > 0 telle que

(F(x, ξ1)− F(x, ξ2)) · (ξ1 − ξ2) ≥ mF‖ξ1 − ξ2‖2

∀ ξ1, ξ2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(d) L’application x 7→ F(x, ξ) est Lebesgue mesurable sur Ω,

pour tout ξ ∈ Sd.

(e) L’application x 7→ F(x,0) ∈ H.
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(6.2.2)



(a) G : Ω× Sd → Sd.

(b) Il existe LG > 0 telle que

‖G(x, ξ1)− G(x, ξ2)‖ ≤ LG‖ξ1 − ξ2‖

∀ ξ1, ξ2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(c) L’application x 7→ G(x, ξ) est mesurable sur Ω,

pour tout ξ ∈ Sd.

(d) L’application x 7→ G(x,0) ∈ H.

(6.2.3)


(a) E : Ω× Sd → Rd.

(b) E(x, τ ) = (eijk(x)τjk) ∀τ = (τij) ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(c) eijk = eikj ∈ L∞(Ω).

(6.2.4)



(a) B : Ω× Rd → Rd.

(b) B(x,E) = (βij(x)Ej) ∀E = (Ei) ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω.

(c) Bij = Bji ∈ L∞(Ω).

(d) Il existe mB > 0 telle que βij(x)EiEj ≥ mβ‖E‖2

∀E = (Ei) ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω.

(6.2.5)



p : Γ3 × R→ R+ satisfait

(a) Il existe Lp > 0 telle que :

|p (x, r1)− p (x, r2)| ≤ Lp |r1−r2| pour tout

r1, r2 ∈ R, a.e. x ∈ Γ3.

(b) L’application (b) x 7→ p (x, r) est mesurable sur

Γ3, pour tout r ∈ R.

(c) p (x, 0) = 0, p.p. x ∈ Γ3.
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En utilisant la continuité de l’opérateur de régularisation R : H− 1
2 (Γ)→ L2(Γ)

et la continuité de la fonction de trace σ → σν : H1 → H−
1
2 (Γ), nous déduisons

l’éxistence d’une constante CR, dépend seulement de Ω, Γ1, Γ3 et R telle que

(6.2.6) ‖R(σν)‖L2(Γ) ≤ CR ‖σ‖H1
. ∀ σ ∈ H1 .

Nous supposons que les forces volumiques, les tractions surfaciques et les

densités des charges électriques volumiques et surfaciques vérifient :

f 0 ∈ C(0, T ;H), f 2 ∈ C(0, T ;L2(Γ2)d),(6.2.7)

q0 ∈ C(0, T ;L2(Ω)), q2 ∈ C(0, T ;L2(Γb)).(6.2.8)

Par la suite, nous définissons les fonctions f : [0, T ] → V, q : [0, T ] → W et

h : V ×W → W comme suit :

(6.2.9) (f(t), υ)V =
∫

Ω
f0(t) · υ dx+

∫
Γ2
f2(t) · υ da,

(6.2.10) (q(t), ξ)W =
∫

Ω
q0(t)ξ dx−

∫
Γb
q2(t)ξ da,

pour tout u, υ ∈ V, ξ ∈ W et t ∈ [0, T ], et nous notons que les conditions (6.2.7)

et (6.2.8) implique que

(6.2.11) f ∈ C(0, T ;V ), q ∈ C(0, T ;W ).

Soit l’ensemble

(6.2.12) Q = {β : Γ3 × [0, T ]→ R | 0 ≤ β(t) ≤ 1 sur Γ3}.
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et l’ensemble fermé non vide

(6.2.13) V = {V ∈ H1/υ = 0 sur Γ1, υν = 0 sur Γ3}

Supposons que les coefficients d’adhesion γν, γτ et εa satisfont les conditions

(6.2.14) γτ ∈ L∞(Γ3), εa ∈ L2(Γ3), γτ , εa ≥ 0 p.p. sur Γ3,

tandis que la coefficient de frottement µ vérifie

(6.2.15) µ ∈ L∞(Γ3), µ(x) ≥ 0 p.p. sur Γ3

Finalement, nous supposons que les condtions initiales β0 et u0 satisfont

(6.2.16) β0 ∈ L2(Γ3), 0 ≤ β0 ≤ 1 p.p. sur Γ3,

(6.2.17) u0 ∈ V.

Nous définissons la fonctionnelle d’adhésion jad : L2(Γ3)× V × V → R par

(6.2.18) jad(β, u, υ) =
∫

Γ3
γτβ

2Rτ (uτ ) · υτda,

et la fonctionnelle de frottement jfr : H1 × V → R par

(6.2.19) jfr(σ, υ) =
∫

Γ3
µp(|R(σν)|) · |υτ | da

Supposons que (u, σ, ϕ,D) sont des fonctions régulières satisfaisant (6.1.3)–

(6.1.12). D’une part, selon une procédure standard basée sur la formule

de Green (2.2.3) combinée avec les conditions (6.1.3), (6.1.4), (6.1.5) et la
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définition de f , nous avons

(σ(t), ε(υ)− ε(u̇(t)))H = (f(t), υ − u̇(t))V +
∫

Γ3
σν.(υ − u̇(t))da, ∀υ ∈ V,

et compte tenu la décomposition du tenseur de Cauchy (1.1.3), nous obte-

nons :

(σ(t), ε(υ)− ε(u̇(t)))H = (f(t), υ − u̇(t))V +
∫

Γ3 σν(t)(υν − u̇ν(t))da

+
∫
Γ3 στ (t).(υτ − u̇τ (t))da ∀υ ∈ V

Maintenant, en utilisant (6.1.7), (6.1.8) et l’égalité précédente on trouve

(σ(t), ε(υ)− ε(u̇(t)))H ≥ (f(t), υ − u̇(t))V −
∫

Γ3 γτβ
2Rτ (uτ ).(υτ − u̇τ (t))da

−
∫
Γ3 µp(| R(σν) |)(‖υτ‖ − ‖u̇τ‖)da ∀υ ∈ V.

Combinons cette dernière inégalité avec (6.2.18) et (6.2.19) pour obtenir

(6.2.20)

(σ(t), ε(υ)− ε(u̇(t)))H + jad(β(t), u(t), υ − u̇(t))+

+jfr(σ(t), υ)− jfr(σ(t), u̇(t)) ≥ (f(t), υ − u̇(t))V

∀υ ∈ V , p.p. t ∈ [0, T ]

Gardant à l’esprit (1.1.7) et (6.1.1) on peut écrire

(6.2.21)



(Fε(u̇(t)), ε(υ)− ε(u̇(t)))H + (Gε(u(t)), ε(υ)− ε(u̇(t)))H+

(E∗∇ϕ(t), ε(υ)− ε(u̇(t)))H + jad(β(t), u(t), υ − u̇(t))+

+ jfr(σ(t), υ)− jfr(σ(t), u̇(t))

≥ (f(t), υ − u̇(t))V ∀υ ∈ Uad ,

D’autre part, en utilisant la formule de Green (2.2.16) pour les inconnues

électriques du problème ainsi que les conditions (6.1.4), (6.1.10), (6.1.11) et

Section 6.2 Chapitre 6 139



CHAPITRE 6. PROBLÈME ÉLÉCTRO-VISCOÉLASTIQUE AVEC ADHÉSION ET
FROTTEMENT

(6.1.12) nous obtenons

(D(t),∇ξ)L2(Ω)d +
∫

Ω
q0(t)ξdx =

∫
Γb
q2ξda ∀ξ ∈ W.

Gardant à l’esprit (6.2.10) et (6.2.17) on obtient

(6.2.22) (D(t),∇ξ)L2(Ω)d + (q(t), ξ)W = 0 ∀ξ ∈ W.

Combinons cette dernière égalité avec (1.1.7) et (6.1.2) pour obtenir

(6.2.23)
(B∇ϕ(t),∇ξ)L2(Ω)d − (Eε(u(t)),∇ξ)L2(Ω)d = (q(t), ξ)W

∀ψ ∈ W, ∀ t ∈ [0 T ] ,

De (6.2.21) et (6.2.23) nous obtenons la formulation variationnelle du

problème électro-viscoélastique P4

ProblèmePV 1
4 Trouver un champ des déplacements u : [0, T ]→ V , un potentiel

électrique ϕ : [0, T ]→ W , et un champ d’adhésion β : [0, T ]→ L2(Γ3) tels que

σ = Fε(u̇) + Gε(u)− E∗E(ϕ)(6.2.24)

(σ, ε(υ)− ε(u̇(t))H + jad(β(t), u(t), υ − u̇(t))(6.2.25)

+jfr(σ(t), υ)− jfr(σ(t), u̇(t)) ≥ (f(t), υ − u̇(t))V ,

∀ υ ∈ V, ∀t ∈ [0, T ],

(B∇ϕ(t),∇ξ)L2(Ω)d − (Eε(u(t),∇ξ)H = (q(t), ξ)W ,(6.2.26)

∀ξ ∈ W, ∀t ∈ [0, T ],

β̇(t) = −(γτβ(t) ‖Rτ (uτ (t))‖2)− εa)+ , p.p. t ∈ (0, T ),(6.2.27)

u(0) = u0(6.2.28)

β(0) = β0.(6.2.29)

Dans le reste de cette section, nous présentons quelques inégalités com-
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prenant les fonctionnelles jad et jfr qui seront utilisées dans les sections

suivantes. Ci-dessous dans cette section, β, β1, β2 dénotent les éléments de

L2(Γ3) tel que 0 ≤ β, β1, β2 ≤ 1 p.p. sur Γ3 ; u1, u2, υ1, υ2, u et υ représentent

des éléments de V ; et c est une constante générique positive qui peut dé-

pendre de Ω, Γ1, Γ3, γτ et L, dont sa valeur peut changer d’un endroit à

l’autre. Pour la raison de simplicité, nous supprimons dans ce qui suit la

dépendance explicite aux fonctions diverses sur x ∈ Ω ∪ Γ3.

D’abord nous faisons remarquer que la fonctionnelles jad est linéaires par

rapport au dernier argument et donc

(6.2.30) jad(β, u,−υ) = −jad(β, u, υ).

Ensuite, en utilisant (6.2.18) et les inégalités ; ‖Rτ (uτ )‖ ≤ L, |β1| ≤ 1, |β2| ≤ 1,

nous déduisons que

jad(β1, u1, u2 − u1) + jad(β2, u2, u1 − u2) ≤ c
∫

Γ3
|β1 − β2| ‖u1 − u2‖ da.

En combinant cette inégalité avec (2.2.8), nous obtenons

(6.2.31) jad(β1, u1, u2 − u1) + jad(β2, u2, u1 − u2) ≤ c ‖β1 − β2‖L2(Γ3)‖u1 − u2‖V .

En choisissant β1 = β2 = β dans (6.2.31), nous trouvons

(6.2.32) jad(β, u1, u2 − u1) + jad(β, u2, u1 − u2) ≤ 0.

Des manipulations semblables, basées sur la Lipschitzialité de l’opérateurs

Rτ , montrent que

(6.2.33) |jad(β, u1, υ)− jad(β, u2, υ)| ≤ c ‖u1 − u2‖V ‖υ‖V .
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Aussi, nous prenons u1 = υ et u2 = 0 dans (6.2.32), ensuite nous utilisons

l’égalités Rτ (0) = 0 et (6.2.31) pour obtenir

(6.2.34) jad(β, υ, υ) ≥ 0.

En utilisant (6.2.5)(a), (6.2.19), (2.2.8), les propriétés de l’opérateur R et les

inégalités ‖Rτ (uτ )‖ ≤ L, | β1 |≤ 1, | β2 |≤ 1, nous déduisons que :

jfr(σ1, υ2)− jfr(σ1, υ1) + jfr(σ2, υ1)− jfr(σ2, υ2)(6.2.35)

≤ LpCRc0‖µ‖L∞(Γ3)(‖σ2 − σ1‖H||υ2 − υ1‖V .

Dans l’inégalité précédente, si on prend σ1 = σ2 = g on obtient

(6.2.36) jfr(g, υ2)− jfr(g, υ1) + jfr(g, υ1)− jfr(g, υ2) ≤ 0

Les inégalités (6.2.31)–(6.2.36) combinées avec l’égalités (6.2.30) vont être

utilisées dans des places diverses dans le reste du chapitre.

Nous énonçons maintenant notre résultat principal concernant l’unique

solvabilité du Problème PV 1
4 .

Théorème 6.2.1. Supposons que (6.2.1)–(6.2.5), (6.2.7)–(6.2.8) et (6.2.14)–

(6.2.17) sont vérifiées. Alors, Il existe µ0 dépendant uniquement de Ω, Γ1, Γ3,

p L et R telle que si ‖µ‖L∞(Γ3) < µ0, alors le problème PV 1
4 admet une solution

unique, de plus la solution satisfait

u ∈ C1(0, T ;V ),(6.2.37)

ϕ ∈ C([0, T ];W ).(6.2.38)

β ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)) ∩Q.(6.2.39)

Un “quintuple" de fonctions (u, σ, ϕ, β, D) qui satisfait (6.1.1), (6.1.2),
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(6.2.25)–(6.2.29) est appelée solution faible du problème mécanique (P4).

Nous concluons par le Théorème 6.2.1 que, sous les hypothèses (6.2.1)–

(6.2.5), (6.2.7)–(6.2.8) et (6.2.14)–(6.2.17) le problème P4 possède une solu-

tion faible unique.

Pour préciser la régularité de la solution faible, nous notons que les re-

lations constitutives (6.1.1) et (6.1.2), les hypothèses (6.2.1)–(6.2.4) et les

régularité (6.2.37)–(6.2.38) implique que σ ∈ C(0, T ;H), D ∈ C(0, T ;W). En

prenant υ = u̇(t) ± z où z ∈ C∞0 (Ω)d dans (6.2.25) et ζ ∈ C∞0 (Ω) dans (6.2.26)

et en utilisant les définitions des f , q, jad et jfr nous obtenons

(6.2.40) Div σ(t) + f0(t) = 0, div D(t) + q0(t) = 0,

pour tout t ∈ [0, T ]. Il s’ensuit maintenant de (6.2.7) et et (6.2.8) que Div

σ ∈ C(0, T ;H) et div D ∈ C(0, T ;L2(Ω)) ce qui montre que

σ ∈ C([0, T ];H1),(6.2.41)

D ∈ C([0, T ];W1)(6.2.42)

Nous concluons que la solution faible (u, σ, ϕ,D, β) du problème piézoélec-

trique de contact avec adhésion et frottement (P4) possède la régularité

(6.2.37)–(6.2.39), (6.2.41) et (6.2.42).

6.3 Demonstration du Théorème 6.2.1

La démonstration du théorème (6.2.1) sera effectuée en plusieurs étapes

et elle est basée sur les résultas abstraits donnés par les théorèmes (2.5.1),

(2.6.1) et le corollaire (2.4.17). A cet effet,nous supposons dans la suite que

(6.2.1)–(6.2.5), (6.2.7)–(6.2.8) et (6.2.14)–(6.2.17) sont satisfaites ; ci-après, c

est une constante positive générique qui peut dépendre de Ω, Γ1, Γ3, p, L et R

Section 6.3 Chapitre 6 143



CHAPITRE 6. PROBLÈME ÉLÉCTRO-VISCOÉLASTIQUE AVEC ADHÉSION ET
FROTTEMENT

, dont la valeur peut changer d’un endroit à l’autre. Pour la simplicité, nous

supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite des diverses fonctions

sur x ∈ Ω ∪ Γ.

Soit η ∈ C([0, T ];V ), g ∈ C([0, T ];H) des fonctions données et soit

(6.3.1) σηg(t) = Fε(u̇ηg(t)) + ε(η(t)),

Dans la première étape, nous considérons le problème intermédiaire sui-

vant :

ProblèmePV 2
ηg Trouver un champ de déplacement uηg : [0, T ]→ V , tel que

(Fε(u̇ηg(t)), ε(υ)− ε(u̇ηg(t))H + jfr(g(t), υ)− jfr(g(t), u̇ηg(t))

≥ (f(t)− η(t), υ − u̇ηg(t))V , ∀υ ∈ V, ∀t ∈ [0, T ],
(6.3.2)

uηg(0) = u(0)(6.3.3)

Dans l’étude du problème variationnel PV 2
ηg nous avons le résultat sui-

vant :

Lemme 6.3.1. Supposons que (6.2.1)–(6.2.5), (6.2.7)–(6.2.8) et (6.2.14)–(6.2.17)

sont vérifiées. Alors, le problème PV 2
ηg admet une solution unique, de plus la so-

lution satisfait

(6.3.4) uηg ∈ C1(0, T ;V ),

Démonstration. En utilisant le théorème de représentation de Riesz on

peut définir l’opérateur A : V → V comme suit :

(6.3.5) (Au(t), υ)V = (Fε(u(t)), ε(υ))H ∀u, υ ∈ V.
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Soit t ∈ [0, T ] et soit u1(t), u2(t) ∈ V . Nous utilisons (6.3.5) pour trouver

(Au1(t)− Au2(t), u1(t)− u2(t))V = (Fε(u1(t))−Fε(u2(t)), ε(u1(t))− ε(u2(t)))H.

Moyennant maintenant (6.2.1)(c) et (2.2.7) nous déduisons que

(6.3.6) (Au1(t)− Au2(t), u1(t)− u2(t))V ≥ mF ‖ u1(t)− u2(t)‖2
V .

Soit υ ∈ V , en utilisant (6.3.5) nous avons

(Au1(t)− Au2(t), υ)V = (Fε(u1(t))−Fε(u2(t)), ε(υ))H ∀υ ∈ V.

Combinons l’inégalité précédente avec (6.2.1)(b) et (2.2.7) pour trouver

(Au1(t)− Au2(t), υ)V ≤ LF ‖ u1(t)− u2(t)‖V ‖ υ‖V ∀υ ∈ V.

Mettons ensuite υ = Aυ1(t)− Aυ2(t) dans l’inégalité précédente pour obtenir

(6.3.7) ‖ Au1(t)− Au2(t)‖V ≤ LF ‖ u1(t)− u2(t)‖V .

Nous concluons de (6.3.6) et (6.3.7) que A est un opérateur fortement mo-

notone et de Lipschitz. La fonctionnelle jfr(g(t), .) une fonctionnelle propre,

convexe et semi-continue inférieurementest V. Alors, en utilisant des argu-

ments classiques sur les inéquations variationnelle élliptiques ( voir Théo-

rème 2.5.1), nous déduisons qu’il existe une fonction unique υηg ∈ V qui

vérifie

(6.3.8)
(Fε(υηg(t)), ε(υ)− ε(υηg(t))H + jfr(g(t), υ)− jfr(g(t), υηg(t))

≥ (f(t)− η(t), υ − υηg(t))V , ∀υ ∈ V, ∀t ∈ [0, T ],

Nous montrons maintenant que υηg ∈ C(0, T ;V ). En utilisant (6.3.8), (6.2.1)(c),
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(6.2.19) et après quelques manipulation algèbriques on peut montrer qu’il

existe une constante c > 0 telle que

(6.3.9)
‖υηg(t1)− υηg(t2)‖V ≤ c(‖f(t1)− f(t2)‖V

+‖η(t1)− η(t2)‖V + ‖g(t1)− g(t2)‖H).

Compte tenu que f ∈ C(0, T ;V ), η ∈ C(0, T ;V ) et g ∈ C([0, T ];H1), nous

concluons de l’inégalité précédente que

(6.3.10) υηg ∈ C(0, T ;V ),

Soit maintenant uηg : [0, T ]→ V la fonction définie par

(6.3.11) uηg(t) = uηg(0) +
t∫

0

υηg(s)ds

Il vient de (6.3.5), (6.3.8), (6.3.8), (6.3.10) et (6.3.11) que uηg est la solution

unique du problème PV 2
ηg qui satisfait

(6.3.12) uηg ∈ C1(0, T ;V ).

Notons que la relations (6.3.1), l’hypothèse (6.2.1) et les régularités η ∈

C([0, T ];V ), υηg ∈ C(0, T ;V ), implique que σηg ∈ C(0, T ;H). En prenant main-

tenant υ = u̇ηg(t) ± z où z ∈ C∞0 (Ω)d dans (6.3.2) et en utilisant (6.3.1) et les

définitions de f, jad et jfr, on obtient

(6.3.13) Div σηg(t) + f0(t) = 0,

pour tout t ∈ [0, T ]. Il vient maintenant de (6.2.7) que Div σηg ∈ C(0, T ;H) ce
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qui montre que

(6.3.14) σηg ∈ C([0, T ];H1),

Dans l’étape suivante nous utilisons la solution uηg ∈ C1([0, T ], V ) obtenue

dans le Lemme 6.3.1 pour construire le problème variationnel suivant.

Problème Pϕηg . Trouver un potentiel électrique ϕηg : [0, T ]→ W tel que

(6.3.15)
(B∇ϕηg(t),∇ξ)W − (Eε(uηg(t)),∇ξ)W = (q(t), ξ)W

∀ ξ ∈ W, t ∈ [0, T ].

On a le résultat suivant.

Lemme 6.3.2. Il existe une unique solution ϕηg ∈ C(0, T ;W ) qui satisfait

(6.3.15). De plus, si ϕη1g et ϕη2g sont deux solutions de (6.3.15) correspon-

dantes à η1, η2 ∈ C([0, T ];V ) alors il existe c > 0 tel que

(6.3.16) ‖ϕη1g(t)− ϕη2g(t)‖W ≤ c ‖uη1g(t)− uη2g(t)‖V ∀ t ∈ [0, T ].

Démonstration. Soit t ∈ [0, T ]. Nous utilisons le Théorème de représen-

tation de Riesz-Fréchet pour définir l’opérateur G : W → W par

(6.3.17) (Gϕηg(t), ξ)W = (B∇ϕηg,∇ξ)W − (Eε(uηg(t)),∇ξ)W

Pour tout ϕηg, ξ ∈ W . Soit ϕ1 = ϕη1g, ϕ2 = ϕη2g ∈ W ; nous utilisons les hypo-

thèses (6.2.4) et (6.2.17) pour trouver

(6.3.18) (Gϕ1(t)−Gϕ2(t), ϕ1(t)− ϕ2(t))W ≥ mB ‖ϕ1(t)− ϕ2(t)‖2
W

D’un autre côté, en utilisant de nouveau (6.2.4), (6.2.3), (6.2.15) et (6.2.17)
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nous obtenons

(6.3.19) (Gϕ1 −Gϕ2, ξ)W ≤ cE‖ϕ1 − ϕ2‖W‖ξ‖W ∀ξ ∈ W ,

où cE représente une constante positive qui dépend du tenseur piézoélec-

trique E. Pour ξ = Gϕ1 −Gϕ2, l’inégalié précédente implique que

(6.3.20) ‖Gϕ1(t)−Gϕ2(t)‖W ≤ cE‖ϕ1(t)− ϕ2(t)‖W .

Maintenant, les inégalités (6.3.18) et (6.3.20) montrent que l’opérateur G est

fortement monotone et de Lipschitz sur W ; donc, en utilisant un résultat

standard sur les égalités variationnelles (voir Corrolaire 2.4.17), il s’ensuit

qu’il existe un unique élément ϕηg(t) ∈ W tel que

(6.3.21) Gϕηg(t) = q(t).

Nous combinons maintenant (6.3.17) et (6.3.21) pour déduire que ϕη(t) ∈ W

est l’unique solution de l’équation variationelle (6.3.15).

Nous prouvons maintenant que ϕηg ∈ C(0, T ;W ). A cette fin, considérons

t1, t2 ∈ [0, T ] et, pour raison de simplicité, nous écrivons ϕηg(ti) = ϕi, uηg(ti) =

ui et q(ti) = qi, pour i = 1, 2. Moyennant (6.3.15), (6.2.3), (6.2.4) et (6.2.17)

nous dérivons l’inégalité

(6.3.22) mB ‖ϕ1 − ϕ2‖2
W ≤ cE‖u1 − u2‖V ‖ϕ1 − ϕ2‖W + ‖q1 − q2‖W‖ϕ1 − ϕ2‖W .

Il s’ensuit maintenant de l’inégalité (6.3.22) que

(6.3.23) ‖ϕ1 − ϕ2‖W ≤ c(‖u1 − u2‖V + ‖q1 − q2‖W ),

où c est une constante positive. Donc, puisque uηg ∈ C([0, T ];V ) et q ∈
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C(0, T ;W ), l’inégalité (6.3.23) implique que ϕηg ∈ C(0, T ;W ).

Soit maintenant η1, η2 ∈ C([0, T ];H) et, pour simplicité, notons ϕηig = ϕi,

uηig = ui, i = 1, 2. Nous utilisons (6.3.15) et moyennant des arguments simi-

laires à ceux utilisés dans la preuve de (6.3.22) on obtient :

(6.3.24)
mB ‖ϕ1(t)− ϕ2(t)‖W ≤ cE‖u1(t)− u2(t)‖V

∀t ∈ [0, T ].

Cette dernière inégalité mènent à (6.3.16), ce qui achève la preuve.du lemme

6.3.2.

Dans l’étape suivante nous utilisons la solution uηg obtenue dans le lemme

6.3.1 et soit le problème de Cauchy suivant :

Problème. Pβηg Trouver un champ d’adhésion βηg : [0, T ]→ L2(Γ3) tel que :

(6.3.25)
β̇ηg(t) = − (γτβηg(t) ‖ Rτ (uηgτ (t)) ‖2 −εa)+

p.p. t ∈ (0, T ) ,

(6.3.26) βηg(0) = β0.

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 6.3.3. Il existe une unique solution βηg au problème Pβηg qui satisfait

βηg ∈ W 1,∞(0, T, L2(Γ3)) ∩Q.

La démonstration du Lemme 6.3.3 est similaire à celle du Lemme 5.3.4.

Maintenant, soit l’opérateur Λη : C([0, T ];H1) −→ C([0, T ];H1) défini par

(6.3.27) Ληg = σηg ∀g ∈ C([0, T ];H1).

Nous avons le résultat suivant :
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Lemme 6.3.4. Pour tout g ∈ C([0, T ];H1), il existe µ0 dépendant uniquement

de Ω, Γ1, Γ3, p, L et R telle que si ‖µ‖L∞(Γ3) < µ0, la fonction Ληg : [0, T ] −→ H1

appatient à C([0, T ];H1), et l’opérateur Λη possède un unique point fixe gη ∈

C([0, T ];H1).

Démonstration. Soit g1, g2 ∈ C([0, T ];H1) et soit υηgi la solution du pro-

blème PV 2
ηgi

pour i = 1, 2. Pour raison de simplicité, nous écrivons υηgi = υi,

σηgi = σi, i = 1, 2. En utilisant (6.3.13) nous avons Div σ1(t) = Div σ2(t) ce qui

implique que

(6.3.28) ‖Ληg1(t)− Ληg2(t)‖H1 = ‖σ1(t)− σ2(t)‖H.

De plus, en utilisant (6.3.8), nous avons

(Fε(υ1(t)−Fε(υ2(t), ε(υ1)− ε(υ2)H ≤ jfr(g1, υ2)− jfr(g1, υ1) + jfr(g2, υ1)− jfr(g2, υ2).

Combinons l’inégalité précédente avec l’inégalité (6.2.35) pour trouver

(Fε(υ1(t)−Fε(υ2(t), ε(υ1)− ε(υ2)H ≤ LpCRc0‖µ‖L∞(Γ3)(‖g1 − g2‖H1||υ1 − υ2‖V .

En utilisant maintenant (6.2.1)(c), nous obtenons

(6.3.29) mF ‖ ε(υ1)− ε(υ2)‖2
H ≤ LpCRc0‖µ‖L∞(Γ3)(‖g1 − g2‖H1||υ1 − υ2‖V .

Maintenant, par (2.2.7) et (6.3.29) il vient que

(6.3.30) mF ‖ υ1 − υ2‖V ≤ LpCRc0‖µ‖L∞(Γ3)‖g1 − g2‖H1 .

En utilisant maintenant (6.3.1), (6.2.1)(b) et (2.2.7) on obtient

(6.3.31) ‖σ1 − σ2‖H ≤ LF ||υ1 − υ2‖V .
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Combinons (6.3.28), (6.3.31) et (6.3.30) pour obtenir

(6.3.32) ‖Ληg1(t)− Ληg2(t)‖H1 ≤
LFLpCRc0‖µ‖L∞(Γ3)

mF
‖g1 − g2‖H1 ,

ce qui montre que Λη est une contraction sur C([0, T ];H1) à condition que

‖µ‖L∞(Γ3) < µ0, où µ0 est donnée par

(6.3.33) µ0 = mF
LFLpCRc0

.

Alors, nous concluons par l’utilisation du théorème du point fixe de Banach

que si ‖µ‖L∞(Γ3) < µ0 l’opérateur Λη admet un point fixe unique gη tel que

(6.3.34) Ληgη = gη.

Il est claire que µ0 dépend seulement de Ω, Γ1, Γ3, p et R.

Dans la suite nous supposons que‖µ‖L∞(Γ3) < µ0. Pour tout η ∈ C([0, T ];V )

dénotons par gη le point fixe de l’opérateur Λη définé dans (6.3.27), par uη

la solution du problème PV 2
ηg donnée par (6.3.11), par ϕη la solution du pro-

blème Pϕηg donnée par le Lemme (6.3.2) et par βη la solution du Poblème Pβηg

fournie par le Lemme 6.3.3 En utilisant le théorème de représentation de

Riesz, on peut définir l’opérateur Λ : C([0, T ];V )→ C([0, T ];V ) comme suit :

(6.3.35) (Λη, υ)V = (Gε(uη(t)), ε(υ))H + (E∗∇ϕη(t), ε(υ))H + jad(βη(t), uη(t), υ).

Pour tout η ∈ C([0, T ];V )

Lemme 6.3.5. Pour tout η ∈ C([0, T ];V ) la fonction Λη : [0, T ] → V est conti-

nue. De plus, il existe un unique élément η∗ ∈ C([0, T ];V ) tel que

(6.3.36) Λη∗ = η∗.
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Démonstration. Soit η ∈ C([0, T ];V ) et t1, t2 ∈ [0, T ]. Utilisons (6.3.35)

pour trouver

|(Λη(t1)− Λη(t2), υ)V | = |(Gε(uη(t1))− Gε(uη(t2)), ε(υ))H

+ (E∗∇ϕη(t1)− E∗∇ϕη(t2), ε(υ))H

+ jad(βη(t1), βη(t1), υ)− jad(βη(t2), uη(t2), υ)|

En utilisant (6.2.18) et après quelques manipulations algébriques impli-

quant la lipschitzialité de l’opérateur de troncation Rτ , les relation (2.2.8),

(2.2.13) et l’inégalité 0 ≤ βη ≤ 1, nous arrivons à l’inégalité

(6.3.37)
|(Λη(t1)− Λη(t2), υ)V | ≤ c (‖βη(t1)− βη(t2)‖L2(Γ3)

+‖uη(t1)− uη(t2)‖V + ‖ϕη(t1)− ϕη(t2)‖W )‖υ‖V

Mettons maintenant υ = Λη(t1)− Λη(t2) dans (6.3.37) pour obtenir

(6.3.38)
‖Λη(t1)− Λη(t2)‖V ≤ c ‖βη(t1)− βη(t2)‖L2(Γ3)

+c‖uη(t1)− uη(t2)‖V + c‖ϕη(t1)− ϕη(t2)‖W .

Compte tenu que uη ∈ C1([0, T ];V ), ϕηg ∈ C(0, T ;W ) et βη ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)),

nous concluons de l’inégalité (6.3.38) que Λη ∈ C([0, T ];V ).

Soit maintenant t ∈ [0, T ], η1, η2 ∈ C([0, T ];V ), et soit ui = uηi, υi = u̇i = u̇ηi ,

σi = gηi = σηigηiet βi = βηi pour i = 1, 2. D’une part, nous intégrons (6.1.9)

avec la condition initiale (6.1.13), pour obtenir

‖β1(t)− β2(t)‖L2(Γ3) ≤
∫ t

0
(β1(s)‖Rτ (u1τ (s))‖2 − β2(s)‖Rτ (u2τ (s))‖2)L2(Γ3) ds.

En utilisant les propriétés de l’opérateur de troncation Rτ et écrivant β1 =

β1 − β2 + β2, nous arrivons à

‖β1(t)− β2(t)‖L2(Γ3) ≤ c
∫ t

0
‖β1(s)− β2(s)‖L2(Γ3) ds+ c

∫ t

0
‖u1(s)− u2(s)‖L2(Γ3) ds.
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Moyennant une version des lemmes de Gronwall, il s’ensuit que

‖β1(t)− β2(t)‖L2(Γ3) ≤ c
∫ t

0
‖u1(s)− u2(s)‖L2(Γ3) ds.

Combinons cette dernière inégalité avec (2.2.8), pour obtenir

(6.3.39) ‖β1(t)− β2(t)‖L2(Γ3) ≤ c
∫ t

0
‖u1(s)− u2(s)‖V ds.

D’autre part, en utilisant des arguments similaires à ceux utilisés pour la

preuve de (6.3.38), nous trouvons que

‖Λη1(t)− Λη2(t)‖V ≤ c ‖β1(t)− β2(t)‖L2(Γ3)

+c‖u1(t)− u2(t)‖V + ‖ϕ1(t)− ϕ1(t)‖W
.

Ensuite, par (6.3.39) et (6.3.24) nous avons

(6.3.40) ‖Λη1(t)− Λη2(t)‖V ≤ c‖u1(t)− u2(t)‖V + c
∫ t

0
‖u1(s)− u2(s)‖V ds.

De plus, puisque u1 et u2 ont la même condition initiale, il s’ensuit que

(6.3.41) ‖u1(t)− u2(t)‖ ≤
∫ t

0
‖u̇1(s)− u̇2(s)‖V ds ∀ t ∈ [0, T ].

Combinons l’inégalité (6.3.41) avec (6.3.40) pour obtenir

(6.3.42) ‖Λη1(t)− Λη2(t)‖V ≤ c
∫ t

0
‖u̇1(s)− u̇2(s)‖V ds ∀ t ∈ [0, T ].

En utilisant l’inégalité (6.3.2) pour η = η1, υ = u̇2, σ1 = gη1et η = η2, υ = u̇1,

σ2 = gη2 ; par addition des résultats obtenus nous avons

(6.3.43)
(Fε(u̇1)−Fε(u̇2), ε(u̇2)− ε(u̇1))H + (η1 − η2, u̇1 − u̇2)V

jfr(σ1, u̇2)− jfr(σ1, u̇1)) + jfr(σ2, u̇1)− jfr(σ2, u̇2)) ≥ 0.
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Combinons cette dernière inégalité avec (6.2.1)(c) et (6.2.35), nous trouvons

(6.3.44) mF‖u̇1 − u̇2‖V ≤ ‖η1 − η2‖V + LpCRc0‖µ‖L∞(Γ3)‖σ2 − σ1‖H.

De plus, puique Div σ1(t) = Div σ2(t) (voir (6.3.13)), en utilisant encore une

fois (6.3.2), (6.2.1)(b) et (2.2.7)

(6.3.45) ‖σ2 − σ1‖H = ‖σ2 − σ1‖H1 ≤ LF ||u̇1 − u̇2‖V + ‖η1(t)− η2(t)‖V

Pour conclure, à partir de (6.3.44) et (6.3.45) il vient que

(6.3.46)

(mF−LFLpCRc0‖µ‖L∞(Γ3))‖u̇1(t)−u̇2(t)‖V ≤ (1+LpCRc0‖µ‖L∞(Γ3))‖η1(t)−η2(t)‖V ∀ t ∈ [0, T ],

et puisque ‖µ‖L∞(Γ3)) < µ0,de (6.3.46) et (6.3.33) nous déduisons que

(6.3.47) ‖u̇1(t)− u̇2(t)‖V ≤
1 + LpCRc0‖µ‖L∞(Γ3)

mF − LFLpCRc0‖µ‖L∞(Γ3)
‖η1(t)− η2(t)‖V ∀ t ∈ [0, T ].

Combinons maintenant l’inégalité (6.3.42) avec la dernière inégalité pour

obtenir

(6.3.48) ‖Λη1(t)− Λη2(t)‖V ≤ c
∫ t

0
‖η1(s)− η2(s)‖V ds ∀ t ∈ [0, T ].

où c > 0. Réitérons cette dernière inégalité m fois pour trouver que

(6.3.49) ‖Λmη1 − Λmη2‖C([0, T ];V ) ≤
cmTm

m! ‖η1 − η2‖C([0, T ];V ),

ce qui implique que pour m suffisament grand l’opérateur Λm est une contrac-

tion dans l’espace de Banach C([0, T ];V ), donc il possède un point fixe

unique η∗ ∈ C([0, T ];V ) tel que Λmη∗ = η∗, et par conséquent η∗ est l’unique

point fixe de l’opérateur Λ.
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Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour établir la démonstra-

tion du Théorème 6.2.1

Existence. Soit ‖µ‖L∞(Γ3) < µ0 et soit η∗ ∈ C([0, T ];V ), gη∗ ∈ C([0, T ];H1)

les points fixes des opérateurs Λ, Λη, respectivement. Soient (u, ϕ, β) les so-

lutions définées dans les lemmes (6.3.1), (6.3.2) et (6.3.3), respectivement,

pour η = η∗, c’est-à-dire u = uη∗ = uη∗gη∗ , ϕ = ϕη∗ = ϕη∗gη∗ , β = βη∗ = βη∗gη∗ Donc,

en choisissant η = η∗, g = gη∗ dans (6.3.2), on obtient

(6.3.50)


(Fε(u̇(t)), ε(υ)− ε(u̇(t))H + (η∗(t), υ − u̇(t))V + jfr(gη∗(t), υ)

−jfr(gη∗(t), u̇(t)) ≥ (f(t), υ − u̇(t))V , ∀ υ ∈ V, ∀t ∈ [0, T ],

Maintenant, pour σ = σ
η∗gη∗

l’inégalité (6.2.25) vient de (6.3.50), (6.3.36)

et (6.3.35) puisque gη∗ = Λη∗(gη∗) = σ
η∗gη∗

. L’égalité (6.2.24) vient de (6.3.1)

et (6.3.35). L’égalité (6.2.28) vient de (6.3.11). IL est claire que (6.2.27) et

(6.2.29) sont satisfaites par le Problème Pβηg . IL est claire aussi que (6.2.26)

est satisfaite par le Problèmes Pϕηg . Finalement, les régularités (6.2.37),

(6.2.38) et (6.2.39) sont des conséquences des lemmes 1, 2 et 3, respecti-

vement.

Unicité : L’unicité de la solution est une conséquence de l’unicité des

points fixes des opérateurs Λ et Λη et de l’unique solvabilité des problèmes

PV 2
ηg , Pβηget Pϕηg .
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Résumé : L’objet de cette thèse est l'étude de quelques problèmes en 

Mécanique de Contact pour des lois constitutives électro-élastiques et électro-

viscoélastiques. Les résultats obtenus concernent l'existence et l'unicité d’une 

solution faible pour les problèmes étudiés. La thèse est structurée en trois 

parties. La première partie est consacrée à rappeler les différents modèles 

mécaniques de contact étudiés ainsi que quelques outils mathématiques 

nécessaires dans la thèse. La deuxième partie est destinée à l’étude des 

problèmes de contact électro-élastiques avec adhésion et frottement. La 

troisième partie est dédiée à l’analyse des problèmes électro-viscoélastiques 

avec frottement ou adhésion. 

     Mots-Clés : électro-élastiques, électro-viscoélastiques, compliance 

normale, adhésion, frottement de Coulomb, inéquation quasi-variationnelle, 

inéquation d’évolution, solution faible, point fixe. 

     Abstract: The purpose of this work is the study of some problems in 

Contact Mechanics for electro-elastic and electro-viscoelastic constitutive laws. 

The results obtained concern the existence and uniqueness of weak solutions for 

the studied problems. The thesis is structured into three parts. The first part is 

dedicated to recall different mechanical models of contact, as well as some 

necessary mathematical tools. The second part is destined to the study of 

electro-elastic problems with adhesion and friction. The third part is intended to 

in the analysis of electro-viscoelastic problems with friction or adhesion. 

      Key-words: electro-elasticity, electro-viscoelasticity, normale 

compliance, adhesion, Coulomb’s friction, quasi-variational inequality, 

evolutionary variational inequality, weak solution, fixed point,  

: هدف هذه الأطروحة هو دراسة بعض المسائل في ميكانيك التماس لقوانين  ملخص
كهرومطاطية و كهروفيسكومطاطية. النتائج المحصل عليها تخص وجود ووحدانية الحل 

ثلاثة أجزاء. الجزء الأول مخصص سة. الأطروحة مكونة من الضعيف للمسائل المدرو 
بعض الوسائل الرياضية الضرورية في  وكذلكللتذكير بمختلف النماذج الميكانيكية المدروسة 

. احتكاكو  هذه الأطروحة. الجزء الثاني موجه لدراسة مسائل التماس الكهرومطاطية بإلتصاق
 باحتكاك أو التصاق. الكهروفيسكومطاطيةمكرس لدراسة مسائل التماس  الجزء الثالث
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