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INTRODUCTION

Le contact entre les matériaux est un phénomeéne tres fréquent et impor-
tant dans notre vie quotidienne et il a attiré l'attention de I'étre humain
depuis les anciens temps, c’est pourquoi les scientifiques ont essayé de
I'étudier et le modéliser. La connaissance et la maitrise de ce phénomeéne
conférent aux scientifiques et aux industriels la possibilité d’élaborer des
matériaux aux propriétés et aux performances voulues. De ce fait un grand
nombre de formation en école d'ingénieur ou bien a l'université est tourné
vers les sciences des matériaux et les travaux sur ces sujets se sont consi-

dérablement multipli€és au cours des derniers temps.

L’étude mathématique et la modélisation du phénomeéne de contact sont
plus récent et cela est da au fait que la modélisation mathématique de ce
dernier, meéne souvent a des problémes aux limites de contact non linéaire
qui sont difficiles a étudier. Parmi les premiers publications mathématiques
concernant ce sujet est celle de Signorini [67], ou le probleme de contact
unilatéral entre un corps linéairement €élastique et une fondation rigide est
formulé. Ce dernier a été résolu par Fichera [34], en se basant sur des ar-
guments des inéquations variationnelles de type elliptique. Notons ici que

I'étude mathématique des problémes de contact ont commencés avec la mo-
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nographie de Duvaut et Lions [32], qui ont présenté la formulation variation-
nelle de plusieurs problémes de contact, accompagnée de résultats d’exis-
tence et d'unicité de la solution. Apres ces travaux et du fait de I'importance
de ce phénomeéne un effort considérable a été fait pour leur modélisation et
la littérature sur ce sujet devient trés exhaustive, on cite a titre d’exemple

les travaux [40, 66, 78].

Comme le contact frottant est trés important dans I'industrie, il est néces-
saire de I’ introduire dans les modéles mathématiques et de prévoir avec pré-
cision ses effets sur les corps en contact, car le principal besoin industriel est
de controler efficacement le processus de ce type de contact. Actuellement, il
y a un intérét considérable a étudier des problemes de contact frottant impli-
quant des matériaux €lastiques, visco-€lastiques, €lectro-€lastiques, €lectro-
viscoélastique. Parmi les publication qui traitent ces sujets on peut citer par
exemple [2, 3, 5, 7, 26, 28, 87] et aussi [43, 44, 57, 77, 80]. Si un corps
entre en contact frottant avec une base rigide on tombe sur des conditions
de contact de type Signorini avec frottement, comme dans [18, 26, 34], par
contre si la base est déformable on tombe sur des conditions de contact

frottant avec compliance normale, comme dans [4, 47, 48, 56, 65].

En mécanique et en physique, I'adhésion est 'ensemble des phénomeénes
physico-chimiques qui se produisent lorsque 'on met en contact intime deux
matériaux, dans le but de créer une résistance mécanique a la séparation.
Une fois le contact établi, I'énergie nécessaire pour éviter la séparation s’ap-
pelle énergie d’adhésion. Elle ne doit pas étre confondue avec I'adhérence,
qui est au contraire la force nécessaire pour réaliser cette méme séparation.
L’adhésion est soit directe (elle a lieu uniquement pour des matériaux tres
lisses et extrémement propres (mica ou silicium par exemple), soit médiée
par un matériau intermédiaire. L'importance accrue des processus d’adhé-

sion dans les montages industriels a attiré l'attention des chercheurs ces
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derniers temps, ce qui enrichit les études et la littérature mathématique sur
ce sujet. Pour modéliser le phénomeéne d’adhésion, quand 'assemblage n’est
pas permanent et les matériaux composites pouvant subir un décollement
sous l'effet des tensions, il est nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion a
la description du contact. En se basant sur les idées de M. Frémond [35, 36] ;
I'idée est d’introduire une variable interne de surface appelée champ d’adhé-
sion, qui prend ses valeurs entre zéro et un et qui décrit la densité frac-
tionnaire des liens actifs sur la surface de contact. On peut trouver ces
modéles dans un grand nombre de publications récentes, voir par exemple
[23, 46, 49, 51] ou des probléemes de contact avec adhésion et sans frot-
tement ont été étudiés et [21] ou des traitements numériques appliqués a
I'interface ont été €laborés. On peut trouver une application de la théorie
de contact adhésif dans [62, 63] ou I'importance de I'adhésion entre l'os

implanté et le tissu a €té décrite.

Un matériau piézoé€lectrique est celui qui produit une charge €lectrique
quand une contrainte mécanique est appliquée (le matériau est pressé ou
étiré). A l'inverse, une déformation mécanique (le matériau se dilate ou se
contracte) est produite, quand un champ é€lectrique est appliqué. Ce type de
matériau apparait généralement dans l'industrie comme dans les commuta-

teurs radiotroniques, 1'électroacoustique et les équipements de mesure.

La premiere démonstration de I'effet piézoélectrique direct est due a Pierre
et Jacques Curie en 1880 qui prédirent et vérifierent 'existence de la piézo-
€électricité sur des cristaux de quartz, de tourmaline, de topaze, de sucre et
de sel de Rochelle. L'existence de l'effet inverse fut prédité 'année suivante

par Gabriel Lippmann sur la base de calculs thermodynamiques

Les matériaux piézoélectriques dont les propriétés mécaniques sont €élas-
tiques, sont appelés matériaux €électro-€élastique et ceux dont les propriétés

meécaniques sont viscoé€lastique, sont également appelés matériaux €lectro-
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viscoélastique. Différents modéles ont été mis au point pour décrire l'inter-
action entre les champs €lectriques et mécaniques, on cite a titre d’exemple
[52, 53, 54, 83, 85] qui décrivent les premiers modéles impliquant l'effet
pi€ézoélectrique. Du fait de I'importance de la piézoélectricité, la recherche
sur ce phénomeéne se poursuit et des études mathématiques récentes sur
des problémes électromécaniques ont été effectuées, voir par exemple [71,
72, 73, 74, 79]. On peut aussi trouver des simulations numériques dans
[10, 11, 59].

Les matériaux présentant des propriétés pi€ézoélectriques sont trés nom-
breux; il est impossible d’en faire un inventaire exhaustif. Le plus connu est
sans doute le quartz, toujours utilisé aujourd’hui dans les montres pour gé-
nérer des impulsions d’horloge. Mais ce sont des céramiques synthétiques,
les PZT qui sont le plus largement utilisées aujourd’hui dans lI'industrie. On
peut les classer en grandes familles selon leur composition chimique, leur

structure cristallographique ou leur intérét scientifique ou industriel

1. les cristaux, dont le plus connu est le quartz;

2. les polymeéres, a base de fibres de caoutchouc, laine, cheveux, bois et

soie ou bien le polymeére Poly-Vinyl-DiFluoridéne (PVDF);

3. les céramiques, qui comportent de nombreux €léments, citons entre
autres, les titanates de barym, les titanates de plomb et la famille des
PZT (plomb, zirconate, titanate) qui offre le plus de possibilités au ni-

veau industrialisation.

Puisque ces matériaux sont des matériaux intelligents (adaptatifs), ils
sont devenus tres utilisés et on peut les trouvés dans plusieurs applica-
tions comme l'allume gaz, I'informatique (buses d'imprimante a jet d’encre),
les oscillateurs a quartz des horloges électriques, le controle des vibrations
dans les domaines de 'automobile (injecteurs), I'aérospatiale, le controle de

forme (ailes d’avion, miroirs des télescopes) et le controle en acoustique des
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nuisances sonores. Au cours de ces derniéres années, il y a de nouvelles
applications dans le domaine de la médecine, du suivi de grossesse aux
problémes cardiaques en passant par 'examen du tube digestif. D’autres
applications sont données dans [8, 42, 82].

Cette thése représente une contribution a l'analyse de quelques pro-
bléemes de contact entre un corps déformable et une fondation, en tenant
compte de l'effet piézoélectrique du matériau. Sous I'hypothése des petites
transformations, nous étudions des processus quasistatiques pour des ma-
tériaux €lectro-€lastiques et €lectro-viscoé€lastiques. Les conditions aux li-
mites sont de type compliance normale ou de Signorini avec adhésion. Les
lois de frottement utilisées sont des versions quasistatiques de la loi de Cou-
lomb avec adhésion. Les conditions électriques sont introduites dans les cas
ou la fondation est isolatrice. Notre étude des phénomenes de contact com-
prend les étapes suivantes : la modélisation mathématique, 'analyse varia-
tionnelle incluant des résultats d’existence et d'unicité de la solution.

Cette thése se compose de trois parties que nous allons brievement dé-
crire.

La premiere partie comprend les outils nécessaire pour une bonne com-
préhension des problémes traités et elle est divisée en deux chapitres. Le
premier a pour objet la présentation du cadre physique et les modéles ma-
thématique utilisés. Le deuxiéme est consacré aux espaces fonctionnels et
les principales notations utilisées. Ensuite, nous rappelons quelques résul-
tats fondamentaux d’analyse non linéaire, concernant les opérateurs for-
tement monotones et de Lipschitz, les inéquations variationnelles, les in-
équations quasi-variationnelles elliptiques et d’évolutions et les lemmes de

Gronwall.

Dans la deuxiéme partie de cette thése nous étudions deux problémes de

contact électro-élastique avec adhésion et frottement. Le premier chapitre
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est consacré a 'analyse d'un probléme de contact avec frottement et adhé-
sion entre un corps ayant une loi constitutive lin€aire €lectro-€lastique et
une base rigide ou les contraintes normales sont données et le processus est
quasistatique. Nous présentons une formulation variationnelle du probleme
et nous démontrons l'existence et I'unicité d’'une solution faible en utilisant
des techniques de point fixe et de monotonie. Dans le deuxiéme chapitre
nous donnons le méme probleéme, la nouveauté ici, consiste dans le fait que
les contraintes normales ne sont pas connues auparavant et une condition
de compliance normale est ajoutée. Nous dérivons une formulation varia-
tionnelle et établissons un résultat d’existence d'une solution faible. Donc,
on remarque d’apres l'étude de ces deux probléemes que si les contraintes
normales ne sont pas données on perd l'unicité de la solution faible. Le
contenu du deuxiéme chapitre a fait 'objet de la publication [24].

Dans la troisiéme partie, composée de deux chapitres, nous présentons
deux problémes de contact €électro-viscoélastique. Dans le premier chapitre
on considére un probléme quasistatique avec adhésion et sans frottement.
Nous obtenons une formulation variationnelle au probléme mécanique puis
nous présentons un résultat d’existence et d'unicité de la solution pour le
modele mécanique que nous démontrons en utilisant des techniques des
inéquations variationnelles elliptiques et de point fixe. Dans le deuxieéme
chapitre nous proposons l'analyse d'un probléme é€lectro-viscoélastique. La
condition de contact employée est une condition de contact bilatéral avec
adhésion et frottement de Coulomb. Nous décrivons une formulation varia-
tionnelle du probléme mécanique et nous établissons un résultat d’existence
et d'unicité d’'une solution faible en utilisant des résultats sur les inéqua-
tions variationnelles d’évolution et des arguments de point fixe. Le contenu

du premier chapitre de cette partie est accepté pour publication [25].
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NOTATIONS PRINCIPALES

Si Q est un domaine de R? (d = 2, 3), on note par

Oy, 01

I'adhérencede (;
la frontiere de (), supposée souvent assez réguliere,
une partition de la frontieére I';
la mesure de Lesbegue (d — 1) dimensionnelle de I';,
la normale extérieure unitaire a T,
les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v,
les composantes normale e ttangentielle du champ tensoriel o,
espace des fonctions contintiment différentiable sur (),
espace des fonctions réelles sur () indéfiniment dérivables
et a support compact inclus dans (2,
I'espace L2 (),
l'espace H! (),
lespace L? (),
I'espace {0 € H tel que Divo = (0;;;) € H},
I'espace Hz (I')?,
I'espace dual de Hr,

I'application trace pour les fonctions vectorielles ;
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Si H est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes :

(g le produit scalaire de H,

S le produit de dualité entre H'et H,
( ) )H x H p

-1l 5 La norme de H,

Ty =T la convergence faible de la suite (z,) vers I'élément = dans H,
Ty — T la convergence forte de la suite (z,) vers 'élément = dans H,
L (H) I'espace des applications linéaires continues de H dans H.

Si de plus [0, 7] est un intervalle de temps, k¥ € N et 1 < p < 400, on note

par :
C(0,T;H) I'espace des fonctions continues sur [0,7] dans H,
C'(0,T;H) I'espace des fonctions continiment dérivables sur [0,7] dans H,
LP(0,T:H) I'espace des fonctions fortement mesurables sur [0,7] dans H;
-1l 2o o ) la norme de L? (0,73 H),

WP (0,T; H)  Tespace de Sobolev de paramétres k et p,

||‘||quP(O,T;H) la norme de Wk» (O’ T’ H) )

Pour une fonction f; on note par

f, f les dérivées premicre et seconde de f par rapport au temps,
oif, fi la dérivée partielle de f par rapport a la iéme composante z;,
Vf le gradient de f;

Div f la divergence de f;
e(f) la partie symétrique du gradient de f,

div f la divergence de f.
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Autre notations :
lim inf la limite inférieure,

limsup la limite supérieure,
S4 I'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R?,
”.7 produit scalaire sur R? et S%,

|| norme euclidienne sur R? et S¢,

1, le tenseur identité du second ordre sur R¢,

AP puissance p de I'opérateur A,

C des constantes génériques strictement positives,
D.p. presque partout
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PARTIE 1
MODELISATION ET OUTILS
MATHEMATIQUES

Dans le souci de rendre cet ouvrage facile a lire, il nous est paru né-
cessaire de présenter dans la premiere partie le cadre physique et le cadre
fonctionnel dans lesquels on va travailler. Nous précisons d’abord le cadre
physique et les modéles mathématiques correspondants utilisés dans cette
theése, ensuite nous décrivons les lois de comportement, les conditions de
contact et les différentes lois de frottement qui interviennent dans le docu-

ment.

Apres un bref rappel de la mécanique des milieux continus, nous intro-
duisons quelques préliminaires mathématiques qui seront utilisés partout
dans cette thése. Nous commencons d’abord par les espaces de type Sobolev
associés aux opérateurs divergence et déformation utilisés en mécanique,
ainsi que leurs principaux propriétés, notamment les théorémes de trace.
Nous rappelons ensuite les propriétés des espaces des fonctions a valeurs

vectorielles et les espaces liés a l'effet piézoélectrique.

2



Enfin, nous passons en revue quelques résultats fondamentaux d’ana-
lyse fonctionnelle non linéaire dans les espaces de Hilbert, quelques résul-
tats sur les opérateurs fortement monotones et de Lipschitz, les inéquations
variationnelles et dévolution.

Les références bibliographiques seront ultérieurement spécifiées dans

chacun des paragraphes suivants.
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CHAPITRE 1

MODELISATION

Dans ce chapitre nous allons donner un petit rappel sur la mécanique
des milieux continus ot nous présentons le cadre physique étudié dans cette
thése. Nous rappellerons notamment de I'équation de mouvement de Cauchy
et 'équation de la conservation de la charge. Nous décriverons les différentes
lois de comportement des corps €tudiés dans cette thése ( €lectro-€élastique,
électro-viscoélastique). Finalement, nous préciserons les conditions aux li-

mites de contact avec frottement et adhésion ot seulement avec adhésion.

1.1 Cadre physique

Cette section est consacrée a la présentation du cadre physique général
étudié dans cette these et les formulations mathématiques appropriées a
I'étude des probléemes de contacts, avec adhésion ou avec adhésion et frot-
tement, entre un corps piézoélectrique et une fondation correspondant a ce
cadre physique.

Le cadre physique considéré dans cette thése est le suivant :

Soit un corps piézoélectrique qui occupe un domaine borné Q C Ré(d =
2,3) avec une surface frontieére réguliére I', partitionnée en trois parties me-
surables I'j, I's et I';, correspondant aux conditions aux limites mécanique,
d’'une part, et en trois parties mesurables I',, ', et ['; correspondant aux

conditions aux limites €lectrique, d’autre part, telles que mes I'y > 0 et mes

4



CHAPITRE 1. MODELISATION

Le cadre physique I

Fig. 1 — Corps piézoélectrique en contact avec un isolateur.

FIGURE 1.1 - Corps pi€zoélectrique en contact avec un isolateur.

I', > 0. On note par v la normale unitaire sortante a I'. Le corps est encastré
sur I'; dans une structure fixe et en contact ( avec frottement, frottement
et adhésion ou adhésion seulement) avec une base isolatrice sur la partie
I'; . Sur I'; agissent des tractions surfaciques de densité f,. De plus, ce mi-
lieu est soumis a l'action de potentiel électrique fixé ¢, sur la partie I', de
la frontiere ainsi qu’a 'action des charges €électriques de densité surfacique
¢» sur la partie I',. Nous nous intéressons a I'étude de 1'évolution du corps
matériel sous l'action des forces volumiques de densité f;, et des charges
électriques de densité volumiques ¢, dans 2 (Voir Fig 1.1). Nous supposons
que fp et f, varient trés lentement par rapport au temps. Finalement, soit

[0, 7] I'intervalle de temps en question. Avant la description des modéles ma-

Section 1.1 Chapitre 1 5



CHAPITRE 1. MODELISATION

thématiques associées au cadre physique présenté ci-dessus, nous donnons
quelques notations et conventions que nous utiliserons tout au long de cette

theése.

Nous notons par S I'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur
R? (d = 2,3); ".” et ||.| représentent respectivement le produit scalaire et la

norme euclidienne sur R? et S¢ tels que :

wv = u; vy, |v]| = (V)2 Yu=(y),v=(v;) €RY

o.T =0y Tij, ||o]| = (0.0)1/2 Vo=(04),7=(m;) € S,

avec la convention de I'indice muet.

Nous notons par ¢ = o(z,t) le champ des contraintes, par D = D(z,t) le
vecteur des déplacements électriques, par v = u(z,t) le champ des déplace-
ments, par ¢ = ¢(z,t) le potentiel électrique tels que x € Q et t € [0,7]. Nous
notons aussi par ¢(u) le champ des déformations infinitésimales et par E(y)

le champ é€lectrique.

Nous désignons par u,, u, les composantes normale et tangentielle d'un

vecteur v a la frontiere tels que

u, = UuU-v,

(1.1.1)

Uy = U— U.

Nous notons par o,, o, les composantes normale et tangentielle d'un champ

des contraintes a la frontiére tels que

o, = (ov).w,

(1.1.2)

o, = OV —Oy,l.

Les relations (1.1.1) et (1.1.2) nous permettent d’écrire la relation suivante

(1.1.3) (ov).v = o,v, + 0,0,
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qu’on va l'utiliser tout au long de cette thése et surtout dans I'établissement

des formulations variationnelles des problémes mécaniques de contact.

Les points au-dessus d'une fonction représentent la dérivation par rap-

port au temps, c’est a dire
(1.1.4) U= —

ou u désigne le champ des vitesses et i désigne le champ des accélérations.
Nous notons par u,, @, les composantes normale et tangentielle du vecteur

de vitesse @ a la frontiére tels que

U, = U-V,
(1.1.5)

Uy = U—Ul.

La relation entre le champ des déplacements u et le champ des déforma-

tions ¢ dans I’hypothese des petites transformations est donnée par
1 o

(1.1.6) e(u) = (ei(w)),  ey(u) = Sluig +ug),  1<d,5<d.

En outre, le champ électrique est défini par la relation suivante

(1.1.7) E(p) = =Vo = —(¢J),

ou l'indice qui suit la virgule indique la dérivation partielle par rapport a la
composante correspondantes de la variable et ¢a sera le cas tout au long de

cette these.

Nous allons maintenant décrire le modele mathématique associé au cadre

physique que nous avons vu a la section précédente.
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1.2 Modéle mathématique du cadre physique

Le mode¢le mathématique qu’on va étudier dans cette these, décrit 'évo-
lution du corps dans le cadre physique de la figure 1.1.
Dans le cas générale, on décrit I'évolution d’'un corps matériel par I'équa-

tion de mouvement de Cauchy suivante :
(1.2.1) Div o(t) + fo(t) = pi  dans Q x (0,7,

ou p : ) — R, désigne la densité de masse et " Div " désigne l'opérateur

divergence des tenseurs tel que
Div o = (Uij,j)'

Les inconnues du probleme dans ce cas sont le champ des déplacements
u:Qx[0,7] — R et le champ des contraintes o : Q x [0,7] — S¢. Les pro-
cessus d’évolution définis par (1.2.1) s’appellent processus dynamiques. On
remarque que dans le cas ou le champ de vitesse @ varie trés lentement par

rapport au temps, le terme pii peut étre négligé et 'équation (1.2.1) devient
(1.2.2) Divo(t)+ fo(t) =0  dans Q2 x (0,7).

Cette derniére équation s’appelle I'équation d’équilibre et les processus d’évo-
lution définis par cette équation s’appellent processus quasistatiques. Dans
le cadre physique décrivé ci-dessus ( dans la section précédente ) on a sup-
posé que fy et f, varient trés lentement par rapport au temps. Par consé-
quent, si nous supposons que les accélérations dans le milieu sont né-
gligeables nous nous placons dans le cas quasistatique et nous utilisons
I'équation (1.2.2).

Dans cette these le corps étudi€ est piezoélectrique, donc aux inconnues
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mécaniques du probléme se rajoutent les inconnues €électriques qui sont
le champ des déplacements €lectrique D : Q x [0,7] — R? et le potentiel
électrique ¢ : Q2 x [0,7] — R, ce qui nécessite une autre équation d’équilibre
pour gérer cette situation ; c’est I'équation de Maxwell-Gauss ou équation de

conservation de la charge qui décrit I'évolution du corps dans ce cas

(1.2.3) div D =gy, dans Q x (0,7),

ou " div " est I'opérateur divergence pour les vecteurs, div D = (D, ;) et g, est
la densité volumique de charge au sein du matériau.

La condition aux limites des déplacements sur la partie I'; est

(1.2.4) u=0surl'y x (0,7,

qui exprime que le corps est encastré sur cette partie

La condition aux limites de traction est

(1.2.5) ov=fy sur'y x (0,7),

ou f, représente la densité des forces surfacique appliquées sur I'; et consti-
tue une donnée du probléme.

Les conditions aux limites €électriques sont

(1.2.6) © = o sur [, x (0,7),

(1.2.7) Dv=g¢g sur I,x(0,7),

ou g et ¢ étant des données des probleme.
Pour compléter le modéle mathématique (1.2.2) — (1.2.7), nous preécise-
rons ultérieurement les conditions aux limites de contact sur la partie I';.

Du point de vue mathématique I'équation (1.2.2) ne suffit pas a modé-
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liser le probleme d’équilibre précédent car, par exemple, les d composantes
u; du champ des déplacements ne figurent pas dans cette équation. Par
ailleurs, du point de vue physique, nous remarquons que I'équation (1.2.2)
exprime une loi universelle valable pour tous les solides. Donc, soumis a
des conditions identiques les divers milieux continus auraient des compor-
tements identiques. Ceci est naturellement absurde. Par conséquent, il faut
lui ajouter d’autre relations qui caractérise le comportement de chaque type
de solide. C’est I'objet des lois de comportements que nous décrirons dans

la section suivantes.

1.3 Lois de comportements

Les lois de comportements caractérisent ce qui est propre a chaque type
de matériau. Bien qu’elles doivent respecter certaines propriétés d’'invariance,
leur origine est souvent expérimentale. C’est toute une série d’essais qu’il
faut imaginer et réaliser pour établir une loi de comportement; on cite a
titre d’exemple les quatre exemples classiques d’essais sur les solides : es-
sais de chargement monotone, essais de charge-décharge, essais de fluage

et essais de relaxation.

Dans la description des phénomeénes purement mécaniques, par loi de
comportent (ou loi constitutive) nous comprenons dans la suite une relation
entre le tenseur des contraintes o, le tenseur des déformations infinitési-
males ¢ et leurs dérivées temporelles ¢ et . Cette définition se modifie lége-
rement dans la description des phénomeénes €lectro-mécanique, car ici nous
devons aussi prendre en considération le champ de déplacement €lectrique
D = (D;) ainsi que le champ électrique E(y) = —V¢ = —(p,;). Nous pré-
sentons par la suite les lois de comportement qui interviennent dans cette

theése.
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1.3.1 Lois de comportement des matériaux électro-élastiques

Le tenseur des contraintes o et le vecteur des déplacements €lectriques
D dans ces matériaux sont données par la formule ( la loi de comportement
) suivante

= —&E
(1.3.1) o Fe(u) — E"E(p),

D = BE(p)+ E=(u),
ou F est l'opérateur d’élasticité, non forcément linéaire, a champ électrique
nul (matériau piézoélectrique de courtcircuité), £ = (e;;;) est le tenseur pié-
zoé€lectrique qui traduit la proportionnalité entre la charge et la déformation

a champ constant ou nul, £* = (¢j;;) est le transposé du tenseur &, tel que

* P ..
6ijk — ek’zm

Eov = 0.Ev YoeS¢ veRY,

(1.3.2)

et B = (b;;) est le tenseur de la primitivité électrique a déformation nulle
qui constitue un tenseur symétrique défini positif.

Si nous supposons dans (1.3.1) que le tenseur des contraintes ¢ est une
fonction linéaire du tenseur des petites déformations ¢ et du gradiant du
potentiel électrique ou le champ électrique E nous nous placons dans le cas

€lectro-¢élastique linéaire, on écrit

(1.3.3) 0ij = Fijincin(u) — e;kjkEk(SO)a

ou Fijrn, qui s’appellent les coefficients d’élasticité, sont les composantes
du tenseur d’ordre quatre F et elles sont indépendantes du tenseur des
déformations en €lasticité pure. Notons ici que dans le cas homogene 7, et
e;jr sont des constantes et dans le cas non homogéne F;;, et e;j;, dépendent

du point z € Q.
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Dans (1.3.1), si nous prenons
(1.3.4 Fl€)= At+ (€~ Pxt) VEeS,

nous obtenons un exemple de loi de comportement électro-élastique non
linéaire, ol a est une constante strictement positive. A : S — S est un
tenseur d’ordre quatre symeétrique, défini positif; K € S? est un convexe
fermé tel que 0, € K et Pk est I'opérateur de projection sur K. Ce convex est
défini par

K ={¢es!/G(&) <k},

ou G : SY — R est une fonction convexe est continue telle que G(0) = 0
et £ > 0. Pour plus de détaille sur la loi de comportement (1.3.1), nous

renvoyons le lecteur a voir par exemple [18, 17].

1.3.2 Lois de comportement des matériaux électro-viscoélastiques

Toute loi de comportement de la forme suivante

o = As(i) + Fe(u) — EE(yp),
D = BE(p) + E&(u),

(1.3.5)

est dite loi de comportement €lectro-viscoélastique. Dans (1.3.5) I'opérateur
A est 'opérateur de viscosité a champ €électrique nul, F est 'opérateur d’élas-
ticité, non forcément linéaire, a champ électrique nul, £ = (e;;;) est le tenseur
piézoélectrique a champ constant ou nul, B = (b;;) est le tenseur diélectrique.
Les lois de comportement pour les matériaux €lectro-viscoélastiques sont
utilisées pour d’écrire le comportement des différents matériaux comme les

meétaux, les polymeres et les roches.

En visco-€lasticité lin€aire de type Kelevin-Voigt (Voir par exemple [40]) le
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tenseur des contraintes est donnés par
(1.3.6) 0ij = Qijenern() + Firnern(u) — €. Bk (),

ou a;;,, sont les coefficients de viscosité.

La relation suivante
o1 N
(1.3.7) o= As(u)Jra(e — Pre) — E'E(p),

est un exemple de loi €lectro-viscoélastique non linéaire. Ici, A = (a;jz,) est
le tenseur des coefficients viscoélasiques, K € S¢ est un convexe fermé tel
que 0y € K et Pg : S — K est I'opérateur de projection sur K. L'opérateur

d’élasticité est donné par
1
(1.3.8) ]:(5):5(5 — Pye),

et £ = (e;1) est le tenseur des coefficients piézoélectriques.

Finalement, afin de compléter le modéele mathématique qui décrit 1'évo-
lution du corps, il faut préciser les conditions aux limites sur la partie I's;
c’est l'objet des conditions de contact et lois de frottement que nous décri-

rons dans la section suivantes.

1.4 Conditions aux limites de contact

Nous nous placons dans le cadre physique de la FIGURE 1.1 et nous
présentons en détails les conditions de contact sur la surface I'; avec une

discription de l'aspect mathématique et mécanique de ces conditions .
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1.4.1 Contact bilatérlale.

Quand le contact entre le corps et la base est maintenue en tout temps
on dit que c’est un contact bilatéral. C’est généralement le cas dans de nom-
breuses machines et entre les piéces et composants d’équipement ou de
machines mobiles. Comme il n’y a pas d’écart entre le corps et la base, nous

avons

(1.4.1) u, = 0.

La condition de contact bilatéral (1.4.1) a été utilisé dans un certain nombre
de documents, pour plus de détails voir par exemple [39, 66]. On note ici
que dans le dernier chapitre de cette thése nous nous placons dans ce type

de contact.

1.4.2 Contact unilatérlale.

Dans ce cas nous supposons que le corps est susceptible d’entrer en
contact avec une base rigide. Par conséquant, le mouvement des particules
matérielles de I's est restreint de la présence du solide rigide de telle sorte
que, avant l'application des forces externes, la distance de chaque point
x € I'; a la base rigide dans la direction de la normale v(z) est connue et
notée par g(x).

Nous supposons aussi que le contact entre le corps et la base rigide se
produit si et seulement si u, = ¢g. Puisque la base est considérée rigide, elle
ne subira pas de déformations donc le corps () ne pourra pas le pénétrer;

cette proprié€té se traduit mathématiqument par I'inégalité

(1.4.2) u, <g surl}j.
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Non contact Non contact

contact contact

(1) (2)

FIGURE 1.2 — Loi de Signorini (1) et loi de compliance normale (2) pour g=0.

Dans les points de '3 tels que u, < g, il n’existe pas de contact entre () et la
base rigide donc le vecteur des contraintes de Cauchy s’annule, c-a-d

(1.4.3) u, < g=—0,=0 surlj.

Pour les points de I'; tels que u, = g, le contact entre le corps {2 et la base
rigide se produit; nous supposons pour ces points que la base rigide exerce
une pression inconnue suivant la direction de la normale et orientée vers ();

on a

(1.4.4) u, =9g=—0,<0 surls.

On peut résumer les conditions (1.4.2)—(1.4.4) de la manieére condensée sui-

vante

(1.4.5) u, <g, 0,<0, o,(u,—g)=0 surl;.
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Les conditions (1.4.5) s’appellent les conditions de contact unilatéral ou

conditions de contact de type Signorini.

1.4.3 Contact avec compliance normale

C’est le cas ou la fondation est supposée légerement déformable et la

contrainte normale o, satisfait

(14—6) —0y :pu(uu _g)a

ou u, le déplacement normal, g est I'interstice entre le corps et la fondation et
p, est une fonction positive donnée, appellée fonction de compliance normale.
La relation (1.4.6) est dite condition de compliance normale et singifie que la
fondation exerce une pression inconnue suivant la normale sur le corps en
fonction de sa pénétration u, — g. Des conditions de contact avec compliance

normale ont été utilisées par exemple dans [38, 41, 56].

Remarque 1.4.1. Dans le cas ot Uinterstice entre le corps et la_fondation est

nul on prend g = 0.

Pour la fonction de compliance normale p, on prend comme exemple la

fonction suivante

(1.4.7) Dy = CuTy,

ou ¢, est une constante positive et r, = maxz{0,r}. Un deuxiéme exemple est

la fonction donnée par

cry sior<aq,

(1.4.8) pu(r) =
c,a Sior >,

ou « est un coefficient positif relatif a la dureté de la surface. La condition
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de contact (1.4.8) dit que si la pénétration est trop profonde, c-a-d. quand
elle dépasse a, la fondation se désintegre et n’offre plus de résistance a la

pénétration.

1.4.4 Contact avec adhésion

La diversité des matériaux a conduit les chercheurs a utiliser le collage
des composites comme €étant un moyen universel d’assemblage de maté-
riaux de natures différente. Pour modéliser les phénomeénes d’adhésion, il
est nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion a la description du contact.
En se basant sur les idées de M. Frémond [35, 36], on introduit une variable
interne de surface appelée champ d’adhésion et notée par 3 : '3 x[0,7] — R;
qui représente l'intensité des couches actives d’adhésion sur la surface de
contact telle que 0 < g < 1. Quand § = 1, 'adhésion est compleéte et tous les
liens sont actifs, quand 5 = 0 tous les liens sont désactivés et il n'y a pas
d’adhésion et quand 0 < § < 1, 'adhésion est partielle et mesure la fraction
des liens actifs sur la surface de contact. Pour plus de détails concernant la
modélisation du contact adhésif, nous référons aux livres [37, 66, 78].

Dans ce qui suit nous présentons les lois de contact qu’'on va utiliser

dans cette theéese.

1.5 Lois de contact avec ou sans frottement

1.5.1 Contact sans frottement

Dans un contact parfait, o1 sans frottement, I'action mécanique trans-
missible par obstacle entre deux solides ne peut étre en tout point que nor-
male au contact (perpendiculaire au plan tangent commun du contact). Ceci
se traduit par la relation

o, =0,
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glissement

adhérence

glissement

(1) (2)

FIGURE 1.3 — Loi de Coulomb (1) et sa régularisation (2)

qui signifie que la contrainte tangentielle est nulle. Si ce n’est pas le cas, on
dit que le mouvement tangentielle se produit avec frottement ce qui nous
oblige a introduire une loi de frottement qui prend en considération la com-

posante tangentielle avec les autres variables du systéme.

1.5.2 Contact avec frottement

1) Loi de frottement de type Coulomb. C’est une des lois de frottement les
plus répandues et elle est plus réaliste. Elle se caractérise par l'intervention
de la contrainte normale dans le seuil de frottement et elle peut s’énoncer

sous la forme :

lo-[ < plowl,
(1.5.1) ool < ploy| = u, =0,
llo- || = plo,| = il existe A > 0 tel que o, = —Au,,

Section 1.5 Chapitre 1 18



CHAPITRE 1. MODELISATION

ou sous la forme :

o]l < plowl,
(1.5.2) ol < plon| = i =0,
llo-|| = plo,| = il existe X > 0 tel que o, = —\i,,

ou i > 0 est le coefficient de frottement.

La loi de Coulomb est souvent utilisée pour les corps rigide ou €élastique.
On remarque €galement qu’il s’agit d'une loi a seuil, tant que la seuil n’est
pas atteint, il n’y a pas de glissement ( le déplacement tangentiel ou la vitesse
tangentielle s’annule). Quand ce seuil est atteint, le corps se met a glisser et
la contrainte tangentielle tend a s’opposer au mouvement tangentielle (voir

figure 1.3).

2) Loi de Coulomb avec seuil de type Stromberg. Cette loi de frottement
est une version de la loi de Coulomb. On peut supposer que le contact est
bilatéral ou unilatéral. On remplace dans la loi précédent le seuil de frotte-
ment |o,| par le seuil de type p(|o,|) = |o,|(1 — |ao,|)+ o0 a est un un petit
coefficient relatif a la dureté de la surface de contact. La considération de ce
seuil de frottement est faite a partir des principes de la thermodynamique.

En résumé, cette loi s’énonce sous la forme :

lo-ll < pp(lov]),

(1.5.3) ool < ppllo]) = ur =0,

llo-|| = pp(loy|) = il existe A > 0 tel que o, = —u,,
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ou sous la forme :

lo-ll < pp(low]),

(1.5.4) oIl < upllo]) = i =0,

llo- |l = pp(lo,|) = il existe A > 0 tel que o, = — i,

3) Loi de Coulomb non locale généralisée. Finalement, on présente la loi
de frottement qui fait I'objet de notre étude et qui généralise la loi précé-
dente. Soit I'opérateur R une régularisant normale, c’est a dire un opérateur

linéaire continu R : H~2 — L?(T"). Le régularisant R est introduit pour des

raisons techniques car la trace du tenseur des contraintes sur la frontiere

est tres irréguliere. Cette loi s’énonce sous la forme :

o7 < pup|Roy|,

(1.5.5) \o-|| < pp|Ro,| = u, =0,

|o-|| = pp|Ro,| = il existe A > 0 tel que o, = —Au.,
ou sous la forme :

o7 < up|Roy|,

(1.5.6) los|| < pp|Roy| = ity = 0,

|lo-|| = pp|Ro,| = il existe A > 0 tel que o, = — i,

ou p: I's x R, — R, est le seuil de frottement vérifiant les conditions

suivantes :

(a) llexiste M > 0 tel que :

(1.5.7) | p(z,71) = p(z,r2) [S M |11 =712 [ Vri,r2 €R, p.p. €.

(b) x — P(x,r) est lebesgue mesurable sur I's Vr € R,.

(c) p(z,0) =0, p.p.- z € I's.
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En remplacant le seuil de frottement o, de la loi (1.5.1) et (1.5.2) par la
condition de compliance normale (1.4.6) on obtient les lois de frottement

avec compliance normale suivantes :

HO-TH S :upu(uu - g)m

(1.5.8) o+ < ppo(uy — g), = ur =0,

ol = up,(u, — g),= il existe A > 0 tel que o, = —Au,,

HO-TH S :U’pl/(uu - g)77

(159) HJTH </,pr(ul,—g),$7l7_ :07

llo-|| = up,(u, — g), = il existe A > 0 tel que o, = —\i,,

Dans (1.5.8) et (1.5.9) la contrainte tangentielle ne peut pas excéder le
seuil de frottement pup,(u, — g). De plus, gqand la seuil n’est pas atteint, il
n'y a pas de glissement ( le déplacement tangentiel ou la vitesse tangentielle
s’annule). Quand ce seuil est atteint, le corps se met a glisser et la contrainte

tangentielle tend a s’opposer au mouvement tangentielle.

1.6 Lois de contact avec frottement et adhésion

Pour décrire les conditions aux limites correspondantes, nous supposons

que le vecteur de contrainte de Cauchy ov a une décomposition de la forme

(1.6.1) ov = (Ov)ad + (Ul/)fc7

ou (ov)* et (ov)/c dénotent les parties de ov associées a I'adhésion et au

ad

| 72

frottement, respectivement. Nous dénotons par o,, 0%, o/¢ les composantes
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R (S)

FIGURE 1.4 — Représentation graphique de 'opérateur de troncation R, .

normales des vecteurs ov, (ov)* et (ov)/¢ qui sont données par

)y, alt = (ov)e,

14

(1.6.2) o, =ovw, 0% = (ov

et par o, 024, o/¢ les composantes tangentielles des mémes vecteurs qui sont

données par

(1.6.3) o =ov—o,v, 0= (ov) -0, o= (ov)/¢—0olv,

Nous supposons que la composante normale du vecteur (ov)% satisfait la

condition

(1.6.4) 0% = ~,5°R,(u,)
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dans laquelle v, est un coefficient positif et R, : R — R est I'opérateur de

troncation difini par

L sis<—L,
(1.6.5) R,(s)=4 —s si —L<s<0,
0 sis>0.

Ici L > 0 est la longueur caractéristique du lien, au dela de laquelle il s’étire
sans offrir aucune résistance complémentaire. L'introduction de l'opérateur
R,, ensemble avec l'opérateur R, défini ci-dessous, est motivée par les argu-
ments mathématiques mais ce n’est pas restrictif du point de vue physique,
puisqu’aucune restriction de la taille du parameétre L n’est faite que dans
ce qui suit (voir figure 1.4). Ainsi, en choisissant L trés grand, nous pou-
vons assumer que R,(u,) = —u, et, donc, nous obtenons la condition de

compliance normale

_’%/BQUV si Uy S 07
0 siu, > 0.

Aussi, nous supposons que la composante normale du vecteur (ov)/® satis-

fait la condition de contact avec compliance normale

(1.6.6) —ol = p,(u,),

ou u, est le déplacement normal et p, est la fonction positive préscrite telle
que p,(r) = 0 pour r < 0. Combinons les égalités (1.6.1), (1.6.2), (1.6.4) et
(1.1.2), nous dérivons la condition de contact de compliance normale avec

adhésion,

(1.6.7) —0, = p,(u,) — V3R, (u,) sur T3 x (0,7T).
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La contribution de I'adhésion a la traction normale est donnée par le terme
vB%R,(u,). Ainsi, la traction adhésive est nonnegative et proportionnelle,
avec un coefficient de proportionnalité +,, par rapport au carré de l'inten-
sité d’adhésion et le déplacement normal, mais tant que u, n’excede pas la

longueur du lien L.

Ensuite, nous supposons que la composante tangentielle du vecteur (ov)?

satisfait la condition
(1.6.8) ovt = —~, B*R.(u.),

ou, encore, v, est un coefficient positif et R, : R? — R? est I'opérateur de

troncation défini par

v si ||lv|| < L,
(1.6.9) R, (v) =

L sil|| > L.
v

Cette condition montre que la contrainte tangentielle adhésive sur la surface
de contact est proportionnelle au déplacement tangentiel, mais tant qu’il

n’excede pas la longueur du lien L.

Le frottement est modélisé par une version statique de la loi de frottement
de Coulomb. Pour cela, considérons la décomposition (1.6.1) du vecteur de

Cauchy et supposons que

”0-7}—%” S _MO-IJJCC7

(1.6.10) llofe|| < —pole = u, =0,

llol¢|| = —polc = 3N > 0 telle que v/ = —\u,,

ou p est le coefficient de frottement, supposé étre positif. Combinons les

relations (1.6.1), (1.6.2), (1.6.4), (1.6.6) et (1.6.8) nous obtenons la loi de
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frottement avec adhésion,

o7 + 7782 Re (ur) || < ppu (),

lor + 7 B2R; (ur)|| < ppu(u,) = u, =0,
(1.6.11) sur I's x (0,7).

o7 + 78R (ur) | = pp (u,) = 3N >0

telle que o, + v, 8°R.(u,) = —\u,

Notons que la condition de compliance normale avec adhésion (1.6.7) a
été déja utilisée dans [78] et les conditions de frottement similaires a ceux
dans (1.6.11) ont été considérées dans [49] et dans [61] dans le cas particu-
lier R.(u,) = u, et R,(u,) = —u,, pour L trés grand. Dans la deuxiéme partie
de cette thése on va utiliser une loi de frottement couplée avec adhésion de

la forme suivante :

|or + VTﬁzRT(uT)|| < upy(uy),

lor + 7 B2Ro ()] < ap () = it = 0,

(1.6.12) sur I's x (0,7).
o7 + 7782 Re (ur) | = ppo(uy) = IXN>0

telle que o, + v, 32R.(u,) = =\,

Pour compléter le modele, nous supposons que l'évolution du champ

d’adhésion est gouvernée par une équation différentielle ordinaire

(1.6.13)  B(t) = — (B (1 Ry (w, (1)) + 7| R (ur)[*) =€) sur Ty x (0, 7).

A celle-ci, nous rajoutons la condition initiale

(1.6.14) B(0) = Bo.

Ici et ci-dessous, en plus des parametres positives v, et v, déja introduits
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dans (1.6.4) et (1.6.8), ¢, est un parametre positif et r, = max{0,r}. Notons
que le processus adhésif est irréversible, en effet, une fois que le décollement
se passe le collage ne peut pas étre rétabli, puisque § < 0. Pour plus de
détails concernant la modélisation du contact adhésif, nous référons aux
livres [37, 66, 78].

Finalement, notons qu’aux lois de frottement (1.5.5) et (1.5.6) on peut in-
troduire le champ d’adhésion pour obtenir les lois de frottement avec adhé-

sion suivantes

| o7 + 7252 R (ur) [|< pip(| R(ov) = B Ro(un) 1),
I o7 + 78R (ur) [|< pp(| Rloy) = wB*Ry(un) |) = ur =0,

(1.6.15%
|| Or + VTﬂzRT(uT) ||: Np(| R(UV) - '71/52R,/(UV) |) = 3\ 2 0 tel que :
or + ’YT/BQRT(U/T) - _>\UT7
ou
I o7 + 7267 Re(ur) 1< (| Rlow) — 787 Ro(w) ),
Lo1g) 7R 1< i R0 = Rum) ) = e = 0

| o7 +7:B2R-(uy) ||= pp(] R(0,) — % 6%R,(uw,) |) = 3N > 0 tel que :

or + 7762R7(u7) = _)\uﬂ

On note ici que dans la troisiéme partie de cette thése nous nous placons

dans ce type de loi de frottement.

1.7 Conditions de contact de type Signorini avec

adhésion.

Dans cette thése I'évolution du champ d’adhésion sur la partie I'; est

gouverné par I'équation différentielle ordinaire

(1.7.1) B=—(B(vRy(u)? + 7 || Rr(ur) ||?) — €a)4 sur T's x (0,7,
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ou v,, 7, et ¢, sont des coefficients positifs, r, = max{0,7} et R, : R — R,
R, :R? — RY, sont les opérateurs de troncation donnés par (1.6.5) et (1.6.9).
Maintenantle, pour modéliser le contact adhésif avec une fondation rigide

nous utilisons les relations suivantes :
(1.7.2) u, <0, 0, = %R, (u,) <0, uy (0, — WA R, (u,)) =0 sur Iy x (0,7),

qui sont les conditions de contact de type Signorini avec adhésion. Pour
L trés grand, on peut supposer que R, (u,) = —u,, d’ou les conditions de
contact (1.7.2) deviennent :

(1.7.3) u, <0, o, +%up* <0, ulo,+7u,B?) =0 surlsx(0,7T).

Ces conditions ont été utilisées dans [27, 61], pour modéliser le contact
adhésif unilatéral. Quand le champ d’adhésion est nul, les conditions(1.7.3)
deviennent

u, <0, 0,<0, o,u,=0, surlyx(0,7),

qui sont les conditions de contact classiques de Signorini, sans adhésion

(voir (1.4.5)).
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CHAPITRE 2

OUTILS MATHEMATIQUES

Ce chapitre est consacré a la description des espaces fonctionnels utilisés
dans cette thése. Nous supposons dans ce chapitre que {2 est un domaine
borné et de Lipschitz de R?¢ (d = 2,3), c’est-a-dire que sa frontiére I' est re-
présentable localement comme le graphe d'une fonction Lipschitzienne sur
un ouvert de R4, () étant situé localement d'un seul coté de I'. Par ailleurs,
nous considérons une partition de I' en trois parties mesurables disjointes
I'y, 'y, et I's d'un coté et une partition de I'y UT'; en deux parties ouvertes ',

et [, d'un autre coté, telles que mesI'y > 0 et mesT', > 0.

2.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section nous donnons quelques rappels sur les espaces de
fonctions a valeurs réelles qui nous aident a comprendre les propriétés des
espaces appropriés a la mécanique. Nous allons définir les espaces de fonc-
tions continues, continiments différentiables, les fonctions p-intégrables et
les espaces de Sobolev. Pour plus de détails sur ce sujet nous renvoyons le
lecteur, par exemple, aux références [1, 19, 64].

Pour tout multi-indice a = (ay, ..., a4) d’entiers positifs ou nuls on désigne

par
N 8|O‘|u
(2.1.1) Dru = Barges e
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ou| a |= a;+a;+...+ a4 est la longueur de « . Dans cette thése, on va désigner
ou

par o

Oy, u, O;u, uy, ou u,les dérivées partielles d'une fonction wu.

2.1.1 Espaces de fonctions continues et continuments dif-

férentiables

L'espace des fonctions uniformément continues sur (2 est noté par C(1Q)

et il est un espace de Banach pour la norme donnée par

[0 lo@=sup{l v(@) |, z €0},

Toute fonction uniformément continue est bornée et posséde une unique

extention continue sur 2. Pour tout entier m, 'espace C™({2) donné par
C"(@) = {v e C(@)/ D°v e C(@Q) pour |a|<m }

est I'espace des fonctions continues sur () dont les dérivées d’ordre au plus
m sont également continues sur Q. Il est aussi un espace de Banach s'il est

muni de la norme

|v |cm(§): Z | D% |C(§) :

laj<m

L'espace C*(Q) désigne l'espace des fonctions indéfiniment différentiables

c>@) = N Q).

m=0

Nous pouvons maintenant parler de I'espace des fonctions indéfiniment dé-

rivables sur I'ensemble 2 a support inclus dans (2, défini par

Co () = {v € C%(Q)/ supp v C 0},
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ou supp v = {v e C>®(Q)/v(z) # 0} est le support de la fonction v. Si supp v
est un sous ensemble propre de (2, on dit que v est une fonction a support

compact dans ).

2.1.2 Les espaces [/({))

Définition 2.1.1. (Espace de Lebesgue). Soit p € R, 1 < p < co. On appelle
Uespace de Lebesgue L*({)) U'ensemble

LP(Q) ={v:Q — R/ v Lebesgue mesurable sur () et | v |P Lebesgue integrable sur () } .

C’est un espace de Banach s’il est muni de la norme

1
| v e @)= </Q | v(z) | da:)P,

Sip = oo etv: Q) — R mesurable, alors on définit || . ||~y par
| v || poo(y= supess(v) =inf {c:|v(z) |<c}.

L’espace L>(f2) est aussi un espace de Banach.

Définition 2.1.2. Soit p € R, 1 < p < oo, on dit qu’'une fonction u : @ — R
appartient a L} .(Q) siuolx € LP(Q2) pour tout compact K C (2, ot [ représente

Uapplication identité de K.

Remarque 2.1.3. Soitu € L} (), siona

loc

| u@e(@)d =0 v e CEQ),

alors w =0 p.p dans {2 .

Dans ce qui suit nous allons rappeler quelques propri€tés des espaces
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LP(2). Soit 1 < p < oo un réel. On pose g = P . et on dit que ¢ est I'exposant

1 1
conjugué de p. L'exposant ¢ est caractérisé par — + — = 1. Pour p = 1 (res.
p q

p = +00) nous poserons naturellement ¢ = 400 (res ¢ = 1).

Théoréme 2.1.4. Pour tout p € [1,+o0], les espaces L?(2) vérifient les asser-
tions suivantes

1) Les espaces L*((2) sont des espaces de Banach.

2)Toute suite de Cauchy de L?(§2) possede une sous-suite convergente ponc-
tuelement sur ).

3) Pour toute fonction u € LP(Q)), toute v € L1(Q2) l'inégalité de Hoélder est
vérifiée, i.e.

| Tut@yu@) | dz <) o)l v e

4) Les duaux des espaces LP(Q), pour p € [1,+oo|, vérifient (L(Q))" = LI(9).
5) Les espaces L?(f)) sont des espaces réflexifs pour |1, +oo].
6) Les espaces LP(S)) sont des espaces séparables pour [1,+oc|.

L’espace L*(2) munit du produit scalaire

(U, V) 12y = /Qu(x)v(:v)dx Yu,v € L*(Q),

est un espace de Hilbert. De plus linégalité de Cauchy-Schwarz corresppon-

dant a Uinégalité de Hélder est vérifiée, i.e.
| 1@ | dz <) ol vl

2.1.3 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été introduits au début du siécle et ont per-
mis de résoudre bon nombre de problémes concernant les équations aux
dérvées partielles sans réponse jusque la. Nous nous limiterons aux es-

paces les plus utiles en gardant bien a l'esprit que la théorie sous-jacente

Section 2.1 Chapitre 2 31



CHAPITRE 2. OUTILS MATHEMATIQUES

est beaucoup plus vaste.

Dans ce qui suit, sauf mention explicite du contraire, on suppose 'ouvert

Q C R? borné.

Définition 2.1.5. Soitu € L,.(Q) et a € N". On dit que la fonction v € L},.(2)

est la dérivée faible d’ordre o de u si

/Qu(x)Do‘ (x)dz = (— ‘“'/ z)dr Yo e C5P(Q).

En utilisant la remarque (2.1.3) nous déduisons que la dérivée faible, si

elle existe, est unique dans L} .(9).

Définition 2.1.6. Pour tout k € N et pour tout p € [1,+o0], nous définissons

U'espace de Sobolev WP (Q) par
WEP(Q) = {u € LP(Q) Yo, |a|<k; I, € LP(Q), tel que v, = Du},

Remarque 2.1.7. Nous ferons trés souvent U'abus d’écriture qui consiste a

identifier D*u et v,,.

La norme sur I'espace W*?(Q)) est donée par

1
. ( Z H D%y ”Lp(Q)>p si 1 < p < 00,
| u ||W’“vP(Q)— la|<k
Da oo i — .
max | D% || Lo (q) si p=o0

Pour p = 2, on note par H*(Q) I'espace W*?(Q)) et la norme précédente pro-

vient d'un produit scalaire.

Théoréme 2.1.8. Les espaces de Sobolev W+ ?(Q), pour k € N et p € [1,+00],
munis de la norme || . ||, sont des espaces de Banach. De plus, les espaces

H*(Q), pour tout k entier, sont des espaces de Hilbert.
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Pour modéliser un probléme mécanique, il nous faudra introduire des
conditions aux limites, ce qui nous ameéne a parler de la restriction a la
frontiéere I' d’'une fonction. Bien que cela semble tout-a-fait naturel de le
faire, il faut s’assurer que cette restriction au bord ait un sens du point de
vue mathématique. Pour cela nous introduisons la notion d’application trace

~ des fonctions des espaces de Sobolev.

Théoréme 2.1.9. Soit () un dommaine de Lipschitz de R? de frontiére T' et
1 < p < 0. Il existe une application linéaire continue v : Wir(Q) — LP(T)
possédant les propriétés suivantes :

Dyv=uv|prsive WP(Q)NnC(Q),

2) Uapplication v est une application compact,

3) il existe une constante k > 0, provenant de la continuité de Uapplication
v, telle que

|0 o< k| v [lwie Yu € WHP(Q).

Lorsqu’il n’y a aucune ambiguité, nous remplacons ~v (la trce de de la

fonction v € WH?(Q)) par v.

2.2 Espaces liés aux opérateurs de déformation

et de divergence

Dans cette section nous introduisons les espaces de Hilbert suivants,

associés aux inconnues meécaniques u et o :

H = {u=(w)|ueLl*(V}

H = {o=(0y) |0y =05 € L*(Q)},
o = {u=(w)|wed (D}

H, = {o€H|oy,,€H}
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Les espaces H, H, H, et H; sont des espaces réels de Hilbert munis des

produits scalaires suivants :

(u,v)g = [quv;dz,

(0. 7)n = Jooum;dz,

(w,0)g, = (u,v)n+ (e(u),e(v))n,
(0,7, = (0,7)n + (Divo, Divr)g.

respectivement, ou ¢ : Hy — H et Div: Hy — H sont respectivement les

opérateurs de déformation et de divergence, définis par

e(u) = (e45(w)), ei(u) = ;(Um‘ +uji), Divo=(0i;)

Les normes sur les espaces H, H, H, et ; sont notées par |.||x,

e 1Nl
et ||.||%,, respectivement.

Pour tout champ de vecteurs v € H; nous utilisons la notation v pour
désigner la trace yv de v sur I'. Rappelons que l'application de trace ~ :
H, — L?*(I")¢ est linéaire et continue, mais n’est pas surjective. L'image de H,
par cette application est notée par Hr ; ce sous-espace s’injecte continiment

dans L*(T')*. Désignons par Hj. le dual de Hr et (.,.)y: «x, le produit de dualité

entre H| et Hr. Pour tout ¢ € #,, il existe un élément o v € H| tel que :
(2.2.1) (cv,Y0)urxm = (0, €(V))y + (Div o,v)g Vv € Hy.
En outre, si o est assez régulier (par exemple C'), nous avons la formule

(2.2.2) (ov, ’yU)HrFxHF = / ov.w da Yuv € Hy.
r
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Donc, pour ¢ assez régulier nous avons la formule de Green suivante :

(2.2.3) (0, e(v))y + (Div o,v)g = / ov.w da Vv € Hy.
r

Nous définissons le sous-espace fermé de H;
(2.2.4) V={veH |v=0 surI'; }.

Puisque mesI'; > 0, l'inégalité de Korn s’applique sur V ; alors, il existe une

constante Cx > 0 dépendant uniquement de (2 et I'; telle que
(2.2.5) le(W)|ln > Ck ||v||g, Vv e V.

Une preuve de cette inégalité peut €tre trouvé dans [58] p.79.

Nous considérons sur I'espace V, le produit scalaire donné par
(2.2.6) (u,v)y = (e(u), e(v))y YVu,v eV
et soit || - ||y la norme associée, telle que
(2.2.7) [vllv = lle()llx YveW

Par I'inégalité de Korn, il vient que ||-||5, et ||-||; sont des normes équivalentes
sur V et ainsi (V.|| - ||) est un espace de Hilbert. De plus, en utilisant le
Théoréeme de trace de Sobolev, (2.2.3) et (2.2.4), il existe une constante c,

dépendant uniquement de €2, I'; et I'; telle que

(228) ||U||L2(F3)d S C()HUHV Yv e V.

Pour une fonction scalaire 3, qui représente le champ d’adhésion sur la
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surface I'; du contact, nous définissons I'’ensemble

(2.2.9) Q={p:T3x[0,T] =R |0<[(t) <1 sur I's}.

Dans ce qui suit, nous définissons les espaces de Sobolev associés aux
inconnues é€électriques (Le champ des déplacements €lectriques D et le poten-
tiel électrique ¢) des problémes €lectro-mécaniques qui vont étre introduits

dans cette thése. Soit les espaces

(2.2.10) W = {D=(Dy)| D€ L*Q)} = L*(Q),

munis des produits scalaires
(D, Eyw = [ Diidz, (D, E)w, = (D, E)y + (divD, div E) 120,
Q

et leurs normes associées | - ||,y et || - |w,, respectivement. Le champ du

potentiel électrique va étre trouvé dans l'espace

(2.2.12) W={¢ecH Q)| (=0 surl, }.

Puisque mes (I',) > 0, I'inégalité de Friedrichs-Poincaré est satisfaite, ainsi,
(2.2.13) IVElw = crliéllar @ YE€W,

ou cr > 0 est une constante qui dépend uniquement de Q et [, et V& = (£,;).

Sur l'espace W, nous considérons le produit scalaire donné par
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et soit | - ||y la norme associée. Il s’ensuit de (2.2.13) que || - ||y et || - |[|w
sont des normes équivalentes sur W et donc (W, || - |w) est un espace réel de
Hilbert . De plus, par le théoréme de trace de Sobolev, il existe une constante

¢o dépendant uniquement de 2, I', et I's, telle que
(2.2.15) 1€l z2rs) < Colléllw VE € W.

Aussi, rappelons que lorsque D € W, est une fonction réguliee, la formule

de Green est satisfaite :
(2.2.16) (D, V€ + (div D, &)y = /FD veda VE e HY(Q).

Pour des détails supplémentaires sur les espaces de Sobolev nous renvoyons

le lecteur par exemple a [1, 19, 32].

2.3 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Ce paragraphe est destiné a rappeler les principaux résultats sur les
fonctions définies sur un intervalle de temps et a valeurs dans un espace
de Banach réel. Bien que le contenu de ce paragraphe est standard et peut
étre trouvé dans un grand nombre d’ouvrages, une revue d’ensemble sur
ce sujet nous a paru utile. Soit 0 < 7" < co et soit (X, | - [[x) un espace de
Banach réel. Nous notons par C.(0,7; X) I'ensemble des fonctions continues

a support compact dans (0,7 a valeurs dans X.

Définition 2.3.1. Une fonction f : [0,7] — X est dite mesurable s’il existe
un sous ensemble E C [0,T] de mesure nulle et une suite (f,),cn de fonctions
appartenant a C.(0,7; X) telle que || f,.(t) — f(t)||x — 0 quand n — oo, pour tout
te€[0,T\E.

Définition 2.3.2. Une fonction f : [0,7] — X est dite fortement dérivable dans
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d
to € (0,7T) s’il existe un élément dJ;(to) € X appelé la dérivée forte de f dans t,
tel que
df

I (7o + 1) = F10)) = Lt} 1x =01

Définition 2.3.3. Une fonction f : [0,7] — X est dite intégrable s’il existe une

suite (f,)nen de fonctions appartenant a C.(0,T; X) telle que

lim [ [1fat) — F(8)]]x dt = 0.

n—o0 0

Théoréme 2.3.4. (Bochner) : Une fonction f : [0,7] — X mesurable est in-
tégrable si et seulement si z — ||f(x)||x : [0,7] — R, est intégrable. Dans ce

cas,

T T
| [ < [ 1t

Soit 1 < p < co. L’espace de Lebesgue L?(0,T; X ) est 'ensemble des classes
de fonctions f : (0,7) — X mesurables, telles que I'application ¢t — ||f(t)||x
appartient a L?(0,7"). On sait que L?(0,7; X) est un espace vectoriel normé

avec la norme

1oz = (0 IF @I d)r 1 <p <o,

[fllze i) = inf{e >0 | [[f{t)lx <e, t€(0,T)} p=o0.

Par ailleurs, nous avons les résultats suivants :

Proposition 2.3.5. (1) L7(0,T; X) (1 < p < o) est un espace de Banach.

(2) Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.)x, alors

L*(0,T; X) est aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(. 0) 03 = | " (ult), v()) xdt.

(3) L"(0,7; X) C LY0,T; X), avec injection continue, 1 < ¢ < r < oc.
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(4) Si X est un espace de Hilbert, alors

LP(0,T; X) = LU0, T; X), 1 <p, q < o0,

SR

LY0,T; X) = L=(0,T; X),

ou L?(0,T; X) représente le dual de I'espace LP(0,7;X), 1 < p < oc.

Définition 2.3.6. Soit u,w € L'(0,T;X). La fonction w s’appelle la dérivée

généralisée d’ordre n de u sur (0,7 si

[ u = (-1 [ eluoi, Ve e 20,7,

C>(0,T) étant U'espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables, a sup-
port compact dans (0,7). Nous écrivons w = @ pourn = 1 et w = u™ pour

n > 2.

Soit 1 < p < co. L'espace de Sobolev W?(0,T; X) est I'espace des fonctions
u:[0,T] — X telles que u € LP(0,T; X) et w € LP(0,T; X). L'espace W'?(0,T; X)

est un espace de Banach muni de la norme

||u||W1ﬁP(0,T;X) = ||U||LP(O,T;X> + ||u||Lp(0,T;X)-

Définition 2.3.7. Une fonction f : [0,7] — X est dite absolument continue si
quelque soit ¢ > 0, il existe 6 = 6(¢) > 0 tel que pour toute suite d’intervalles
(a;,b;) disjoints, inclus dans [0,T], tels que Y ,;(b; — a;) < § on a > ;| f(b;) —

flaj)|x <e.

Maintenant nous rappelons le lien entre les fonctions absolument conti-

nues et les fonctions de I'espace W'*(0,T; X).

Théoreme 2.3.8. Soit 1 < p < oo, X un espace de Banach réflexif et soit
u € LP(0,T; X). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) u € W2(0,T; X).
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(2) v admet un représentant absolument continu presque partout dérivable,
ayant la dérivée forte dans L*(0,T; X).

(3) Il existe up € X et g € L*(0,T; X), telles que
t
u(t) = ug +/ g(s)ds ¥t e[0,T].
0

I1 découle de la démonstration du théoréme précédent que, si X est un
espace réflexif, alors toute fonction v € W?(0,T; X) est fortement dérivable
p-p.-sur (0,7) etu = 65: p.p- sur (0, 7). Par ailleurs, W'!(0,T; X) coincide avec
I'ensemble des fonctions v : [0,7] — X absolument continues et W1 (0, T’; X)
coincide avec I'ensemble des fonctions lipschitziennes v : [0,7] — X. Etant

donnés un entier £ > 2 et un réel 1 < p < oo on définit par récurrence I'espace
WHEP(0,T; X) = {u € WFP(0,T; X); © € WEP(0,T; X)}.

On vérifie aisément que u € W*P(0, T; X) si et seulement s'il existe k fonctions

g1, - g € LP(0,T; X) telles que

[ ue @t = (19 [ gi00(0), Ve ORI Wi =12k,

ou ¢V désigne la dérivée d’ordre j de ».On peut donc considérer les dérivées
successives i = g1, u? = gy, ..., u®) = g,. L'espace W"?(0,T; X) est un espace

de Banach muni de la norme

k
ullwro.r.x) = [l oorx) + D1 || oo,rx).
a=1

Nous avons alors les résultats suivants :

Théoréme 2.3.9. Sila fonctionu € W*?(0,T; X), 1 < p < oo. Nous avons alors

D u(t) = u(s)llx < [ |Ja(r)llxdr 0<s<t<T,

Section 2.3 Chapitre 2 40



CHAPITRE 2. OUTILS MATHEMATIQUES

2) Side plus p < co, on a
1 t
lu(t) = u() < (¢ = )" [ i) Fedr 0<s<t<T,
3)Sip=o00,0na
[lut) = u(s)llx < [Ja(r)l[L=prx) 0<s<t<T.

Théoréme 2.3.10. Dans le cas ot Uespace (X, (.,.)y) est un espace de Hilbert
et si la_fonction u appartient a Uespace H'(0,T; X), alors
1
1) la fonction t — §\|u(t)\|§( est une fonction absolument continue sur l'in-

tervalle 10,77,

2) LIk = (i), u(t)x pop.t €10, T[,

3) ;HU(t)H?x = Slu(O)[[% + J5 (i(t), u(t))x ds ¥t €]0,TT.

Finalement, nous dénotons aussi par C([0,7]; X) et C([0,77]; X) les espaces
des fonctions continues et contintment différentiables sur [0,7] a valeurs

dans X, respectivement, avec les normes

[ulleqomx) = maxiepr [[u(t)llx,

|l po,r1:x) = Maxieqo,ry [[u(t)]|x + maxyeio.ry [[(t)] x.

Pour plus de détails sur les résultats résumés dans cette section nous ren-

voyons par exemple aux références [15, 19].

2.4 Eléments d’analyse non linéaire dans les es-

paces de Hilbert

Cette section comporte des rappels de quelques €léments d’analyse non

linéaire dans les espaces de Hilbert et quelques résultats sur les inéquations
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variationnelles elliptiques, les inéquations variationnelles d’évolution et les
inclusions différentielles qu’on va utiliser dans cette thése. Pour avoir plus
de détails sur les rappels figurants dans cette section, nous renvoyons par

exemple aux références [20, 69, 70].

2.4.1 Rappel sur les espaces de Hilbert

Soit X un espace vectoriel réel et (.,.)x un produit scalaire sur X. La

norme induite sur I'espace X par le produit scalaire (.,.)x est définie par :
lullx = (u,w)¥”.
Cette norme vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwarz

| (w,v)x [< [lullx[lv]lx Vu,ve X

On dit que X est un espace de Hilbert si X est complet pour la norme
définie ci-dessus. Dans la suite, on va supposer que X est un espace de

Hilbert et la convergence forte dans I'espace X sera notée par une fleche

Up — U <= u, —u ||x— 0.

On note par X' l'espace dual de X et par ||.|| v/, x la dualité entre X et X'.

La norme sur I'espace X  est définie par

HUHX/ —sup = | (nav)X/xX |
veX vl x
v#0x

On a les résultats suivants :

Théoreme 2.4.1. (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet). Etant donné
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n e X', il existe f € X unique tel que

(naU)X'xX = (faU)X Yo € X.

On a de plus

1l = 11 x-

Ce théoréme montre que toute forme linéaire continue sur X peut se repré-

senter de maniére unique a l'aide du produit scalaire. L'application n — f

est un isomorphisme isométrique qui permet d’identifier X et son dual X'.
On dit que la suite (u,) de X est faiblement convergente vers 1'élément

u € X et on note u,, — u si

(n,un)x = (n,u)x Vn e X'.

Dans ce cas, u s’appelle limite faible de la suite (u,). En utilisant I'inégalité
de Cauchy-Schwarz, il résulte que si u, — v dans X alors w, — v dans X
. La réciproque n’est pas en général vraie. De plus, puisque tout espace de

Hilbert est réflexif, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.4.2. Soit (u,) une suite bornée de X. Il existe alors un élément

u € X et une sous-suite de (u,,) encore notée (u,) telles que u,, — u.

Un élément u € X qui est la limite faible d'une sous suite de la suite (u,)

s’appelle point faiblement adhérent de la suite (u,). On prouve que :

Théoréme 2.4.3. Si la suite (u,) C H posséde un unique point faiblement

adhérent u € H, alors u,, — u.

Autrement dit, le théoréme précédent affirme que si toutes les sous-suites
faiblement convergentes d'une suite (u,) on la méme limite faible u, alors la

suite (u,) converge faiblement vers u.
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2.4.2 Fonctions convexes et semi-continuité inférieure

On considere une fonction ¢ définie sur un espace vectoriel réel X et a
valeur dans | — oo, +oc0]. Une telle fonction est dite propre si elle n’est pas
identiquement égale a +oo, c’est a dire s’il existe uy € X tel que p(uy) < +oo.

La fonction ¢ est dite convexe si
o(tu+ (1 —t)v) < tp(u) + (1 —t)p(v) Yu, ve X,t € [0,1].

La fonction ¢ est dite strictement convexe si cette derniére inégalité est stricte
pour tout u, v € X tel que u # v.
Pour toute fonction ¢ : X — |—o00, +00], on définit le domaine et 'épigraphe

de ¢ respectivement par :
(2.4.1) dom p={ue X \ p(u) < +o0},

epi p = {(u,a) € X \ p(u) < a}.

Il est clair qu’on peut établir les résultats suivants :

1) ¢ est propre si et seulement si domy # ¢.

2) Le domaine de ¢ est un ensemble convexe de X si ¢ est convexe.

3) ¢ est convexe si et seulement si epip est un ensemble convexe de X x R.

Nous supposons maintenant I'espace vectoriel X muni d'une topologie (en
général X sera un espace vectoriel normé ou encore plus particulierement
un espace de Hilbert). Une fonction ¢ : X — | — 00, +00] est dite semi-continue
inférieurement (s.c.i) si

lim inf @(uy) > p(u),

pour tout u € X et u, — v dans X. La propriété de semi-continuité inférieu-

rement peut €tre caractérisé€e par :

Lemme 2.4.4. Soit ¢ : X — | — 00, 40|, alors Les propriétés suivantes sont
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équivalentes :
1) ¢ est semi-continue inférieurement.

2) L’épigraphe de ¢ est fermée dans X x R.

Puisque dans un espace vectoriel normé tout ensemble convexe est si-
multanément fermé pour la topologie forte et la topologie faible, le lemme

précédent conduit au résultat suivant :

Théoréme 2.4.5. Soit X un espace de Hilbert et p : X — | — 0o, +00] une fonc-
tion convexe et propre. Alors ¢ est semi-continue inférieurement si et seule-
ment si ¢ est semi-continue inférieurement par rapport a la topologie faible de

X.

Soit maintenant K C X. On appelle fonction indicatrice de K, la fonction
Vg : X — ] — 00, 4+00| définie par :
0siue kK,

(2.4.2) Vi (u) =
+oo siu ¢ K.

En utilisant cette définition, on peut facilement prouver le résultat suivant :

Lemme 2.4.6. K est un ensemble convexe, fermé et non vide de X si et

seulement si la_fonction indicatrice i est convexe, s.c.i et propre.

2.4.3 Différentiabilité et sous différentiabilité

Soit X un espace Hilbert réel muni du produit scalaire (-,-)x et de la
norme associée || - ||x . On note a présent par 2* I'ensemble de toutes les
parties de X. Une fonction ¢ : X — | — 00, +00| est dite Gateaux-différentiable

au point u € X s'il existe un élément Vy(u) € X tel que :

ol 1) — p(w)
t—0 t

= (Vp(u),v)x VveX.
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L'élément Vp(u) s’appelle la différentielle au sens de Gateaux de ¢ en u. La
fonction ¢ est dite Gateaux-différentiable si elle est Gateaux-différentiable en
tout point de X; dans ce cas l'opérateur u — Vp(u) de X dans X s’appelle le
gradient de .

La convexité des fonctions Gateaux-différentiable peut étre caractérisée

comme suit :

Lemme 2.4.7. Soit ¢ : X — R une fonction Gateaux-différentiable. Alors ¢ est

une fonction convexe si et seulement si

(2.4.3) o(v) —p(u) > (Vo(u),v —u)x Yu, v e X.

L'inégalité (2.4.3) suggere une généralisation de la notion de gradient aux
fonctions convexes. On dit que la fonction ¢ : X — | — 0o, +o0| est sous-

différentiable en un point v € X s’il existe f € X tel que :

(2.4.4) o(v) —p(u) > (f,v—u)x VveX.

L’élément f est alors appelé un sous-gradient de ¢ en u et 'ensemble des

sous-gradients de ¢ en u est appelé le sous-différentiel de ¢ en u et est noté

Op(u) :

(2.4.5) Oo(u) ={fe X\ pv)—pu) > (ffv—uxVveX}.

On note par dom (J¢) 'ensemble défini par :

(2.4.6) dom (0p) ={ue X \ dp(u) # ¢}.

En utilisant (2.4.6) et (2.4.5) et (2.4.1), il résulte

(2.4.7) dom(0¢) C domep
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L'opérateur multivoque u — dp(u) : X — 2% s’ appelle le sous-différentiel de
v. La fonction ¢ est dite sous-différentiable si elle est sous-différentiable en
tout point de X, c’est a dire si dom(dp) = X.

En utilisant I'inégalité (2.4.4), on obtient :

Lemme 2.4.8. Soit p : X — | — 00, +o0] une fonction sous-différentiable, Alors

¢ est convexe, propre et semi-continue inférieurement.

Lemme 2.4.9. Soit ¢ : X — | — 00, +00| une fonction convexe et Gateaux-
différentiable. Alors ¢ est sous-différentiable et 0p(u) = {V(u)} pour tout u €
X.

Remarque 2.4.10. Explicitons le sous- différentiel de la fonction indicatrice
d’'un ensemble K C RY; en utilisant (2.4.7), (2.4.1) et (2.4.2), il résulte dom(0v k)
K et d’apres (2.4.5) il vient

(2.4.8) feWxg<—uecKetf(v—u)<0VoveK.

En utilisant cette relation, il résulte que si u se trouve a I'untérieur de K,

alors 0y (u) = {Opn~ }

2.4.4 Inclusions différentielles

Soit X un espace Hilber et A: D(A) C X — 2% un opérateur multivoque,

ou D(A) est le dommaine de A défini par

(2.4.9) D(A)={re X : Az # o},

Le graphe de A dénoté par Gr(A) est défini par

Gr(A) ={(z,y) e X x X :y € Az}.
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Définition 2.4.11. L'operateur A : X — 2% est dit

(1) monotone si
V(z1,y1) € Gr(A), Y(xe,y2) € Gr(A) : (1 — y2, 11 — x2)x > 0.

(71) maximal monotone si A est monotone et n’existe aucun opérateur
monotone B : X — 2% tel que Gr(A) est un ensemble propre de Gr(B),
ce qui est équivalent a Uimplication

[(y1 — Y2, 71 — 22)x >0, V(z1,91) € Gr(A)] = (12,12) € Gr(A).

Proposition 2.4.12. Le sous-différentiel 0vx : X — 2% de la_fonction indica-
trice d’'un ensemble convexe fermé K de U'espace X est un opérateur maximal

monotone.

Proposition 2.4.13. La somme d’un opérateur maximal monotone et un opé-

rateur monotone et de Lipschitz est un operateur maximal monotone.

Finalement, nous rappelons un résultat abstrait portant sur l'existence
et 'unicité d'une solution d'une certaine classe d’inclusion différentielles qui

sera utiliser dans le premier chapitre de la troisieme partie de cette thése.

Théoréme 2.4.14. Soit A : D(A) € X — 2% un opérateur multivoque tel
que A + wly est un opérateur maximal monotone pour certains réels w. Alors,
pour toute f € WH(0,T; X) et uy € D(A), il existe une unique fonction u €

Whe(0,T; X), vérifiant

(2.4.10) a(t) + Au(t) 3 f(t) pp.t € (0 T),

(2.4.11) u(0) = ug.

Pour la démonstration de ce théoréme voir [14], page 32.
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2.4.5 Opérateurs non-linéaires et formes bilinéaires dans

un espace de Hilbert

Nous donnons dans ce paragraphe quelques définitions et propriétés sur
les opérateurs non linéaire et les formes bilinéaires dans un espaces de

Hilbert muni du produit scalaire (-, -)x et de la norme associée | - ||x .

Définition 2.4.15. Soit A : X — X un opérateur non-linéaire. L’'opérateur A
est dit

1) monotone si

(2.4.12) (Au — Av, u—v)x >0 Yu, v e X;

2) fortement monotone si

il existe m > 0 tel que
(2.4.13)

(Au— Av, u—v)x > mlu—v|% Yu, veX;

3) de Lipschitz si

il existe M > 0 tel que
(2.4.14)

|Au — Av||x < M|ju —vl||lx Yu, veX.
Théoréeme 2.4.16. Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et de
Lipschitz et K C X un ensemble convexe, fermé non vide. Alors pour tout f € X

il existe un unique élément u tel que

(2.4.15) ue K, (Au,v—u)x > (f,v—u)x Yve K.

L’inéquation précédente s’appelle inéquation variationnelle de premiére
espece sur X.

Si on prend K = X dans le théoréme précédent on obtient le résultat
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suivant

Corollaire 2.4.17. Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et de
Lipschitz. Alors pour tout f € X il existe un unique élément u € X tel que

Au = f.

Le corollaire précédent représente un cas particulier du Théoréme de
Minty-Browder ( voir par exemple [19] p.88). Ce théoréme nous prouve que
tout opérateur A : X — X fortement monotone et de Lipschitz est inversible.
Donc, on a le résultat suivant qu’on va utiliser dans le premier chapitre de

la troisieme partie de cette thése.

Lemme 2.4.18. Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et de
Lipschitz. Alors son inverse A~! est également fortement monotone et de Lip-

schitz.

Le résultat suivant sera aussi utiliser dans le premier chapitre de la troi-

siéme partie de cette these.

Lemme 2.4.19. Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et B :

X — X un opérateur monotone. Alors, A+ B est fortement monotone.
Maintenant, soit ¢ : X x X — R une forme bilinéaire.

Définition 2.4.20. La forme bilinéaire a est continue s’il existe unréel M > 0

tel que

(2.4.16) | a(u,v) |< Mlu|lx || v]x Yu, veX.

Définition 2.4.21. La forme bilinéaire a est X -elliptique s’il existe un réel

m > 0 tel que

(2.4.17) | a(u,u) |>m|ul% YueX.
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2.5 Inéquations variationnelles elliptiques et d’évo-
lution

Soit X un espace Hilbert réel muni du produit scalaire (-,-)x et de la
norme associée || - [[x, A : X — X un opérateur non linéaire, a : X x
X — R une forme bilinéaire et f € X. La modélisation de plusieurs classes
de problemes physiques conduit a un probleme mathématique de la forme
suivante

Trouver u tel que
(2.5.1)

ve X, (Au,v—u)x+jv)—ju) = (fv-ux YveX,
ou j: X — R, ou a un probléeme de la forme

Trouver u tel que
(2.5.2)

UEX, (AU,U—U)X+j(U,U)—j(U,U)Z(f,’U—U)X V’UGX,

ouj: X xX — R. Les problemes (2.5.1) et (2.5.2) sont appelés inéquation va-
riationnelle elliptique de seconde espéce et inéquation quasi-variationnelle
de type elliptique sur X, respectivement. Dans le probléeme (2.5.2) la fonc-
tionnelle ;7 dépend de la solution elle méme. Nous donnons par la suite un

résultat d’existence et d'unicité pour le probleme (2.5.1).

Théoreme 2.5.1. Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et de
Lipschitz et j : X — R une fonctionnelle propre, convexe et semi-continue

inférieurement. Alors le probleme (2.5.1) admet une solution unique.

Notons que ce résultat sera utilisé dans le deuxiéme chapitre de la troi-
siéme partie de cette theése. Les démonstration des théorémes (2.4.16) et
(2.5.1) peuvent étre trouvées dans [20, 33]

Dans le deuxiéme chapitre de la deuxieme partie de cette thése, nous

utiliserons un résultat abstrait d’existence et d'unicité sur les inéquations
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quasi-variationnelles d’évolution. Ce résultat concerne les problémes du type

suivant :

Trouver w : [0, T] — X tel que

a(u(t),v —a(t)) + j(u(t),v) — j(u(t),a(t) = (f(t),v —u(t))x
(2.5.3) Voe X, pp.te(0T),
(2.5.4) u(0) = uo.

ouj: XxX —Retf:[0, T] -+ X. La différence entre le probleme (2.5.2)
et le probleme (2.5.3)-(2.5.4) consiste dans le fait que le dernier probleme
est évolutif. En effet, f et u dépendent maintenant du temps, la dérivée «
apparait dans la formulation du probléme et par conséquent, une condition

initiale, (2.5.4), est rajoutée.

Pour étudier le probléeme (2.5.3)-(2.5.4), nous introduisons les hypotheéses

suivantes :

a: X x X — R est une forme bilinéaire symétrique et
(a) il existe M > 0 telle que

(2.5.5) la(u,v)| < M|ul|x||v]x Yu, ve X.

(b) il existe m > 0 telle que

a(v,v) > mlv]3k Yv e X.

Pour tout ¢ € X, j(¢,.) : X — R est une fonctionnelle positive

homogéne et sous-additive, c’est-a-dire

(2.5.6)

(a) j(C, u) =Aj(Cu) Vu e X, X € Ry;

(0) J(Cu+wv) <j(Cu)+5(Cv) Vu, veX.
(2.5.7) feWwh>(0,T; X).
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(2.5.8) ug € X.

(2.5.9) a(ug, v) + j(ug,v) > (f(0),v)x Vv e X.

Gardant a l'esprit (2.5.6), il en résulte que pour tout ( € X, La fonctionnelle
j(¢,.) : X — R est convexe. Par conséquent, cette fonctionnelle posséde une

dérivée directionnelle j,donnée par :
/ 1
(2.5.10) Jo(Cyusv) = é\z\%x [1(Cu+ M) —j(Cu)] YC¢ u, veX.

Nous considérons aussi les hypothéses supplémentaires suivantes sur la

fonctionnelle ;.

Pour toute suite (u,) C X avec ||lu,|x — oo,

(2.5.11) toute suite (¢,) C [0 1] et pour tout z € X on a
1
lim inf lj (tntn, Up — U, —uy,)| < m.
notoo | Jlug [

Pour toute suite (u,) C X avec ||u,||x — oo,

(2.5.12) toute suite bornée ((,) C X et toutu € X on a
1,
lim inf lj (Cny Up, — Wy —uyp) | < m.
n—+oo [[un 37

Pour toute suite (u,) C X and (¢,) C X telles que

(2.5.13) u, ~u€X, ( —(€Xetpourtoutve X, ona
nl_@;gnoosup [7(Cnsv) = J(Cnyun)] < 3(C0) — 5(C, ).

Il existe ky € (0,m) telle que
(2.5.14) 0 € (0.m) telle q

ju,v—w) = 0,0 —u) < kollu— vl Vu, vE X,
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Il existe deux fonctions a; : X — Retay, : X — R,
qui menent des sous-ensembles bornés de X dans
(2.5.15) des sous-ensembles bornés de R tels que

[ 3(C ) [€ ar(Qlfullk +az(¢) V¢, u e X,

et al(OX) <m — kg.

Pour toute suite (¢,) C X avec ¢, =~ (€ X

(2.5.16) et pour toute suite bornée (u,) C X, on a

Pour tout s € (0 7] et pour toute fonction

u, v € WH=(0,T; X) avec u(0) = v(0), u(s) # v(s),

(2.5.17) l'inégalité ci-dessous vérifiée.

Joli(u(®), o)) = j(u(t), a(t)) + j(v(t), ()

—Jj(u(t), o(t))]dt < %HU(S) —v(s)ll%-

Il existe a € (0 ,%) telle que pour tout s € (0 7] et toutes
fonctions u, v € W*°(0,T; X) avec u(s) # v(s), on a

Jo i (u(@), o(t)) — j(u(t), u(t)) + j(v(t), i(t))

—j(v(t), 0(t))]dt < aflu(s) — v(s)|%-

(2.5.18)

Pour I'étude du probléme de I'évolution (2.5.3)-(2.5.4), nous avons le ré-

sultat suivant :

Théoréeme 2.5.2. Supposons que les conditions (2.5.5)—(2.5.9) sont vérifiées.
Alors

(i) Sous les hypothéses (2.5.11)-(2.5.16), le probléeme (2.5.3)—(2.5.4) pos-
séde au moins une solution v € W1(0,T; X).

(ii) Sous les hypothéses (2.5.11)-(2.5.17)), le probléme (2.5.3)-(2.5.4) pos-
sede une solution unique u € W*°(0,T; X).

(iii) Sous les hypothéses (2.5.11)—(2.5.16) et (2.5.18), le probléeme (2.5.3)-

(2.5.4) posséde une solution unique u telle que (f,uy) — R est une fonction
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lipschitzienne de W'>=(0,T; X) x X a valeurs dans L>*(0,T; X).

Le corollaire suivant découle du théoréme précédent et sera utilisé dans

le premier chapitre de la deuxiéme partie de cette thése.

Corollaire 2.5.3. Soit j : X — R, une semi-norme contunue. Nous sup-
posons que les hypothéses (2.5.5), (2.5.7) et (2.5.8) sont vérifiées et que u

satisfait la condition
(2.5.19) a(ug,v) +j(v) > (f(0),v)x Vv e X.
Alors, il existe une fonction unique v € WH>(0, T; X) telle que

a(u(t),v —a(t))y + j(v) = jut)) = (f(t),v —ult))v
(2.5.20) YoeV, ppte(0T),
u(0) = up.

En outre, Uapplication (f,uy) — R est lipschitzienne de W'>(0,T;X) x X a
valeurs dans L>(0,T; X).

La démonstration du théoréme (2.5.2) et du corollaire (2.5.3) qui peut
étre trouver dans [57] est obtenue en plusieurs étapes et il est basé sur
des arguments des inégalités quasivariational elliptiques et une méthode de

discrétisation en temps.

2.6 Compléments divers

Dans cette section, nous allons rappeler une version du théoréme de

Cauchy-Lipschitz, le théoréme de point fixe et les lemmes de type Gronwal.

Théoréme 2.6.1. Soit (X, |- ||x) un espace de Banach réel et soit F(t,-): X —
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X un opérateur défini p.p. sur (0,7T), qui satisfait les propriétés suivantes :

il existe Ly > 0 tel que
[F(t, ) = Ft,y)llx < Lrllz —yllx Vo, ye X, p.p.t€(0,T);

ilexistel <p < oo telque F(.,x) € L*(0,T;X) Vz e X.

Alors, pour tout zy € X, il existe une fonction unique x € W'r(0,T; X) telle que

i(t) = F(t,z(t)) p.p. te(0,T),

z(0) = xo.

Pour des détails sur ce théoréme on peut renvoyer le lecteur par exemple

a [81] p.60.

Théoréme 2.6.2. (Théoréme de point fixe de Banach) Soit K un sous-
ensemble fermé et non-vide de lU'espace de Banach (X, || - ||x). Supposons que

A : K — K est une contraction, c’est a dire il existe ¢ € [0,1) telle que

|Au — Av||x <cljlu—v|x Yu,ve K.

Alors, il existe un unique élément u € K tel que Au = .

Pour l'opérateur A : K — K défini par la relation

A™ = AA™Y m > 2,

nous avons la version suivante du théoréme de point fixe

Théoréme 2.6.3. Soit K un sous-ensemble fermé et non-vide de U'espace de
Banach (X, | - ||x) et soit A : K — K. Supposons que A™ : K — K est une

contraction pour m un entier positif. Alors, A a un point fixe unique dans K.
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A la fin, nous passons en revue les lemmes de Gronwall qui interviennent
dans de nombreux problémes de contact, en particulier pour établir 'unicité
de la solution. Pour avoir plus de détails sur les rappels figurant dans ce
paragraphe, le lecteur pourra consulter par exemple [45, 70]. Notons par
ailleurs que dans certains paragraphes de ce mémoire, nous allons utiliser

des versions "presque partout” de ces lemmes.

Lemme 2.6.4. Soient m, n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour

toutt € [0, 7], a > 0 une constante, et ¢ € C([0,T];R).

(1) Si
¢@§a+gm@$+é%@wﬂkWEme
alors
wwg@+£m@%ym(ﬂm@@>w6mﬂ.
(2) Si
00 < mi) +a [ wls)ds ee o1,
alors

/Otz/z(s)ds < et /tm(s)ds.

0

Dans le cas particulier m = 0, la partie (1) de ce lemme devient :
Corollaire 2.6.5. Soit n € C([0,T];R) telle que n(t) > 0 pour tout t € [0,7T] et

soita > 0. Siy € C([0,T]; R) est une fonction telle que

w@§a+4%@W®M vt € [0, 7],
alors
W(t) < aexp (/Otn(s) ds) vVt € [0,T].

Le Corollaire précédent est souvent utilisé pour montrer l'unicité de la

solution, de la facon suivante. En supposant qu’il existe deux solutions, en
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notant par ) la norme de la différence entre ces solutions, on essaie ensuite

de majorer ) sous la forme
</ s)ds Vte[0,T],

avec une certaine fonction n > 0. L’application du corollaire donne immeédia-
tement la nullité de .
Lemme 2.6.6. Soientm, n € C(]0,T],R) telles que m(t) > 0, n(t) >0 Vt € [0,T]
et a > 0. Soit également ¢ : [0,T] — R une fonction telle que

2 L, 3

— s)gga +/m(t dt+/ t)dt Vs e[0,T].
0
Alors,
6(5)| < (at [ m(t)de) eh "0 s € [0, 7).
0
Dans le cas particulier n = 0, le Lemme précédent devient :

Corollaire 2.6.7. Soit m € C([0,T],R) tel que m(t) >0 Vt € [0,T] et soit a > 0.

Soit également ¢ : [0,7] — R une fonction telle que
—¢2 +/ t)dt Vs e [0,T).

Alors,

y<a+/ Hdt Vs € [0, 7).
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PARTIE II
PROBLEMES
ELECTRO-ELASTIQUE

La deuxiéme partie de cette thése est consacrée a I'étude de deux pro-
blemes de contact quasi-statiques pour des corps piézoélectriques. Le pre-
mier probléme est un probléme de contact avec frottement et adhésion tel
que les contraintes normales sur la partie ['; sont données et le second est
modélisé par une conditions de compliance normale avec adhésion et frot-
tement. Dans les deux problémes le comportement du matériau est €lectro-
€lastique. Pour ces deux problémes le contact entre le corps et I'obstacle est
modélisé par une variable de surface appelée champ d’adhésion dont I'évo-
lution est décrite par une équation différentielle ordinaire du premier ordre.
On établit pour le premier probléme une formulation variationnelle et un
résultat d’éxistence et d'unicité de la solution faible et une formulation va-
riationnelle et un résultat d’éxistence de la solution faible pour le deuxieme
probléme, d’ou1 on remarque que si les contraintes normales sur la partie I';

ne sont pas données on perd l'unicité de la solution faible. Les démonstra-
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tions sont basées sur des arguments d’'inéquations variationnelles dépen-
dant du temps, d’équations différentielles, ainsi que sur des arguments de

point fixe.
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CHAPITRE 3

PROBLEME ELECTRO-ELASTIQUE
AVEC FROTTEMENT ET ADHESION

Dans ce chapitre, nous €étudions un probléme quasistatique de contact
avec frottement et adhésion entre un corps ayant une lois constitutive électro-
élastique linéaire et une base rigide. Le frottement est mdélisé par une ver-
sion de la loi de Coulomb et I'évolution du champ d’adhésion est décrite par
une équation différentielle ordinaire du premier ordre. Notre objectif est de
formuler le probléme variationnel et de prouver I'existence et I'unicité de la
solution en utilisant un resultat abstrait pour les inéquations quasivaria-

tionnelles elliptiques et le théoréme de point fixe.

3.1 Formulation du probléme

Nous nous placons dans le cadre physique que nous avons présnté dans
la premiére partie de cette thése (Figure 1.1). Nous considérons que le corps
ayant une loi de comportement €lectro-€lastique et que les contraintes nor-
males sont connues sur la partie I's;. Nous modé€lisons le contact par une
version de la loi de Coulomb avec adhésion.

Avec ces considérations, le modéle électro-mécanique est le suivant :
Probléme P,.Trouver un champ des déplacements u : Q x [0,7] — R%, un

champ des contraintes o : 2 x [0, T| — S%, un potentiel électrique ¢ : Q2 x [0, T] —
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ADHESION

R, un champ des déplacements électriques D : Q x [0,T] — R¢ et un champ

d’adhésion 3 : Q x [0,T] — R tels que

(3.1.1)
(3.1.2)
(3.1.3)
(3.1.4)
(3.1.5)
(3.1.6)

(3.1.7)

(3.1.8)

(3.1.9)

(3.1.10)
(3.1.11)
(3.1.12)
(3.1.13)

(3.1.14)

o= Fe(u)—EE(p) dans Q2 x (0,7),
D = BE(p) + £<(u) dans Q x (0,7),
Dive + fo =0 dans Q x (0,7),
divD = qq dans Q2 x (0,7),
u=20 sur I'y x (0,7,
ov = fy sur I'y x (0,7,
o, = sur I's x (0,7),

lor + 78 Re(ur) |< | S|

or +7B2R(u) [|[<p|S|= =0
I gl (ur) [<p ]S sur T x (0.7) .

| o + 78R (ur) = | S |= 34 > 0

tel que o, + 7, 82R.(u,) = — i,

B(t) = — (3B(t) | Re(ur(9)) [P ~2,), sur Ty x (0,7).

=0 sur I', x (0,7),
D.v=q sur I, x (0,7),
Dv=0 sur I's x (0,7,
u(0) = ug dans (2,

B(0) = Ao sur T';.

Dans ce qui suit, nous fournissons quelques commentaires sur les condi-

tions (3.1.1)—(3.1.14). Les équations (3.1.1) et (3.1.2) représentent la loi de

Section 3.1
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comportement €lectro-€élastique, les equations (3.1.3) et (3.1.4) sont les équa-
tions d’équilibre mécanique et €électrique qui figurent dans (1.2.2) et (1.2.3).
Les équations (3.1.5) et (3.1.6) sont respectivement, les conditions aux li-
mites en déplacements et en tractions, tandis que les équations (3.1.10) et
(3.1.11) sont les conditions aux limites électriques que nous avons définies
dans (1.2.6) et (1.2.7). Notons que nous avons imposer la condition (3.1.12)
pour des raisons physiques; en effet, la fondation est supposée étre isola-
trice. La condition (3.1.7) indique que la contrainte normale o, est prescrit
sur la surface de contact et les conditions (3.1.8) sont les conditions de frot-
tement avec ahésion qui figurent dans (1.6.12). L’équation (3.1.9) est I'équa-
tion différentielle ordinaire associée au champ d’adhésion, déja introduite
par (1.7.1) avec la condition initiale (3.1.14), ou S, est un champ d’adhésion

donné. Finalement, u, est la condition initiale des déplacements.

3.2 Formulation variationnelle

Dans cette section, nous listons les hypothéses sur les données du pro-

bleme de contact (P;). Supposons que l'opérateur d’élasticité F, satisfait :

(a) F=(Fyu): QxS — 8%

(3.2.1) (b) Fiju = Fiaij = Fjira € L=(82).

(c) M existe mz > 0 telle que Fjjueicn > mz|e|?

Ve € S, p.p. dans Q.

Le tenseur piézoélectrique &, satisfait :

(a) £€:0QxS%— R
(3.2.2) (b) E(x,7) = (eyju(x)Tjn) V7 = (13;) € S%, p.p.x € Q.
(C) Cijk = €ikj € LOO(Q)
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Le tenseur du permittivité électrique B, satisfait

a) B:QxR!— R

) B(z,E) = (bj(z)E;) YVE = (E;) € R, p.p. z €.
(3.2.3) ¢) by = by € L®(Q)
d) 1l existe mp > 0 telle que

bZ](I)EZEJ > m3||E||2 VE = (Ez) € Rd, P-P.T € Q.

Nous supposons aussi que les forces volumique f, et les tractions surfacique

f2 satisfont les régularités

(3.2.4) fo € WER(0.T: L¥(Q)),  fo € WH(0,T5 L*(T)"),

la contrainte normale donnée satisfait

(3.2.5) S € L>™(I),

et les charges électriques volumiques ¢, et surfaciques ¢, satisfont
(3.2.6) Q@ € WH(0,T; L*(Q)), g2 € WH™(0,T; L*(T)).
Nous supposons également que

(3.2.7) Dwv=0surl'3Vtel0T].

Le théoréme de représentation de Riesz nous permet de définir les fonctions f :

0,T7] - V et q:[0,7] — W comme suit :

(3.2.8) (f(t),v)V:/Qfo(t)-vdx+/F fg(t)-vda+/r Su,da,
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3.2.9) (a(t). ) = [ ao(tydr — [ aa(t)oda,

pour tout v € V, ¢p € W et t € [0,T]. Notons que les conditons (3.2.4)—(3.2.6)

implique que

(3.2.10) fewh>0,T;V),

(3.2.11) q € WhH>(0,T; W).

Les coefficients d’adhésion ~,, ~, et ¢, satisfont les conditions

(3.2.12) Yo, ¥r € L°(T3), € € L*(T3), Y, ¥ € >0 p.p. sur I's,
le coefficient de frottement p satisfait

(3.2.13) pe L*Ts), wp(x)>0 p.p.surls.

et la condition initiale d’adhésion (5, satisfait

(3.2.14) By € L*(T'3), 0<py <1 p.p.surls.

Ensuite, nous définissons la fonctinnelle d’adhésion j,q: L*(T's) x V x V — R

par

(3.2.15) Joa(B,u,0) = /F B2 R (1) - vpda,

et la fonctionelle de frottement j; : V — R, par

(3.2.16) jpe(v) = /Fgu | S| v || da,
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pour tout u, v € V et ¢t € [0,7]. Compte tenu des hypothéses (3.2.4)-(3.2.6),
(3.2.12), (3.2.13) et la définition de I'opérateur R,, il resulte que les intégrales
figurant dans (3.2.8), (3.2.9), (3.2.15) et (3.2.16) sont bien définies.

Finalement, nous considérons pour les données initiales les hypotheéses

suivantes :
(3.2.17) up €V,
(3.2.18) (Fe(uo),e(v))n + (E*Vo, (V) + Jaa(Bo, uo, v)
+ipr(v) = (f(0),v)v Vv eV,
(3.2.19) Jad(Bo, ug,v) =0 Yv €V,
(3.2.20) (BV g0, Vi) p2gye = (E2(ug), Vb) 2y + (q(0), ¥)w Vab € W.

Retournons maintenant a établir une formulation variationnelle du pro-
bleme (P,). En utilisant la formule de Green (2.2.3) combinée avec les condi-
tions (3.1.3), (3.1.5)—(3.1.7) et la décomposition du tenseur de Cauchy (1.1.3)

on obtient
(U(t>7 5(U)))H = fQ fO(t) ~vdr + fp2 fz(t) -vda
+ Jr, Svvda + Jry o0 (t)-vrda VU €V

Gardant a l'esprit (3.2.8), on peut écrire I'inégalité précédente comme suit :

(o(t),e()u = (f(t), v)v + Jrs(or +7:8°Re(u: (1)) vrda
— Jr3 VB2 R, (ur (t))vda Yo € V.

(3.2.21)
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Maintenant, en utilisant (3.1.8) on trouve

(3.2.22) [ (o0 + 2B Rl () veda = = [ i ] ] v | da.

Alors, de (3.2.15), (3.2.16), (3.2.21) et (3.2.22) on obtient

(3.2.23) (0(t),e(V)a + Jaa(B, ul(t), v) + jgr(v) = (f(E),0)y Vv eV,

De plus, notons que (3.1.8) et (3.2.16) implique que

(3.2.24) /F (07 + 7B Relur(t))) iy da = —jgo (1))

Donc, en prenant v = 4(¢) dans (3.2.21) et en utilisant (3.2.15), (3.2.16) et

(3.2.24), nous déduisons que

(8.2.25)  (a(t),e(i(t)))n + Jaal(B; ult), a(t)) + jpe(a(t)) = (f(t), u(t))y Vv eV,
Combinons cette derniére égalité avec I'inégalité (3.2.23) pour obtenir

(o(t),e(v) = e(i(t))a + Jaa(B, ult), v —(t))
(3.2.26) +ipe(0) = Jpe((t)) = (f(8), 0 = a(t))v
VoeVae tel0T],

Maintenant, en utilisant la formule de Green (2.2.16) pour les inconnues
€lectriques du probléme ainsi que les conditions (3.1.4), (3.1.10), (3.1.11) et

(3.1.12) nous obtenons

(D(t), Vi) p2(yi + /Q go(t)bda = /F bapda Vb € W,
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gardant a l'esprit (3.2.9) on obtient

(3.2.27) (D(1), Vo) 12y + (q(t), )w = 0.

Combinons cette derniére égalité avec (1.1.7) et (3.1.2) pour obtenir

(BVo(t), v1/))1:2(Q)d - (Ee(u(t)),vaz(Q)d = (q(t), Y)w
VpeW, Viel0T],

(3.2.28)

Finalement, en utilisant (3.2.26) (3.1.1) et (3.2.28) nous obtenons la for-

mulation variationnelle suivante du probléme électro-élastique P,

Probléme P, . Trouver un champ des déplacements u : [0,T] — V, un poten-
tiel électrique ¢ : [0,T] — W et un champ d’adhésion 3 : [0,T] — L*(T'3) tels

que

(Fe(u(t)),e(v) — e(t))w + (E7Vep(t), e(v) — e(a(t)))n+
(3.2.29) +Jaa(B,u(t), v —u(t)) + jpr(v) = Jpe(a(t)) = (f(2), v —a(t))v
YoeVae tel0T],

(BVo(t), Vi) 12 eye = (Ee(ult)), Vi) 2@y = (a(1), ¥)w

(3.2.30)
Vip e W a.e. t €[0T],
(3.2.31) B(t) = = (9=B8(1) Il Relur() |I* —ea)  sur Ty x (0,7),
(3.2.32) u(0) = wu,
(3.2.33) B(0) = Bo.
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Ci-dessous dans cette section, 3, et 3, dénotent les éléments de L?(T'3) tel
que 0 < [y, B < 1 p :p. sur I's, uy, us,vy,v9, u €t v représentent des €léments
de V et ¢ est une constante positive générique qui peut dépendre de €, I',
I's, v, et L, dont sa valeur peut changer d’'un endroit a 'autre. Pour la raison
de simplicité, nous supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite des
diverses fonctions sur z € QU TI's.

Finalement, en utilisant (2.2.8), (3.2.15), et les inégalités ||R,(u,)| < L,

|81| <1, |52| <1, nous obtenons

(8.2.34) | jaa(B1, w1, w) = Jad(Ba, uz,w) |< c(||Br — Ball2(ry) + [[ur — us|lv)||w]|v-

3.3 Résultat d’existence et d’unicité

Dans ce qui suit, nous présentons notre résultat principal qui énonce

I'unique solvabilité du probleme (P}).

Théoreme 3.3.1. Supposons que (3.2.1)-(3.2.3), (3.2.4)-(3.2.7), (3.2.12)-(3.2.14)
et (3.2.17)-(3.2.20) sont vérifiées. Alors le probleme (731‘/ ) admet une solution

unique (u, ¢, 3) qui satisfait :

(3.3.1) u € WHe(0,T;V),
(3.3.2) o € W0, T; W).
(3.3.3) BeWwh=(0,T;L*(T's))N Q.

De plus, la fonction ( f,uy) — u est une fonction lipschitzienne de W' (0,T;V)x

V avaleurs dans L>(0,T;V).

Un "quintuple” des fonctions (u, o, ¢, D, ) qui satisfait (3.1.1), (3.1.2),
(3.2.29)—(3.2.33) est appelée solution faible du Probléme (P;). Nous concluons
par le Théoréme 3.3.1 que, sous les hypothéses (3.2.1)-(3.2.3), (3.2.4)-(3.2.7),
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(3.2.12)-(3.2.14) et (3.2.17)-(3.2.20), le probleme (P;) posséde une solution
faible unique. Pour préciser la régularité de la solution faible, nous no-
tons que les relations constitutives (3.1.1) et (3.1.2), les hypotheses (3.2.1)-
(8.2.3) et les régularités (3.3.1)-(3.3.2) montrent que o € WH>([0,T];H), D €
Whe([0,T]; L2(Q)4). Mettant v = u(t) £ &, ou € € C(Q)? dans (3.2.26) et
Y € Cg°(Q2) dans (3.2.27) et en utilisant les notations (3.2.8), (3.2.9), (3.2.15),
(3.2.16) on obtient

Divo(t) + fo(t) =0, divD(t) = qo(t), Yt e€[0,T].

Maintenant, de (3.2.4) et (3.2.6) il vient que Dive € WH>(0,T; L*(Q)?) et
divD € WhH=(0,T; L*(2)), ce qui montre que

(3.3.4) o € W'(0,T;H,),

(3.3.5) D € Wh(0,T;W,).

Nous concluons que la solution faible (u, o, ¢, D, 3) du probléme piézoélec-
trique de contact avec adhésion (P;), possede la régularité (3.3.1), (3.3.2),

(3.3.3), (3.3.4) et (3.3.5).

La preuve du théoréme 3.3.1 est effectuée en plusieurs étapes et est basée

sur le résultat abstrait donné par le corollaire (2.5.3).

Retournons maintenant a la démonstration du théoréme 3.3.1. A cette
fin,nous supposons dans la suite que (3.2.1)-(3.2.3), (3.2.4)-(3.2.7), (3.2.12)-
(3.2.14) et (3.2.17)-(3.2.20) sont satisfaites; ci-apres, ¢ est une constante
positive générique qui peut dépendre de (2, I'y, I's, F, 7, et L dont la valeur
peut changer d'un endroit a l'autre. Pour la simplicité, nous supprimons

dans ce qui suit la dépendance explicite des diverses fonctions de x € QUT's.

Comme dans [59], le théoréme de représentation de Riesz nous permet
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de définir les opérateurs G: W — W et R: V — W , respectivement, par

(3.3.6) (Golt). )w = (BYp(t), Vi) s Vip, b € W,

(3.3.7) (Ru,p)w = (E€(v), V)20 Vo e W, veV.

On peut montrer que G est un opérateur lin€aire, symétrique et positivement
défini. Donc, G est inversible et continu sur . On peut aussi montrer que R
est linéaire et continu sur V. Par conséquent, R admet un opérateur adjoint

R*: W — V. La relation (1.3.2) nous permette d’écrire

(3.3.8) (R*p,v)y = (E'Vp,e(v))y YoeW, veV.

Combinons l'égalité (3.2.30) avec les égalités (3.3.6)-(3.3.7) pour obtenir

et par conséquant

Ge(t) = Ru(t) + q(t).
Puisque G est inversible on obtient
(3.3.9) o(t) = G "Ru(t) + G q(t).
Mettant (3.3.8) et (3.3.9) dans (3.2.29) on trouve

(Fe(u(t)), e(v) —e(a(t)))n + (R*GRu(t), v — u(t))v+
(3.3.10) +ad(B,u(t), v — () + je(v) = G (ilt)) >
(ft) = R*Gqt),v—ut)y VYveV,aete(0T).
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Soit mantenant 'opérateur L : V' — V défini par

(3.3.11) L(v) =R*G'R(v), Yv € V.

En utilisant les propriétés des opérateurs G, R et R*, nous déduisons que L

est linéaire, symétrique et positivement défini sur V. De plus, on a

(Lu,v)y = (R*G'Ru,v)y
= (G "Ru, Ru)w
= (Ru, G 'Ru)w
= (u, R*"G'Ru)y
= (u, Lv)y Yu,v € V

(Lv,v)y = (R*G'Ru,v)y,

(3.3.12) (Lv,v)y = (G'"Ru, Ru)w >0 Vv e V.

Maintenant, nous définissons la forme bilinéaire a : V x V — R comme suit

(8.3.13) a(u,v) = (Fe(u(t)),e(v))y + (Lu,v)y  Yu,v € V.

En utilisant (3.2.1), (2.2.6) et (3.3.12), on peut montrer que la forme bili-

néaire a est coninue et coercive sur V. De plus, nous avons :

(3.3.14) | a(u,v) |[< (M +[[LID[ullv]lvlly Yu,v eV,

(3.3.15) a(v,v) > mlv||} Yv eV,

De la symétrie de F et L nous déduisons la symétrie de la forme bilinéaire a.
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Soit la fonction function f : [0 7] — V définie par

(3.3.16) f(t) = f(t) - R*G 'q(t) Vte[0T].

Puisque R*G! est un opérateur lin€aire et continu, en utilisant (3.2.10) et

(3.2.11) nous obtenons

(3.3.17) f e Wh>(0,T,V).

En se basant sur les relations (3.3.10),(3.3.13),(3.3.16), (3.2.31), (3.2.32) et
(3.2.33) on peut considérer le probléme variationnelle suivant :
Probléme P}'. Trouver un champ des déplacements u : [0,7] — V, et un

champ d’adhésion 3 : [0,T| — L*(T3) tels que

a(u(t),v —a(t))y + jaa(B, ult),v —a(t))
(3318) +jfr(v) - jfr(u(t» > (f(t)vv - u(t))V
YoeV, ppte(0T),

Bt) = =(3B(t) | Re(ur(t)) I* —€a)+
sur I's x (0,7,

(3.3.19)

(3.3.20) u(0) = ug, F(0) = fo.

Nous avons le résultat suivant :

Théoreme 3.3.2. Supposons que (3.2.1)-(3.2.3), (3.2.4)-(3.2.7), (3.2.12)-(3.2.14)
et (3.2.17)-(3.2.20) sont vérifiées. Alors, le probléme (P}') posséde une solu-

tion unique (u, 5) qui satisfait :
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(3.3.21) u € Wh(0,T;V),
(3.3.22) BeWwh>(0,T; L*(T3) N Q.

De plus, la fonction (f,uy) — u est une fonction Lipschitzienne de W1>(0,T; V) x

V avaleurs dans L>(0,T;V).

Nous supposons dans ce qui suit que les conditions du Théoréme (3.3.2)

sont vérifiées et soit 'ensemble
(3.3.23) 2 ={ne W (0,T;V)/n(0) =0y} .

Soit n € Z donnée et nous considérons le probléme variationnelle intermé-

diaire suivant :

Probléme P/?. Trouver un champ des déplacements u,, : [0T] — V tels que

a(uy(t), v =iy (t)) + jpr(v) = G (i (t)) 2 (£ (), v — 1y (t))v

(3.3.24)
YoeV,p.p-te(0T7),
(3.3.25) u,(0) = uo,
(3.3.26) £,(t)=f(t)—n(t) Vtel0T].

Remarque 3.3.3. De (3.3.17) et la régularité de n nous déduisons que

(3.3.27) f, € Wh>(0,T,V).

Section 3.3 Chapitre 3 75



CHAPITRE 3. PROBLEME ELECTRO-ELASTIQUE AVEC FROTTEMENT ET
ADHESION

Remarque 3.3.4. De (3.2.18) et (3.2.20), nous déduisons que (2.5.19) est
vérifiée.

Théoreme 3.3.5. Supposons que (3.2.1)-(3.2.3), (3.2.4)-(3.2.7), (3.2.12)-(3.2.14)
et (3.2.17)-(3.2.20) sont vérifiées. Alors, le probléme P}?, posséde une solution
unique u,, € WhH>(0,7T,V). De plus, la fonction (f,uy) — u est une fonction

lipschitzienne de W'>=(0,T;V) x V a valeurs dans L>(0,T;V).

Nous allons utiliser le corollaire (2.5.3) dans le cas ou X = V, pour obtenir
lI'existence et I'unicité de la solution du probléme (P;?).
On a vu ci-dessus que la fonctionnelle j;., définie par (3.2.16) est bien

définie. De plus, nous avons le résultat suivant :
Lemme 3.3.6. La fonctionnelle j;. : V — R, est un semi-norme continue.

Démonstration. En utilisant (3.2.16) on obtient :

1) jsr(v) > 0 YweV.
2)  gplav) = Jegp | S|l av, | da
= Jalfsp| Sv-] da
= |aljp(v) Vo e V,VaeR.
3) Jputv) = Jegpu| S ur+or | da
< Jrsp | Sl urfda+ frgp | S| vr || da

= Jp(uw)+ jp(v) Yu,ve V.

Alors, j est un semi-norme sur V.

Maintenant, soit la suites (v,) C V, telle que

v, — v dans V,

d'une part on a

| v, — v [[y—> 0.
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D’autre part on a

| Gpr(vn) = Jpr(0) |< collpll oo sy | S [Loo(ry) meas(Ts) || vy — v ||y,

et puisue || v, — v [[y— 0 on obtient :

| jfr(vn> - jfr(v) |—> 07

ce qui montre que js est un semi-norme continue sur V. m

Démonstration du Théoréme (3.3.5). On avuci-dessusquea: VxV —
R est une forme bilinéaire symétrique. Maintenant, en utilisant (3.3.14),
(3.3.15), (3.3.26), (3.2.17), la remarque (3.3.4) et le lemme (3.3.6) ainsi que le
Corollaire (2.5.3), il vient que le probleme P}? posséde une solution unique
u, de régularité u, € W'>(0,T,V). De plus, la fonction (f,us) — u est une
Jfonction lipschitzienne de W'>(0,T;V) x V a valeurs dans L*(0,T;V). =

Dans l'étape suivante, nous utilisons le champ de déplacement u, ob-
tenu dans le théoréme (3.3.5), et nous considérons le probléme de Cauchy
suivant :

Probléme P;". Trouver un champ d’adhésion j3, : [0,T] — L*(T3) tel que

Bn@) = — (B85 (t) || Br(uy- (1)) ”2 —€a)+
a.e. te(0,7),

(3.3.28)

(3.3.29) B,(0) = Bo.

On a le résultat suivant :

Lemme 3.3.7. Le probléme P% admet une solution unique 3, qui satisfait

B, € Wh>(0,T, L*(T's)) N Q.
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Démonstration. Nous considérons l'application F' : [0,7]x L?(T'3) — L*(T'3)
défini par

F(t, By) = —(4Ba(t) | R (e (1) I* —a)+-

Soit t € [0,T] et 3, € L*(I'3). Il s’ensuit d’apres les propriétés de I'opérateur de
troncation R, que F est de Lipschitz par rapport a la seconde variable, uni-
formément en temps. De plus, pour tout 3, € L?*(T';) I'application ¢t — F(t, 3,)
appartient a L>(0,7; L*(T'3)). Moyennant maintenant le Théoréme (2.6.1),
nous obtenons l'existence d'une fonction unique 3, € W>(0,T; L*(T'3)) qui
résout le probleme P;”. Notons que la restriction 0 < g, < 1 est incluse
implicitement dans le probléeme variationnel P/!. En effet, les conditions
(3.3.28) et (3.3.29) nous garantissent que f,(t) < f, et donc I'hypothése
(3.2.14) montre que §,(t) < 1 pour ¢t > 0, p.p. sur I's. D'un autre coté, si
Bn(to) = 0 at = ty, alors il s’ensuit de (3.3.28) et (3.3.29) que Bn(t) = 0 pour
tout ¢ > ¢, et donc, f,(t) = 0 pour tout ¢ > t,, p.p. sur I's. Nous concluons
que 0 < 5(t) < 1 pour tout ¢t € [0,7], p.p. sur I's. Il résulte de la définition
de I'ensemble O (voir (2.2.9)), que 5 € Q, ce qui conclut la preuve du lemme
(3.3.7). m

Maintenant, soit € Z donnée et u,, 3, la solution du probléme (P}?) et
(Pf "), respectivement. Le théoréme de représentation Riesz nous permet de

définir la fonction An: [0,7] — V par
(3.3.30) (An(t), w)v = Jad(By(t), uy(t), w).
Nous avons le résultat suivant :

Lemme 3.3.8. Pour tout n € Z la fonction An : [0,7] — V appartient a Z. De

plus, il existe un unique élément n* € Z tel que

(3.3.31) An* = 1",
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Démonstration. Soit n € Z et ¢; t, € [07]. D'une part, en utilisant

(3.2.15), (3.2.19) et (3.3.30) on obtient

(An(0), w)v = jad(Bo, uo,w) =0 Yw €V,

ce qui montre que

(3.3.32) An(0) = 0y

D’autre part, en utilisant (3.3.30) nous obtenons

| (An(tr) = An(ta),w)v = | Jaa(By(tr), un(t1), @) = Jaa(By(t2), uy(t2), w) |

Maintenant, a l'aide de (3.2.15), (3.2.16) et (3.2.34) nous obtenons

(3.3.33) | (An(tr) = An(ta),w)v |< e(l|By(tr) = By(ta)ll 20 + lun(t1) =y (L) V) [wllv-

Mettons w = An(t;) — An(ty) dans (3.3.33) pour trouver

(8.3.34)  [[An(t) = An(ta)llv < e(l[By(t) = By(ta)ll2rs) + llun(ts) — uy(t2)[lv).

Par conséquent, puisque u, € W'>*(0,T;V) et 5, € Wh>(0,T, L*(T'3)) N Q nous
déduisons de (3.3.34) que

(3.3.35) An € Wh=(0,T;V).

De (3.3.32) et (3.3.35) on conclut que An € Z

Soit maintenant 7, 7, € W'*°(0,T;V), et soit 3,, = b1, B, = B2, uy = u; et

u,, = uy, pour tout ¢t € [0 T]. Nous intégrons (3.3.28) avec la condition initiale
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(3.3.29) pour obtenir

Bult) = Bo — F3Bils) | Reuer()) |2 —4)ods

avec i =1,2.

De I'égalité précédente nous trouvons

| B1(t) = Ba(t) |22 (ra) <
+e fo' 1| Ba(s) | Br(uar(s)) 17 =Bi(s) || Re(uir(s)) [Pl gy ds.

En utilisant les propriétés de l'opérateur R, donnés par (1.6.9), et en écrivant

B1 = B1 — B2 + Po, on obtient

| 81(t) — B2(t) [l < e fo | Bu(s) = Ba(s)llLory) ds+
+e Jo' | ua(s) — ua(s)| p2qry)e ds.

Moyennant une version des lemmes de Gronvawal (Lemmes (2.6.5)), il s’en-
suit que

I B1(0) = Balt) Nz [ 1l a(s) = a(s) ey ds.

Ensuite, nous utilisons (2.2.8) pour trouver

(3.3.36) | Bi(t) = Ba(t)| 12 (rg) < c/ot | ui(s) — ua(s)llv ds.

Par ailleur, en utilisant des arguments similaires a ceux utilisés pour la

démonstration de l'inégalité (3.3.34) nous obtenons

(3.3.37) [Am (£) = Ana () lv < (151 (8) = Ba(B) [ 2(rs) + lua (t) — ua(E)]lv)-

Combinons l'inégalité (3.3.36) avec (3.3.37), pour obtenir

[Am (t) = Ana () [v < clfun () — ua()[lv + C/Ot ['ur(s) = ua(s)|lv ds.
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En appliquant I'inégalité
b<1 2+1b2 Va, be R
ab < 2a 5 a, ,
il vient que
2 2 ¢ 2
(3.3.38)  [[Am(t) — Anp(t)[ly < cllua(t) —ua(t)llv + 6/0 | ui(s) —ua(s)lly ds.
Maintenant, en utilisant I'inégalité (3.3.24) pour u = u; et u = u,, on obtient

a(uy, v — 1) + jpr(V) = Jpr(ia) = (F =m0 =)y,

alug, v —1a) + jpr (V) = jpe(tia) > (£ —ma,v — o)y,
pour tout v € V. Choisissons v = i, dans la premiére inégalité et v = 4; dans
la deuxieme inégalité ; par addition des résultats obtenus nous obtenons

a(uy — ug, Uy — Up) < —(m — N2, Uy — Ua)y,

d’ou nous déduisons que

]. d ( ) < ( . . )
——allu; — Uz, U1 — U —\1 — M2, U1 — U2)Vy
2 dt 1 2, U] 2) = 1 2, W1 2)V,

Soit ¢t € [0,7] fixée. Nous Intégrons l'inégalité précédente de 0 a ¢ et nous

utilisons (3.3.25) pour trouver

sa(uy(t) — ug(t), ur(t) — ug(t)) < —(m(t) — na(t), ua(t) — ua(t))v

+ f5 (71 (s) = n2(s), ur(s) — ua(s))vds

Il s’ensuit maintenant de (3.3.15) que

%Hul(t) —ua()[ < [l (t) = na(®)llv[[ua (t) — ua(®)llv

+Jo lin(s) = ia(s)lvllus(s) — ua(s)||vds
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En utilisant I'inégalité
a2
abﬁ %%—25[)2 \V/CL, b, 5>0,

avec un choix convenable de §, nous trouvons

(3.3.39)
o (=t (O < (I (0) = m(@E + [ ins) = i) + [ aa(s) = wa(o)lfyds, )

Maintenant, puisque

) =m0 = [ (n(s) — inls))ds,

nous déduisons que

I (®) = (@I < [ Winls) = (-

En substituant cette inégalité dans (3.3.39), nous obtenons

o 8) = (I < ([ in() = )+ [ hr(s) — wals) s )

Appliquons maintenant une version des lemmes de Gronwall pour avoir

(8.3.40 s 8) = (O < [ i (s) = ()] s,

ce qui implique que

(3.3.41) [ () = e () < ¢ [ lin(s) = (o)l ds.

Combinons l'inégalité (3.3.38) avec les inégalites (3.3.40) et (3.3.41) pour

obtenir

A0 (6) = Al < e [ in(s) = ()] ds
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Finalement, la réitération de cette dérnieére inégalité n fois nous permette

d’écrire
t S1 Sm—1
A () = A < e [ [T in(s) = () [ dsdsi,

ou A™ désigne le m*™¢ puissance de l'opérateur A™. La derniére inégalité

implique que

cmrm

m)

[A™ 1 — AmﬁZH%/VLoo(o,T;V) < [ — UQHIZ/VLOQ(O,T;V)’

d’ou nous déduisons que

DN | —

cme>

[A™ 1 = A" n2|lwre vy < ( )7 = mellwrs o).

mrJm

Maintenant, puisue lim

= 0, I'inégalité précédente implique que pour
mM——>00 m!

m suffisamment grand l'opérateur A™ est une contraction dans l'espace
de Banach Z (puisque Z est sous espace fermé de l'espace de Banach
Whee(0,T;V)). Donc, il posséde un point fixe unique n* € Z, c-a-d A™p* = n*
et par conséquent n* est I'unique point fixe 'opérateur A, c-a-d An* = n*, ce
qui termine la preuve du lemme (3.3.8). =

Démonstration du Théoréme 3.3.2. Soit n* € Z le point fixe de l'opéra-
teur A et soient u, § les fonctions qu'on a obtenue dans le théoréeme (3.3.5)

et le lemme (3.3.7), respectivement, pour n = n*, c-a-d u = u,~, 5 = B,.

Existence. Il est claire que le couple (u, ) est une soution du probleme
P! qui satisfait les régularités.(3.3.21)-(3.3.22) et la fonction (f,ug) — u est
une fonction Lipschitzienne de W'>=(0,T;V) x V a valeurs dans L>(0,T;V),
d’apres (3.3.31), (3.3.30), (3.3.24)—-(3.3.26), le théoréme (3.3.5), (3.3.28)—(3.3.29)
et le lemme (3.3.7).

Unicité. L'unicité de la solution resulte de I'unicité du point fixe de I'opé-
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rateur A et la partie de d'unicité dans le théoréme (3.3.5) et le lemme (3.3.7).
|
Démonstration du Théoréme 3.3.1. Soit (u, 3) € W1*°(0,T; V) x (W1>(0,T, L*(T3))N
Q) la solution du probleme P/! et ¢ définie par (3.3.9). 1l resulte des rela-
tions (3.3.18)—(3.3.20), (3.3.16), (3.3.13), (3.3.11), (3.3.7) (3.3.6) que (u, 5, ¢)
est une solution unique du probléeme P} qui satisfait les régularités.(3.3.1)-

(3.3.3). m
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CHAPITRE 4

PROBLEME ELECTRO-ELASTIQUE
AVEC COMPLIANCE NORMALE,
FROTTEMENT ET ADHESION

Dans ce chapitre on considére un modéle mathématique qui décrit le
processus quasistatique d'un contact avec frottement et adhésion entre un
corps ayant une loi de comportement électro-€élastique linéaire et une base
déformable. Le contact est décrit par une condition de compliance normale
et le frottement est modélisé par une version de la loi de Coulomb. En se ba-
sant sur la formule de Green, nous dérivons une formulation variationnelle
pour le probléeme mécanique. Ensuite, nous fournissons I'éxistence dune
solution faible du probleme. Le contenu de ce chapitre a fait I'objet de la

publication [24].

4.1 Formulation du probléme

On prend le méme cadre physique qu'on a vu dans le premier cha-
pitre (voir figurl.1). La loi de comportement du corps est considérée €lectro-
€lastique. Le frottement est modélisé par une version de loi de Coulomb avec
adhésion et le contact est décrit par une condition de compliance normale

sur la parie [';. Sous ces considérations, le probléme €lectro-mécanique peut
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se formuler de la maniére suivante :

Probléme P,. Trouver un champ des déplacements u : Q x [0,T7] — R%, un
champ des contraintes o : Q x [0, T] — S%, un potentiel électrique ¢ : Q2 x [0,T] —
R, un champ des déplacements électriques D : Q x [0,7] — R¢ et un champ

d’adhésion 3 : Q x [0,T] — R tels que

4.1.1) o= Fe(u) — EE(p) dans 2 x (0,7,
(4.1.2) D = BE(p) + E=(u) dans Q x (0,7),
(4.1.3) Divo + fo =0 dans 2 x (0,7,
(4.1.4) divD = q dans 2 x (0,7,
(4.1.5) u=">0 sur I'y x (0,7,
(4.1.6) ov = fo sur I'y; x (0,7),
(4.1.7) 0, = polu) — WO Ry () sur Iy x (0,7),

| o7 + VTBQRT(UT) < ppy(wy)

(

H or+ 7762RT(UT) H< ,Up,,(ul,) E ’[j,T =0
(
)

(4.1.8) sur I's x (0,7),

| 0y + 3 B2Re () [|= po(u,) = 3A > 0

telle que o, + 7, 8°R.(u,) = =\,

(4.1.9) A1) = —[B0) (1R (u, (1) + 3 | Re(ur () |?) = 2]+ sur Ty x (0,7).

(4.1.10) =0 sur I'y, x (0,7),
(4.1.11) Dv=q sur I', x (0,7),
(4.1.12) Dv=0 sur I's x (0,7,
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(4.1.13) u(0) = uyg dans €,

Dans ce qui suit, nous fournissons quelques commentaires sur les condi-
tions (4.1.1)-(4.1.14). Les équations (4.1.1) et (4.1.2) représentent la loi de
comportement électro-élastique, les equations (4.1.3) et (4.1.4) sont les équa-
tions d’équilibre mécanique et électrique qui figurent dans (1.2.2) et (1.2.3).
Les équations (4.1.5) et (4.1.6) sont respectivement, des conditions aux li-
mites en déplacements et en tractions, tandis que les équations (4.1.10)
et (4.1.11) sont les conditions aux limites €lectriques que nous avons dé-
finies dans (1.2.6) et (1.2.7). Notons que nous avons imposer la condition
(4.1.12) pour des raisons physiques; en effet, la fondation est supposée étre
isolatrice et par conséquent nous employons cette condition. La condition
(4.1.7) décrit le contact avec compliance normale et adhésion et les condi-
tions (4.1.8) sont les conditions de frottement avec ahésion qui figurent dans
(1.6.7) et (1.6.12), respectivement. L'équation (4.1.9) est I'équation différen-
tielle ordinaire associée au champ d’adhésion, déja introduite par (1.6.13)
avec la condition initiale (4.1.14), dont [, est un champ d’adhésion donné.

Finalement, u, est la condition initiale des déplacements.

4.2 Formulation variationelle

Dan cette section nous avons besoin d’'introduire quelques hypothéses
sur les données pour obtenir la formulation variationnelle du probléme électro-

mécanique P,. Nous supposons que l'opérateur d’élasticité F, satisfait :
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4.2.1)

(a) F = (]:ijkz) 1 x §T— S
(b) Fijii = Frij = Fjim € L>(Q).

(c) I existe mz > 0 telle que Fyjpeiicn > mz|e|?

Ve € §¢, p.p. dans Q.

le tenseur piézoélectrique &, satisfait :

4.2.2)

(a) £:Q xS — R
(b) g($,7'> = (eijk(x)Tjk> V1 = (Tij) € Sd, P-P- T < Q.

(C) €ijk = €ikj € LOO(Q)

le tenseur diélectrique B, satisfait

(4.2.3)

(a) B: Q x R4 — R4,
(C) bij = bji < LOO(Q)

(d) 11 existe mp > Otelle que b;;(z)E;E; > mg| E|?
VE = (E;) € R p.p. x € Q.

Nous remarquons que l'opérateur d’élasticité est supposé étre linéaire.

De méme, nous supposons que la fonction de compliance normale satis-

fait les conditions suivantes :

Section 4.2
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(a) p, : T3 xR — R,

(b) 3 L, > 0 telle que
| pu(x,71) = pu(x,72)|| < Ly | 71— 72

(4.2.4) Vri,ry €R, p.p. x € Ts.

(¢c) x — p,(z,r) est Lebesgue mesurable sur I's,
pour tout r € R.

(d) x — p,(z,7) =0, pour tout r <0, p.p. z € I's.

Nous supposons que les forces volumiques, les tractions surfaciques et les

densités des charges €électriques volumiques et surfaciques vérifient :

(4.2.5) fo € Whe(0,T; L2 (Q)Y),  fo € WH°(0,T; L3(T'y)%),

(4.2.6) qo € WH(0,T; L*(Q)),  qo € W'(0,T; L*(I)).
Nous supposons aussi que
(4.2.7) D.v=0surTsVte[0T].

Notons ici que I'hypothése (4.2.7) est itroduite pour des raisons physique et
elle modélise le cas ou la base est supposée étre isolatrice.
Le théoréme de représentation de Riesz nous permet de définir les fonctions f :

0,7] = V et ¢q:[0,7] — W comme suit :

4.2.8) (f(1),0)y :/Qfo(t) -uda:+/r2 falt) - v da,

(4.2.9) (@) 0w = [ (v dz— [ a(t)da,

pour tout v € V,¢p € W ett € [0,T]. Notons que les conditions (4.2.5) et (4.2.6)
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impliquent que

(4.2.10) fewh>0,T;V),

(4.2.11) q € W0, T; W) .

Les coefficients d’adhesion v,, 7, et ¢, satisfont les conditions

(4.2.12) Yo, Y- € L®(3), € € L*(T3), Y, ¥ry €a >0 Pp.p. sur I3,
et le coefficient de frottement p satisfait

(4.2.13) pe L), wu(x)>0 p.p.surls.

Le champ initial d’adhésion S, vérifie

(4.2.14) Bo € L*(T'3), 0<py<1 p.p.surls.

Ensuite, nous définissons la fonctinnelle d'adhésion j,q: L*(T'3) x V x V — R

comme suit

(42 15) jad(ﬁ» u, U) = /F (_7V62RV(UV)UV + ’YT52RT(U’T) : UT) dCL,

3

la fonctionnelle de compliance normale j,.V x V — R par

(4.2.106) Jne(u,v) = /1“3 Py (u,(t))v,da,

et la fonctionelle de frottement j;. V x V' — R par

(4.2.17) prlv) = [ ppu(u,) | v || da.

Les conditions (4.2.1)-(4.2.7) et (4.2.12)-(4.2.13) entrainent que les inté-
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grales dans (4.2.8)-(4.2.9) et (4.2.15)-(4.2.17) sont bien définies.

Finalement, nous considérons pour les données initiales les hypothéses

suivantes :

(4.2.18) ug €V,

(4.2.19) (Fe(ug),e(v))n + (E*Vo, (V) + Jaa(Bo, uo, v)
_'_jnc(u(]?v) +jfr(u07v> Z (f(0)7U>V Vv € V7

(4220) (BVQO(), vw>L2(Q)d = (88(”0), v¢)L2(Q)d + (Q(()),l/J)W \V/¢ eWw.

Supposons que (o,u, 3,9, D) sont des fonctions réguliéres satisfaisant
(4.1.3)-(4.1.12). Selon une procédure standard basée sur les formules de
Green (2.2.3) et (2.2.16) combinées avec les conditions (4.1.3)-(4.1.12) et les

définitions de f et ¢ données par (4.2.8)-(4.2.9), respectivement, nous avons

(0(t),e(v) — e(a(t))n + Jaa(B, u(t), v = w(t)) + jne(u(t), v — u(t))

+jfr<u(t)7 U) - jfr(u(t)7 u(t)) > (f(t)7 v = u<t>)V7
(4.2.22) (D(t), Vb) 2y + (q(t), ¥)w = 0.

(4.2.21)

pour tout Yuo € V), ¢» € W et t € [0 T]. Combinons (4.2.21) et (4.2.22) avec
(4.1.1), (4.1.2), respectivement, et gardant a l'esprit (1.1.7) ainsi que les
conditions initiales (4.1.13) et (4.1.14), nous obtenons la formulation va-

riationnelle suivante du probléme P;.

Probléme P, . Trouver un champ des déplacements u : [0,T] — V, un poten-

tiel électrique ¢ : [0,T] — W et un champ d’adhésion 3 : [0,T] — L?*(T;) tels

Section 4.2 Chapitre 4 91



CHAPITRE 4. PROBLEME ELECTRO-ELASTIQUE AVEC COMPLIANCE
NORMALE, FROTTEMENT ET ADHESION

que
(Fe(u(t)), e(v) — £(i(t) ) + (E7Vp(t), () — e(i(t)) )

(4.2.23) +Jaa( B, ult), v = w(t)) + Jne(u(t), v — 1(t))+
+ipr(u(t), v) = G (u(t), u(t) > (f(t),v —alt))y
VoeVpp - tel0T],

(4.2.24) (BV@(t), Vi) 2@y — (Ee(u(t)), Vi) 2@ = (a(t), ¥)w

Vipe W p.p-tel0T],

(4.2.25)  5(t) = —(B)(n Ru(un(t)® + 77 || Re(ur(t)) [I?) = €0)s sur s x (0,7)

Dans le reste de ce chapitre, nous présentons quelques inégalités com-
prenant les fonctionnelles j,q, jn. €t jf, qui seront utilisées dans les sections
suivantes. Ci-dessous dans cette section, ; et §; dénotent les éléments de
L*(T3) tel que 0 < By, B2 < 1 p :p. sur I's, uy, uy, vy, 09, u €t v représentent
des éléments de V et ¢ est une constante positive générique qui peut dé-
pendre de 2, I'y, I's, p,, 7., 7 €t L, dont sa valeur peut changer d'un endroit
a l'autre. Pour la raison de simplicité, nous supprimons dans ce qui suit la

dépendance explicite des diverses fonctions sur z € Q U T's.
En utilisant (2.2.8), (4.2.4), (4.2.15), (4.2.16) et les inégalités |R,(u,)| <

L, ||R-(u.)|| < L, |51] <1, |52] <1, on obtient

| jad(ﬁlaulaw) _jad(52au2aw) +jnc(u1>w) _jnc(u2aw) |§

(1B = Ball () + llua = wallv)l|wllv-

(4.2.27)
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Ensuite, nous utilisons (4.2.17), (4.2.4) et (2.2.8) pour trouver

(U, U — ) — Jpe(V, 0 —u) <
(4.2.28) Jir( ) = e )

0(2)||,U||L°°(F3)Lu | uw—wv ||%/ Yu,v € V.

(4.2.29) jfT(ul’U1> - jfT(u17U2) +jf7-<u2,U2) - jfr<u2,U1) S

g L[ ]| oo (s Jun — wa[v|Jor — vallv.

Les inégalités (4.2.27)-(4.2.29) vont étre utilisées dans des places diverses

dans le reste du chapitre.

4.3 Résultat d’existence

Notre intéret principal dans cette section est d’obtenir un résultat d’exis-

tence de la solution pour le probléme variationnel (P,).

Théoréme 4.3.1. Supposons que les hypothéses (4.2.1)-(4.2.3), (4.2.4)-(4.2.7),
(4.2.12)—(4.2.14) et (4.2.18)—-(4.2.20) sont vérifiées. Alors, il existe p, > 0 dé-
pendant uniquement de Q,I'y, I's, Iy, F, B et £ telle que, si (L, + L,||ft|| Lo (rs) +
vl Lo (rs) + 17wl oo (rs)) < po. alors le Probléme (P)') posséde au moins une so-

lution (u, ¢, ). En outre, la solution satisfait

(4.3.1) u € WhHe(0,T;V),
(4.3.2) o € W0, T; W).
(4.3.3) B e W0, T; L*(I's)) N Q.

Un “quintuple” des fonctions (u, o, ¢, D, 5) qui satisfait (4.1.1), (4.1.2),
(4.2.23)-(4.2.26) est appelée solution faible du Probléme (P,). Nous concluons
par le Théoréeme (4.3.1) que, sous les hypothéses (4.2.1)-(4.2.3), (4.2.4)-
(4.2.7), (4.2.12)—(4.2.14) et (4.2.18)—(4.2.20) le probléme (P;) posseéde au moins
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une solution faible qui satisfait (4.2.23)-(4.2.26). Pour préciser la régularité
de la solution faible, nous notons que les relations constitutives (4.1.1) et
(4.1.2), les hypotheéses (4.2.1)-(4.2.3) et les régularités (4.3.1), (4.3.2) montrent
que o € WH([0,T];H), D € WbH([0,T]; L*(Q)¢). Mettant v = u(t) + £, ou
€€ () dans (4.2.23) et ¢ € C°(Q) dans (4.2.24) on obtient

Diva(t) + fo(t) = 0, divD(t) = qo(t), ¥t e [0,T).

Maintenant, de (4.2.5), (4.2.6) il vient que Divo € Wh>(0,T; L*(Q)¢) et divD €

Whee(0,T; L*(2)), ce qui montre que

(4.3.4) o € Whe(0,T;H,),

(4.3.5) D € W' (0,T;W,).

Nous concluons que la solution faible (u, o, ¢, D, 3) du probléme piézoélec-
trique de contact avec adhésion (P;) posséde la régularité (4.3.1), (4.3.2),

(4.3.3), (4.3.4) et (4.3.5).

La démonstration du théoréme 4.3.1 sera effectuée en plusieurs étapes
et elle est basée sur le résultat abstrait donné par le théoréeme 2.5.2. A cet
fin,nous supposons dans la suite que (4.2.1)-(4.2.3), (4.2.4)-(4.2.7), (4.2.12)-
(4.2.14) et (4.2.18)—(4.2.20) sont satisfaites; ci-apres, ¢ est une constante
positive générique qui peut dépendre de , I'y, I's, F, p,, 7, 7 €t L dont la
valeur peut changer d'un endroit a I'autre. Pour la simplicité, nous suppri-
mons dans ce qui suit la dépendance explicite des diverses fonctions sur

IGQUFg.

Le théoréme de représentation de Riesz nous permet de définir les opé-

rateurs G: W — W et R: V — W , respectivement, par

(4.3.6) (Go(t), V)w = (BY@(t), Vib) 2y Voo, € W,
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(4.3.7) (Ru, p)w = (Ee(v), V)2 Vo €W, veV.

On peut montrer que G est un opérateur lin€aire, symétrique et positive-
ment défini. Donc, G est inversible sur W. On peut aussi montrer que R est
linéaire et continu sur V. Par conséquent, R admet un opérateur adjoint

R*: W — V. La relation (1.3.2) nous permette d’écrire
(4.3.8) (Rp,v)y = (E*Vp,e(v))yy YpeW, velV.
Combinons I'égalité (4.2.24) avec les égalités (4.3.6), (4.3.7) pour obtenir

(4.3.9) (Go(t), V)w = (Ru(®), Y)w + (q(t), P)w VY € W,
et par conséquant

(4.3.10) Go(t) = Ru(t) + q(t).

Puisque G est inversible on obtient

(4.3.11) o(t) = G '"Ru(t) + G q(t).

Mettant 4.3.8 et (4.3.11) dans (4.2.23) on trouve

(Fe(u(t)),e(v) —e(@(t))x + (R*'G Ru(t), v — a(t))v+
Faa(B, ult), v = u(t)) + jnc(ult),v — a(t))+

+ipe(u(t), v) = jpe(ult),i(t)) > (f(t) = R*Gq(t),v — u(t))v
YoeV, p.p.t€(0T).

(4.3.12)

Soit mantenant 'opérateur L : V' — V défini par

(4.3.13) L(v) =R*G'R(v), Vv e V.
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En utilisant les propriétés des opérateurs G, R et R*, nous déduisons que L

est linéaire, symétrique et positivement défini sur V. De plus, on a

(Lu,v)y = (R*G'Ru,v)y
= (g_lRu7 RU)W
= (Ru7 g_lRU)W
= (u, R*"G'"Ru)y
= (u, Lv)y Yu,v € V
(Lv,v)y = (R*Q_IR’U,U)V,
(4.3.14) (Lv,v)y = (G'"Ru, Ru)w >0 Yu e V.
Maintenant, nous définissons la forme bilinéaire a : V x V — R comme suit

(4.3.15) a(u,v) = (Fe(u(t)),e(v))y + (Lu,v)y  Yu,v € V.

En utilisant (4.2.1), (2.2.6) et (4.3.14), on peut montrer que la forme bili-

néaire a est coninue et coercive sur V. De plus, nous avons

(4.3.16) | a(u,v) |[< (M +[[LID[ullv]lvlly Yu,v eV,

(4.3.17) a(v,v) > mlv|} Yv eV,

De la symétrie de F et L nous déduisons la symétrie de la forme bilinéaire a.

Soit la fonction function f : [0 7] — V définie par

(4.3.18) f(t) = f(t) —R*G 'q(t) Vte[0T].
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De (4.2.10) et (4.2.11) on obtient

(4.3.19) f e Wh>(0,T,V).

En se basant sur les relations (4.3.12), (4.3.15), (4.3.18), (4.2.25) et (4.2.26)

on peut considérer le probléme variationnelle suivant :

Probléme P,'. Trouver un champ des déplacements u : [0,T7] — V, et un

champ d’adhésion 3 : [0,T] — L?*(T'3) tels que

a(u(t),v —a(t)) + jaa(B,u(t),v — (t)) + jne(u(t),v —u(t))
(4320) +jfr(u(t)7 U) - jfr(u(t)v u(t)) > (f(t>’ U= u(t))V
VoeV, ppte(0T),

B(t) = _(5(25)(’71/Ru(uu(t))2 + Yr || RT(UT(t)) ||2) - Ea)+
sur I'; x (0,7,

(4.3.21)

Théoréme 4.3.2. Supposons que les hypothéses (4.2.1)-(4.2.3), (4.2.4)-(4.2.7),
(4.2.12)-(4.2.14) et (4.2.18)-(4.2.20) sont vérifiées. Alors, il existe i, > 0 dé-
pendant uniquement de Q, T, I',I',, F, B et € telle que, si L, + L, ||| zo(ry) +
Vo ll Lo (rs) + 17|l oo rs) < o, alors le Probléme (PY*') posséde au moins une so-

lution (u, 8). De plus, la solution satisfait

(4.3.23) we Wh=(0,T;V),

(4.3.24) B eWhe(0,T;L*(Ts))N Q.

Nous supposons dans ce qui suit que les conditions du Théoréme (4.3.2)
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sont vérifiées. Soit 5 € Wh>=(0,T; L*(I';))NQ données et jz; : VxV — R définie

par

jﬁ(ua v) = frz po(un(t))vuda + [z upy(w,) || v || da
+ Jr, (=7 B8%R, (u,)v, + v:-8%R, (u,) - v,) da.

(4.3.25)

Maintenant, nous considérons le probléme intermédiaire suivant :

Probléme P, ?. Trouver un champ des déplacements ug : [0T] — V tel que

(4.3.26) a(ug(t),v —up(t)) + ja(us(t),v) — ja(us(t),ug(t)) > (£(t), v — us(t))v
YoeV,p.p-te(0T),

(4.3.27) ug(0) = o,

Remarque 4.3.3. A partir de (4.2.19) et (4.2.20), nous déduisons que (5.2.16)

est vérifiée.

Théoréme 4.3.4. Supposons que (4.2.1)-(4.2.3), (4.2.4)-(4.2.7), (4.2.12)-(4.2.14)
et (4.2.18)-(4.2.20) sont vérifiées. Alors, il existe 1y > 0 dépendant uniquement
de),I'1,I's, T, F, B et telle que, si L, + Ly,|| ]| oo rs) + |70 || Loo (rg) + |77 | Lo () <

1o, alors le Probléme Py% posséde au moins une solution ug € Wh>(0,T,V).

Pour démontrer ce théoréme nous allons appliquer le Théoréme 2.5.2
dans le cas de I'espace de Hilbert X =V muni du produit scalair(.)y et de la
norme associée |.||y définies par (2.2.6) et (2.2.7) dans le deuxiéme chapitre
de la premiére partie de cette thése. On remarque que la fonctionnelle jg,
définie dans (4.3.25), satisfait la condition (2.5.6). En plus, nous avons le

résultat suivant :
Lemme 4.3.5. La fonctionnelle jz satisfait les hypothéses (2.5.11) et (2.5.12).

Démonstration. Soient (,u,u € V et soit A € ]0,1]. En utilisant (4.2.17), il
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vient que j; satisfait

]B(C» U—Uu-— )\U) - ]ﬁ<C> u— U) § —A fI‘3 pl/(CI/)ul/da
—AJrs 1w (C) || ur =, || da + AJrs ppu(C) || @x || da
+A Jr3 ’yZ,BQR,,(C,,)u,,da — A Jrs %-62[:5.,-(@-) - urda,

et comme p > 0, p, > 0 p.p. sur I'3, nous obtenons

jﬁ(Cv U —U— )\U) - jﬁ(C7 u— ﬂ) S _)\ fF3 pV(CV)qua
+)\ fF3 /J/pl’(cl’) || UT ” d(l + /\fI‘3 7U62RV(CV)UVda
A fr3 - B2R(¢;) - urda, V¢, u,u € V.

En plus, nous déduisons de (2.5.10) que

Jo(Cu =T 5 —u) < = frg pu(C)uda + frg 1ip(G) | T- || da
+ fFB 7VB2RV(€V)qua - fFS 'VTBQRT(CT) “urda VG, u,u € V.

(4.3.28)

Soient mantenant les suites (u,)nen C V. (t,)neny C [0 1] et I'élément w € V. En

utilisant (2.2.8), (4.2.4), (4.2.13) et (4.3.28), nous trouvons

j;(tnun) Up — ﬂ, _un) S - fF3 py(tnunl/)unu + frg ,upl/(tnunl/) H ﬂ7' || da
+ Jrs YW B2 Ry (bntiny ) unpda — [ps e B2Ry (bptiny) « uneda V¢ u,u € V

(4.3.29)

Gardant a I'ésprit que 0 < g <1 p.p. sur ['; et en utilisant (4.2.4), (1.6.9) and
(4.2.12) on obtient p, (t,un, )ty > 0 et v52R, (tyun,) - ur > 0 p.p sur I's. Donc,

I'inéquation (4.3.29) implique que

j;(tnunaun —U; _un) S / ,upu(tnum/) || Ur || da +/ VVBQRV(tnunu)unyda'
r3 r3

Maintenant, en utilisant (4.2.4)(b), (2.2.8) et le fait que |R,(t,u. )| < L nous

Section 4.3 Chapitre 4 99



CHAPITRE 4. PROBLEME ELECTRO-ELASTIQUE AVEC COMPLIANCE
NORMALE, FROTTEMENT ET ADHESION

obtenons

jé(tnumun — U —u,) < HNHL‘X’(Fs)LV Jrs | U ||| % || da+
L||'7V||L°°(F3) fF3 | Uny | da.
< Gllullzoews L | un vl @ v +

coL|| vyl Lo (rsymeas(I's) || wn ||v -

Il vient de I'inégalité précédente que si ||u,|y — +oo, alors

lim i L i T <0
n—l>ﬂ—zoolnf WJQ( nUn, Up — U; _un) =YY

d’oul nous concluons que la fonctionnelle j; satisfait la condition (2.5.11).

Considérons maintenant les suites (u,)nen C V, (()nen C V telles que

(4.3.30) [wnlly — +o0,

(4.3.31) ICally < C ¥n €N,

ou C > 0.Letw € V. En utilisant (2.2.8), (4.2.4), (4.2.13), (4.3.28) et (4.3.31)

J2(Guytn =05 =) < GLNGallv 1 un v+l o o) Lol Cally [ [y
(4.3.32) Heo Ll rgymeas(Ls) [ un v

+coL|| V|| oo rgymeas(I's) || un ||y Vn € N.
Des relations (4.3.30) et (4.3.32), nous déduisons que

1, -
Vv

JLim it ]

Ce qui montre que la fonctionnelle j; satisfait (2.5.12). m

Lemme 4.3.6. La fonctionnelle j; satisfait les conditions (2.5.13) et (2.5.16).
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Démonstration. Soient (u,).,en C V, (()neny € V' deux suites telles que
u, ~u eV et — (e V.En utilisant la propriété de compacité de I'applica-

tion de trace et la relation (4.2.4), on obtient

(4.3.33) pv(Guw) — pu(¢) dans L*(T3),

(4.3.34) u, — u dans L*(T'3)?.

2
(4.3.35) Ry(Gw) — Ru(¢y) dans L*(T's).

R,(Cor) — R,(¢;) dans L2(I'3)?

Par conséquent, de (4.3.33), (4.3.34) et (4.3.35) nous concluons que

J8(Gn v) — Js(C,v) Yo €V

jﬂ(gna un) — jﬁ(c: u),

d’ou on déduit que jz satisfait

nﬁp—zloo sup []B(Cm U) - jB(Cny un)] < j5(<7 U) - jﬁ<C> u)

Dongc, la fonctionnelle j; satisfait (2.5.13). Considérons maintenant la suite

bornée (u,).ey C V telle que

(4.3.36) unlly <C  VneN,
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ou C > 0. Nous avons

| 78(Cnstun) — 38(Cun) | < frg | Pu(Guw) — Pu(&) || Uy | da
el oo ) Jra | 2o (Gn) = Po(G) || tnr || da
+||'7V||L°°(F3) fF3 | Ry(Cov) — Ru($0)) || tny | da

v llze sy Jry | Br(tnr) = B (uns) [l wnr || da,

En utilisant (2.2.8), nous obtenons

(4.3.37)
’ jﬁ(Cn7un) - jB(Ca un) ‘ S CO(H pu(Cm/) - pl/(CV) HLQ(Fg) +

||M||L°°(F3) ” pu(CnV) _pu(cu) ||L2(F3) +
H%/HL“(F?,) H RV(Cm/) - Ru((u)) ||L2(F3) +

||'Y7-”L°°(F3) H RT(UTLT) - RT(“HT) HL2(F3)) H Unp ”Vv

Donc, de (4.3.33), (4.3.35), (4.3.36) et (4.3.37), on peut conclure que jz sa-
tisfait

lim []ﬂ(gm un) - jfT(Cv un)] =0.

n—>-+o0o

d’ou, la fonctionnelle jz vérifie (2.5.16). =

Lemme 4.3.7. La fonctionnelle j; satisfait la conditions (2.5.15) pour tout
ko € (0,m). En outre
jfy«(U,’U - u) - jfr(’l),’l) - U) S

(4.3.38)

& (Lo + il Lo+ ol + elley) lu=v [} Va0 € V

Démonstration. Soient (,u € V. En utilisant (4.2.4), (4.2.13) et (4.2.17),

nous avomns
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|Js(Cw) | < Ll G lza@a | wo llr2ey) +
ltll 2o (v Lo [ G Nlzzqeg) I e (lz2(rg)e +
[ llzoe gy | BolGo) llz2all ww llz2qry) +
77l oo sy | Br(G) Nlz2eayall e llzzgmg)e -
Gardant a I'ésprit (2.2.8) et le fait que R,, R, sont des opérateurs de Lipschitz

on trouve
| s(Cu) | <@Ly [ G vl v +

cgllill os ) Lo || C v [ w |y +
lvllzoewsy | C vl w [y +
il llzeesy 1S vl v,

Finalement, on obtient

|56 u) 1< & (L + Itz Lo + Il + v o) 1€ vl v

D’ou nous conclons que la condition (2.5.15) est vérifiées, pour tout k, €
(0,m).
Soient maintenant u,v € V. En se basant encore une fois sur (4.2.4),

(4.2.13) et (4.3.25) nous trouvons

Jaluv =) = jaw,v —u) = Jra(p(w) = pu(0,)) (v, — u,)dat
frs 1o (1) = pul2)) || 05 — s || dat
Jrs B (Ruluy) — Ro(02)) (v, — w,)dat
Jrs B (R () = Ry (02))-(0r — ur)da

Grace a (2.2.8) et (4.2.4), et la Lipschtzialité des opérateurs R, et R, on

obtient
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Ja(u,v —u) —jag(v,v—u) < L, frs| v, —u, |* dat
1l oo gy Lo Jrg | V0 — wy ||| vr — 1y || dat
1l Loe(rg) Jrs | v — wy |* da+

1yl rs) Jrs | vr = e |1? da,

ce qui meéne vers l'inégalité suivante

jf?“(ua,u - u) - jfr(vav - U) S

& (Lo + Il = Lo + llieea) + I1yellen) llw =0 [

Donc, I'inégalité (4.3.38) est vérifiée. m

Démonstration du Théoréme (4.3.4). En utilisant la symétrie de F et
L et l'inégalité (4.3.17), nous remarquons que la forme bilinéaire a définie

par (4.3.15) est symétrique et coercive.

TQ. Il est évident que, i, depend seulement de 2, I'y, I's, [y, F, €
€

et B. Supposons que

Soit Mo —

Ly + [[pllpoe gy Lo + 1wl o sy + [l 2o rg) < to,
d’ot, nous déduisons que
& (Lo + iz Lo + 1ol o) + ellzoeryy ) < m.
Alors, il existe un réel &, tel que
& (Lu A [l oo (rg) L 4 |90 [l Low (rs) + ||%||L°°(F3)) < ko < m.

L'inégalité (4.3.38) nous permette de déduire que (2.5.14) est vérifiée.

Finalement, en utilisant (4.2.18), les lemmes (4.3.5)-(4.3.7), la remarque 4.3.3
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et le théoreme 2.5.2 (i), nous déduisons que le probleme P)? posséde au
moins une solution ug € Wh>(0,T;V). =
Comme dans [27], nous adoptons la discrétisation en temps suivante.
Pour tout n € N*, nous mettons ¢; = iAt, 0 < i < n, et At = T/n. On note
respectivement par v’ et 3' I'approximation de u et § au tempd t; et Au’ =
1 —f, ABt = B! — Bt Pour une fonction continue w(t), nous utilisons la
notation w* = w(t;). Donc, on obtient une suite de problémes discrétisés en
temps P! du probleme P)! définés pour u(0) = ug et 3° = 3, par :
Probléme P'. Pour u' € V, ' € L*(T'3), trouver u'*! € V, gl € [*(T'3) tels que
(4.3.39)
CL('LLH—l, w — ui+1) + jad(ﬁi—‘rl; ui-l—l7 w — ui—l—l) + jnc(ui—l—l’ w — ui+1)
+ip (W w — ) — g (u T Aty > (FT L w — uttY)y Yo eV

ﬁH—l Bz - . N
= T (R ) (1B (wE))?) — eal+ pp. sur T,

Nous avons le résultats suivant.

Proposition 4.3.8. Il existe i, > 0 telle que si ||p| L r,) < p.. le probléme P!

admet une solution unique.

Démonstration. Il suffit de voir ([86], Proposition 3.1) =

Dans I'étape suivante nous utilisons le champ de déplacement uz obtenu
dans le théoréeme 4.3.4. Soit © = ug et notons par u,, u, ses composantes
normales et tangentielles, et nous considérons le probléme de valeur initiale
suivant :

Probléme. P% Trouver un champ d’adhésion 3, : [0, T] — L*(T'5) tel que :

Bu(t) = _[5u<t>(7VRu(uy(t))2 +7r || RT(UT( )) H ) - ga]
p-p-t€(0,7),

(4.3.40)

(4.3.41) Bu(0) = fo.
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Nous avons le résultat suivant :

Lemme 4.3.9. Il existe une unique solution (5, au probléme une unique solu-

tion au PP+ qui satisfait 3, € W*°(0, T, L*(T3)) N Q.

Démonstration. . Nous considérons l'application F : [0,7] x L*(T3) —

L?(T'3) défini par

(4.3.42) F(t, 8.) = = (Bu()) (3 B (1) + 7| R (ur (1)) 7) =€) -

Soit t € [0,7] et 3 € L?*('3). Il s’ensuit d’aprés les propriétés des opéra-
teurs de troncation R, et R, que F est de Lipschitz par rapport a la se-
conde variable, uniformément en temps. De plus, pour tout 3, € L*(T;)
l'application ¢ — F(t,(,) appartient a L*>(0,7;L*(T'3)). Moyennant mainte-
nant le Théoréme 2.6.1, nous obtenons l'existence d'une fonction unique
B, € WLe(0,T; L*(T3)) qui résout le probleme P”:. Notons que la restriction
0 < B, < 1 est incluse implicitement dans le probléme variationnel P%. En
effet, les conditions (4.3.40) et (4.3.41) nous garantissent que f,(t) < f, et
donc I'hypothése (4.2.14) montre que $,(t) < 1 pour ¢ > 0, p.p. sur I's. D'un
autre coté, si 5,(tp) = 0 a t = ty, alors il s’ensuit de (4.3.40) et (4.3.41)) que
3.(t) = 0 pour tout t > t, et donc, £,(t) = 0 pour tout ¢ > t,, p.p. sur I's. Nous
concluons que 0 < j3,(t) < 1 pour tout ¢ € [0,7], p.p. sur I';. Il résulte de la
définition de I'ensemble Q, que 3, € Q. Donc, 3, € W'>(0,T, L*(T'3))NQ ce qui
conclut la preuve du lemme 4.3.9. =

Maintenant, nous introduisons les suites de fonctions §"(t) et «"(t) défi-
(t —t;)
At
et f*(t) = f' = f(t;1) pour tout t €lt;, tiq1[; i = 0,.....,n — 1; et 57(0) = fo,

nies sur [0;7] par 8"(t) = B, u™(t) = v = u(tyy), a"(t) = v’ + A

u™(0) = ug, f*(0) = fo. Nous avons le résultats suivant :

Lemme 4.3.10. Soient u et 3 les solutions de problémes Py? et PP« réspecti-

vement. Alors, nous avons :
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) u" — uetu — u_fortement dans L>*(0,T;V), pourt € (t;,ti11),

ii) " — B fortement dans L>(0,T; L*(T3)), pourt € (t;,t;s1).

Démonstration. i) Puiusque u € WH>(0,7T, V), nous déduisons que u" — u
et u' — v fortement dans L>=(0,T;V), pour ¢ € (t;,tiy1).

ii) Pour ¢ € (t;,t;11) nous avons

16"(1) = B 2ws) < 16"(1) = Bl 200s) + [[B(Eira) = B z2(rs),

et comme 3 € Wh>(0,T; L*(T'3)), on obtient

T .
[[B(tis1) — B 2rs) < gHﬁHLw(o,T;L%Fs))-

En utilisant les propriétés de R, et R, on obtient aussi(voir [27])

lim max H»Bl - 5(ti)’|L2(F3) =0.

n—004=0,....,

d’ot1 nous déduisons que

lim mas [167(t) — B0 12y = 0.

n—0o0 ¢€[0,T

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour prouver la proposition

suivante
Proposition 4.3.11. (u, 3) est une solution du Probléme Py*.

Démonstration. Dans l'inégalité (4.3.39), pour v € V, nous posons w =

u(t;) +vAt et nous dévisons par At; pour obtenir I'inégalité suivantes :

alultisa),v = AZ% T ne(ultin),v = Ai(fi)> i (ultin)v) — e (ult), AZ?”)
Fad(BH ultivr), v — AZ(;%)) > (v — Az(fi))v.
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D’ou pour tout v € L*(0,7; V), nous avons

alultir),v = AZ%)) + Jne(ultin), v — AZ(;Z)) + Jpr(u(tivr), v) = dpr(ultiv), AZ(;Z))
+Jad (BT u(tizr), v — AZ(;Z)) > (f* - AZ(;Z))V

L'intégration des deux cotés de l'inégalité ci-dessus sur (0,7"), nous mene a
I'inégalité

T o T T o
(4.3.43) /0 a(u (1), 0(t) — &")dt + /0 (™ (E), v(t))dt — /0 (), 5 () dt

T

[ e (0,000 = T @)t + [ a0 w0 00) — T @)t = [ (£0)00) — (O

0

Pour passer a la limite dans cette inégalité, nous devons établir les pro-

pri€tés suivantes :

Lemme 4.3.12. Pourv € L*(0,T;V) nous avons les propriétés suivantes

(4.3.44) lim OT a(u(8), v(t) — &")dt = /0 " a(u(t), o(t) — a()dr,
(4.3.45) lim inf OT (), () dt > /0 (), (1)) dt.

(4.3.46) T [ g0 00t = [ g (o), v(e))dr,

(4.3.47) lim O'T e (1), v(t) = @ (1)t > | D nelut), o(t) — (),
(4.3.48) T [ (0,00~ T @)t = [ (£, 000) — o)

@.3.49) Jim [ jual8"(0),u"(0),0(0) = Ot = [ jaal B0) u(t),0(2) — (1)),

Démonstration. Pour la preuve de (4.3.44) et (4.3.48) nous renvoyons le
lecteur a [88, Lemme 4.6]. Pour prouver (4.3.45) et (4.3.46) il suffit de voir
[57, Lemme 3.5]. Pour prouver (4.3.47), il suffit d'utiliser le lemme 4.3.10(i).
Enfin, pour la preuve de (4.3.49) nous renvoyons le lecteur a [27, Lemme

3.8] et utiliser les propriétés des opérateurs R,, R,.

Section 4.3 Chapitre 4 108



CHAPITRE 4. PROBLEME ELECTRO-ELASTIQUE AVEC COMPLIANCE
NORMALE, FROTTEMENT ET ADHESION

Maintenant, en utilisant le lemme 4.3.10 (ii) et le lemme 4.3.12 et nous

passons a la limite quand n — +o0o dans l'inégalité (4.3.43) pour obtenir

[ atutt) o0) — o)t + [ jiatute), vt — [ g (ute) ale)as
[ nelu(e), 0(0) = () + [ GuaB00), u(t), 0(0) — (o))
> [M (v — i)

a partir de laquelle on déduit I'inégalité (4.3.20) et que j est 'unique solution
de I'équation différentielle (4.3.21). =

Démonstration du Théoréme (4.3.1). Soit (u, 3) la solution du probléme
Pyt 1l résulte de (4.3.18), (4.3.15), (4.3.13), (4.3.11), (4.3.8), (4.3.7) et (4.3.6)
que (u,p, 3) est, au moins, une solution du probléeme P). Les propriétés

(4.3.1), (4.3.2) et (4.3.3) résultent du théoréme 4.3.2 et (4.3.11). m
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PARTIE III
PROBLEMES
ELECTRO-VISCOELASTIQUE

Dans la troisieme partie de cette thése nous allons étudier deux pro-
blémes de contact avec adhésion ou frottement, entre un corps ayant une
loi de comportement électro-viscoélastique et une fondation supposée rigide.

Elle est composée deux chapitres.

Le premier chapitre est destiné a 'é¢tude d'un probléme de contact avec
adhésion et sans frottement entre un corps électro-viscoélastique et une
base rigide et isolatrice. Les conditions aux limites de contact sur la partie
I'; sont de type Signorini et 'adhésion sur cette partie est modélisé par une
variable de surface appelée champ d’adhésion dont 1'évolution est décrite
par une équation différentielle ordinaire du premier ordre. On va dériver une
formulation variationnelle en termes de déplacements et de potentiel élec-
trique et établir un résultat d’existence et d'unicité de la solution faible pour
cette formulation. Les démonstrations sont basées sur un résultat abstrait

portant sur les inclusions différentielles et les opérateurs maximaux mono-

111



tones et des techniques de point fixe pour des opérateurs construits dans
des espaces de Banach appropriés.

Le deuxieme chapitre est consacré a I'’étude d'un probléme de contact
avec frottement et adhésion entre un corps électro-viscoélastique et une
base rigide et isolatrice. Dans ce chapitre les déplacements suivant la nor-
male sont considérés nuls. Donc, le contact est bilatéral. Le frottement dans
ce probleme est modélisé par une loi de Coulomb non local couplée avec
I'adhésion. Nous dérivons une inégalité variationnelle couplée avec une éga-
lité impliquant le champ du potentiel €électrique. En utilisant des resultats
sur les inéquations variationnelles elliptiques suivis par des arguments de
point fixe, nous établissons un résultat d’existence et d’'unicité d'une solu-

tion faible pour le probléme piézoélectrique..
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CHAPITRE 5

PROBLEME
ELECTRO-VISCOELASTIQUE AVEC
ADHESION

Dans ce chapitre, nous €étudions un probléme de contact avec adhé-
sion et sans frottement d'un corps déformable ayant une loi de compor-
tement €lectro-viscoélastique non linéaire, avec une base rigide. Les condi-
tions aux limites de contact sont de type Signorini couplées avec l'adhé-
sion et le processus est quasistatique. Le contact adhésif lorsque la colle
est ajoutée pour éviter le mouvement relatif des surfaces a été étudié dans
[27, 35, 36, 46, 61]. Des conditions de type Signorini ont €té utilisés dans
[34] pour les matériaux ayant une loi de comportement €lastique et dans
[12, 13] pour les matériaux vicoélastique. Le contenu de ce chapitre a fait

I'objet d’ un papier accépté [25].

5.1 Formulation du probléme

Le cadre physique de notre probléme a été décrit dans la partie I et sché-
matisé a la figure 1.1. La loi de comportement est électro-viscoélastique non
linéaire de type (1.3.5). Ici, le contact est modélisé par une condition de type

Signorini couplée avec adhésion.
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De ces considérations, le probléme physique peut se formuler de la facon

suivante :

Probléme P;. Trouver un champ des déplacements u : Q x [0,T7] — R?, un
champ des contraintes o : Q x [0,T] — S%, un potentiel électrique ¢ : Q2 x [0,T] —
R, un champ des déplacements électriques D : Q x [0,T] — R¢ et un champ

d’adhésion 3 : Q2 x [0,T] — R tels que

(5.1.1) o= Ae(d) + Fe(u) — E'E(yp) dans Qx(0,7),
(5.1.2) D = BE(p) + Ee(u) dans Qx(0,7),
(6.1.3) Dive+ fo=0 dans Qx(0,7),
(5.1.4) divD = qq dans Qx(0,7),
(5.1.5) u=20 sur 'y x (0,7,
(5.1.6) ov = fo sur Iy x (0,7,
u, <0,
(5.1.7) o, — B3R, (u,) <0, sur I's x (0,7),

(5.1.8) —0r = p-(B) R (us) sur Iy % (0,T),
(5.1.9) B(t) = —(wBt) Ry (u (1)) — £a)+ sur 3 % (0,7),
(5.1.10) ©=0 sur T, x (0,7),
(5.1.11) Dv=q sur Iy, x (0,7),
(5.1.12) Dv=0 sur I3 x (0,7),
(5.1.13) u(0) = ug dans Q,

(5.1.14) 3(0) = By sur Ts.

Nous donnons maintenant quelques commentaires sur les égalités et les
conditions aux limites (5.1.1)-(5.1.14). Les équations (5.1.1) et (5.1.2) repré-

sentent la loi de comportement €lectro-viscoélastique que nous avons déja
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définie dans (1.3.5). Les équations (5.1.3) et (5.1.4) sont les équations d’équi-
libre mécanique et €lectrique qui figurent dans (1.2.2) et (1.2.3), respective-
ment, tandis que les conditions (5.1.5) et (5.1.6) sont respectivement, des
conditions en déplacement et en traction. La condition (5.1.7) représente
les conditions aux limites de contact avec adhésion de type Signorini que
nous avons déja introduite dans (1.7.2). La condition (5.1.8) signifie que la
résistance au mouvement tangentiel est générée par la colle et que la trac-
tion tangentielle de frottement est négligeable. Ainsi, elle dépend seulement
de l'intensité d’adhésion et du déplacement tangentiel, mais tant qu’il n’ex-
céde pas la longueur du lien L rappelées dans la premiére partie de cette
thése. L’équation (5.1.9) est I'équation différentielle ordinaire associée au
champ d’adhésion, avec la condition initiale (5.1.14) ou S, est un champ
d’adhésion donné. Les conditions (5.1.10) et (5.1.11) sont les conditions aux
limites électriques que nous avons définies dans (1.2.6) et (1.2.7). Notons
que nous avons imposer la condition (5.1.12) pour des raisons physique;
en effet, la fondation est supposée étre isolatrice et par conséquent nous
employons cette condition. Finalement, I'expression (5.1.13) représente la

condition initale de déplacement.

5.2 Formulation variationelle

Pour avoir la formulation variationnelle du probléme mécanique Ps;, nous
supposons que l'opérateur de viscosité A, I'opérateur d’élasticité F, le ten-
seur piézoélectrique &, le tenseur diélectrique B et la fonction de raideur

tangentielle p, satisfont les propriétés suivantes :

Section 5.2 Chapitre 5 115



CHAPITRE 5. PROBLEME ELECTRO-VISCOELASTIQUE AVEC ADHESION

(5.2.1)

(5.2.2)

(5.2.3)

(5.2.4)

a) A: QxS — §4,
b) A(z,7) = (aym(z)7 ) V7 € ST p.p. z € Q.

(
(
() aijrr = api; = ajim € L(Q).
(

d) Il existe m4 > 0 telle que

Qijkl Tij Tk > Tn',4||7'||27 V71 = (Tij) S Sd, P-P.- T € Q.

(a) F:QxS?— 4,

(b) Il existe Lz > 0 telle que
|F(z,71) = F(z,m)|| < Lyl —
V7,7 €SY pp.xe.

(c) La fonction z — F(z,7) est Lebesgue mesurable
sur 2, pour tout 7 € S%.

(d) La fonction z — F(z,0) € H.

(a) £:Q x ST — R
(b) E(z, 1) = (eijr(z)Tjn) V7= (135) € S¢, p.p.x €.
(c) e = eirj € L2(Q).

(a) B: QxR — R%.
()

(€) By = By € L¥(®).
(d) 1l existe mp > 0 telle que B;;(z)E;E; > mg|/E|]?

VE = (E;) €RY, pp. 2 €.

B(z,E) = (B;;(z)E;) VE = (E;) €RY p.p.x€Q.
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(a) pr: T3 xR — R,.
(b) Il existe L, > 0 telle que
| pr(@, B1) — pr(2,B2) |< L [ 1 — B2 |
V31, B € R, p.p.xz €.
(5.2.9) (c) Il existe M, > 0 telle que
| pr(z,B) [ M, VBER, pp. zcls.
(d) Pour tout 8 € R, = — p.(z, ) est mesurable surI's.

(e) La fonction = + p,(z, 3) € L*(T3).

(f) pr(x,0) =0 p.p. sur ;.

Nous supposons aussi que les forces volumiques f, les tractions surfa-
ciques f5, les charges €lectriques volumiques ¢, et les charges €lectriques

surfaciques ¢, satisfont

(5.2.6) fo e WH(0,T; L*(Q)Y), fo € W0, T; L*(T,)Y),

(5.2.7) qo € WHH0,T; L2 (), g € WHH0,T; LA(Ty)).

Les coefficients d’adhésion +,, v, et ¢, satisfont les conditions

(5.2.8) v, € L®(T3), €€ L*(Ts), Y, Vs, €2 >0 p.p. sur I,

tandis que le champ initial d’adhésion vérifie

(529) ﬁo < LZ(Fg), 0 < 60 < 1 p.-p. sur Fg.

Puisque meas (I';) > 0 et 'opérateur de viscosité satisfait la condition (5.2.1),
il vient que l'espace V donné par (2.2.4) est un espace de Hilbert muni du

produit scalaire

(5.2.10) (u,v)y = (Ae(u),e(v))y.
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Notons que la norme induite sur V par le produit scalaire précédent est

équivalent a celle de H'(Q)“.

Pour les probléemes de type Signorini nous introduisons 'ensemble des

déplacements admissibles donné par
(5.2.11) Uw={veV/v, <0surl3},

qui est un ensemble convexe. Pour finir les hypothéses sur les données du

probléme mécanique, nous supposons que

(5.2.12) up € Uad

Par la suite, nous considérons l'espace

(5.2.13) W={peH(Q)|¢¥=0 surTl, },

et 'ensemble

(5.2.14) Q={p:T3x[0,7T] > R|0<[(t) <1 sur I's}.

Le théoréme de représentation de Riesz, entraine l'existencede f: [07] — V

et ¢:[0T] — W, telles que

(5.2.15) (F@ 0 = [ folt) - vde+ [ fo(t) - vda,
(5.2.16) (q(t), ¥)w :/qu(t)wd:c—/rb g (t)vda,

por tout v € V¢ € W ett € [0,T]. De plus, il vient de (5.2.6) and (5.2.7) que

(5.2.17) fewho,T;V),

(5.2.18) q € WHH0,T; W).
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Finalement, nous définissons la fonctionnelle j : L?(T'3) x V x V — R par
(5.2.19) (8, u,v) = / 7, B2R, (uy unda + / (AR, (u,) - v,da.
I's s

Compte tenu des hypothéses (5.2.5)-(5.2.8), il s’ensuit que les intégrales que
nous venons de voir dans (5.2.15), (5.2.16) et (5.2.19) sont bien définies.

Supposons que (u, g, ¢, D) sont des fonctions réguliéres satisfaisant (5.1.3)-
(5.1.12). D’une part, selon une procédure standard basée sur la formule de
Green (2.2.3) combinée avec les conditions (5.1.3), (5.1.4), (5.1.5) et la défi-
nition de f, nous avons

(0(t),2(v) — e(®))s = (F(t),0 —u®))y + [ ov.(v—u(t))da, YoV,

I3

et compte tenu la décomposition du tenseur de Cauchy (1.1.3), nous obte-

nomns :

(0(t),e(v) = e(u(t))n = (f(t), v = u®))v + Jr3 00 () (v, — uy(t))da
+ Jps 0. (). (vr —ur(t))da Yo eV

Maintenant, en utilisant (5.1.7) et (5.1.8) on trouve

u(t) € Uag, (o(t),e(v) —e(u(t))u = (f(t),v —w®)v + frs B> R (w) (v, — w,(t))da
— Jrs pr(B)Rr(ur).(vr — ur(t))da Vv € Uy.

Combinons cette derniére inégalité avec (5.2.19) pour obtenir

(5.2.20)
u(t) € Uag, (0(t),e(v) —e(u(t)))n ++5(B(), u(t), v —u(t)) = (f(t),v —ult))v
Yu € Uad-

Gardant a l'esprit (1.1.7) et (5.1.1) on peut écrire
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u(t) € Uaa, (Ae((?)), e(v) = e(u(t))n + (Fe(u(t), e(v) — e(u(t)))u+
EVp(t),e(v) —e(u(t)))n + 7 (1), u(t), v — u(t))

(5.2.21) (
> (ft),v—u(t)y  Yu €Uy,

D’autre part, en utilisant la formule de Green (2.2.16) pour les inconnues
€lectriques du probléme ainsi que les conditions (5.1.4), (5.1.10), et (5.1.11)

nous obtenons

(D(t), Vi)zzaye + [ ao(tyode = [ thgpda W € W,
gardant a l'esprit (5.2.16) on obtient

Combinons cette derniere égalité avec (1.1.7) et (5.1.2) pour obtenir

(BV@(t), Vib) 2y — (Ee(ult)), Vi) 2y = (q(t), ¥)w
VipeW, VieloT],

(5.2.23)

De (5.2.21) et (5.2.23) nous obtenons la formulation variationnelle sui-

vante du probléeme €électro-viscoélastique P;

Probléme (P)). Trouver un champ des déplacements u : [0,T7] — V, un po-
tentiel électrique ¢ : [0,T] — W et un champ d’adhésion 3 : [0,T] — L*(T'3) tels

que

u(t) € Uaa, (Ac(i(t)), e(v) —e(u(t)))n + (Fe(u(t)), e(v) — e(ult)))u+
E*Vp(t),e(v) — e(u(t)))n + 7 (6(1), ult), v — u(t))

(5.2.24) (
> (f(t),v—u(t))y Vo €Uy, pp-te(07),
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(BV%D(WV@/))H(QW - (gg(u(t))av¢)L2(Q)d = (q(1), ¥)w

(5.2.25)

YV eW, VieloT],
(5.2.26) B(t) = —(wB) Ry (uy(8))* = 2a)1 P-P-t € (0T),
(5.2.27) u(0) = ug,
(5.2.28) B(0) = By.

5.3 Reésultat d’existence et d’unicité
Le résultat principal de cette section est le suivant.

Théoréme 5.3.1. Sous les hypotheses (5.2.1)-(5.2.9) et (5.2.12), le probleme

variationnel (P)) posséde une solution unique (u, ¢, ) ayant la régularité sui-

vante :

(5.3.1) u € Wh=(0,T;V),
(5.3.2) o € W0, T; W).
(5.3.3) BeWhe(0,T; L*(T's))N Q.

Un “quintuple" de fonctions (u, o, ¢, D, ) qui satisfait (5.1.1), (5.1.2) et
(5.2.24)-(5.2.28) est appelée solution faible du probléme mécanique (Ps).
Nous concluons par le Théoréme 5.3.1 que, sous les hypothéses (5.2.1)-
(5.2.9) et (5.2.12), le probléme (P3) posseéde une solution faible unique.

Pour préciser la régularité de la solution faible, nous notons que les rela-

tions constitutives (5.1.1) et (5.1.2), les hypothéses (5.2.1)-(5.2.4) et les ré-
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gularités (5.3.1)-(5.3.2) implique que o € L>(0,T;H), D € Wh>(0,T; L*(Q)%).
En prenant maintenant v = u(t)£¢£, ou € € C°(2)?, dans (5.2.20) et ¢ € C°(Q)
dans (5.2.22) et en utilisant (5.2.15), (5.2.16), (5.2.19) nous obtenons

Div o(t) + fo(t) = 0, div D(t) = qo(t),

pour tout ¢t € [0,7]. Maintenant, de (5.2.6), (5.2.7) il vient que Div o €
L>=(0,T; L3()9) et div D € W1*°(0,T; L*(Q2)), ce qui montre que

(5.3.4) o € L>(0,T;Hy),

(5.3.5) D € Whe(0,T;W).

Finalement, nous concluons que la solution faible (u, o, ¢, D, 3) du probléme
pi€zoélectrique de contact avec adhésionof (P;) possede la régularité (5.3.1)-
(5.3.5).

La démonstration du théoréme 5.3.1 sera effectuée en plusieurs étapes

et elle est basée sur le résultat abstrait donné par le théoréeme 2.4.14.

5.3.1 Démonstration du Théoréme 5.3.1

Nous assmons dans ce qui suit que les hypotheses (5.2.1)-(5.2.9) et
(5.2.12) sont satisfaites et que ¢ est une constante positive générique qui
peut dépendre de 2, I';, I's, p, et L dont la valeur

peut changer d’'un endroit a 'autre. Pour la simplicité, nous supprimons
dans ce qui suit la dépendance explicite des diverses fonctions sur xe QUTIs.

Comme dans [59], en utilisant le théoréeme de représentation de Riesz on

peut définir les opérateurs G: W — W et R:V — W par

(5.3.7) (R, p)w = (E€(v), V)22 YoeW, veV.
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En utilisant (2.2.14), (2.2.13) et (5.2.4), nous pouvons montrer que G est
un opérateur linéaire continu, symétrique et positivement défini. Alors, G
posséde un inverse sur W. En utilisant (2.2.14) et (5.2.3), nous pouvons
montrer aussi que R est un opérateur linéaire et continu sur V. Soit R*

I'adjoint de R. Donc, de (1.3.2) on peut €crire
(5.3.8) (R*¢,v)y = (E"Vp,e(v))n VoeW, veV.
Soit ¢t € [0 T] . En introduisant (5.3.6), (5.3.7) dans (5.2.25), on obtient

d’ot nous déduiosons que

(5.3.10) Go(t) = Ru(t) + q(t),

pour tout ¢ € [0,7]. Comme G est inversible on obtient
(5.3.11) o(t) = G'Ru(t) + G q(t).

Combinons l'inégalité (5.2.24) avec (5.3.6), (5.3.7), (5.3.8) et (5.3.11) pour

trouver

u(t) € Uag, (Ac(u(t)),e(v) —e(u(t)))n + (Fe(u(t)), e(v) —e(u(t)))n+
"G Ru(t), v — ult)y +(B(), ult),v — u(t)y

(5.3.12) (
> (f(t) =R*Gq(t),v—u(t))y VYveUyq p.p-te(07).

Maintenant, soit n € W'>(0,T;V) donnée. Dans la premiére étape, nous
prouvons l'existence d'une solution unique pour le probléme variationnelle

intermédiaire suivant.
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Probléme (P;'!) Trouver un champ des déplacements u,, : [0,T] — V, tel que

(5.3.13)
uy(t) € Uaa, (Ac(iy(t)),e(v) — e(uy(t)))a + (Fe(uy(t)), e(v) — e(uy(t)))n+
(R*G™ Ruy(t), v — uy(t))v + (n(t), v — uy(t))v
> (f(t) = R*G q(t),v —uy(t)y YveUg p.p-te(07),

(5.3.14) uy(0) = up.

Lemme 5.3.2. Le probléme P} admet une solution unique u,, qui satisfait

(5.3.15) u, € WH(0,T;V)

Démonstration. Soit 'opérateur L : V — V defini par
(5.3.16) L(v) = R*G'R(v), Yv € V.

En utilisant les propri€tés des opérateurs G, R et R*, nous déduisons que L

est un opérateur linéaire et continu sur V. Donc, nous avons
(5.3.17) ||LU1 — LUQ“\/ < ||L||||U1 — u2||V Vul, us € V.

Le théoréme de représentation de Riesz nous permet de définir U'opérateur

G:V — V par
(5.3.18) (Gu,v)y = (Fe(u),e(v)y + (Lu,v)y  Vu, veV.
Maintenant, en utilisant (5.2.1), (5.2.2), (5.2.10) et (5.3.18) on obtient

L
(5.3.19) |Gu1 — G|y < (Fi FILD N — wolly Y, us €V,
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ce qui montre que G est un opérateur de Lipschitz. De plus, I'opérateur
Ly

(5.3.20) G+(—+ [IL[)Lv : V =V,
ma

est un opérateur monotone et de Lipschitz sur V.

Soit la fonction f : [0 7] — V donnée par
(5.3.21) f(t) = f(t) — R*G 'q(t) —n(t), Vt€[0T].

Gardant a l'esprit que n € Wh>(0,7;V) et R*G~! est linéaire et continu, en

utilisant (5.2.17), (5.2.18), il vient de (5.3.21) que

(5.3.22) f ewh0,T;V).

Soit ¢y, , : V — |—00, 40| la fonction indicatrice de I'ensemble U,, et 0y,
son sous-différentiel. Puisque U,; C V est un sous-ensemble non vide, fermé
et convexe, alors 0vyy,, est un opérateur maximal monotone sur l'espace V

et D(0Yy,,) = Uaq. De plus, la somme
Ly ”
a@Z)Uad + G+(m7 + ||L||)IV Uy CV =27,
A

est un opérateur maximal monotone. Maintenant, les hyppotheses (5.3.22)

et (5.2.12) nous permettent d’utiliser le théoréeme 2.4.14 avec
v Lr
X=V, A=0y,,+G:D(A)=UyyCV —2" etw=—+|L]|.
ma
Dong, il existe un unique élément v, € WH>(0,7;V) tel que

(5.3.23) in(t) + Oy, (un(t)) + Guy(t) > £(t)  ae. t € (0T),

(5.3.24) u,(0) = up.
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On a pour tout u, g € V, I'équivalence suivante est vérifiée

g€a¢Uad(u)<:>u€Uada (g,U—U)VSO VUEUad,

d’ou I'inclusion différentielle (5.3.23) est équivalente a I'inéquation variation-

nelle suivante :

Up(t) € Usg, (ty(t),v —uy(t))v + (Guy(t),v — uy(t))v
> (f(t),v —uy(t))y Yo € Ug p.p-te(0T).

(5.3.25)

Maintenant, en utilisant (5.3.25), (5.3.18) et (5.2.10), nous déduisons que u,,
satisfait

(5.3.26)
Un(t) € Una, (Az(in(t)), e(v) = e(uy(t)))n + (Fe(ug(t)), e(v) — e(uny(t)))nt
(Luy (t),v —uy(t)y > (£(t),v —u,(t))y Yo €U p.p-te(07).

Finalement, des relations (5.3.26), (5.3.21), (5.3.16) et (5.3.24) on conclut
que u,, satisfait (5.3.13) et (5.3.14), ce qui termine la démonstration du 5.3.2.
|

Dans la deuxiéme €étape on utilisera le champ de déplacement v, obtenu

dans le lemme 5.3.2 pour obtenir le résultat d’existence et d'unicité suivant :

Lemme 5.3.3. Il existe un unique élément ¢, € W>(0,T; W) tel que

(BV oy (t), Vi) 2yt = (Ee(uy(t), Vi) 2oy = (q(t), )w
VpeW, Yte|0T],

(5.3.27)

Démonstration. Soit u, € W>(0,7;V) la fonction définie dans le lemme
5.3.2. En utilisant (5.3.11), 'existence et I'unicité de u, nous garantie I'exis-
tence et 'unicité de la fonction ¢,. Maintenant, en utilisant (5.3.9), (5.3.7)
et (5.3.6), nous conclluons que ¢, vérifie I'égalité (5.3.27). De plus, puisque

u, € Wh>(0,T;V) il vient de (5.3.11) et (5.2.18) que p, € W>°(0,T;W). m
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Dans la troisieme étape nous utilisons la solution u, € W'>(0,7;V) ob-
tenue dans le lemme 5.3.2 et nous considérons le probléme de Cauchy sui-

vant :

Problem P”». Trouver un champ d’adhésion f3, : [0,T] — L*(T's) tel que

(5.3.28) Bu(8) = — (1B ()R (1))?) — £a)s ace. t € (0 T),

(5.3.29) B,(0) = Bo.

We obtain the following result.

Lemme 5.3.4. Le probléeme P% admet une solution unique 3, qui satisfait
(5.3.30) B, € Wh>(0,T, L*(T'3)) N Q.

Démonstration. Nous considérons l'application F' : [0, 7] x L*(T'3) — L?(T'3)
défini par

F(t, ) = = (B (t) Rt (1))*) — €a)+-

Soit t € [0,7] et 3, € L*(I'3). Il s’ensuit d’aprés les propriétés des opérateurs
de troncation R, et R, que F' est de Lipschitz par rapport a la seconde va-
riable, uniformément en temps. De plus, pour tout 3, € L*(I's) I'application
t — F(t,3,) appartient a L>(0,7; L*(I';)). Moyennant maintenant le Théoréme
2.6.1, nous obtenons l'existence d'une fonction unique 3, € W'>(0,T; L*(T'3))
qui résout le probleme P?. Notons que la restriction 0 < 3, < 1 est in-
cluse implicitement dans le probléme variationnel P;. En effet, les condi-
tions (5.2.26) et (5.2.28) nous garantissent que f,(t) < 5, et donc I'hypo-
these (5.2.9) montre que f,(t) < 1 pour ¢t > 0, p.p. sur I's. D’'un autre co6té, si
B,(te) = 0 &t = to, alors il s’ensuit de (5.2.26) et (5.2.28) que f3,(t) = 0 pour
tout ¢ > t, et donc, f,(t) = 0 pour tout ¢ > t,, p.p. sur I's. Nous concluons

que 0 < 3,(t) <1 pour tout t € [0,7], p.p. sur I';. Il résulte de la définition de
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I'ensemble Q, que 3, € Q, ce qui conclut la preuve du lemme 5.3.4. =

Maintenant, soit n € W>(0,7;V) et u, and 3, les solutions obtenues
dans les lemmes 5.3.2 et 5.3.4, respectivement. En utilisant le théoréme de
représentation de Riesz-Fréchet on peut définir Uopérateur An : [0,T] — V

par

(5.3.31) (An(t), v)v = J(By(t), un(t), v),
pour tout v € V et ¢t € [0, 7). Nous avons le résultat suivant :

Lemme 5.3.5. Pour toutn € Wh>(0,T;V) on a An € W>(0,T; V). De plus, il

existe un unique élément n* € W1>°(0,T;V) tel que

(5.3.32) An* = 1",

Démonstration. Soit n € W>(0,T;V) et t;,t, € [0,T]. En utilisant (5.3.31)
et (5.2.19), on obtient

I An(t) = An(ta) [lv< e || B3 (t) R (g (1)) — By (t2) R (g (t2)) [l 220y +
c| p‘r(ﬁn(tl))RT(um(tl)) - pT(ﬁn@?))RT(um’(t?)) ”LQ(F:;) ‘

Gardant a I'esprit (5.2.5), (2.2.8), I'inégalité 0 < 3,(t) < 1 et les propriétés des

opérateurs R, et R, nous trouvons

I An(t) = Anta) llv< e[| uyg(tr) = uy(ta) [lv +
c |l By(tr) = Byt2) [lz2(rs) -

(5.3.33)

Puisque u, € Wh=(0,T;V) et 5, € WH>(0,T, L*(T'3)) N Q, nous déduisons de
l'inégalité (5.3.33) que Anp € WH>(0,T;V).
Soit maintenant n;,7, € WhH*(0,7;V), et soit u; = w,,, 4 = U, B = By

pour i = 1,2. Pour ¢ € [0,7], nous intégrons (5.3.28) avec la condition initiale
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(5.3.29) pour obtenir

t

Bi(t) = o = [ (uBi(s) Rl (5))* — ea) 4.

0

En utilisant les propriétés de 'opérateur R,, I'inégalité | R,(u,) |< L, et écri-

vant 5, = 5, — (2 + (2, nous arrivons a

1B1(8) = Ba(t) [l 2y < C({t I B(s) = Ba(s) llL2(rs) ds+

¢
c({ | w1 (s) — U2 () ||L2(ry) ds.

Moyennant une version des lemmes de Gronwal (Corollaire (2.6.5), il s’ensuit

que

| Bi(t) = Ba(t) [|2ry) < C/ | u1,(8) = u2u(8) [|2(rs) ds,
0

combinons cette derniére inégalité avec (2.2.8), pour obtenir

(5.3.34) I B1(t) = 5a(8) Nz = ¢ [ 1l ns) = wa(s) Il d.
0

D’autre part, en utilisant des arguments similaires a ceux utilisés pour la

preuve de (5.3.33), nous obtenons
| Anu(t) — Ana(t) llv< e || ua(t) —ua(?t) [lv +c || Bi(t) — B2(t) [lr2(rs)
Donc, enutilisant (5.3.34) on trouve
t
(5.3.35) || Ami(t) — Amp(?) [[v<c | wi(t) — ua(t) [Iv +C/ | u1(s) — ua(s) [lv ds.
0

Ensuite, nous utilisons (5.3.25) et (5.3.21) pour obtenir

(w1 (t) — t2(t), us(t) — ua(t))v < (2(t) — m(t), ua(t) — ua(t))v
+ (Gua(t) — Guy(t), uq (t) — ua(t))y
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En utilisant I'inégalité de Cauchy—-Schwarz et (5.3.19), nous obtenons

(i (8) = (1), ur(t) = ua(t))v < [ (t) = na (@) v[Jua (t) — ua()llv

+¢jﬂwmmw—m@w

Nous intégrons l'inégalité précédente avec les conditions initiales u; (0) =

ug (0) = up, pour obtenir

3 [l w(®) —ua(t) < Oft 11(8) = m2(8) lv s (s) — ua(s)llvds

Ly ¢ )
+ (= L) [ llur(s) = ua(s) |7 ds.
ma 0
En appliquant I'inégalité suivante

1 1
ab < §a2+§b2 a,b €R,

on trouve

3w () —ue(®) <3

O—

t
Im(s) = ma(s)[[ds + 5 S lluals) = ua(s)[7ds

)

t
+ (= + I L]) Of [ui(s) — ua(s)l[ ds,
d’ou on obtient

lun(®) = ws®) R e [ i (s) = mals)l[Eds + ¢ [ llur(s) = uals) [ ds,

Ensuite, moyennant une version des lemmes de Gronwal (Corollaire (2.6.5),

il s’ensuit que
t

(5.3.36) [l () — ua(t) [ < 0/ In1(s) — ma(s)[3-ds.
0

Maintenant, en utilisant (5.3.35), I'inégalité de Cauchy-Schwarz et apres
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quelques manipulations algébriques nous arrivons a l'inégalité
t
(5.3.37) [ Am(t) = Ama(t) V< e || un(t) — ua(®) [IY, +6/ | us(s) — ua(s) [Iy ds.
0
Combinons maintenant (5.3.36) et (5.3.37) pour trouver
t
(5.3.38) | A (t) = Ana(t) [[3< 6/ In1(s) = ma(s)lIVds Ve [0T].
0

L’itération de cette dérniére inégalité n fois entraine 'inégalité suivante :

(5.3.39) I A™ 1 (8) — A" () e (0,70 < cmrgnHm(t) — 1) | (0,22,

ce qui implique pour m suffisamment grand, I'application A™ : L>°(0,7;V) —
L>(0,T;V) est une contraction dans I'espace de Banach L*(0,7;V). Donc,
d’aprés le théoreme du point fixe il existe un unique élément n* € L>(0,7;V)
tel que A™n* = n*, et par conséquent n* est I'unique point fixe de I'opérateur
A. La régularité n* € W>(0,T;V) découle de la régularité An* € Wh>(0,T;V),

ce qui termine la démonstration du lemme 5.3.5. =

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour établir la démonstra-

tion du Théoréme 5.3.1.

Démonstration. Existence. Soit n* € W>(0,7;V) le point fixe de I'opé-
rateur A et soient (u, ¢, #) les solutions définées dans les lemmes 5.3.2, 5.3.3
et 5.3.4, respectivement, pour n = n*, c’'est-a-dire u = u,-, ¢ = @,, €t 8 = B,-.
Il est évident que les égalités (5.2.25), (5.2.26) and (5.2.28) sont vérifiees des
lemmes 5.3.3 and 5.3.4. De plus, puisque An* = n*, de (5.3.14), (5.3.13),
(5.3.11), (5.3.8), (6.3.7) (5.3.6) et (5.3.31) il vient que (5.2.24) et (5.2.27) sont
vérifiées. Les régularités des solutions données par (5.3.1), (5.3.2) et (5.3.3)

découlent des lemmes 5.3.2, 5.3.3 et 5.3.4, respectivement.

Unicité : L'unicité de la solution est une conséquence de l'unicité du
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point fixe de I'opérateur A et I'unique solvabilité des problemes P% et P! m
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CHAPITRE 6

PROBLEME
ELECTRO-VISCOELASTIQUE AVEC
ADHESION ET FROTTEMENT

Dans ce chapitre, on va étudier un modéle mathématique qui décrit le
contact bilatéral entre un corps pi€zoélectrique et une base rigide. Les pro-
priétés mécaniques et €lectriques du corps sont décrit par une loi constitu-
tive de comportement €lectro-viscoélastique non linéaire et le processus est
quasistatique. Le contact est modélisé par une condition de contact bilaté-
ral et le frottement est formulé par une version de la loi de Coulomb couplée
avec adhésion. Nous établissons un résultats d’existence et d'unicité d'une

solution faible pour ce modéele.

6.1 Formulation du probléme

Nous nous placons dans le méme cadre physique des deux chapitres
précédents et nous considérons que la loi constitutive du corps est électro-
viscoélastique. Le probleme mécanique se formule comme suit :

Problem P, Trouver un champ des déplacements u : 2 x [0, T] — R?, un champ
des contraintes o : Q x [0,T] — S% un potentiel électrique ¢ : Q x [0,T] —

R, un champ des déplacements électriques D : Q x [0,T] — R¢ et un champ
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d’adhésion 3 : Q2 x [0,T] — R tels que

(6.1.1) o = Fe(i) + Ge(u) — E'E(yp) dans Q2 x (0,7,
(6.1.2) D = &c(u) + BE(yp) dans Q x (0,7,
(6.1.3) Divo+ fo=0 dans 2 x (0,7,
(6.1.4) div D = q dans 2 x (0,7,
(6.1.5) u=0 sur I'; x (0,7,
(6.1.6) ov = [y sur 'y x (0,7,

et sur I'; x (0,7)

(6.1.7) u, =0,
o + 282 R (ur)| < pp(|R(0,)]),

|07 + 7782 R (ur)| < pp(|R(00)]) = iy = 0,

(6.1.8)

07+ 8 R ()| = pp(|R (0, (w)])

= I\ > 0 tel que o, + . 3R, (u,;) = — iy,
(6.1.9) B = = (3Bl R: (ur)?) = €a)+,
(6.1.10) =0 sur I', x (0,7),,
(6.1.11) D-v=q sur I', x (0,7),
(6.1.12) Dv=0 sur I's x (0,7),
(6.1.13) B(0) = Bo sur I's,
(6.1.14) u(0) = g dans €.

Les équations (6.1.1) et (6.1.2) représentent la loi de comportement électro-

viscoélastique que nous avons introduite dans (1.3.5), les équations (6.1.3)
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et (6.1.4) représentent les équations d’équilibre, tandis que les équations
(6.1.5) et (6.1.6) sont respectivement, des conditions aux limites en déplace-
ments et en tractions. La condition (6.1.7) décrit le cas ou1 le contact se fait de
facon belaterale c’est-a-dire le contact est maintenu pendant le mouvement
et il n'ya pas de séparation entre le corps et la fondation. Les conditions
(6.1.8) sont les conditions de frottement avec adhésion. L'équation (6.1.9)
est I'équation différentielle ordinaire associée au champ d’adhésion, avec la
condition initiale (6.1.13) ou 5, est un champ d’adhésion donné, tandis que
(6.1.10) et (6.1.11) représentent les conditions aux limites €lectriques sur I',
et Iy, respectivement. La condition (6.1.12) signifie que la base est isolatrice.

Finalement (6.1.13) et (6.1.14) sont les conditions initiales.

6.2 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle du probléeme mécanique P, consiste a sup-
poser que l'opérateur de viscosité F, I'opérateur d’élasticité G, le tenseur
piézoélectrique &, le tenseur diélectrique B et La fonction p ( le seuil de frot-

tement) satisfont les propriétés suivantes :

(@ F:QxS*— S
(b) 1l existe Lr > 0 telle que
|F(@, &) — Fla. &) < L&, - &
VELE €S pp.ox e
(c) Il existe mz > 0 telle que
(«7:(5”’51) — F(x,§,)) - (51 — &) > m;||€1 - 52”2
INIAS St pp.xeq.

(6.2.1)

(d) Lapplication x — F(x, &) est Lebesgue mesurable sur 2,
pour tout ¢ € S¢.

(e) Lapplication x — F(x,0) € H.
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(6.2.2)

(6.2.3)

(6.2.4)

(6.2.5)

(@)

(b)

(c)

(d)

(@)
(b)
(c)

(@)
(b)
()
(d)

(a)

(b)

(c)

G:OxS*— S

Il existe Lg > 0 telle que

1G(2,&,) — G(x,&,)|| < Lgl|€, — &

VELE, €ST pp.ox e

L’application « — G(x, &) est mesurable sur 2,
pour tout & € S7.

L’application = — G(x,0) € H.

E: QxS — R
E(x,7) = (eyu(T)Tj) VT = (135) € S¢ p.p.x €.

€iji = €ik; € L(82).

B:Q x R4 — R

B(z, E) = (B;(x)E;) VE = (E;)€RY, pp. xe.

Bij = Bji € LOO(Q>
Il existe mp > 0 telle que S;;(x)E;E; > mg| E|?

VE = (E;) €RY, p.p. ¢ € Q.

p: I3 x R — R, satisfait

Il existe L, > 0 telle que :

lp(x,m1) —p(z,72)| < L, |ri_12| pour tout

r,ro € R, a.e. x € I's.

L’application (b) z + p(z,r) est mesurable sur
I's, pour tout r € R.

p(x,0) =0, p.p. x € I's.
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En utilisant la continuité de I'opérateur de régularisation R : H~2(I') — L2(I")
et la continuité de la fonction de trace o — o, : H; — H™2 (I'), nous déduisons

I'éxistence d'une constante Cx, dépend seulement de ), I'y, I'; et R telle que
(6.2.6) IR0 2ry < Crlollyy, - Vo € Hi.

Nous supposons que les forces volumiques, les tractions surfaciques et les

densités des charges €électriques volumiques et surfaciques vérifient :

(6.2.7) fo€C(0,T;H), f,€C(0,T;L*T)%),

(6.2.8) q € C(0,T; L*(Q)), ¢ € C(0,T; L*(T)).

Par la suite, nous définissons les fonctions f : [0,7] — V, ¢ : [0,7] — W et

h:V xW — W comme suit :

6.2.9) (f(t),v)vz/gfo(t)-vder [ ha(t)-vda,

(6.2.10) (q(t),g)wz/ﬂqo(t)gdx—/rb g ()€ da,

pour tout u,v € V, £ € W ett € [0,7], et nous notons que les conditions (6.2.7)

et (6.2.8) implique que
(6.2.11) fecoT1,v), qe C0,T;W).
Soit I'ensemble

(6.2.12) Q={f:I3x[0,T] =R |0<5(t) <1 surI's}.
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et I'ensemble fermé non vide

(6.2.13) V={VeH /v=0surly, v, =0sur '3}

Supposons que les coefficients d’adhesion +,, 7. et ¢, satisfont les conditions
(6.2.14) e € L®(T3), € € L*(T3), 7r, €2 >0 p.p.sur s,

tandis que la coefficient de frottement u vérifie

(6.2.15) pe L>®(y), wu(x) >0 p.p.surly

Finalement, nous supposons que les condtions initiales 5, et u, satisfont

(6.2.16) Bo € L*(T'3), 0< By <1p.p.surls,

(6.2.17) ug € V.

Nous définissons la fonctionnelle d’adhésion j,, : L*(T'3) x V x V — R par

(6.2.18) ad B v) = [ 48R (ur) - vrda,

et la fonctionnelle de frottement j;, : H; x V — R par

6.2.19) jpelo,v) = /F wp(|R(0,)]) - |vs| da

Supposons que (u, 0, ¢, D) sont des fonctions réguliéres satisfaisant (6.1.3)-
(6.1.12). D'une part, selon une procédure standard basée sur la formule

de Green (2.2.3) combinée avec les conditions (6.1.3), (6.1.4), (6.1.5) et la
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définition de f, nous avons

(0(t), £(v) — e(a(®))s = (f(t),0 —a(t))y + | ov.(v—(t))da, Yo €V,

I3

et compte tenu la décomposition du tenseur de Cauchy (1.1.3), nous obte-

nomns :

(o(t), e(v) —e(a(t)n = (f(t),v —u(t)v + Jpy 00 (t)(vy — U(t))da
4 frg 0n (8)-(vr — @ (t))da Yo eV

Maintenant, en utilisant (6.1.7), (6.1.8) et 'égalité précédente on trouve

(o(t),e(v) = (i) = (f(t), v = i)y = Jrg 1B R (ur).(vr — i1 (t))da
= Jes (| B(ov) (o]l = lliz[Dda Vo € V.

Combinons cette derniére inégalité avec (6.2.18) et (6.2.19) pour obtenir

(o(t),e(v) —e(t))u + jaa(B(t), u(t), v —u(t))+
(6220) +jfr(0(t>>v) - jfr(a(t)v u(t)) > (f(t>7v - u(t))V
YVoeV , p.p.te|0,T]

Gardant a l'esprit (1.1.7) et (6.1.1) on peut écrire

(Fe(i(t), e(v) —e(i(t)))n + (Ge(u(t)), e(v) —e(ult)))n+
(EVip(t),e(v) = e(iult))a + Jaa(B(t), ult), v —i(t))+
+p(a(t),v) = jpe(a(t), a(t))
= (f(t),v—ut))y Vv €U,

(6.2.21)

D’autre part, en utilisant la formule de Green (2.2.16) pour les inconnues

€lectriques du probléme ainsi que les conditions (6.1.4), (6.1.10), (6.1.11) et
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(6.1.12) nous obtenons

(D). V&)@ + [ w(t)dr = [ atda vE € W.
Gardant a l'esprit (6.2.10) et (6.2.17) on obtient
(6.2.22) (D(1), V) ey + (a(t), hw =0 VE € W.

Combinons cette derniere égalité avec (1.1.7) et (6.1.2) pour obtenir

(BVo(t), VE) 12 pa — (Ee(u(t)), VE) r2pa = (q(t), E)w
Ve W, Yitel|0T],

(6.2.23)

De (6.2.21) et (6.2.23) nous obtenons la formulation variationnelle du

probléme électro-viscoélastique P,

Probléme?P)' Trouver un champ des déplacements v : [0,T] — V, un potentiel

électrique ¢ : [0,T] — W, et un champ d’adhésion 3 : [0,T] — L?*(T'3) tels que

(6.2.24) o = Fe(i) + Ge(u) — E'E(p)
(6.2.25) (0,e(v) = e((t))n + Jaa(B(t), u(t), v — u(t))
+igr(o(t),0) = Jgr(o(t), u(t)) = (f(£),v —u(t))v,
VveV, Vtelo,T],
(6.2.26) (BV(t), VE) 2ye — (Ee(u(t), VE u = (q(t), Ow,

Ve e W, vt € 10,71,

(6.2.27) B(t) = —(B(t) | R-(u-(t)|*) — €a)+ , p-p- t € (0,7),
(6.2.28) u(0) = g
(6.2.29) 3(0) = Bo.

Dans le reste de cette section, nous présentons quelques inégalités com-
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prenant les fonctionnelles j,, et j; qui seront utilisées dans les sections
suivantes. Ci-dessous dans cette section, 3, i, > dénotent les éléments de
L*(T3) tel que 0 < B, By, B < 1 p.p. sur I's; uy, u, vy, U9, u €t v représentent
des €léments de V; et ¢ est une constante générique positive qui peut dé-
pendre de 2, I'y, I's, 7. et L, dont sa valeur peut changer d'un endroit a
l'autre. Pour la raison de simplicité, nous supprimons dans ce qui suit la

dépendance explicite aux fonctions diverses sur = € Q U T's.

D’abord nous faisons remarquer que la fonctionnelles j,, est linéaires par

rapport au dernier argument et donc

(6.2.30) jad(ﬁyuv _U) = _jad(ﬁ7uvv)‘

Ensuite, en utilisant (6.2.18) et les inégalités ;

R (u)|]| <L, |Bi]| £1, |52 £1,

nous déduisons que
Jaa(B1, w1, wa — ur) + Jaa(B2, g, uy — ug) <c /F3 |81 — Bel [[ur — uzl| da.
En combinant cette inégalité avec (2.2.8), nous obtenons
(6.2.31)  Jaa(Br,ur, ua — ur) + Jaa(B2, vz, ur — ug) < cl| B — Ballr2rg)l|ur — usl|v
En choisissant 5, = #; = § dans (6.2.31), nous trouvons
(6.2.32) jad(57U17U2 - Ul) +jad(67 U2, U — Uz) <0.

Des manipulations semblables, basées sur la Lipschitzialité de I'opérateurs

R,, montrent que

(6.2.33) |jad<67u17v) - jad(ﬁau%vﬂ <c ||U1 - U2||VHUHV-
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Aussi, nous prenons u; = v et us = 0 dans (6.2.32), ensuite nous utilisons

I'égalités R.(0) = 0 et (6.2.31) pour obtenir

(6.2.34) Jaa(B,v,v) > 0.

En utilisant (6.2.5)(a), (6.2.19), (2.2.8), les propri€tés de 'opérateur R et les

inégalités ||R,(u,)|| < L, | p1 |< 1,| B2 |< 1, nous déduisons que :

(6.2.35) Jpr(o1,v2) = Jpr(or, v1) + Gpe(02,01) — r(02,02)

< LyCreol| ]| o= (rg) (o2 = onlal[vz = vn]lv-

Dans l'inégalité précédente, si on prend o; = 02 = g on obtient

(6236) jf?“(gav2> - ]fT(ga Ul) +jf7“<ga Ul) - jf?“(g7v2) S 0

Les inégalités (6.2.31)—(6.2.36) combinées avec I'égalités (6.2.30) vont étre
utilisées dans des places diverses dans le reste du chapitre.

Nous énoncons maintenant notre résultat principal concernant I'unique

solvabilité du Probleme P)!.

Théoreme 6.2.1. Supposons que (6.2.1)-(6.2.5), (6.2.7)-(6.2.8) et (6.2.14)-
(6.2.17) sont vérifiées. Alors, Il existe 1, dépendant uniquement de 2, I'y, I's,
p L et R telle que si ||p|| 1=(ry) < po. alors le probléeme P}* admet une solution

unique, de plus la solution satisfait

(6.2.37) u € CH0,T;V),
(6.2.38) e e C([0,T]; W).
(6.2.39) BeWwhe=(0,T; L*(I's)) N Q.

Un “quintuple" de fonctions (u, o, ¢, 3, D) qui satisfait (6.1.1), (6.1.2),
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(6.2.25)—(6.2.29) est appelée solution faible du probléeme mécanique (P,).
Nous concluons par le Théoréme 6.2.1 que, sous les hypotheéses (6.2.1)-
(6.2.5), (6.2.7)-(6.2.8) et (6.2.14)-(6.2.17) le probléme P, posséde une solu-
tion faible unique.

Pour préciser la régularité de la solution faible, nous notons que les re-
lations constitutives (6.1.1) et (6.1.2), les hypothéses (6.2.1)-(6.2.4) et les
régularité (6.2.37)-(6.2.38) implique que o € C(0,7;H), D € C(0,7;%). En
prenant v = 4(t) & z ou 2z € C5°(Q)? dans (6.2.25) et ¢ € C°(Q) dans (6.2.26)

et en utilisant les définitions des f, ¢, j.q €t j;» nous obtenons

(6.2.40) Div o(t) + fo(t) =0, div D(t) + qo(t) =0,

pour tout ¢ € [0,7]. Il s’ensuit maintenant de (6.2.7) et et (6.2.8) que Div
o €C(0,T;H) et div D € C(0,T; L*(Q)) ce qui montre que

(6.2.41) o € C([0,T];H,),

(6.2.42) D e c([0,T];W)

Nous concluons que la solution faible (u, o, ¢, D, 3) du probléme piézoélec-
trique de contact avec adhésion et frottement (P,) posseéde la régularité

(6.2.37)-(6.2.39), (6.2.41) et (6.2.42).

6.3 Demonstration du Théoréeme 6.2.1

La démonstration du théoréme (6.2.1) sera effectuée en plusieurs étapes
et elle est basée sur les résultas abstraits donnés par les théoréemes (2.5.1),
(2.6.1) et le corollaire (2.4.17). A cet effet,nous supposons dans la suite que
(6.2.1)-(6.2.5), (6.2.7)-(6.2.8) et (6.2.14)-(6.2.17) sont satisfaites; ci-apres, c

est une constante positive générique qui peut dépendre de 2, I'y, I's, p, L et R
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, dont la valeur peut changer d'un endroit a 'autre. Pour la simplicité, nous
supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite des diverses fonctions

surxz € QUIT.

Soit n € C([0,T]; V), g € C([0,T]; H) des fonctions données et soit

(6.3.1) ong(t) = Fe(tng(t)) +e(n(t)),

Dans la premiéere étape, nous considérons le probléeme intermédiaire sui-

vant :
ProblémeP, * Trouver un champ de déplacement u,, : [0,7] — V, tel que
(Fe(tng(t)),(v) — (g (t))n + Jpr(g(t),v) — Gpr(g(t), ting())

Z (f(t) - n(t)vv - ang(t))Va Vv € V> Vt € [07T]7
(6.3.3) Ung(0) = u(0)

(6.3.2)

Dans I'étude du probléme variationnel 73,‘;2 nous avons le résultat sui-

vant :

Lemme 6.3.1. Supposons que (6.2.1)-(6.2.5), (6.2.7)-(6.2.8) et (6.2.14)-(6.2.17)
sont vérifiées. Alors, le probléeme 73%2 admet une solution unique, de plus la so-

lution satisfait

(6.3.4) Uy € C1(0,T; V),

Démonstration. En utilisant le théoréme de représentation de Riesz on

peut définir 'opérateur A : V' — V comme suit :

(6.3.5) (Au(t),v)y = (Fe(u(t)),e(v))y Yu,v € V.
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Soit t € [0, 7] et soit u; (), us(t) € V. Nous utilisons (6.3.5) pour trouver

(Auy (1) = Aus(t), ur (t) = us(t))v = (Fe(ur(t)) = Fe(ua(t)), e(ur(t)) — e(ua(t)))n-

Moyennant maintenant (6.2.1)(c) et (2.2.7) nous déduisons que

(6.3.6) (Auy(t) — Aus(t), ui (t) — ua(t))y = mz || ur(t) — ua(t)|f3-

Soit v € V, en utilisant (6.3.5) nous avons

(Aur(t) — Aus(t), 0)v = (Fe(ur(t)) — Fe(us(t)), e(v))y Vo € V.

Combinons l'inégalité précédente avec (6.2.1)(b) et (2.2.7) pour trouver

(Aur () = Aus(t), v)y < Ly || ua(t) = we(@)]lv [ vllv Vo eV,

Mettons ensuite v = Av;(t) — Avy(t) dans I'inégalité précédente pour obtenir

6.3.7) | Awr () — Aus(®)|lv < Lir || () — ua(t)v-

Nous concluons de (6.3.6) et (6.3.7) que A est un opérateur fortement mo-
notone et de Lipschitz. La fonctionnelle j; (¢(¢),.) une fonctionnelle propre,
convexe et semi-continue inférieurementest V. Alors, en utilisant des argu-
ments classiques sur les inéquations variationnelle élliptiques ( voir Théo-
reme 2.5.1), nous déduisons qu’il existe une fonction unique v,, € V qui

vérifie

(Fe(ung (1)), e(v) = (ng(t))n + Jr(9(E),0) = Jrr(g(t), ng(t))
= (f(t) =n(t),v —vy())v,  VveV, Vtel0,T],

(6.3.8)

Nous montrons maintenant que v,, € C(0,7; V). En utilisant (6.3.8), (6.2.1)(c),
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(6.2.19) et aprés quelques manipulation algébriques on peut montrer qu’il

existe une constante c > 0 telle que

[[Ung(t1) = ng(t2)llv < e[ (1) — f(t2)llv

Hln(tr) = nt)llv + llg(tr) — g(t2)ll30)-

(6.3.9)

Compte tenu que f € C(0,7;V), n € C(0,T;V) et g € C([0,T];H1), nous

concluons de l'inégalité précédente que
(6.3.10) Uye € C(0,T;V),

Soit maintenant u,, : [0,7] — V la fonction définie par

t
6.3.11) g (£) = 11y (0) + / Ung(8)ds
0

Il vient de (6.3.5), (6.3.8), (6.3.8), (6.3.10) et (6.3.11) que u,, est la solution

unique du probléme P, * qui satisfait

(6.3.12) Uy, € CH0,T; V).

Notons que la relations (6.3.1), I'hypothése (6.2.1) et les régularités n €
C([0,T);V), vy € C(0,T;V), implique que o,, € C(0,7;H). En prenant main-
tenant v = 4,,(t) £ z ot z € C°(2)? dans (6.3.2) et en utilisant (6.3.1) et les

définitions de f, j,q et j;,, on obtient
(6.3.13) Div o,,(t) + fo(t) =0,

pour tout ¢ € [0,7]. Il vient maintenant de (6.2.7) que Div o,, € C(0,T;H) ce
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qui montre que

(6.3.14) o, € C([0,T]; Ha),

Dans I'étape suivante nous utilisons la solution v,, € C*([0,T], V) obtenue

dans le Lemme 6.3.1 pour construire le probléme variationnel suivant.

Probléme P¢7. Trouver un potentiel électrique ¢,, : [0,7] — W tel que

(BV@uy(t), VEOW — (Ee(ung(t)), VW = (4(t),w
VEe W, tel0,T].

(6.3.15)

On a le résultat suivant.

Lemme 6.3.2. Il existe une unique solution ¢,, € C(0,7;W) qui satisfait
(6.3.15). De plus, si ¢, , et p,,, sont deux solutions de (6.3.15) correspon-

dantes an,, n, € C([0,T]; V) alors il existe ¢ > 0 tel que

(6.3.16) 1Png(t) = Pmag(Wllw < ¢ty (t) = wnyg()llv - ¥Vt € [0,T].

Démonstration. Soit ¢t € [0,7]. Nous utilisons le Théoréme de représen-

tation de Riesz-Fréchet pour définir 'opérateur G : W — W par

(6.3.17) (Gng(t), )w = (BVpyg, VEw — (Ee(uny(t)), VE)w

Pour tout ¢,,, £ € W. Soit ¢ = ¢,,4, Y2 = ¥,y € W ; nous utilisons les hypo-

theses (6.2.4) et (6.2.17) pour trouver

(6.3.18) (Gr(t) — Ga(t), o1(t) — p2(t))w > mg |1 (t) — 26|13y

D'un autre coté, en utilisant de nouveau (6.2.4), (6.2.3), (6.2.15) et (6.2.17)
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nous obtenons

(6.3.19) (Go1 — G2, Ow < cellpr — w2l lwlléllw VEEW,

ou c¢ représente une constante positive qui dépend du tenseur piézoélec-

trique £. Pour £ = Gy, — Gy, I'inégalié précédente implique que

(6.3.20) Gepr(t) — Goa(t)lw < cellpr(t) — @2(t)|w-

Maintenant, les inégalités (6.3.18) et (6.3.20) montrent que 'opérateur G est
fortement monotone et de Lipschitz sur W ; donc, en utilisant un résultat
standard sur les égalités variationnelles (voir Corrolaire 2.4.17), il s’ensuit

qu’il existe un unique €élément ¢, (t) € W tel que

(6.3.21) Ging(t) = q(1).

Nous combinons maintenant (6.3.17) et (6.3.21) pour déduire que ¢, (t) € W

est I'unique solution de 'équation variationelle (6.3.15).

Nous prouvons maintenant que ¢,, € C(0,7;W). A cette fin, considérons
t1, t2 € [0,7] et, pour raison de simplicité, nous écrivons ¢,,(t;) = ¢;, Uy, (t;) =
u; et q(t;) = ¢;, pour i = 1,2. Moyennant (6.3.15), (6.2.3), (6.2.4) et (6.2.17)

nous dérivons l'inégalité

(6.3.22)  mg o1 — 2y < cellur — usllvlier — e2llw + llan — @llwller — e2llw -

Il s’ensuit maintenant de I'inégalité (6.3.22) que

(6.3.23) o1 = wallw < e(llur — uallv + a1 — @2flw),

ou c est une constante positive. Donc, puisque u,, € C([0,T];V) et ¢ €
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C(0,T;W), I'inégalité (6.3.23) implique que ¢,, € C(0,17;W).
Soit maintenant »,, 7, € C([0,77];H) et, pour simplicité, notons ¢,,, = ¢,
un,q = Ui, ¢ = 1,2. Nous utilisons (6.3.15) et moyennant des arguments simi-

laires a ceux utilisés dans la preuve de (6.3.22) on obtient :

mg [|p1(t) — pa(t)lw < cellui(t) — ua(t)|ly
vVt € [0,T.

(6.3.24)

Cette derniére inégalité ménent a (6.3.16), ce qui acheéve la preuve.du lemme
6.3.2. m

Dans I'étape suivante nous utilisons la solution u,, obtenue dans le lemme
6.3.1 et soit le probléeme de Cauchy suivant :

Probléme. P% Trouver un champ d’adhésion 3,, : [0,7] — L*(T'3) tel que :

Pog(t) = = (42 Bng(t) | Rr(ting- (1)) |* =€),
p-p-t€(0,7),

(6.3.25)

(6.3.26) Bg(0) = fo.

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 6.3.3. Il existe une unique solution 3,, au probléeme P’ qui satisfait

Bng € WH(0,T, L*(T'5)) N Q.

La démonstration du Lemme 6.3.3 est similaire a celle du Lemme 5.3.4.

Maintenant, soit I'opérateur A, : C([0,77; H1) — C([0,T]; H,) défini par

(6.3.27) Ayg =0, VgeC([0,T];H).

Nous avons le résultat suivant :
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Lemme 6.3.4. Pour tout g € C([0,T]; H,), il existe n, dépendant uniquement
de Q, I'1, I's, p, L et R telle que si ||| oy < po, la fonction A,g : [0,T] — H,
appatient a C([0,71;H,), et Uopérateur A, posséde un unique point fixe g, <
C([0,T7; H1).

Démonstration. Soit ¢;, g» € C([0,7];H,) et soit v,, la solution du pro-
bléeme P)* pour i = 1,2. Pour raison de simplicité, nous écrivons v,, = v,
Ong: = 04, @ = 1,2. En utilisant (6.3.13) nous avons Div o1(t) = Div o2(t) ce qui

implique que

(6.3.28) [1Ag1(8) = Ayga ()3, = llon(t) = o2(t) |3

De plus, en utilisant (6.3.8), nous avons

(Fe(ui(t) = Fe(va(t),e(vr) —e(va)n < Jpr(g1,v2) = Jpr(g1,v1) + Jpr(g2, v1) = Jpr(g2, v2).

Combinons l'inégalité précédente avec 'inégalité (6.2.35) pour trouver

(Fe(ui(t) = Fe(va(t),e(vr) = e(v2)u < LyCreollpll s ([[91 = g2l |1 = v2lv.

En utilisant maintenant (6.2.1)(c), nous obtenons

(6.3.29)  mz | £(v1) — e(va)lly < LpCreollulle ey (lgr = gallaw s = vallv

Maintenant, par (2.2.7) et (6.3.29) il vient que

(6.3.30) my || v = wallv < LyCreollpall ooy 191 = 921341

En utilisant maintenant (6.3.1), (6.2.1)(b) et (2.2.7) on obtient

(6.3.31) o1 — o2l < Lr|jvr — val|y.
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Combinons (6.3.28), (6.3.31) et (6.3.30) pour obtenir

L LyCreol|pall oo s
mr

(6.3.32) 1Ay91 () — Ayga() |2, < Higr = g2l

ce qui montre que A, est une contraction sur C([0,77;#;) a condition que

| 14]| o= (1) < fto, OU 1o €st donnée par

mr

6.3.33 =\
( ) Ho LprCRCo

Alors, nous concluons par I'utilisation du théoréme du point fixe de Banach

que si ||pt]|L=(ry) < po I'opérateur A, admet un point fixe unique g, tel que
(6.3.34) Ayg, = gy

Il est claire que o dépend seulement de ), I';, I's, pet R. m

Dans la suite nous supposons que|| iz, < po. Pour tout n € C'([0,7];V)
dénotons par g, le point fixe de I'opérateur A, définé dans (6.3.27), par u,
la solution du probléme 737‘7/92 donnée par (6.3.11), par ¢, la solution du pro-
bléme P#» donnée par le Lemme (6.3.2) et par 3, la solution du Pobléme PBng
fournie par le Lemme 6.3.3 En utilisant le théoréme de représentation de

Riesz, on peut définir 'opérateur A : C([0,7];V) — C([0,7]; V) comme suit :

(6.3.35)  (An,v)y = (Geluy(1)), £(0)) + (E°Vipy(8),2(0))ae + JualBy(t), tn(1), V).

Pour tout n € C([0,T]; V)

Lemme 6.3.5. Pour toutn € C([0, T|;V) la fonction An : [0, T] — V est conti-

nue. De plus, il existe un unique élément n* € C ([0, T|;V) tel que

(6.3.36) An* = 1",
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Démonstration. Soit n € C([0, T];V) et ¢;, t, € [0, T]. Utilisons (6.3.35)

pour trouver

[(An(t1) — An(t2), v)v| = [(Ge(uy(t1)) — Ge(uy(t)), (v))u
+ (E*Vpy(t1) — E*Vy(ta), e(v))n
+ Jad(By(t1), By(t1), v) — Jaa(By(t2), uy(ta), v)|

En utilisant (6.2.18) et aprés quelques manipulations algébriques impli-
quant la lipschitzialité de I'opérateur de troncation R., les relation (2.2.8),

(2.2.13) et I'inégalité 0 < 3, < 1, nous arrivons a lI'inégalité

|(An(tr) = An(ta), v)v] < e ([[By(t1) = By(t2)l L2(rs)

Hlug(tr) = uy(E2)llv + llon(tr) = n(t2)l[w)llv]lv

(6.3.37)

Mettons maintenant v = An(t;) — An(t2) dans (6.3.37) pour obtenir

[An(t:) = An(ta)llv < ellBy(t) = By(t2)ll2rs)

Felluy(tr) = uy(t2)llv + cllon(tr) = @n(ta)llw-

(6.3.38)

Compte tenu que u, € C'([0, T); V), @n, € C(0,T;W) et 5, € Wh>(0,T; L*(T's)),

nous concluons de I'inégalité (6.3.38) que An € C([0, T]; V).

Soit maintenant ¢ € [0, T, n1,1m2 € C([0, T];V), et soit u; = w,,, v; = U; = U,,,
Oi = Gy = Opg, €t Bi = By, pour i = 1, 2. D'une part, nous intégrons (6.1.9)

avec la condition initiale (6.1.13), pour obtenir

1B1(8) = Ba(B)l| z2rs) < /Ot(ﬁl(S)IIRT(UlT(S))||2 = Ba(s)l| R (uar ()7 2(r) s

En utilisant les propriétés de l'opérateur de troncation R, et écrivant §; =

B1 — B2 + B2, nous arrivons a

1818) = GOy < ¢ [ 1181(5) = Ba(o)eqway ds - [ lua(s) = wals)ll ey .
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Moyennant une version des lemmes de Gronwall, il s’ensuit que

181(8) = Ba ()| 2rs) < € /0 [ur(s) = ua(s)l|L2(rs) ds

Combinons cette derniére inégalité avec (2.2.8), pour obtenir

(6.3.39) 181(8) — Bo()ll 20y < /Ot s (5) — ua(s)||y ds.

D’autre part, en utilisant des arguments similaires a ceux utilisés pour la

preuve de (6.3.38), nous trouvons que

[Am(#) = Am®)llv < A1) = Fal®)llzzrs)

+ellur(t) = ua@)lv + 2 () = er(®)lw

Ensuite, par (6.3.39) et (6.3.24) nous avons
t
(6.3.40) [An1(8) = Ana(B)[|v < cllui(t) — wa(D)[lv + 0/0 [ui(s) — ua(s)llv ds.
De plus, puisque u; et u, ont la méme condition initiale, il s’ensuit que
t
(6.3.41) ||lui(t) — ue(t)]] < /0 i1 (s) — aa(s)||v ds ¥t e0,T].
Combinons l'inégalité (6.3.41) avec (6.3.40) pour obtenir
t
(6.3.42) |An: () — Ana(t)||v < C/O ||t1(s) — aa(s)||v ds ¥t €0,T].

En utilisant I'inégalité (6.3.2) pour n = 1, v = 1, 01 = g€t N = M2, V = 1y,
o2 = gn, ; par addition des résultats obtenus nous avons

(6.3.43) (Fe(in) — Fe(i), e(ta) — e(tn))p + (m — na, i — tg)v

Je(on,w2) — je(o1, 1)) + Jpr(02, 1) — Jpr(02,12)) > 0.
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Combinons cette derniére inégalité avec (6.2.1)(c) et (6.2.35), nous trouvons

(6.3.44) mz|in —tsllv < |lm = nellv + LyCreollp] Lo ry) o2 — o124

De plus, puique Div o1(t) = Div 05(t) (voir (6.3.13)), en utilisant encore une

fois (6.3.2), (6.2.1)(b) et (2.2.7)

(6.3.45) loz = o1lla = lloa = oullsy < Lipllin = dollv + [lm(t) —n2(t)]lv

Pour conclure, a partir de (6.3.44) et (6.3.45) il vient que
(6.3.46)

(mr—LrLyCreol|pll oo (ry)) |t (8) =2 ()| < (1+LypCreoll el oo rg)) | (£) —m2 ()]l VT € (0,17,

et puisque ||z zry)) < po.de (6.3.46) et (6.3.33) nous déduisons que

1+ L,Creol|p]] oo ry)

(6.3.47) [in (1) — s (t)[lv <
[t (£) = ti2(2) || v mz — Lz L,Crcollt]| 1= (rs)

Im(t) = n2() |l V¢ €10,T].

Combinons maintenant lI'inégalité (6.3.42) avec la derniére inégalité pour

obtenir

(6.3.48) [Am () — Ana(8)||v < C/Ot 71 (s) —ma(s)|lv ds Ve[, T].

ou ¢ > 0. Réitérons cette derniére inégalité m fois pour trouver que

T
— i — n2lleqo, v

(6.3.49) [A™ 11 — A"l g0, Tiv) <

ce qui implique que pour m suffisament grand 'opérateur A" est une contrac-
tion dans l'espace de Banach C([0, T];V), donc il posséde un point fixe
unique n* € C([0, T];V) tel que A"n* = n*, et par conséquent n* est I'unique

point fixe de I'opérateur A. m
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Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour établir la démonstra-
tion du Théoréme 6.2.1

Existence. Soit ||| ~r,) < po et soit n* € C([0, T];V), g, € C([0,T]; H1)
les points fixes des opérateurs A, A,, respectivement. Soient (u, ¢, 3) les so-
lutions définées dans les lemmes (6.3.1), (6.3.2) et (6.3.3), respectivement,
pour n = 7", c'est-a-dire u = u,y = Uy ., ¢ = Py = Py, B = By = By, Donc,

en choisissant n = n*, g = ¢,~ dans (6.3.2), on obtient

(Fe(i(t)), e(v) —e(ult))n + (" (t),v — wlt))v + s (gy- (1), v)
_jfr(gﬁ* (t)7u<t)) > (f(t>7v - u(t)>V= Vo e ‘/7 Vt € [OvTL

(6.3.50)

Maintenant, pour o = T g I'inégalité (6.2.25) vient de (6.3.50), (6.3.36)
et (6.3.35) puisque g, = Ay (g,+) = T g L’égalité (6.2.24) vient de (6.3.1)
et (6.3.35). L’égalité (6.2.28) vient de (6.3.11). IL est claire que (6.2.27) et
(6.2.29) sont satisfaites par le Probleme P%». IL est claire aussi que (6.2.26)
est satisfaite par le Problemes P¥7. Finalement, les régularités (6.2.37),
(6.2.38) et (6.2.39) sont des conséquences des lemmes 1, 2 et 3, respecti-
vement.

Unicité : L'unicité de la solution est une conséquence de l'unicité des
points fixes des opérateurs A et A, et de I'unique solvabilité des problémes

PV2 Phuset P

ng ’
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Résumé : L’objet de cette thése est I'étude de quelques problémes en
Mécanique de Contact pour des lois constitutives électro-élastiques et électro-
viscoélastiques. Les résultats obtenus concernent l'existence et l'unicité d’une
solution faible pour les problémes étudiés. La these est structurée en trois
parties. La premiére partie est consacrée a rappeler les différents modeles
mécaniques de contact etudiés ainsi que quelques outils mathématiques
nécessaires dans la thése. La deuxiéme partie est destinée a 1’étude des
problemes de contact électro-élastiques avec adhésion et frottement. La
troisiéme partic est dédiée a I’analyse des problemes électro-viscoélastiques
avec frottement ou adhésion.

Mots-Clés : électro-élastiques, électro-viscoélastiques, compliance
normale, adhésion, frottement de Coulomb, inéquation quasi-variationnelle,
inéquation d’évolution, solution faible, point fixe.

Abstract: The purpose of this work is the study of some problems in
Contact Mechanics for electro-elastic and electro-viscoelastic constitutive laws.
The results obtained concern the existence and uniqueness of weak solutions for
the studied problems. The thesis is structured into three parts. The first part is
dedicated to recall different mechanical models of contact, as well as some
necessary mathematical tools. The second part is destined to the study of
electro-elastic problems with adhesion and friction. The third part is intended to
in the analysis of electro-viscoelastic problems with friction or adhesion.

Key-words: electro-elasticity,  electro-viscoelasticity, normale
compliance, adhesion, Coulomb’s friction, quasi-variational inequality,

evolutionary variational inequality, weak solution, fixed point,
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