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"La religion et la science : comment
pourrait-il y avoir contradiction entre le
vrai et le vérifié ? C’déstijours le
sedayui tarde."

Pr. Jérbme Lejeung

[1Pédiatre et professeur de génétique, a qui I'on dotre autres, la découverte de I'anomalie chezmoque

a l'origine de la trisomie .



Avant propos

La these est pour moi I'achevement d’urglohemin, parfois difficile mais comme le
dit Soren Kierkegaard, le pére de I'existentialismee n’'est pas le chemin qui est difficile
mais le difficile qui est le chemin ». Faire unédl est un accomplissement de soi, une chose
qui fait appel a notre inconscience, qui nous peuwssaller toujours plus loin, a ne jamais se
contenter de I'acquis. Une thése c’est se confragtees propres faiblesses, c’est se remettre
en question, sans cesse s'ameéliorer pour atteirtdrtgours plus de connaissances. La
réussite d’'une telle entreprise n’est possible & meux gu’en développant des qualités

essentielles, que chacun posséde en nous, la sa¢ebonté, la simplicité, etc.

Clément LETELLIER



Introduction genérale



Introduction générale

Le probleme majeur rencontré lors d’'une procédwevalidation de données ou de

diagnostic réside dans le fait que le systeme phgsest représenté au moyen d’un modele
qui ne définit qu'un comportement approché du essas censé le représenter.
L’estimation est I'un des concepts les plus utdign automatique, dans les domaines de
l'identification, de I'observation, de la commande du diagnostic. Le cas des systemes
linéaires a parametres constants est bien résaisi gue I'extension aux systémes a
parametres variables. Lorsque les systemes sattédf de perturbations non mesurées, la
problématique est plus délicate.

Une mauvaise connaissance a priori pametres du modéle ou d’états, rend
difficile la conception des controleurs. Les appex habituellement utilisées pour
l'identification de systémes, telle que la méthdés moindres carrés, qui reste l'une des
méthodes les plus  frequemment utilisées. Etle aombreux usage. On peut I'utiliser par
exemple pour procéder a une description des donngeslles sont les variables rendant
compte le mieux de la variabilité d’une variablentérét. On peut aussi l'utiliser dans de
nombreuses autres situations pour estimer un pami@équel on donne un sens causal : que
se passerait-il si on faisait varier une variabdmriée d’'un montant donné. Il est basé sur
'hypothése essentielle que les résidus et lesabkrs explicatives sont orthogonales, et
'estimateur des moindres carrés est d’autant phésis que le nombre d’observations est

grand.

L’identification des paramétres par cette méthathessique, dite ponctuelle, peut étre
vue comme un probléme d'optimisation qui se réawat des techniques locales telles que
les méthodes de Gauss Newton, de quasi-Newton @ustcelle du gradient conjugué [21-
23]. Ces approches n'offrent aucune garantie sguddité de I'estimation, pas plus que sur la
confiance qu'on peut accorder a la solution obter@ette méthode peut étre inefficace pour
identifier les systemes incertains. Puisqu'il netpas étre représenté sous une forme linéaire
par rapport & ses parametres incertains. La ragedgm d’'un systeme réel par un modéle
incertain constitue une bonne solution pour prerglrecompte le caractére incertain des

parameétres du modele du systeme

La méthode des moindres carrés aull@mres d’estimation suppose que le vecteur
d'erreur est statistiquement modelé par la fonatie distribution de probabilité. Cependant

dans certaines applications, il est difficile decrité les perturbations par des lois de



probabilité. 1l est donc plus judicieux de consetéque I'erreur entre la sortie du modele et
celle du systeme est bornée et de bornes connessb@nes tiennent compte du bruit de
mesure et des erreurs de modélisation. Dans ceras® cherche plus une valeur du vecteur

de parametres permettant de minimiser le critéets om intervalle de valeuasceptables.

Cet intervalle contient d’'une maniére garantie éeutes valeurs du vecteur de
parametres, telle que 'erreur entre la sortie ipeéet celle du systéme réel n'excede pas les
bornes fixées priori. L’approche a erreur bornée est efficace poumestides paramétres
incertains de modeles, principalement développaes de contexte de contrdle et de
traitement de signal. Cette approche basée sialyse d'intervalle et I'inversion ensembliste.
Elle a été récemment utilisée avec succes danepisslomaines notamment en Robotiques,
en contrble et en traitement des signaux et ddhjet de nombreux travaux de recherches et
theéses (voir par exemple [55-58])).

L'estimation d’état et de parametres danscontexte a erreurs bornées, basée sur
l'analyse d'intervalle pour des systemes décritsdpa équations différentielles représente
I'objectif de cette these, I'approche est appligageprobleme d'estimation des parametres
d’un robot planaire .

Cette these est structurée comme: idins le chapitre 1, nous allons détailler les
principaux outils de I'analyse par intervalles geront utilisés tout au long de ce document,
les différentes propriétés de l'analyse par rdbes sont présentées. Ainsi les notions de
fonction d’inclusion, d’inversion ensembliste et dentacteurs, permettant de minimiser
I'effet d’enveloppement et d'alléger le temps ddcehrequis pour résoudre une équation
intervalle. L'objectif du deuxieme et troisieme aglitre est de traiter le probléme d’estimation
d’états et de parametres des systemes statiqgéesréa et non linéaires incertains, La notion
de modéle incertain et les différents types d’ititefe sont ensuite introduites a travers
'approche bornante permettant d’appréhender &mbles incertaines. Dans le chapitre 4,
un exemple applicatif de la méthode d’estimatiernparamétres présentée dans le troisieme
chapitre. La modélisation d’'un robot planaire @stimation de ces parametres incertains

basée sur I'analyse par intervalles est détaillées.



Chapitre |
Principaux outils de I'arithmétique d’intervalles

réelles



[-1.Introduction :

Avec l'accroissement de la vitesse des ordinatelers;alcul numérique a vu naitre de
nouvelles applications comme la modélisation deéagwes ou encore la conception de
modeles climatiques. Ces applications demandeptugeen plus une qualité et une précision
de calcul accrue qui ne peut pas toujours étréntdtela faute incombe aux circuits et aux
programmes arithmétiques qui peuvent comporter efesurs (par exemple I'explosion
d’Ariane 5 lors de son premier vol [ESA Report, @Q9mais aussi aux nombres qui ne sont
pas forcément représentables en machine et do@eat arrondis en introduisant, par
conséquent, de petites erreurs. Le besoin d'urienagtique fiable se fait sentir de fagon
marqué. Par exemple, en 1982, la Bourse de Vancaust&é un nouvel indice initialisé

a la valeur 1 000,000. L’indice était recalculéespchaque transaction. Vingt-deux mois plus
tard, sa valeur était de 524,881. La cause protvegeala valeur de l'indice tronquée apres
chaque mise a jour au lieu d’étre arrondie. Le wadgrondi aurait donné une valeur de
1 098,892.

Il existe difféerentes manieres de représenterdesiames pour les systemes informatiques.

En mettant de coté les problemes de la taille dawaires (que I'on considére toujours finie),
n'importe quel nombre entier ou nombre rationnelitgdre codé sur une machine. Les
nombres réels sont quant a eux le plus souvenbelp@s au moyen d’'une représentation a
virgule flottante. Les représentations a virgutdtéinte different seulement par le nombre de
chiffres significatifs et la base choisis. Dansct@pitre, on présente les limites du calcul
classique avec des nombres a virgule flottante.

La norme IEEE 754, développée dans les annéeséiijtde format de représentation des
nombres en virgule flottante ainsi qu'un ensemblgpérations, de valeurs singuliéres et
d’arrondis permettant de manipuler et d’effectues dalculs en minimisant les erreurs, mais
elles ne les suppriment pas.

[.2. Arithmétique en virqule flottante

On commence par illustrer le calcul avec les nomhbreirgule flottante a I'aide d’un exemple
tiré du livre de Hansen [8]. Soit f la fonctiortiomnelle f : R> - R définie par I'expression

suivante :
f(x, y) = 333.75y6 + x2(11x2y2 - y6 - 194 - 2) + 5.5y8 + x/2y (1.

Le calcul de f(77 617, 33 096) avec ditnts outils conduit
- a l'aide de Matlab : f =7.005 x 1039,

Toutes ces L

évaluations - a ' aide de Mupad : f =-5.764607523 x 1017,

sont fausses. - a l'aide d'un programme écriten C :

C(;mmelli eslt - Simple précision : f =1.172603 . . .,

rationnelle, i f e

est facile - Double précision : f =1.1766039400531 . . .,

d’obtenir la - Précision étendue : f =1.176603940053178 . . ..

valeur correcte :

Pour comprendre pourquoi chacun de ces précedatusis est faux, nous allons étudier
comment les machines a calculer manipulent haketmeint les réelsl. lls représentent une
partie finie des réels avec ce que I'on appellen@®bres a virgule flottante ou les nhombres



flottants. Ces machines effectuent le plus soueestcalculs en base 2, mais par souci de
clarté, nous allons présenter ces nombres, enlifase

Ry ={xOR, x=2m- 10

m un décimal sous la forme: Q, a a. a,,
oilaOd{0...,99etld < m<1

et p un entier a g chiffres .

Le nombre entiea0al . . . arest appelé la mantisse, I'entpeFexposant

Exemple 2:

Regardons I'ensemblg,F

1.le nombre 171 F ;eneffet 17 =0.17 £10 (mF0p = 2).

2. le nombre -0.21 £ ;eneffet-0.2= -0.20 % 10=(0.20, p = 0).

3. le nombre 0.010 ,F ; enfef0.01=0.10 - 1 (m=0.10, p =-1).

On aurait aussi pu l'écrire, 0.01 =0.01° 10 , raliss m <10' .

4.le nombre 0.01 -100 ,F ;eneffet, ona: m%10 .

5.lenombre 0.1 -1 O ,F clest le plus petit élément dg, F  seiaent positif.
Si l'on cherche a représenter un nombre plus proelt: on obtient une

exception appeléenderflow.
6. le nombre 990 000 00D ,,F , 990 00@G00.99 - 109 (m = 0.99, p = 9) ; C'est

le plus grand nombre de, ,F .

7. le nombre 990 000 000 - 17 = 989 0 E, bien que 990 000 000, 17 ,, F
989999 983 0.99 - 10 (m=0.99, p=9).

Queston : que se passe-t-il si l'on réitere ce caldois?

8. le nombre 990 000 000 + I7 ,,F ; on cherctepeesenter un nombre trop
grand. C'est un casogterflow

Pour représenter les nombres réels, I'informatigtikse le plus souvent les nombres a
virgule flottante ou nombres flottants. Ils sontiés sous la forme d’un sigeed’'un exposant
e et d’'une mantissen comme dans la figure 1.1.

2

m
s e

Fig.1.1. Codage d’un nombre a virgule flottanteessle signe, e correspond a I'exposant



et m la mantisse.
[.2.1. La nhorme |IEEE 754

La norme IEEE 754 est un standard définissantdeesentation des nombres réels en binaire.
C’est le standard le plus couramment utilisé paoleinateurs pour effectuer des calculs avec
des nombres flottants. Cette norme définit un fardea représentation des nombres a virgule
flottante, ainsi qu'un ensemble d’opérations, déewma singuliéres (par exemple zéro et
infini) et d’arrondis permettant de manipuler e¢fctuer des calculs sur ces nombres.

31 30 23 22 0

63 62 52 51 0

Fig.1.2. Détail du nombre de bits d’'un nombre #atten précision simple et double dans
la norme IEEE 754.
[.2.2 Description

La norme IEEE 754 décrit deux formats principauxrelerésentation des nombres réels, la
précision simple codée sur 32 bits et la précidiaumble codée sur 64 bits
(voir figure 1.2). Elle définit aussi une précision étemdrespectivement d’au moins 43 bits et
79 bits, pour chacune des deux représentationdasthnAinsi, 'équation de conversion d’un
nombre flottant binaire vers un nombre réel estf sas particulier :

(_1)3 x z—biais X l.n
C’est la version binaire de la notation scienti@qu

|.2.2.a.Normalisation :

En notation scientifique, la mantisse est normalisélle sera toujours supérieure ou égale a
1 et strictement inférieure a 10. Dans la versioraibe, on procéde de la méme facon. La
mantisse normalisée sera donc supérieure ou égdleeh strictement inférieure a 2.
Toutefois, dans certains cagoff. tableau 2.3), une version dénormalisée est utjlisada
mantisse sera comprise entre 0 et 1. La valeured@dsant détermine si le nombre est
normalisé ou dénormalisé, le 0 ou le 1 n'est danagjis stocké.

|.2.2.b Biais :

Le biais qui apparait dans la partie exposant @gubtion permet de représenter un exposant
positif ou négatif en le codant par un nombre torggositif. Il est fonction du format utilisé

et est calculé par I'équatic2’™ — lavec n le nombre de bits de I'exposant. Par exgneple
précision simple, le biais sera @&* - 1 = 127.



Exposant Mantisse Vvaleur Qualificatif
e=2"n-1 m=0 NaN Not-a-Number
e=2"n-1
(-1)"s.e= Infini
m=0
O<e<2"n-1
m=0 -1)"sx2"(e-biais)x1.m Normalisé
e=0 m=0 (-1)"sx2"(e-biais)x0.m i o
Dénormalisé
_ (-1)"sx0
e=0 m=0 Zéro

Fig. 1.2.2:Les différentes interprétations du codage d’'un nenfilottant

S : Le signe détermine si le nombre est positif ou titga

|.3. Exemple

Par exemple, convertissons le nombre 4,625 enatiarit en précision simple. La premiére
étape consiste a le convertir en un nombre birgawggule fixe. Le nombre avant la virgule
est représenté par des puissances de 2 positaradis tque le nombre a droite utilise les

4= xZ2+ 0x 2+ & 2= 100 %
100,101
0,625= X 2'+ & 2+ % 2= 0,101

Puis le résultat est normalisé en décalant la i8rgle 2 bits sur la gauche ; I'exposant est
biaisé avec la valeur 127 propre aux nombres abldripttante en précision simple

100,101= 1,00104 2= 1,00181*%'

soit en binaire

1,0010% 200000t

Le nombre étant positif, en notation scientifiquealre, on obtient la conversion suivante
(—1)° x 210000003 1 90101

le codage machine étant illustré par la figurel.3

puissances de 2 négativé$25{

o 10000001 00101000000000000000000

Fig.1.3: Codage IEEE 754 du nombre 4,625
l.4. Arrondis
Coder une infinité de nombres réels avec un noriimirde bits est impossible. La plupart des

calculs utilisant les nombres réels produisent domeésultat qui ne peut pas étre représenté
exactement par un nombre a virgule flottante. Ates résultats devront souvent étre arrondis



afin de les faire tenir dans un nombre restreinbitke Pour cela, la norme IEEE 754 définit
guatre modes d’arrondis illustrés par 'exempldalégure 1.4 : au plus proche (arrondi par
défaut), vers zéro, versotet vers -o.

Arrondi vers Zéro et vers -oo Arrondis au plus prés et vers

/ *es
R

Fig. 1.4: Arrondis IEEE 754 d’un nombre réel r.

Ces arrondis sont sources d’erreurs dans les proges. Pour reprendre un exemple trés
souvent cité dans la littérature, I'accident sutv@endant la guerre du Golfe : le 25 février
1991, un anti-missile Patriot du systéme de défemteaérien basé a Dhahran en Arabie
Saoudite a échoué dans sa mission de poursuiteni&rception d’'un Scud. Ce Scud a donc
pu atteindre des batiments militaires et a tuér@8recains.

Cet exemple montre le besoin d’'une arithmétigalkeld et robuste permettant d’effectuer des
calculs sans risque d’erreurs, et plus généraledetdgiciels fiables.

|.5.Le calcul par intervalles

Comme I'a montrée la section précédente, I'étudéateeur de manipulation des nombres
réels avec des nombres flottants est une étuddiéaste et insuffisante, I'utilisation seule des
nombres flottants ne permet pas de faire du caatdnti. Le calcul par intervalles , est un
moyen d’obtenir un résultat garanti qui a les patérités suivantes :

— il nous apporte en général un meilleur résultat.

— il ne nécessite pas d’étudier I'erreur a priori.

Appliquons et détaillons cette méthode par un exemgt calculons un encadrement pour
f=12,01+ 27,14 7,02

-étape 1 : chacun des nombres réels est encaddepaflottants dg, ;:
12 <12,01< 13
27 < 27,14< 28
70 <7,026< 8,

— étape 2 : on effectue la multiplication, on edwd:

27 x7,0< 27,14x7,028 28x¢
189 < 27,14 x7,02& 224
- étape 3 : le résultat obtenu est remplacé pafisttant le plus proche, par défaut a gauche
et par exces a droite :
189 < 27,14 x7,02& 2.
180 < 27,14 x 7,026 2
étape 4 : on effectue la somme, on en déduit :



12+180< 12,01 +27,14x7,026 1230
192 12,01 +27,14%x7,026 243
— étape 5 : le résultat obtenu est remplacé pafisivant le plus proche, par défaut a gauche
et par exces a droite :
190 <£12,01+27,14x7,026 Z
On en déduit donc quef:[[190, 250].

Une autre facon de présenter ces calculs consimmguler directement les intervalles. On
s’autorisera donc, par exemple, I'écriture [ 2B]2[ 7, 0 ; 8, 0] qui correspond a I'étape 2.
Le tableau suivant présente les différents calenlstilisant directement les intervalles.

Réel Intervalle
12,01 [12; 13]
étapel 27,14 [27; 28]
7,026 [7; 8]
[27; 28]x[7 ; 8]
étape2 27,14x7,026
=[189; 224]
étape3 27,14x7,026 = [180; 230]
12,01+27,14x7,026
) x [12; 13]+[180; 230]
ctape4 =[192; 243]
12,01+27,14x7,026
étape5s [190; 250]

Tableau.1.5. les différents calculs en utilisanectiement les intervalles

|.6. Arithmétique par intervalles

[.6.1.Introduction

L’arithmétique par intervalles est une arithmétiglédinie sur des intervalles plutdt que sur
des nombres. Les premieres ébauches apparaissentletaannées 1920 ([Burkill, 1924,
Young, 1932, Sunaga, 1958]) mais [larithmétique patervalles connait un réel
développement suite a la these de Moore en 192[#9'a définie de facon trés complete.
Le but de cette arithmétique est de pallier ausues d'arrondis et de troncation introduites
par les ordinateurs. Depuis, lI'analyse par intégvalvu des extensions pour résoudre des
probléemes posés en mathématique et dans les ssidacgénie. Cette approche permet de
résoudre des problemes non linéaires que les meEthokhssiques ne peuvent résoudre
adéquatement, en particulier, lorsque les donnassvenant dans les problemes sont
incertaines.

L'analyse numérique classique propose bien entafetu méthodes pour résoudre des
systemes d'équations. Malheureusement, la soltdiamie par ces méthodes est le résultat
d'une série de calculs entachés d'imprécisionsing@®cisions peuvent étre :

__des erreurs d'arrondi liées au calcul sur latafits ;

_ des imprécisions liées aux méthodes elles-mémeasne fournissent, méme en théorie,
gu'une approximation de la solution ;



_ des incertitudes sur les paramétres. En effat, dnevent le systeme que I'on résout est un
modele mathématique d'un probleme physique. OrnntEgtitudes inhérentes aux grandeurs
physiques ne sont pas prises en compte dans lelendfie dernier présente donc, des le
départ, un décalage avec la réalité.

On voit qu'il est donc nécessaire d'effectuer peleahent aux calculs une analyse d'erreur. I
est possible, par exemple, d'utiliser un modeldaidiste, pour connaitre la distribution des
sorties d'un systeme. Malheureusement, dans urextentritique (robotique chirurgicale,
contrble de centrales nucléaires, etc...), celesffisant : on ne peut accepter qu'il y ait une
probabilité, méme trés faible, qu'un accident sedpise. Ajoutons que ces méthodes
convergent vers une solution particuliere. Ellescaorviennent pas pour décrire I'ensemble
des solutions d'un systéme. On voit qu'il est do@écessaire d'effectuer parallelement aux
calculs une analyse d'erreur.

L'analyse par intervalles repose sur une approiféahte, qui consiste en un mot a prendre
en compte au niveau le plus "atomique”, c'est & dians chaque calcul élémentaire,
I'ensemble des imprécisions possibles, que l'orésepte par des intervalles. Ainsi, chaque
entité (variable, parametre) se voit affecter uteriralle décrivant ses variations possibles
(que l'origine de cette variation soit numériquieygique, etc...). Les calculs ne se font donc
plus avec des opérandes réelles (flottantes), avais des opérandes de type intervalle.

Les calculs élémentaires produisent de nouveawxvigites qui conservent les imprécisions
obtenues jusqu'a ce stade, et y cumulent les nesviehprécisions introduites par le calcul
lui-méme. On parle de calcul conservatif. C'estecptopriété qui permet de garantir a l'issue
de la méthode, qu'une solution reste dans un wterde tolérance. Combinée avec un
découpage exhaustif des domaines, cette méthogendeaucune solution. Voir [27] pour
plus de détails

Moore [2] a proposé l'arithmétique par intervaligithmétique de gamme) sous sa forme
moderne, comme outil pour bondir autour des erradmas des calculs numériques.
L'arithmétique par intervalle spécifie une méthquécise pour effectuer des opérations
arithmétiques sur des intervalles (nombres d'ialég) Dans le systeme de numération
d'intervalle, chaque nombre d'intervalle représenteertain nombre réel fixe entre les points
finaux inférieurs et supérieurs de l'intervallengii une opération arithmétique d'intervalle
produit deux valeurs pour chaque résultat. Les deleurs correspondent aux points finaux
inférieurs et supérieurs de lintervalle, tels d@ievrai résultat se trouve sur cet intervalle.
L'exactitude du résultat est indiquée par la largeulintervalle résultant (la distance entre les
deux points finaux). Dans ce qui suit, nous abosdes aspects théoriques de l'arithmétique
d'intervalle réelle

|.6.2 Définitions et notations

Par définition, un intervalle est un ensemble ferehéborné de nombres réels [26]. )Si
désigne une variable réelle bornée, alors l'intéeva] auquel elle appartient est défini par :

[X] ={XO R/ x< <7}
ou X et X sont des nombres réels représentant respectiveleeritornes inférieure et
supérieure de. On note IR I'ensemble des intervalles définis RurDe maniére générale,

lintervalle [x] sera noté > = [x,X] ou[X] :<c([ x), 3<> , olic([x]) représente le centre

de l'intervalle etx = (X _l(% son rayon.

Notons que les bornes et X peuvent étre finies ou infinies, dans le cadreadmddélisation

des systémes, les incertitudes sont d’amplitude.fines paramétres physiques tels qu’une
résistance ne changent pas de signe et les dongenlesn fonctionnement qui en résultent



sont fermésSi une seconde variable régflest élément de«], alors nous noteronsyD[x] .

Dans ces conditions, toutes les valeurs possildgssint comprises entre les deux bornes
sans forcément les atteindre. Cette notation pedmelistinguer la variable borngedont la
valeur courante est inconnue et peut fluctuer emtret X, de lintervalle k] qui est un
ensemble parfaitement déterminé. De maniére petigmn domaine d’appartenance ou
support peut ainsi étre associé a un parametregscieiconnu, mais dont les bornes peuvent
étre appréciées. Ce domaine, représenté sousnte fdun intervalle, traduit ainsi la notion
d’incertitude. Dans la suite de ce document, legbbes incertaines seront systématiquement
définies en tant que variables bornées. Un autamtage de l'utilisation des intervalles est
gue I'évaluation d’une fonction intervalle condaiin ensemble contenant nécessairement les
valeurs recherchées [7]. Notons que, représentrdport d’'une variable incertaingar un
intervalle K] ne suppose en aucune fagon que la variable aeésicest distribuéselon une

loi de distribution uniforme. Le lien qui existetenles espaces R et IR est défini par la
précision minimale que I'on accepte dans un esgactervalles.

1.6.3 Définition :
L'espace des intervalles a précision rééReest défini par :

£0R IR ={[ {0 IR ¢}
La notion d’intervalle peut aisément étre étenduecas d’'un vecteuX constitué den
variables réellesxi UR, iD{l,...r} . Le vecteur intervalleXq] contenantX se définit comme

suit : [X]=[[X1}---[>%HT

ou chaque[xi ] =[gg ,X]est associé a une variable réekle Prenons le cas d’'un vecteur de

dimension 2. L'intervalle X] définit un orthotope aligné (un orthotope aligreut dire que
ces hyperplans sont orthogonaux a des axes duerppeamétrique). les arrétes de I'hyper-
rectangle sont donc colinéaires aux axes du regére?), plus familierement appelé boite
ou pavé (voir figure 1.6).

Intervalle] X Vecteuintervalld X

e ouien | CCD=5F2 | DD =[ ([l
Longueurou taille w([x]) =%~ x w([ X]) :max(vv([ x]) oW )ﬁ]))

Valeur absolueou Norme [(X)] = max(|%| | %) H[X]H =max(|x| ,...| )

Tab.1.6 Expression des principales caractéristiquiasn intervalle

nous appellerons variable bornée normalisée tariablex comprise entre 1 el :|x| <1, ce

qui correspond a poser X][= [-1; 1]. Notons qu'un vecteuiX de variables bornées
normalisées est caractérisé par la propriété stavjX |, <1.

Le tableau 1.6 montre un certain nombre de caiatitgres courantes d’'un intervalle
notamment le centre, la longueur et la valeur alesoLa valeur absolue d'un intervalle

10



correspond au maximum de la valeur absolue de sesed; de ce fait, I'inégalité
X < ‘[ x]‘ ,0x0[ { est toujours respectée.

x2 A

Domaine définie par [X]

- x1

x1 x1

Fig.1.6.Vecteur intervalle de dimension 2

Lorsque la borne inférieure est 'opposée de lad@upérieure(X =—-Xx) , un intervalle est

qualifié de symétrique. Sk est un intervalle symétrique, alors ses caracigust se
simplifient pour s’exprimer comme suit :

- le centre ¢([x]) =0

- la longueur w([x]) = 2X

- la valeur absolue‘[x]‘ = 0.5W([ x]) =X.

1.7. Opérations logiques sur les intervalles

Les intervalles peuvent étre vus comme des ensendie lesquels s’appliquent des
opérateurs logiques (égalité, intersection, réunielation d’ordre, inclusion) permettant de
les comparer.
Deux intervalles)] et [y] sont égaux si et seulement si leurs bornes gaies :

[X=[y] = x=yet=
Cette définition s’étend aisément dans le cas viettou I'équivalence précédente doit étre
vérifiée pour chaque composante des vecteurs aitesX] et [Y].
L’intersection de deux intervalleg][et [y] est vide si 'une des conditions>Yy ouX< yest

vérifiée. Sinon, cette intersection est aussi tervalle défini par :
[X] n[y] =[ max(x, y), min{x;y)
Dans le cas vectoriel, I'intersection g pvec [Y ] est vide si au moins une des intersections

entre deux composantes de méme indice de ces oteuxalles est vide. Sinon, une relation
similaire a la précédente est utilisée

[XIn[Y]=[[x]n [ ¥]--{ %] ¥]T'
L'union de deux intervalles est définie si et sewdat si leur intersection est non-vide, et dans
ce cas, c’est aussi un intervalle :

[X]O[Y]= [min(_x,_y), max(‘x,‘y)]
Si l'intersection est vide, il est possible d'wgér I'intervalle enveloppe de I'union qui
complete celle-ci de maniere a obtenir un ensecteexe [8] :

[{[x] | y]}] = [mian_y), max(x ,_y)]

Comme pour les variables réelles, on peut défasirélations d’ordre pour les variables
intervalles comme suit :

[X]op[ ] = % op yavec of){< s} [, k op = _x op yavec ap> =},
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Les relations d’ordre sont antisymétriques et itaes, et les inégalités<et > sont
réflexives. Pour comparer deux intervalles, il @Stessaire que l'intersection de ces derniers
soit vide (inégalité stricte) ou limitée a une brOMMunNe (inégalité large). Les relations
précédentes sont valables dans le cas de deuwuxeatervalles lorsque la relation d’ordre
est vérifiée pour chaque composante.

L'opérateur d'inclusion peut étre défini pafx] O[y] = x= yetx<y

L’extension dans le cas vectoriel ne pose aucuml@nee puisqu’il suffit de vérifier la
relation précédente pour toutes les composantesdee indice des vecteurs intervallx} ¢t

[Y]

|.8. Opérations arithmétiques sur les intervalles

Les intervalles peuvent étre vus comme des coujdeels, et non plus seulement en tant
gu'ensembles. Les opérations arithmétiques (acadisoustraction, multiplication, division)
sur les variables réelles peuvent donc étre refd@msudans le cadre de I'analyse par
intervalles. Les opérateurs élémentaires de l'ar@tque des intervalles sont définis

dans le tableau 1.8.

operationarithmétique; calcul desbornes de l'intervalle obtenu

Addition [X]+[y] = x+ ¥+

Soustraction [X-[v]= [3(_ X j

Multiplication [X][ ] =] min(xy, X3 X% Xy, max(_xy Xy Xy xy

1 {%,—1}9 00 x
Inversion [x] [% x
M= mln(é,fx,z(,z}ma{zxé(,—_x:j si @

Division vl yyyy YVYVYY
Négation —[x] =[-%-4

Tab. 1.8 — Opérations arithmétiques sur les vaggbitervalle

L’inversion n’est définie que si 0 n'est pas élétmdm [x], c’est-a-dire si 'une des contraintes
X >0 ouX < 0 est respectée. Si aucune de ces deux contraiessvérifiée, I'inverse de
[X] ne peut étre ni connexe, ni compact, ce quieestontradiction avec la définition d’'un
intervalle. Une opération arithmétique entre urenvdlle K] et une constante (ou une
variable réelle) revient a utiliser les relatiorgidies dans le tableau 1.8.

1.9. Propriétés algébriques de I'arithmétique degarvalles

Les propriétés de lI'arithmétique des intervallest stes conséquences directes des définitions
des opérations qu’elle utilise. Par exemple, il fastle de montrer que la multiplication et
'addition sont toutes les deux associatives et rootatives. Par contre, la distributivité de
'addition par rapport a la multiplication n’estgptoujours verifiée. Moore [2] définit la sous-
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distributivité en observant que pour les intenal[g], [y] et [z] la relation suivante est
toujours satisfaite :

I(A=04) BAL =0 H # ou[ b B Dol Tk J2[ 1k ]y

Notons que les propriétés algébriques de I'aritiométdes intervalles se déduisent de celles
rencontrées dans le cas de variables réelles. N#agntertaines propriétés different a cause
du probléme de dépendance. Pour plus d’'informationsulter [2]et [28].

[.10 Fonction réelle et domaines de définition

Soit X et Y deux ensembles respectivement défimisS' et R' et f une fonction de Rdans
R". L'image Y d’'un ensemble X par la fonctibest 'ensemble des images des
éléments de X pdr.  f(X) ={yD RO X y= )<)}

On appelle X le domaine de définition et Y son domaine image. L'image inverse de
'ensemble Y par la méme fonctiohest I'ensemble des éléments d€ &ont I'image
appartienta 'Y

FY)={xOROyD Y (%=}
Soient X1 et X2 (respectivement Y1 et Y2) deux semsembles de X (respectivement Y).
Parmi les propriétés importantes de ces ensemdgeeions :

f(X,n X,)O f(X)n f(X) (1.
f(X,0X,)= f(X)0O f(X,) (1.2
fFAY,nY)= 1 (Y)n FY) (1.
frOY)= ()0 FI(Y) (1.4
f(f)oy (1.5
f(F1(X))OX (1.6

Ces propriétés définissent un jeu de relationglogg entre les domaines de définition et les
domaines images des fonctions réelles. Notonsppe,une fonction réelle la combinaison
des opérateurs associés et utilisés avec desatiterne fournit pas toujours la méme image,
afin de lever les ambiguités possibles, on défimitfonction d’inclusion. Les fonctions
d’inclusions sont alors aux intervalles ce quddestions réelles sont aux réels. L'association
d’une fonction d’inclusion a une fonction réellepet d’étudier le domaine de variation de la
fonction réelle. Individuellement, elle définissetés relations sur les ensembles par un
raisonnement sur les intervalles [2]et[26].

|.11. Fonction d’inclusion

Définition 1 :Soit f une fonction de Rdans R. Une fonction intervalle [f] définie
de IR" dans IR est une fonction d’inclusion de f si :

apJuR H{[N) o[ f([4)
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Notons que quelque soit la fonctiGnon peut trouver une fonction d’'inclusion. Par rapée
la fonction f]([x]) = IR™, pour tout §] O IR™, est une fonction d’inclusion pour toute fonction
f de R"dans R, ce qui implique la non unicité des fonctions dhirsion.

Définition 2 : Une fonction d’inclusion f est monotone au sendidelusion si et seulement

| o0 =[103) ol ()

Définition 3 : Soit [x](k) une série d’intervalles définie surdjgace X. La fonction
d’inclusion [f] définie sur X est convergente siseulement si :

im w([(9) =0= fim w([ 1 4 #) =0
ou w([x](k)) dénote la longueur de [x](k)

L’'image d’une fonction d’inclusion est un élémentieirvalle de IR qui contient 'image de la
fonction réelle associée. La construction d'unengofonction d’inclusion est un probleme
essentiel pour I'analyse d’intervalles. L'objecti§t d’obtenir un intervalle qui soit le plus
proche possible du domaine image de la fonctioleré®sque le domaine de définition de la
fonction réelle est un intervalle.

Quand x tend vers un réel son intervalle imagé tend vers le rédix). De tells fonctions
d’inclusion se trouvent aisément pour la plupag fiectionsf utilisées en physique, pourvu
guef soit continu. Cette propriété permettra d’obtatés algorithmes convergents. Dans la
suite, une fonction d’inclusion sera par défaut otone et convergente .Toutes ces notions se
généralisent immédiatement aux intervalles reptébées en machine, qu’il faudrait utiliser
en toute rigueur pour avoir un résultat garanti.cbastruction de ces fonctions s’appuie en
particulier sur le théoréme suivant :

Théoréme 1Soit la fonction f définie sur Xa valeur YIR, f(xy,..., Xn) = Y ,pour laquelle
nous disposons d'une expression explicite compbrtamquement des fonctions et des
opérateurs. Soit F la fonction dé€"Xlans Y obtenue en remplacant chaque occurrentz de
variable x par I'ensemble X Alors en posant :

F (X Xo) ={ T %) %0 X, 0 %
f (X, .X,) O F(X .X,)
Si 'expression explicite dd ne fait intervenir qu'une seule occurrence de chaguiable x
alors on a I'égalité :
f (X Xy) = F( X Xo)
Lorsque cette égalité est vérifiée, la fonctiorsEdite optimale, dans le cas contraire, elle est
dite pessimiste. Par cette égalité, on définiblaction d’inclusion optimale telle que :

Définition :La fonction intervalle [f] : IR - IR" est une fonction d’inclusion optimale pour

f si et seulement si :
A[x]oIRe, 1([X]) =] ()

L’image d’une fonction optimale est unique et irsgudans celle de toutes les autres fonctions
d’inclusion que I'on pourrait choisir. Une foncti@ui n’est pas optimale est dite pessimiste.
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Le pessimisme induit par les multiples occurrerdese méme variable est di a I'effet de
dépendance [28].

Sif()=x %, £(3= {1- } etf( x=—( x1/2°+1/4
nous avons f= f= f

Bien que les expressions formelles de ces troistimms soient différentes .Les fonctions
d’extension naturelles associées sont respectiviemen

() =x=%, H(X= {1- N etf( y=—( x1/2)"+1/4qui conduisent & des résultats
différents si par exemple x=[0,1],alors,

o =[0.g-[0.F =[ 0.}-[ oJ=[- 1]1,

9 =[0.4*(1-[0.4)=[ 0.} {0]=[ 0},

£,00=-(0,4-1/2f + 1/4=~[- 1/2,1/p + 1/4[ 0,1]4

Exemple 1.11 :

Il est possible de montrer qu§(x) est minimale car, dans son expression formelle, la

variable x n'apparait gu’'une seule fois .tel n'pas le cas pouf,(x)et f,(X)car on effectue

des opérations sur des intervalles associés auxenggrntités réelles en faisant comme si
elles étaient indépendantes. Ce phénoméne est ceonsi le nom de probleme de
dépendance.

Dans le cas général, pour avoir une fonction dlisicin relativement précise, nous avons tout
intérét a réduire le nombre d’occurrences de lalsbex dans I'expression de.

Lorsque le domaine image d'une fonction réelle pas la structure d'un intervalle, la
fonction optimale ne peut étre construite. Dans ces, la fonction d’inclusion est
nécessairement pessimiste. L'optimalité fledEpend de la topologie des domaines aris
correspondance (voir figure 1.11). Pour assurendité de la fonction d’inclusion, on définit
la fonction d’inclusion minimale, notédT. Son image est le plus petit intervalle contetant
domaine image diepour un domaine de définition donné.

x2 f2

[fI([x])

/_(if‘i;  E— 7([)(]) j/‘ \ —

GRS —

> » fl

Fig. 1.11 — Image directe f, fonction d'inclusiomimale [f]” et non minimale [f] d’'une
fonction vectorielle f de dimension deux (f? IR IR?).

Il apparait simplement qu’une fonction d’inclusimmimale est nécessairement monotone.
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La convergence, sans étre une condition nécegsainreles fonctions d’inclusion, assure la
continuité entre I'espace des réels et celui deésnialles. Si la fonction d’inclusiofi[
associéee &est convergente, alors pour une donnée ponctoella,f](x) = f(x).

[.12.Fonction d’inclusion par développement de Tayl

Sif estn différentiableX le centre dex etf ™ une fonction d’inclusion de la dérivé&idef
Alors la fonction d’inclusion centré est donnée par

f(x)0 f()+ f()(x=X)+ f (X)( Nt (X)( ) (2.1

Dans le cas ou n=1, nous avons donc

f()= f(X)+ F(R(x-%) 2)(2
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Chapitre Il

Incertitudes dans la Modélisation des systemesnmains




[1.1.Introduction .

Le systeme physique est excité par des signaw@rients. Ces signaux se divisent en deux
familles : les entrées du systeme et les pertunbsitiLes entrées du systeme sont contrélables
et observables. Les perturbations sont des sigmaunx observables. On peut constater
uniquement leur influence sur les sorties du systémecommande de systémes a modeéle
incertain est un des défis majeurs de l'automatiopeelerne. La premiére étape dans la
synthése d’'une commande robuste est la définitian diodele du systeme, utilisé pour la
synthese de la commande. La plupart des articlestgmues traitant de la commande de
systemes incertains, un modele incertain est pgopesc un certain nombre d’hypothéses sur
ses bornes et ses propriétés. Malheureusementlaagmatique la quantification des bornes
des hypothéses prises peut s’avérffiailies. Or la robustesse d’'une loi de commande dépen

de la possibilité d’obtenir un modele satisfaisdunsystéme.
Déterminer un modele mathématique d’un systemeistensn deux activités :

— la détermination de sa structure ;

— la détermination des valeurs numériques de sesngdres.

Pour y parvenir, deux chemins complémentaires peldtee empruntés :

— en partant des lois de la physique, ce qui etihpat si ces lois sont connues avec assez de
précision ;

— en partant de données expérimentales et en emtrcim modele qui rend compte de
maniére satisfaisante de ces données.

Selon que I'on utilise les lois de la physique @s données expérimentales pour déterminer
respectivement la structure du modeéle ou les valaumériques des parametres, plusieurs
configurations sont envisageables, déterminéesapaecision des lois de la physique et par
la faisabilité des essais expérimentaux. A titrexdimple, considérons les trois situations
suivantes :

-Dans les situations ou les lois de la physiquenp&ent de modéliser fideélement le systeme
et ou elles permettent de déterminer précisémeanvdéeurs des parametres, le recours aux
données expérimentales peut étre limité a deslBnglidation. Cela pourrait étre le cas pour
un systeme mécanique simple comme un pendule.

-Certains systémes se trouvent décrits de mangEsenprécise par des lois de la physique.
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Si les essais expérimentaux peuvent étre effe¢aeiement, il est plus simple d'utiliser ces
derniers a la fois pour déterminer la structurendodele et les valeurs numériques des
parametres.

-Le cas le plus courant est la situation intermégliau les lois de la physique permettent de
déterminer la structure du modele (méme partieltg)net ou les valeurs des parametres sont
estimées a partir de données expérimentales. Gast ce cadre que le modeéle du robot
planaire considéré dans ce mémoire a été développé

[1.2.Systeme incertain$29]et[30].

Le calcul de la commande d'un processus physiquesepaiécessairement par
l'utilisation d’un modele qui ne peut jamais étreeureprésentation parfaite de la réalité : il y a
toujours des incertitudes de modélisation, dorddaséquence est qu'on ne peut pas décrire
exactement par un modéle mathématique le compontetingn systéme physique. En effet, le
modéle mathématique qui peut étre issu, soit dagtiéms physiques reflétant notre
compréhension des mécanismes mis en jeu, soit dameédure d'identification du
comportement entrée/sortie du systeme, dépendrdenptres dont la valeur est souvent mal
connue ou évolue au cours du temps. Donc un sysggmseique ne peut jamais étre
caractérisé exactement par un modele mathématigpendant dans certain cas, nous avons
une estimation de l'exactitude de notre modeéle pourrait étre plutdét imprécise. Par
exemple, le modéle est bon a 25% environ jusquide et au dela de 100 Hertz le modéle
est trop imprécis pour l'utiliser pour la concepti®onc il se peut que nous ne voulions pas
investir du temps et de l'effort pour obtenir undale plus précis, ou il se peut que le
comportement change Iégérement entre les expési@igmus ne pouvons pas déterminer un
modele plus précis. Dans la pratique, les deux caspmontribueront a l'incertitude. Nous
voulons donc des moyens d'incorporer cette inceeitdans le modele pour la procédure de
validation de modele. L'approche de ces problemassiste alors a utiliser un modéle
incluant une perturbation (incertitudes, bruit) dnoue mais bornée. La borne sur cette
perturbation sera déterminée dans la suite de cette thése afimefiéter la quantité
d'incertitude. Le modele incertain qui présentlles petite perturbation en norme est celui
qui décrit au mieux le systéme et donc celui gesil préférable d’utiliser pour la conception

de la commande.

L'incertitude sur le modeéle décrite précédemmentupa perturbation résulte en général de

deux sources; entrées inconnues et dynamique ineofpar exemple dynamique en haute
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fréequence). Les entrées inconnues seront les enti&es le modeéle intervenant de facon
additive sur la sortie de modéle ou/et des entdéemodele expliquant le bruit de mesure,
elles seront d’'une énergie bornée. Tandis que hamigue inconnue sera regroupée dans un
composant inconnu du modele, naté représentant alors les incertitudes de modéisati
telles que les dynamiques hautes fréquences qui mah connues ou volontairement
négligées dans l'écriture du modele, les retardss,ples incertitudes sur la valeur des
parametres physiques, les effets d’'une linéarisasiotour d’'un point de fonctionnement,
I'utilisation de modéles simplifiés pour les acti@urs et les capteurs. Cet opérateur inconnu
A sera supposé linéaire et invariant dans le terapgdne bornée.

I1.3.Erreur et incertitude:

En sciences expérimentales, il n’existe pas de rassexactes. Celle-ci ne peuvent
étre gqu’entachées d’erreurs plus ou moins impataselon le protocole choisi, la qualité des
instruments de mesure ou le role de I'opérateualur I'incertitude sur une mesure est un
domaine complexe qui fait I'objet d’une branche pdate : la métrologie.

11.3.1. Erreurs :

[1.3.1.1.Définition de l'erreur:

Lors de la mesure d'une grandeur physiquéerreur est la différence entre la valeur
mesurée x et la valeur vraieX . La valeur vraie est en général inconnue (puisquéo
cherche).

11.3.1.2 Erreurs aléatoires et erreurs systématigue

a. Erreurs aléatoires

Lorsqu'on mesure la période d'oscillation d'unedp@en opérant avec un chronométre
manuel, on constate qu'en répétant les mesurdspre des résultats légerement différents,
dus surtout aux retards de déclenchement qui \éohitine ou accroitre la valeur de la période
suivant qu'ils ont lieu au début ou a la fin denlasure. Ce phénoméne sera détecté par une
étude statistique. On parle d'erreur aléatoirerdseltat de la mesure est caractérisé par une
distribution de probabilité repartie autour devédeur vraie dans le cas d'erreurs purement
aléatoires.

b. Erreurs systématiques

Supposons maintenant qu'on mesure la période ltitisci d'une pendule avec un
chronometre faussé qui indique toujours des temystiop faibles. L'étude statistique ne le
détectera pas. On parle d'erreur systématiqust:la'€omposante de I'erreur qui ne varie pas
dans des conditions de mesure répétées. Plus Emérd les erreurs systématiques ont des

origines diverses :
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- erreur d'étalonnage

Exemple : Millikan a trouvé une valeur inexacteldecharge de I'électron parce qu'il avait
pris une valeur fausse de la viscosité de l'air.

- oubli d'un paramétre

Exemple : influence de la température sur la viteds son (si on ne précise pas la
température il est impossible de comparer la megsuiree valeur de référence)

- procédure erronée

Exemple : mesure d'une résistance sans tenir codgsteésistances de I'amperemetre et du
voltmétre.

Les erreurs systématiques sont difficiles a détectariori, mais une fois détectées, on peut
souvent les corriger (par exemple en tenant cordpterésistances de I'ampéremeétre et du
voltmétre lors de la mesure d'une résistance).

On représente les réles respectifs des erreurmalsaet systématiques par une analogie avec
un tir sur cible illustré dans la figure3.1. Le trerde la cible représentant la valeur vraie de la

grandeur a mesurer :

~
"4\ - %

Figure Il Roéles respectifs des erreurs aléatoiresystématiques

- si tous les impacts sont proches du centre lefilerreurs aléatoires et faible erreur
systématique

- si les impacts sont tres étalés mais centrésayemme sur la cible : fortes erreurs aléatoires
et faibles erreurs systématique

- si les impacts sont groupés mais loin du cenfegbies erreurs aléatoires et fortes erreurs
systématique

- si les impacts sont étalés et loin du centrertefo erreurs aléatoires et fortes erreurs

systématique.
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[1.3.1.3 Incertitudes

Lorsque l'on donne le résultat de la mesure d'ua@dgur physique, il doit étre
accompagné d'une indication quantitative de laifuale ce résultat, afin que ceux qui
l'utilisent puissent estimer sa fiabilité. Sinoms Irésultats de mesures ne peuvent étre
compares, soit entre eux, soit par rapport a désurs de référence données dans une
spécification ou une norme. Dans la littérature,qlalité du résultat d'un mesurage est
universellement dénommeée "incertitude de mesurg"[31

I1.4. Concept général d'incertitude

On distingue essentiellement trois types d'inaetés sur des connaissances,
- Incertitudes de nature aléatoire : on parle alersonnaissances incertaindsa théorie des
probabilités fournit une structure mathématiquerp@tude de tels phénomenes qui, bien que
produits de maniere identique, donnent a chaquérexme des résultats qui fluctuent de
maniére imprevisible.
- Connaissances incomplétes :
» C'est le cas d'un phénoméne aléatoire dont @el@robabilité n'est que partiellement
spécifiée, a cause d'informations incomplétes.
* L'incomplétude peut étre due a l'imprécision idéarmations. C'est le cas des phénomenes
aléatoires qui, a cause d'informations incompléts)t caractérisés par des ensembles
aléatoires au lieu de variables aléatoires, plésipes.
» Un autre type d'incomplétude provient de I'ugiisn de lois générales, telles que "tout ce
qui est rare est cher", qui admettent des exceptidont on ne sait pas donner les
caractéristiques en détail, mais dont il faut se/eair qu'elles existent.
- Connaissances vagues ou imprécises : typiquenmentonnaissance vague ou imprécise est
fournie en termes linguistiques et contient descepts vagues comme "assez petit",
"vraisemblable","cher", etc. Ceci apparait en palier dans les systéemes de décision
d'experts. Ou encore, une connaissance imprécise & donnée fournie sous forme
d'intervalle, ou bien de sous-ensemble flou.
Dans la pratique, les données délivrées par deéswrapsont la plupart du temps des données
Incertaines. L'essentiel de notre étude portera dance type de données. Il peut arriver que
I'incertitude associée aux mesures d'un captetif@aonie sous la forme d'un intervalle. Nous
verrons dans ce cas, comment elle peut étre trdides ce mémoire, nous n'‘aborderons pas

le cas des données impréecises ni celui des dommamapletes.
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[1.5 Les causes des incertitudes de mesures

Supposons que la valeur vraie du mesurande coéseléste et soit unique. Cette
supposition sera maintenue dans toute la suite dapport. Alors, les incertitudes de mesures
comprennent en général plusieurs composantes @u@dut classer en plusieurs catégories
[32]et[33].

» Composantes provenanefiets systématique®lles caractérisent une dispersion constante
des mesures, c'est-a-dire que les mesures sonéeeade la valeur vraie par une valeur
constante. Ces effets sont dus a des grandeufhualices telles que les erreurs liées a
I'étalonnage, les erreurs dues aux conditionsntgliation ou aux traitements électroniques
du signal (gain, mise a échelle,...), les erreuesscaux modes ou aux conditions d'utilisation
(rapidite, finesse).

» Composantes provenankfiets aléatoires elles caractérisent une dispersion aléatoire de
mesures, peu éloignées de la valeur vraie du megewr&es effets peuvent étre liés aux bruits
des composants, a la quantification, ou encorevauiations |égeres mais incontrolées des
parametres de référence.

» Composantes provenanefiiets aberrants elles aboutissent a I'obtention d'une valeur qui
ne fait pas partie de la population étudiée [32s @ffets proviennent, par exemple, des
défaillances du capteur ou de I'électronique aéso@mplificateur, horloge,...), de variations
brutales des caractéristiques du mesurage, etc.

[1.6. Limitation des causes des incertitudes de mes :

Les causes des incertitudes de mesures peuvent ligtiges en les détectant et
eventuellement en les corrigeant, afin d'obteng mneilleure qualité de mesure.

* Ainsi, une correction "satisfaisante" des effatgstématiques peut étre obtenue par
application de coefficients sur la valeur numériqeguise, ces coefficients pouvant étre
obtenus par étalonnage ou par d'autres bases daissances externes. En pratique, on peut
souvent corriger le résultat de la mesure de mansatisfaisante pour tous les effets
systématiques reconnus comme significatifs.

* En ce qui concerne les effets aberrants, leup@tmn peuvent étre diminuées par
adjonction de dispositifs électroniques particgljermais aussi par un recoupement
d'informations avec d'autres mesures (du méme wapte d'autres capteurs) ou encore par
une reconfiguration du capteur dans un mode midapta a la situation de la mesure.

* Quant aux effets aléatoires, nous verrons pswite qu'ils peuvent étre diminués a condition
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de disposer de suffisamment d'informations.

L’incertitude de mesure, est la différence entredetie du systéme et le modéle d’étude pour
des conditions initiales identiqueBour évaluer les incertitudelf, faut un instrument de
mesure construit sur un étalon. Malgré tout, cetriment possedaussi une certaine
précision. L'acte de mesurer entraine deux typ@&waluation. Il est bien précisé que cette
classification ne signifie pas qu'il existe unefétigénce quelconque de nature entre les
composantes, elle n'a pour but que de clarifigrésentation. Ainsi, les définitions données
de ces deux types d'incertitudes sont les suivantes

Evaluations de type A

C’est le cas ou I'opérateur fait toute une sériendgsure. Le traitement des erreurs est
statistique :moyenne, écart-type, .Cette analyse statistique se fait lorsqu'on a peu
d’indications sur les sources d’erreurs.

Evaluations de type B :

Il est difficile de faire un calcul statistique ¢écde la mesure unique). L'opérateur doit
chercher et évaluer les sources d’erreurs. Le narisur de I'instrument de mesure fournit
des données telles qua classe de l'appareil, le calibre, la résolutiol. est nécessaire
d’avoir une connaissance géeneérale sur I'expérience.

La différence fondamentale entre les deux typeseftitudes est qu'une incertitude de type A
est une interprétation fréquentiste des donnéesiagnées. Par contre, une incertitude de
typeB est une interprétation subjectiviste des amsances dont on dispose. Cependant, |l
n'est pas précisé dans quelle catégorie doit &vgee l'incertitude qui est évaluée a la fois a
partir d'une analyse statistique des observatiogaises, et d'informations autres que celles-
ci. Nous choisissons de classer cette catégoneettitude dans les évaluations de type A
[34]. Nous reconnaissons que nous aurions pu oasi dien faire le choix opposé. C’est le

cas de l'incertitude composée.

-Incertitudes composées

Dans certains cas complexes, il faut souvent coendes méthodes de type A et de
type B, pour obtenir une meilleure évaluation deckrtitude.
Exemple: En ouvrant la notice d'un voltmeéetre numérique, oauve typiquement les
indications suivantes : la précision D de la messtedonnée par + 2 fois ,le dernier digit +
0,1 % de la valeur lue. On peut considérer qualitiation donnée par le fabricant a deux
origines :
— Celle qui provient d'une erreur de calibrage iglale d’'un appareil a I'autre, d’'un calibre a

l'autre...). Cette erreur est systématique quandtitiseule méme calibre d’'un méme appareil.
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Elle devient aléatoire quand on utilise plusieuasibces ou plusieurs appareils, méme de
modeles identiques. Elle est essentiellement présdans les + 0,1 % de la valeur lue.

— Celle qui provient d’erreurs aléatoires (bruit.E)e est essentiellement présente dans les +
2 fois le dernier digit.

Pour évaluer l'incertitude-type sur une mesureporycede a une évaluation de type B. On

convient de diviser la précisiagnindiquée par le fabricant pe(é

[1.7 Modélisations conventionnelles des incertitude de mesures

Dans ce chapitre, nous limitons notre étude adftitcde de mesure modélisable par une
distribution de probabilitéunimodale et symétriqueou encoreuniforme Le traitement

statistique est basé sur la répétition des meslges La meilleure estimation de la valeur

vraie X, notée , obtenue a partir demesuresx, x,,....,X%, ,est la moyenne de ces mesures :

;(:X1+X2r;""’)% (2.2

L’estimation de I'écart-type de la distribution dedeurs de x est donnée par :

o :\/n_flz(x -x) 2.3

i=1

En résumé, si on réalisamesures dg&, avec les résultats
le résultat final s’écrira sous la forme :

Soientn observations individuellegk (k=1,...,n) d'un capteur donné, pour un méme
mesurande, obtenues dans les mémes conditions sierenet qui difféerent en raison des
variations aléatoires. Rappelons que les donrggepeuvent donc étre vues comnme
observations indépendantes d'une variable aléatpifdotons que, selon la méthode de
mesurage employée, laobservations se réduisent parfois a une uniquenadisan g1, c'est-
a-dire quen=1.

Notons gest la meilleure estimation du mesurande obtenudgsaué de la procédure de
mesurage. Notons que cette valeur n'est pas fordémméque, en particulier dans le cas de
mesures diteenprécisesDans ce rapport, nous nous limiterons cependantas ou elle est
unique, et ou elle peut étre évaluée. Comme indgrééédemment, nous proposons de la
choisir comme étant I'espérance mathématique dmriable aléatoire), dont la meilleure

estimation sera dans la plupart des cas la moyarithenétique des observationgk dont on
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dispose. Par conséquent, les intervalles de ca&iaseront construits autour de cette
moyenne arithmétique.

[1.7.1. Modélisation par un intervalle

Nous nous plagons dans le cas ou la procédure slerage employée conduit a I'obtention
d'une unique observatian. Donc, la meilleure estimation du mesurande dardispose est :
gest.= g1 . La méthode employée [3Bpur modéliser les incertitudes de mesures congiste
définir un intervalle §est.- a, gest. + @], aveca déterminé par le constructeur du capteur de
telle facon a ce que la valeur vraie du mesuraruie assurée, de se trouver dans cet
intervalle, quelle que soit la mesure effectuéelparapteur La grandeula permet donc de
caractériser les incertitudes de mesures par arvalte défini autour dgest

Cette méthode est relativement "primaire” et gel'allest pas toujours utilisable. En effet,
I'intervalle donné doit contenir tout I'ensembles d@leurs possibles du mesurande et il est
parfois impossible de fournir un tel intervalle sdarop en exagérer la largeur. Bien souvent,
on ne peut définir que des intervalles contenanlesgent une proportion donnée de valeurs
possibles, c'est-a-dire des intervalles de condiaba reste, de tels intervalles suffisent bien
souvent a l'utilisateur. En ce qui concerne lesuatens de type A, le choix de l'intervalle ne
peut étre fait que par I'étendue de la statistiiretel choix, bien que trés simple en termes
de calculs, dépend fortement du nombre d'obsenationt on dispose et il semble difficile
de donner une estimation du nombre minimal d'olasems nécessaire pour établir cet
intervalle [32]. Nous pouvons au moins dire quedl@ation sera d'autant meilleure que le
nombre d'observations sera grand. Pour les évahsatie type B, cette méthode semble peut-
étre mieux adaptée dans le cas d'interrogatiorpefex Bien-entendu, on ne peut pas en
déduire des intervalles de confiance de niveauérgifits de 100%. Quant a la propagation
des intervalles, elle conduit souvent a une augatient importante de la largeur des
intervalles.

[1.7.2 Modélisations par une distribution de probdibé

[1.7.2.1. Théorie et interprétations

P est une mesure de probabilité si et seulem¢a2ksi
* P est une application d'uoealgebreP(Q), ensemble des parties Qe dans [0,1],

« PQ)=1,

25



Toute mesure de probabilité peut se présenter glenfanique a l'aide d'une densité de
probabilitép, définie deQ dansIR" telle que :

> p(w) =1 dans le cas discret,

wiQ

et J' p(wdw=1 dans le cas contil
wiQ

Le calcul de la mesure de probabilité d'un événéresst alors obtenu par :

P(A=> pw=1  dansle cas discre
wiQ

P(A) = J' pW)dw=1 dans le cas conti

wiQ
pour modéliser un phénomeéne aléatoire par undhilitttn de probabilité, on peut effectuer
une interprétation fréquentiste des données camsdé il s'agit alors d'une interprétation de
type A, ou encore on peut effectuer une interpiggtasubjectiviste des connaissances dont on
dispose , et c'est alors une interprétation de Bype
[I.7.2.2. Incertitude de type A

Supposons que l'on dispose miebservations individuellegk d'un capteur donné,
obtenues dans les mémes conditions de mesure diifferient en raison des variations
aléatoires. Les donnég peuvent donc étre vues commebservations indépendantes d'une
variable aléatoir@. Nous distinguons deux grands cas de figuresndalovaleur den, qui
permettent une évaluation de type A.

a - n>30 observations
On peut alors effectuer une interprétation purerstatistique des mesures. L'incertitude est
alors modeélisée par lai gaussienne associée a la moyenn€'est la loi gaussienne, centrée

sur la moyenne arithmétiquedesn observations :
1 ‘
a=->.q (

Nz

et d'écart-type estimé psfq) Cette estimation est obtenue a partir.de

P S |
@ =153 @

b —n<30 observations

Deux situations peuvent alors se produire, qui vonduire a une évaluation de type A.
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-On a une estimation de I'écart-type a priori :onstle sp(q). A l'aide d'une interprétation
statistigue desn observations, on peut alors modéliser de manieroapnative les
incertitudes de mesures par la loi gaussienne @gsacla moyenne. Cette fois-ci, elle est
obtenue par la loi gaussienne centrée sur la meyelesn observations (donnée par (1)),

s,(9
Jn

- On n'a pas d'estimation de I'écart-type a pr@is on sait que la loi associée aux mesures

d'écart-type estime pay, (7) : s,(0) =

3.

est gaussienne. On peut alors modéliser les ihodes de mesures par la loi de Student, ou

loi det, I'expression de la loi de Student centrée rédtdat donnée par :

F(L-l-l) 2T
:i—z t_ ? !
=7 " .{1+V} @
2

Avec I'(n) = j e X dx
0

et v, le nombre de degrés de liberté, qui vatt, dans les cas simples. Cette loi n'est
généralement pas utilisée pour modéliser l'incetéit de mesure par une distribution de
probabilité. Par contre, elle a calculer les ind#les de confiance qui lui sont associés.

Notons que, dans chacune des situations précédehies est grand, plus la dispersion des
valeurs qui pourraient raisonnablement étre atfiéisua la valeur vraie du mesurande est
réduite,et donc plus la valeur vraie du mesuransie estimée avec précision. Ainsi,
laugmentation du nombre de mesure permet d'amél@icorrection des variations aléatoires

des grandeurs d'influence.

[1.7.2.3 Incertitude de type B

On se trouve alors dans le cas ou la procédureedenage employée conduit a I'obtention
d'une unique observatiagl , ou bien d'un nombre inférieur a 5 observations , ce qui ne
nous permet plus de faire une estimation fréquientde l'incertitude des mesures dont on
dispose. Pour une estimation du mesurande quiasaefe obtenue a partir d'observations
répétées, les incertitudes de mesures doivenééaleées par un jugement scientifique fondé
sur toutes les informations disponibles au sujdaderiabilité possible dg. L'ensemble des
informations accumulées peut comprendre [34] :

- des résultats de mesures antérieures,
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- des spécifications du fabricant,

- les données fournies par des certificats d'étalgmna

- l'expérience ou la connaissance générale du coempertt et des propriétés des

matériaux et instruments utilisés,

Notons que les incertitudes de type B ne sont pEasohérentes que celles de type A dans
le cas ou l'on dispose de peu de mesures. Lorspiednnaissances sont pauvres, en
particulier, lorsqu'elles proviennent d'experts, lechniques probabilistes proposent d'avoir
recours aux meéthodes bayésiennes [32].
Les techniques probabilistes ne permettent pas aeliser convenablement le résultat du
mesurage par une loi de probabilité, car la cosaaise dont on dispose n'est pas assez riche.
Néanmoins, regardons quelle modélisation probabiligi, bien qu'imparfaite, pourrait leur
étre affectée. Ces cas peuvent étre regroupédetatisis classes suivantes :
- On dispose d'une connaissance pauvre pour kinmbr, sous forme d'intervalle par
exemple. Dans ce cas, pour traiter cette situgtamries méthodes probabilistes, il est suggéré
de modéliser la mesure par une loi de probabiliiéotme, d'étendue égale a la largeur de
I'intervalle (évaluation de type B).
- On dispose dea<5 observations et I'écart-type est connu maislpésrme de la loi. Une
solution consiste a tout de méme construire laaksiociée a la moyenne a partir de$
observations et a approcher sa forme par une fgaeuassienne (évaluation de type A).
- On dispose de<30 observations, I'écart-type n'est pas connuagi @t on ne sait pas si la
loi associée aux mesures a une forme gaussiennatil@era alors pour estimer I'écart-type
I'expression donnée par (2) et le résultat du naggusera modélisé par la loi de probabilité
associée a la moyenne(évaluation de type A).
Dans chacun de ces cas, I'évaluation de l'incddinlest pas tres bonne a cause de la trop
grande imprécision des informations ou du tropt metmbre d'observations[31].
Lorsque les incertitudes de mesures sont modéliséedes distributions de probabilités, la
propagation des incertitudes nécessite des opésasior ces distributions de probabilités.
est parfois considéré que la quantité de calculss axigée est trop importante [32] , C'est
pour cela que la modélisation des mesures par igenme et I'écart-type de la loi a été

adoptée par le guide ISO.
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1I.7.2.4 Modélisation par la moyenne et |'écart-tgp

Une distribution de probabilité peut étre aussactirisée par ses moments. Notgnsine

variable aléatoire caractérisée par sa densitéatmpilitép associée. Alors son momeni

d'ordren sera donné par :
m, = E(d)=[ X {3} o

avecE, I'espérance mathématiquexetécrivant I'espace des réalisatioxisliR ).

La connaissance de tous les moments, a conditidis axistent, est équivalente a la

connaissance de la distribution. L'information apgm par les moments des deux premiers
ordres est trés utile. Le moment d'ordre 1 donnendgrenne et celui d'ordre 2 donne le

moment quadratique.

a-moyenne :
- Cas continu : m_l=m=E(Q=jxp§)de (5)
- Cas discret: m=m= Hq :Zn: Xp(x ) (6)

i=1

b-moment quadratique :
-Cascontinu: m,=E(c)= I X. [ 3. dx (7)

- Casdiscret: m, = E(() :Zn: X [/ ¥ (8)

i=1

Notons que I'expression de la variance est la steva

E[a-n’=0"= H d)- (
Donc, lorsque la distribution de probabilfiéest centrée, on i = 0 et les deux expressions
(7) et (9) se confondent. Autrement dit, le monoradratique est €gal a la variance, c'est-a-
dire I'écart-types au carre.
Dans ce paragraphe, nous considérons les cas réguitat du mesurage est donné sous la
forme :
-d'une moyenne, qui, rappelons-le, sera considéséame la meilleure estimation dont on
dispose du mesurande,

-et de I'estimation d'un écart-type, appetertitude-type et notéu(q).
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Cette méthode est recommandée dans [33]. Le peraiployé consiste en fait a remplacer

la distribution de probabilité permettant de moskililes incertitudes de mesures par ses
moments d'ordre 1 et 2, de maniere a simplifierttagements. Puisque la moyenne est

donnée de maniere systématique par (1), nous nuégsesserons dans ce paragraphe
seulement a I'évaluation de l'incertitude-type.elacore, elle peut se présenter sous la forme
d'une évaluation de type A ou de type B.

1I.7.2.4.2. Incertitude de type A

Supposons que l'on dispose deobservations individuellegk d'un capteur donné,

obtenues dans les mémes conditions de mesure differient en raison des variations
aléatoires.

a- n>30 observations
On peut alors effectuer une interprétation purenséatistique des mesures. Les incertitudes
de mesures sont modélisées par I'écart-type de galissienne associée a la moyenne. Il est
estimé par I'écart-type expérimental de la moyesigg Il est obtenu a partir de (2).

b- 5<n<30 observations
De maniere similaire a la modélisation par loi debabilité, deux situations peuvent alors se
produire, qui vont conduire a une évaluation de tfp
- On a une estimation de I'écart-type a priori,éngi(q). A l'aide d'une interprétation
statistigue des observations, on peut alors encore modéliser lesrtitudes de mesures par
I'écart-type expérimental de la moyenne. Mais defiteci, il est donné pasp(q), a l'aide de
(3). On peut alors modéliser les incertitudes deures par I'écart- type estimé par (3), a
condition de garder en mémoire le degré de liberd-1. Il nous servira lors du passage aux

intervalles de confiance, ou encore en cas de gedjpa des incertitudes de mesures.

11.7.2.4.3Incertitude de type B

Il est alors nécessaire d'avoir une estimationi@ripde I'écart-type de la loi de probabilité
associée aux mesures de capt®uarchoisit alors pour l'incertitude-type cet édgpe.

Dans la pratique, les incertitudes de mesures paribis données soit directement sous la
forme d'un écart-type(q), soit indirectement sous la forme d'un multiplel'deart-type :
k.o(q) . Ce dernier cas se présente lorsque l'estimagiosst obtenue a partir d'une

spécification d'un fabricant, d'un certificat diétmage ou d'une publication par exemple.
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Afin d'écrire l'incertitude-type sous la forme d'd@tart-type, il est alors préconisé de
simplement diviser la valeur donnée par le facteultiplicatif k.

A titre d'exemple, citons celui proposé dans [31]:

"Un certificat d'étalonnage indique que la massen@talon de masse en acier inoxydable de
valeur nominale égale a un kilogramme est de 1 000, 3259 et que l'incertitude sur cette
valeur n'est égale a 24@ qu’au niveau de 3 écarts-types

Il est alors proposé de choisir pour l'incertitugee I'écart-type, c'est-a-dire 3403 = 8Qug.
Remarquons que lorsque la connaissance de lituchrtiest donnée par un expert, on est
obligé, d’apres I'approche proposée par le guid® e chercher a la modéliser par une loi de
probabilité afin d'en utiliser I'écart-type commedgélisation de l'incertitude. Ce n'est pas
forcément la meilleure méthode pour modéliser amitmaissance.

11.7.2.4.4 Cas de figure ne pouvant étre traitésheenablement par moyenne et écart-type :

Ce sont les mémes cas que ceux qui ne permetteningamodélisation par loi de probabilité.
Nous les présentons ici, ainsi que leur meilleuddtisation par moyenne et écart-type
associes.

- On dispose d'une connaissance pauvre, sous fiimtervalle par exemple. La moyenne est
alors donnée par la mesure effectuée et I'écagt-agpl'écart-type de la loi uniforme d'étendue
donnée par la largeur de l'intervalle (évaluatiertype B).

- On dispose de<5 observations et I'écart-type est connu maislgpderme de la loi. La
meilleure solution consiste a tout de méme chtasimoyenne et |'écart-type expérimental de
la moyenne des<5 observations (évaluation de type A).

-On dispose de<30 observations, I'écart-type n'est pas connuadi @t on ne sait pas si la
loi associée aux mesures a une forme gaussienneellieure estimation de cet écart-type

sera alors donnée par (2) (évaluation de type A).

[1.7.2.5. Exploitation de la modélisation de l'incgtude

[1.7.2. 5.1. Passage aux intervalles de confiance

Dans le cas d'une évaluation de type A, les intlewale confiance associés, centrés
sur la moyenne desobservations, doivent étre établis en utilisantddéxdes de la loi normale.
Elles donnent la valeur de ces intervalles en fonalu niveau de confiance désiré.

- Exemple :
Considérons un exemple ou un capteur de distafm&@i les 7 mesures suivantes dans des

conditions identiques {2.6m, 2.3m, 2.5m, 2.4m, 2.2r@m, 2.4m} et ou I'écart-type associé
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aux mesures du capteur a été estamgriori a 0=0.1m. Supposons que l'on cherche a
déterminer l'intervalle de confiance, de niveawdefiance 95%, centré sur la moyenne des
mesures effectuées. La moyemae ces mesures est calculée en utilisantd®) 2.48m.
L'intervalle de confiance centré syrde niveau de confiance 95%, est :

[q_iu q+ u}
NN
avecu choisi dans la table de la loi normale centrée itédde la maniére suivante. Cette

table donne la valeun, correspondant a la probabilitéde trouver une valeur inférieureug

(voir figurell.1).

7 )
/

//
//,

)
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_~ // / / /\
ua B

[igure 111 - Loi normeale centrée réduite

Y

Etant donné que nous recherchons l'intervalle ddiamce, de niveau de confiance 95%,
centré sur la moyenne des observatjarsst donc la valeuny aveca=1-[(1-0.95)/2]=0.975,
qui estchoisie dans la table de la loi normdléntervalle de confiance centré syrde niveau
de confiance 95%, est donc :

Gi%.uo_m:ﬁi%.l,QGZ[ 2.406n , 2.554)

Notons toutefois que dans la situation ou I'on oenait pas I'écart-type a priori mais ou l'on
sait que la loi est gaussienne, les intervallesasdiance associés, centrés sur la moyenne des
n observations, doivent étre établis en utilisanttiddes de la loi de Student. Ces tables
donnent les valeurs des intervalles de confiance&adaéme facon que les tables de la loi
normale sauf que, en plus du degré de confiandeédéfles permettent de tenir compte du
degré de libertév. Dans le cas d'une évaluation de type B, de la enéamgon que
précédemment, les intervalles de confiance cerswéd'unique mesure (ou encore sur la

moyenne desi<S mesures) doivent étre déduits de (4) en utiliaioi connue a priori par
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I'expert pour les mesures. Les valeurs de cesvaites peuvent éventuellement avoir été

tabulées & priori.

[1.8. Présentation d’un résultat expérimental :

Avant de voir quelles peuvent étre les causesselif@tations des incertitudes de mesures,
nous proposons de rappeler quelques concepts famdanx de métrologie [35].0n appelle
mesurande la grandeur physique soumise a meswuragea-dire a I'ensemble des opérations
ayant pour but de déterminer une valeur d'une gand

On appelle grandeur d'influence, toute grandeuntpst pas le mesurande mais qui a un effet
sur le résultat du mesurage. On peut citer comnmamples de grandeurs d'influence la
température d'un micromeétre lors de la mesure damgueur, ou encore la fréquence lors de
la mesure de I'amplitude d'une tension électridieeretive.

A cause des grandeurs d'influence, une valeur diai®mesurande, c'est-a-dire une valeur que
I'on obtiendrait par un mesurage parfait, ne pdtg €éonnue avec exactitude, on peut
seulement en avoir une estimation plus ou moinsiggéselon la connaissance plus ou moins

bonne que I'on a des grandeurs d'influence. Ligreritapportant la mesure d’'une grandeur

physiquex est : valeur mesuréele x = xJ x (2.1

ou X est la meilleure estimation de la valeur vidiet OX l'incertitude-type sur la mesure
(incertitude absolue).

En I'absence d’erreurs systématiques, la valeuewlax se trouve probablement dans (ou
proche de) l'intervalle allant de-Jx a x+Jx. On définit aussi l'incertitude type relative ou

fractionnaire :0x/ H .

[1.8.1.Les causes des incertitudes de mesures :

Supposons que la valeur vraie du mesurande coaseléste et soit unique. Cette
supposition sera maintenue dans toute la suite dapport. Alors, les incertitudes de mesures
comprennent en général plusieurs composantes @qu@dut classer en plusieurs catégories
[35]et [36].

« Composantes provenaneéfiets systématique®lles caractérisent une dispersion constante
des mesures, c'est-a-dire que les mesures sonéeeade la valeur vraie par une valeur
constante. Ces effets sont dus a des grandeuffuetice telles que les erreurs liees a

I'étalonnage, les erreurs dues aux conditionsntgliation ou aux traitements électroniques
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du signal (gain, mise a échelle,...), les erreuesscaux modes ou aux conditions d'utilisation

(rapidité, finesse).

» Composantes provenanefiets aléatoires elles caractérisent une dispersion aléatoire de
mesures, peu éloignées de la valeur vraie du medewr&es effets peuvent étre liés aux bruits
des composants, a la quantification, ou encorevauiations légeres mais incontrolées des
parameétres de référence.

« Composantes provenanefiiets aberrants elles aboutissent a I'obtention d'une valeur qui
ne fait pas partie de la population étudiée [37@s @ffets proviennent, par exemple, des
défaillances du capteur ou de I'électronique aéso@mplificateur, horloge,...), de variations

brutales des caractéristiques du mesurage, etc.

[1.8.2.Limitation des causes des incertitudes desuees :

Les causes des incertitudes de mesures peuvent ligties en les détectant et
éventuellement en les corrigeant, afin d'obtené mneilleure qualité de mesure.

e Ainsi, une correction "satisfaisante" des effatgstématiques peut étre obtenue par
application de coefficients sur la valeur numériqeguise, ces coefficients pouvant étre
obtenus par étalonnage ou par d'autres bases daissances externes. En pratique, on peut
souvent corriger le résultat de la mesure de mansatisfaisante pour tous les effets
systématigues reconnus comme significatifs.

* En ce qui concerne les effets aberrants, leup@tmn peuvent étre diminuées par
adjonction de dispositifs électroniques particgljermais aussi par un recoupement
d'informations avec d'autres mesures (du méme wapte d'autres capteurs) ou encore par
une reconfiguration du capteur dans un mode midapté a la situation de la mesure.

* Quant aux effets aléatoires, nous verrons pswite qu'ils peuvent étre diminués a condition
de disposer de suffisamment d'informations.

[1.9.Mesures quantitatives de l'incertitude de mesu

L'incertitude de mesure est définie comme une atiino quantitative de la qualité du résultat
d'un mesurage. Nous proposons ici de rappelerelesntmandations de bagz8]et[39]qui
correspondent aux attentes des milieux applicatiésjr choisir la quantité qui évalue et

exprime l'incertitude de mesure.
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a. recommandation 1

Tout d'abord, il est préconisé d'utiliser une repndéation paramétrique de l'incertitude de
mesure, c'est-a-dire sous la forme d'un simplengfue paramétre. Le résultat du mesurage
est alors completement caractérisé par la meillestienation dont on dispose du mesurande,
plus un parametre caractérisant l'incertitude.

b. recommandation 2 :

La méthode idéale d'évaluation et d'expressiorimeettitude du résultat d'un mesurage
devrait étre transférable, c'est-a-dire que l'ititcete évaluée pour un résultat devrait pouvoir
étre utilisée directement comme composante damalddtion de lincertitude d'un autre
mesurage ou I'on utilise le premier résultat.

Autrement dit, si pour exprimer l'incertitude d'mesurage M1, on a besoin de lincertitude
d'un second mesurage M2, alors la quantité quiclesisie pour exprimer l'incertitude de
mesure de M2 doit étre directement utilisable petablir la quantité exprimant l'incertitude
de mesure de M1.

c. recommandation 3 :

Le parametre peut étre, par exemple, un écartfiypaun multiple de celui-ci) ou la demi-
largeur d'un intervalle de confiance détermineé.

En réalité, bien que cela ne soit pas dit explicént, une représentation fonctionnelle sous-
tend ces deux paramétrages. C'est la distributgorababilité qui modélise le mieux possible
la dispersion aléatoire des mesures d'un mémewapkns les mémes conditions de mesure.
Ainsi, si le parametre choisi pour exprimer l'itdtede de mesure est un écart-type, il faut
choisir I'écart type associé a cette distributierpdobabilité. De méme, si lI'on veut exprimer
l'incertitude de mesure par la demi-largeur d'ueriralle de confiance donné, il s'agit de
I'intervalle associé a cette distribution de pralitéb pour un niveau de confiance donné.

d. recommandation 4 :

Dans de nombreuses applications industrielles etnoerciales, de méme que dans les
domaines de la santé et de la sécurité, il estesauvécessaire de fournir, autour du résultat
d'un mesurage, un intervalle dont on puisse stttted ce qu'il comprenne une fraction élevée
de la distribution des valeurs qui pourraient nargblement étre attribuées au mesurande.
Aussi, la méthode idéale d'évaluation et d'expoessle lincertitude de mesure devrait

pouvoir fournir aisément un tel intervalle, en patdier avec une probabilité ou un niveau de
confiance qui corresponde de maniére réalistequicest exigé.

Donc pour que la méthode utilisée soit satisfaesaetle doit fournir des intervalles de

confiances aussi proches que possible de la realité
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Chapitre Il :

Estimation d’'état zéro dans un contexte incertain




[11.1.Introduction :

L’estimation est I'un des concepts les plus utdign automatique, dans les domaines de
I'identification, de I'observation, de la commandé du diagnostic. Le cas des systéemes
linéaires a parametres constants est bien résaisi gue I'extension aux systémes a
parametres variables. Lorsque les systemes satt@df de perturbations non mesureées, la
problématique est plus délicate et les approchesreéurs bornées peuvent donner des
éléments de réponse.

L’estimation de I'état d’'un systéme est un problebien résolu lorsque ce systeme est a
parametres constants (utilisation des observatiitgpe Luenberger) ou quand il est soumis
a des perturbations de caractéristiques statisiqupriori connues (utilisation de filtres de
Kalman). Pour des systemes a paramétres variadtldégrsque les lois de variations sont a
priori connues, les méthodes précédentes se gise@talLa situation devient plus délicate
lorsque les paramétres du systéme varient au chutemps selon des lois inconnues. En
général, les techniques d’estimation se basentasaonnaissance du modele du systeme.
Cependant, ce modéle n’est qu’'une image approchémmportement du systéme. De plus
les informations recueillies sur un systeme se fopartir de capteurs dont la fiabilité peut
étre mise en cause. Tous ces facteurs constituesit pthénomenes perturbateurs qui
amoindrissent I'aptitude des modéles a représefitBiement le fonctionnement des
systemes. Une facon assez séduisante de prendoengte les variations des parametres d’un
systeme consiste a considérer des perturbationgé®ret que les bornes sont connues a
priori.

L'estimation est un "probléme de décision" qui W®wue nombreuses applications dans le
domaine des sciences de lingénieur. Ainsi l'atiti®n lorsqu'il est nécessaire, pour
caractériser le phénomene que I'on veut étudexirdire des informations de I'observation de
grandeurs physiques. Le plus souvent, I'étapeird&sbn est rendue nécessaire du fait de la
nature méme des observations qui sont réaliséencyen de capteurs. En dépit du soin
apporté lors de la conception de ceux-ci, ils nevpat cependant s'affranchir totalement des
grandeurs d'influence qui perturbent leur fonctement (température,humidité, pression,
champ magnétique,...). De plus, un capteur étantobjet technologique, il possede
nécessairement un "domaine de fonctionnement" dirlit, par exemple, a la linéarité de
I'évolution de la sortie par rapport a I'entréel'@i représente le fonctionnement d'un capteur
au moyen d'une transmittance, on retrouve de pdss notions de gain, d'inertie, de

frottements ou de bande passante qui limitent sagesnent la qualité des mesures fournies.
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Parmi les applications des méthodes d'estimatiglfescliées a laalidation de mesuresont
importantes. Il ne sert a rien, en effet, d'élabdes commandes complexes sidégorithmes
qui les générent recoivent des informations errenée incohérentesS'assurer que les
mesures sont correctes apparait donc comme indiagplen aussi bienlors de la
caractérisation d'un processus (étape de modeéls@entification) que lors déétape de
conduite de celui-ci (étape de commande).

Dans ce chapitre, nous discutons les différentasses de solution pour les systémes
d'intervalle d'équations linéaires et non linéaires

[11.2.Vecteur intervalle :

Un vecteur d’intervall®' est un vecteur dont les composants sont des ailiesy Une
matrice d’intervalleA' est une matrice dont les éléments sont des aitesv Considérons

comme un vecteur réel avec composan(s = 1,2,..n), et X' un vecteur d'intervalle avec
des composant; (i= 1,2,..n). Nous disons qug est contenu dan¥X'si et seulement si
x 0 X, pour tous = 1,2,...n.A est une matrice réelle avec des élémeptst A' une matrice
d’intervalle avec des elémentsA, pouri=1,2,..m, et j=1,2,..n. nous disons qué est
contenu dans A' si et seulement sa; [J A pour tousi=1,2,..m, etj= 1,2..n. De méme,
pour les vecteurs d'intervalles ety nous écrivons X' 0y si et seulement sk, OY

pour tous = 1,2,..n, ou'Y,,...,Y, sont des composants gé.

Nous écrivons A' 0 B' si et seulement siA, 0 B de A pour tousi=1,2,..m, et tous j=

1,2..n.0u B

, sont des élements d8' .L’ensemble des points réelles (vectewspus une
forme du vecteurX' d'intervalle parallélépipéde de dimensions avec des cotés paralléles
aux axes du méme rang. le centre d’une matriceedtialle A' est une matrice réelle alj

dont ses éléments sont les points médians des rigncerrespondantAl . Nous définissons
la largeur d’un vecteur d’intervalle (matrice) paiire la largeur du composant le plus large

(élément).

[11.2.1 systeme linéaire :

Considérons le systéme réel d’équatiohX = b (2.1)
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Il'y a beaucoup d’applications dans lesquelgssdléments de la matriée et les
composants du vectelr ne sont pas connus avec précision. Si on conmainatrice

d'intervalle A’ bondissantA et vecteur b’ bondissantb, nous pouvons remplacgp.1)

avecA' x=b (2
Nous définitions I'ensemble de solutions de I'égquat(2.2) par :
S=x A= hA A B Lk (2.3

Ou Sest 'ensemble de toutes les solutions de (2.2) ot lesAe A et tout lesh € b, |I

est difficile d’écrire I'équation (2.2) d’'une mame simple.

Considérons le cas scalairal = [1, 2] etbI = [4,5]. L'ensemble de solution est l'intervalle :
[4.9

m—[zq

le produit de Al avec x!est égale a [2, 10], qui n'est pas égalebla Il s’agit la du

probleme de surencadrement des résultats, quiueatld dépendance des données .Tout ce

que nous pouvons dire c’est g@eX' OB .

. . b' .
Pour comprendre ce qui se produit dans cet exem@@F et par conséquent

|
A X' = A%. Cette formulation prouve qué' se produit deux fois dans le calcul de

A X',

Pour donner plus de précision sur le calculelessemble de solutio§ pour un systeme a

intervalles, nous considérons les équations suggant

(2. 4%+ [0, }x= [ 0,12
[1 2x+[2 3x=[ 60, 240 (2.

Quandx est dans le premier quadrant, nous avong 0 et x, >0 et par conséquent (2.4)

[2x, . 3xtx,|=[ 0,120],
peut s'écrire comme suit_ :
[x+2%, ., 2+ X]=[ 60, 24C
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Six est un point de 'ensemble de la solutirie membre gauche intersecté avec le membre

droit dans chaque équation, citée ci-dessus, dosadisfaire aux inégalités ci-apres:

2%, <120 , %+ %= 0
X +2%,<240 , X+ 34> 60,

La relation 3x; + x,>0 est automatiquement vérifié (parce que= 0,x, = 0). Si ces
inégalités sont des égalités, on obtient les ligdesfrontiere pourS. Dans les autres
guadrants I'ensemble solution peut étre trouwdne’maniére semblable. L’ensemBla été
abordé dans les contextes ou l'analyse d’intervalée pas été utilisée. On utilisant les
méthodes d’intervalle pour bondB, les limites seront sous forme de boite (un vecteur
d’intervalle qui représenterd). La plus petite boite (la solution globale) po@nsemble de

solution du systeme a intervalle (2.4) sera:

X,:[[—120,90]]_

[—60,240]

3004 -

X

- 100 200

-100

Fig. 3.1. L’ensemble de solution du systéme a intervalle4j2.

On note queX! contient des points qui ne sont pas dénpar exemple, le poin(0.200)”

est dans(! mais pas danS.
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[11.3. Itération de Gauss:

Il y a plusieurs méthodes variantes pour résolefr&quations qui peuvent étre considérées
en tant qu’élimination gaussienne. Une version tdivalle peut étre obtenue par le
remplacement de chaque étape de [larithmétiqueleréplr I'étape correspondante
d’arithmétique d’intervalle. Une méthode standamdpblique de factoriser la matrice de
coefficient dans un produit d’'une matrice triangnéanférieure et supérieure. Une version
d’intervalle de cette méthode avec I'amélioratioérdative des facteurs triangulaires a été
abordée par Alefeld et Rokne (1984). La plupart pigslications sur les équations linéaires
d’intervalles n'utilisent pas la factorisation. ll@ination gaussienne a intervalle s’applique
sur Ax=b, Si les éléments des matricesAfeet b! sont des intervalles. Le vecteur de
solution d’intervalle calculé en utilisant I'élimation gaussienne contient I'ensemble Sle
Supposons que le procédé d’élimination n’échoue grasraison de la division par un
intervalle contenant zéro. Alors il produit une riea triangulaire supérieure. Si aucun
élément diagonal de la matrice triangulaire supégi@e contient zéro, alof est réguliére
(chaque matrice réelle contenue dahsest non singuliére). SA' est dégénéré, ce résultat
montre queA'est non singulier (la méthode d’intervalle peut manqu’une matrice réelle est

non singuliere).

SiAl et b! a au moins un élément d'intervalle non dégénéésdlutionS se compose
généralement de plus dun point. La boit¢ calculée par I'élimination gaussienne
d’intervalle contient toujours I'ensemble de sadutiS. Une attention spéciale doit étre
accordée au chois du pivot dans I'élimination game d’intervalle. Dans l'algorithme réel,
le pivot a la plus grande magnitude. Cependantiewsx intervalles se chevauchent, et tous
les nombres réels dans un intervalle ne sont pas gdands que les nombres réels dans

l'autre, Le bon choix est celui de la plus grandegmtude[9]

[11.3.1. Echec de l'itération de Gauss

Depuis la production de I'arrondissage (extéjieians les calculs d’intervalles, une solution
calculée en utilisant I'élimination gaussienne tdivalle n'est pas généralement la plus
étroite possible[22]. En fait, I'algorithme peut écde de temps en temps en raison de la
division par un intervalle contenant zéro mémedoesI’ensemble de solutidd est lié. Ce
qui est plus mauvais, cependant, est que la dépeadaeut causer un tel échec méme si

I'arithmétique d’intervalle exacte est employée.
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Dans la pratique, I'échec peut se produit mémeglerschaque matrice réelle dans la matrice
de coefficient d’intervalle est définie positivee®@ est prouvé en utilisant un exemple de trois
dimensions par Reichmann (1979). Considérons utersgsA x =b en lequelA et b sont

réels (non intervalle).

Supposons que nous résolvons ce systeme pamationn gaussienne d’intervalle pour
bondir les erreurs d’arrondis. Hansen et Smith )@t observé que les limites d’intervalle

se développent pendant que la matrice se développe.

lls ont expérimenté la méthode sur un ordinatewwca®7 bits dans une mantisse (qui est
I'équivalent d’environ 8.5 chiffres décimaux d’exiiede). lls ont trouvé cela pour des
matrices réelles bien conditionnées, les poinaufindes composants d’intervalles du vecteur
de solution ont généralement différé dans le prechédfre des matrices d’ordre 10 ou plus.
Ainsi quand on utilise la précision simple d'arithiique d’intervalle, I'élimination
gaussienne d'intervalle simple ne peut pas gémamle étre employée pour résoudre des
systemes d’ordre 10 ou plus.

Wongwises (1975a,1975b) a entrepris des expéridmeascoup plus étendues. Les résultats
obtenus donnent une détermination définitive despnpétés de l'algorithme gaussienne

d’intervalle[9]

[11.3.2. Pré conditionnement :

On remplacant simplement l'algorithme d’éliminatigaussienne réelle par une version
d’intervalle qui ne peut pas généralement étremesandé dans la pratique (bien qu’il y a des
exceptions). Dans cette section, nous donnons garigdme alternatif qui donne des

excellents résultats une fois appliqué pour se rii&rgé ou pour s’approcher des systémes
dégeénéreés. La méthode a été dérivée par Hanseb) (19t étude compléete de la méthode a
éte faite par Wongwises (1975a, 1975b). Le procgu® nous décrivons maintenant est
identique si le systeme est réelle ou a interv&liependant, nous décrivons et abordons la

version d’intervalle.

On prend A® dénoter le centre mA{) de A' . Ainsi, si 4; = [ 4;, 4],

puis ALCJ :E(Ai’Al] )
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Dans la pratique, |A® n'a pas besoin d'étre exact. Par exemple, pour élimeination
gaussienne réelle, nous calculons un inverse appatik B de A®. Nous employons3
comme une matrice de pré-conditionnement. En aftitid’arithmétique d’intervalle pour
bondir des erreurs d’arrondis, nous calculdf’s= B A! et r' = Bb'. Nous résolvons le

systéme pré-conditionnéM! x=r". qR.

Il pourrait se produire que B' ne peut pas étre calculé parce ASeest singulier ou proche
a étre singulier. Dans ce cas, I'ensemble de swiAl x = B! pourrait étre illimité. Ainsi, il
est simplement raisonnable d’abandonner de caltauslution. Quand l'arithmétique exacte
est employée, le centreMg est la matrice d’identité. Si les éléments @ialle deA' ne
sont pas larges, puM! se rapproche a lidentité de la matrice dans itegans, dans ce cas-

ci, nous pouvons résoudre (2.6) en utilisant bamiétique d’intervalle.

Car chaque élément @ rentre seulement une fois dans le calcul d’'un étérdonné dd1! .
Ainsi, seulement les erreurs d’arrondis ajouteng largeur aux éléments calculés Mé,
Nous pouvons maintenant résoudre (2.6) par la rdétd&limination gaussienne d’intervalle
décrit ci-dessus, si les éléments d’intervalleAdesont étroits, alors ainsi ceux ' sont
étroits Quand les éléments & sont réelles (des intervalles dégénérés), lestaésealculés
suivant ce procédé sont excellents. Néanmoins nelesons une légére croissance des

intervalles due aux erreurs d'arrondis.

Pour employer la méthode que nous avons décrite i@soudre des systemes des équations
linéaires, nous effectuons une quantité considérebltravail qui n'est pas nécessaire dans
I'élimination gaussienne non intervalle pour cagculine solution approximative. Le travalil
supplémentaire est de calculer un inverse apprdifimB de A® , le centre deA! et de
multiplier A! et B! par B. en conséquence, notre procédé emploie envirorfos autant

d’opérations comparativement a I'élimination gaesse ordinaire.

Si la matrice coefficienA! est une matrice M, donc I'élimination gaussientiatervalle
produit la plus petite case contenant I'ensemblesdlition. Dans ce cas-ci, le pré-
conditionnement est non seulement inutile, madeirait étre évité pour que I'ensemble de

solution ne soit pas agrandie.
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g
-100 200

A

-100

Fig. 3.1 : 'ensemble de solution S et I'ensemblsalation apres le pré-conditionnement

pour les équations (2.4)

[11.4.Itération de Krawczyk :

Le systeme linéaire d'intervalfex= b peut étre pré-conditionné en se multipliant par
une matricecC € R™". L'élimination gaussienne peut étre employéesnhast plus rapide de

calculer une cléture de la solution par la méthdel&rawczyk.

Soit xOIR". soit X présente la i-eme itération, calculée pod? := x. Alors tels que
Y (ADb)D >1|) puis

A Y= Ch+(1- CA ALHD Cir( F CA X

Prises pour toul €A etb €b, de sorte que

Y (Ab)O Ji):mz(AtjD (Cb+( I- CA Q))n 3 (2.7

Ceci donne l'itération de Krawczyk

i+

1):(Cb+(I—CA) £y {) 28)

X

Pour commencer litération, prenant le vecteuf tels que la solutior¥ € x © et

x( ) D]Z(A b) .si possible que © peut étre trouvé a I'aide du théoréme suivant.
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Théoréme 1 Si C satisfaif|/l — CA|| = p<1, ¥ = 4" ef].|| est n'importe quelle norme
subalterne, puis  |¥|< Hcﬂ‘/(l—,é’)

Preuve DeA% = b nous avonsk = ch+ (1- cA et par conséquent

I#] <[] +] 1 - Al S

I < B+ 514

Ce qui donne le résultat.

Depuis HCBHW < |ch|, etp<1 est trés probable po@r étre linverse de la matrice de point

médian de A, nous définissons le vecteur initiaitetvalle par :

X = ([-a.a]...[-a ,a'])T :

Les itérations peuvent étre terminées si les ragmsscomposants de’ ne diminuent plus
rapidement. La somme de ces rayons peut étre éalcappres chaque itération et étre

comparée a la somme précédeftig.

[11.5. Systéme nonlinéaire

[11.5.1 .algorithme de Newton d’intervalles :

[11.5.2.Introduction :

La méthode de Newton est une procédure classique psoudre des équations par
approximations successives. Ce type de résolusbrirés ancien. Les Grecs en utilisaient
déja une variante pour trouver les racines carréaspart d'une estimation ; cette estimation
en fournit une meilleure, et, en réitérant le pdegéon obtient une valeur qui converge vers la
solution. Ce procédé est rapide car le nombre danddées gagnées en précision double en
général a chaque étape, ou il s’appligue a unedgraariété de problemes. La méthode de
Newton présente toutefois un petit inconvénieiat sdlution trouvée dépend de I'estimation
initiale. Et comme les équations peuvent possédigsiqurs solutions, on n’obtient pas
toujours celle que I'on cherche. Mais cela nedaitgénéral pas probleme, car on a une bonne
idée de I'endroit ou débuter, et, si la premierdative converge vers une solution inattendue,
on peut toujours recommencer avec une autre esbimdi3]et [18].

Les méthodes itératives figurent parmi les méthadasériques les plus courantes et le plus
puissantes. L'idée est de partir d'une valeur agipge (souvent grossiére) de la solution, puis
d’augmenter la précision par I'application itéréendalgorithme bien choisi [15].
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La méthode de Newton est un outil clé dans le taldentifique pour résoudre des équations
non linéaires et des problémes d'optimisation. &aitérét dans ce chapitre est en Newton
méthode pour résoudre des systemes d'équationsbriglggs non linéaires.

Traditionnellement, la méthode de Newton est @#ipour calculer une approximation d'un

zéro d'une fonction non linéaire réefléx) . C’est de calculer une solution de I'équation
f(x)=0 (2.¢

La méthode rapproche la fonctib(x) dans le voisinage d'une valeur initialg par la
fonction linéaire (la tangente).
Supposons qud (x) est continuellement dérivable .Par le théoremealeur moyen, nous
pouvons écrire :

F(x)=1(y)+ F(J(xy) (3
Pour un certain c entre x et y.

Soit [a, b] un intervalle dans lequel nous chenshune solution de I'équation (2.9ne

solution X, s'il existe, doit satisfaire :

f(y)+f(c)(x-y)=0 (3.1

Pour n'importe quel ¥ [a, b], en particulier pour y = m ([a, b]) = (&b¥2. D'ou,

x=y--+W (3.2
f (c)
X est une approximation d’'un zéro de I'’équatior®)2La méthode de Newton raffine cette

approximation en prenant pour nouvelle valeur latgsm y plus un terme correctif (§ on

ajoute ici _f .

f(c)
Soit F'(X) la fonction d’inclusion def’(x) ,et considérons l'algorithme :
XEV=xWAN(XY) (k=01,2,...) (3.3
N(X)=m(X)- f(nf X)/ F( ¥ (3
Il suit de (3.2) que x est contenu da$ X), si y=m( X) et si x est contenu dans X, alars

dans (3.1) est aussi contenu dans X. Dans ce tasi€s contenu dans X(k) pour toutes les

valeurs de k.
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Conditions d’'arrét :
o Si XM -xtY|<¢ alorsX® est le résultat de I'estimation de la racine

 Si k > MAX_ITER alors la méthode diverge ou n'asga convergence assez

rapide pour fournir un résultat.
« Sif( X*¥)=0,i Iy aura division par zéro.

Algorithme:

Début

Pile(P)— X

Répéter

tant que Bz @ faire

tant que largeurX ) > ¢ faire
sif(XM)=0

On termine : ne peut pas diviser par zero
Sinon

calculer XN N( X(k+1))

Incrémenter nblterations
x(k+1) — x(k) N N( x(k))

Si|x () - x(k)‘ >e

X (k) o=y (k1)

Tant que (continuer ET nblter <= MAX_ITER)

Si (nblter > MAX_ITER)

Afficher "On n'a pas encore la convergence veradame".

Pour plus de compréhension, nous présentons I'éeemp@senté ci-aprés cité dans la

référence [13
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[11.5.3 Exemple:
Soit f (x)=x-2.

Une extension d'intervalle de la fonctidi(x) = 2x et F( X) = 2X d'ici,
[m(X)] -2
N(X)=m(X)-L=24 =
(X)=m(X) X
D'ou

2
() A m( X("))—[m( x(k)l)j -2 |

PrenantX © =[1,2] ,on obtient :

X® = [1.37499999999999 , 1.43750000000001 ]
X @) = [1.41406249999999 , 1.41441761363637 |
X = [1.41421355920452 , 1.41421356594718 |
X = [1.41421356237309 , 1.41421356237310 ]
X©) = [1.41421356237309 , 1.41421356237310 ]

f (X) a pour solution x& 2 arrondir X¥a partir de la huitiéme position aprés la virgube,o
voit que2 0[1.41421355,1.414213} .

X(k)=x(3) pour tout k>3, I'algorithme converge adaapres trois itérations.

a linverse de la méthode de Newton sur les nomdeesnéthode de Newton converge
toujours sur les intervalles .larithmétique d’intalles permet de trouver, s'ils existent les
zéros de la fonction dans l'intervalle X0 ou corela la non-existence.

L’inconvénient, et que le nombre d'itérations reatpétre connu a priori (dépend du X0

choisi) mais peut étre fixé. Le calcul de la dégiest par fois difficile a calculer.

[11.5.4.1. la pente intervalle de newton méthode§H19] :

Nous décrivons maintenant la pente intervalle detome méthode. Pour I'obtenir, nous
modifions la méthode ci-dessus de Newton d'inte&gvah remplacant la dérivie' par la

fonctiong de pente.
F(y)=f (¥)+(y-Rd %y (3.5)
La oug (x, y) est la fonction de pente. $pest un zéro d& puisf (y) = 0 et, de (3.5),
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_ (¥
g(x y)
Siy est dans un intervaldé dans lequel nous cherchons un zérd, geisy € Ns(x, X) ou

y=X

f (X)
N_(x X)= x-—2_ 3.6
(% X)=x 5000 (3.6)

Pour trouver un zéro diedans un intervalleX, nous pouvons employer la méthode
itérative
f(x)
90, %)
Xoa = X, IN(X, X))

N, (%, X,) = %~

Pourn =0, 1, 2,... ouXp = X. Un bon choix pourx, est m K,). Nous appelons ce

procédeé la pente intervalle de newton méthodeidLad 3.2 montre bien cette méthode.

A S0

] Em{X}} + gm(X), X)(x - m(X))

FAm(X)) + gm(X), X)(x - m(X))

X

.

f + + + Ll

H—H«I
| H—H\ NS{m(X}.X)
Y X N Ng(m(X), X)

Fig3.2. la pente intervalle de newton méthode

A
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Si nous comparons cette relation a la relation) (8oLir la méthode de Newton d'intervalle, la
seule différence apparente est que nous avons aeéfg(X) par gk X). En fait, il y a une
autre différence. Pour s'assurer que n'importe p@r@ def dansX est également dams (X,

X) comme donné prés (3.1), il est nécessaire queild X soit dans l'intervall&. Pour la
méthode de Newton d'intervalle de pente, ce na&shpcessaire.

Six € X, puis gk, X) c f '(X); Par conséquent, la méthode de Newton d'interdalpente est
généralement plus efficace que la méthode de Newiatervalle donnée dans (3.3).

Il peut montrer que les théorémes 5.1 a 5.5 valent cette méthode qui utilise des pentes.
La preuve du théoreme 5.2 exige que g ont un nofirbrées zéros dans [17]

111.5.4.2Exemple illustratif

Nous considérons maintenant un exemple simpletidua vertu de la forme de pente de la

méthode de Newton d'intervalle. Considérons latfonc
f (x)=x"+3x - 96X — 388+ 48!

Si nous déterminons sa pente analytiquement utdig8.5), nous pouvons rassembler des

limites et écrire la pente comme
g(x X)= X+ (x+3) X+ (X+3x%x 96) X+ %+ 3%~ 96% 38

Supposons que nous cherchons une racirfg>dadans l'intervalleX = [0, 4] et augmente au
sujet du centreX = 2 duX. évaluant la pente on utilise la régle de Horneys obtenons

g (X, X) = [-904, -560]. Alorsf (x) = —640, le résultat de Newton de pente est [0.85.1083]
approximativement.

Le résultat de Newton est [0.3505, 1.429] approkiveaent. Le rapport des largeurs de la
pente a celui de dérivé est 0.4034. C'est-a-direédultat de pente est considérablement plus
étroit [17]

[11.5.5. La méthode de Newton multivariable

Le probléme est de trouver des limites sur la gmiud'une fonction continue non linéaire

R">R" dans une boite donnéé” €R". En raison de la puissance de l'arithmétique
d'intervalles de bondir des gammes des foncti@s sblutions des systémes des équations
non linéaires et optimisation globale, par les mméds semblables, sont les utilisations les

plus communes de l'analyse d'intervalle.
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Il'y a beaucoup d'applications ou nous voudrions équation non linéaire résolvant la
technique qui peut trouver, avec la certitude nratté&ue, toutes les racines dans une région
donnée. Suivre une méthode non intervalle il eficdé de trouver toutes les solutions et
souvent impossible de vérifier si toutes les sohgi ont été trouvées. Des méthodes
d'intervalle peuvent étre employées pour compterniembres des racines dans une boite
donnée et pour fournir les limites serrées pougubaacine individuelle.

Utilisons le théoréme de la valeur moyenne nous@rs pour n'importe quel cela :
f(xX)O (X + J(x)(>*<—~>)

La ouJ(x)est la matrice de Jacobian d'intervalle avec
2
Ji]. = 9°f ILj=1,...,n
0% 0X;

Ce qui peut étre formé utilise la différentiatiom@matique, ek x. Six* est un zéro dé

alors f(x')=0 et donc

—f(x)0JI(¥(x -3 (3.7)

Le systéme linéaire d'intervalle peut alors étemhé pour quex obtienne une limite externe
sur I'ensemble de solution (M¥,(x)). La notation inclutx et x pour montrer la dépendance
aux deux conditions. Ceci donne

00 f (X) +I(X)(N(Xx) —%),
f(x9) +IXY)N (xx®) -¥)) = 0,
XD = x®)N N(%"),x(")) ( 3);
Pour k=0, 1, ... ex® € x® Un choix raisonnable pod® est le centr&®, dex, toute fois
de meilleurs choix sont disponibles. Un exemplelaleéterminationt® est employé un
non-intervalle version de la méthode de Newton pwauver une approximation d'une
solution dansx. Les diverses méthodes de Newton d'intervalle détdrminées par la facon
dont N &%, x¥) est défini. Essentiellement les variations sartteis opérateurs décrits ci-

dessous sont utilisées généralement.
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[11.5.5.a. Opérateurs de Newton

Le systéeme linéaire peut étre résolu on utilisaptrateur de Newton
N(%x) = %= (%™ (3
Dans la pratique cet opérateur n'est pas employg&egd puisqu'un systeme linéaire

d'intervalle doit étre résolu pour chaque itératiBgalementJ(x)est susceptible de contenir
les matrices singulieres a moins que la largewu stst petite.

I11.5.5.b. Opérateur de Krawczyk :

La méthode de Newton échoue souvent en présensmgi@arité et ne produit rien. Nous
survolons rapidement dans ce paragraphe une altermmssible : 'opérateur de Krawczyk.
L'avantage de cet opérateur est qu'aucune équateaire d'intervalle ne doit étre résolue a
n'importe quelles étapes, de ce fait vitesse bilitié croissantes. La substitution des limites
du systeme linéaire dans litération de Krawczykena l'opérateur de Krawczyk pour les

systéemes non linéaires KR! x R"— R", et est défini pres

K (x,x) =% Cf &)= (1 - CI(%) (ex)
La ou C est la matrice de préconditionnement, digag de point médian d¢x),et (¥ € X)
Bien qu'un inverse soit encore exige, c'est l'isgead’'une vraie matrice plutét qu'une matrice
d'intervalle.
Remplacement dd (¥, X) parK (%, x) dans (3.8) méne a l'itération de Krawczyk
Pourk=0,1, ... e ® e x¥

[11.5.5.c. Opérateur de Hansen et Senqupta :

Un troisieme opérateur développé par Hansen et upgmd?], l'opérateur de Hansen-
Sengupta, emploie un procédé de Gauss-Seidel.oRdtonnant I'équation (3 .7) avet

I'inverse de point médian de(x) donne :
CI(N) (N(Xx ¥ -%=-Cf(R.
Changement de la notatidh(x, X) aH (X, x) et définition
M = CJ(x),b=Cf (.
L'intervalle de la procédé du gauss-Seidel montamhposant par composant pour donner
litération : x**9 = H (¥, x¥), N ¥,

Pourk=0,1, ... ek ® e x®
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Neumaier[25] prouve que cet opérateur rapporte une cléture gue que l'opérateur de
Krawczyk [2].Un avantage d'employer I'analyse d'intervalles pésoudre des équations non
linéaires est que les opérateurs des Krawczyk anseh-Sengupta peuvent étre employés
pour examiner |'existence et l'unicité d'un zémosdan intervalle.
Théoréme 1l aisserf : R™>R" étreune fonction continue non linéairg,€ x etx' dénoter
ou K (X, X) ouH (¥, x).

) Sifaune racing Exalorsx € x' N x.

(i) Six' N x =@ alorsf ne contient aucun zéro daas

(i)  Si@ #x < xalorsf contient un unique zéro daxs

Une preuve est donnée par Neum§zat.

Exemple
Considérer les équations non linéaires
2% — % — 2= 0,
%Xz -X —4x+5 0

Ce qui ont de vraiesolutions x= (1,0)" et x= (2,2). Utilisons la fonction nlinkraw.m avec

l'intervalle initialx= ([0.8, 1.2], [- 0.2, 0.2]] ,elle produit le résultat suivant :

Numbre of iterations
8
intval ans =
[0.99999999999999, 1.00000000000001]
[-0.00000000000001, 0.00000000000001]

Dans ce cas-ci, des limites appropriées sont denmégour d'une des racines dans 8
itérations.

Si la largeur de [lintervalle initial est grimpéégérement jusqu'x= ( [ 0.5, 1.5],

[ - 0.5, 0.5])" la fonction nlinkraw.m ne trouve pas plus serréligstes sur une racine, et
l'intervalle initial est produit.

Augmentant la largeur plus loin de sorte que Fiabe initial, x= ([0.5, 3], [-0.5,3])",

contient les deux vraies racines, produit le reretgrnsuivant pour la fonction nlinkraw.m.
Numbre of iterations
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1
intval ans =
[0.50000000000000, 3.00000000000000]
[-0.50000000000001, 3.00000000000000]

Bien que le rendement soit correct du fait les dewcines sont contenues dans l'intervalle,
une cléture serrée d'une racine n'est pas obtéfamnlication du méme intervalle initial avec
la fonction nlinhs.m, produit une erreur due ailasibn par zéro.

Ces exemples numériqgues montrent l'importance denifoun intervalle du petit rayon
contenant une racine. Si un tel intervalle estquodi alors les fonctions peuvent étre

employées pour donner les limites fortement vagfigur une racine.

[11.5.5.d. Toutes les solutions d'un systéeme non linéa

Un inconvénient des méthodes multivariables digsupgsqu'ici est que seulement une racine
peut étre trouvée a la fois, pour trouver toutes recines dans une gamme donnée. Par
davantage de considération, des méthodes d'inepalivent étre employées pour surmonter
ce probléme, bondissant toutes les racines damstemalle donné. Afin de réaliser ceci, un
algorithme utilisdla « bissection » généralisé en méme temps quenddsdes de Newton
peuvent étre développé¢s3]

Le théorémel permet a toutes les solutions d'étoellées avec la certitude mathématique.
L'idée fondamentale est de réitérer par l'utilisatid’'un opérateur de Newton sur une boite
jusqu'a ce qu'a un certain moment la largeux d&Y n'est pas suffisamment ( plus petite
quex®).

Ceci peut se produire parce que plusieurs racioeiscontenues dans la boite, ou la boite est
trop large pour converger a une racine simple. didebest bissectée a ce stade pour former
deux nouvelles boites. L'itération est alors etféetsur une des boites tandis que l'autre est
empilée pour la considération postérieure.

Si une étape de l'itération est appliquée & urte 87 et la boitex V) est retournée, alors un
critére est exigé pour décider si la taille de tdtd est suffisamment réduiten critere

possible est de dire la boi& " est suffisammentéduit si pour certains 1,2,...n

rad (xl-(k)) - ra((xl.(k+1))< 0. max; (rad(xl-(k))),
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La ou lea est une constante tels que @ < 1.Si une boite est suffisamment réduite alors

I'itération est continuée sur la boite, et sindorsaelle est coupée en sous-boifés]
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Chapitre IV

Estimation de parametres d’'un robot planaire




IV.1.Introduction :

Les performances des lois de commande baséesusilisation du modele dynamique
dépendent en partie de la qualité des valeurs éstimdes paramétres du modéle qui décrit la
dynamique du robot. La robustesse quant a ellerdiepe partie de la qualité des incertitudes
fournies par les estimations. On comprend alargplirtance de la bonne connaissance de ces
parametres et des incertitudes associées. L'dgtimde paramétres a partir de données
expérimentales est habituellement réalisée parifemisation de normes quadratiques, soit
de la difféerence entre des données expérimentaléss esorties d'un modéle[41],[42]. Ces
derniers étant généralement non-linéaires, la maaton est effectuée par des méthodes
itératives locales (telles que la méthode de Ghlesgton, Levenberg-Marquardt ou gradients
conjugués par exemple) alors méme que ces tectinfiyésentent la faiblesse de fournir des
résultats dépendant fortement des choix des pwiiiisux. Des techniques de minimisation
globales (comme les algorithmes évolutionnairesepample) peuvent parfois contourner ce
type d'écueils numériques. Néanmoins, les grandalestifiees doivent étre assorties
d'intervalles de confiance ou d'incertitude. Da@scbntexte statistique, ces derniers sont
obtenus par le biais de la borne de Cramer-Raoesmondant a l'inverse de la matrice
d'information de Fisher. Or, cette valeur est uamé asymptotique d'estimateur et de plus,
elle n'a de sens que si le modéle utilisé est @adidque les erreurs agissant sur le systeme
sont distribuées selon une loi de probabilité cer@npriori. Malheureusement, ces conditions
sont rarement veérifiees : en effet, les modeletuent souvent des approximations qui se
traduisent par des erreurs systématiques diffi@l@nadécrites comme des variables aléatoires
et la nature exacte des bruits agissant sur lasdguas mesurées est souvent mal connue.
Ainsi, le contextearreurs bornéesoffre une alternative séduisante au contexte stptes En
effet, il est souvent plus naturel d'utiliser lanfiilation erreurs inconnues mais bornées pour
traduire les informations disponibles sur les pdstions agissant sur un systeme physique,
comme par exemple des erreurs de mesure systéemtiguencore des erreurs déterministes

de modélisation.

Ce chapitre concerne l'estimation des parametras dlider-crank par l'approche de
I'estimation a erreur bornée basée sur l'analysti/alle.
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IV.2.Estimation a erreurs bornées :

L’estimation de parametres dans un contexte aert@ornées est une meéthode par laquelle
'ensemble faisable de paramétres est calculé.t E@mmép, le vecteur des paramétres a

estimer, etY, le vecteur de mesure a linstant La réponse de ce systeme ,peut étre

exprimée comme suit :

f-RT_R t OR"
k

y =f¢ ) k=1,.N  (4.1)
kK  k

Le systeme peut étre statique et dépendre seulaaelat valeur actuelle de I'entrée ou le
systeme peut étre dynamique et dépendre des vadsiaddentes de I'entrée et de la sortie.

On peut donner la réponse de systeme comme suit :

Ou emkdénote I'erreur additive et N est nombre de mesBysteme inconnu peut étre

mxn

Modelé utilisant une fonction paramétriquef,p:R - R, paramétré opoOR"

I'estimation sortie est donnée par :

VAN
Y = f(. ) 4.3

Et l'erreur entre le systéeme et son modéle mattigneaest appelée I'erreur de modulation,

N
et elle est définie comme ek = Yk~ Yk 4.4,

Et I'erreur entre I'observation mesurée et le mod@thématique est égale a :

N
& = Ymk~ Yk (4.5,

De (4.4) et (4.5) I'erreur d'estimation due auittdte mesure et a I'erreur de modélisation est

exprimée par :

& = &nk* Sk (46
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Pour l'estimation de parameétre a erreurs bornéeseur de mesure et l'erreur de
modélisation sont supposées bornées |ayRes< Enc et ‘eolJS Eop Respectivement.

Donc, I'erreur entre le modéle et la réponse olésecegt aussi bornée.

N

Ymk YK S E

« 4.7

where Ek = Emk+ Eok

Il ressort de ceux-ci, que I'ensemble des paraméistimés par I'approche a erreur bornées,
présente toutes les valeurs possibles des parangtreatisfont I'expression présentée ci-
apres :

A

Pk ={p Ymk ™~ f(tk R SEQ (4.8)

IV.3. Model d’'un robot manipulateur planaire :

Généralement, un robot manipulateur est considénénme un systeme articulé rigide. Le
systeme articulé rigide est caractérisé par unectsire arborescente articulé simple ou
multiple dont les liaisons sont mobiles les unasrppport aux autres. Cet ensemble a pour
objectif de mener I'organe terminal vers un lielométriqgue imposé par la tache [44],
[45]et[46]. Tout manipulateur peut étre considéséme une chaine de liaisons connectées
par des articulations charniéres ou glissierese @ftaine peut-étre ouverte ou fermé. Chaque

liaison localise les informations a son propreerep

Les bras manipulateurs de chaine cinématique auoaitt la rigidité mécanique insuffisante
et présentent un comportement élastique indé&# D'autre part les bras manipulateurs de
chaine cinématique fermé sont préférables en raisdeur haute rigidité structurelle.

L'objectif majeur des robots manipulateurs, estxdcution robuste de taches répétitives

(assemblage, tri, soudure, peinture, etc.).

Dans l'industrie automobile la large utilisationsdeobots manipulateurs a permis une
évolution considérable qui a changé le cours de&e datustrie comme par exemple : les

applications de ferrage ou d’assemblage. Ces apiolis utilisent des robots a six degrés de
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liberté. Cependant, la robotique s’est élargiedapient a divers secteurs et en particulier
industries utilisant dedaches pris-dépose, appelées aussi "pick-gudee”. Ce sectel
connait une croissance et une évolution considg@ethtapide. Plusieurs secteurs utilisen
robots de pick-anglace. Tel que I'agroalimentaire, I'hygiéne-santéeauté et I'électronue

etc. Ces robots ne nécessitent pas toujours si.

les bras manipulateurd mécanisme de bie-manivelle présententine structure et de
propriétés topologique similaires a celless robots manipulateurs polaires

anthropomorphiques, peuver-étre transformés alternativement en I'un ou l'e.

Le systeme bielleranivelle permet la transformation d'un mouvemémutaire continu el
mouvement rectiligne alternatif (application auxnpaes, compresseurs alternatifs, ...
réciproguement mowment rectiligne alternatif en mouvement circul@ioatinu (applicatiol

aux moteurs a pistons); la figuredessous en présente le principe.

Fig.4.1.Principe du systeme bielle-manivelle

IV.4 Principe du systéme bie-manivelle :

IV.4.1Définitions:

1.Bielle:

Barre destinée a transmettre un mouvement entiec2particulées a ses extrén suivant

des axes paralléles.

58



2. Manivelle:

Piece fixée a I'extrémité d’'un arbre et munie d’'ymgnée excentrée permettant de faire

tourner cet arbre ou d’'un maneton sur lequel galiune bielle.
3. Piston:

Organe de machine constitué par une cloison rigidbile entre 2 fluides, a depressions

différentes et destiné a transmettre un effort onote

IV.4.2.0bjets contenant des systémes a bielle ngllay

» Compresseurs, pompes, moteurs a explosion, nsoi@uwapeur, machines a coudre a

pédales, moulins a eau, ...

IV.5. Etude analytiqgue du mouvement :

Le bras manipulateur a mécanisme de bielle-maeivetionsiste en quatre corps
rigides(RRRT), qui représentent la base, la malayéh tige bielle et le curseur comme
indiqué dans fig4.1.

La figure 4.2, schématise le bras d'un manipulatéursystemdielle-manivelle la
manivelle articulée en A et B est entrainée pabiddle, articulée en B et C. Le piston est
cylindrique et présenté par un rectangle. Il tragisie mouvement rotationnel a un
mouvement translatif. On considere le centre desende chaque corps placé au milieu de la
distance de la longueur totale des corps.

La tige AB de longueur L1 tourne autour de A avee witesse constante .la tige BC de
longueur L2 permet de transformer le mouvement atation de B a un mouvement de

translation .elle est articulée en B et une glissgblige le point C a rester sur OX
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0 0.5 1 1.5 2 2.5
Fig.4.2.bras de robot a mécanisme de bielle manivelle

Dans chaque corps i, on associe une base orthérn@inyi, zi). Le type de liaisons entre les

différents corps du bras manipulateur est reptéssomme suit:
A: liaison pivot autour de I'ax@, 20) ,on pose(;go, ?(1) = (_§’O1 _3}1) =4.

—

B: liaison pivot autour de I'axéB, Z ), on pose(;gz, ?(1) = (92, 3/1)= 1.

C: liaison pivot autour de I’axe{C,EO), on pose(x;, ;2):(;3, 312):6’3, et liaison
glissiere parallele &C, )%), on pose AC =x.

Une référence Cartésienne xOy est choisie, corfiustrée dans le fig4.2.a. L'articulatioh
est placée a l'origine du systeme de réféerence, & =0. Les vecteurs de la maille qui

présentent le schéma de la bielle manivelle donligquation suivante :

AB+ BC= AC (4.c
Les coordonnées cartésiennes de I'articulationr données par :

Xp = ABcos@ ), g = ABsing ) (4.%(
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YO

yB

Yc2

4.2.a les coordonnées cartésiennes du point C2

Les inconnus sont les coordonnées du joint ( daticun) C, XC et yC. Le joint C est placé sur
I'axe horizontal ,yc = 0. Le corps ( tige) BC amauvement planaire : translation le long de
I'axe des abscisses, translation le long de I'aseoddonnées et rotation autour de I'axe Z . Le
centre massif du corps BC est placé a C2. Le eenassif du corps BC est le point milieu

du segment BC,

Xp + Yot Y
_*B X% BT X
XCZ_ 2 'yCZ_ 2

Les longueurs des corps (segment) AB et BC, s@pectivement L1 et L2. En utilisant le

théoreme de Pythagore pour le triangle rectangdgC comme illustré dans la figure 4.2.a,

les relations suivantes peuvent étre écrites :

2 2
(xC —xB) +(yC— yB) - B& (4.11
Comme mentionnée ci-dessus,

Yo =0/J|AB|= W and|BJ = L2

L'équation (4.11) peut étre réécrite comme :

(’t‘XB)2+(yB)2=( 12)° (4.12
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De (4.10),

Yg = ABsin(@) = L1sin@), B = Llco# .,

Et peut étre exprimée comme

X = I_10039+\/((L 2°- L 1si® 3) (4.1

L'équation (4.13) est I'équation cinématique paurmiécanisme bielle manivelle ( bras
manipulateur) , les valeurs de L1 et L2,sont dgameéetres inconnus du bras et le parametre

O, présente la variable d’entrée pour l'analysercaté&ue.

le mécanisme est le chemin fermé décrit par letgoih(le centre de masse du segment BC)
pour une rotation compléte du lien segment AB efrpes valeurs désirées de parametres L1

et L2 est illustré dans les figures : fig.4.3.dans le plan (ox%, o) ,Fig.4.3.b , dans le plan

(0y, ). Fig.4.3.c donne le chemin fermé décrit par lep6 dans le plarffox, &) .

0.5

0.41

C
0.3 R
-0.4+ i
-0.5 B ! !
-0.5 0 0.5 1 15

Fig.4.3.a Graphique du mécanisme
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y (m)

Fig.4.3.b. le chemin fermé décrit par le point@ans le plan(ox, &)

16

14
Xc (cm)

12

10

—~

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

theta (degree)

Fig.4.3.c le chemin décrit par le point C dansp&n (0%, &)

L’analyse d'intervalle, permet de prendre en comges changements de dimensions

géométriques, causées par la variation industrieffeélant ainsi les variations résultantes

dans la configuration du systeme (de sa configumatiominale). Les segments du bielle-

manivelle, sont tolérés d’étre variables dans fegleeur, cette petite variation est exprimée
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AL=AL1=AL2.Donc, L1, L2 peuvent étre représentés comme  suit

L1=[L1-AL,LI1+AL] L 2=[L 2-AL L 2+AL] .

Nous supposons que l'erreur entre le systeme tésbremodele est égale a zéro . Ainsi,de

I'équation (4.4), nous concluons qug = X . Avec L1 et L2 qui sont des intervalleg,,

peut etre réécrit comme intervalle avec une bomferieure et une borne supérieur

respectivement :

[Xc [=Dx%]=[ usaL LAl cos9+\/[([ L2ALL 2AL)°- [(L4ALLAAL] s (46

La réponse de systéme réelle est définie comme :

X X : X0g,

C-mk ™ {

S:[XC}+WGN

WGN : Est le bruit gaussien blanc, produit la valeur dembre aléatoire qui est
uniformément distribuée dans l'intervalle (0,1)][47

De ceux-ci, nous concluons que I'ensemble des patramestimés dans un contexte a erreur
bornée, est un ensemble de parametres faisablapatibles avec des données et des limites

connues sur l'erreur, et qui peut étre exprimé par
Lk :{ L:‘Xc_m( —(L1cog8) + sqrf( 122 - (11 & (9)2)* < Ek} where L= [LL: L2

Les parameétres du modéle sont des intervalleslddatgeur est égale a deux fois la valeur
de tolérance appliquée a chaque segment. Dans leucan bruit blanc est ajouté, la largeur

de l'intervalle devient deux fois I'amplitude dénkertitude et du bruit blanc.

La Fig4.4 montre le chemin fermé décrit par le pd@2, le centre massif du segment BC
présenté dans le plan Cartésien xOy, dans leicdiamplitude du bruit blanc et celui de la

tolérance des segments sont prises en compte.

L’espace compris entre la courbe a étoiles eeaddlsignées par des cercles, présente tous

les trajets possibles du point C2, pour des valadnsissibles des deux segments L1 et L2.

64



trajet decrit par C2

y (cm)

Fig4.4 montre le chemin fermé décrit par le poin2C

L'estimation des parametres, c’est de trouver lafews des inconnus d'un modéle
mathématique pour simuler un systeme physique. Datre cas, les parameétres inconnus,
sont L1 et L2. Dans la littérature [48], I'ajusterheles valeurs actuelles (y) aux données
expérimentales est souvent mis en ceuvre par delsod®s itératives pour l'analyse de

régression non-linéaire.

L’estimation des paramétres est une tache diffidletout lorsque en tient en compte des
incertitudes liées aux parametres et aux donnéeseasure. Les méthodes classiques basées
sur des statistiques et des méthodes de régrasSiessitent une énorme quantité de données
expérimentales, afin d'étre efficace dans I'estiomatie parameétres. les parametres inconnus
de notre robot dont le nombre de données de mealspenibles est limitée a un certain
nombre d'échantillons. En conséquence, il n'esppasible d'utiliser les méthodes classiques.
Les approches basées sur un ensemble d’identificates parameétres sont plus efficaces,
parce que par des méthodes basées sur des ensehasepossible d'analyser des ensembles

complets de données au lieu de nombre finis de$distincts.

Dans cette these, on propose deux approches a diagervalles pour estimer ces
parameétres. Ces deux approches sont capablesadien les parameétres de maniére
robuste, c’est- a-dire de donner des intervallagezant les valeurs de ces paramétres de

maniére absolument certaine.

-La premiere approche, basé sur Al (arithnuéticd’intervalles) et notamment sur

'algorithme Set Inverter Via interval analysis Y$\)[49]. trés connue dans l'univers de
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lanalyse par intervalles. Cette approche a étéengs ceuvre a travers un langage de
programmation orienté (calcul numériqgue de haweani), Matlab en I'occurrence,est un
outil trés utilisé dans le monde de l'ingénierie plus adapté a notre champ d’applications
gu'un langage de plus bas niveau comme C/C++. tEtanné que le principal frein a

I'utilisation de SIVIA réside dans sa complexité emculs, une implémentation efficace de

cet algorithme a été réalisée en Matlab,

de maniére a pouvoir travailler avec SIVIA en Matkvec une rapidité comparable a celle
d’'implémentations équivalentes en C/C++ [50] et[51]

-la deuxiéme approche est le Minmax approxinmatitntervalle Comme défini dans[52],est

basée sur la méthode des moindres carrés ponctuelle

IV.6.Estimation de parameétres par I'algorithme SI¥l:

IV.6.1.Introduction :

L’identification paramétrique classiquement utiésdans le cadre statistique, repose sur la
modélisation des incertitudes du modéle par uneuecaléatoire de densité de probabilité
connue ; la qualité d’estimation est donc étroiteimieggde a cette loi de probabilité. Ces
meéthodes décrites par ces lois stochastiques dbmieebhons résultats dans la majorité des
cas. Cependant, les méthodes statistiques sonédisniorsqu’il s’agit d’erreurs structurelles
déterministes ou d’erreurs bornées [52]. Une refdation ensembliste du probléeme
permettra, de pallier les incertitudes des doni@esvenant dans le probleme ponctuel et les

erreurs de calcul numérique introduites par lewateur.

Les problemes iliversion ensemblisterment une grande classe des problemes enseasblist
Dans ce type de problemes, I'ensemble solutiodé&fgii comme l'image réciproque par une

fonction donnée d'un ensemble connu.

L’approche ensembliste, permet de chercher, non ypes solution ponctuelle, mais un
ensemble de solutions pouvant contenir une infité&ecteurs. Un probléme qui admet pour

solution un ensemble de solutions sera appelé gmabkensembliste.

L'un des principaux avantages de l'approche ensstimbkst qu'elle fournit une garantie de
solution a la différence de méthodes d'estimatioshastiques. Cependant, il ne donne pas

toute précision sur le degré de croyance.
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D'autre part, I'approche ensembliste est souvetiquee pour la surestimation du résultat.
Cependant, il faut noter que d'une maniére singildiapproche stochastique peut estimer les
états du systeme avec un intervalle de confianogelaqui peut rendre aussi difficile

l'interprétation des résultats.

IV6.2.Inversion Ensembliste :

si f:R" . R™ est une fonction continue et différentiable etrYsous ensemble de

R™ . La théorie de l'inversion ensembliste permetrdaver I'ensemble image réciproque de

Y par la fonction f . La formalisation mathématicpes ceci s’écrit :
x={x0R| f(30%= iy 4.7

Résoudre un probléme d’inversion ensembliste révdiammractériser le sous ensemble X.

La figure 4.5 présente une vue graphique des diffés situations que I'on peut rencontrer
lorsque on résout un probleme d’estimation par desils ensemblistes (probléemes de
satisfaction de contraintes). On y voit des pawésti®ons(rouge) complétement inclus dans le
domaines de solutions(bleu),des pavés(jaunes) ididi€cidables car ils ne sont pas
completement dans le domaines solutions et iloonemas exclus du domaine solution, et des
pavés qui sont compléetement exclus du domaine isolutblancs).sur ce schémal ,
représente la dimension minimale du pavé au-deltaaigelle, I'opération de bissection ne

sera pas réalisée.

L’algorithme SIVIA est applicable pour toute forai ayant une fonction d’inclusion. La
structure de base de cet algorithme, tel que @éfians [49] peut étre résumée par les étapes

suivantes :

Les entrées a définir

Fonction d’inclusion : [f]

L’ensemble a inverser : y

Le pavé initial : [ x](0)

Précision requise pour le sous-pavage (criteregé@t)ar(

Initialisation
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IV6.3. Estimation ensembliste a erreurs bornées :

Considérons une application y paramétrée en Ridédar :

n
Yp: RX_RY

n
x- f(p,x) avecp =& 4
n

et y; OR Y avec i = {1,2,...., N}, les ensembles associés awertitudes sur chaque
(yp)i = yp(xi)’ pour un nombre N d’échantillong . Une estimation a erreur bornée sur

I'application Yp consiste a rechercher I'ensemble des paramétpesnpettant élyp(xi) de

satisfaire ou d’appartenir aux contrainly;s

N Np
s:igl{pm PO R ‘yp (x )=f(p.x )O Y} (4.9

La formulation en terme d’inversion ensemblistel’dgpression (4.9) se fait par la relation

N
suivante : S:ﬂl £(Y) (4.1
1=

La caractérisation de 'ensembBedéfini par (4.10) est un probleme d’inversion enkkste,

Qui peut étre résolu d’'une maniere garantie ersatit I'algorithme SIVIA (Set Inversion Via

Interval Analysis) proposé pdaulin et Walter[49].

Cet algorithme permet de trouver un encadremensdioau moins une solution existe) de
I'ensemble des solutions. Les ensemiest S représentent respectivement, un encadrement

intérieur et un encadrement extérieur de I'ensersbligtion S :

sgsd s
avec (4.11)
S=§IA S

ou Sest 'ensemble des pavés prouvés solutionSedst 'ensemble des paves pour lesquels

aucune décision n'a pu étre établie et peut éterprété aussi en terme d’incertitudes sur la

caractérisation ds.

68



IV6.4.Algorithme de SIVIA :

Le probleme d'identification des parametres parn/Sk&t une sorte de problemes qui visent a
identifier les paramétres inconnus utilisés au s#um modéle mathématique, lorsque
certaines mesures, liant ses entrées et sortiescennues. L’algorithme de partitionnement
SIVIA permet une caractérisation garantie de cesemibles de pavés en utilisant un test

d’inclusion défini par :

1 §f](H) 00y
t(x]) = 0 9 f]([x]) n[yl=o, (4.12
indétermin é sinon

Un pavé[x] O X est dit :

- Faisable efx]0S[40'S sit([ ¥=1
- Non faisablet([x]) =0,

- Indéterminé, su'([x])est indéterminé.

Dans ce dernier cas, aucune décision a propos @ [ph n’est possible. Si sa taille est
supérieure a une certaine tolérarcdixée par l'utilisateur, ce pavé est partitionmeé deux

sous-paveés et I'algorithme est réexecuté sur chd@auwx. L'algorithme SIVIA est le suivant :

Algorithme SIVIA(entréds],[x],; sortie: S
1.Si[t] ( §)= 0, alors rejetef 3 ,retour,
2.5 ({)=[1] ,alors

IV6.5 SCS Matlab tool box et VSIVIA :

Luc Jaulin [49], qui est I'un des pionniers et dékateurs des méthodes utilisant I'analyse par
intervalles, fait la promotion d’environnementsitigls construits en programmation orientée

objet utilisant le langage C++. L'efficacité degeogrammation de SIVIA est un aspect de sa
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facilité d'utilisation. Par contre, la programmatien matlab de SIVIA tel qu'il a été décrit
dans la section (6.4) donne une exécution trég l@ntfait du caractére interpréte (et non pas
compile) de I'exécution des scripts (et non paspitegrammes) écrit en matlab. Compte tenu
de la popularité de l'utilisation du langage matlddns de nombreuses applications et en
particulier dans les travaux de cette thése, tetteere de langage de programmation était un
frein a l'utilisation des méthodes utilisant I'aypsd par intervallesFort heureusement, Pau
Herrero-Vinas, et Tornil sebastien chercheurs rforinatigue se sont intéressés a la
programmation efficace en matlab des méthodessanili I'analyse par intervalles et en
particulier SIVIA. Dans les références [51] et[50] décrivent des implémentations tirant
profit de I'efficacité de matlab a faire des cafcukctoriels. Ces implémentation définissent
deux packages, I'un appelé VSIVIA téléchargeableesiul'aimable mise adisposition de ses
auteurs, et l'autre appelé SCS Matlab Toolbox.teesps d’exécution de ces applications ont
été compares avec ceux des programmes en C++sstnisdu méme ordre. Nous avons pu
constater, quant a la vitesse d’exécution est nfidis plus rapide que celle d'une
programmation naive en matlab. Les détails de detémentation se trouvent dans le
mémoire de Master de Benoit Delaunay[54]

Pour mieux comprendre le formalisme mathématiqueeldgpé ci-dessus, un exemple

illustratif tiré de [50] est présenté ci-apres :

IV.6.5.1Exemple :

Soit le comportement d’'un systeme caractériséeparddéle suivant :
f(p,t)=20expEpt)y Bexptp t
1 2

ou les valeurs pour les parametres pl et p2 soohitues. Et supposons que les mesures de

sortie incertains suivantes ont été collectées:
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t [y(t)]

075 [27.12
15 | [1.04,7.14
2 25| [-0.13,3.6}
30 | [-0.95,1.1%
6.0 | [-4.85-0.29
9.0 |[-5.06-0.36
13.0| [-4.1-0.04
17.0| [816,03
21.0| [-25,05]
25.0| [-2,067

L'ensemble de paramétres possible (FPS) est I'dihsata valeurs des parameétres qui sont

cohérentes avec les mesures. La fonction d'inclusiaturelle peut étre facilement

programmeée :
function y =f_appex1(p,t)
for k=1:length(t),

y(K)=20*exp(-p(1)*t(k))-8*exp(-p(2)*t(k));
end;

En supposant I'ensemble de paramétres ifiRft[-0.1,1.9x[~ 0.1,1.f, le FPS peut étre

calculé en utilisant le code suivant:

t=[0.75,1.5,2.25,3,6,9,13,17,21,25];

Y = subpaving(infsup(...[2.7,1.04,-0.13,-0.95,-4.85
-5.06,-4.1,-3.16,2.5,2],...[12.1,7.14,3.61,1.1290...

-0.36,-0.04,0.3,0.51,0.67]));

PO=subpaving(infsup([-0.1,-0.1],[0.5,0.5]));

eps =[0.01,0.01];
P = sivia('f_appexl’,Y,P0,eps,t);

Le subpaving obtenu en utilisant le SCS Matlabli@a est représenté sur les figures 4.5.a,b

et c. Le temps nécessaire pour I'exécution deragramme est d'environ 20 secondes pour le

cas ou eps=0.01.
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I'ensemble de parameétres possibles
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Fig.4.5.a(eps=0.01)

eps=0.35

0.35%

0.3~

0.25

0.2~

0.15

T T T

0.1
0.1

0.15 02 025

Fig4.5.b
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eps=0.15

0.45

0.4r

0.35-

0.3r

0.25¢

0.2r

0.15¢

Dans notre cas, les paramétres inconnus sont hgsidors des deux segmentsdt L, en
utilisant I'algorithme de SIVIA [51] pour estimees deux parameétres. Pour ce probleme, les
Sous-pavages de Y représentent l'union des ensemnhs lesquels la solution de I'équation
(4.6) est incluse. L'ensemble des solutions egéssmté par I'espace vierge figurant dans les
graphes obtenus par 'algorithme de SIVIA. Le spagage de Y est constitué des mesures

incertaines. L’ensemble solution trouveé est présenapres :

1°) cas ou la simulation est fait avec prise ensm®@ration des tolérances sur les deux

segments :

La figure4.6.a montre une représentation graphique des résutiatais par SIVIA pour le
calcul de S, tel que définie par (4.10), avec leépaitial : R= [-2,16]x [-2,16] et 1= 0,05.
les boites bleues correspondent a N (non-solutitespoites vierges (blancs) a S.
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16

14+

10

Fig4.6.a. L’ensemble de parametres obtenu par SIVIA

La figure4.6.b est constituée des mesures incertaines utiliz@eSIVIA, colorées en noir et

les deux bornes inferieure et supérieure coloréasd du pave solution S.

La figure4.6.c.1 montrent une représentation graphique des réstittatnis par SIVIA pour
le calcul de S, avec le pavé initiale =H-6,6]x [-10,20] etl]= 0,01. les boites bleues

correspondent a N (non-solutions), les boites e®(glancs) a S.

[ti.360°/185]

Fig.4.6.b.Valeurs admissibles pour Y
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-6
-10

Fig4.6.c.1. L’ensemble de paramétres obtenu par BV

24

8

16~

14t

10~ ES

Fig.4.6.c.2.Valeurs admissibles pour Y

2°) cas ou la simulation des parametres est faile dn tenant compte des tolérances et des

perturbations pour un nombre d’échantillons plupantant :

La figure4.7.a montre une représentation graphique des résutiatais par SIVIA pour le
calcul de S,avec le pavé initial .03 [-2,16]x [-2,16] et(I= 0,05. les boites bleues

correspondent a N (non-solutions), les boites e®(glancs) a S.
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Fig4.7.a. L'ensemble de paramétres estimé par SI\éAprésence de perturbations

10+

20}

Fig.4.7.b.Valeurs admissibles pour Y
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14+

10+

N

Fig4.8.a. L'ensemble de paramétres estimé par SI\é@Aprésence de perturbations

La figure4.7.b est constituée des mesures incertaines utiliz@eSIVIA, colorées en noir et
les deux bornes inferieure et supérieure coloraeged du pavé solution S. La figudeB.a et
4.8.cmontrent une représentation graphique des résttatnis par SIVIA pour le calcul de
S, avec les pavé initiaux :o® [-6,6]x [-10,20] etlk= [-10,10]%[8,26] respectivement[ 1=

0,01,les boites bleues correspondent & N (nonisof)t les boites vierges (blancs) a S.

20+

-50 (0] 50 100 150 200 250 300 350

Fig.4.8.b.Valeurs admissibles pour, & présence des perturbations
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26

Fig4.8.c. Ret P, estimés par SIVIA en présence de perturbations dan[-10,10}X[8,26]

IV.7. L’approximation Minmax a intervalles :

IV.7.1.Introduction :

Dans la littérature [48], la mise en place de yea données expérimentales est souvent mise
en ceuvre par des méthodes itératives pour lI'andlységression non linéaire, qui calculent
le meilleur ajustement de ces données. Par exenglenéthode des moindres carrés
ponctuelle ou I'approximation minmax a intervallgéels que définis dans [52],par laquelle
on peut obtenir une approximation a intervalle satiisser I'arithmétique d'intervalles ,ou la

borne inférieure et la borne supérieure de liratbevde données, représentent deux valeurs

ponctuellesLes bornes inférieures et supérieures des pairgsrdalles de donneesX.,Y)
forment deux collections de données de poinﬁg@,x) et (;c _y) En procédant a

'approximation par la méthode des moindres cas#isles deux valeurs séparément, on
obtient deux estimations ponctuelles. Ces dewmesitbns peuvent former une meéthode

d’estimation par intervalle. Cette méthode a éppoatée et appliquée dans [52].
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IV.7.2.Aproximation par la méthode des moindres Bzs :

IV.7.2.1.Introduction :

Le probleme de régression est souvent rencontres daus les domaines ou des
mathématiques sont appliquées. Pour des donrgdsilte n, {yl, y2,...,yn} et {x1,
X2,...,Xxn}, obtenues expérimentalement . Le proleléa la régression consiste a rechercher
une relation pouvant éventuellement exister emsexlet les y, par exemple de la forme y =
f(x). Lorsque la relation recherchée est affinest”a-dire de la forme y = ax + b, on parle de
régression linéaire. Mais méme si une telle refagst effectivement présente, les données
mesurées ne vérifient pas en général cette relatiactement. Pour tenir compte dans le
modéle mathématique des erreurs observées, ordeomses données {yl1, y2,...,yn} comme
autant des réalisations d’'une variable aléatoiret Yarfois aussi les données {x1, x2,...,xn}
comme autant des réalisations d’'une variable dréadd On dit que la variable Y est la

variable dépendante ou variable expliquée et quariable X est la variable explicative.

Les donnée§(xi, ), i= 1r} peuvent étre représentées par un nuage de n pi@inss

le plan (x, y) Jle diagramme de dispersion. Le centre de grawtéalnuage peut se calculer
facilement : il s’agit du point de coordonnééfe, 9)2(%2&%2 yij.Rechercher une
i=1 i=1

relation affine entre les variables X et Y reviantechercher une droite qui s’ajuste le mieux
possible a ce nuage de points. Parmi toutes lagedrpossibles, on retient celle qui jouit
d’'une propriété remarquable : c’est celle qui remdimale la somme des carrés des écarts

des valeurs observéas a la droitey, = ax + b. Si & représente cet écart, appelé aussi résidu,

le principe des moindres carrés ordinaire consasihoisir les valeurs de a et de b qui

minimisent E =Zn:£iz = Zn:(y, ~(ax+ b))2 :

i=0 i=0
Lsqcurvefit (least squares curfig) , est une fonction de Matlab qui résout les protds non-
linéaires de moindres carrés en minimisant la sordeéa différence élevée au carré, elle
appropriée pour résoudre les problemes d'estimati®@mparameétres par point par la méthode
des moindres carrés et elle nous donne le choigjreansion moyenne, entre les techniques
de Gauss Newton et de Levenberg et deux autres eh@rande dimension, la technique de
recherche linéaire ( I'algorithme est de type nédiable) et I'algorithme de gradient.
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IV.8.Résultat de simulation :

Afin de montrer clairement I'efficacité et le paiehd'une approche a intervalle dans
I'estimation des paramétres, une des propriétéméttiques du mécanisme bielle-manivelle
cité ci-dessus est utilisée pour estimer les parase

[l
L'intervalle des paramétres estimés est désigné.par

Par conséquentWGN=0.5rand

Le rand est une fonction dans Matlab, généere dasaesm de nombres aléatoires dont les

éléments sont répartis uniformément dans l'intev@l1).

De la, la limite est d®GN is: [WGN|< 0.5

En appliquant la méthode des moindres carrés fumodéle présenté en Fig.4.2, les
intervalles des paramétres estimés sont donnédaltatseau ci-dessous :

Estimate value
o Length Tolerance
Description [em] AL [cm] L+AL 1 W[ /‘L]
Crank [L1] 5 0.2 [4.8 ,5.2] [4.99 , 5] 0.01
Connecting rod 10 0.2 [9.8 , 10] 10 . 10
(2] [10 , 10] 0
Crank [L1] 5 0.5 [4.5 ,5.5] [4.9 , 5] 0.1
Connecting
rod 10 0.5 [9.5 , 10.5] [10 ,10] Y
[L2]
Crank [L1] 25 0.2 [24.8 , 25.2] [24.99 , 25] 0.01
Connecting
rod 40 0.2 [39.8 , 40.2]| [40 , 40] 0
[L2]

Table.1. Values of the parameters after simulation

A partir du résultat de la simulation précitée,vieur nominale de parametres L1 et L2
appartenant a l'intervalle des parametres estietés,largeur de ces intervalles est plus petite

gue la largeur de l'intervalle d'incertitude teéguité dans la section
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Conclusion

Dans cette these, le probléme de I'estimation détat I'estimation de paramétres d'un
robot planaire, a l'aide des techniques d’inteegltlans un contexte a erreurs bornées, ont été
étudiées L’estimation de parameétres ou d’état dans un ¢eltexte consiste a caractériser

'ensemble des valeuemissibles du vecteur de parameétres. Une valeur estatitaissible,
si la sortie du modéle reste a l'intérieur desrirdttes des sorties mesurées.

Dans un premier temps, un bref apercu sur les panci outils sur I'arithmétiques
d’intervalles et les incertitudes dans la modélisades systemes incertains, ont été évoque
dans les chapitres un et deux. Quant a I'estimatiétats et de parameétres étaient I'objet des
deux derniers chapitres.

Pour I'estimation d’états on a discuté différemesthodes de résolution pour les systemes a
intervalles d'équations linéaires ou non linéates. méthodes a intervalles constituent un
important outil de modeélisation des systemes du deoréel (en particulier systeme
mécanique) avec des parameétres incertains etqonirbler les erreurs d'arrondi dans les
calculs. lls sont en principe beaucoup plus simalesplanter que les méthodes probabilistes
ou floues, alors que dans le méme temps, ils sost atres conformes a de nombreuses
situations pratiques.

Deux approches ont été présentées pour I'estimaties paramétres incertains du modele :
'approche ensembliste et 'approche Minmax arirdbes La premiére approche basé sur
lalgorithme de SIVIA, a été révelé étre l'outiparoprié pour estimer les parametres
incertains d’une maniere robuste.

L’ensemble solution a été calculé sous la formesales-pavages en utilisant I'analyse par

intervalles et en particulier I'algorithme SIVIA.rmOnotera qu’on a utilisé (VSIVIA) bien
adaptée a I'environnement MATLAB et aimablementtgeépar Pau Herrero de I'lmperial
College.

Une grande partie de l'espace des paramétres natiosol peuvent étre éliminés trés
rapidement,le nombre de boites dans les subpasungmente rapidement lorsque le nombre
de paramétres augmente ou lorsque le paramét@élarices est diminué. Etant donné que
les caractéristiques de ces boites peuvent étckésts sur des disques, problemes de taille
réaliste (dire avec moins de dix parametres) peatadnsidéré.

L a techniques set-inversion préconisées dans tétse fournit des résultats garantis (méme
si approximative) avec un nombre fini d'opératiolne.principale limitation de I'algorithme
est que le temps de calcul augmente de facon erpelte avec la dimension de I'espace des
parameétres. Cette approche fonctionne bien powsyleemes de basse dimensionnalité, mais
en ce qui concerne les problemes plus complexedratnsionnels élevées, ce procédé est
assez lent. L'étape de correction consiste a ajolgt® contraintes.

L a deuxieme approche, et a partir du résultaadéntulation précité, la valeur nominale de
parametres L1 et L2 appartenant a l'intervalle plemmetres estimeés, et la largeur de ces
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intervalles est plus petite que la largeur dedtivalle d'incertitude tel que cité dans la fin du
chapitre 1V, les résidus sont insensibles aux iitoees.

Ceci implique que lI'amplitude des incertitudes ek druits doivent étre suffisamment
importants pour que ces derniers puissent étretdéles.
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