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Introduction

Le probléme de la programmation semi-définie (SDP) est un domaine d’actualité
dans la programmation mathématique, la plupart des documents sur SDP ont été écrits
dans les années 90, bien que ses racines remontent a quelques décennies de plus, (voir
par exemple Bellman et Fan [7]). Un article sur la programmation semi-définie paru
en 1981 intitulé "Linear Programming with Matrix Variables" (Craven et Mond [14]),
représente un ouvrage le plus convenable et la meilleure facon d’introduire le probléme
SDP. L’objectif est de minimiser le produit scalaire de deux matrices symétriques, a
savoir une matrice constante C' et une matrice variable X semi-définie positive (X > 0),

soumis a un ensemble de contraintes :

min [(C, X) = tr(CX)]
(SDP)§ tr(AX)=10b;, i=1,...m
X =0

ou tr, désigne la trace d’'une matrice carrée, A;,b;, i = 1,...,m sont respectivement
des matrices symétriques réelles et des scalaires réels.

Le probléme SDP est une généralisation de la programmation linéaire PL, ou les
vecteurs sont remplacés par des matrices et I'orthant positif (R"}), est remplacé par le
cone des matrices semi-définies positives. Ce qui explique donc le transport du savoir
faire de la programmation linéaire a la programmation semi-définie.

Dans la derniére décennie, SDP a été I'un des domaines de recherche les plus actifs

dans la programmation mathématique. Il y a deux principaux facteurs qui sont res-



ponsables de cet accru intérét pour SDP. Premiérement, SDP intervient dans différents
problémes pratiques et mathématiques de grande importance, & savoir : la théorie du
controéle, 'optimisation combinatoire, la programmation non linéaire, le probléme de cou-
pure maximale dans la théorie des graphes et le probléme de min-max des valeurs propres.
Deuxiémement, la renaissance des méthodes de points intérieurs aprés les investigations
effectuées par Karmarkar [24] pour la programmation linéaire PL.

Le domaine des méthodes de points intérieurs pour PL a commencé avec ’algorithme
d’ellipsoide de Khachiyan en 1979, qui a permis de lier le nombre d’itérations par un
polynéme. Ce qui a répondu a la question de savoir si des problémes de programmation
linéaire peuvent étre résolus en temps polynomial, mais les expériences pratiques par la
méthode d’ellipsoide ont été décevants.

Suivi par le célebre article de Karmarkar [24] en 1984, qui a introduit un algorithme
avec une complexité polynomiale améliorée, ceci a également été accompagnée par 'effica-
cité du comportement numérique de ’algorithme. Dans la décennie suivante, des milliers
de documents sont apparus sur ce sujet.

Les méthodes de points intérieurs ont fait récemment 1'objet de plusieurs monogra-
phies dont Roos, Terlaky et Vial [39], Wright [45], Ye [46] et Nesterov et Nemirovskii [35].
Un excellent survol des méthodes de points intérieurs pour la programmation linéaire est
celui de Gonzaga [19]. 11 a fallu presque dix ans pour étayer les prétentions de lefficacité
des méthodes de points intérieurs; plusieurs études ont indiqué que ces méthodes ont
des performances supérieures aux algorithmes de type simpliciale, I’état de I'art sur les
problémes de grande taille (voir par exemple Lustig et al. [30] et plus récemment E. D.
Andersen et K. D. Andersen [4]).

Ayant des liens entre PL et SDP, on n’est pas surpris que les algorithmes de points
intérieurs pour PL ont été étendus avec succés a SDP. La premiére extension des al-
gorithmes de points intérieurs de PL a SDP a été réalisée par Nesterov et Nemirovski
[35], et indépendamment par Alizadeh [1] en 1991. Cela explique le regain d’intérét de la

recherche dans SDP dans les années 1990. Dans ses travaux [1, 2], Alizadeh a étendu la



méthode projective de réduction du potentiel de Ye a partir de PL & SDP. D’autre part,
Nesterov et Nemirovski [35] ont présenté une théorie profonde et unifiée des méthodes de
points intérieurs pour résoudre les problémes d’optimisation coniques plus généraux en
utilisant la notion des fonctions barriéres auto-concordantes.

Récemment, Kojima, Shindoh et Hara [28], Monteiro [32] et Y. Zhang [47] ont présenté
des algorithmes primaux-duaux de points intérieurs pour la programmation semi-définie
(ou pour la version de complémentarité linéaire semi-définie issue du probléeme SDP)
qui sont généralisés & partir des algorithmes similaires concus pour la programmation
linéaire PL (ou pour le probléme de complémentarité linéaire (PCL)). Leurs directions
de recherche sont obtenues a partir d’une équation modifiée (en utilisant un facteur de
paramétrisation) de Newton pour approcher une solution réalisable sur le chemin central.
La convergence polynomiale de ces algorithmes a été étudiée et prouvée par plusieurs
chercheurs [20, 21, 22, 31, 34, 36].

Dans notre travail, nous sommes intéressés a une extension d’une méthode de type tra-
jectoire centrale en programmation linéaire & la programmation semi-définie [32]. L’idée
principale des méthodes de trajectoire centrale est de remplacer le probléme initial SDP
par une suite de problémes (SDP),, paramétrisés par un facteur p > 0 via une fonc-
tion barriere logarithmique. La limite de la suite de solution optimale de (SDP),, lorsque
1 — 0, est une solution optimale du probléme SDP. Dans cette thése, nous relaxons le
probléme paramétrisé (SDP),, par un autre probléme paramétrisé (SDP)yy en utilisant un
nouveau parametre représenté par le rayon spectral d’une matrice diagonale semi-définie
positive W, afin de donner plus de souplesse & I’étude théorique et numérique du probléme
paramétrisé obtenu et d’accélérer la convergence de 'algorithme correspondant.

La thése est divisée en trois chapitres organisés comme suit :

Dans le premier chapitre, on présente une introduction de certaines notions et résul-
tats qui seront utiles dans la suite, & savoir : ’analyse matricielle, I’analyse convexe et
la programmation mathématique. Le chapitre 2, est un état de ’art sur la programma-

tion semi-définie, & savoir : sa théorie, ses applications, sa dualité et les algorithmes de



résolution.

Dans le troisiéme chapitre, nous étudions et montrons ’existence et 'unicité de la
solution optimale du probléme paramétrisé (SDP),, et (SDP)y. Nous donnons par la suite
la description de l'algorithme correspondant & (SDP),,. Puis nous présentons 1’algorithme
obtenus en relaxant le paramétre p par le rayon spectrale d’'une matrice diagonale W
correspondant au probléme (SDP)y,. A la fin de ce chapitre, nous présentons des tests
numériques d’ordre comparatif, afin de porter plus de jugement sur les propos théoriques.

Enfin, ce manuscrit est achevé par une conclusion et une bibliographie.



Chapitre 1

Analyse convexe et programmation

mathématique

Dans ce chapitre nous allons introduire certaines notions et résultats bien connus sur
les matrices symétriques et les matrices semi-définies positives, ainsi que des notions de

base de I'analyse convexe.

1.1 Matrices

On notera M,, , (R) l'espace vectoriel des matrices réelles m x n et M, (R) 'espace
vectoriel des matrices carrées d’ordre n, (i.e., M, (R) = M, (R)). L’espace vectoriel des

matrices carrées symétriques d’ordre n est noté S,,.

Définition 1.1.1 La trace d’une matrice A € M, (R) est la somme de ses éléments

diagonauc,
tr(A) = ai =Y M\(A),
i=1 i=1

ol \; sont les valeurs propres de A.



On a la propriété importante suivante :

VA, B € M, (R), tr(AB) = tr(BA).

1.1.1 Produit scalaire et normes

On définit tout d’abord un produit scalaire sur I'ensemble M, (R) des matrices de

taille n > 1, a coefficients dans R :

Si A, B € M, (R), le produit scalaire de A et B, noté (A, B) est défini par :

<A, B) =tr (BTA> = iai]’bi]‘ =tr (ATB) .

1,j=1

A ce produit scalaire, on associe une norme, dite de Frobenius :

1A]l - = 4]l = V< A, A > = \/tr(AT A) pour tout A € M, (R).

Pour A,B € S,,,on a:

(A,B) =tr(AB) et ||A| =

ou les \; sont les valeurs propres de A.

Proposition 1.1.1 Toutes les valeurs propres d’une matrice symétrique A € S, sont
réelle et de plus il existe une matrice orthogonale P € M, (R) qui diagonalise A, (i.e.,

PTAP = Dy ou Dy est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les

valeurs propres de A).

1.1.2 Matrices (semi-) définies positives

Définition 1.1.2 Soit A€ S,



— A est dite semi-définie positive si
Ve e R", zlAz >0,

et l'on notera A € S;7 ou A > 0.

— A est dite définie positive si
Ve eR™, 2 #0, aTAzx >0,

et l'on notera A € S+ ou A > 0.

Toute sous-matrice principale d’une matrice symétrique semi-définie (resp. définie)
positive est aussi semi-définie (resp. définie) positive.
En particulier, tous les éléments diagonaux d’une matrice symétrique semi-définie

(resp. définie) positive sont positifs (resp. strictement positifs).

Lemme 1.1.1 Soient A, B € S;". Alors (A, B) > 0 et en plus (A, B) = 0 si et seulement
st AB = 0.

Proposition 1.1.2 Soit B € M, (R) une matrice réguliére. Alors
Ac She BTAB e ST,

et
Ae St < BTAB e S,
Théoréme 1.1.1 Pour A € S, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. Ae St
2. Mi(A)>0,Vi=1,..,n.
3. Il existe B € M, (R) avec rang(B) = n tel que A = BT B.

4. Pour une suite arbitraire A; € S; , 1 =1,...,n, de sous-matrices principales de A :

10



det(A4;) > 0 pouri=1,...,n.
On a aussi, pour une matrice définie positive, I’existence d’une racine carrée :

Proposition 1.1.3 Soit A € S;'*. Alors il existe une matrice unique B € S telle que
A= B

On a de plus : rg(A) = rg(B) et on notera B = As.

Théoréme 1.1.2 (Complément de Schur)

Soient A€ SiT,C € S, et B € My,,,. On a alors les équivalences suivantes :

A B —
~0&C—-B AB*~0,
BT C
et _ _
A B S
~0&C—-B"A"B~0.
BT C

1.2 Analyse convexe

La notion de convexité est un outil mathématique important pour 1’étude théorique
et numérique des problemes d’optimisation. A ce propos, nous présentons dans ce para-

graphe quelques notions de base d’usage courant.

1.2.1 Ensembles affines

Définition 1.2.1 Un sous ensemble F' de R™ est dit affine si :
Ve,ye F, VAeR: Az + (1 - XNy € F.

On dit aussi que F' est une variété affine (ou linéaire).

11



Les ensembles affines élémentaires sont : 0, {z} (z € R™), et chaque sous-espace vec-

toriel de R™.

Définition 1.2.2 On appelle combinaison affine des éléments x1, ...,z de R™ tout élé-

ment de la forme :

T = i)\ﬂi , avec N\ € R et i’\i =1.

=1 =1

Théoréme 1.2.1 Toute partie affine de R™ contient ses combinaisons affines :

Vx; € F, Z)‘ixi € F,avec \; €R et Z)‘i =1.

i=1 i=1

Définition 1.2.3 Soit S une partie de R™. Alors il existe une partie affine unique F' C
R™ contenant S appelée enveloppe affine de S et notée af f(S), c’est la plus petite partie
affine de R™ contenant S.

aff(S)=nN{Fs : S C Fs et Fs affine}.

SiS#D=aff(S)#0 (puisque S C aff(9)).

Théoréme 1.2.2 Soit S CR", S # 0, alors :

=1 =1

1.2.2 Ensembles convexes

Définition 1.2.4 Un sous ensemble C de R™ est dit convexe si :
Ve,y e C,VA € [0,1] = Az + (1 — Ny € C.

Autrement dit, si le segment de droite joignant deux points quelconques x, y est en-

12



tierement inclus dans C,
[zy={+(1-Ny /0<A<1} CC.

Les opérations algébriques suivantes conservent la convexité
— L’intersection quelconque.

— Le produit cartésien.

— Les transformations affines.

m

— Les combinaisons linéaires Z a;C; , (a; e Ret meN.
i=1
— La translation C' +a / a € R".

Définition 1.2.5 On appelle combinaison convexe de m-vecteurs de R", x4, ..., x,,, toute

combinaison linéaire :
m m
i=1 i=1

Définition 1.2.6 L’enveloppe convexe de I’ensemble S C R™ est le plus petit convexe de

R™ contenant S.

avec C; convexe contenant S.
Et on a :

S conveze < S = conv(S).

Définition 1.2.7 Soit C' un convexe non vide de R" et x € C.
Le point x est dit extrémal (ou sommet de C') s’il n’est pas a Uintérieur d’un segment

de droite contenu dans C. Autrement dit st :
Vo, e € C,VA €]0,1], 2= Axy 4+ (1 — Nzg = 2 = 11 = 29.

Remarque 1.2.1 La définition d’un point extrémal x d’un convexe C', est équivalente a

chacune des deux propriétés suivantes :

13



]'x:%‘rl—k%l‘gﬁle’l:xg (VZEl,l’QEC).

2. C—{z}={yeC /y#ux} est conveze.
Remarque 1.2.2 Tout point extrémal d’un convexe C' est un point de la frontiére de C.

Définition 1.2.8 (Intérieur relatif)
L’intérieur relatif d’un sous ensemble non vide C' de R™, noté ri(C) est défini comme

Uintérieur de C' vu comme sous-ensemble de af f(C).
ri(C) ={x €aff(C) />0 : B(z,e)Naff(C) CC}.

C' est dit relativement ouvert si ri(C) = C.

1.2.3 Coénes convexes

Définition 1.2.9 Un ensemble K C R" est un cone si
R'K CK,

ou

Vee K,VA>0, \x € K.

Un cone est dit pointé si KN (—K)={0}, oo — K ={—x:2 € K}.

St K est convexe, on 'appelle cone conveze.
Exemple 1.2.1 S est un cone convexe pointé dans S,.

Proposition 1.2.1
e L’intersection quelconque de comes convezxes est un cone conveze.

e Le produit cartésien de cones convexes est un cone convexe.

14



Cones de récession

Soit C' un convexe non vide de R" et a € C, on pose
Cx(a)={deR" :a+AXdeC,VA>0}.

Alors, C(a) est un cone covexe non vide.

Définition 1.2.10 On appelle céne de récession (ou asymptote) de C' l’ensemble :

Coo = () Coola).

aeC

Un élément d € C, est appelé direction de récession.

Proposition 1.2.2 Soit C' un convexe fermé non vide de R", alors :

C' est borné ssi Coo = {0}.

1.2.4 Fonctions convexes

Soit f: R™ — R, on associe a f les ensembles suivants :

e Epigraphe de f :
epi(f) ={(z,a) e R" xR/ f(z) < a}.

e Domaine effectif de f :
dom(f)={x e R" / f(z) < +o0}.

e Ensembles de niveau o € R :

Sulf) = {z e R"/ f(z) < a} ( inférieur large ),
" {zr € R"/ f(z) > a} ( supérieur large ).

15



Définition 1.2.11 f est dite propre si
domf # 0 et f(x) > —o0,Vzr € R".

Dans le cas contraire, on dit que f est impropre.

Définition 1.2.12 On dit que f : R — R définie sur un ensemble convexe C' C R" est

conveze siVr,y € C,VA € [0,1] on a :
fOz+ (1= Ny) < Af(x)+ (1 =N f(y),

m
ou d’une maniére équivalente : st YVm € N*, V\; > 0, Z N=1x,€C
i=1

/ (Z&%) < ' Aif (5).

f est strictement convexe sur C' si

fQOz+ (1= Ny) < Af(z) + (1= N)f(y),

Va,y € Cx # y,VA €10,1].
Définition 1.2.13 Une fonction est dite concave si (—f) est conveze.
Théoréme 1.2.3 Si f est deux fois continument différentiable sur un ouvert ) et C' une

partie convexe de §2, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. f est convexe sur C.

2. Voe,y € C, f(y) > f(x)+(Vf(x),y—x), ou Vf(x) est le vecteur gradient de f au

point x.

3. Vo € O, la matrice Hessienne H(x) = V*f(x) est semi-définie positive dans C.

16



Lemme 1.2.1 Une combinaison linéaire & coéfficients positifs des fonctions convexes est

une fonction conveze.

fi, .-, fm conveze

= f =) \fi conveze.
A >0,050, >0 ;

Lemme 1.2.2 Soit (f;),.; une famille quelconque de fonctions convexes. Alors leurs en-

veloppe supérieure :

f(z) = supfi(x),

i€l

est une fonction convexe.

Définition 1.2.14 Soit C' fermé non vide de R™ et f : C' — ]—o00, +00] .
f est dite inf-compacte si ses ensembles de niveau inférieurs Sx(f) sont compacts

VA eR.

Lemme 1.2.3 [ est inf-compacte si et seulement si | ”lim f(x) = +o0.
x||—+0o0

Définition 1.2.15 On appelle fonction asymptote (ou de recession) la fonction conveze

foo dont Uépigraphe est (epi(f)),, -

Lemme 1.2.4

e Poura € dom(f),deR"

* So(foo) = [Sx(Nlse » VA tel que Sx(f) # {0}

Théoréme 1.2.4 [26]

f est inf-compacte < So(f) = {0}.

17



Remarque 1.2.3 1l est d’usage d’étendre une fonction f définie sur un ensemble C' de

R™ en une fonction g : R™ — |—00,400] comme suit :

o(z) = flz) sizel

+00  sinon.

Si C' est conveze alors :
[ est convexe ( strictement convexe ) sur C si et seulement si son extension g est

conveze ( strictement convexe ) sur R™.

1.3 Programmation mathématique

1.3.1 Définitions

e Probléme d’optimisation

On définit un probléme d’optimisation avec contraintes comme suit :

P) min f(z)

x e,

f:R™ — R continue, C' C R" est ’ensemble des contraintes.

Si C' = R", (P) est appelé probléme d’optimisation sans contraintes.
e Programme mathématique

En général, un programme mathématique est définit comme suit :

reDCR"”,

(PM)

ou f : R" — R continue, D C R" l’ensemble des contraintes présentées souvent
comme :

D={zeR"/ fi(z) <0i=1,..m, gj(x) =0,j=1,..p},

18



avec f;,g; 1 R" — R.

e Solution réalisable (faisable) : On appelle solution réalisable de (PM) tout point

x° vérifiant les contraintes (i.e., 2° € D).

e Solution optimale globale : On appelle solution optimale globale toute solution

réalisable (notée z*) qui minimise f sur D.

L’ensemble des solutions optimales globales est noté :
arg min f(z).

e Solution optimale locale : Un point x* € D est une solution optimale locale de

(PM) s'il existe un voisinage ¥ de z* tel que :
f(z®) < f(x); Vo ed.
L’ensemble des solutions optimales locales de (PM) est noté :

locmDinf(x).

1.3.2 Classification

On classifie le probléeme (PM) a partir de deux propriétes fondamentales & savoir la
convexité et la différentiabilité des fonctions du probléme.

A ce propos,

o (PM) est convexe si les fonctions f, f; sont convexes et les fonctions g; sont affines.

e (PM) est différentiable si les fonctions f, f;, g; sont différentiables.

Qualification des contraintes

Définition 1.3.1 On dit que la contrainte f;(x) < 0 est active ou saturée en T € D si
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On introduit alors 'ensemble

I(z) ={i: fi(z) = 0}.

Par définition, une contrainte d’égalité est saturée.

Voici trois conditions de qualification classiques :

— Karlin (1959) : Si D est un polyeédre convexe ( i.e., f;, g; sont affines ), alors les
contraintes sont qualifiées en tout point réalisable.

— Slater (1950) : Si D est convexe ( i.e., f; convexe et g; affine) et int(D) # ¢, alors
les contraintes sont qualifiées en tout point réalisable.

— Mangasarian-Fromovitz (1967) : Si les gradients de toutes les fonctions des contraintes
saturées en T € D sont linéairement indépendants, alors les contraintes sont quali-

fiées en .

Théoréme 1.3.1 Pour un programme convexe, tout optimum local est un optimum glo-

bal.

1.3.3 Principaux résultas d’existence et d’unicité

Théoréme 1.3.2 (Weierstrass )
Si D est compact ( fermé et borné ) dans R" et f est continue sur D, alors (PM)

admet au moins une solution optimale globale x* € D.

Corollaire 1.3.1 Si D est non vide et fermé, et f est continue et coercive sur D (au
sens que f(x) — +oo lorsque ||z|| — 400), alors (PM) admet une solution optimale

globale.

Corollaire 1.3.2 Si [ est une fonction inf-compacte, alors (PM) admet une solution

optimale globale.

Théoréme 1.3.3 Si D est convexe et [ est strictement convexe, alors il existe au plus

une solution optimale de (PM).
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1.3.4 Conditions d’optimalité

Conditions nécessaires du premier ordre : multiplicateurs de Karush-Kuhn-

Tucker

Théoréme 1.3.4 Supposons qu’une des conditions précédentes de qualification des contraintes
est satisfaite au point T € D. Une condition nécessaire pour que f admet un minimum

local en T est qu’il existe \; € R et i € RY tels que :

(

VI@) + Y AV@) + Y V() =0

| 9;(@) =0, j=1,.p
Les \; et les p; sont appelés multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker.

Remarque 1.3.1

- Si les contraintes ne sont pas qualifiées en T, les conditions de KKT ne s’appliquent

pas.

- Si (PM) est conveze, les conditions de KKT sont a la fois nécessaires et suffisantes

pour que T soit un minimum global.

1.4 Programmation linéaire

Un probléme de programmation linéaire consiste & minimiser une fonction linéaire

sous contraintes linéaires. On considére les programmes linéaires sous la forme standard :

min ¢’z
(PL)S Ax=0b
x>0,
ol A est une matrice réelle (m x n) de plein rang ( rgA = m < n),
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beR™et ceR™.

Le dual de PL est donné par :

max b’y
(DL)§ ATy <e
y € R™.

On note par :

— Fp = {x e R": Az = b,z > 0}, l'ensemble des solutions primales réalisables de
PL qui est un polyédre convexe fermé.

— Fp={z €R": Az = b,z > 0}, 'ensemble des solutions primales strictement réa-
lisables de PL.

- Fp = {(y, ZyeR™ M ATy + 2 =c, 2 > O} , ’ensemble des solutions duales réali-
sables de DL.

- F, = {(y, 2)eER™ M ATy + 2 =c, 2 > 0} , 'ensemble des solutions duales stric-

tement réalisables de D L.

Fp x Fp, 'ensemble des solutions primales-duales réalisables de PL et DL.
— Fp x F}), ensemble des solutions primales-duales strictement réalisables de PL et

DL.

Théoréme 1.4.1 (Dualité faible)

Soient (x,y) € Fpx Fp deuz solutions réalisables de PL et DL, respectivement. Alors,

by < .

La quantité ¢z — b'y > 0 s’appelle saut de dualité.

Théoréme 1.4.2 (Dualité forte)
Soient (x,y) € Fp x Fp deux solutions réalisables de PL et DL respectivement tel
que :

by =clz.
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Alors x et y sont des solutions optimales de PL et DL.

Corollaire 1.4.1

- SicTx est non borné inférieurement sur Fp alors DL est non réalisable (I’ensemble des

contraintes duales Fp est vide).
- SibTy est non borné supérieurement alors PL est non réalisable (i.e., Fp est vide).
- Si PL est non réalisable alors DL est non borné (et réciproquement).

Proposition 1.4.1 Un programme linéaire réalisable et borné (objectif borné) posséde

au, moins une solution optimale, situé sur la frontiére du domaine réalisable.

Définition 1.4.1

Une base de A est une sous matrice B formée de m colonnes linéairement indépendantes

de A.

La solution de base associée 4 B est le point x = (xp,xy) € R™ tel que :

rp = Bilb,l’N =0.

Une solution de base qui vérifie xg > 0 est dite solution de base réalisable.

Un point x est un sommet de Fp si et seulement s’il est une solution de base réalisable.

Un sommet est dit non dégénéré si xp > 0. Il est dégénéré dans le cas contraire (au

moins une composante de xp est nulle).

Proposition 1.4.2 Si un programme linéaire posséde une solution optimale, alors au

moins un sommet du domaine réalisable est une solution optimale.

1.4.1 Meéthodes de résolution d’un programme linéaire
Méthode de simplexe

Elle est développée a la fin des années 40 par G. Dantzig. Elle tient compte systé-

matiquement des résultats établis précédement. Elle évolue sur la frontiére du domaine
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réalisable de sommet en sommet adjacents, en réduisant la valeur de ’objectif jusqu’a

Ioptimum. Un critére d’optimalité simple permet de reconnaitre le sommet optimal.
Le nombre de sommets étant fini, 1’algorithme ainsi défini converge en un nombre fini
d’itération n’excédant pas le nombre C7" = m'(nn—lm)" sous I’hypothése que tous les
sommets visités sont non dégénérés.

Dans le cas dégénéré ’algorithme risque de cycler, cependant il existe des techniques
convenables pour éviter ce phénoméne. En général, la méthode du simplexe posséde un
comportement numérique trés satisfaisant confirmé par ses applications multiples dans
la résolution d’une large classe de problemes pratiques.

En théorie; la méthode n’a pas autant de succes, elle est plutdt jugée inefficace de

par sa complexité arithmétique exponentielle de 'ordre de O(2") opérations.

Méthode de points intérieurs

On désigne par méthode de points intérieurs, toute procédure de résolution générant
une suite de points appartenant a 'intérieur relatif du domaine réalisable et convergeant
vers une solution optimale.

Ces méthodes sont réputées grace a leur convergence polynomiale, leur rapidité et
efficacité et se sont révélées comme de véritables concurrentes des méthodes simpliciales
surtout pour les problémes de grandes tailles.

On distingue trois classes fondamentales de méthodes de points intérieurs & savoir :
les méthodes affines, les méthodes projectives de réduction du potentiel et les méthodes
de trajectoire centrale.

1) Méthode affine

C’est une méthode itérative (dit a dikin 1967) qui évolue dans 'intérieur relatif du

domaine réalisable. En effet, & partir d’un point z° strictement réalisable i.e.,

2° >0/ Az = b,
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on construit une suite {:17’“} qui converge vers I'optimum sous certaines conditions. Le
passage d’un itéré & l'autre se fait moyennant un déplacement convenable suivant une
direction de descente calculée a partir d’'un probléme normalisé qui centre le point cou-
rant qu’on transforme ensuite dans I’espace original. L’algorithme correspondant & cette
méthode est d’une structure simple, malheureusement la polynomialité est tres difficile
a établir.

2) Méthodes projectives avec potentiel

Elles sont typiquement construites pour trouver des solutions améliorantes du pro-
bléme non linéaire suivant :

min | f(z,y, 2) = qlog(cTw — bTy) — > log(z;)
=1

x?yVZ

Ar=b,x >0

Aly+z2=c 2>0

La fonction objectif f(z,y,z) est appelée fonction potentiel primale-duale et g son
parameétre. Ces méthodes visent & ramener la valeur de f(x,y,z) a -co. Cest ce type
de fonction que Karmarkar introduit dans son article [24], la fonction potentiel est une
intermédiaire pour réduire progressivement le saut de dualité a zéro. Ces méthodes ne
sont pas aussi simples que les méthodes affines mais on peut établir la polynomialité de
I’algorithme correspondant.

3) Méthodes primale-duale de type trajectoire centrale (TC)

Elles sont introduites & la méme époque que les méthodes projectives avec potentiel
(au début des années 90), elles possédent des propriétés théoriques trés intéressantes :
complexité polynomiale, convergence asymptotique superlinéaire et éventuellement un
statut numérique prometteur.

La trajectoire centrale du programme linéaire PL est définie a partir de sa version
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barriére :

( n
min [ch — “Z log(xj)]
=1
(PL), Ax =b

x>0,
\

ol p est un parameétre barriere. Le probléeme (PL) ., ¢tant convexe et différentiable,
a contraintes linéaire (donc qualifiées partout), les conditions nécessaires et suffisantes

d’optimalité de (KKT) s’écrivent :

Aly+uX-le—c=0
Az =b

x>0,

qui est équivalent au systeme :

Aly+2—¢c=0,2>0

Az =b,z >0 (1.1)
XZe— pe =0,
. . . : 1 1 1 .
ou X = diag(zg,...,xn), X ' =diag | —,....,— | ,z=pX"e>0et Z = diag(2o, ..., 2n)
Ty Tn,

Désignant par (x(u), y(u), 2(1)) la solution du systéme non linéaire (1.1).

Pour i > 0 donné, I’ensemble :

TC ={(z(w),y(n),z(w)) = p>0},

est appelé la trajectoire centrale de (PL), .
La stratégie des méthodes de trajctoire centrale, consiste a chercher des solutions
approchées du systéme non linéaire (1.1), suivant la trajectoire centrale.

Saut de dualité :
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Le saut de dualité est donné par :
e — by =np.

Facteur de centralité :
Pour mesurer la qualité de la solution trouvée, on introduit un facteur dit de <<cen-

tralité>> ou de proximité défini par le scalaire suivant :
0(x, 2, 1) = [ X Ze — pe]| .

A ce propos, un point est dit voisin de la trajectoire centrale s’il appartient & ’en-

semble suivant :
Seent(0) = {(2,y,2) € Fp x Fpp [ 6(w,2,1) < op, 0 <o <1}.

Le systéme (1.1) est un systéme d’équations non linéaires. Il est résolu par la méthode
de Newton appliquée a la fonction F(x,y,z) =0

ou F : R?tm — R2"+™ définie par :

ATy +2—c¢
F(z,y,z)=| Az —0b ;
XZe — e

pour chaque i = op (0 < o < 1) et (z,y,2) € Fp x Fp.

La direction de Newton (Az, Ay, Az) est la solution du systéme linéaire :

Ax
VF([E,y,Z) Ay = —F(I,y,Z)
Az
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La matrice jacobienne de F' au point (z,y, z) est définie par :

0 AT T
VF(x,y,z) = A 0 0
Z 0 X

Par un simple calcul, on arrive a résoudre le systéme linéaire suivant :

ATAy + Az =0
AAz =0 (1.2)
XAz+ ZAx = XZe — pa,

qui donne :

Ar= |27 Z7XAT (A2 XAT) A7 (X2~ )
Ay=-|(Az1x )" Az (X2 — fie)
Az = —ATAy.

Le nouveau itéré s’écrit alors sous la forme :
(279", 27) = (z,y,2) + (Az, Ay, Az).

On réitere jusqu’a 'obtention d’une valeur i suffisamment proche de zéro.

Remarque 1.4.1 Théoriquement, on suppose que la solution initiale est strictement réa-
lisable et proche de la trajectoire centrale, mais [’obtention de ce point est une difficulté
mageure. Pour remédier, Ding[16] et Kebbiche[25] ont introduit le paramétre poids associé

a la fonction barriére.

28



4) Méthode de trajectoire centrale avec poids

On considére le probléme linéaire sous forme standard suivant :

min ¢’z

(PL)S Az =10

x> 0.

On associe & PL le probléme perturbé défini comme suit :

( n
min [cT:c — ,LLZTJ- log(a:j)]

J=1

o1 Ax =10

\ x>0,

p>0,7=(r,..,r,)" € R} est le vecteur de poid associé & la fonction barriere. Les

conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité de (KKT) s’écrivent :

Aty +puX=r —c=0
Ar =b

x> 0.
Ou encore sous la forme :

Aly+2—c=0
Az =b,z >0 (1.3)
Xz—pur=0,z>0,

ot I'on a posé : z = uX'r.
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En appliquant de nouveau la méthode de Newton, on obtient le systéme :

ATAy +Az=0
AAz =0 (1.4)
XAz+ ZAx = —Xz+ pur.

Dont la solution est (Az, Ay, Az). Le nouvel itéré est :
(", y", 27) = (z,y,2) + (Az, Ay, Az) .
Le point (xt,y™, 21) est voisin de la trajectoire centrale s’il appartient a 'ensemble :
Seent(or) = {(2,y,2) € Fp x Fy, | || XZe —pr|| <op, 0< o <1}.

Algorithme

TCSP : désigne la méthode de trajectoire centrale (classique) sans poids.

TCAP : désigne la méthode de trajectoire centrale avec poids.
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Début
€ > 0 est un paramétre de précision. et (x,y,2) € Fp x Fp,

1X°Z0%]| X02%
——Fetr=——01.
2 0
1_£ nB=1——
2 Vn

on pose o =

NG o

Soient 7 = min{r;}, R = diag(r;) pour i = 1,...n, 6

t
2V 20

et p0 =
o/, 4%0
XO(p)s”(w)
1
Sinon Aller A TCAP.

Si —el|| <0 alors : Aller & TCSP.

Fin si
TCSP :
k=0
Tant que (p* > ¢) faire :
Ktk

1. Prendre p*tt = gu* = ﬂw :

2. Calculer la direction (Az*, Ay*, Az*); en résolvant le systeme (1.3).
3. Calculer : (z"F1 y*F1 ML) = (o oF 2F) + (Azh, Ayk, AZF).
4. Prendre k = k + 1.

Fin tant que

TCAP :

k=0,

Tant que (p* > ¢) faire :
l’kT R Zk

1. Prendre ! = gu* = 8
2. Calculer la direction (Axk, AyF, Azk) ; en résolvant le systéme (1.3).
3. Calculer : (z"F1, y*F1 ML) = (2 % 2F) + (Azk, Ayk, AZF).

4. Prendre k = k + 1.

Fin tant que

Fin.
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Resultat de convergence de la méthode de trajectoire centrale avec poids

2
Théoréme 1.4.3 [25] Soit 0 = o = (1 - £> n, supposons que (x,y,z) € Seent(oT) €t

2
wt = Bu, .,
0 x' Rz
tel —, u= lors :
el que = \/_, 1 - alors
]—) (l‘+ E cent )
+T p+ T
gy ¥ B T Rz ( )az Rz'
n

2
Théoréme 1.4.4 [15] Poure > 0, l’algorithme converge aprés K = O <(2 \/\/;) |log e|>

itérations. avec n = min {r;}.

Récement, plusieurs variantes de type trajectoire centrale primale-duale basées sur
la notion des fonctions noyaux sont proposées par des chercheurs [5, 6, 11, 17, 37, 3§],
afin d’amiliorer le comportement de ’algorithme de trajectoire centrale classique. L’in-
troduction de la fonction noyau dans le systéme (1.2) permet de trouver de nouvelles
directions qui offrent une complexité algorithmique d’ordre O <\/ﬁ log n log %) pour les
algorithmes a petit pas et d’ordre O (n log %) pour ceux a grand pas.

Nous définissons le vecteur v pour tout vecteur réalisable primal x > 0, et le vecteur

réalisable dual z > 0,
Tz T

v= ]/ —; xz=(T121, 00y Tp2p)" (1.5)
On définit les vecteurs normés de la direction de déplacement d, et d, comme suit :
A A
dy = 2= et d, = 25 (1.6)
x z
Utilisant (1.5) et (1.6) on peut récrire le systéme (1.2) comme suit :
Ad, =0
Atd, +d, =0 (1.7)

dy +d, =v ! =,
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— 1
ou A=-AV'X, V = diag(v).
1
Notons que le coté droit de la troisiéme équation de (1.7) est le gradient de la fonction
barriére logarithmique ®;(v),

dy +d, = —V&,(v), (1.8)

By(v) = i;w»

On appelle v, la fonction noyau de la fonction logarithmique barriere ®;(v).
Les résultats prometteurs obtenus par cette méthode ont encouragé les chercheurs
d’étendre la notion des fonctions noyaux a d’autres types de problémes d’optimisation

tel que les problémes de programmation semi-définie.
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Chapitre 2

Programmation semi-définie

Dans ce chapitre, nous aborderons ’étude des problémes de minimisation de fonctions
linéaires & contraintes linéaires, ol la variable est une matrice carrée symétrique X € .5,

semi-définie positive.

2.1 Position du probléme

2.1.1 Probléme primal

Le probleme primal de la programmation semi-définie sous forme standard s’écrit :

min (C, X)
(SDP)S AX =1b
X e S,

ou : b€ R™ et A est un opérateur linéaire de S,, dans R™ tel que

<A17X>
(Am, X)
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C et A;,i =1,...,m sont des matrices dans M,, (R). Sans perte de généralité on peut

supposer que C et les A; sont symétriques.

Définition 2.1.1 Une matrice X € S, est dite réalisable (strictement réalisable resp)
81 :

AX =b, X €55 (AX =b, X € S resp),

et on note par

Fp={X €S AX = b},

l’ensembles des solutions réalisables de SDP.
Et
;:{XES:ﬁ:AX:b},

l’ensembles des solutions strictement réalisables de SDP.

Définition 2.1.2 La valeur optimale primale de SDP est définie par :
val(P) = inf [(C,X) cAX =0, X € Sf{] )
X* est une solution optimale primale de SDP si :

X* € Fp et (C,X") =val(P).

2.1.2 Probléme dual

On introduit 'opérateur A* : R™ — S, adjoint de A, qui est défini par
VX € S,,Vy e R : (AX,y) = (X, A"y) .

Ainsi
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(AX,y) Zyltr (A;X) =tr (XZyl z) (X, A*y),

donc

i=1

La méthode la plus simple pour obtenir le dual de SDP est d’utiliser la dualisation

Lagrangienne de sa contrainte d’égalité. On définit la fonction lagrangienne associée a

SDP :

L(X,y) =

et on considére la fonction duale,

D(y)

Il est facile de voir que

(C, X))+

(b—AX)y), X e S yeR™,

min L(X,y)

XeSt

min [(C, X) + (b — AX, y)]

Xes;t

min
Xes;t

min
Xes;t

min
Xes;t

(C, X) + Z(bi — <Ai,X>)yi]

<C - Z%’Ai, X> + szyz]
i=1 i=1

<C - iyiAia X>
=1

+ ibiyi
i=1

b'y 4+ min [(C — A*y, X)].

XeS;t

0 si C—A*'y =0

min [(C'— A%y, X)] =

Xesy

—00 sinon.
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D’ou

maxbly siC — A*y =0

maxD(y) = yeR™
yeR™ .
—00 sinon.

Donc, le probléme dual de SDP est :

max by
(SDD){ C—> yAi=2Z
i=1

beR™ ZeSt.

Définition 2.1.3

o (y,Z) est une solution réalisable de SDD si :
(y,Z) e R™ x St Z:C—Z%Ai.
i=1
e (y,Z) est une solution strictement réalisable de SDD si :

(. Z) ER" X ST Z=C = yAi.
i=1
On note par :

JTD = {(y,Z)GRmXSnZ:C—ZyZA“ ZEO}

=1

fB = {(y,Z)ERmXSnZ:O—ZZJZAZ’Z>O}7

i=1

Les ensembles de solutions réalisables et strictement réalisables de SDD, respectivement.
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Définition 2.1.4 La valeur optimale duale de SDD est définie par :

val(D) = sup |b'y : C — Z%Az‘ eSHyeR™|.

=1

(y*, Z*) est une solution optimale duale de SDD si :
(y*,2%) € Fp et b"y* = val(D).
Et on notera enfin :
F=FpxFpet F° = Fpx Fp,

les ensembles de solutions réalisables primales-duales et strictement réalisables primales-

duales de SDP et SDD respectivement.

2.2 Domaines d’applications

2.2.1 Problémes de min-max des valeurs propres

Le probléme suivant a été étudié dans [3, 21] comme suit :

/\* = min)\max(c + A<y>>7

yeR™

ouC €S, et
A: R*"— S,
y — A(y),

est un opérateur linéaire.

Ce probléme peut s’écrire sous la forme :
my, =min[A: A\ —C — A(y) € S, y € R", A € R].
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Son dual est le probléme semi-défini (SDP) suivant :

mq =max [(C, X) : X € S,, AX) =0, tr(X) =1].

2.2.2 Norme spectrale d’une matrice

Soit A € M, (R). On considére sa norme spectrale

max VA = 1Al

AESP(AT A)

Cette norme peut étre calculer a 1’aide du probléme (SDP) suivant :

)
14]l; = min

tI A
AT I

On utilise ici le théoréme du complément de Schur.

2.2.3 Programmation quadratique avec des contraintes quadra-
tiques

La contrainte quadratique convexe
(Az +b)" (Az +b) — Tz —d <0,
avec x € R¥, peut s’écrire comme :

1 Az +b
(Az +b)" Tz +d
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Cette derniére inégalité peut étre exprimée par :

F(JE) = FO +$1F1 + ... +{L‘ka t 0,

avec
I b 0 a;
- T ) FZ = T T , 1= ]-) . 7k7
bt d a; c;
ou A = [ay,...,a;|. Par conséquent, un programme convexe quadratique avec des

contraintes quadratiques de type :

min fo(z)

filz) <0, i=1,..,L,

(QCQP)

ou chaque f; est une fonction quadratique convexe :
filz) = (A +b)" (A4iz +b) — e —d,,

peut étre formulé comme suit :

.
mint

I A()SC +0b
(Agz +0)" clo+dy+t
(QCQP) "

0,i=1,..L.
(Az+b)" To+di+t

(QCQP) est un programme semi-défini avec les variables z € R* et t € R.
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2.2.4 Probléme de programmation non linéaire

Soit le programme non linéaire suivant :

min (3 + 7o)
e > 1,

z1 >0, 29 > 0.

Ce probléme s’écrit sous forme d’un probléme semi-défini (SDP) comme suit :

min (C, X)
X es,
(A, X) =0,
oz 0o 1
avec C' =1, X = L , A= 2], b=1.
T3 X9 % 0

Pour des besoins théoriques et numériques, on suppose dans tout ce qui suit :

Hypothése 1 : Les matrices A; (i = 1,...,m) sont linéairement indépendantes.

Sous I'hypothése 1, y est uniquement déterminé pour Z donnée. Il s’agit essentielle-
ment de la méme hypothése que dans PL ou la matrice des contraintes doit étre de plein
rang.

Une autre hypothése nécessaire dans toute la suite concerne la stricte faisabilité.

Hypothése 2 : Les ensembles Fp et Fp sont non vides (i.e.,3 X € Fpet (y,2) € Fp
tel que X > 0 et Z > 0).

Notons que I’hypothése 2 est compatible avec la définition usuelle de régularité de
Slater pour I'optimisation convexe, si nous utilisons le fait que I'intérieur relatif est donné

par les matrices symétriques définies positives.
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2.3 Dualité en programmation semi-définie

Définition 2.3.1 (Saut de dualité) Soit (X,y,Z) € F, la quantité
(C.X) by,

est appelée saut de dualité des deux problémes SDP et SDD en (X,y, 7).

2.3.1 Dualité faible

Théoréme 2.3.1 Si X € Fp et (y,Z) € Fp alors :
(C,X) = by =(Z,X)>0.

Preuve : .
i=1

— (0, X) - iy (A, X)

<O - iyiz‘lm X>
i=1

—(Z,X).

Puisque les matrices X et Z sont toutes les deux semi-définies positives et d’apres le
Lemme 1.1.1 (Z, X)) > 0.
Contrairement a la programmation linéaire, il n’est pas toujours vrai que 'optimalité

de SDP et SDD implique que (Z, X) = 0 comme le montrent les exemples suivants :

Exemple 2.3.1 Considérons le probléme semi-défini suivant :

min (C, X)
X e Sy,
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avec .

000 11 r12 0
C=10001],X=1| 219 9o 0
00 1 0 0 x33
100 010
Ai=1000|,A=100]|,b=
000 00 2

Ce probléme s’écrit aussi sous la forme suivante :

(

min(1 — z19)
0 zp0 0
Ti2 T22 0 = S?T-
0 0 1-ap

\

L’ensemble des solutions réalisables est donné par :
{(z12,92) €R? : 15 =0, @3 >0} .

L’ensemble des solutions optimales est :

0 0 O
0 292 0 |; 72220
0 0 1
Il result que val(P) = 1.
Le probleme dual est
max b’y

2
(SDD)  C = X yidi € S5
i=1

y € R?,
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qui correspond a la forme :

max 21
— — 0
(SDD) hn Y2
-y 0 0 € Sy

\

L’ensemble des solutions réalisables est :

{(s1,12) €R® : 9 <0, yo =0}

L’ensemble des solutions optimales est :
{(11,0) e R* : y4 < 0}.

Il result que val(D) = 0.

Les problémes SDP et SDD sont tous deux réalisables, leurs ensembles des solutions
optimales sont tous deux non vides mais le saut de dualité est non nul. On conclut que
la réalisabilité des deux probléemes SDP et son dual SDD ne suffit pas pour avoir les

mémes valeurs optimales.

Exemple 2.3.2 Considérons le probléme semi-défini suivant :

min (C, X)
(SDP) ¢ (A, X) =b;, i=1,2
X e Sy,
avec :
O 0 1 X = T11 T12 |
10 Ti2 T22
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-1 0 0 O -1
Al - ) AQZ ) b=
0 O 0 -1 0

Ce probléme s’écrit aussi sous la forme suivante :

min 21’12
b €Sy
T12 0
1
Donc lunique solution optimale est : et val(P) = 0.
00
Le probleme duale est
max b’y

2
(SDD){ €~ YyAi € 55
=1

y € R?,

qui correspond a la forme :

max(—yi)

(SDD) 1
. €Sy
Ly

L’ensemble des solutions réalisables est :

{(y1,92) €R? g1 > 0,92 > 0,595 > 1} .

On trouve val(D) = 0, mais 'ensemble des solutions optimales est vide.
En conclusion, val(P) = val(D) =0 (fini); SDP et SDD sont tous deuz réalisables,

mais SDD n’admet pas de solutions optimales.
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En conséquences, 'existence d’une solution optimale pour I'un des deux problémes
SDP ou son dual SDD n’implique pas nécessairement 'optimalité de 'autre méme si
leurs valeurs optimales sont identiques et finis. Pour conserver le resultat de forte dualité
pour SD P, on exige la condition de stricte réalisabilité de I'un des deux problémes comme

le montre le théoréme suivant.

2.3.2 Dualité forte
Théoréme 2.3.2 [35]

1. Siwval(P) > —oo et Fp # ¢, alors l'ensemble des solutions optimales de SDD est
non vide et borné et on a :

val(P) = val(D).

2. Sival(D) < 400 et Fy # ¢, alors l'ensemble des solutions optimales de SDP est
non vide et borné et on a :

val(P) = val(D).

3. Si F° # ¢, alors les ensembles des solutions optimales de SDP et SDD sont non
vides et bornés et on a :

val(P) = val(D).

2.4 Complémentarité en SDP

A T'image de ce qui se passe en programmation linéaire, on peut exprimer la condition
pour X* et y* d’étre des solutions optimales de SDP et SDD sous la forme dune

condition dite de complémentarité.

Théoréme 2.4.1 Soient X* € Fp et (y*,Z*) € Fp de saut de dualité
<07X*> - bTy* = <Z*7X*> :
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Alors X* et (y*, Z*) sont des solutions optimales pour SDP et SDD respectivement si

et seulement st X*Z* = 0.

Le probléme de complémentarité s’écrit alors :

<AZ,X> :b27 2:1,,m,X§O
(Pe)s C—3wdi =2, Z=0 (2.1)
i=1
XZ =0.

Remarque 2.4.1 Comme SDP est un probléme convexe, la solution du probléme de

complémentarité est un optimum global pour SDP.

2.5 Meéthodes de résolution

La similarité de SDP avec la programmation linéaire PL, a motivé les chercheurs
d’appliquer des techniques ayant fait leurs preuves pour les PL, en particulier les mé-
thodes de trajectoire centrale de type primal-dual de points intérieurs.

La généralisation des méthodes de points intérieurs de PL & SD P remonte au début
des années 1990. Les premiers algorithmes dans ce sens ont été introduites de fagon
indépendante par Alizadeh [2] et Nesterov et Nemirovskii [35]. Alizadeh [2] a étendu
I’algorithme projectif de réduction du potentiel de Ye a partir de PL a SDP et affirme que
de nombreux algorithmes de points intérieurs connus pour PL peuvent étre transformés
en des algorithmes pour résoudre SDP. Nesterov et Nemirovski [35] ont présenté la
théorie profonde des méthodes de points intérieurs qui est basée sur des fonctions barriéres

auto-concordantes.

2.5.1 Meéthodes de réduction du potentiel

En 1995, Alizadeh a proposé une méthode primale-duale de réduction du potentiel [2].

En 2003 et inspirant des travaux de Alizadeh, Benterki [9] a fait une étude algorithmique
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et numérique sur des méthodes de reduction du potentiel pour résoudre des problémes
de programmation semi-définie.

Les ingredients principaux utilisés dans ce type d’algorithme sont :

1. Une transformation projective T} qui permet de ramener SDP & la forme réduite plus

maniable (ressemble a la forme réduite de Karmarkar en PL).

Plagons nous a 1'étape k, ou 'on dispose de l'itéré X, € St*. La factorisation de
Cholesky de X} donne une matrice triangulaire inférieure L, dont les éléments diagonaux
sont strictements positifs tel que Ly L} = Xj. Alors, la tranformation projective est définie

comme suit :

X — (X,7)
Tk<X) = (_7 i')v
ou
—1 —t
7=(n+T)L]ilXLk . (n—l—_?l“) ‘.
T+<Xk , X) T+<Xk , X)

Icie, = (1,1,...,1)T € R". Notons que X = T} (X, 7).
Le probléeme SDP sera équivalent au probléme semi-défini suivant :

(

min (C, X) + &l (2)z

— vecX 0
(TSDP)S A B =

T n—+r

| IX =12+ 17 — e} < 5,

ou
— U = LZCL]C €S,

Ql

(2) = —(%)e, est un vecteur de R".
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|
pN
Il

A(Ly ® L) est une m X n?-matrice.

\
|
I

(_71)563 est une m X r-matrice.
A A .
ST est une (m + 1) x (n? + r)-matrice.

(vecl)t et

La solution optimale (X, z*)! de (T'SDP) est facile & obtenir; il suffit par exemple

d’écrire les conditions d’optimalité, on trouve :

veeX _ vec] iy p(2)
7" e Ip()1
o vecC' =
ol p(z) est la projection du vecteur cotit sur le noyau de la matrice A.

c(2)

2. Fonction potentielle primale-duale :

m

(X, y) = (n+r)log(X , C = y;A) —logdet(X(C = Y 4iAy)),

i=1 =1

m
définie pour tout X € S et tout y € R™ vérifiant C' — > y;A; € S+,
=1

Cette fonction permet de prouver la convergence polynomiale de ’algorithme proposé

par Alizadeh [2].

2.5.2 Meéthodes de trajectoire centrale de type primal-dual

En suivant la tendance en PL, les méthodes de trajectoires centrales primales-duales
pour (SDP) ont suscité beaucoup d’attention. En 1996, Helemberg et al [21] ont proposé
un algorithme primal-dual de trajectoire centrale pour (SDP). En 1999, R. D. C. Mon-
teiro and T. Tsuchiya ont proposé une méthode primale-duale de trajectoire centrale et
ont montré la convergence polynomiale [31]. On trouve aussi les travaux de M. Halicka,
E. De Klerk and C. Roos en 2002 sur la convergence de la méthode de trajectoire centrale

pour SDP [20].
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Le principe de ces méhtodes est de minimiser le saut de dualité en résolvant le systéme

suivant : .
C - ZyiAza =Z
=1
X7z —ul, X,7Z 0.

qui est le systéeme paramétrisé des conditions d’optimalité des probléemes SDP et
SDD. Le systéme (2.2) admet une solution unique sous les hypothéses 1 et 2, i.e., que les
A;, i =1,...,n sont linéairement indépendantes, et que F° # ¢. La solution du systéme
est notée par (X (u),y(n), Z(p)) pour g > 0 fixé.

L’ensemble des solutions (X (u),y(n), Z(p)) pour tout p > 0 définie la trajectoire
centrale qui converge vers la solution optimale quand p tend vers 0.

Pour résoudre le systéme non linéaire (2.2), on utilise la méthode de Newton. L’objectif
est d’obtenir des directions primales et duales AX, Ay et AZ, respectivement en résolvant

le systeme linéaire :

(Ai, AX) =0, i=1,..,m, XeS+
YA+ AZ =0, 7 € St (2.3)

XAZ+ZAX =ul—XZ.

L’itération de Newton compléte est définie par :

Xt = X +AX,
yt o= y+ Ay,
7t = Z4+AZ.

et doit étre strictement réalisable (i.e., XT € Fp et (y™, Z1) € Fp).

Malheureusement, X+ n’est pas toujours symétrique, pour remédier ce probléme,

plusieurs chercheurs ont proposé dans la litérature des directions symétriques. On cite
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par exemples les travaux de Zhang [47] , Helemberg et al, Kojima et al et Monteiro
[21, 28, 32], Alizadeh-Heaberly-Overton [3] et Nesterov-Todd [41].

Actuellement, plusieurs chercheurs [12, 18, 43, 44] ont étendu I’approche des fonctions
noyaux de la programmation linéaire a la programmation semie-définie pour trouver de
nouvelles directions et améliorer la complexité des algorithmes.

Dans le chapitre suivant, on présente et on montre d’une manieére détaillée les résultats
d’existence et d’unicité de la solution optimale du probléme pérturbé suivie par des modi-
fications qu’on a apporté sur le parameétre p afin de relaxer et améliorer le comportement

de l'algorithme considéré.
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Chapitre 3

Méthode de trajectoire centrale

pour la programmation semi-définie

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a une extension de la méthode de trajectoire
centrale primale-duale pour la programmation semi-définie SDP. Nous relaxons le pro-
bléme perturbé du probléme initial SDP par un nouveau parameétre afin de donner plus
de souplesse a I’étude théorique et numérique du probléme logarithmique barriére associé
a SDP et d’accélérer la convergence de 'algorithme correspondant.

Rappelons que le probléme de programmation semi-définie considéré est :

min (C, X)
X esn
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Auquel on associe son probléme dual :

max b’y
(SDD){ C—=> yAi=7
i=1

yeR™ Z e 5.

3.2 Pénalisation logarithmique

Définition 3.2.1 On appelle fonction barriére toute fonction f qui vérifie :
— f est a valeurs finies a l'intérieur relatif du domaine réalisable.

— [ — 400 quand x s’approche de la frontiére.

Exemples :
det X7 siX €S}, ,a>0
1) fi(X) = _
+0o0 sinon.
—Indet X si X €57
2) fo(X) = _ o
+0o0 sinon.
tr(X1) si X eSn
3) f3(X) = o

+0o0 sinon.
Les fonctions barriéres citées ci-dessus sont deux fois différentables et on a :

VA(X) = —adet X—oXx!

1.
V2AX)H = adet X (o (XL HYX '+ X 1THXY),
9 Vfg(X) =_—X"1
| vROH=xHX
3 Vf;g(I) = —X_2,

V2fs(X)H = X 2HX ' + X 'HX 2,
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Dans notre travail, on considére la fonction barriére définie sur le cone des matrices
semi-définies S;" par :
(C, X) — plndet (X) si X € ST,
f u(X ) = "

+00 ailleurs.
On associe & SDP, le probleme perturbé (SDP),, suivant :

min f,(X)

(SDP),
<A1,X> = bl‘, 1= 1,...,m

avec (> 0.

3.2.1 Etude du probléme perturbé (SDP),

On commence par le lemme suivant.

Lemme 3.2.1 {Y €S :(C,Y) <0,(A;,Y)=0,i=1,....,m} ={0}.

Preuve :

Nous savons que l’ensemble des solutions optimales de SDP (Sol (SDP)) est convexe
fermé borné et non vide. Par conséquent, son cone de récession Sol(SDP)*> est réduit

au singleton {0}. Mais

Sol(SDP)® ={Y € S/ : (C.Y) <0,(A;,Y) =0,i=1,...m} = {0}.

Théoréme 3.2.1 Le probléme (SDP)M admet une solution optimale unique.
Preuve :
1) Existence : Il suffit de prouver que le cone de récession de l’ensemble conveze

fermé
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est réduit a {0} . On a :
S ={Y :(4,Y) =0, i=1,..myn{f2()<0}.

Calculons la fonction de récession f;°. Soit X € St alors pour'Y € S,

t—s00 t

Il est clair que si'Y ¢ S, pour t assez grand, X + tY n’appartient pas a S, et donc
fu(Y) = +o0. Supposons que Y € S;. Alors :

Indet (X +tY) — Indet (X)
" :

f2(Y) = {C.Y) — p lim.

Puisque X est définie positive alors il existe une matrice symetrique définie positive Z
tel que X = Z2%. Il existe une matrice P et une matrice diagonale semi-définie D telles
que

Z7Y%YZ ' =PT'DP avec PP =1.

1l en résulte que
det(X +tY) = det(ZP'(I + tD)PZ) = det(X)[[(I + tdy),

i=1

ot les d; sont les éléments diagonaux de la matrice D. Donc

fr) =0y -y tim Py,
i=1
Comme
S ={Y :(A,Y) =0V} n{fr(Y) <0},
il sensuit :

Sy ={yes;:(C)Y)<0,(4,Y)=0,i=1,..,m}.
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En appliquant le Lemme 3.2.2, nous obtenons
Sy =10}

2) Unicité : Comme f, est strictement conveze, il en résulte que la solution optimale

de (SDP), est unique.

3.2.2 Conditions d’optimalité pour (SDP),

Le probléme (SDP)u est convexe, donc les conditions de K.K.T sont nécessaires et
suffisantes. X € S;'* est une solution optimale pour le probléme (SDP),, si et seulement

s’ il existe y € R™ tel que :

=1

(3.1)
(4, X) —=b;, i=1,..m.
Posons Z = uX 1, le systéme (3.1) devient :
SyiAi+Z =C, ZeSi
i=1
(A, X) =b;, i=1,..,m XeST (3.2)

Xz —ul, p>0,

qui est le systéme paramétrisé du systéme (3.1). On note par (X (u),y(p), Z(p)) une
solution du systéme (3.2). Nous savons déja que X (1) (et aussi Z(u)) est définie de fagon
unique. En supposant que les matrices A; (i = 1, ...,m) sont linéairement indépendantes,

alors, y(u) est aussi défini de maniére unique.

Definition 1 L’ensemble
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est appelé la trajectoire centrale des probléemes SDP et SDD.

Théoréme 3.2.2 [28] Si (X (u),y(p), Z(1)) est une solution optimale de (SDP),, avec

>0, alors :
lim (X (p), y(p), Z(1)) = (X*, 9", Z%),

p—"0

est une solution optimale de (SDP) .

Pour faciliter 1’étude, nous considérons dans la suite la notation (X, y, Z) au lieu de

(X (), y(p), Z (1))

3.3 Meéthode de trajectoire centrale

3.3.1 Principe de la méthode de trajectoire centrale

La stratégie des méthodes de trajectoire centrale consiste a chercher des solutions
approchées pour le systéme non linéaire (3.2) aux voisinage de la trajectoire centrale,
i.e., en obtenant une suite décroissante de saut de dualité X*Z* (ou d'une maniére
équivalente du parameétre p qui tend vers zéro a la limite).

La méthode de Newton est considérée comme I'une des meilleures méthodes pour la
résolution du systéme (3.2). Supposons a litération k, que (X*, 4% Z%) € Fp x F3), on

cherche un nouveau itéré (X*+1 y*+1 Zk+1) deéfini par :

Xk—l—l — Xk + AXk
yk:+1 _ yk + Ayk
Zk = 7k L AZF.
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Alors, (XFFL oF1 7k gatisfait le systéme non linéaire (3.2) et on a :

SN £ AYVA 4 (25 AZY) =, Zbe St
=1

(Ai, XF+ AXF) =b;, i=1,..m, XFeSt
(X* + AXF)(ZF + AZF) = pkl, k>0,

ot (AX*, Ay* AZ¥) est une solution du systéme linéaire :

szkA TAZFE =0, ZF € S+

<Ai,AX’“> =0, i=1,..,m, X* € S+t
XFAZF 4 ZEAXE = T — XFZF 3k > 0.

(3.3)

(3.4)

Pour mesurer la qualité de la solution trouvée, on introduit la notion de facteur de

centralité ou de proximité défini par :

0(X, Z,p) = || XV2ZX 2 — pul||.

La trajectoire centrale est donc, ’ensemble des points réalisables de proximité nulle

pour un certain g .

Un point est dit voisin de la trajectoire centrale s’il appartient a ’ensemble suivant :

) ={(X,y,2) € Fp x Fp | ||X12ZXY2 — pl| < o}
={(X,y,2) €T. / 6(X,Z,p) <ou}, 0<o <1
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3.3.2 Algorithme de trajectoire centrale 7T},

Début algorithme
Initialisation :
Choisir e > 0, 0 < 0 < 1 tel que (X°,¢°, Z°) € S,(u°),
pl = @, k= 0.
Tant que p* > ¢ faire :
1. Calculer (AX* Ay* AZ*) en résolvant le systéme linéaire (3.4).
2. Prendre (X*FL oFtl ZEHL) = (XE % ZF) + (AXF* Ay, AZF).

k41 pk+1
3. Prendre pf*! = i)

et k=Fk+1.
Fin Tant que.

Fin algorithme.

Remarque 3.3.1 La difficulté majeure des méthodes de trajectoire centrale est [’ob-
tention d’une solution réalisable. Une fois que ce point est obtenu, la convergence de
l’algorithme est garantie dés que ce point est au voisinage de la trajectoire centrale
[10, 23, 29, 33, 40]. Dans ce sens, plusieurs études ont été menées pour répondre & cette
question. En outre, de nombreux chercheurs ont démontré les résultats de convergence de
Ualgorithme, en introduisant le facteur poids dans la fonction barriére [13, 48].

Signalons aussi que les directions du systéme (3.4) calculés par la méthode de Newton
ne sont pas en général symétriques, ce qui pose le probleme de faisabilité des itérés. Pour
remédier, plusieurs familles de directions symétrisées sont proposées, o savoir direction
(HAO) [3], direction (NT) [41], direction (HKM) [21, 28, 32] et la famille de direction
de Monteiro [31, 32, 34].

Remarque 3.3.2 L’équation non linéaire paramétrisée X Z = ul du systéme (3.2), li-
mite [’étude théorique et numérique de l’algorithme. Afin de donner plus de souplesse a
léquation X Z = ul, nous relaxons le paramétre p par le rayon spectrale d’une matrice

symétrique définie positive.
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3.4 Relaxation du parameétre u

Nous proposons dans cette section, une généralisation de la méthode de trajectoire
centrale primale-duale en remplacant le parameétre ;1 dans le systéme (3.2) par le rayon
spectral p(W) de la matrice symétrique définie positive W. Le probléme paramétrisé

associé & SDP devient :

ou fy est définie par :

(C,X) —p(W)Indet X si X € S
fw(X) =

+0o0 sinon.

Pour les mémes raisons que dans (SDP),, le probleme (SDP)y admet aussi une
solution optimale unique (résultat du Théoréme 3.2.1). Par conséquent, les conditions
d’optimalité sont nécessaires et suffisantes. Il en résulte que X est une solution optimale

de (SDP)y il existe y € R™ de tel sorte que :

C— p(W)X_l - ZyzAz =0
i=1

<AZ,X> :bi, 1= 1,...,m.

Posons Z = p(W)X ™!, alors on obtient :

Ywidi+Z =C, 7 € St

=1

(4, X) = by, i=1,...,m, XeSH (3.5)
XZ = p(W)I, W e SHt.

On note par (X (W), y(W), Z(W)) une solution du systéme (3.5). Nous savons déja
que X (W) (et aussi Z(W)) est définie de fagon unique. En supposant que les matrices
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A; (i =1,...,m) sont linéairement indépendantes, alors, y(W) est aussi défini de fagon

unique.

L’ensemble des solutions (X (W), y(W), Z(W)) pour tout W > 0 forme la trajectoire
centrale qui converge vers une solution optimale (X*, y*, Z*) quand p(W) tend vers 0.

Dans la suite, nous considérons (X, y, Z) au lieu (X(W),y(W), Z(W)) pour faliciter
la présentation et 1’étude.

Le systéme non linéaire (3.5) s’écrit comme :
Fw(X,y,Z) =0, tel que X, Z,W € S},

ou

=1
Fw(Xo9,2) = | (A, X)—bi,  i=1,...m
XZ — p(W)I.

En appliquant la méthode de Newton, la résolution du systéme non linéaire
Fyw(X+AX,y+ Ay, Z+ANZ) =0, tel que X,Z, W € S,
revient & la résolution du systéme linéaire
Fw(X,y,2) + (AX, Ay, AZ)'VFyw(X,y,Z) =0, tel que X, Z,W € ST,
qui est équivalent au systéme linéaire suivant :

S ApA; +AZ =0, Z e St

=1

(A;, AX) =0, i=1,...,m, X €S+ (3.6)
XAZ+ZAX =p(W) —XZ, W e S+
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Par conséquent, la nouvelle itération est donnée par :

(Xtyt, Z27) = (X,y,2) + (AX, Ay, AZ).

3.4.1 Calcul de la direction

Contrairement a la programmation linéaire, ou la direction primale-duale de Newton
s’impose comme solution des équations linéarisées, il n’en va pas de méme en optimisation
(SDP). La difficulté vient de ce que X Z n’est pas nécessairement symétrique si 1’équation
X7 = ul n’est pas vérifiée exactement, si bien que le systéme (3.4) a plus d’équations que
d’inconnues. La question centrale est donc de savoir comment linéariser cette équation.

Une premiére possibilité serait de prendre comme troisieme équation
—pX '+ Z=0.

Malheureusement, le calcul de I'inverse de X a chaque itération est cotiteux. Pour cela,
les algorithmes primaux-duaux de trajectoire centrale cherchent & symétriser ’équation
X7 = pl, sans utiliser d’inverse des matrices. Zhang [47] a proposé une alternative pour
garantir la symétrisation des directions comme suit :

On considére la transformation linéaire :

1
Hp(M) = 3 [PMP~ + P~"MTPT],

ou P est une matrice inversible.

Zhang [47] a montré que : si M est une matrice définie positive, alors :
Hp(M)=pl & M = ul.

Donc, on peut remplacer la matrice X Z dans les systémes (3.5) par Hp(X 7).

e Si P = I, la direction obtenue coincide avec la direction (AHO) de Alizadeh, Haeberly
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et Overton [3].
e Si P=[X2(X2ZXz2)"2X:]2, on obtient la direction (NT) de Nesterov et Todd [41].

e Si P=X"2or P=Z2, on obtient la famille des directions (HKM) de Helmberg et
al, Kojima et al et Monteiro [21, 28, 32].

Grace a sa simplicité en pratique, nous utilisons la direction (AHO). Pour cela, nous

redéfinissons 'opérateur :

A : S, —R"
AX) = (A, X)),

L’opérateur adjoint de A est défini par :

A* ¢ R™" =5,
Ay) = D uis
i=1

XZ+7X R .
En remplacant X7 par — le systéme (3.6) devient :

A (Ay)+AZ =0, ZeSHt
AAX)=0, XeSHt (3.7)
MAX) + £(AZ) =20(W)I — (XZ + ZX), W e S,

ou

he : S-S, (3.8)
WP — %(ZPJrPZ),

£P = %(XP+ PX).

Théoréme 3.4.1 [48] Soit h, £ : S, — S, deuz opérateurs, tel que h est invertible et
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h'£ est un opérateur défini positif, alors la solution du systéme (3.7) est unique et

donnée par :

Ay = (A LAY Y= AR 2p(W)] — (X Z + ZX)))
AZ = —A*(Ay), X,ZeSH (3.9)
AX = E Y 2p(W) — (XZ + ZX) — £L(AZ)), W € S+,

Remarque 3.4.1 Le calcul de AX et AZ dans l'équations 2 et 3 du systéme (3.9) est

basé sur le calcul de la valeur de Ay dans ’équation 1.

Calcul effectif de Ay

On peut écrire le systéme (3.9) sous la forme :

ARTTLA* Ay = — AR (2p(W)T — (X Z + ZX)))
AZ = —A*(Ay), X, ZeSit (3.10)
AX = 2oW) — (XZ + ZX) — £(AZ)), W eSSt

Posons B = Ah~'£A* une matrice de M, telle que chaque élément de B est donné

par :

Bij = <Ai,h_1£/4j>, Z7j = ]., .MM

On résoud le systéme linéaire :

W = K,

ol U € S,, une matrice a calculer et K € S,, une matice donnée.
D’apres (3.8)
1
hU = §(ZU+ UZ).

Ce qui est équivalent a
ZU+UZ =2K. (3.11)
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Puisque Z € S, et d’apres la proposition 1.1.1, Z = QDQ", avec Q'Q = QQ" =
et D est la matrice diagonale des valeurs propres de Z.

Donc 'équation (3.11) s’écrit :
DU+ UZ =2K,

avec

U=QUQ et K =Q'KQ,

les éléments de la matrice U s’écrivent sous la forme :
Uj = 2K;/d; + d;,¥i,j =1, .., j.
Finalement U sera obtenu en fonction de U et on a :
U=QUQ"

Remarque 3.4.2 La vitesse de convergence de l’algorithme dépend largement de la ma-
niére de calculer la direction (AX, Ay, AZ) et le pas de déplacement le long de la direc-

tion. Ainsi, litération courante est définie par :

Xt = X +aAX,

yt =y + pAy,
7+ =7+ BAZ.

3.4.2 Calcul du pas de déplacement

On cherche («, 3) qui guarantie la définie positivité des matrices X+ et ZT, et améliore

la vitesse de convergence de ’algorithme. Pour cela, nous procédons comme suit :
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Trouver («, 3) de telle sorte que :

Xt=X+aAX € St .
Zt=Z+PAZ e ST

Nous considérons deux alternatives pour calculer («, 5) proposées par M. J. Todd, K.
C. Toh et R. H. Tiitiincii [41] et I. Touil, A. Keraghel et D. Benterki [42].
Alternative M. J. Todd, K. C. Toh et R. H. Tiitiincii

—T

. —T
Aunin <X—1AX>> = min (1’ AmmTz—lAZ)) |

a = min <1,

oll, Amin est la plus petite valeur propre de (X 'AX) (resp (Z71AZ)) et T est pris
entre 0 et 1.

Alternative I. Touil, A. Keraghel et D. Benterki

( n
' 23—1 | Xij] — X
min [ 22— si lo # ¢
X = AXy— >0 |AXy]
i#j=1
. 1 si I() = ¢
( n
312 - Z
min 7=l — sily # ¢
i#j=1
1 si [1 = ¢,

ou

i#j=1

i#j=1
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Si on prend o = min(ax, 5,), alors :
XtT=(X+a*'AX)eStT et Zt = (Z+a*AZ) e St

On dit que (X,y,Z) est au voisinage de la trajectoire centrale (noté S,(W)) s’il

appartient a I’ensemble :

o Ixz4z2x
s.on = { ez e x| FEEEE -

p(W)fH <o)},

avec 0 < o < 1.

Nous présentons maintenant la description générale de ’algorithme.

3.4.3 Algorithme de trajectoire centrale Ty,

Début algorithme

Initialisation :
Choisir e > 0 et 0 < o < 1 tel que (X°,3°, 2% € S, (W?),
jag (X°2°
wo - Hag XZ7) 4,
n

Tant que p (Wk) > ¢ faire :
1.Calculer (AX* Ay* AZ*) en résolvant le systéme linéaire (3.7).
2.Prendre (X*+1 y*+1 ZEHL) = (XF ok ZF) + oF(AXE AyP AZF).
" = min(axr, Sz)
diag (X*+1Z0+1)
n

tel que «a

3.Prendre Wkt = et k=1F+ 1.

Fin Tant que.

Fin algorithme.
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3.4.4 Convergence de ’algorithme

Pour montrer le théoreme de convergence, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.4.1 [34] Soit (X,y, Z) € S,(W), et soit (AX, Ay, AZ) la solution du systéme
(3.9), alors :

X7t =(X +aAX)(Z+alAZ)=XZ +a(ul — XZ).

Théoréme 3.4.2 Soient 0 < 0 < 1, 0/ = (1 + a)o. Supposons que (X,y,Z) € S,(W),
et soit (AX, Ay, AZ) solution du systéme (3.9), alors :

1. (XT,yt, Z) = (X + aAX,y + oAy, Z + aAZ) € S, (W).

2. (X, Z) = (X + aAX, Z + aAZ) = (1 — a(l — 0)) (X, Z) < (X, Z) ,Va € R.

Preuve :

1. Ona Xt =X +aAX, ZT =Z + aAZ, donc

XTZT 2T XT || 2 || eaX)EHald) £ (ZHeAD) (X +aAX) g
5 P - 2 g

_ {zggz_pm0L+%MAZ+AXZ+ZAX+AZXM
XZ+ 72X

_ __g___p@m1+%QMWﬂ—%XZ+ZXW
X7+ x XZ+ 27X

= | — P +alp(W)I - %‘
N7 ax XZ+ 72X

e - 252

< op(W) + aop(W)
= (14 a)op(W) = o'p(W).
D’ou (XT,y*,Z%) € S, (W).
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X, Z)
X, Z) + atr(cp(W)I) — atr(X Z)
X, 7)

Z)+a((X,AZ)+ (AX, Z))
Z)y + atr(op(W)I — (XZ X

)

+ atr(op(W)T) — atr(22 28

+ anop(W) — atr(X Z)
— o) (X, Z) + anop(W)

— o) (X, Z) + ao (X, Z)
—a(l-0)(X,2) < (X,Z).
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3.5 Tests Numériques

Nous présentons dans ce paragraphe quelques expérimentations numériques issues de
la mise en ceuvre des deux algorithmes T}, et Ty décrits dans notre travail en utilisant le
logiciel Matlab10. Les exemples testés sont pris de la littérature voir par exemple [8, 42].
Nous avons pris € entre (1075 et 1077), 0 = 0,1 et le pas de déplacement est calculé par
'altenative de I. Touil [42].

On note par Iter, le nombre des itérations nécessaires pour obtenir une solution

optimale primale-duale (X*, y*, Z*) et Temps(s), le temps de calcul en seconde.

3.5.1 Exemples a taille fixe

Exemple 1 :

n=3 m=2,

—_
(a]
(a)
—_
=)
o

000 0 0 0
100
0
Aa=1010 |, b= )
1
00 1

La solution primale-duale strictement réalisable initiale considérée est :

00 300
~1
X=1o0tof|,2°=]010 b=
- Z Y - 7y_ 1
00 1 000
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La solution optimale primale-duale obtenue est :

00 0 14 0 0
x=looo| . z=| 0 060 |.v=[ """
001 0 0 0 !
Exemple 2 :
n=>5m=23,
—4 0 000 20000
0 =500 0 01000
C=]10 00001}, AA=]l0o0100 ]|,
0 0 000 00000
0 0 000 00000
10000 00000
02000 01000 8
Ao=100000|,A=|00000]|,0=]7
00010 00000 3
00000 00001

La solution primale-duale strictement réalisable initiale considérée est :

10000 10000
01000 01000 —2

X={loo0500][.2°=l00200]|,y=| -1
00040 00010 —2
0000 2 0000 2
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La solution optimale primale-duale obtenue est :

300 00 00 0O0O
02000 0 00O0O -1
X*=oo0oo000]|,Z7=]00100|,y=] -2
000O0O 00020 0
0 00O0T1 000O0O
Exemple 3 :
n==6,m=23,
-4 0 0 00O 1 0 00O0O
0O -2 0 00O 0O -1 00 0O
O 0O 0 -2 000 A= 0 0 1 00O ’
0O 0 0 00O 0 0 01 0O
0O 0 0 00O 0 0 00O0O
0O 0 0 00O 0 0 00O0O
1 0000O0 200000
010000 020000
A, — 001000 A= 001000 . 2
000O0O0OO 000O0O0OO
000010 000O0O0O !
000O0O0OO 000O0O0T1
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La solution primale-duale strictement réalisable initiale considérée est :

1467 0 0 0 0 0
0 006 0O 0 0 0
o 00 03 0 0 0 |
0 0 0 426 0 0
0 0 0 0 0086 0
0 0 0 0 0 0532
200000
020000
oo |002000 j
000100
000010 -
00000 2

La solution optimale primale-duale obtenue est :

19945 0 0 0 0 0
0 00000
0 00000
X* = :
0 00400
0 00000
0 00000
00 0 0 0 0
02 0 0 0 0
0
. 0 0 1.2067 0 0 0 .
St = CYt = —2.4130
00 0 0 0 0
—0.7932
00 0 0 24139 0
00 0 0 0 0792

73



Tableau des résultats comparatifs

parameétre L parameétre p(W)
ex (m,n) Iter Temps(s) Iter Temps(s)
ex (2,3) 4 0.017895 3 0.011789
ex (3,5) 7 0.018817 5 0.012493
ex (3,6) 7 0.022879 6 0.018049
3.5.2 Exemples a taille variable
Rappelons que le probléme considéré est
min(C, X)
X e S,

ou son dual est défini comme suit

max by
(DSDP)S C—=> yA =27
i=1

yeR™ Z e S,

avec
C=—-1,b[i] =2,i=1,....,m,n = 2m, et les matrices Ay, k = 1,

comme suit :

1 si i=j=k,
Apli,jl =19 1 si i=jeti=m+k,
0 sinon.
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La solution primale-duale strictement réalisable initiale considérée est :

1,5 si i=j=1,..m,
XO0,5] = < 0,5 s i=j=m+1,..,m,
0 ailleurs.
2] = 1 si 1=7=1,..,n,
0 ailleurs.
y° [i] = =2, i=1,...,m.
Tableau des résultats comparatifs
parametre 1 parameétre p(W)
ex (m,n) Iter Temps(s) Iter Temps(s)
(10, 20) 7 0.031858 3 0.029764
(30,60) 8 0.163532 3 0.090465
(50, 100) 8 0.458340 3 0.181330
(100, 200) 8 1.579016 3 0.640606
(200, 400) 8 7.010987 3 2.837008

3.5.3 Commentaires

A travers les tests numériques qu’on a réalisé sur des exemples de différentes dimen-
sions, on remarque que les résultats montrent 'importance de la modification introduite
sur le parameétre barriére, exprimée par une réduction significative du nombre d’itérations

et du temps de calcul. En général, le choix du parametre p (W) est meilleur que celui du

parametre .
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Conclusion

Dans cette thése, nous avons étudié une méthode primale-duale de type trajectoire
centrale basée sur la paramétrisation de 1'objectif du probléme de la programmation
semi-définie.

En effet, nous avons montré I'existence et 'unicité de la solution optimale du probléme
paramétrisé, puis nous avons mis 1’accent sur le comportement de ’algorithme correspon-
dant. A cet égard, nous avons introduit un nouveau parameétre (barriére) afin de relaxer
I’étude théorique et numérique de cet algorithme. Les résultats obtenus sont encoura-
geants et ouvrent la voie & d’autres modifications qui visent a obtenir des algorithmes

plus efficaces en terme de convergence.
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Abstract

Primal and dual interior-point methods (IPMs) have been well known as the most effective
methods for solving wide classes of optimization problems, such that, linear optimization
problem, quadratic optimization problem, semidefinite optimization problem and convex
optimization problem. These methods have a polynomial convergence and are credited of a
good numerical behaviour. In our study, we propose a new central trajectory method for
linear semidefinite programming where a relaxation of barrier parameter is introduced in
order to give more flexibility to the theoretical and numerical aspects of the perturbed
problems and accelerate the convergence of the algorithm. These purposes are confirmed
by numerical tests showing the good behaviour of the proposed algorithm.

Key words: Linear Programming, Linear Semidefinite Programming, central trajectory
Method.

Résumé

Les méthodes primales-duales de points intérieurs ont été bien connues les plus efficaces
pour résoudre les classes de large taille de problemes d'optimisation, tel que, probleme
d'optimisation linéaire, probleme d'optimisation quadratique, probléeme d'optimisation
semi-définie et probléme d'optimisation convexe. Ces méthodes possedent une
convergence polynomiale et sont crédités d'un bon comportement numérique. Dans notre
étude, nous proposons une nouvelle méthode de trajectoire centrale primale-duale pour la
programmation semi-définie linéaire, ol on a introduit une relaxation du parametre barriére
afin de donner plus de flexibilité aux aspects théoriques et numériques des problemes
perturbés, et d'accélérer la convergence de I'algorithme. Ces propos sont confirmés par des
tests numériques montrant le bon comportement de I'algorithme proposé.

Mots clés : Programmation Linéaire, Programmation Semi-Définie Linéaire, Méthode de
Trajectoire centrale.
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