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Introduction

Les équations différentielles abstraites sont des équations différentielles dont les coefficients
sont des opérateurs linéaires (non bornés mais au moins fermés) sur un espace de Banach. De
nombreux auteurs ont étudié ce genre d’équations ; citons en premier les travaux de E. Hille
et Nagy (1938), E. Hille et K. Yoshida (1948) qui ont résolu le problème de Cauchy abstrait
suivant u′(x)−Au(x) = 0, x ∈ [0,+∞)

u(0) = u0,
(1)

où A est un opérateur linéaire fermé sur un espace de Banach complexe E, u0 ∈ E. La
résolution de (1) a permis d’associer à l’opérateur A, un opérateur linéaire borné exA pour
tout x ≥ 0, ce qui est connu par la théorie des semi-groupes (1930-1960).
Dans ce travail on s’intéresse à une classe d’équations différentielles abstraites du deuxième
ordre du type

u′′(x) + 2Bu′(x) +Au(x) = f(x) x ∈ (0, 1). (2)
où A, B sont deux opérateurs linéaires fermés dans E et f ∈ Lp(0, 1;E) avec 1 < p < +∞.
Plusieurs travaux concernant l’équation (2) avec différentes conditions aux limites ont été
réalisés. Citons

– A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe, A. Yagi [23] qui ont étudié l’équation (2)
avec des conditions aux limites de type Dirichletu′′(x) + 2Bu′(x) +Au(x) = f(x) x ∈ (0, 1),

u(0) = u0, u(1) = u1.
(3)

– Les travaux de M. Cheggag, A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, A. Medgheri [14],[15]
dans deux cas différents, soit B = 0, soit B génère un groupe fortement continu avec
des conditions aux limites de type Robinu′(0)−Hu(0) = u0,

u(1) = u1,
(4)

Dans ce travail, on étudie l’équation (2) avec des conditions non locales, contenant des opé-
rateurs linéaires fermés H et K, de la formeαu′(1)− γHu(0) = d0

βu′(0) + δKu(1) = d1,
(5)

où α, β, γ, δ ∈ C et d0, d1 ∈ E. Pour que le problème soit bien posé on suppose que

(α, γ) 6= (0, 0), (α, δ) 6= (0, 0), (β, γ) 6= (0, 0), (β, δ) 6= (0, 0). (6)
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Historiquement, l’étude de problèmes aux limites avec ce type de conditions (5) à été initié
par T. Carleman, dans les années trente, qui utilisait une technique d’intégrale singulière pour
résoudre une équation elliptique avec des conditions aux limites contenant une combinaison
de fonctions à deux points différents. Une étape importante dans cette démarche est celle du
travail de Bitsadze et Samarskii [6, 69]. La modélisation mathématique des problèmes non-
locaux est rencontrée en théorie de transmission de la chaleur, en théorie des populations,
thermo-élasticité, physique de plasma.

Dans cette thèse on utilise la méthode de réduction d’ordre (voir Krein [34]) pour obtenir
une représentation d’une solution stricte de notre problème, puis en utilisant les outils de
l’anayse fonctionnelle et de la théorie spectrale détaillés dans les rappels du premier chapitre,
on montrera la régularité de cette solution. Ce travail est développé dans des espaces de
Banach qui possèdent la propriété UMD et pour cela dans tout ce qui suit on pose

E est un espace UMD. (7)

La thèse est composée de trois chapitres.

Chapitre1
On donne ici certains rappels et certaines notions sur les outils principaux qui ont été

utilisés. Dans un premier temps, on parle des opérateurs fermés et leurs propriétés, puis on
rappelera quelques résultats classiques de la théorie des semi-groupes. Ainsi, on présentera
la théorie de l’interpolation et le calcul fonctionnel grâce auquel on étudie les puissances
fractionnaires des opérateurs. Finalement, on présentera les principaux résultats de la théorie
des sommes d’opérateurs linéaires dans des espaces de Banach ayant la propriété UMD.

Chapitre2
On étudie dans le deuxième chapitre l’équation (2) avec des conditions aux limites l’une

de ces conditions est non locale (le cas où α = γ = δ = 1, β = 0 et K = I dans (5))u′(1)−Hu(0) = d0,

u(1) = d1,
(8)

où d0, d1 ∈ E et H est un opérateur linéaire fermé.
Le chapitre 2 est composé de trois sections.

– Avant de commencer l’étude du problème (2)-(8), on présentera dans la section 1
quelques résultats concernant la commutativité de deux opérateurs au sens des ré-
solvantes et sa relation avec la commutatvité des opérateurs.

– Dans la deuxième section, le travail présenté est contenu dans un article intitulé ” On
elliptic equations with general non-local boundary conditions in UMD spaces ”, qui a
été accepté dans "Mediterranean Journal Of Mathematics". Dans ce travail, on étudie
le problème dans le cas où B = 0 avec des hypothèses sur les opérateurs A et H qui
sont 

A est un opérateur linéaire fermé dans E,
[0,+∞[⊂ ρ(A) et sup

λ≥0
‖ λ(A− λI)−1 ‖L(E)< +∞, (9)



et 
pour tout s ∈ R, (−A)is ∈ L(E) et il existe θA ∈]0, π[
tel que sup

s∈R
‖e−θA|s|(−A)is ‖L(E)< +∞. (10)

H doit satisfaire
0 ∈ ρ(H), (11)

A−1H−1 = H−1A−1. (12)

Notons Q = −(−A) 1
2 . De plus, on définit Λ parD(Λ) = D(H)

Λ = 2QeQ −H(I − e2Q),

notons que vu (12) on a D(H(I − e2Q)) = D(H) et H(I − e2Q) = (I − e2Q)H. On
suppose que

Λ admet un inverse borné. (13)

Sous ces hypothèses, après avoir montré quelques lemmes techniques, on obtient le
résultat suivant
Théorème 0.1. Supposons que (9) ∼ (13). Soit f ∈ Lp(0, 1;E) avec 1 < p <∞. Alors,
le problème admet une solution stricte unique si et seulement si d1 ∈ (D(Q2), E) 1

2p ,p
et

H−1
(
d0 +Qd1 −

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

)
∈ (D(Q2), E) 1

2p ,p
.

– Dans la troisème section, on essayera d’adapter les résultats obtenu dans la deuxième
section pour le problème (2)-(8). Ici, on remplace dans les hypothèses, l’opèrateur A
par A− B2 et dans ce cas nos hypothèses sont les suivantes

A− B2 est un opérateur linéaire fermé sur E,
tel que [0,+∞[⊂ ρ(A− B2) et sup

λ≥0
‖ λ(A− B2 − λI)−1 ‖L(E)< +∞, (14)


pour tout s ∈ R, (B2 −A)is ∈ L(E) et il existe θ ∈ ]0, π[ tel que
sup
s∈R
‖ e−θ|s|(B2 −A)is ‖L(E)< +∞, (15)

B est un opérateur linéaire fermé sur E,
il existe λ0 tel que(A− B2)−1(B − λ0I)−1 = (B − λ0I)−1(A− B2)−1,

(16)

(A− B2)−1H−1 = H−1(A− B2)−1, (17)

B génère un C0−groupe (G(x))x∈R sur E, (18)

0 ∈ ρ(H), (19)



Notons P = (B2 −A) 1
2 . On Définit l’opérateur Λ̃ parD(Λ̃) = D(H̃)

Λ̃ = 2PeP − H̃(I − e2P ),

on suppose que
0 ∈ ρ(Λ̃). (20)

Le résultat essentiel de ce chapitre est le suivant :

Théorème 0.2. Soit f ∈ Lp(0, 1;E) avec 1 < p <∞. Si les hypothèses (14)∼(20) sont véri-
fiées. Alors, le problème admet une solution stricte unique si et seulement si d̃1 ∈ (D(P 2), E) 1

2p ,p

et
H̃−1(d̃0 + P d̃1 −

∫ 1

0
e(1−s)P f̃(s)ds) ∈ (D(P 2), E) 1

2p ,p
,

où 

ỹ0 = Λ̃−1d̃0 + Λ̃−1P d̃1 + H̃Λ̃−1eP d̃1 − 2Λ̃−1P Ĩ1 + H̃Λ̃−1J̃0 − H̃Λ̃−1eP Ĩ1,

d̃0 = G(1)d0 + BG(1)d1,

d̃1 = G(1)d1,

H̃ = G(1)H,

Ĩ1 = 1
2P
−1
∫ 1

0
e(1−s)P f̃(s)ds,

J̃0 = 1
2P
−1
∫ 1

0
esP f̃(s)ds,

f̃(x) = G(x)f(x).

(21)

Chapitre 3
Le troisième chapitre est consacré à l’étude du problème (2)-(5). On s’intéresse à l’ob-

tention des résultats concernant la représentation de la solution stricte et sa régularité sous
certaines hypothèses.

Hypothèses


A est un opérateur linéaire fermé dans E
[0,+∞[⊂ ρ(A) et sup

λ≥0
‖ λ(A− λI)−1 ‖L(E)< +∞, (22)

et 
Pour tout s ∈ R, (−A)is ∈ L(E) et il existe θA ∈]0, π[;
tel que : sup

s∈R
‖ e−θA|s|(−A)is ‖L(E)< +∞, (23)

H et K satisfait
0 ∈ ρ(H) ∩ ρ(K), (24)

A−1H−1 = H−1A−1, A−1K−1 = K−1A−1 et
H−1K−1 = K−1H−1.

(25)



Soit Q = −(−A) 1
2 . Considérons l’opérateur Π défini parD(Π) = D(Q2αβH−1K−1),

Π = Q2αβH−1K−1 − γδI.

On suppose que
Π est d’inverse borné. (26)

De plus on introduit l’opérateur Λ en posantD(Λ) = D(Π(I − e2Q)) = D(Π),
Λ = Π

(
I − e2Q

)
+ 2 (αδH−1 + γβK−1)QeQ,

et on impose que
0 ∈ ρ(Λ). (27)

Résultat principal

Théorème 0.3. Sous les hypothèses (22)-(27) avec f ∈ Lp(0, 1;E) et 1 < p <∞, le problème
(2)-(5) avec B = 0 admet une solution stricte u si et seulement si

QαΠ−1H−1K−1d1 + δΠ−1H−1
[
d0 − α

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

]
∈ (D(Q2), E) 1

2p ,p

et
−QβΠ−1K−1H−1d0 − γΠ−1K−1

[
d1 + β

∫ 1

0
esQf(s)ds

]
∈ (D(Q2), E) 1

2p ,p
.

Problème avec un paramètre spectral

Hypothèses

On suppose qu’il existe ω0 ≥ 0 fixé tel que
Aω0 un opérateur linéaire fermé dans E,
[0,+∞[⊂ ρ(Aω0) et sup

λ≥0
‖ λ(Aω0 − λI)−1 ‖L(E)< +∞. (28)


Pour tout s ∈ R, (−Aω0)is ∈ L(E) et il existe θAω0

∈]0, π[;
telle que : sup

s∈R
‖ e−θAω0

|s|(−Aω0)is ‖L(E)< +∞. (29)

De plus, H et K doivent satisfaire

0 ∈ ρ(H) ∩ ρ(K). (30)

et les relations de commutativité suivantes

A−1
ω0H

−1 = H−1A−1
ω0 et A−1

ω0K
−1 = K−1A−1

ω0 . (31)



Notons que pour ω ≥ ω0, Qω = −(−Aω) 1
2 est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe

analytique sur E (voir [4]). De plus, si 0 ∈ ρ(Aω), alors 0 ∈ ρ(Qω).
On définit aussi l’opérateur linéaire Πω sur son domaine D(Πω) par

Πω = αβQ2
ωH−1K−1 − γδI.

Les hypothèses (26)-(27) sont en géréral difficiles à satisfaire ; on étudiera certains cas parti-
culiers pour lesquels ces hypothèses sont réalisées. De plus, afin d’obtenir (26)-(27) pour des
opérateurs H et K plus généraux, on étudiera le même problème avec un paramètre spectral
assez grand. Il s’agit en fait de remplacer A par Aω, d’introduire des opérateurs Πω et Λω

en remplacement de Π et Λ et de montrer qu’il existe un ω∗ à partir duquel l’inversibilité de
Πω et Λω est assurée. On obtient alors les résultats suivants.

Lemme 0.4. Sous les hypothèses (28)-(31). Si

∃ω1 ≥ ω0, ∃c1 ≥ 0 : ∀ω ≥ ω1 0 ∈ ρ(Πω) et ‖Π−1
ω ‖L(E) ≤ c1, (32)

alors, il existe ω∗ ≥ ω1 ≥ ω0 tel que, pour ω ≥ ω∗, Λω est admet un inverse borné et

Λ−1
ω = (I − e2Qω)−1

[
I + 2Π−1

ω (αδH−1 + γβK−1)QωeQω(I − e2Qω)−1
]

Π−1
ω .

Lemme 0.5. Sous les hypothèses (6) et (28) ∼ (31). De plus, on suppose que l’une de ces
conditions est satisfaite

1. αβ = 0.

2. αβ 6= 0, γδ
αβ
∈ R et H = K = I.

3. αβ 6= 0, H,K ∈ L(E).
Alors, (3.32) est vérifiée.

Théorème 0.6. Supposons (28) ∼ (31) et (??). Soit f ∈ Lp(0, 1;E), 1 < p <∞ et ω ≥ ω∗.
Alors, le problème admet une solution stricte si et seulement si

QωαΠ−1
ω H−1K−1d1 + δΠ−1

ω H−1
[
d0 − α

∫ 1

0
e(1−s)Qωf(s)ds

]
∈ (D(Q2), E) 1

2p ,p
,

et
−QωβΠ−1

ω K−1H−1d0 − γΠ−1
ω K−1

[
d1 + β

∫ 1

0
esQωf(s)ds

]
∈ (D(Q2), E) 1

2p ,p
.

Finalement, on étudiera quelques cas particuliers pour l’inversibilité du déterminant Λ et
on donnera quelques exemples concrets.

Perspectives
A la fin de cette thèse, on présentera des perspectives pour le problème (2)-(5) dans le

cas où B génère un groupe fortement continu.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Opérateurs fermés
Définition 1.1. Soient E,F deux espaces de Banach. On dit qu’un opérateur A est fermé
si son graphe G(A) est fermé dans E × F , c-à-d pour toute suite (xn)n≥0 ⊂ D(A) telle que
xn −→ x dans E et Axn −→ y dans F , alors x ∈ D(A) et y = Ax.

Théorème 1.2. (Théorème du graphe fermé) Si l’opérateur fermé A est défini sur tout
l’espace E, alors A est borné :

A fermé et D(A) = E =⇒ A borné

Lemme 1.3. Si P : D(P ) ⊂ E −→ E est un opérateur fermé et T ∈ L(E) avec

T (E) ⊂ D(P ),

alors
PT ∈ L(E).

Démonstration. Soit (xn)n≥0 une suite dans D(PT ) et x, y ∈ E tels quexn −→ x,

PTxn −→ y.

Puisque T est continue, on a Txn −→ Tx,

P (Txn) = PT (xn) −→ y

et parce que P est fermé, alors Tx ∈ D(P ), c-à-d x ∈ D(PT ) et P (Tx) = y, c-à-d PT (x) = y.
Donc PT est fermé. D’après le Théorème du graphe fermé, on a

PT ∈ L(E).
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1.2 Théorie des semi-groupes

1.2.1 Semi-groupes
La théorie des semi-groupes prend son essor durant les années 1930-1960 à travers les

contributions notamment de E. Hille [30], R. S. Phillips [39], M. H. Stone [43] et K. Yosida
[49]. On trouvera dans le livre de A. Pazy [38] un exposé complet de cette théorie ; on pourra
aussi consulter le livre de T. Kato [32].

Semi-groupes fortement continus

Définition 1.4. Un semi-groupe sur E est une famille (T (t))t>0 d’opérateurs linéaires
bornés sur E vérifiant

1. T (0) = IE.

2. ∀t, s > 0, T (s+ t) = T (t)T (s).
Dans ce cas le générateur infinitésimal du semi-groupe (T (t))t>0 est l’opérateur linéaire

A : D(A) ⊂ E −→ E,

caractérisé par 
D(A) =

{
x ∈ E : lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe dans E
}

∀x ∈ D(A), Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

.
(1.1)

Définition 1.5.
On dit qu’un semi-groupe (T (t))t>0 est fortement continu si et seulement si

∀x ∈ E, lim
t→0
‖T (t)x− x‖E = 0.

On dit aussi que (T (t))t>0 est un C0 semi-groupe.

Proposition 1.6. Soit (T (t))t>0 un C0 semi-groupe. On pose

$ = lim
t→∞

1
t

ln ‖T (t)‖L(E) ,

alors :

1. $ ∈ [−∞,+∞[.
2. Pour tout ω ∈]$,+∞[, il existe M = M(ω) > 1 tel que

∀t > 0, ‖T (t)‖L(E) 6Meωt, (1.2)

3. Si ω = $ alors il n’est pas toujours possible de trouver M > 1 donnant (1.2).

Définition 1.7.
On dit que (T (t))t>0 est un C0 semi-groupe uniformément borné si on a la majoration

(1.2) avec M > 1 et ω = 0 et on dit que (T (t))t>0 est un C0 semi-groupe de contractions si
on a (1.2) avec M = 1 et ω = 0.



Dans la suite ρ(A) désigne l’ensemble résolvant de l’opérateur linéaire ferméA, c’est-à-dire

ρ(A) =
{
λ ∈ C / (A− λI)−1 ∈ L(E)

}
,

et σ (A) désigne le spectre de A, c’est-à-dire

σ (A) = C \ ρ(A).

Le théorème suivant, qui traite le cas particulier des semi-groupes de contractions a été
montré indépendamment par E. Hille [30] et K. Yosida [49].

Théorème 1.8.
A est le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe de contractions (T (t)))t>0 si et

seulement si
1. A est un opérateur linéaire fermé densément défini sur E,
2. ρ(A) ⊃]0,+∞[ et

∀λ ∈]0,+∞[,
∥∥∥(A− λI)−1

∥∥∥
L(E)
6

1
λ
.

Dans ce cas A vérifie de plus
ρ(A) ⊃ P0 = {λ ∈ C / Re(λ) > 0} et
∀λ ∈ P0,∀n ∈ N∗, ‖(A− λI)−n‖L(E) 6

1
(Re(λ))n .

L’analogue pour les C0 semi-groupes quelconques a été obtenus indépendamment par R.
S. Phillips [39].

Théorème 1.9.
Soient M > 1 et ω ∈ R. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
1. A est le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe (T (t)))t>0 satisfaisant

∀t > 0, ‖T (t)‖L(E) 6Meωt,

2. A est un opérateur linéaire fermé densément défini sur E,

ρ(A) ⊃]ω,+∞[,

et
∀λ ∈]ω,+∞[,∀n ∈ N∗,

∥∥∥(A− λI)−n
∥∥∥
L(E)
6

M

(λ− ω)n . (1.3)

En fait, si A génère un C0 semi-groupe, on dispose de renseignements supplémentaires
sur son ensemble résolvant et sa résolvante.

Proposition 1.10.
Soit (T (t))t>0 un C0 semi-groupe satisfaisant

∃M > 1,∃ω ∈ R / ∀t > 0, ‖T (t)‖L(E) 6Meωt.

Alors A, le générateur infinitésimal de (T (t))t>0, vérifie



1. ρ(A) ⊃ Pω = {λ ∈ C / Re(λ) > ω} et

∀λ ∈ Pω, ∀n ∈ N∗,
∥∥∥(A− λI)−n

∥∥∥
L(E)
6

M

(Re(λ)− ω)n .

2. La résolvante de A est donnée par la transformation de Laplace :

∀λ ∈ Pω, (λI −A)−1x =
∫ ∞

0
e−λtT (t)xdt. (1.4)

3. On peut retrouver le semi-groupe (T (t))t>0 à partir de son générateur A par la formule

T (t)x = lim
λ→∞

etAλx, t > 0, x ∈ E

où Aλ ∈ L(E) est l’approximation de Yosida définie par

Aλ = −λA(A− λI)−1, λ > ω.

La proposition suivante détaille les principales propriétés des C0 semi-groupes.

Proposition 1.11.
Soit (T (t))t>0 un C0 semi-groupe de générateur infinitésimal A, alors on a :
1. Pour tout x ∈ E, la fonction t 7→ T (t)x est continue sur R+.

2. Si x ∈ D(A) et t ≥ 0 alors T (t)x ∈ D(A).
3. La fonction t 7→ T (t)x est continûment dérivable sur R+ si et

seulement si x ∈ D(A). Dans ce cas

∀t ≥ 0, d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax.

4. Pour tout x de E et tout t ≥ 0∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A) et A

∫ t

0
T (s)xds = T (t)x− x,

et si de plus x ∈ D(A)

A
∫ t

0
T (s)xds =

∫ t

0
T (s)Axds = T (t)x− x.

5. Si A est générateur infinitésimal d’un autre C0 semi-groupe (S(t))t>0, alors

∀t > 0, S(t) = T (t).

La proposition précédente permet d’affirmer entre autre que si A est le générateur infini-
tésimal d’un C0 semi-groupe (T (t))t>0 et si u0 ∈ D(A), la fonction u : [0,+∞[−→ E définie
par

∀t > 0, u(t) = T (t)u0,

est l’unique fonction dans C1([0, 1] ;X) ∩ C([0, 1] ;D(A)), solution du problème de Cauchy{
u′(t) = Au(t), x ∈ [0,+∞[,
u(0) = u0.



Semi-groupes différentiables

Définition 1.12.
On dit qu’un C0 semi-groupe (T (t))t>0 est différentiable si pour tout x de E, la fonction

t 7→ T (t)x est différentiable de ]0,+∞[ dans E.

Proposition 1.13.
Soit (T (t))t>0 un C0 semi-groupe différentiable de générateur infinitésimal A. Alors, on

a, pour n ∈ N et x ∈ X :

1. ∀t ∈]0,+∞[, T (t)x ∈ D(An).
2. t 7→ T (t)x est n fois différentiable sur ]0,+∞[ et

∀t ∈]0,+∞[, T (n)(t)x = AnT (t)x.

3. ∀t ∈]0,+∞[, T (n)(t) ∈ L(E).
4. t 7→ T (n)(t) est différentiable (donc continu) de ]0,+∞[ dans L(E).

Semi-groupes analytiques

Dans cette partie, pour φ ∈]0, π], on considère le secteur ouvert

Sφ = {z ∈ C∗ / |arg(z)| < φ} .

Définition 1.14.
Soit φ ∈]0, π].
(T (z))z∈Sφ est un semi-groupe sur E , analytique dans Sφ si et seulement si

1. ∀z ∈ Sφ, T (z) ∈ L(E).
2. T (0) = I.

3. ∀z1, z2 ∈ Sφ, T (z1 + z2) = T (z1)T (z2).
4. ∀x ∈ X, lim

z−→0, z∈Sφ
‖T (z)x− x‖E = 0.

5. z 7→ T (z) est analytique dans Sφ.

Si de plus sup
z∈Sφ
‖T (z)‖ < +∞, on dit que (T (z))z∈Sφ est uniformément borné dans Sφ.

Définition 1.15.
Un semi-groupe (T (t))t>0 sur E, est appelé semi-groupe analytique s’il existe φ ∈]0, π] tel

que (T (t))t>0 se prolonge en (T (z))z∈Sφ semi-groupe sur E, analytique dans Sφ.

Notons que si (T (t))t>0 est un semi-groupe analytique sur E, alors, de par la définition,
c’est un C0 semi-groupe, de plus, pour tout x de E, la fonction t 7→ T (t)x est analytique de
]0,+∞[ dans E et donc (T (t))t>0 est, a fortiori, un C0 semi-groupe différentiable.

Il est alors naturel de se demander à quelles conditions un C0 semi-groupe sur E, est
un semi-groupe analytique. M. G. Crandall, A. Pazy, L. Tartar ont proposé dans [16], la
caractérisation suivante :



Théorème 1.16.
Un C0 semi-groupe (T (t))t>0 sur E est un semi-groupe analytique si et seulement si son

générateur infinitésimal A vérifie : ∃C, k > 0 : ∀n ∈ N∗,∀λ ∈]nk,+∞[∥∥∥A(A− λI)−(n+1)
∥∥∥
L(E)
6

C

nλn
.

Il est important d’avoir aussi une caractérisation du générateur infinitésimal d’un semi-
groupe analytique uniformément borné. Les deux théorèmes suivants répondent à ce problème

Théorème 1.17.
Soit A le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe (T (t))t>0 uniformément borné sur

E. Alors les conditions suivantes sont équivalentes
1. Il existe δ ∈]0, π/2[ et C > 0 tels que

ρ(A) ⊃ Sπ
2 +δ et

∀λ ∈ Sπ
2 +δ, ‖(A− λI)−1‖L(E) 6

C

|λ|
.

(1.5)

2. (T (t))t>0 est un C0 semi-groupe différentiable et il existe M > 0 tel que pour tout t > 0,

T (t) ∈ L(E,D(A)) et ‖AT (t)‖
L(E)
6
M

t
.

3. Il existe φ ∈]0, π] tel que (T (t))t>0 soit prolongeable en (T (z))z∈Sφ semi-groupe sur X,
analytique dans Sφ, uniformément borné dans Sφ.

Théorème 1.18.
Soit A : D(A) ⊂ E −→ E un opérateur linéaire.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. A est fermé, D(A) est dense dans E et il existe C > 0 tel que

ρ(A) ⊃ Π = {λ ∈ C∗ / Re(λ) > 0} et
∀λ ∈ Π, ‖(A− λI)−1‖L(E) 6

C

|λ|
.

(1.6)

2. A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique, uniformément borné
(T (t))t>0 qui de plus se prolonge en (T (z))z∈Sφ, semi-groupe sur E, analytique dans
Sφ, uniformément borné dans Sφ (avec φ ∈]0, π]).

Notons qu’en fait (1.6) entraine à la fois (1.3) avec ω = 0 et (1.5) et le théorème 1.18
découle alors du théorème 1.17.

Théorème 1.19.
Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique borné (T (t))t>0 sur E.
Si 0 ∈ ρ(A), alors il existe δ > 0 tel que A+ δI soit encore génèrateur d’un semi-groupe

analytique borné et de plus pour tout t > 0 et α > 0 on a
1. T (t) : E 7−→ D(Aα),



2. Pour tout y ∈ D(Aα), on a T (t)Aαy = AαT (t)y.
3. Pour tout t > 0 l’opérateur AαT (t) est borné et il existe Mα > 0, tel que

‖AαT (t)‖ 6Mαx
−αe−δx.

4. Si de plus 0 < α 6 1 et alors, il existe Cα > 0 tel que pour tout y ∈ D(Aα)

‖T (t)y − y‖ 6 Cαt
α‖Aαy‖.

Démonstration
On peut trouver la démonstration dans le livre de A. Pazy [38], théorème 6.13 page 74.
1. D’après les données sur A on a

Σ+ ∪ V ⊂ ρ(A) (1.7)

avec

Σ+ = {λ ∈ C \ 0 < ω < |arg(λ)|},
et

V = {λ ∈ Σ+ \ ‖R(λ,A)‖ 6 M

1 + |λ|},

alors Aα existe pour tout α positif.
Puisque T (t) est analytique alors

T (t) : E −→
∞
∩
n=0

D(An) ⊂ D(Aα), pour α > 0.

D’où le résultat.
2. Soit x ∈ D(Aα), alors x = A−αy pour tout y ∈ E, et

T (t)x = T (t)A−αy = 1
Γ(α)

∫ ∞
0

sα−1T (s)T (t)yds = A−αT (t)y = A−αT (t)Aαx.

3. Puisque Aα est fermé alors AαT (t) = T (t)Aα est aussi fermé, partout défini, donc
d’après le théorème du graphe fermé AαT (t) est borné.
Soit n− 1 < α 6 n alors d’après l’hypothèse (1.7) il existe δ > 0 tel que −a+ δ génère
un semi-groupe analytique ce qui implique l’estimation suivante

‖T (t)‖ 6Me−δt,

et
‖AnT (t)‖ 6Mnt

−ne−δt,

alors, on a

‖AαT (t)‖ = ‖Aα−nAnT (t)‖ 6 1
Γ(n− α)

∫ ∞
0

sn−α−1‖AnT (t+ s)‖ds

6
Mn

Γ(n− α)

∫ ∞
0

sn−α−1(t+ s)−ne−δ(t+s)ds

0 6
Mne

−δt

Γ(n− α)tα
∫ ∞

0
un−α−1(1 + u)−ndu = Mα

tα
e−δt.



4. On a
‖T (t)x− x‖ = ‖

∫ t

0
AT (s)ds‖ = ‖

∫ t

0
A1−αT (s)Aαxds‖

6 C
∫ t

0
sα−1‖Aαx‖ds = Cαt

α‖Aαx‖.

1.2.2 Semi-groupes analytiques généralisés
Définition(Voir E. Sinestrari [41], A. Lunardi [37])

Un opérateur linéaire A sur E sera dit générateur infinitésimal d’un semi-groupe ana-
lytique généralisé si et seulement si il vérifie toutes les conditions pour être un générateur
infinitésimal d’un semi-groupe analytique sauf la condition de densité de domaine D(A).
Alors il existe ω ∈ R et δ ∈]0, π2 [ tel que :

ρ(A) ⊃ Sω,δ =
{
λ ∈ C\ {ω} / |arg(λ− ω)| < π

2 + δ
}
et

sup
λ∈Sω,δ

‖(λ− ω) (λI −A)−1‖L(E) < +∞,

et en fixant r > 0, δ0 ∈ ]0, δ[ en peut écrire le semi-groupe
(
exA

)
x≥0

sous la forme

exA =


1

2iπ

∫
γ
eλx (λI −A)−1 dλ si x > 0

I si x = 0,

où γ est le bord négativement orienté de Sω,δ0 ∪B(0, r).
Notons qu’on ne suppose pas que

(
exA

)
x≥0

soit un semi-groupe fortement continu.
Le Théorème 1.19 reste vrai si on remplace “semi-groupe analytique borné” par “semi-

groupe analytique généralisé borné”.

1.2.3 Groupes fortement continus
Certains semi-groupes d’opérateurs (T (t))t≥0 peuvent être prolongés en une famille (T (t))t∈R

qui garde la propriété fondamentale T (s + t) = T (s)T (t) pour s, t ∈ R. On étudie ici les ca-
ractéristiques de ces semi-groupes.

Définition 1.20. Un groupe sur E, est une famille (T (t))t∈R d’opérateurs linéaires bornés
sur E vérifiant

1. T (0) = I.

2. ∀s, t ∈ R, T (s+ t) = T (s)T (t).
Ce groupe sera dit fortement continu s’il vérifie de plus

∀ϕ ∈ E, lim
t→0,t∈R\{0}

‖T (t)ϕ− ϕ‖E = 0.

Remarque 1.21.
1. Si (T (t))t∈R est un groupe sur E alors (T (t))t>0 et (T (−t))t>0 sont des semi-groupes

sur E.



2. Si (T (t))t∈R est un groupe fortement continu sur E alors (T (t))t>0 et (T (−t))t>0 sont
des semi-groupes fortement continus sur E. D’où{

∃M+ > 1,∃ω+ > 0 : ∀t > 0, ‖T (t)‖L(E) 6M+eω
+t

∃M− > 1,∃ω− > 0 : ∀t > 0, ‖T (−t)‖L(E) 6M−eω
−t,

soit en posant M = max {M+,M−} > 1 et ω = max {ω+, ω−} > 0

∀t ∈ R, ‖T (t)‖L(E) 6Meω|t|.

Définition 1.22. Soit (T (t))t∈R groupe sur E. On appelle générateur infinitésimal du groupe
(T (t))t>0, l’opérateur linéaire A : D(A) ⊂ E −→ E, caractérisé par


D(A) =

{
ϕ ∈ E : lim

t→0,t∈R\{0}

T (t)ϕ− ϕ
t

existe dans E
}

∀ϕ ∈ D(A), Aϕ = lim
t→0,t∈R\{0}

T (t)ϕ− ϕ
t

.
(1.8)

Exemple 1.23. Si A ∈ L (E) alors
(
etA
)
t∈R

est un groupe fortement continu sur E de
générateur infinitésimal A.

Proposition 1.24. Si (T (t))t∈R est un groupe fortement continu de générateur infinitésimal
A alors :

1. (T (t))t>0 est un semi-groupe fortement continu sur E de générateur infinitésimal A.
2. (T (−t))t>0 est un semi-groupe fortement continu sur E de générateur infinitésimal −A.

Démonstration. Rappelons que, d’après la remarque 1.21

∃M > 1,∃ω > 0 : ∀t ∈ R, ‖T (t)‖L(E) 6Meω|t|.

On note A+ le générateur infinitésimal de (T (t))t>0.
– Alors 

D(A+) =
{
ϕ ∈ E : lim

t→0+

T (t)ϕ− ϕ
t

existe dans E
}

∀ϕ ∈ D(A+), A+ϕ = lim
t→0+

T (t)ϕ− ϕ
t

.

et vu (1.8) : A ⊂ A+.
– De plus A+ ⊂ A. En effet, si ϕ ∈ D(A+) alors

– lim
t→0+

T (t)ϕ− ϕ
t

= A+ϕ.

– lim
t→0−

T (t)ϕ− ϕ
t

= A+ϕ car

lim
t→0−

T (−t)ϕ− ϕ
−t

= A+ϕ et lim
t→0−

T (t)
(
A+ϕ

)
= A+ϕ,

et pour t < 0



∥∥∥∥∥T (t)ϕ− ϕ
t

−A+ϕ

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥T (t)
(
T (−t)ϕ− ϕ
−t

)
−A+ϕ

∥∥∥∥∥
6

∥∥∥∥∥T (t)
(
T (−t)ϕ− ϕ
−t

−A+ϕ

)∥∥∥∥∥+
∥∥∥T (t)

(
A+ϕ

)
−A+ϕ

∥∥∥
6 ‖T (t)‖

∥∥∥∥∥T (−t)ϕ− ϕ
−t

−A+ϕ

∥∥∥∥∥+
∥∥∥T (t)

(
A+ϕ

)
−A+ϕ

∥∥∥
6 Meω|t|

∥∥∥∥∥T (−t)ϕ− ϕ
−t

−A+ϕ

∥∥∥∥∥+
∥∥∥T (t)

(
A+ϕ

)
−A+ϕ

∥∥∥ .
– D’où lim

t→0,t∈R\{0}

T (t)ϕ− ϕ
t

= A+ϕ i.e.

ϕ ∈ D(A) et Aϕ = A+ϕ.

– En conclusion : A+ = A
On note de même A− le générateur infinitésimal de (T (−t))t>0.

– Alors 
D(A−) =

{
ϕ ∈ E : lim

t→0+

T (−t)ϕ− ϕ
t

existe dans E
}

∀ϕ ∈ D(A−), A−ϕ = lim
t→0+

T (−t)ϕ− ϕ
t

= − lim
t→0−

T (t)ϕ− ϕ
t

.

et vu (1.8) : A ⊂ −A−.
– De plus −A− ⊂ A. En effet, si ϕ ∈ D(A−) alors

– lim
t→0−

T (t)ϕ− ϕ
t

= −A−ϕ.

– lim
t→0+

T (t)ϕ− ϕ
t

= −A−ϕ car

lim
t→0+

T (−t)ϕ− ϕ
t

= A−ϕ et lim
t→0+

T (t)
(
A−ϕ

)
= A−ϕ,

et pour t > 0 ∥∥∥∥∥T (t)ϕ− ϕ
t

−
(
−A−ϕ

)∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥T (t)
(
T (−t)ϕ− ϕ

t

)
−A−ϕ

∥∥∥∥∥
6

∥∥∥∥∥T (t)
(
T (−t)ϕ− ϕ

t
−A−ϕ

)∥∥∥∥∥+
∥∥∥T (t)

(
A−ϕ

)
−A−ϕ

∥∥∥
6 ‖T (t)‖

∥∥∥∥∥T (−t)ϕ− ϕ
t

−A−ϕ
∥∥∥∥∥+

∥∥∥T (t)
(
A−ϕ

)
−A−ϕ

∥∥∥
6 Meω|t|

∥∥∥∥∥T (−t)ϕ− ϕ
t

−A−ϕ
∥∥∥∥∥+

∥∥∥T (t)
(
A−ϕ

)
−A−ϕ

∥∥∥ .



– D’où lim
t→0,t∈R\{0}

T (t)ϕ− ϕ
t

= −A−ϕ i.e. ϕ ∈ D(A) et Aϕ = −A−ϕ.
– En conclusion : A− = −A.

Corollaire 1.25. (Unicité du groupe associé à un gén érateur infinitésimal) Si A est le
générateur infinitésimal du groupe fortement continu (T (t))t∈R et du groupe fortement continu
(S(t))∈R alors

T (t) = S(t), t ∈ R.

Démonstration. (T (t))t>0 et (S(t))t>0 sont des semi-groupes fortement continus sur E de
même générateur infinitésimal A, donc

T (t) = S(t), t > 0.

De même (T (−t))t>0 et (S(−t))t>0 sont des semi-groupe fortement continus sur E de même
générateur infinitésimal −A donc

T (−t) = S(−t), t > 0.

Remarque 1.26. Si (T (t))t∈R est un groupe sur E dont le générateur infinitésimal A appar-

tient à L (E) alors c’est un groupe fortement continu sur E (car pour tout ϕ ∈ E : lim
t→0,t∈R\{0}

T (t)ϕ− ϕ
t

existe dans E ce qui entraine que lim
t→0,t∈R\{0}

T (t)ϕ− ϕ = 0) donc, vu l’exemple 1.23 et le co-
rollaire 1.25, on a

T (t) = etA, t ∈ R.

Proposition 1.27. Si (T (t))t∈R est un groupe sur E alors, pour tout t ∈ R

0 ∈ ρ (T (t)) et (T (t))−1 = T (−t).

Proposition 1.28. Si (T (t))t>0 est un semi-groupe sur E tel que 0 ∈ ρ (T (t)) pour tout
t > 0, alors en posant pour t > 0

T (−t) = (T (t))−1 ,

(i. e. T (t) = (T (−t))−1 si t 6 0) on obtient que (T (t))t∈R est un groupe sur E.

Démonstration. Notons d’abord que pour tout t ∈ R

T (t) est inversible dans L(E) et (T (t))−1 = T (−t),

en effet c’est vrai par définition si t > 0, et, si t 6 0

T (t) = T (− (−t)) = (T (−t))−1 .

Pour montrer que (T (t))t∈R est un groupe sur E il suffit de vérifier que :

∀s, t ∈ R, T (s+ t) = T (s)T (t).



1. si s, t > 0, T (s+ t) = T (s)T (t) car (T (t))t>0 est un semi-groupe.
2. si s, t 6 0 alors : T (s + t) = T (t + s) = (T (−t− s))−1 =

vu le 1.
(T (−t)T (−s))−1 =

(T (−s))−1 (T (−t)−1 = T (s)T (t).
3. si s > 0, t 6 0, s + t > 0 alors : T (s) = T (s + t + (−t)) =

vu le 1.
T (s + t)T (−t) donc

T (s)T (−t)−1 = T (s+ t) soit T (s+ t) = T (s)T (t).
4. si s > 0, t 6 0, s + t 6 0 alors : T (t) = T ((−s) + s + t) =

vu le 2.
T (−s)T (s + t) d’où

T (−s)−1T (t) = T (s+ t) soit T (s+ t) = T (s)T (t).
5. si s 6 0, t > 0, s + t > 0 alors : T (t) = T (−s + (s+ t)) =

vu le 1.
T (−s)T (s + t) donc

T (−s)−1T (t) = T (s+ t) soit T (s+ t) = T (s)T (t).
6. si s 6 0, t > 0, s + t 6 0 alors : T (s) = T ((s+ t) − t) =

vu le 2.
T (s + t)T (−t) donc

T (s)T (−t)−1 = T (s+ t) soit T (s+ t) = T (s)T (t).

Proposition 1.29. Si (T (t))t>0 est un semi-groupe fortement continu sur E tel que 0 ∈
ρ (T (t)) pour tout t > 0, alors en posant pour t > 0

T (−t) = (T (t))−1 ,

on obtient que (T (t))t∈R est un groupe fortement continu sur E.

Démonstration. Vu la proposition 1.28, il suffit de vérifier la forte continuité de (T (t))t∈R.
Rappelons que (T (t))t>0 étant semi-groupe fortement continu

∃M > 1, ω > 0 : ∀t > 0, ‖T (t)‖L(E) 6Meωt.

Or si ϕ ∈ E on a
1. lim

t→0+
‖T (t)ϕ− ϕ‖E = 0 car (T (t))t>0 est un semi-groupe fortement continu.

2. pour −1 < t < 0

‖T (t)ϕ− ϕ‖E = ‖T (t)‖L(E) ‖ϕ− T (−t)ϕ‖E
6 ‖T (1 + t)T (−1)‖L(E) ‖ϕ− T (−t)ϕ‖E
6 ‖T (1 + t)‖L(E) ‖T (−1)‖L(E) ‖T (−t)ϕ− ϕ‖E
6 Meω(1+t) ‖T (−1)‖L(E) ‖T (−t)ϕ− ϕ‖E ,

d’où lim
t→0−

‖T (t)ϕ− ϕ‖E = 0 en effet vu le 1. : lim
t→0−

‖T (−t)ϕ− ϕ‖E = 0.

3. En conclusion : lim
t→0,t∈R\{0}

‖T (t)ϕ− ϕ‖E = 0.

Proposition 1.30. Si A est un opérateur linéaire sur E vérifiant :
1. A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (T+(t))t>0 fortement continu sur E
2. −A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (T−(t))t>0 fortement continu sur

E.



Alors A est le générateur infinitésimal du groupe (T (t))t∈R fortement continu sur E défni par

T (t) =
{
T+(t) si t > 0
T−(−t) si t 6 0.

Démonstration. Il suffit de montrer que

∀t ≥ 0 : T+(t)T−(t) = T−(t)T+(t) = I, (1.9)

en effet, dans ce cas, vu la proposition 1.29, en posant{
T (t) = T+(t) si t ≥ 0
T (t) = (T+(−t))−1 = T−(−t) si t ≤ 0,

on obtient que (T (t))t∈R est un groupe fortement continu sur E. Mais, puisque pour chaque
t ≥ 0, T+(t)T−(t) ∈ L(E) et que D(A) = E (car A est le générateur infinit ésimal d’un
semi-groupe), pour obtenir (1.9) il suffit de montrer que

∀t ≥ 0,∀ϕ ∈ D (A) : T+(t)T−(t)ϕ = T−(t)T+(t)ϕ = ϕ. (1.10)

Soit donc ϕ un élément fixé de D (A).
1. On définit

w : [0,+∞[ −→ E
t 7−→ T+(t)T−(t)ϕ.

D(A) = D(−A), on a pour t ∈ [0,+∞[

w′ (t) = T+(t)AT−(t)ϕ+ T+(t) (−A)T−(t)ϕ = 0.

Donc w′ = 0 sur [0,+∞[ et w est constante :

∀t > 0, w(t)ϕ = w(0)ϕ = ϕ,

soit ∀t > 0 : T+(t)T−(t)ϕ = ϕ.

2. On obtient similairement par échange des rôles de T+(t) et T−(t) (et donc de A et −A)
que

∀t > 0 : T−(t)T+(t)ϕ = ϕ.

Finalement on a obtenu (1.10) et donc (1.9).

En combinant les propositions 1.24, 1.30 et le corollaire 1.25, on obtient :

Théorème 1.31. A est le générateur infinitésimal d’un groupe (T (t))t∈R fortement continu
sur E ssi A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (T+(t))t>0 fortement continu sur
E et −A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (T−(t))t>0 fortement continu sur
E.

De plus, dans ce cas pour t ∈ R

T (t) =
{
T+(t) si t > 0
T−(−t) si t 6 0.



1.3 Espaces d’interpolation

1.3.1 Espaces de moyenne de Lions-Peetre [36]
Soient (E0, ‖.‖0) et (E1, ‖.‖1) deux espaces de Banach s’injectant continûment dans un

espace topologique séparé Ξ. On considère les espaces de Banach E0 ∩ E1 et E0 + E1 munis
des normes respectives

‖x‖E0∩E1
= ‖x‖E0

+ ‖x‖E1

‖x‖E0+E1
= inf

xi∈Ei, x0+x1=x

(
‖x0‖E0

+ ‖x1‖E1

)
.

Définition 1.32.
Pour p ∈ [1,∞] et θ ∈]0, 1[, on appelle espace de moyenne (ou espace d’interpolation)

entre E0 et E1, l’espace noté (E0, E1)θ,p des vecteurs
x ∈ E0 + E1 tels que 

i) ∀t > 0, ∃u0(t) ∈ E0, ∃u1(t) ∈ E1 avec

x = u0(t) + u1(t)

ii) t−θu0 ∈ Lp∗(R+, E0), t1−θu1 ∈ Lp∗(R+, E1).

(1.11)

Ici, Lp∗(R+, E0) désigne l’espace des (classes de) fonctions fortement mesurables
u : R+ → E0 telles que

‖u‖Lp∗(R+,E0) =
(∫ +∞

0
‖u(t)‖pE0

dt

t

)1/p

< +∞,

avec la modification usuelle pour p = +∞, c’est à dire

‖u‖L∞∗ (R+,E0) = sup
t∈R+

ess ‖u(t)‖E0
< +∞.

Proposition 1.33.
(E0, E1)θ,p est un espace de Banach pour la norme

‖x‖θ,p = inf
u0,u1

u0(t)+u1(t)=x

(∥∥∥t−θu0

∥∥∥
Lp∗(E0)

+
∥∥∥t1−θu1

∥∥∥
Lp∗(E1)

)
,

et vérifie
E0 ∩ E1 ⊂ (E0, E1)θ,p ⊂ E0 + E1,

avec injections continues.



1.3.2 Propriété fondamentale d’interpolation
On se donne deux triplets d’espaces d’interpolation (E0, E1,Ξ) et (F0, F1,z) et un opé-

rateur linéaire T de Ξ dans z. Alors on a le théorème

Théorème 1.34.
On suppose que les restrictions de T aux espaces Ei à valeurs dans Fi sont linéaires conti-

nues. Alors pour tous θ ∈]0, 1[ et p ∈ [1,∞] l’opérateur T est linéaire continu de (E0, E1)θ,p
dans (F0, F1)θ,p et

‖T‖L((E0,E1)θ,p,(F0,F1)θ,p) 6 C ‖T‖1−θ
L(E0,F0) ‖T‖

θ
L(E1,F1) .

1.3.3 Autres définitions des espaces d’interpolation
1. x ∈ (E0, E1)θ,p si et seulement si

∀y ∈ R, ∃u0(y) ∈ E0,∃u1(y) ∈ E1

x = u0(y) + u1(y)

e−θyu0 ∈ Lp(R, E0), e(1−θ)yu1 ∈ Lp(R, E1).

2. x ∈ (E0, E1)θ,p si et seulement si

∀t > 0, ∃u(t) ∈ E0 ∩ E1

x =
∫ ∞

0
u(t)dt

t

t−θu ∈ Lp∗(R+, E0), t1−θu ∈ Lp∗(R+, E1).

3. x ∈ (E0, E1)θ,p si et seulement si


∀y ∈ R, ∃u(y) ∈ E0 ∩ E1

x =
∫ ∞
−∞

u(y)dy

e−θyu ∈ Lp(R, E0), e(1−θ)yu ∈ Lp(R, E1).

Définition 1.35.
Soient A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) ⊂ E muni de sa norme du graphe

:
∀x ∈ D(A), ‖x‖D(A) = ‖x‖E + ‖Ax‖E ,

et E0, E1 tels que E0 = D(A) et E1 = E, on pose

DA(θ; p) = (D(A);E)1−θ,p,

où p ∈ [1,+∞] et 0 < θ < 1.



On a des caractérisations explicites de ces espaces, par exemple, dans les cas suivants :

1. Supposons que ρ(A) ⊃ R+ et il existe une constante C > 0 telle que

∀λ > 0
∥∥∥(A− λI)−1

∥∥∥
L(E)
6
C

λ
,

alors DA(θ; p) est exactement le sous espace de E des u telles que∥∥∥tθA(A− tI)−1u
∥∥∥
E
∈ Lp∗(R+, E).

Lp∗(R+, E) est défini comme précédemment. Voir Grisvard [25] et [26].
2. Dans le cas où A génère un semi-groupe fortement continu et borné dans E

DA(θ; p) = {u ∈ E : ‖t−θ(etA − I)u‖E ∈ Lp∗(R+, E)}.

Voir Lions [35].
3. Si maintenant A génère un semi-groupe analytique et borné dans E, alors

DA(θ; p) = {u ∈ E :
∥∥∥t1−θAetAu∥∥∥

E
∈ Lp∗(R+, E)}.

Voir Butzer-Bérens [11].

1.3.4 Réitération
Soit A opérateur linéaire fermé sur E. On pose

DA(θ + k, p) =
{
x ∈ D(Ak) / Akx ∈ DA(θ, p)

}
si k ∈ N.

Ainsi
DA(θ + 1, p) = (D(A), D(A2))θ,p.

On a alors

DA2(θ, p) = DA(2θ, p) si θ 6= 1/2,

et plus généralement

DAm(θ, p) = DA(mθ, p) si mθ /∈ N

En particulier

(D(A2), E)
1− θ2 ,p

= DA2( θ2 , p)

= DA(θ, p)
= (D(A), E)1−θ,p.



1.4 Calcul fonctionnel

1.4.1 Calcul fonctionnel de Dunford
On pourra consulter le livre de N. Dunford et J. Schwartz [21] et celui de E. Hille et R.

S. Phillips [31], pour l’étude des premiers développements du calcul fonctionnel dans le cadre
des opérateurs non bornés. Les derniers développements des différents calculs fonctionnels
pourront être trouvés dans la synthèse récente de M. Uiterdijk [46].

Le cadre traité ici est celui des opérateurs sectoriels et se réfère à l’exposé de M. Haase
[28].

Formule de Cauchy

Soit U un ouvert de C.
On note H(U) l’espace des fonctions holomorphes de U dans C.
Pour f ∈ H(U), K un compact à bord de U et z0 à l’intérieur de K, la formule de Cauchy

assure alors que
f (z0) = 1

2iπ

∫
Γ

f(λ)
λ− z0

dλ,

où Γ est le bord positivement orienté de K.

Intégrale de Dunford-Riesz

Le calcul fonctionnel classique de Dunford-Riesz s’appuie sur la formule précédente pour
construire f (T ) où T est un opérateur linéaire borné et f est holomorphe.

Plus précisément si T ∈ L(X) et si f est holomorphe sur un voisinage ouvert U de σ (T )
(le spectre de T ) alors on définit l’intégrale de Dunford-Riesz par

f (T ) = 1
2iπ

∫
Γ
f(λ) (λI − T )−1 dλ,

où Γ est le bord positivement orienté d’un compact à bord K contenant σ (T ) et contenu
dans U.

L’application
φ : H(U) −→ L(E)

f 7→ f (T ) ,
est un homomorphisme d’algèbre qui vérifie entre autre

(zn) (T ) = T n si n ∈ N.

Il s’agit d’étendre, sous certaines conditions, ce calcul fonctionnel aux opérateurs secto-
riels.

Opérateurs sectoriels

Définition 1.36.
Soit ω ∈]0, π[.



1. On pose Sω = {z ∈ C∗ / |arg(z)| < ω} et Σω = C \ Sω.
2. Un opérateur linéaire A sur E est dit sectoriel d’angle ω si et seulement si

σ (A) ⊂ Sω,

et pour tout ω′ ∈]ω, π[, il existe Mω′ > 0 tel que

∀λ ∈ Σω′,
∥∥∥(A− λI)−1

∥∥∥ 6 Mω′

|λ|
.

3. Sect(ω) désigne l’ensemble des opérateurs linéaires sur E qui sont sectoriels d’angle ω.

Espaces de fonctions holomorphes

Définition 1.37.
Soit ϕ ∈]0, π[.

1. DR(Sϕ) est l’espace des fonctions f de H(Sϕ) vérifiant

∃C > 0, ∃s > 0 / ∀z ∈ Sϕ, |f(z)| 6 C min
(
|z|s , |z|−s

)
.

2. DR0(Sϕ) est l’espace des fonctions f de H(Sϕ) qui sont bornées sur Sϕ, qui admettent
un prolongement holomorphe sur un voisinage de 0 et qui vérifent

∃s > 0 / |f(z)| 6 O(|z|−s) (quand |z| −→ +∞).

Notons que DR est mis pour Dunford-Riesz.

Calcul fonctionnel pour les opérateurs sectoriels

On considère ici ω ∈]0, π[ et A ∈ Sect(ω).

Définition 1.38.
Soit f ∈ DR(Sϕ) ∪ DR0(Sϕ) où ϕ ∈]π, ω[. On pose alors

f (A) = 1
2iπ

∫
Γ
f(λ) (λI −A)−1 dλ,

où la coube Γ est définie comme suit

1. Si f ∈ DR(Sϕ), on fixe ω′ ∈]ϕ, ω[ et on prend pour Γ, le bord orienté positivement de
Sω′ .

2. Si f ∈ DR0(Sϕ), on fixe ω′ ∈]ϕ, ω[ et on prend pour Γ, le bord orienté positivement de
Sω′ ∪B(0, δ).(où δ est un réel strictement positif, choisi de sorte que f soit holomorphe
au voisinage de B(0, δ)).

f (A) ainsi défini ne dépend pas du choix de ω′ ou δ.



Définition 1.39.
Soit f ∈ DR(Sϕ) +DR0(Sϕ) c’est-à-dire f = g + h, où

g ∈ DR(Sϕ), h ∈ DR0(Sϕ).

On pose alors
f (A) = g (A) + h (A) .

Proposition 1.40.
Si f, g ∈ DR(Sϕ) +DR0(Sϕ) et c, d ∈ C alors
1. f(A) ∈ L(E).
2. (cf + dg) (A) = c (f(A)) + d (g(A)).

Extension du calcul fonctionnel

On considère encore ω ∈]0, π[ et A ∈ Sect(ω).

Définition 1.41.
On pose, pour ϕ ∈]0, π[

P(Sϕ) =
{
f ∈ H(Sϕ) / ∃n ∈ N : f(z)

(1 + z)n ∈ DR(Sϕ) +DR0(Sϕ)
}
.

Notons que P(Sϕ) contientDR(Sϕ)+DR0(Sϕ), mais aussi toutes les fonctions rationnelles
qui ont leurs pôles hors de Sϕ et en particulier les constantes.

Définition 1.42.
Pour tout f ∈ P(Sϕ) où ϕ ∈]ω, π[, on définit f(A) en posant

f(A) = (I +A)n
(

f(z)
(1 + z)n

)
(A).

Les principales propriétés de ce calcul fonctionnel étendu sont données ci-dessous.

Proposition 1.43.
Si f ∈ A(Sϕ) avec ϕ ∈]ω, π[, alors
1. f(A) est un opérateur fermé sur E.
2. Si A est borné alors f(A) est borné.
3. 1(A) = I, (zn)(A) = An où n ∈ N∗.

4. λ /∈ Sϕ =⇒
(
f(z)
λ− z

)
(A) = f(A) (λI −A)−1 et en particulier

( 1
λ− z

)
(A) = (λI −A)−1 .

Dans le cas particulier où A est injectif et dans l’optique de définir Aα, pour tout α ∈ C,
on s’intéresse à une nouvelle classe de fonctions.

Définition 1.44.



1. On pose pour ϕ ∈]0, π[

B(Sϕ) =
{
f ∈ H(Sϕ) / ∃n ∈ N : znf(z)

(1 + z)2n ∈ DR(Sϕ)
}
.

2. Si A est injectif, pour tout f ∈ B(Sϕ), (ϕ ∈]ω, π[), on définit f(A) en posant

f(A) =
(
(1 +A)2A−1

)n ( znf(z)
(1 + z)2n

)
(A).

Proposition 1.45.
Si f ∈ B(Sϕ) avec ϕ ∈]ω, π[, alors
1. f(A) est un opérateur fermé sur E.
2. Si A est borné et inversible alors f(A) est borné.

Notons enfin que si f est dans l’intersection de A(Sϕ) et B(Sϕ) alors f(A) admet deux
formules de définition et ces formules coïncident.

1.4.2 Puissances fractionnaires d’opérateurs
On s’appuiera sur le calcul fonctionnel développé ci-dessus pour définir les puissances

fractionnaires d’un opérateur sectoriel, comme il est fait dans M. Haase [28]. On pourra aussi
se référer à l’exposé fondateur de H. Komatsu [33] et à celui de A. V. Balakrishnan [4]. Le
livre de H. Tanabe [44] fournit une présentation agréable des puissances fractionnaires réelles
d’un opérateur sectoriel densément défini..

On considère ici A ∈ Sect(ω) où ω ∈]0, π[.
On se donne α ∈ C, il s’agit alors sous certaines conditions, d’activer la formule

Aα = (zα) (A) . (1.12)

Ici zα désigne la détermination principale de la fonction "puissance α" caractérisée par

zα = eα(ln r +iθ) si z = reiθ, r > 0, θ ∈]− π, π[.

Puissances fractionnaires avec partie réelle positive

Si α ∈ C avec Re(α) > 0, alors, quitte à fixer

ϕ ∈]ω, π[ et n ∈ N, n > Re(α),

on obtient
zα

(1 + z)n ∈ DR(Sϕ) et donc zα ∈ P(Sϕ),

ce qui permet de définir Aα par la formule (1.12).

Proposition 1.46.
Soient α, β ∈ C avec Re(β), Re(α) > 0, on a
1. Aα est un opérateur fermé de E.



2. Aα+β = AαAβ = AβAα.
3. Re(β) > Re(α) =⇒ D(Aβ) ⊂ D(Aα) et en particulier

Re(α) < 1 =⇒ D(A) ⊂ D(Aα).

4. Si A est injectif alors Aα est injectif et(
A−1

)α
= (Aα)−1 .

5. Si 0 ∈ ρ(A) alors 0 ∈ ρ(Aα).

6. Si θ ∈ R avec 0 < θ <
π

ω
alors (

Aθ
)α

= Aθα.

7. A ∈ L(E) =⇒ Aα ∈ L(E).

Puissances fractionnaires avec partie réelle quelconque

Soit α ∈ C.
Pour ϕ ∈]ω, π[, la fonction zα est dans B(Sϕ), et si A est injectif, la formule (1.12) permet

encore de définir Aα.

Proposition 1.47.
On considère α, β ∈ C et on suppose que A est injectif. Alors

1. Aα est un opérateur fermé de E.
2. Aα est injectif et (Aα)−1 = A−α = (A−1)α .
3. Aα+β ⊂ AαAβ.
4. Si θ ∈ R avec |θ| < π

ω
alors (

Aθ
)α

= Aθα.

Considérons maintenant le cas particulier où A admet un inverse borné.

Définition 1.48.
Si 0 ∈ ρ(A) et α ∈ C avec Re(α) > 0, alors

1. A−α = (A−1)α ∈ L(E).
2. A−α−β = A−αA−β = A−βA−α.

1.5 Espaces UMD

La définition originale d’un espace UMD (Unconditional Martingale Differences) fait in-
tervenir la théorie des martingales à valeurs vectorielles. Nous donnons ici une définition
équivalente, plus adaptée à notre travail et qui utilise la transformation de Hilbert (pour
l’équivalence entre les deux notions on pourra consulter J. Bourgain [7] et D. L. Burkholder
[9]).



Définition 1.49. Pour ε ∈]0, 1[ et p ∈]1,+∞[, on définit l’opérateur

Hε ∈ L (Lp (R, E)) ,

par
∀f ∈ Lp (R, E) , (Hεf) (x) = 1

π

∫
ε<|s|<1/ε

f(x− s)
s

ds, p. p. x∈ R,

et si pour un élément f ∈ Lp(R, E) donné

lim
ε−→0+

Hεf existe dans Lp (R, E) ,

cette limite est notée Hf et est appelée la transformée de Hilbert de f sur Lp (R, E).

Définition 1.50.
E est appelé espace UMD s’il existe p ∈]1,+∞[ tel que

∀f ∈ Lp(R, E), lim
ε−→0+

Hεf existe dans Lp (R, E) . (1.13)

Dans ces conditions, l’application linéaire

H : Lp(R, E) −→ Lp(R, E)
f 7−→ Hf = lim

ε−→0+
Hεf ,

est continue, d’après le théorème de Banach Steinhaus. Cet élément de L (Lp (R, E)) est
appelé la transformée de Hilbert sur Lp (R, E).

Notons que si E est un espace UMD alors (1.13) est vraie pour tout p ∈]1,+∞[.
Il est bon d’avoir aussi une caractérisation géométrique des espaces UMD, à cette fin on

introduit la notion de ζ-convexité. .

Définition 1.51.
E est dit ζ-convexe si et seulement si il existe une fonction

ζ : E × E −→ R,

vérifiant ζ(0, 0) > 0 et telle que pour tout x, y de E, on a
1. ζ(x, .) et ζ(., y) sont convexes sur E.
2. ζ(x, y) 6 ‖x+ y‖ si ‖x‖ = ‖y‖ = 1.

Le résultat fondamental de D.L. Burkholder (voir [8] et [10]) est le suivant :

Théorème 1.52.
E est un espace UMD si et seulement si E est ζ-convexe.

Il est possible de donner de nombreux exemples d’espaces de Banach classiques qui ont
la propriété UMD, ainsi :

1. Tout espace de Hilbert est un espace UMD.
2. Tout sous espace fermé d’un espace UMD est UMD.



3. Tout espace isomorphe à un espace UMD est UMD.
4. Si E est un espace UMD alors Lp (Ω, E) l’est aussi dès que p ∈]1,+∞[ et que Ω est un

espace mesuré σ-fini.

Définition 1.53. Un opérateur linéaire fermé A densément défini sur E appartient à la
classe BIP (α,E), avec α ∈ [0, π[ si ]−∞, 0[⊂ ρ(A), ker(A) = {0} , Im(A) = E

et ∃c > 1 : ∀λ > 0,
∥∥∥(A+ λI)−1

∥∥∥ 6 c/λ,

et {
∀s ∈ R,Ais ∈ L(E) et
∃c > 1 : ∀s ∈ R, ‖Ais‖ 6 ceα|s|.

Cette définition valable pour tout espace de Banach E sera en fait utilisée quand E est
UMD.

1.5.1 Théorème de Dore-Venni
Position du problème

Il s’agit de résoudre l’équation
Au+ Bu = f,

où f ∈ E et A,B sont deux opérateurs linéaires fermés dans E.
On suppose entre autre que E est un espace UMD. Le Théorème de Dore-Venni (voir [18]

et [19]) montre que, sous de bonnes hypothèses sur les opérateurs A et B, A + B est fermé,
à inverse borné.

Les hypothèses sur A et B

On suppose que

(DV1)


ρ(A) ⊃ ]−∞, 0] et sup

λ>0
‖λ(A+ λ)−1‖L(E) < +∞

ρ(B) ⊃ ]−∞, 0] et sup
λ>0
‖λ(B + λ)−1‖L(E) < +∞

D(A) = D(B) = E,

(DV2)
{
∀λ ∈ ρ(−A), ∀µ ∈ ρ(−B)
(A+ λI)−1(B + µ)−1 = (B + µ)−1(A+ µ)−1,

(DV3)



∃θA, θB ∈ [0, π[:
1) θA + θB < π
2) ∀s ∈ R, Ais ∈ L(E) et sup

s∈R
e−|s|θA ‖Ais‖L(E) < +∞

3) ∀s ∈ R, Bis ∈ L(E) et sup
s∈R

e−|s|θB ‖Bis‖L(E) < +∞.

Notons qu’alors A ∈ BIP (θA, E) et B ∈ BIP (θB, E).



Le théorème

G. Dore et A. Venni ont obtenu dans [18] le résultat remarquable suivant :

Théorème 1.54. Si E est un espace UMD et sous les hypothèses (DV1), (DV2) et (DV3),
l’opérateur

L = A+ B,
est fermé et

0 ∈ ρ (L) .
De plus, l’inverse de L est défini explicitement par l’intégrale

L−1 =
∫

Γ

A−zBz−1

sin πz dz,

où Γ est une courbe verticale contenue dans la bande {z ∈ C : 0 < Re(z) < 1} orientée de
−∞ i à ∞ i.

Application

Considérant le problème suivantu
′(t)−Au(t) = f(t), t ∈ (0, T )
u(0) = 0,

(1.14)

où A est un opérateur linéaire fermé sur E, T > 0 et f ∈ Lp(0, T ;E).
Si p ∈]1,+∞[, en général, il n’est pas possible d’obtenir une solution

u ∈ W 1,p (0, T, E) ∩ Lp (0, T,D(A)) ,

du Problème (1.14) sous l’hypothèse minimale

f ∈ Lp (0, T, E) .

En fait, habituellement, un peu plus de régularité sur f est demandée.
Ici, grâce à la propriété géométrique UMD, G. Dore et A. Venni ont obtenu comme

application de leur Théorème le résultat suivant :

Théorème 1.55.
Si E est un espace UMD et si A est un opérateur linéaire fermé densément défini sur E

tel que 
1) ρ(A) ⊃ ]−∞, 0] et sup

λ>0
‖λ(A+ λ)−1‖L(E) < +∞

2) ∃C > 1, ∃θ ∈ [0, π/2[: ∀s ∈ R, ‖Ais‖ 6 Ceθ|s|.

alors, pour tout f ∈ Lp (0, T ;E), le Problème (1.14) admet une unique solution

u ∈ W 1,p (0, T ;E) ∩ Lp (0, T ;D(A)) .

On peut encore citer le travail de G. Dore [17], Théorème 2.4 page 28 :



Théorème 1.56.
Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu vérifiant

∃δ > 0, ∃M > 1 : ∀y > 0, ‖eyA‖ 6Me−δy.

Si le problème de Cauchy (1.14) admet pour un T donné une unique solution stricte sur
(0, T ), alors le problème de Cauchy (1.14) admet sur (0,∞) une unique solution u.

Cette solution est donnée par

u : t 7−→
∫ t

0
e(t−s)Af(s)ds.





Chapitre 2

Sur une classe d’équations elliptiques
avec des conditions aux limites non
locales dans l’espace UMD

Dans ce chapitre on étudie, dans un espace de Banach E, une classe d’équations différen-
tielles abstraites de la forme

u′′(x) + 2Bu′(x) +Au(x) = f(x), avec x ∈ (0, 1), (2.1)

où f appartient à Lp(0, 1;E), 1 < p <∞. A et B sont deux opérateurs linéaires fermés dans
E. On n’exige pas de régularité supplémentaire sur f et pour cela on suppose dans tout ce
travail que

E est un espace UMD. (2.2)

On va traiter l’équation (2.1) avec les conditions aux limites suivantes

u(1) = d1, (2.3)

u′(1)−Hu(0) = d0. (2.4)

L’originalité et la dificulté de l’étude tient notamment à la condition (2.4), qui est une condi-
tion aux limites non locale contenant de plus un opérateur linéaire non borné H. De plus, d0
et d1 sont deux éléments de E.

2.1 Commutativité des opérateurs

La résolution de l’équation (2.1) avec les conditions aux limites (2.3)-(2.4) se fera en
supposant que les opérateurs, intervenant dans l’équation et les conditions aux limites, com-
mutent entre eux, en un certain sens à préciser. L’objet de ce paragraphe est d’étudier, les
propriétés générales concernant la commutation de deux opérateurs linéaires P et Q. Soient
P et Q deux opérateurs linéaires fermés sur E.
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2.1.1 Commutativité au sens des résolvantes avec ρ(P ) 6= ∅ et
ρ(Q) 6= ∅

Définition 2.1. Supposons que ρ(P ) 6= ∅ et ρ(Q) 6= ∅. On dit que P et Q commutent (au
sens des résolvantes) ssi

∀λ ∈ ρ(P ), ∀µ ∈ ρ(Q), (P − λI)−1 (Q− µI)−1 = (Q− µI)−1 (P − λI)−1 .

Lemme 2.2. Soient λ ∈ ρ(P ) et µ ∈ ρ(Q) (ce qui suppose ρ(P ) 6= ∅ et ρ(Q) 6= ∅).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. (P − λI)−1 (Q− µI)−1 = (Q− µI)−1 (P − λI)−1 .

2. ∀y ∈ D(Q)

(P − λI)−1 y ∈ D(Q) et (P − λI)−1 (Q− µI) y = (Q− µI) (P − λI)−1 y.

3. ∀y ∈ D(Q)

(P − λI)−1 y ∈ D(Q) et (P − λI)−1Qy = Q (P − λI)−1 y.

4. ∀y ∈ D(P )

(Q− µI)−1 y ∈ D(P ) et (Q− µI)−1 (P − λI) y = (P − λI) (Q− µI)−1 y.

5. ∀y ∈ D(P )

(Q− µI)−1 y ∈ D(P ) et (Q− µI)−1 Py = P (Q− µI)−1 y.

Démonstration.
– Montrons que 1. =⇒ 2.
Soit y ∈ D(Q). Pour z = (Q− µI) y on a

(P − λI)−1 (Q− µI)−1 z = (Q− µI)−1 (P − λI)−1 z,

c’est-à-dire
(P − λI)−1 y = (Q− µI)−1 (P − λI)−1 (Q− µI) y, (2.5)

donc (P − λI)−1 y ∈ D(Q) et en appliquant Q− µI à (2.5)

(Q− µI) (P − λI)−1 y = (P − λI)−1 (Q− µI) y.

– Montrons que 2. =⇒ 1.
Pour z ∈ E on a (Q− µI)−1 z ∈ D(Q) donc{

(P − λI)−1 (Q− µI)−1 z ∈ D(Q) et
(P − λI)−1 (Q− µI) (Q− µI)−1 z = (Q− µI) (P − λI)−1 (Q− µI)−1 z,

ce qui donne
(P − λI)−1 z = (Q− µI) (P − λI)−1 (Q− µI)−1 z,

puis
(Q− µI)−1 (P − λI)−1 z = (P − λI)−1 (Q− µI)−1 z.



– 2.⇐⇒ 3. car{
(P − λI)−1Q = (P − λI)−1 (Q− µI) + µ (P − λI)−1 et
Q (P − λI)−1 = (Q− µI) (P − λI)−1 + µ (P − λI)−1

– Conclusion : les propriétés 1., 2., 3. sont équivalentes.
– De même, par échange des rôles de P et Q, propriétés 1., 4., 5. sont équivalentes.

Lemme 2.3. Soient λ, λ′ ∈ ρ(P ) et µ, µ′ ∈ ρ(Q). Alors les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. (P − λI)−1 (Q− µI)−1 = (Q− µI)−1 (P − λI)−1 .

2. (P − λ′I)−1 (Q− µ′I)−1 = (Q− µ′I)−1 (P − λ′I)−1 .

Démonstration. Vu le Lemme précédent, les propriétés suivantes sont équivalentes
1. (P − λI)−1 (Q− µI)−1 = (Q− µI)−1 (P − λI)−1 .
1a. ∀ y ∈ D(Q)

(P − λI)−1 y ∈ D(Q) et (P − λI)−1Qy = Q (P − λI)−1 y.

1b. ∀y ∈ D(Q)

(P − λI)−1 y ∈ D(Q) et (P − λI)−1 (Q− µ′I) y = (Q− µ′I) (P − λI)−1 y.

1.c (P − λI)−1 (Q− µ′I)−1 = (Q− µ′I)−1 (P − λI)−1 .
1.d ∀y ∈ D(P )

(Q− µ′I)−1
y ∈ D(P ) et (Q− µ′I)−1

Py = P (Q− µ′I)−1
y.

1.e ∀y ∈ D(P ) :

(Q− µ′I)−1
y ∈ D(P ) et (Q− µ′I)−1 (P − λ′I) y = (P − λ′I) (Q− µ′I)−1

y.

2. (P − λ′I)−1 (Q− µ′I)−1 = (Q− µ′I)−1 (P − λ′I)−1 .

Proposition 2.4. Soient λ0 fixé dans ρ(P ) et µ0 fixé dans ρ(Q) (ce qui suppose ρ(P ) 6= ∅
et ρ(Q) 6= ∅). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. (P − λ0I)−1 (Q− µ0I)−1 = (Q− µ0I)−1 (P − λ0I)−1 .

2. ∀y ∈ D(Q)

(P − λ0I)−1 y ∈ D(Q) et (P − λ0I)−1Qy = Q (P − λ0I)−1 y.

3. ∀y ∈ D(P )

(Q− µ0I)−1 y ∈ D(P ) et (Q− µ0I)−1 Py = P (Q− µ0I)−1 y.

4. ∀λ ∈ ρ(P ), ∀µ ∈ ρ(Q)

(P − λI)−1 (Q− µI)−1 = (Q− µI)−1 (P − λI)−1 .



5. ∀λ ∈ ρ(P ), ∀y ∈ D(Q)

(P − λI)−1 y ∈ D(Q) et (P − λI)−1Qy = Q (P − λI)−1 y.

6. ∀µ ∈ ρ(Q),∀y ∈ D(P )

(Q− µI)−1 y ∈ D(P ) et (Q− µI)−1 Py = P (Q− µI)−1 y.

Démonstration.
– Vu le Lemme 2.2, les propriétés 1., 2., 3. sont équivalentes et les propriétés 4., 5., 6. sont
équivalentes.

– Vu que ρ(P ) 6= ∅ et ρ(Q) 6= ∅, on a, d’après le Lemme 2.3 : 1.⇐⇒ 4.

2.1.2 Commutativité pour deux opérateurs avec ρ(P ) ou ρ(Q) 6= ∅
Définition 2.5. Supposons que ρ(P ) 6= ∅. On dit que P commute avec Q (au sens des
résolvantes) ssi{

∀λ ∈ ρ(P ), ∀y ∈ D(Q),
(P − λI)−1 y ∈ D(Q) et (P − λI)−1Qy = Q (P − λI)−1 y.

Proposition 2.6. Soit λ0 fixé dans ρ(P ) (donc ρ(P ) 6= ∅). On suppose que D(P ) ⊂ D(Q).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. ∀y ∈ D(Q)

(P − λ0I)−1 y ∈ D(Q) et (P − λ0I)−1Qy = Q (P − λ0I)−1 y.

2. D(QP ) ⊂ D(PQ) et ∀y ∈ D(QP ), QPy = PQy.

3. ∀λ ∈ ρ(P ), ∀y ∈ D(Q),

(P − λI)−1 y ∈ D(Q) et (P − λI)−1Qy = Q (P − λI)−1 y.

Démonstration. Supposons que 1. soit vrai. Soit y ∈ D(QP ), alors y ∈ D(P ) ⊂ D(Q), donc

Qy

= Q (P − λ0I)−1 (P − λ0I) y
= (P − λ0I)−1Q (P − λ0I) y (justifié car (P − λ0I) y = Py − λ0y ∈ D(Q)),

donc Qy ∈ D(P ), i.e. y ∈ D(PQ), de plus

(P − λ0I)Qy = Q (P − λ0I) y,

soit PQy = QPy. D’où 2. est vrai.
Supposons que 2. soit vrai. Soit λ ∈ ρ(P ) et y ∈ D(Q) alors

z := (P − λI)−1 y ∈ D(P ) ⊂ D(Q)



et
Pz = (P − λI) z + λz = y︸︷︷︸

∈D(Q)

+ λ z︸︷︷︸
∈D(P )⊂D(Q)

∈ D(Q).

d’où z ∈ D(QP ). Donc par hypothèse : QPz = PQz soit

Q (P − λI) z = (P − λI)Qz
Q (P − λI) (P − λI)−1 y = (P − λI)Q (P − λI)−1 y

Qy = (P − λI)Q (P − λI)−1 y,

et donc (P − λI)−1Qy = Q (P − λI)−1 y. D’où 2. est vrai.
Enfin, il est évident que : 3. =⇒ 1.

Remarque 2.7. Supposons que ρ(P ) 6= ∅ et qu’il existe λ0 ∈ ρ(P ) tel que

∀y ∈ D(Q), (P − λ0I)−1 y ∈ D(Q) et (P − λ0I)−1Qy = Q (P − λ0I)−1 y.

Alors

D(QP ) ∩D(Q) ⊂ D(PQ) et ∀y ∈ D(QP ) ∩D(Q), QPy = PQy.

Démonstration. Soit y ∈ D(QP ) ∩D(Q), alors

Qy

= Q (P − λ0I)−1 (P − λ0I) y
= (P − λ0I)−1Q (P − λ0I) y (justifié car (P − λ0I) y = Py − λ0y ∈ D(Q)),

donc Qy ∈ D(P ), i.e. y ∈ D(PQ), de plus

(P − λ0I)Qy = Q (P − λ0I) y,

d’où PQy = QPy.

2.1.3 Lien entre (P − λI)−1 (Q− µI)−1 = (Q− µI)−1 (P − λI)−1 et PQ =
QP

Remarque 2.8. PQ = QP signifie que

D(PQ) = D(QP ) et PQx = QPx pour tout x ∈ D(PQ) = D(QP )

Remarque 2.9. Si D(PQ) = D(QP ) a-t-on pour λ ∈ C \ {0}

D((P − λI)Q) = D(Q (P − λI)) ?

Notons d’abord que D((P − λI)Q) = D (PQ).
Mais pour avoir D(Q (P − λI)) = D (QP ) il faudrait que pour x ∈ D(Q (P − λI)), c’est-

à-dire
x ∈ D (P ) et (P − λI)x ∈ D (Q) ,

on ait aussi
x ∈ D (P ) et Px ∈ D (Q) ,

donc au final x ∈ D (P ) ∩D (Q) !



Cas général ρ(P ) 6= ∅, ρ(Q) 6= ∅

En utilisant les Propositions 2.4 et 2.6, on obtient :

Proposition 2.10. Supposons que ρ(P ) 6= ∅, ρ(Q) 6= ∅ et que D(P ) ⊂ D(Q).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. ∀λ ∈ ρ(P ), ∀µ ∈ ρ(Q)

(P − λI)−1 (Q− µI)−1 = (Q− µI)−1 (P − λI)−1 .

2. ∀λ ∈ ρ(P ), ∀y ∈ D(Q)

(P − λI)−1 y ∈ D(Q) et (P − λI)−1Qy = Q (P − λI)−1 y.

3. D(QP ) ⊂ D(PQ) et ∀y ∈ D(QP ), QPy = PQy.

Proposition 2.11. Supposons que ρ(P ) 6= ∅, ρ(Q) 6= ∅ et que D(P ) = D(Q).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. ∀λ ∈ ρ(P ),∀µ ∈ ρ(Q)

(P − λI)−1 (Q− µI)−1 = (Q− µI)−1 (P − λI)−1 .

2. ∀λ ∈ ρ(P ),∀y ∈ D(Q),

(P − λI)−1 y ∈ D(Q) et (P − λI)−1Qy = Q (P − λI)−1 y.

3. PQ = QP.

Démonstration. Montrons que 1. =⇒ 3.
Si 1. est vrai alors, d’après la proposition précédente

D(QP ) ⊂ D(PQ) et ∀y ∈ D(QP ), QPy = PQy,

mais on a aussi, par échange des rôles de P et Q

D(PQ) ⊂ D(QP ) et ∀y ∈ D(QP ), QPy = PQy,

c’est-à-dire QPy = PQy sur D(PQ) = D(QP ), soit PQ = QP.
Le reste découle de la proposition précédente.

Proposition 2.12. Supposons que ρ(P ) 6= ∅, et Q ∈ L (E).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. ∀λ ∈ ρ(P ), ∀µ ∈ ρ(Q)

(P − λI)−1 (Q− µI)−1 = (Q− µI)−1 (P − λI)−1 .

2. ∀λ ∈ ρ(P ), ∀y ∈ E
(P − λI)−1Qy = Q (P − λI)−1 y.

3. D(P ) ⊂ D(PQ) et ∀y ∈ D(P ), QPy = PQy.

Q ∈ L (E) donc ρ(Q) 6= ∅. De plus D(P ) ⊂ D(Q) = E.
Donc on peut appliquer Proposition 2.10 en notant que D(QP ) = D(P ). �



Cas particuliers Q et (ou) P inversibles

De la Proposition 2.12 on déduit :

Proposition 2.13. Supposons que ρ(P ) 6= ∅, et Q ∈ L (E) avec 0 ∈ ρ(Q).

1. ∀λ ∈ ρ(P ), ∀µ ∈ ρ(Q) : (P − λI)−1 (Q− µI)−1 = (Q− µI)−1 (P − λI)−1 .

équivaut à
2. D (PQ) = D(QP ) = D (P ) et PQ = QP.

Démonstration. (Rappellons que PQ = QP signifie :
D(PQ) = D(QP ) et PQx = QPx pour tout x ∈ D(PQ) = D(QP )). On fixe pour la

suite un λ0 dans ρ (P )
1. =⇒ 2. – On a D (PQ) ⊂ D (P ) car

x ∈ D (PQ) =⇒ Qx = (P − λ0I)−1 (P − λ0I)Qx (car Qx ∈ D (P ) )
=⇒ x = Q−1 (P − λ0I)−1 (P − λ0I)Qx
=⇒ x = (P − λ0I)−1Q−1 (P − λ0I)Qx
=⇒ x ∈ D (P ) ,

Réciproquement D (P ) ⊂ D (PQ) (voir 1.=⇒3. de la Proposition 2.12). Vu que
D (Q) = E on a D(QP ) = D(P ).
Finalement : D (PQ) = D(QP ) = D (P ) .

– On applique à nouveau 1.=⇒3. de la Proposition 2.12 pour obtenir

∀y ∈ D(P ) = D (PQ) = D(QP ), QPy = PQy,

c’est-à-dire PQ = QP .
2. =⇒ 1. Si t ∈ E alors

t = Q (P − λ0I) (P − λ0I)−1Q−1t

or
(P − λ0I)−1Q−1t ∈ D (P ) = D (PQ) = D(QP )

donc

t = Q (P − λ0I)
[
(P − λ0I)−1Q−1t

]
= QP

[
(P − λ0I)−1Q−1t

]
− λ0Q

[
(P − λ0I)−1Q−1t

]
= QP

[
(P − λ0I)−1Q−1t

]
− λ0Q

[
(P − λ0I)−1Q−1t

]
= PQ

[
(P − λ0I)−1Q−1t

]
− λ0Q

[
(P − λ0I)−1Q−1t

]
= (P − λ0I)Q

[
(P − λ0I)−1Q−1t

]
,

soit Q−1 (P − λ0I)−1 t = (P − λ0I)−1Q−1t

Conclusion : Q−1 (P − λ0I)−1 = (P − λ0I)−1Q−1 d’où 1.(il suffit d’appliquer l’équiva-
lence des points 1. et 4. de la Proposition 2.4).



Proposition 2.14. Supposons que 0 ∈ ρ(P ) ∩ ρ (Q).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. P−1Q−1 = Q−1P−1

2. D(PQ) = D(QP ) et PQx = QPx pour tout x ∈ D(PQ) = D(QP ))
(c’est-à-dire PQ = QP ).

Démonstration. 1. =⇒ 2. – D(PQ) ⊂ D(QP ). En effet, si x ∈ D(PQ) alors

x = Q−1Qx (car x ∈ D (Q) )
= Q−1P−1PQx (car Qx ∈ D (P ) )
= P−1Q−1PQx (2.6)

c’est-à-dire x ∈ D (P ) et Px = Q−1PQx ∈ D (Q) d’où : x ∈ D(QP )
– De même, par échange des rôles de P et Q on a D(QP ) ⊂ D(PQ).
– Enfin si x ∈ D(PQ) = D(QP )) alors, vu (2.6) on a

x = P−1Q−1PQx

soit QPx = PQx.
2. =⇒ 1. Si t ∈ E alors t = QPP−1Q−1t, or P−1Q−1t ∈ D(PQ) = D(QP )d’où

t = QP
[
P−1Q−1t

]
= PQ

[
P−1Q−1t

]
,

soit Q−1P−1t = P−1Q−1t.

2.2 Cas B = 0

2.2.1 Position du problème et hypothèses
Dans cette section notre problème s’écrit sous la forme

u′′(x) +Au(x) = f(x), x ∈ (0, 1),
u(1) = d1,
u′(1)−Hu(0) = d0,

(2.7)

Les hypothèses principales sur les opérateurs sont les suivantes :
A est un opérateur linéaire fermé dans E,
[0,+∞[⊂ ρ(A) et sup

λ≥0
‖ λ(A− λI)−1 ‖L(E)< +∞, (2.8)


∀s ∈ R, (−A)is ∈ L(E) et ∃θA ∈]0, π[;
tel que sup

s∈R
‖e−θA|s|(−A)is ‖L(E)< +∞. (2.9)



H doit satisfaire
0 ∈ ρ(H), (2.10)

et la condition de commutativité suivante

A−1H−1 = H−1A−1. (2.11)

Notons Q = −(−A) 1
2 . De plus, on définit Λ parD(Λ) = D(H)

Λ = 2QeQ −H(I − e2Q).

On suppose que
Λ est d’inverse borné. (2.12)

Remarque 2.15.
– Il est bien connu que l’hypothèse (2.8) implique que −(−A) 1

2 génère un semi-groupe
analytique borné sur E (voir [4]).

– Pour tout β ∈ C, on a ((−A) 1
2 )β = (−A)β2 . D’après l’hypothèse (2.9),

−Q = (−A) 1
2 ∈ BIP (θA, E)

et en particulier
sup
s∈R
‖e−θA2 |s|(−(−A) 1

2 )is ‖L(E)< +∞

(voir [28]).
– L’hypothèse d’inversibilité (2.12) est, en général, difficile à vérifier dans les applications,
excepté pour certains H particuliers.

2.2.2 Représentation de la solution
Afin de résoudre le problème (2.7), nous utilisons la méthode de la réduction d’ordre de

Krein (voir [34]). Sous les hypothèses (2.8)∼(2.12), on suppose que le problème (2.7) a une
solution stricte u ; c’est-à-dire, u ∈ W 2,p(0, 1;E) ∩ Lp(0, 1;D(A)), u(0) ∈ D(H) et (2.7) est
satisfait. Pour presque tout x ∈ (0, 1), on a

v(x) = −Q−1u′(x), y(x) = (u(x)− v(x))/2, z(x) = (u(x) + v(x))/2,

alors
y′(x) = (u′(x)− v′(x))/2 = (−Qv(x) +Q−1u′′(x))/2.

En utilisant l’équation de (2.7) et Q2 = −A, on obtienty
′(x) = Qy(x) + 1

2Q
−1f(x), a. e x ∈ (0, 1),

y(0) = y0,

où
y0 = 1

2(u(0)− v(0)) = 1
2(u(0) +Q−1u′(0)).



De la même manière, nous avonsz
′(x) = −Qz(x)− 1

2Q
−1f(x), a. e x ∈ (0, 1),

z(1) = z1,

où z1 = 1
2(u(1)−Q−1u′(1)). Par conséquent, il s’en suit, pour presque tout x ∈ (0, 1),

y(x) = exQy0 + 1
2

∫ x

0
e(x−s)QQ−1f(s)ds

z(x) = e(1−x)Qz1 + 1
2

∫ 1

x
e(s−x)QQ−1f(s)ds

(2.13)

et
u(x) = y(x) + z(x) = exQy0 + e(1−x)Qz1 + Ix + Jx, (2.14)

avec 
Ix = 1

2

∫ x

0
e(x−s)QQ−1f(s)ds

Jx = 1
2

∫ 1

x
e(s−x)QQ−1f(s)ds.

En fait, (2.13) et (2.14) vont être valide pour tout x ∈ [0, 1], puisque u ∈ C1 ([0, 1];E). Par
conséquent, pour obtenir la représentation finale de u, il faut calculer y0 et z1 par rapport
aux données d0, d1, f,H et A.
D’après la remarque (??) et puisque u est une solution stricte, on peut appliquer le résultat
de [14, 1.6 p. 983] et on écrit

u(0), u(1) ∈ (D(Q2), E) 1
2p ,p

= (E,D(Q2))1− 1
2p ,p

= (E,D(Q))2− 1
p
,p ⊂ D(Q), (2.15)

de cela, nous déduisons que y0, z1 ∈ D(Q). Nous avons également u(0) ∈ D(H), alors y0 +
eQz1 + J0 ∈ D(H). Pour tout x ∈ (0, 1), on a

u′(x) = QexQy0 −Qe(1−x)Qz1 +QIx −QJx, (2.16)

ainsi 
u(0) = y0 + eQz1 + J0

u(1) = eQy0 + z1 + I1

u′(1) = QeQy0 −Qz1 +QI1.

Maintenant de (2.3)-(2.4), on obtientQeQy0 −Qz1 +QI1 −H(y0 − eQz1 − J0) = d0

eQy0 + z1 + I1 = d1.

Donc H−1QeQy0 −H−1Qz1 − y0 − eQz1 = H−1d0 −H−1QI1 + J0

eQy0 + z1 = d1 − I1,

alors (H−1QeQ − I)y0 − (H−1Q+ eQ)z1 = H−1d0 −H−1QI1 + J0

eQy0 + z1 = d1 − I1.



Nous déduisons que(H−1QeQ − I)y0 − (H−1Q+ eQ)z1 = H−1d0 −H−1QI1 + J0

(H−1Q+ eQ)eQy0 + (H−1Q+ eQ)z1 = (H−1Q+ eQ)(d1 − I1),

ainsi, par l’addition de ces deux équations, on trouve

ΛH−1y0 = H−1d0 −H−1QI1 + J0 +H−1Qd1 + eQd1 −H−1QI1 − eQI1.

Par conséquenty0 = Λ−1d0 + Λ−1Qd1 +HΛ−1eQd1 − 2Λ−1QI1 +HΛ−1J0 −HΛ−1eQI1

z1 = Λ−1QeQd1 −HΛ−1d1 − Λ−1eQd0 +HΛ−1I1 −HΛ−1eQJ0.
(2.17)

Les deux formules 2.14, 2.17 donnent

u(x) = Λ−1exQd0 + Λ−1QexQd1 +HΛ−1exQeQd1 − 2Λ−1QexQI1

+HΛ−1exQJ0 −HΛ−1exQeQI1 + e(1−x)Q (d1 − I1)− e(1−x)QeQy0

+ Ix + Jx

et u est représentée par la formule suivante

u(x) = S(x, d0, d1, f) +DV (x, f) +R(x, d0, d1, f), (2.18)

où

S(x, d0, d1, f) = Λ−1QexQ
(
Q−1d0 + d1 −Q−1

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

)
+ e(1−x)Qd1, (2.19)

DV (x, f) = 1
2HΛ−1Q−1exQ

∫ 1

0
esQf(s)ds− 1

2Q
−1e(1−x)Q

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

+1
2Q
−1
∫ x

0
e(x−s)Qf(s)ds+ 1

2Q
−1
∫ 1

x
e(s−x)Qf(s)ds

et
R(x, d0, d1, f) = HΛ−1exQeQ (d1 − I1)− e(1−x)QeQy0,

avec y0 est donnée par (2.17).

2.2.3 Quelques résultats
Dans cette section nous supposerons (2.8) ∼ (2.12).

Lemme 2.16. Pour f ∈ Lp(0, 1;E), 1 < p < +∞, on a

1. x 7→ K(x, f) = Q
∫ x

0
e(x−s)Qf(s)ds ∈ Lp(0, 1;E),

2. x 7→ K(1− x, f(1− .)) = Q
∫ 1

x
e(s−x)Qf(s)ds ∈ Lp(0, 1;E),



3. x 7→ P (x, f) = Q
∫ 1

0
e(x+s)Qf(s)ds ∈ Lp(0, 1;E).

Démonstration. 1. On considère le problème de Cauchy suivant{
u′(x)−Qu(x) = f(x), x ∈ (0, 1),
u(0) = 0, (2.20)

Si on applique le Thérème de Dore-Venni [18], on obtient que le problème de Cauchy
(2.20) a une solution stricte

u ∈ W 1,p(0, 1;E) ∩ Lp(0, 1;D(Q)),

avec
u(x) =

∫ x

0
e(x−s)Qf(s)ds p.p x ∈ (0, 1),

alors
Qu : x 7→ Q

∫ x

0
e(x−s)Qf(s)ds ∈ Lp(0, 1;E).

d’où, l’assertion 1 est vérifiée.

2. L’assertion 2 est aussi satisfaite grâce à la première assertion, en utilisant le changement
de variable t = 1− s. Donc

x 7→ K(1− x, f(1− .)) ∈ Lp(0, 1;E).

3. On a

P (x, f) = Q
∫ 1

0
e(x+s)Qf(s)ds

= Q
∫ x

0
e(x−s)Qe2sQf(s)ds+ e2xQQ

∫ 1

x
e(s−x)Qf(s)ds

= K(x, e2.Qf) + e2xQK(1− x, f(1− .)) ∈ Lp(0, 1;E).

Donc
P (x, f) ∈ Lp(0, 1;E).

Lemme 2.17. Sous l’hypothèse 2.8 et soit p ∈]1,+∞[. Alors
1. Ae.Qφ ∈ Lp(0, 1;E) si et seulement si φ ∈ (D(A), E) 1

2p ,p
.

2. Qe.Qφ ∈ Lp(0, 1;E) si et seulement si φ ∈ (D(A), E) 1
2p+ 1

2 ,p
.

Démonstration. Rappelons que si n ∈ N∗ et C génère un semi-groupe analytique alors

φ ∈ (D(Cn), E) 1
np
,p si et seulement si Cne.Cφ ∈ Lp(0, 1;E).

En effet, ∫ 1

0
‖ CnexCφ ‖p dx =

∫ 1

0
xn

1
np
p ‖ CnexCφ ‖p dx

x

≤
∫ +∞

0
‖ xn(1−(1− 1

np
)CnexCφ ‖p dx

x
≤ M ‖ φ ‖(D(Cn),E) 1

np ,p
, (voir H. Triebel [45])



Lemme 2.18. Sous les hypothèses 2.8, 2.9 et soit f ∈ Lp(0, 1;E), 1 < p < +∞, on a∫ 1

0
esQf(s)ds ∈ (D(Q), E) 1

p
,p = (D(A), E) 1

2 + 1
2p ,p

.

Démonstration. D’aprés l’assertion 3 du Lemme 2.16, on a

Qe.Q
∫ 1

0
esQf(s)ds ∈ Lp(0, 1;E),

on appliquons le Lemme 2.17, on obtient∫ 1

0
esQf(s)ds ∈ (D(A), E) 1

2p+ 1
2 ,p
.

Proposition 2.19. Soient d0, d1 ∈ E et f ∈ Lp((0, 1);E), 1 < p <∞. Alors

x 7→ AR(x, d0, d1, f) ∈ Lp(0, 1;X).

Démonstration. Pour tout ψ ∈ E, n ∈ N, on a eQψ ∈ D(Qn), ainsi

Ae.QeQψ = −e.QQ2eQψ

est borné, donc dans Lp(0, 1;E). Pour conclure, il suffit de remarquer que AR(., d0, d1, f)
peut être écrit comme somme de termes du types TAe.QeQψ, T A e(1−.)QeQψ, où T ∈ L(E)
et ψ ∈ E.

Proposition 2.20. Si f ∈ Lp(0, 1;E), 1 < p < +∞, alors

ADV (., f) ∈ Lp(0, 1;E).

Démonstration. On a

ADV (x, f) = −1
2HΛ−1QexQ

∫ 1

0
esQf(s)ds+ 1

2Qe
(1−x)Q

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

−1
2Q

∫ x

0
e(x−s)Qf(s)ds− 1

2Q
∫ 1

x
e(s−x)Qf(s)ds,

et grâce au Théorème de Dore-Venni [18], on obtient

x 7→ 1
2Q

∫ x

0
e(x−s)Qf(s)ds et x 7→ 1

2Q
∫ 1

x
e(s−x)Qf(s)ds,

sont dans Lp(0, 1;E). Par conséquent

x 7→ 1
2HΛ−1QexQ

∫ 1

0
esQf(s)ds et x 7→ 1

2Qe
(1−x)Q

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds,

appartient à Lp(0, 1;E). Alors ADV (x, f) ∈ Lp((0, 1);E).

Puisque 0 ∈ ρ(A), nous avons 0 ∈ ρ(I − e2Q) (voir A. Lunardi [37, Corollaire 2.3.7, p.
62]) ainsi Λ−1 = −(I − e2Q)−1(I − 2H−1QeQ(I − e2Q)−1)H−1. Pour analyser le terme S, on
montre que



Lemme 2.21. Λ−1 peut s’écrire sous la forme

Λ−1 = −H−1 −H−1W,

avec
W ∈ L(E), H−1W = WH−1 et W (E) ⊂

∞⋂
k=1

D(Qk). (2.21)

Démonstration. Prenons T = −2H−1QeQ(I − e2Q)−1 ∈ L(E)
S = −e2Q ∈ L(E),

donc
−Λ−1 = (I + S)−1(I + T )−1H−1.

Posons
U = −T (I + T )−1 ∈ L(E), V = −S(I + S)−1 ∈ L(E),

alors (I + T )−1 = I + U et (I + S)−1 = I + V .
On en déduit que

−Λ−1 = (I + U)(I + V )H−1 = (I + V + U + UV )H−1,

d’où
Λ−1 = −H−1 −H−1W,

avec W = V + U + UV = e
1
2QM où

M = (I + S)−1
[
e

3
2Q + 2H−1Qe

1
2Q(I + T )−1

(
I − S(I + S)−1

)]
∈ L(E),

ce qui donne (2.21).

Remarque 2.22. De (2.19) on déduit que

S(x, d0, d1, f) = −H−1QexQ
(
Q−1d0 + d1 −Q−1

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

)
+ e(1−x)Qd1 +H−1exQξ,

où ξ = −H−1QW
(
Q−1d0 + d1 −Q−1

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

)
∈
∞⋂
k=1

D(Qk).

2.2.4 Résultat principal
Théorème 2.23. Supposons que (2.8)∼(2.12). Soit f ∈ Lp(0, 1;E) avec 1 < p < ∞. alors,
les affirmations suivantes sont équivalentes

1 d1 ∈ (D(Q2), E) 1
2p ,p

et H−1
(
d0 +Qd1 −

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

)
∈ (D(Q2), E) 1

2p ,p
.

2 Le problème 2.7 admet une unique solution stricte donnée par 2.18.



Démonstration. Rappelons que u(x) = S(x, d0, d1, f) + DV (x, f) + R(x, d0, d1, f). On uti-
lise les deux propositions précédentes 2.19 et 2.20, il suffit d’étudier le terme S. D’après la
remarque 2.22, on a

S(x, d0, d1, f) = −H−1QexQ
(
Q−1d0 + d1 −Q−1

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

)
+ e(1−x)Qd1 +H−1exQξ

= J1(x) + J2(x) + J3(x).
En raison de ξ ∈ ∩∞k=1D(Qk), J3(·) est régulier, ainsi la régularité de S est celui de J1 + J2.
mais J1 est régulier au voisinage de 1 et J2 au voisinage 0, ainsi

(J1 + J2)(·) ∈ Lp(0, 1;E) si et seulement si (J1)(·), (J2)(·) ∈ Lp(0, 1;E).

De plus, J2(·) ∈ Lp(0, 1;E) si et seulement si d1 ∈ (D(Q2), E) 1
2p ,p
⊂ D(Q) (voir Triebel

[45]). De même, J1(·) ∈ Lp(0, 1;E) si et seulement si

H−1Q
(
Q−1d0 + d1 −Q−1

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

)
∈ (D(Q2), E) 1

2p ,p
,

ce qui écrit
H−1

(
d0 +Qd1 −

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

)
∈ (D(Q2), E) 1

2p ,p
,

avec d1 ∈ D(Q).

2.2.5 Problème avec un paramètre spectral
Notre résultat précédent du problème (2.7) exige l’hypothèse d’inversibilité (2.12), il peut

être difficile à vérifier dans les applications. À cet effet, on introduit un paramètre spectral
ω, suffisamment grand et on étudie le problème

u′′(x) +Au(x)− ωu(x) = f(x), x ∈ (0, 1)
u′(1)−Hu(0) = d0,

u(1) = d1.

(2.22)

On note par Aω = A− ωI. Ici, nos hypothèses sont les suivantes : Il existe un ω0 ≥ 0(fixé)
Aω0 est un opérateur linéaire fermé dans E,
[0,+∞[⊂ ρ(Aω0) et sup

λ≥0
‖ λ(Aω0 − λI)−1 ‖L(E)< +∞. (2.23)


∀s ∈ R, (−Aω0)is ∈ L(E) et ∃θAω0

∈]0, π[;
tel que sup

s∈R
‖e−θAω0

|s|(−Aω0)is ‖L(E)< +∞. (2.24)

0 ∈ ρ(H). (2.25)
Et la condition de commutativité suivante

A−1
ω0H

−1 = H−1A−1
ω0 . (2.26)



Remarque 2.24. Si les hypothèses (2.23), (2.24) et (2.26) sont vraies, alors elles restent
valables quand on remplace ω0 par n’importe ω ≥ ω0.

C’est évident pour les hypothèses (2.23) et (2.26), mais pour l’hypothèse (2.24), on utilise
le Théorème [40, Théorème 3, p.437].

Pour ω ≥ ω0, Qω := −(−Aω)1/2 est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analy-
tique dans E (voir [4]), et on définit aussi l’opérateur linéaire Λω = 2QωeQω −H(I − e2Qω)
avec D(Λω) = D(H).
Lemme 2.25. Sous les hypothèses (2.23) ∼ (2.26). Alors, il existe ω∗ ≥ ω0 tels que pour
tout ω ≥ ω∗, Λω est d’inverse borné et

Λ−1
ω = −(I − e2Qω)−1(I − 2(I − e2Qω)−1QωeQωH−1)−1H−1. (2.27)

Démonstration. Par le même raisonnement de (2.2.3), I−e2Qω est d’inverse borné et on peut
écrire

Λω = 2QωeQω −H(I − e2Qω),
= [2QωeQω(I − e2Qω)−1 −H](I − e2Qω),

= −H[I − 2H−1QωeQω(I − e2Qω)−1](I − e2Qω),
alors

Λω = −H[I − Lω](I − e2Qω),
avec

Lω = 2H−1QωeQω(I − e2Qω)−1.

H, I−e2Qω sont inversibles dans L(E), pour prouver l’inversibilité de Λω, il reste à montrer
l’inversibilité de I − Lω.

Pour cela I − Lω, il faut de prouver que ‖ Lω ‖L(E)< 1. Soit

‖ Lω ‖=‖ 2H−1QωeQω(I − e2Qω)−1 ‖≤‖ H−1 ‖ 2 ‖ QωeQω ‖
1− ‖ e2Qω ‖

.

Maintenant, d’après le Lemme de Dore et Yakubov [20, Lemme 2.6 pp 103], il existe des
constantes C, k > 0 (qui ne dépendent pas de ω) tels que pour tout x ≥ 1

‖(−A+ ωI)αe−x(−A+ωI)
1
2 ‖ ≤ Ce−kx

√
ω,

en particulier
‖QωeQω‖ ≤ Ce−k

√
ω and ‖e2Qω‖ ≤ Ce−2k

√
ω,

alors
‖Lω‖ ≤‖ H−1 ‖ 2Ce−k

√
ω

1− Ce−2k
√
ω
,

de ce qu’implique l’existence ω∗ > ω0 tels que pour tout ω ≥ ω∗ on a

2Ce−k
√
ω

1− Ce−2k
√
ω
<

1
‖ H−1 ‖

,

alors
‖ Lω ‖< 1.



Le résultat principal

Appliquons le théorème 2.23 de même avec le lemme 2.32, on obtient :

Théorème 2.26. Supposons (2.23) ∼ (2.26). Soit f ∈ Lp(0, 1;E), 1 < p < ∞ et ω ≥ ω∗.
Alors, les affirmations suivantes sont équivalentes

1 d1 ∈ (D(Q2), E) 1
2p ,p

et H−1(d0 +Qωd1 −
∫ 1

0
e(1−s)Qωf(s)ds) ∈ (D(Q2), E) 1

2p ,p
.

2 Il existe une solution stricte unique de (2.22).
De plus, dans ce cas la solution u est donnée par (2.18), où A est remplacé par Aω.

2.2.6 Exemples

Exemple

Prendre E = Lp(R), 1 < p <∞. Définir les opérateurs A et H par
{
D (A) = W 2,p(R), Au = au′′,
D (H) = W 1,p(R), Hu = bu′ + cu,

où a > 0, b ∈ C et c ∈ R \ {0}.
Soit ω0 > 0. Un calcul simple montre que (2.8), (2.9), (2.10) sont vérifiées. D’ailleurs, A

satisfait (2.11) (voir Prüss-Sohr [40]).

θA = ε1,

avec ε1 ∈]0, π[. Appliquons le théorème 2.26, on obtient

Proposition 2.27. Soit p ∈ ]1,∞[ , f ∈ Lp(0, 1;E) et

d1, H−1(d0 +Qωd1 −
∫ 1

0
e(1−s)Qωf(s)ds) ∈

(
W 2,p(R), Lp(R)

)
1

2p ,p
.

Alors, il existe ω∗ > 0 tel que pour tout ω > ω∗, le problème



∂2u

∂x2 (x, y) + a
∂2u

∂y2 (x, y)− ωu(x, y) = f (x, y) , (x, y) ∈ ]0, 1[× R,
∂u

∂x
(1, y)− b∂u

∂y
(0, y)− cu (0, y) = d0 (y) , y ∈ R,

u (1, y) = d1 (y) , y ∈ R,

(2.28)

a une solution stricte unique u, donc

u ∈ W 2,p(0, 1;Lp(R)) ∩ Lp(0, 1;W 2,p(R))

et u satisfait (3.44).



Exemple

Soit Ω un domaine borné dans Rn, n > 1, avec frontière régulière ∂Ω et notons E = Lp(Ω),
1 < p <∞. Définissons les opérateurs A,H par

D(A) =
{
u ∈ W 4(Ω) : u|∂Ω = ∆u|∂Ω = 0

}
, Au = b∆2u,

où b < 0 et
D(H) = W 2,p(Ω) ∩W 1,p

0 (Ω), Hu = ∆u.

Alors, le Théorème 2.26 marche et nous pouvons manipuler le problème aux limites suivant

∂2u

∂x2 (x, y) + b∆2u(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ (0, 1)×Ω,
u(1, y) = d0(y), y ∈ Ω,
u(1, y)−∆yu(0, y) = d1(y), y ∈ Ω,
u(x, ξ) = ∆yu(x, ξ) = 0, (x, ξ) ∈ (0, 1)×∂Ω,

à condition que f ∈ Lp(0, 1;Lp(Ω)) et

H−1(d0 +Qωd1 −
∫ 1

0
e(1−s)Qωf(s)ds), d1 ∈ (D(A), Lp(Ω)) 1

2p ,p
.

2.3 B génère un groupe fortement continu

2.3.1 Position du problème et hypothèses
On considère une classe d’équations différnetielles abstraites de deuxième ordre dans E

comme suit
u′′(x) + 2Bu′(x) +Au(x) = f(x), x ∈ (0, 1), (2.29)

avec des conditions aux limites l’un de ces conditions est une classe des conditions non localesu′(1)−Hu(0) = d0,

u(1) = d1.
(2.30)

Notre hypothèses sur les opérateurs sont les suivantes
A− B2 est un opérateur linéaire fermé sur E tel que
[0,+∞[⊂ ρ(A− B2) et sup

λ≥0
‖ λ(A− B2 − λI)−1 ‖L(E)< +∞, (2.31)

pour tout s ∈ R, (A− B2)is ∈ L(E) et il existe θ ∈ ]0, π[ tel que
sups∈R ‖ e−θ|s|(B2 −A)is ‖L(E)< +∞,

(2.32)

B est un opérateur linéaire fermé sur E, son domaine D(B);
il existe λ0 tel que(A− B2)−1(B − λ0I)−1 = (B − λ0I)−1(A− B2)−1,

(2.33)



(A− B2)−1H−1 = H−1(A− B2)−1, (2.34)

B génère un groupe fortement continu (G(x))x∈R sur E, (2.35)

0 ∈ ρ(H̃), (2.36)
On note P = (B2 −A) 1

2 et on définit l’opérateur Λ̃ parD(Λ̃) = D(H̃)
Λ̃ = 2PeP − H̃(I − e2P ),

on suppose que
Λ̃ est d’inverse borné. (2.37)

2.3.2 Quelques résultats
Remarque 2.28. Si f ∈ Lp(0, 1;E), alors G(x)f ∈ Lp(0, 1;E) avec 1 < p < +∞. En effet,
on a

∃C > 0, ∃β ≥ 0 : ∀x ≥ 0, ‖ G(x) ‖≤ Cexβ.

Donc pour x ∈ [0, 1], on obtient

‖ G(x)f(x) ‖≤ Cexβ ‖ f(x) ‖ .

Remarque 2.29. (voir [15]) Sous les hypothèses (2.2)-(2.31), on obtient
1. P est densément définie.
2. P est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique (exP )x≥0 dans E. AlorsP

2e.Pφ ∈ Lp(0, 1;E) si et seulement si φ ∈ (D(P 2), E) 1
2p ,p

Pe.Pφ ∈ Lp(0, 1;E) si et seulement si φ ∈ (D(A), E) 1
2p+ 1

2 ,p
.

De plus, eP ξ ∈ D(P k) pour tout ξ ∈ E, k ∈ N, et donc

P ke.P eP ξ = e.PP keP ξ ∈ Lp(0, 1;E). (2.38)

Théorème 2.30. Soit f ∈ Lp(0, 1;E) avec 1 < p <∞. Si les hypothèses (2.31)∼(2.37) sont
vérifiées. Alors, les affirmations suivantes sont équivalentes

1 d̃1 ∈ (D(P 2), E) 1
2p ,p

et H̃−1(d̃0 + P d̃1 −
∫ 1

0 e
(1−s)P f̃(s)ds) ∈ (D(P 2), E) 1

2p ,p
.

2 Le problème (2.29)-(2.30) admet une unique solution stricte.
De plus, u est déterminée par

u(x) = G(−x)
[
H̃Λ̃−1exP eP

(
d̃1 − Ĩ1

)
− e(1−x)P eP ỹ0

]
+ G(−x)[12H̃Λ̃−1P−1exP

∫ 1

0
esP f̃(s)ds− 1

2P
−1e(1−x)P

∫ 1

0
e(1−s)P f̃(s)ds

+ 1
2P
−1
∫ x

0
e(x−s)P f̃(s)ds+ 1

2P
−1
∫ 1

x
e(s−x)P f̃(s)ds]

+ G(−x)
[
Λ̃−1PexP

(
P−1d̃0 + d̃1 − P−1

∫ 1

0
e(1−s)P f̃(s)ds

)
+ e(1−x)P d̃1

]
, (2.39)



où 

ỹ0 = Λ̃−1d̃0 + Λ̃−1P d̃1 + H̃Λ̃−1eP d̃1 − 2Λ̃−1P Ĩ1 + H̃Λ̃−1J̃0 − H̃Λ̃−1eP Ĩ1,

d̃0 = G(1)d0 + BG(1)d1,

d̃1 = G(1)d1,

H̃ = G(1)H,

Ĩ1 = 1
2P
−1
∫ 1

0
e(1−s)P f̃(s)ds,

J̃0 = 1
2P
−1
∫ 1

0
esP f̃(s)ds,

f̃(x) = G(x)f(x).

(2.40)

Démonstration. Soient d̃1 ∈ (D(P 2), E) 1
2p ,p

et H̃−1(d̃0+P d̃1−
∫ 1

0 e
(1−s)P f̃(s)ds) ∈ (D(P 2), E) 1

2p ,p

On a, d’après l’hypothèse (2.33), d̃1 ∈ (D(P 2), E) 1
2p ,p

. De plus, puisque les hypothèses (2.8)
∼ (2.12) sont vérifées, alors (2.31) ∼ (2.37) aussi ; si on remplace A par A − B2. D’après
la Remarque 2.28 et le Théorème 2.23, on peut construire une solution stricte par le même
raisonnement qu’on a utilisé dans la section précédente

v ∈ W 2,p(0, 1;E) ∩ Lp(0, 1;D(A− B2)), (2.41)

du problème 
v′′(x) + (A− B2)v(x) = G(x)f(x), x ∈ (0, 1),
v′(1)−G(1)Hv(0) = G(1)d0 + BG(1)d1,

v(1) = G(1)d1.

(2.42)

Maintenant, pour tout x ∈ (0, 1), on a

u(x) = G(−x)v(x),

en appliquent la formule (2.18) à (2.42), on obtient

v(x) = S(x, d̃0, d̃1, f̃) +DV (x, f̃) +R(x, d̃0, d̃1, f̃), (2.43)

où

S(x, d̃0, d̃1, f̃) = Λ̃−1PexP
(
P−1d̃0 + d̃1 − P−1

∫ 1

0
e(1−s)P f̃(s)ds

)
+ e(1−x)P d̃1, (2.44)

DV (x, f̃) = 1
2H̃Λ̃−1P−1exP

∫ 1

0
esP f̃(s)ds− 1

2P
−1e(1−x)P

∫ 1

0
e(1−s)P f̃(s)ds (2.45)

+1
2P
−1
∫ x

0
e(x−s)P f̃(s)ds+ 1

2P
−1
∫ 1

x
e(s−x)P f̃(s)ds

et
R(x, d̃0, d̃1, f̃) = H̃Λ̃−1exP eP

(
d̃1 − Ĩ1

)
− e(1−x)P eP ỹ0, (2.46)



avec ỹ0, d̃0, d̃1, H̃, Ĩ1 et f̃ sont données par (2.59). On a, d’après le point 2 de la Remarque
2.29, x 7→ P 2e.Pd1 ∈ Lp(0, 1;E),

x 7→ P 2e.P
(
P−1d̃0 + d̃1 − P−1 ∫ 1

0 e
(1−s)P f̃(s)ds

)
∈ Lp(0, 1;E).

(2.47)

Alors

BS ′ = BΛ̃−1P 2exP
(
P−1d̃0 + d̃1 − P−1

∫ 1

0
e(1−s)P f̃(s)ds

)
− BP−1G(1)P 2e(1−x)Pd1,

puisque BΛ̃−1 ∈ L(E) et BP−1G(1) ∈ L(E), on en déduit que BS ′ ∈ Lp(0, 1;E).
Pour le terme DV , on a

2BDV ′ = BH̃Λ̃−1P−1PexP
∫ 1

0
esP f̃(s)ds+ BP−1Pe(1−x)P

∫ 1

0
e(1−s)P f̃(s)ds

+BP−1P
∫ x

0
e(x−s)P f̃(s)ds− BP−1P

∫ 1

x
e(s−x)P f̃(s)ds.

Compte tenu le Lemme 2.21, il résulte que

2BDV ′ = −BP−1PexP
∫ 1

0
esP f̃(s)ds− BP−1W̃PexP

∫ 1

0
esP f̃(s)ds

+ BP−1P
∫ x

0
e(x−s)P f̃(s)ds− BP−1P

∫ 1

x
e(s−x)P f̃(s)ds

+ BP−1Pe(1−x)P
∫ 1

0
e(1−s)P f̃(s)ds,

où
W̃ ∈ ∩+∞

k=1D(P k).
On sait que BP−1 ∈ L(E), donc en appliquant le Lemme 2.16, on déduit que

BDV ′ ∈ Lp(0, 1;E).

Finalement,
BR′ = BH̃Λ̃−1PexP eP

(
d̃1 − Ĩ1

)
+ BP−1P 2e(1−x)P eP ỹ0,

et grâce au Lemme 2.21 on a

BR′ = −BP−1P 2exP eP
(
d̃1 − Ĩ1

)
− BP−1W̃P 2exP eP

(
d̃1 − Ĩ1

)
+ BP−1P 2e(1−x)P eP ỹ0,

où W̃ ∈ ∩+∞
k=1D(P k).

D’après (2.38) on remarque que BR′ ∈ Lp(0, 1;E) car on peut l’écrire sous forme de somme
des termes suivantes

TP ke.P eP ξ, TP ke(1−.)P eP ξ,

où T ∈ L(E), k ∈ 1, 2, ξ ∈ E. Donc

Bv′ ∈ Lp(0, 1;E). (2.48)

Puisque v est la solution stricte de (2.42) et on a B (B2−A)−1, B2 (B2−A)−1 ∈ L(E), doncBv = B (B2 −A)−1(B2 −A)v ∈ Lp(0, 1;E)
B2v = B2 (B2 −A)−1(B2 −A)v ∈ Lp(0, 1;E).

(2.49)



Pour x ∈ (0, 1), on trouve à partir de (2.41) et l’hypothèse(2.33)

u(x) = G(−x)v(x) ∈ D(A− B2), (A− B2)u(x) = G(−x)(A− B2)v(x),

donc u ∈ Lp(0, 1;D(A− B2)), on a aussi de (2.41), (2.48) et (2.49) on obtientu′(x) = G(−x)(−Bv(x) + v′(x))
u′′(x) = G(−x)(B2v(x)− 2Bv′(x) + v′′(x)),

avec u ∈ W 2,p(0, 1;E). De plus, pour x ∈ (0, 1)

Au(x) = G(−x)Av(x),

ainsi

u′′(x) + 2Bu′(x) +Au(x) = G(−x)(B2v(x)− 2Bv′(x) + v′′(x)− 2B2v(x) + 2Bv′(x) +Av(x))
= G(−x)(v′′(x) + (A− B2)v(x))
= f(x).

Puisque u′(1)−Hu(0) = G(−1) (v′(1)− Bv(1)−G(1)Hv(0)) = d0,

u(1) = G(−1)v(1) = d1,

nous avons prouvé que u est une solution stricte du problème (2.29)-(2.30).
Inversement, si u est une solution stricte de notre problème, on pose

v(x) = G(x)u(x), x ∈ (0, 1),

puisque
u ∈ W 2,p(0, 1;E) ∩ Lp(0, 1;D(A− B2)), u

′ ∈ Lp(0, 1;D(B)),
on en déduit que v est la solution stricte de (2.42). Les hypothèses (2.8) ∼ (2.12) sont vérifiées,
si on remplace A par A− B2 et H par G(1)H, donc d’après le Théorème 2.23, on obtient

d̃1 ∈ (D(P 2), E) 1
2p ,p

, H̃−1(d̃0 + P d̃1 −
∫ 1

0
e(1−s)P f̃(s)ds) ∈ (D(P 2), E) 1

2p ,p
,

avec H̃, d̃0, d̃1 et f̃ sont données par (2.59). On déduit que si les deux affirmations de ce
Théorème sont vérifiées, alors

u(x) = G(−x)v(x), x ∈ (0, 1),

où v est présentée par (2.43).

2.3.3 Problème avec un paramètre spectral
Notre résultat précédent du problème (2.29)-(2.30) exige l’hypothèse d’inversibilité (2.37),

peut être difficile à vérifier dans les applications. À cet effet, on considère un certain grand
nombre positif ω et on remplace A par A− ωI, le problème devient alors

u′′(x) + 2Bu′(x) +Au(x)− ωu(x) = f(x), x ∈ (0, 1),
u′(1)−Hu(0) = d0,

u(1) = d1.

(2.50)



On note par Aω = A − ωI. Il existe un ω0 ≥ 0(fixé), et pour cela, nos hypothèses sont les
suivantes :


Aω0 − B2 est un opérateur linéaire fermé sur E tel que
[0,+∞[⊂ ρ(Aω0 − B2) et sup

λ≥0
‖ λ(Aω0 − B2 − λI)−1 ‖L(E)< +∞, (2.51)


pour tout s ∈ R, (Aω0 − B2)is ∈ L(E) et il existe θ ∈ ]0, π[ tel que
sup
s∈R
‖ e−θ|s|(Aω0 − B2)is ‖L(E)< +∞, (2.52)

B est un opérateur linéaire fermé sur E, il existe λ0 tel que
(Aω0 − B2)−1(B − λ0I)−1 = (B − λ0I)−1(Aω0 − B2)−1,

(2.53)

(Aω0 − B2)−1H−1 = H−1(Aω0 − B2)−1, (2.54)

B génère un groupe fortement continu (G(x))x∈R sur E, (2.55)

0 ∈ ρ(H), (2.56)

On note Pω = (B2 −Aω) 1
2 et on définit l’opérateur Λ̃ω parD(Λ̃ω) = D(H)
Λ̃ω = 2PωePω −G(1)H(I − e2Pω),

Remarque 2.31. 1. Si les hypothèses (2.51), (2.52) et 2.26 sont vérifiées, alors elles res-
tent vraies quand on remplace ω0 par n’importe ω ≥ ω0.

2. Pour ω ≥ ω0, l’hypothèse (2.52) entraine que Pω est le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe analytique dans E (Voir [4]).

Lemme 2.32. Sous les hypothèses (2.51) ∼ (2.56). Alors, il existe ω∗ ≥ ω0 tels que pour
tout ω ≥ ω∗, Λ̃ω est d’inverse borné et

Λ̃−1
ω = −(I − e2Pω)−1(I − 2G(1)H−1Pωe

Pω(I − e2Pω)−1)−1H−1G(−1). (2.57)

Démonstration. Par le même raisonnement de (2.2.3), I−e2Pω est d’inverse borné et on peut
écrire

Λ̃ω = 2PωePω −G(1)H(I − e2Pω)
= [2PωePω(I − e2Pω)−1 −G(1)H](I − e2Pω)

= −G(1)H[I − 2H−1G(−1)PωePω(I − e2Pω)−1](I − e2Pω),
alors

Λ̃ω = −G(1)H[I − Lω](I − e2Pω),
avec

Lω = 2H−1G(−1)PωePω(I − e2Pω)−1.



H, I−e2Pω sont des inverses bornés. Il reste à montrer que ‖Lω‖L(E) < 1 pour l’inversibilité
de I − Lω. Soit

‖ Lω ‖=‖ 2H−1G(−1)PωePω(I − e2Pω)−1 ‖≤‖ H−1 ‖‖ G(−1) ‖ 2 ‖ PωePω ‖
1− ‖ e2Pω ‖

.

D’après le Lemme de Dore-Yakubov, on a

∃C, k > 0 : ‖PωePω‖ ≤ Ce−k
√
ω, ‖e2Pω‖ ≤ Ce−2k

√
ω,

et si on pose C ′ = ‖G(−1)‖ > 0 alors

‖Lω‖ ≤‖ H−1 ‖ 2CC ′e−k
√
ω

1− Ce−2k
√
ω
,

de ce qu’implique l’existence ω∗ > ω0 tels que pour tout ω ≥ ω∗ on a

2CC ′e−k
√
ω

1− Ce−2k
√
ω
<

1
‖ H−1 ‖

,

alors
‖ Lω ‖< 1.

Théorème 2.33. Soit f ∈ Lp(0, 1;E) avec 1 < p <∞. Si les hypothèses (2.51) ∼(2.56) sont
vérifiées et ω ≥ ω∗. Alors, les affirmations suivantes sont équivalentes

1 d1 ∈ (D(P 2), E) 1
2p ,p

et H̃−1
(
d̃0 + Pωd̃1 −

∫ 1

0
e(1−s)Pω f̃(s)ds

)
∈ (D(P 2), E) 1

2p ,p
.

2 Le problème (2.50) admet une unique solution stricte.

De plus, u est représentée par

u(x) = G(−x)
[
H̃Λ̃−1

ω exPωePω
(
d̃1 − Ĩ1

)
− e(1−x)PωePω ỹ0

]
+ G(−x)[12H̃Λ̃−1

ω P−1
ω exPω

∫ 1

0
esPω f̃(s)ds− 1

2P
−1
ω e(1−x)Pω

∫ 1

0
e(1−s)Pω f̃(s)ds

+ 1
2P
−1
ω

∫ x

0
e(x−s)Pω f̃(s)ds+ 1

2P
−1
ω

∫ 1

x
e(s−x)Pω f̃(s)ds] (2.58)

+ G(−x)
[
Λ̃−1Pωe

xPω

(
P−1
ω d̃0 + d̃1 − P−1

∫ 1

0
e(1−s)Pω f̃(s)ds

)
+ e(1−x)Pω d̃1

]
,

où 

ỹ0 = Λ̃−1d̃0 + Λ̃−1
ω Pωd̃1 + H̃Λ̃−1

ω ePω d̃1 − 2Λ̃−1
ω Pω Ĩ1 + H̃Λ̃−1

ω J̃0 − H̃Λ̃−1
ω ePω Ĩ1,

d̃0 = G(1)d0 + BG(1)d1,

d̃1 = G(1)d1,

H̃ = G(1)H,

Ĩ1 = 1
2P
−1
ω

∫ 1

0
e(1−s)Pω f̃(s)ds,

J̃0 = 1
2P
−1
ω

∫ 1

0
esPω f̃(s)ds,

f̃(x) = G(x)f(x).

(2.59)



Chapitre 3

Problème aux limites avec des
conditions non locales générales pour
une classe d’équations elliptiques du
second ordre

On étudie la même équation qu’au chapitre précédent, mais on fait apparaitre, dans les
conditions aux limites, un deuxième opérateur K ce qui permet de généraliser et d’unifier le
modèle proposé : on retrouve ici des résultats connus par ailleurs et on produit de plus des
résultats nouveaux. Des complications techniques nous ont amené a ne traiter ici que le cas
ou B = 0.

3.1 Le cas où B = 0

3.1.1 Position du problème et hypothèses
Soit E un espace de Banach complexe, f appartient à Lp(0, 1;E) où 1 < p < ∞, d0, d1

sont des éléments de E ; A, H et K sont des opérateurs linéaires fermés dans E. Considérons
l’équation différentielle opérationnelle du second ordre sur E,

u′′(x) +Au(x) = f(x), p. p. x ∈ (0, 1), (3.1)

avec des conditions aux limites non-localesαu′(1)− γHu(0) = d0,

βu′(0) + δKu(1) = d1,
(3.2)

où α, β, γ, δ ∈ C.

(α, γ) 6= (0, 0), (α, δ) 6= (0, 0), (β, γ) 6= (0, 0), (β, δ) 6= (0, 0). (3.3)

Le but est de trouver une solution stricte u du (3.1)-(3.2), c’est-à-dire une fonction u telle
que

u ∈ W 2,p(0, 1;E) ∩ Lp(0, 1;D(A)),
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avec u(0) ∈ D(H), u(1) ∈ D(K) et satisfaisant (3.1)-(3.2). Comme précédemment on suppose
que

E est un espace de Banach UMD. (3.4)
Les hypothèses, sur les opérateurs, pour résoudre le problème (3.1)-(3.2) sont les sui-

vantes : 
A est un opérateur linéaire fermé dans E,
[0,+∞[⊂ ρ(A) et sup

λ≥0
‖ λ(A− λI)−1 ‖L(E)< +∞. (3.5)

Il est bien connu que l’hypothèse (3.5) implique que −(−A) 1
2 génère un semi-groupe

analytique sur E (voir[4]). On suppose, De plus
pour tout s ∈ R, (−A)is ∈ L(E) et il existe θA ∈]0, π[;
tel que : sup

s∈R
‖ e−θA|s|(−A)is ‖L(E)< +∞, (3.6)

H et K satisfait
0 ∈ ρ(H) ∩ ρ(K), (3.7)

et les conditions de commutativités suivantes

A−1H−1 = H−1A−1, A−1K−1 = K−1A−1 et H−1K−1 = K−1H−1. (3.8)

Soit Q = −(−A) 1
2 et considérons l’opérateur Π défini par

D(Π) = D(Q2αβH−1K−1) et Π = Q2αβH−1K−1 − γδI,

on suppose que
Π est d’inverse borné. (3.9)

Soit Λ défini par D(Λ) = D(Π(I − e2Q)) = D(Π) et

Λ = Π
(
I − e2Q

)
+ 2

(
αδH−1 + γβK−1

)
QeQ,

on suppose que
Λ est d’inverse borné. (3.10)

Remarque 3.1. Supposons (3.4) ∼ (3.10).
1. L’hypothèse (3.9) implique que (αβ, γδ) 6= (0, 0) et cela est assuré par (3.3).
2. Concernant Π on a

– si αβ = 0, alors D(Π) = E et Π = −γδI est d’inverse borné,
– si αβ 6= 0 et H = K = I alors

D(Π) = D(Q2) et Π = αβ(Q2 − γδ

αβ
I) = −αβ(A−

(
−γδ
αβ

)
I),

donc (3.9) est vérifiée si et seulement si −γδ
αβ
∈ ρ(A),

– si αβ 6= 0 et H = K = Q, alors

D(Π) = E et Π = (αβ − γδ)I.

donc (3.9) est vérifiée si et seulement si γδ 6= αβ,



– si αβ 6= 0 et (H,K) = (Q, I) ou (I,Q) alors

D(Π) = D(Q) et Π = αβ(Q− γδ

αβ
I),

donc (3.9) est vérifiée si et seulement si γδ
αβ
∈ ρ(Q).

3. Si x ∈ E, alors
αβΠ−1H−1K−1x ∈ D(Q2),

donc Π−1H−1K−1x ∈ D(Q2), si αβ 6= 0.

Démonstration. Il suffit d’écrire, pour tout x ∈ E, Π−1x ∈ D(Π) = D(Q2αβH−1K−1).
Alors

αβΠ−1H−1K−1x = αβΠ−1H−1K−1x ∈ D(Q2).

3.1.2 Réprésentation de la solution du (3.1)-(3.2)
Pour résoudre le problème (3.1)-(3.2), on utilise la même méthode que dans le chapitre

précédent. Sous les hypothèses (3.4)-(3.10), on suppose que le problème admet une solution
stricte u ; c’est-à-dire u ∈ W 2,p(0, 1;E) ∩ Lp(0, 1;D(A)), u(0) ∈ D(H), u(1) ∈ D(K) et u
vérifie (3.1)-(3.2). Alors, pour x ∈ [0, 1] on a

u(x) = exQy0 + e(1−x)Qz1 + Ix + Jx, (3.11)

avec 
Ix = 1

2

∫ x

0
e(x−s)QQ−1f(s)ds

Jx = 1
2

∫ 1

x
e(s−x)QQ−1f(s)ds,

(voir [2, p. 3]). Maintenant, pour obtenir la réprésentation finale de u, il suffit de calculer y0
et z1 à partir des données d0, d1, f,A,H et K. On a y0, z1 ∈ D(Q) et pour tout x ∈ (0, 1),

u′(x) = QexQy0 −Qe(1−x)Qz1 +QIx −QJx, (3.12)

donc 
u(0) = y0 + eQz1 + J0

u(1) = eQy0 + z1 + I1

u′(0) = Qy0 −QeQz1 −QJ0

u′(1) = QeQy0 −Qz1 +QI1,

(3.13)

alors αQe
Qy0 − αQz1 + αQI1 −H

(
γy0 + γeQz1 + γJ0

)
= d0

βQy0 − βQeQz1 − βQJ0 +K
(
δeQy0 + δz1 + δI1

)
= d1,

on peut écrire
(
αH−1QeQ − γI

)
y0 −

(
αH−1Q+ γeQ

)
z1 = H−1Q−2d0 + γQ−2J0 − αH−1Q−1I1(

βK−1Q+ δeQ
)
y0 +

(
δI − βK−1QeQ

)
z1 = K−1Q−2d1 + βK−1Q−1J0 − δQ−2I1,



où y0 = Q−2y0,

z1 = Q−2z1.

On sait que y0, z1 ∈ D(Q2), dans le système précédent on peut appliquer δI − βK−1QeQ à
la première équation et αH−1Q+ γeQ à la deuxième équation, et puis on utilise l’hypothèse
(3.8), cela implique

(
δI − βK−1QeQ

) (
αH−1QeQ − γI

)
y0 −

(
δI − βK−1QeQ

) (
αH−1Q+ γeQ

)
z1

=
(
δI − βK−1QeQ

)
(H−1Q−2d0 + γQ−2J0 − αH−1Q−1I1)(

αH−1Q+ γeQ
) (
βK−1Q+ δeQ

)
y0 +

(
αH−1Q+ γeQ

) (
δI − βK−1QeQ

)
z1

=
(
αH−1Q+ γeQ

)
(K−1Q−2d1 + βK−1Q−1J0 − δQ−2I1) ,

ainsi, par l’addition des deux équations, on déduit que[
−αβH−1K−1Q2e2Q + αβH−1K−1Q2 + 2αδH−1QeQ + 2γβK−1QeQ − γδI + γδe2Q

]
y0

= eQ
[
−βH−1K−1Q−1d0 + αβH−1K−1I1 + γK−1Q−2d1 − γδQ−2I1

]
+ δH−1Q−2d0

+γδQ−2J0 − 2αδH−1Q−1I1 + αH−1K−1Q−1d1 + αβH−1K−1J0,

on note que

−αβH−1K−1Q2e2Q + αβH−1K−1Q2 + 2αδH−1QeQ + 2γβK−1QeQ − γδI + γδe2Q = Λ,

on déduit que

y0 = eQΦ + δΛ−1H−1Q−2d0 + γδΛ−1Q−2J0 − 2αδΛ−1H−1Q−1I1 (3.14)
+ αΛ−1H−1K−1Q−1d1 + αβΛ−1H−1K−1J0,

où

Φ = −βΛ−1H−1K−1Q−1d0 + αβΛ−1H−1K−1I1 + γΛ−1K−1Q−2d1 − γδΛ−1Q−2I1. (3.15)

Alors

αΛ−1H−1K−1Q−1d1 = Q−2y0 − eQΦ−Q−2δΛ−1H−1d0 −Q−2γδΛ−1J0 (3.16)
+ 2Q−2αδΛ−1H−1QI1 − αβΛ−1H−1K−1J0,

et d’après l’assertion 3 de la remarque (3.1), on en déduit que αΛ−1H−1K−1Q−1d1 ∈ D(Q2),
alors

αΛ−1H−1K−1d1 ∈ D(Q).

Maintenant, (3.14) devient

y0 = Q2eQΦ + δΛ−1H−1d0 + γδΛ−1J0 − 2αδΛ−1H−1QI1 (3.17)
+ QαΛ−1H−1K−1d1 +QαβΛ−1H−1K−1QJ0,



De la même manière, on a

(
βK−1Q+ δeQ

) (
αH−1QeQ − γ

)
y0 −

(
βK−1Q+ δeQ

) (
αH−1Q+ γeQ

)
z1

=
(
βK−1Q+ δeQ

)
(H−1Q−2d0 + γQ−2J0 − αH−1Q−1I1)(

αH−1QeQ − γ
) (
βK−1Q+ δeQ

)
y0 +

(
αH−1QeQ − γ

) (
δ − βK−1QeQ

)
z1

=
(
αH−1QeQ − γ

)
(K−1Q−2d1 + βK−1Q−1J0 − δQ−2I1) ,

par la soustraction des deux équations, on obtient

Λz1 = eQ
[
−δH−1Q−2d0 + αH−1K−1Q−1d1 − γδQ−2J0 + αβH−1K−1J0

]
− βH−1K−1Q−1d0 − γK−1Q−2d1 + αβH−1K−1I1 − 2γβK−1Q−1J0 + γδQ−2I1,

cela implique que

z1 = eQΨ− βΛ−1H−1K−1Q−1d0 − γΛ−1K−1Q−2d1 + αβΛ−1H−1K−1I1 (3.18)
− 2γβΛ−1K−1Q−1J0 + γδΛ−1Q−2I1,

où

Ψ = −δΛ−1H−1Q−2d0 + αΛ−1H−1K−1Q−1d1 − γδΛ−1Q−2J0 + αβΛ−1H−1K−1J0. (3.19)

D’après l’assertion 3 de la remarque (3.1), on déduit que

z1 = Q2eQΨ−QβΛ−1H−1K−1d0 − γΛ−1K−1d1 +Q2αβΛ−1H−1K−1I1 (3.20)
− 2γβΛ−1K−1QJ0 +Q2γδΛ−1I1.

Par la substitution de (3.17) et (3.20) dans la formule (3.11), on obtient

u(x) = Q2exQeQΦ + δΛ−1H−1exQd0 + γδΛ−1exQJ0 − 2αδΛ−1H−1QexQI1

+ QαΛ−1H−1K−1exQd1 +Q2αβΛ−1H−1K−1exQJ0 +Q2e(1−x)QeQΨ
− QβΛ−1H−1K−1e(1−x)Qd0 − γΛ−1K−1e(1−x)Qd1 +Q2γδΛ−1e(1−x)QI1

+ Q2αβΛ−1H−1K−1e(1−x)QI1 − 2γβΛ−1K−1Qe(1−x)QJ0 + Ix + Jx,

avec Φ et Ψ sont réprésentés respectivement par (3.15), (3.19). Finalement, on peut écrire u
sous la forme suivante

u(x) = R(x, d0, d1, f) +DV1(x, f) +DV2(x, f) + S(x, d0, d1, f), (3.21)

où

R(x, d0, d1, f) = exQeQΦ + e(1−x)QeQΨ,

DV1(x, f) = 1
2γδΛ

−1Q−1exQ
∫ 1

0
esQf(s)ds+ 1

2γδΛ
−1Q−1e(1−x)Q

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

+ 1
2Q
−1
∫ x

0
e(x−s)Qf(s)ds+ 1

2Q
−1
∫ 1

x
e(s−x)Qf(s)ds,



DV2(x, f) = 1
2QαβΛ−1H−1K−1exQ

∫ 1

0
esQf(s)ds

+ 1
2QαβΛ−1H−1K−1e(1−x)Q

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds,

et

S(x, d0, d1, f) = δΛ−1H−1exQd0 −QβΛ−1H−1K−1e(1−x)Qd0 +QαΛ−1H−1K−1exQd1

− γΛ−1K−1e(1−x)Qd1 − αδΛ−1H−1exQ
∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

− γβΛ−1K−1e(1−x)Q
∫ 1

0
esQf(s)ds. (3.22)

3.1.3 Quelques résultats
Dans cette section, on donne quelques résultats concernant la régularité de la solution u

de problème (3.1)-(3.2) en étudiant la régularité des termes R,DV1, DV2 et S.

Proposition 3.2. Soient d0, d1 ∈ E et f ∈ Lp(0, 1;E) avec 1 < p < +∞. Alors

x 7→ A R(x, d0, d1, f) ∈ Lp(0, 1;E).

Démonstration. Pour tout ψ ∈ E, n ∈ N, on a eQψ ∈ D(Qn), donc

A e.QeQψ = e.Q A eQψ

et A e.QeQψ est borné et appartient à Lp(0, 1;E). Il suffit de remarquer qu’on peut écrire
A R(., d0, d1, f) comme une somme des termes ZA e.QeQψ, ZA e(1−.)QeQψ, où Z ∈ L(E) et
ψ ∈ E.

Remarque 3.3. (Corollaire du Théorème de Dore-Venni)
Sous les hypothèses (3.4) ∼ (3.6) et soit f ∈ Lp(0, 1;E) avec 1 < p <∞.

Q
∫ x

0
e(x−s)Qf(s)ds ∈ Lp(0, 1;E),

par conséquent,
Q
∫ 1

x
e(s−x)Qf(s)ds ∈ Lp(0, 1;E).

Proposition 3.4. Si f ∈ Lp(0, 1;E), 1 < p <∞. Alors

A DV1(., f) ∈ Lp(0, 1;E).

Démonstration.

A DV1(x, f) = −1
2γδΛ

−1QexQ
∫ 1

0
esQf(s)ds− 1

2γδΛ
−1Qe(1−x)Q

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

−1
2Q

∫ x

0
e(x−s)Qf(s)ds− 1

2Q
∫ 1

x
e(s−x)Qf(s)ds, (3.23)



donc

A DV1(x, f) = −1
2γδΛ

−1
[
Q
∫ 1

0
e(x+s)Qf(s)ds+Q

∫ 1

0
e[(1−x)+(1−s)]Qf(s)ds

]

−1
2Q

∫ x

0
e(x−s)Qf(s)ds− 1

2Q
∫ 1

x
e(s−x)Qf(s)ds.

D’après la remarque (3.3), on a x 7→ 1
2Q

∫ x

0
e(x−s)Qf(s)ds et x 7→ 1

2Q
∫ 1

x
e(s−x)Qf(s)ds sont

dans Lp(0, 1;E). Par conséquant x 7→ Q
∫ 1

0
e(x+s)Qf(s)ds (voir [22, p. 215]) et

x 7→ Q
∫ 1

0
e[(1−x)+(1−s)]Qf(s)ds appartient à Lp(0, 1;E), où Λ−1 ∈ L(E), d’où

A DV1(., f) ∈ Lp(0, 1;E).

D’après H.Triebel [45], on a

Remarque 3.5. Soit p ∈]1,+∞[. Alors
1. Q2e.Qx ∈ Lp(0, 1;E) si et seulement si x ∈ D(Q2, E) 1

2p ,p
.

2. Qe.Qx ∈ Lp(0, 1;E) si et seulement si x ∈ D(Q2, E) 1
2p+ 1

2 ,p
.

Lemme 3.6. Si f ∈ Lp(0, 1;E), 1 < p <∞. Alors

A DV2(., f) ∈ Lp(0, 1;E).

Démonstration. D’après la remarque 3.3, on peut déduire que

e.QQ
∫ 1

0
esQf(s)ds ∈ Lp(0, 1;E).

De plus,
Π−1αβH−1K−1(E) ⊂ D(Q2) = D(A),

(voir l’assertion 3 de la remarque 3.1) et A est fermé, donc AΠ−1αβH−1K−1 ∈ L(E).
Alors

AΠ−1αβH−1K−1exQQ
∫ 1

0
esQf(s)ds

et
AΠ−1αβH−1K−1e(1−x)QQ

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

appartient à Lp(0, 1;E). D’où
ADV2 ∈ Lp(0, 1;E).

Lemme 3.7. On écrit Λ−1 sous la forme

Λ−1 = Π−1 + Π−1W,

avec
W ∈ L(E) et W (E) ⊂

∞⋂
k=1

D(Qk).



Démonstration. PosonsX = 2Π−1 (αδH−1 + γβK−1)QeQ(I − e2Q)−1 ∈ L(E)
S = −e2Q ∈ L(E)

On déduit que
Λ−1 = (I + S)−1(I +X)−1Π−1.

Soit U = −X(I +X)−1 ∈ L(E) et V = −S(I + S)−1 ∈ L(E),
alors (I +X)−1 = I + U et (I + S)−1 = I + V .
On obtient

Λ−1 = (I + U)(I + V )Π−1 = (I + V + U + UV )Π−1,

et pour cela
Λ−1 = Π−1 + Π−1W,

avec W = V + U + UV = e
1
2QM où

M =
[
e

3
2Q − 2Π−1

(
αδH−1 + γβK−1

)
Qe

1
2Q(I +X)−1 +X(I +X)−1e

3
2Q
]

(I + S)−1 ∈ L(E).

Remarque 3.8. On appliquant le Lemme précédent 3.7 dans la formule (3.22), nous trouvons

S(x, d0, d1, f) = QΠ−1H−1exQ[δQ−1d0 + αK−1d1 − αδQ−1
∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds]

−QΠ−1K−1e(1−x)Q[βH−1d0 + γQ−1d1 + γβQ−1
∫ 1

0
esQf(s)ds]

+exQζ0 − e(1−x)Qζ1, (3.24)

où 

ζ0 = QΠ−1W [δQ−1H−1d0 + αH−1K−1d1

−αδQ−1H−1
∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds] ∈

∞⋂
k=1

D(Qk),

ζ1 = QΠ−1W [βH−1K−1d0 + γQ−1K−1d1

+γβQ−1K−1
∫ 1

0
esQf(s)ds] ∈

∞⋂
k=1

D(Qk).

(3.25)

3.1.4 Résultat principal
Théorème 3.9. Sous les hypothèses (3.4) ∼ (3.10). Soit f ∈ Lp(0, 1;E) avec 1 < p < ∞.
Alors, les affirmations suivantes sont équivalentes

1. QαΠ−1H−1K−1d1 + δΠ−1H−1
[
d0 − α

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

]
∈ (D(Q2), E) 1

2p ,p
et

−QβΠ−1K−1H−1d0 − γΠ−1K−1
[
d1 + β

∫ 1

0
esQf(s)ds

]
∈ (D(Q2), E) 1

2p ,p
.

2. u donnée par (3.21) est l’unique solution stricte de (3.1)-(3.2).



Démonstration. Rappelons que u(x) = R(x, d0, d1, f)+DV1(x, f)+DV2(x, f)+S(x, d0, d1, f).
On utilise les Propositions précédentes 3.2, 3.4 et le Lemme 3.6 ; il suffit d’étudier le terme
S. D’après la Remarque 3.8, on a

S(x, d0, d1, f) = exQ
(
QαΠ−1H−1K−1d1 + δΠ−1H−1

[
d0 − α

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

])
−e(1−x)Q

(
QβΠ−1H−1K−1d0 + γΠ−1K−1

[
d1 + β

∫ 1

0
esQf(s)ds

])
+exQζ0 − e(1−x)Qζ1

= J1(x) + J2(x) + J3(x). (3.26)

Puisque ζ0, ζ1 ∈
∞⋂
k=1

D(Qk), J3(.) est régulière, de sorte que la régularité de S est l’une de

J1 + J2. J1(.) ∈ Lp(0, 1;E) si et seulement si

QαΠ−1H−1K−1d1 + δΠ−1H−1
[
d0 − α

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

]
∈ (D(Q2), E) 1

2p ,p
.

De même, J2(.) ∈ Lp(0, 1;E) si et seulement si

−QβΠ−1H−1K−1d0 − γΠ−1K−1
[
d1 + β

∫ 1

0
esQf(s)ds

]
∈ (D(Q2), E) 1

2p ,p
.

Remarque 3.10. En ce qui concerne l’affirmation 1 du Théorème précédent 3.9, nous pou-
vons remarquer que dans la première ligne QαΠ−1H−1K−1d1 est bien défini. En effet,

1. Si β 6= 0 puis en raison de remarquer 3.1 l’assertion 3

QαΠ−1H−1K−1 = 1
β
QαβΠ−1H−1K−1 ∈ L(E).

2. Si β = 0, la deuxième ligne dans l’affirmation 1 du Théorème précédent 3.9 devient
−γΠ−1K−1d1 ∈ (D(Q2), E) 1

2p ,p
⊂ D(Q) et depuis γ 6= 0, Π−1K−1Q−1 = Q−1Π−1K−1;

on a d1 ∈ D(Q). De plus, nous pouvons écrire

QαΠ−1H−1K−1d1 = αΠ−1H−1K−1Qd1.

De même, dans la deuxième ligne de l’affirmation 1 du Théorème 3.9 −QβΠ−1K−1H−1d0
est bien défini.

3.1.5 Problème avec un paramètre spectral
Notre résultat précédent concernant le problème (3.1)-(3.2) exige l’hypothèse d’inversibi-

lité (3.10) qui peut être difficile à vérifier dans les applications. Pour cela, nous introduisons
un paramètre spectral positif ω et nous étudions le nouveau problème

u′′(x) +Au(x)− ωu(x) = f(x), x ∈ (0, 1)
αu′(1)− γHu(0) = d0,

βu′(0) + δKu(1) = d1.

(3.27)

Ce problème correspond au problème (3.1)-(3.2) où A est remplacé par Aω = A− ωI.



Les hypothèses

On suppose qu’il existe ω0 ≥ 0 fixé tel que
Aω0 un opérateur linéaire fermé dans E,
[0,+∞[⊂ ρ(Aω0) et sup

λ≥0
‖ λ(Aω0 − λI)−1 ‖L(E)< +∞. (3.28)


Pour tout s ∈ R, (−Aω0)is ∈ L(E) et il existe θAω0

∈]0, π[;
tel que : sup

s∈R
‖ e−θAω0

|s|(−Aω0)is ‖L(E)< +∞. (3.29)

De plus, H et K doivent satisfaire

0 ∈ ρ(H) ∩ ρ(K). (3.30)

et les relations de commutativité suivantes

A−1
ω0H

−1 = H−1A−1
ω0 et A−1

ω0K
−1 = K−1A−1

ω0 . (3.31)

Notons que pour ω ≥ ω0, Qω = −(−Aω) 1
2 est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe

analytique sur E (voir [4]). De plus, si 0 ∈ ρ(Aω), alors 0 ∈ ρ(Qω).
On définit aussi l’opérateur linéaire Πω sur son domaine D(Πω) par

Πω = αβQ2
ωH−1K−1 − γδI.

Résultats fondamentaux

Lemme 3.11. Sous les hypothèses (3.28)-(3.31). Si

∃ω1 ≥ ω0, ∃c1 ≥ 0 : ∀ω ≥ ω1 0 ∈ ρ(Πω) et ‖Π−1
ω ‖L(E) ≤ c1, (3.32)

alors, il existe ω∗ ≥ ω1 ≥ ω0 tel que, pour ω ≥ ω∗, Λω est admet un inverse borné et

Λ−1
ω = (I − e2Qω)−1

[
I + 2Π−1

ω (αδH−1 + γβK−1)QωeQω(I − e2Qω)−1
]

Π−1
ω .

Démonstration. Soit

Λω = (αβQ2
ωH−1K−1 − γδI)(I − e2Qω) + 2(αδH−1 + γβK−1)QωeQω

=
[
(αβQ2

ωH−1K−1 − γδI) + 2(αδH−1 + γβK−1)QωeQω(I − e2Qω)−1
]

(I − e2Qω)

= Πω

[
I + 2Π−1

ω (αδH−1 + γβK−1)QωeQω(I − e2Qω)−1
]

(I − e2Qω),

alors
Λω = Πω(I − Lω)(I − e2Qω),

avec
Lω = −2Π−1

ω (αδH−1 + γβK−1)QωeQω(I − e2Qω)−1.

Pour prouver l’inversibilité de Λω, il suffit de montrer l’inversibilité de I−Lω. Donc prouvons
que ‖ Lω ‖L(E)< 1. Soit

‖ Lω ‖L(E)=‖ 2Π−1
ω (αδH−1 + γβK−1)QωeQω(I − e2Qω)−1 ‖L(E)



≤‖ Π−1
ω ‖L(E) (| αδ |‖ H−1 ‖L(E) + | γβ |‖ K−1 ‖L(E))

2 ‖ QωeQω ‖L(E)

1− ‖ e2Qω ‖L(E)
.

D’après le Lemme de Dore-Yakubov [20], pour α ∈ R, il existe des constantes C, k > 0 (qui
ne dépendent pas de ω), pour tout x ≥ 1, on a

‖ (−A+ ωI)αe−x(−A+ωI)1/2 ‖L(E)≤ Ce−kx
√
ω,

en particulier
‖ QωeQω ‖L(E)≤ Ce−k

√
ω et ‖ e2Qω ‖L(E)≤ Ce−2k

√
ω.

Alors

‖ Lω ‖L(E)≤‖ Π−1
ω ‖L(E) (| αδ |‖ H−1 ‖L(E) + | γβ |‖ K−1 ‖L(E))

2Ce−k
√
ω

1− Ce−2k
√
ω
.

L’hypothèse (3.32) implique l’existence de ω∗ > ω1 tel que ‖ Lω ‖L(E)< 1 pour tout ω ≥
ω∗.

Le Lemme suivant donne des conditions suffisantes pour que l’hypothèse (3.32) doit être
vraie.

Lemme 3.12. Sous les hypothèses (3.3) et (3.28) ∼ (3.31). De plus, on suppose que l’une
de ces conditions est satisfaite

1. αβ = 0.
2. αβ 6= 0, γδ

αβ
∈ R et H = K = I.

3. αβ 6= 0, H,K ∈ L(E).
Alors, (3.32) est vérifiée.

Démonstration. Notons d’abord que, d’après l’hypothèse (3.29), il existe c ≥ 0 tel que pour
tout ω > ω0, on a

‖A−1
ω ‖L(E) = ‖(Aω0 − (ω − ω0)I)−1‖L(E) (3.33)

≤ c

ω − ω0
. (3.34)

Maintenant, si l’assertion 1 est vérifiée, alors Πω = −γδI et (3.32) est vérifiée aussi.
Si l’assertion 2 est vérifiée, on a

Πω = αβ(Q2
ω −

γδ

αβ
I) (3.35)

= −αβ(Aω − (− γδ
αβ

)I)

= −αβ(Aω0 − (ω − ω0 −
γδ

αβ
)I).

Alors, pour ω > ω0 (assez grand), 0 ∈ ρ(Πω) et utilisant (3.33), on obtient

‖(Πω)−1‖L(E) = |αβ|‖
(
Aω0 − (ω − ω0 −

γδ

αβ
)I
)−1

‖L(E)

≤ c

ω − ω0 − γδ
αβ

,



qui prouve l’hypothèse (3.32).
Si l’assertion 3 est vérifiée, alors

Πω = (αβH−1K−1 − γδQ−2
ω )Q−2

ω = (αβH−1K−1 + γδA−1
ω )Q−2

ω .

Mais, dans L(E),
lim

ω→+∞
αβH−1K−1 + γδA−1

ω = αβH−1K−1. (3.36)

Puisque H,K ∈ L(E) on obtient que αβH−1K−1 est inversible dans L(E), donc il existe
ω1 ≥ ω0 tels que pour tout ω ≥ ω1

αβH−1K−1 + γδA−1
ω est inevrsible dans L(E),

ce qui implique que
Πω est d’inverse borné.

Par conséquent, on pose pour ω ≥ ω1

Dω :=
(
αβH−1K−1 + γδA−1

ω

)−1
,

et utilisant (3.36), on trouve dans L(E)

lim
ω→+∞

Dω = 1
αβ
KH.

Alors
Πω = DωQ−2

ω = −DωA−1
ω ,

qui donne
lim

ω→+∞
‖Π−1

ω ‖L(E) = 0.

Théorème 3.13. Supposons (3.28) ∼ (3.31) et (3.32). Soit f ∈ Lp(0, 1;E), 1 < p < ∞ et
ω ≥ ω∗. Alors, les affirmations suivantes sont équivalentes

1. QωαΠ−1
ω H−1K−1d1 + δΠ−1

ω H−1
[
d0 − α

∫ 1

0
e(1−s)Qωf(s)ds

]
∈ (D(Q2), E) 1

2p ,p
et

−QωβΠ−1
ω K−1H−1d0 − γΠ−1

ω K−1
[
d1 + β

∫ 1

0
esQωf(s)ds

]
∈ (D(Q2), E) 1

2p ,p
.

2. Il existe une solution unique stricte de (3.27).
De plus, la solution u est donnée par (3.21), où Q est remplacé par Qω, Λ par Λω et Π par
Πω.

3.1.6 Etude de quelques cas particuliers
Problème de Dirichlet

Dans ce cas, nous prenons α = β = 0, γ = −1, δ = 1 et H = K = I. Notre problème
(3.1)-(3.2) devient 

u′′(x) +Au(x) = f(x), a. e. x ∈ (0, 1)
u(0) = d0,

u(1) = d1.

(3.37)



Les hypothèses (3.4) ∼ (3.10) réduisent à (3.4), (3.5) et (3.6).
H−1 = K−1 = Π = I et Λ = I − e2Q. ( I − e2Q est d’inverse borné, (voir A. Lunardi [37,
60])). Notre résultat principal devient

Théorème 3.14. Assumer (3.4), (3.5) et (3.6). Si f ∈ Lp(0, 1;E) avec 1 < p < ∞ et
d0, d1 ∈ (D(Q2), E) 1

2p ,p
, alors le problème (3.37) a une solution stricte unique u, c’est-à-dire

u ∈ W 2,p(0, 1;E) ∩ Lp(0, 1;D(A)),

et satisfait (3.37).

Ce résultat a été prouvé par A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe, A. Yagi dans
[22, Theorem 4, p. 216].

Le problème Neumann

Considérons l’équation principale de notre problème (3.1) avec des conditions aux limites
de type Neumann, dans ce cas, nous remplaçons α = β = 1, γ = δ = 0 et H = K = I ; on
obtient 

u′′(x) +Au(x) = f(x), a. e. x ∈ (0, 1)
u′(1) = d0,

u′(0) = d1.

(3.38)

Les hypothèses (3.4) ∼ (3.10) deviennent (3.4), (3.5) et (3.6). Π = Q2 = −A et

Λ = Q2(I − e2Q).

Dans ce cas, u représentée par

u(x) = eQxeQ
[
−(I − e2Q)−1Q−3d0 + (I − e2Q)−1Q−3

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

]
+eQ(1−x)eQ

[
(I − e2Q)−1Q−3d1 + (I − e2Q)−1Q−3

∫ 1

0
esQf(s)ds

]
−(I − e2Q)−1Q−1eQ(1−x)d0 + (I − e2Q)−1Q−1eQxd1

+1
2(I − e2Q)−1Q−1eQx

∫ 1

0
esQf(s)ds

+1
2(I − e2Q)−1Q−1eQ(1−x)

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

+1
2Q
−1
∫ x

0
e(x−s)Qf(s)ds+ 1

2Q
−1
∫ 1

x
e(s−x)Qf(s)ds. (3.39)

Ainsi, le résultat principal est :

Théorème 3.15. Sous les hypothèses (3.4), (3.5) et (3.6). Soit f ∈ Lp(0, 1;E) avec 1 < p <
∞. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes

1. d0, d1 ∈ (D(Q), E) 1
p
,p.

2. u donnée par (3.39) est l’unique solution stricte de (3.38).



Le cas où K = I

Si on prend α = γ = δ = 1, β = 0 et K = I ; ce cas est étudié par A. Aibeche, N.
Amroune, S. Maingot dans [2].

Le cas où H = K = Q

Dans ce cas, le problème (3.1)-(3.2) devient
u′′(x) +Au(x) = f(x), a. e. x ∈ (0, 1)
αu′(1)− γQu(0) = d0

βu′(0) + δQu(1) = d1.

(3.40)

On introduit une nouvelle hypothèse sur A
A est un opérateur linéaire fermé dans E, σ(A) ⊂]−∞, 0[
et pour tout θ ∈]0, π[, sup

λ∈Sθ
‖ λ(A− λI)−1 ‖L(E)< +∞, (3.41)

où Sθ = {z ∈ C \ {0} : | argz |< θ}.

Remarque 3.16. 1. Si αβ − γδ = 0 et αδ + γβ 6= 0, alors Λ n’admet pas un inverse
borné.

2. Si αβ − γδ 6= 0 et αδ + γβ = 0, Alors Λ = (αβ − γδ)(I − e2Q) est d’inverse borné.
3. Si αβ − γδ 6= 0 et αδ + γβ 6= 0, Alors

Λ = (αβ − γδ)(I − e2Q) + 2(αδ + γβ)eQ, (3.42)

et on peut construire Λ−1 par l’utilisation du calcul fonctional (voir le Lemme et le
Théorème suivants).

Lemme 3.17. Soit Υ ∈ C \ {0}. On a, pour z ∈ C

F (z) = 1 + 2Υe−z − e−2z.

Alors
1. F (x) 6= 0 pour tout x ∈]0,+∞[,
2. il existe R0 > 0 telle que : z ∈ C et Re(z) ≥ R0 implique F (z) 6= 0,
3. il existe φ ∈]0, π2 [ telle que F ne s’annule pas sur le secteur Sϕ.

(Sϕ := {z ∈ C \ {0} :| arg(z) |< ϕ}).

Démonstration. 1. Supposons que X ∈ R vérifie

X2 − 2ΥX − 1 = 0.

Alors Υ = X2 − 1
2X ∈ R, donc


X = Υ +

√
Υ2 + 1 ∈]1,+∞[,

ou
X = Υ−

√
Υ2 + 1 ∈]−∞, 0[.



Finalement,

(X ∈ R et X2 − 2ΥX − 1 = 0) =⇒ X ∈]−∞, 0[∪ ]1,+∞[. (3.43)

Maintenant, pour x ∈]0,+∞[, F (x) = −(X2 − 2ΥX − 1) où X = e−x ∈]0, 1[ et (3.43),
on obtient F (x) 6= 0.

2. il est clair que lim
Rez→+∞

F (z) = 1.

3. Soit Z(F ) := {z ∈ C : F (z) = 0} et

K = {z ∈ C \ 0 :| arg(z) |≤ π

4 , Rez ≤ R0} ∪ {0}.

Puisque F est analytique dans C, F 6= 0 et K est un ensemble compact, on trouve que
Z(F ) ∩K est fini. De plus, d’après l’assertion 1, Z(F ) ∩K∩]0,+∞[= ∅.
On en déduit qu’il existe ϕ ∈]0, π4 [ assez petit, tel que

Z(F ) ∩ {z ∈ C \ 0 :| arg(z) |≤ ϕ, Rez ≤ R0} = ∅.

Et finalement d’après l’assertion 2, en déduit que

Z(F ) ∩ Sϕ = ∅.

Théorème 3.18. Soit f ∈ Lp(0, 1;E) avec 1 < p < +∞. On suppose que
1ère cas (3.4), (3.5) et (3.6) sont vérifiées et αβ − γδ 6= 0, αδ + γβ = 0

ou
2ème cas (3.4), (3.41) et (3.6) sont satisfaites et αβ − γδ 6= 0, αδ + γβ 6= 0.
Alors, les deux affirmations suivantes sont équivalentes

1. αd1 + δ(d0 − α
∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds ∈ (D(Q), E) 1

p
,p et

−βd0 − γ(d1 + β
∫ 1

0
esQf(s)ds ∈ (D(Q), E) 1

p
,p.

2. Le problème (3.40) a une unique solution stricte.
Il suffit d’obtenir l’inversibilité de Λ et puis d’appliquer le Théorème 3.9.

Dans le premier cas, Λ est inversible (voir l’assertion 2 de la Remarque 3.16).
Dans le deuxième cas, on peut écrire (3.42) comme suit

Λ = (αβ − γδ)
(
I − e2Q + 2ΥeQ

)
,

où Υ = αδ + γβ

αβ − γδ
. Utilisant le Lemme (3.17) avec Υ particulier, on peut considérer

Y = F − 1
F

,

qui est holomorphe au voisinage de σ(−Q) et de sorte que

Y (−Q) = 1
2πi

∫
Γ
Y (z)(zI − (−Q))−1dz.



avec Γ est la courbe limite dans Sϕ
2
(orientée positivement).

Alors, de l’utilisation du calcul fonctionnel classique (voir Haase [28]). On a

(I − Y (−Q))Λ = (I − Y (−Q)) ◦ F (−Q)
= [(I − Y )(F )] (−Q)
= [1](−Q) = I.

De la même manière, on obtient

Λ(I − Y (−Q)) = I,

cela prouve que Λ est d’inverse borné avec Λ−1 = I − Y (−Q). �

3.1.7 Exemples
On commence par un exemple simple

Exemple

Soit E = Lp(R), 1 < p <∞. On définit l’opérateur A par

D (A) = W 2,p(R), Au = u′′,

et considéronsH,K ∈ L(E) deux opérateurs inversibles. Soit ω0 > 0. Un calcul simple montre
que (3.5), (3.6), (3.7) sont vérifiées. De plus, A satisfait (3.8), voir Prüss-Sohr [40].

θA = ε1,

pour n’importe quel ε1 ∈]0, π[. appliquons le Théorème 3.13, on a

Proposition 3.19. Soit p ∈ ]1,∞[ , f ∈ Lp(0, 1;X) et
QωαΠ−1

ω H−1K−1d1 + δΠ−1
ω H−1

[
d0 − α

∫ 1

0
e(1−s)Qωf(s)ds

]
∈
(
W 2,p(R), Lp(R)

)
1

2p ,p

−QωβΠ−1
ω K−1H−1d0 − γΠ−1

ω K−1
[
d1 + β

∫ 1

0
esQωf(s)ds

]
∈
(
W 2,p(R), Lp(R)

)
1

2p ,p
.

Alors, il existe ω∗ > 0 tel que pour tout ω > ω∗, le problème

∂2u

∂x2 (x, y) + ∂2u

∂y2 (x, y)− ωu(x, y) = f (x, y) , (x, y) ∈ ]0, 1[× R,

α
∂u

∂x
(1, y)− γH(u(0, y)) = d0 (y) , y ∈ R,

β
∂u

∂x
(0, y) + δK(u(1, y)) = d1 (y) , y ∈ R,

(3.44)

admet une solution stricte unique u, telle que

u ∈ W 2,p(0, 1;Lp(R)) ∩ Lp(0, 1;W 2,p(R))

et u satisfaite (3.44).



Exemple

Soit Ω un domaine borné dans Rn, n > 1, avec une frontière régulière ∂Ω et prenons
E = Lp(Ω), 1 < p <∞. On définit les opérateurs A,H et K par

D(A) =
{
u ∈ W 4,p(Ω) : u|∂Ω = ∆u|∂Ω = 0

}
, Au = −∆2u

et
D(H) = D(K) = W 2,p(Ω) ∩W 1,p

0 (Ω), Hu = Ku = ∆u = −
√
−Au = Qu.

Si α = β = 1, δ = −γ, γ 6= ±i alors d’après l’assertion 2 de la Remarque (3.1) et l’assertion 2
de la Remarque (3.16) ; on a 0 ∈ ρ(Π)∩ρ(Λ) et le Théorème 3.9 est applicable. Nous pouvons
étudier le problème aux limites suivant

∂2u

∂x2 (x, y)−∆2u(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ (0, 1)×Ω,
∂

∂x
u(1, y) + δ∆yu(0, y) = d0(y), y ∈ Ω,

∂

∂x
u(0, y) + δ∆yu(1, y) = d1(y), y ∈ Ω,

u(x, ξ) = ∆yu(x, ξ) = 0, (x, ξ) ∈ (0, 1)×∂Ω,

à condition que f ∈ Lp(0, 1;Lp(Ω)) et
d1 + δ

[
d0 −

∫ 1

0
e(1−s)Qf(s)ds

]
∈ (D(Q), Lp(Ω)) 1

p
,p ,

−d0 + δ
[
d1 +

∫ 1

0
esQf(s)ds

]
∈ (D(Q), Lp(Ω)) 1

p
,p .





Perspectives

On donnera ici quelques pistes pour traiter le problème de chapitre précédent dans le cas
où B génère un groupe fortement continu. On faudrait de résoudre le problème suivant

u′′(x) + 2Bu′(x) +Au(x) = f(x), x ∈ (0, 1),
αu′(1)− γHu(0) = d0,

βu′(0) + δKu(1) = d1.

où f ∈ Lp(0, 1;E). A,B,H etK sont des opérateurs linéaires fermés dans E. α, β, γ, δ ∈ C et
d0, d1 ∈ E.
Et pour cela, on appliquons la méthode de Krein [34] pour résout le problème suivant

v′′(x) + (A− B2)v(x) = f̃(x), x ∈ (0, 1),
αv′(1)− γH̃v(0) = d̃0,

βv′(0) + δK̃v(1) = d̃1.

où f̃ ∈ Lp(0, 1;E). H̃, K̃ sont des opérateurs linéaires fermés dans E et d̃0, d̃1 ∈ E.
A cause des complications techniques, on introduisons un nouveau problème sous la forme

u′′(x) + 2Bu′(x) +Au(x) = f(x), x ∈ (0, 1),
α1u

′(1) + α0u
′(0) + γ1H1u(1) + γ0H0u(0) = d0,

β1u
′(1) + β0u

′(0) + δ1K1u(1) + δ0K0u(0) = d1,

avec H0,H1,K0,K1 sont des opérateurs linéaires fermés dans E et α0, α1, β0, β1, γ0, γ1, δ0, δ1 ∈
C et d0, d1 ∈ E. Des résultats analogues peuvent être établis par la technique utilisée dans
les deux chapitres précédents pour le nouveau problème obtenu

v′′(x) + (A− B2)v(x) = f̃(x), x ∈ (0, 1),
α1u

′(1) + α0u
′(0) + γ1H̃1u(1) + γ0H̃0u(0) = d̃0,

β1u
′(1) + β0u

′(0) + δ1K̃1u(1) + δ0K̃0u(0) = d̃1,

où H̃0, H̃1, K̃0, K̃1 sont des opérateurs linéaires fermés dans E et d̃0, d̃1 ∈ E.
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Résumé :
Cette thèse présente quelques résultats sur une classe d’équations différentielles abstraites

(à coefficients opérateurs) de type elliptiques dans l’espace UMD. La première partie étudie
cette classe avec des conditions aux limites l’une des est non-locale et la deuxième partie
consiste un travail similaire mais avec des conditions aux limites non-locales générales. Le
but principal dans les deux parties est l’obtention des résultats concernant l’existence, l’uni-
cité de la solution stricte et sa régularité grâce à la théorie des semi-groupes, la théorie
d’interpolations et le Théorème de Dore-Venni.

Mots clefs : Equation différentielle abstraite, conditions aux limites non-locales, espace
UMD, Théorème de Dore-Venni.

Abstract :
This thesis presents some results concerning a class of abstract differential equations

(with operators’ coefficients) of elliptic type in UMD space. The first part studies this class
with non-local boundary conditions and the second part treats a similar work but with
general non-local boundary conditions. The main aim of the two parts is to get some new
results concerning existence, uniqueness of the strict solution and it’s regularity due to the
semigroups theory, interpolation theory and the well-known Dore-Venni Theorem.

Keys words : Abstract differential equations, non-local boundary conditions, UMD space,
Dore-Venni Theorem.
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