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Introduction

Les équations différentielles abstraites sont des équations différentielles dont les coefficients
sont des opérateurs linéaires (non bornés mais au moins fermés) sur un espace de Banach. De
nombreux auteurs ont étudié ce genre d’équations; citons en premier les travaux de E. Hille
et Nagy (1938), E. Hille et K. Yoshida (1948) qui ont résolu le probleme de Cauchy abstrait
suivant
u(z) — Au(z) =0, =z €[0,+00)

B (1)
u(0) = wo,

ou A est un opérateur linéaire fermé sur un espace de Banach complexe E, uy € E. La
résolution de a permis d’associer & l'opérateur A, un opérateur linéaire borné e** pour
tout © > 0, ce qui est connu par la théorie des semi-groupes (1930-1960).
Dans ce travail on s’intéresse a une classe d’équations différentielles abstraites du deuxieme
ordre du type
u" () + 2Bu/ (x) + Au(z) = f(z) =z € (0,1). (2)

ou A, B sont deux opérateurs linéaires fermés dans E et f € LP(0,1; F) avec 1 < p < +00.
Plusieurs travaux concernant 1’équation avec différentes conditions aux limites ont été
réalisés. Citons

— A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe, A. Yagi [23] qui ont étudié 1’équation ({2))

avec des conditions aux limites de type Dirichlet

{“”(x) +2Bu/(z) + Au(z) = f(x) z € (0,1), (3)

u(0) = up, u(l) = u;.

— Les travaux de M. Cheggag, A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, A. Medgheri [14],[15]
dans deux cas différents, soit B = 0, soit B génere un groupe fortement continu avec
des conditions aux limites de type Robin

{u’(()) — Hu(0) = uo,
u(l) = uyq,

(4)

Dans ce travail, on étudie I’équation (2)) avec des conditions non locales, contenant des opé-
rateurs linéaires fermés H et IC, de la forme

av' (1) — yHu(0) = dy
{Bu’(O) + 0Ku(1) = dy, (5)

ou«,f3,v,0 € Cetdy, di € E. Pour que le probléeme soit bien posé on suppose que

(,7) # (0,0), (a,0) # (0,0), (8,7) # (0,0), (5,9) # (0,0). (6)

3



Historiquement, 1’étude de problemes aux limites avec ce type de conditions a été initié
par T. Carleman, dans les années trente, qui utilisait une technique d’intégrale singuliere pour
résoudre une équation elliptique avec des conditions aux limites contenant une combinaison
de fonctions a deux points différents. Une étape importante dans cette démarche est celle du
travail de Bitsadze et Samarskii [6, 69]. La modélisation mathématique des problémes non-
locaux est rencontrée en théorie de transmission de la chaleur, en théorie des populations,
thermo-élasticité, physique de plasma.

Dans cette these on utilise la méthode de réduction d’ordre (voir Krein [34]) pour obtenir
une représentation d’une solution stricte de notre probléme, puis en utilisant les outils de
I’anayse fonctionnelle et de la théorie spectrale détaillés dans les rappels du premier chapitre,
on montrera la régularité de cette solution. Ce travail est développé dans des espaces de
Banach qui possedent la propriété UMD et pour cela dans tout ce qui suit on pose

E est un espace UMD. (7)

La these est composée de trois chapitres.

Chapitrel

On donne ici certains rappels et certaines notions sur les outils principaux qui ont été
utilisés. Dans un premier temps, on parle des opérateurs fermés et leurs propriétés, puis on
rappelera quelques résultats classiques de la théorie des semi-groupes. Ainsi, on présentera
la théorie de l'interpolation et le calcul fonctionnel grace auquel on étudie les puissances
fractionnaires des opérateurs. Finalement, on présentera les principaux résultats de la théorie
des sommes d’opérateurs linéaires dans des espaces de Banach ayant la propriété UMD.

Chapitre2

On étudie dans le deuxieme chapitre ’équation avec des conditions aux limites 'une
de ces conditions est non locale (le cas ot v =y =86=1, 3 =0 et K =1 dans ()

v (1) — Hu(0) = dp, (s)
U(l) = dl,
ou dy, di € FE et H est un opérateur linéaire fermé.
Le chapitre 2 est composé de trois sections.

— Avant de commencer I'étude du probleme (2)-(8), on présentera dans la section 1
quelques résultats concernant la commutativité de deux opérateurs au sens des ré-
solvantes et sa relation avec la commutatvité des opérateurs.

— Dans la deuxiéme section, le travail présenté est contenu dans un article intitulé ” On
elliptic equations with general non-local boundary conditions in UMD spaces ”, qui a
été accepté dans "Mediterranean Journal Of Mathematics'. Dans ce travail, on étudie
le probleme dans le cas ou B = 0 avec des hypotheses sur les opérateurs A et H qui
sont

A est un opérateur linéaire fermé dans E,

0,+00[C p(A) et sup | A(A =AD" | gm)< +oc, ©)
A>0



pour tout s € R, (—A)* € L(E) et il existe 04 €]0, 7]

tel que sup |Je %41 (—A)™ || 2 < +oo. (10)
seR
‘H doit satisfaire
0€ p(H), (11)
A7MH T =HTTAT (12)

Notons Q = —(—.A)z. De plus, on définit A par

D(A) = D(H)
A =20Qe? — H(I —€29),

notons que vu on a D(H(I —e*?)) = D(H) et H(I — €?2) = (I — *¢)H. On
suppose que
A admet un inverse borné. (13)

Sous ces hypotheses, apres avoir montré quelques lemmes techniques, on obtient le
résultat suivant
Théoréme 0.1. Supposons que () ~ (13). Soit f € L*(0,1; E) avec 1 < p < oco. Alors,

le probléme admet une solution stricte unique si et seulement si dy € (D(Q?), E)QL €t
p?

1
1 (do+ Qi — [ e79%f(s)ids ) € (D(QY), B,
0 P’
Dans la troiseme section, on essayera d’adapter les résultats obtenu dans la deuxieme
section pour le probleme -. Ici, on remplace dans les hypotheses, 'operateur A

par A — B? et dans ce cas nos hypothéses sont les suivantes

A — B? est un opérateur linéaire fermé sur E,

tel que [0, +00[C p(A —B?) et sup || A(A— B> =N | gz < +o0, (14)
A>0
pour tout s € R, (B? — A)*® € L(E) et il existe 0 € |0, 7| tel que
sup || e 1*1(B% — A)* || p(my< +oo, (15)
seR
B est un opérateur linéaire fermé sur F, (16)
il existe \g tel que(A — B?)"Y (B — X\gI)™' = (B—X\I) ' (A—B*)"1,
(A-B)"H ' =11 A-B)", (17)
B génere un Cy—groupe (G(z))zer sur F, (18)

0 € p(H), (19)



Notons P = (B? — A)%. On Définit I'opérateur A par

{D@y:mﬁ)

A =2Pel — H(I — €*F),

on suppose que

0 € p(A). (20)
Le résultat essentiel de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 0.2. Soit f € LP(0,1; FE) avec 1 < p < 0o. Si les hypothéses N sont véri-
fiées. Alors, le probléme admet une solution stricte unique si et seulement si dy € (D(P?), E)%J)
et

. ~ ~ 1 ~
(o + Pdy — [ 1797 (s)ds) € (D(P2), E) 1.

0

ou
A‘ldg + /~\_1PJ1 + 7:[]\_1€Pd1 — 2]\_1Pj1 + 7:[]\_1j0 — 7:[A_16P]~1,

1)dy + BG(1)d,,
1)dy,
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Chapitre 3

Le troisiéme chapitre est consacré a 'étude du probleme (2)-(F]). On s’intéresse a 'ob-
tention des résultats concernant la représentation de la solution stricte et sa régularité sous
certaines hypotheses.

Hypotheses
A est un opérateur linéaire fermé dans F
0, +00[C p(A) et sup || ACA = D)™ £ < +oc, (22)
A>0
et
Pour tout s € R, (—A)"” € L(E) et il existe 04 €]0, 7|;
tel que :sup || e %Al (= A)™ || £(zy< +o0, (23)
seR
H et K satisfait
0 € p(H) 1 p(K), (24)
ATMH T =HTAT AT =Kt A et
1 (25)
HAIK L =K tHL



Soit Q = —(—A)%. Considérons 1'opérateur II défini par

D(II) = D(Q*apH K1),
= Q%*fH K -~

On suppose que
IT est d’inverse borné. (26)
De plus on introduit 'opérateur A en posant

D(A) = D(II(I — ¢*?)) = D(T0),
A=1I (I — €2Q) + 2 (H T + 8K 1) Qe<,

et on impose que

0 € p(A). (27)
Résultat principal
Théoreme 0.3. Sous les hypothéses — avec f € LP(0,1; E) et 1 < p < 00, le probléme
— avec B =0 admet une solution stricte u si et seulement si

Qall " H I dy + ST 1! {do — 04/01 e(ls)gf(s)ds} € (D(Q*),E)

2P
et .
C QBT KT H  dy — AT [d1+ﬁ [ e f(s)ds] € (D(Q*),E). ..

2p P

Probléme avec un parameétre spectral
Hypotheses

On suppose qu’il existe wy > 0 fixé tel que

Ay, un opérateur linéaire fermé dans FE,
10, +00[C p(Auy) et sup | A(Auy — A1)~ [l < +00. (28)
A>0
Pour tout s € R, (—Ay,)"” € L(E) et il existe 64, €]0,7(;
telle que :sup || e wol*l(— 4, )i |l 2(p)y< +00. (29)
seR
De plus, H et K doivent satisfaire
0 € p(H) N p(K). (30)

et les relations de commutativité suivantes

AJH T =HTAL et AT =KTTALL (31)



Notons que pour w > wy, 9, = —(—Aw)% est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique sur E (voir [4]). De plus, si 0 € p(A,), alors 0 € p(Q,,).
On définit aussi 'opérateur linéaire II,, sur son domaine D(II,,) par

I, = aﬁQi’Hillel —yol.

Les hypotheses — sont en géréral difficiles a satisfaire ; on étudiera certains cas parti-
culiers pour lesquels ces hypotheses sont réalisées. De plus, afin d’obtenir — pour des
opérateurs H et I plus généraux, on étudiera le méme probléme avec un parametre spectral
assez grand. Il s’agit en fait de remplacer A par A, d’introduire des opérateurs Il et A,
en remplacement de IT et A et de montrer qu’il existe un w* a partir duquel I'inversibilité de
IT, et A, est assurée. On obtient alors les résultats suivants.

Lemme 0.4. Sous les hypothéses -. Si
Jwi > wo, Jeg >0 Vw > w; 0 € p(ILy,) et || 2my) < 1, (32)
alors, il existe w* > w1 > wy tel que, pour w > w*, A, est admet un inverse borné et
ASY = (=€) 14 2115 (a0 M 4 4 BK ) Que (1 — €2%) ! TI

Lemme 0.5. Sous les hypotheses @ et ~ . De plus, on suppose que l'une de ces
conditions est satisfaite

1. af =0.

2. aﬁ#O,ﬁERet"H:K:[.
af

3. af £0, H,K € L(E).
Alors, (3.32)) est vérifiée.

Théoréme 0.6. Supposons ~ et (7?). Soit f € LP(0,1;E), 1 <p < oo etw > w™.
Alors, le probleme admet une solution stricte si et seulement si

1
Q all*H K dy + ST H [do —a / e1=9)Qw f(s)ds} € (D(Q*.E)1,,
0 2p?

et
— QUATIL I H Ny — AT1, K [dl + 8 /0 1 esQwﬂs)ds] € (D(Q).B) 4,

Finalement, on étudiera quelques cas particuliers pour l'inversibilité du déterminant A et
on donnera quelques exemples concrets.

Perspectives

A la fin de cette these, on présentera des perspectives pour le probleme — dans le
cas ou B génere un groupe fortement continu.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Opérateurs fermés

Définition 1.1. Soient E, F deuz espaces de Banach. On dit qu’un opérateur A est fermé
si son graphe G(A) est fermé dans E x F, c-a-d pour toute suite (z,)n>0 C D(A) telle que
x, — x dans E et Ar, — y dans F, alors x € D(A) et y = Ax.

Théoréme 1.2. (Théoréeme du graphe fermé) Si Uopérateur fermé A est défini sur tout
lespace E, alors A est borné :

A fermé et D(A) = E = A borné
Lemme 1.3. Si P: D(P) C E — E est un opérateur fermé et T € L(E) avec
T(E) C D(P),

alors

PT € L(E).

Démonstration. Soit (x,),>0 une suite dans D(PT) et x,y € E tels que

Ty — T,
PTz, —y.
Puisque T est continue, on a

Tz, — Tz,
P(Tx,) = PT(x,) — vy

et parce que P est fermé, alors Tx € D(P), c-a-d x € D(PT) et P(Tx) =y, c-a-d PT(x) = y.
Donc PT est fermé. D’apres le Théoreme du graphe fermé, on a

PT € L(E).



1.2 Théorie des semi-groupes

1.2.1 Semi-groupes

La théorie des semi-groupes prend son essor durant les années 1930-1960 a travers les
contributions notamment de E. Hille [30], R. S. Phillips [39], M. H. Stone [43] et K. Yosida
[49]. On trouvera dans le livre de A. Pazy [3§] un exposé complet de cette théorie ; on pourra
aussi consulter le livre de T. Kato [32].

Semi-groupes fortement continus

Définition 1.4. Un semi-groupe sur E est une famille (T(t)),s, d’opérateurs linéaires
bornés sur E vérifiant
1. T(0) = Ig.

2.Vt,s 20, T(s+1t)=T()T(s).
Dans ce cas le générateur infinitésimal du semi-groupe (T'(t)),, est l'opérateur linéaire

A:D(A)CE— E,
caractérisé par

D(A) = {x € E: lim Tz =

t—0t

T
existe dans E}

Ve € D(A), Az = lim M .

t—0t

Définition 1.5.
On dit qu'un semi-groupe (T'(t)),s, est fortement continu si et seulement si

Ve € E, lg}% |T(t)x — x|z = 0.

On dit aussi que (T(t)),s, est un Cy semi-groupe.

Proposition 1.6.  Soit (T'(t)),, un Co semi-groupe. On pose

1
alors :

1. w € [—o0, o0l
2. Pour tout w €|w, 400, il existe M = M(w) > 1 tel que

vt =0, HT(t)HE(E) < Me*, (1.2)

3. Si w = w alors il n’est pas toujours possible de trouver M > 1 donnant ([1.2)).

Définition 1.7.
On dit que (T(t)),s, est un Co semi-groupe uniformément borné si on a la majoration
avec M > 1 et w =0 et on dit que (T(t)),5, est un Cy semi-groupe de contractions si

onacwecleetw:O.



Dans la suite p(A) désigne 'ensemble résolvant de 'opérateur linéaire fermé A, c¢’est-a-dire
p(A)={reC /(A=A e L(EB)},
et o (A) désigne le spectre de A, c’est-a-dire

7 (A)=C\ p(A).

Le théoreme suivant, qui traite le cas particulier des semi-groupes de contractions a été
montré indépendamment par E. Hille [30] et K. Yosida [49].

Théoreme 1.8.
A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contractions (T(t))),s, si et
seulement si

1. A est un opérateur linéaire fermé densément défini sur F,

2. p(A) D]0, +o0] et ,
VA €0, +oof, [(A- )\I)’lHE(E) <5

Dans ce cas A vérifie de plus
p(A) D Ph={A€C /[ Re(\) >0} et

VA e P,V N* — )™ S 5o
€ R,Vn e N7, [[(A ) Hﬁ(E) (Re(M))

L’analogue pour les Cy semi-groupes quelconques a été obtenus indépendamment par R.
S. Phillips [39].

Théoréme 1.9.
Soient M > 1 et w € R. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. A est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe (T'(t))),s, satisfaisant
vt 20, Tt)yE < Me™,
2. A est un opérateur linéaire fermé densément défini sur E,
p(A) Dlw, +oof,

et
M

VA Vn € N* S v
€lw, +o0[,Vn € N7, co S )

((A=an™| (1.3)

En fait, si A génere un C semi-groupe, on dispose de renseignements supplémentaires
sur son ensemble résolvant et sa résolvante.

Proposition 1.10.
Soit (T(t)),o un Co semi-groupe satisfaisant

AM > 1,3w eR /Yt 20, [T(t)] o < Me.

Alors A, le générateur infinitésimal de (T'(t)),,, vérifie



1. p(A) D P,={ € C [ Re(\) >w} et

M

VA€ P, W¥ne N, [(A- )\I)‘"HL(E) < By e

2. La résolvante de A est donnée par la transformation de Laplace :
VAE P, (M —A)lx= / T (). (1.4)
0

3. On peut retrouver le semi-groupe (T(t)),, @ partir de son générateur A par la formule

T(t)z = lime"™ a2, t >0, z € E

A—00

ot Ay € L(FE) est Uapproximation de Yosida définie par
Ay = 2MAA - A > w.
La proposition suivante détaille les principales propriétés des Cy semi-groupes.

Proposition 1.11.
Soit (T(t)),so un Co semi-groupe de générateur infinitésimal A, alors on a :

1. Pour tout x € E, la fonction t — T(t)x est continue sur R,.

2. Size D(A) ett>0 alors T(t)x € D(A).

3. La fonction t — T'(t)x est continiment dérivable sur R, si et
seulement si x € D(A). Dans ce cas

vt >0, jtT( t)x = AT (t)x = T(t)Ax.
4. Pour tout x de E et toutt > 0
/(:T(s)a:ds € D(A) et .A/ s)xds =T(t)x — ,
et si de plus x € D(A)

A/ s)xds = /t (s)Azxds =T(t)x — x.

Ra

Si A est générateur infinitésimal d'un autre Cy semi-groupe (S(t)),s,, alors
vt >0, S(t) =T(t).

La proposition précédente permet d’affirmer entre autre que si A est le générateur infini-
tésimal d'un Cy semi-groupe (7'(t)),, et si ug € D(A), la fonction u : [0, +0o[— E définie
par

Vit >0, u(t) =T(t)uo,

est I'unique fonction dans C*([0,1]; X) N C([0,1]; D(.A)), solution du probléeme de Cauchy
u'(t) = Au(t), x € [0,4o00],
u(0) =



Semi-groupes différentiables

Définition 1.12.
On dit qu’un Cy semi-groupe (T(t)),>, est différentiable si pour tout x de E, la fonction
t— T(t)x est différentiable de ]0,+oo| dans E.

Proposition 1.13.
Soit (T'(t)),~, un Co semi-groupe différentiable de générateur infinitésimal A. Alors, on
a, pourn € N etz e X :

1. Vt €]0,+o0[, T(t)x € D(A™).
2. t— T(t)x estn fois différentiable sur |0, 4o00| et

Vvt €]0, 400], T™(t)x = AT (t)x.

3. Vt €]0,+oo[, T™(t) € L(E).
4.t TW(t) est différentiable (donc continu) de |0, +oo| dans L(E).

Semi-groupes analytiques

Dans cette partie, pour ¢ €]0, 7|, on considere le secteur ouvert

So={z€C" / |arg(2)] < 6}

Définition 1.14.
Soit ¢ €]0, 7.

(T(Z))zesj est un semi-groupe sur E , analytique dans S, si et seulement si

1.Vz eS8, T(z)eL(E).

2. T(0) = 1.

3. V21,20 €8y, T(21+ 22) =T (21)T(22).

4. Vo e X, lim ||T(2)x — x|z = 0.
o

z—0, z€S,

5. 2+ T(z) est analytique dans Sy.

Si de plus sup ||T(z)]| < 400, on dit que (T(z))zes—q5 est uniformément borné dans Sy.
z€?¢

Définition 1.15.
Un semi-groupe (T'(t)),s, sur E, est appelé semi-groupe analytique s’il existe ¢ €]0, w] tel
que (T(t)),=o se prolonge en (T(Z))zesj semi-groupe sur E, analytique dans Sg.

Notons que si (T'(t)),5, est un semi-groupe analytique sur £, alors, de par la définition,
c’est un Cj semi-groupe, de plus, pour tout x de E, la fonction t — T'(t)x est analytique de
]0, +oo[ dans E et donc (T'(t)),, est, a fortiori, un Cy semi-groupe différentiable.

Il est alors naturel de se demander a quelles conditions un Cy semi-groupe sur F, est
un semi-groupe analytique. M. G. Crandall, A. Pazy, L. Tartar ont proposé dans [16], la
caractérisation suivante :



Théoréme 1.16.

Un Cy semi-groupe (T(t)),s, sur E est un semi-groupe analytique si et seulement si son
générateur infinitésimal A vérifie :

30,k > 0: Yn € N*, YA €]nk, +o00]
| iy < €

nA"’

Il est important d’avoir aussi une caractérisation du générateur infinitésimal d’un semi-
groupe analytique uniformément borné. Les deux théoremes suivants répondent a ce probleme

Théoréme 1.17.

Soit A le générateur infinitésimal dun Cy semi-groupe (T'(t)),s, uniformément borné sur
E. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

1. 1l existe § €)0,7/2[ et C' > 0 tels que

,O(A) D Sng(; et
_ C 1.5
VA€ Sgus. (A=) gge < 1. ()
2. (T(t))sq est un Cy semi-groupe différentiable et il existe M > 0 tel que pour tout t > 0,

M

T(t) € L(E,D(A)) et HAT(t)||£(E) < -

3. 1l existe ¢ €]0,7] tel que (T'(t)),5, soit prolongeable en (T(Z))ZEST) semi-groupe sur X,
analytique dans Sy, uniformément borné dans S,.

Théoreme 1.18.
Soit A: D(A) C E — E un opérateur linéaire.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est fermé, D(A) est dense dans E et il existe C > 0 tel que

V

p(A) DIl ={\eC*/ Re(N)
VA eIl ||(°A - )‘I)_luﬁ(]g) <

0} et
(1.6)

>~

2. A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique, uniformément borné
(T'(t)),o qui de plus se prolonge en (T(Z))zeST,; semi-groupe sur E, analytique dans
Sy, uniformément borné dans Sy (avec ¢ €]0, 7] ).

Notons qu’en fait (L.6]) entraine & la fois (L.3) avec w = 0 et (L.5) et le théoreme [1.1§]
découle alors du théoreme [1.171
Théoreme 1.19.

Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique borné (T(t))i=o sur E.

Si 0 € p(A), alors il existe d > 0 tel que A+ 61 soit encore générateur d’un semi-groupe
analytique borné et de plus pour toutt >0 et a« > 0 on a

1. T(t): B D(A%),



2. Pour touty € D(A%), on a T(t)A%y = A*T(t)y.
3. Pour tout t > 0 Uopérateur A*T(t) est borné et il existe M, > 0, tel que

AT ()| < Maz%e™%".
4. Side plus 0 < a < 1 et alors, il existe C, > 0 tel que pour tout y € D(A%)
IT()y =yl < Cat™[|A%y]|

Démonstration
On peut trouver la démonstration dans le livre de A. Pazy [38], théoréeme 6.13 page 74.

1. D’apres les données sur A on a
YTuUV Cp(A) (1.7)
avec
Yr={AeC \ 0<w<l|arg(\)|},

et
V={Xe X"\ R\ A <

2

M
1+ |Al
alors A® existe pour tout « positif.

Puisque T'(t) est analytique alors

T(t): E— FW:OD(A") C D(A%), pour a > 0.

D’ou le résultat.
2. Soit x € D(A?%), alors x = A~y pour tout y € E, et

Tt =T({t)Ay = ﬁ /OOO P (8)T(t)yds = AT (t)y = AT (t)A%.

3. Puisque A* est fermé alors A“T(t) = T(t)A* est aussi fermé, partout défini, donc
d’apres le théoreme du graphe fermé A“T(t) est borné.

Soit n — 1 < a < n alors d’apres I’hypothese ([1.7)) il existe o > 0 tel que —a + 0 génere
un semi-groupe analytique ce qui implique 1’estimation suivante

1T < Me™,

et
AT ()] < Myt ™"e™,
alors, on a
1 o n—oa— n
AT = A AT € iy [ AT 0+ 5) s

M. 00
< _n n—a—l(y -n —6(t+s)d
T —a) /0 s (t+s)"e s
M,,e=% 00 M,
0 < ni/ n—a—1 1 N = o —(St‘
L'(n—a)t Jo " (1+u)"du o €



4. On a . .
IT()x x| = [ AT(s)ds| = || [ AT (s)A%ds]|
0 0

t
< c/ s A% ds = Cut®|| A%z ]|.
0

1.2.2 Semi-groupes analytiques généralisés
Définition(Voir E. Sinestrari [41], A. Lunardi [37])

Un opérateur linéaire A sur E sera dit générateur infinitésimal d’un semi-groupe ana-
lytique généralisé si et seulement si il vérifie toutes les conditions pour étre un générateur
infinitésimal d’un semi-groupe analytique sauf la condition de densité de domaine D(A).
Alors il existe w € R et 0 €]0, 7] tel que :

p(A) D S,s = {)x € C\{w} / larg(A —w)| < 5 + (5} et
sup [[(A —w) (AT — A)_1||L(E) < 400,

ESw,5

et en fixant r > 0, dp € |0, [ en peut écrire le semi-groupe (exA> L Sous la forme
=z

e [N —A)dAsiz >0

A __ Y
Isix=0,

ou v est le bord négativement orienté de S, 5, U B(0, 7).
Notons qu’on ne suppose pas que (e‘“‘) _, Soit un semi-groupe fortement continu.
x

Le Théoréme [T.19 reste vrai si on remplace “semi-groupe analytique borné” par “semi-
groupe analytique généralisé borné”.

1.2.3 Groupes fortement continus

Certains semi-groupes d’opérateurs (7'(t)),, peuvent étre prolongés en une famille (7'(t)) .
qui garde la propriété fondamentale T'(s +t) = T'(s)T'(t) pour s,t € R. On étudie ici les ca-
ractéristiques de ces semi-groupes.

Définition 1.20. Un groupe sur E, est une famille (T'(t)),.p d’opérateurs linéaires bornés
sur E vérifiant

1. T(0) = 1.
2. Vs,teR, T(s+1t)=T(s)T(t).

Ce groupe sera dit fortement continu s’il vérifie de plus

Vo € E, Ho,ltlgé\m} |T(t)e — ¢l = 0.

Remarque 1.21.

1. Si (T(t)),er est un groupe sur E alors (T(t)),s, et (T(—t)),5, sont des semi-groupes
sur B.



2. 8i (T(t)),er est un groupe fortement continu sur E alors (T'(t)),5, et (T'(—t)),s, sont
des semi-groupes fortement continus sur E. D’ot

IM*T 21,30t 20:¥t 20, [[T(t)] g < Mte™
M= 21,30 20: ¥t 20, [|T(=t)|pm < M7e ™,

soit en posant M = max {M* M~} >1 et w =max{wt,w™} >0
VieR, [[T®)|yp < Me,

Définition 1.22. Soit (T'(t)),.x groupe sur E. On appelle générateur infinitésimal du groupe
(T'(t));50, lopérateur linéaire A: D(A) C E — E, caractérisé par

T(t)p —
D(A)=SpcE: lim (Do = existe dans E
Vo € D(A), Ap= lim Tty - '
4 » T oieR\(o} t '

Exemple 1.23. Si A € L(E) alors (e“‘)teR est un groupe fortement continu sur E de
générateur infinitésimal A.

Proposition 1.24. Si (T'(t)),.p est un groupe fortement continu de générateur infinitésimal
A alors :

1. (T'(t)),5, est un semi-groupe fortement continu sur E de générateur infinitésimal A.

2. (T(—=1)),s, est un semi-groupe fortement continu sur E de générateur infinitésimal —A.
Démonstration. Rappelons que, d’apres la remarque [1.21

IM >1,3w 2 0:Vt R, ||T(t)llpm < Me.

On note A™ le générateur infinitésimal de (7'(t)),.
— Alors

T(H)o —
D(AY) = {(,0 € E: lim TMe=v existe dans E}
t—0+ t
T(t)p —
Vo € D(AY), At = lim M

t—0+ t
et vu (1.8) : A C A",
— De plus AT C A. En effet, si ¢ € D(A") alors

. T(t)p—¢
| — At
M A
T
— lim (e =¥ = ATy car
t—0- t
T(—t
lim (e —¢ = Atp et lim T(t) <A+gp) = A%y,
t—0— —t —

et pour t <0



The—v
t ATe

_ T@)<Tl—ﬂw——w>__A+

—t

1

< T (W A* )||+HT(t)(A+s0)—A+90H

90 @
<HTHH _ Aty

70 (40) - av]

< Mevlt
—t

‘ +|T@) (ATe) — ATl

T(t)p —
~ Dot lim Tt =v = Aty ie.
t—0,teR\{0} t
0 € D(A) et Ap = Ao,

— En conclusion : AT = A
On note de méme A~ le générateur infinitésimal de (T'(—t)),,-

— Alors
D(A™) = {gp €EFE: tlixﬁw existe dans E
- oy Lo —e L Te e
Vo € D), A= lim SSEE = i SRS
etvu cAC—-A.
— De plus — A~ C A. En effet, si p € D(A™) alors
Tl
tﬁijU;—¢
T(=t)p—¢ e
i P2 e ) ()~
et pour t > 0
Tty —¢ -
" (A
R
t
< |7 (()t"" - .Ago) H +||7(t) (Ap) — A |
_t — _ _
< )| T2 o (ae) - A
T(—t)p —
< Mel W - A_goH +]T) (A ) - Ay




s . Tto—p . e
— D’ou tao,lltlelﬁ\{o}f =—A"pie pe DA et Ap=—-A"p.
— En conclusion : A~ = —A.

]

Corollaire 1.25. (Unicité du groupe associé a un gén érateur infinitésimal) Si A est le
générateur infinitésimal du groupe fortement continu (T'(t)),cp et du groupe fortement continu
(S(t))cg alors

T(t)=S(t), teR.

Démonstration. (T(t)),so et (S(t)),s, sont des semi-groupes fortement continus sur £ de
méme générateur infinitésimal A, donc

De méme (T'(—t)),5, et (S(—t)),5, sont des semi-groupe fortement continus sur £ de méme
générateur infinitésimal —A donc

]
Remarque 1.26. Si (T(t)),.g est un groupe sur E dont le générateur infinitésimal A appar-
T(t)p —
tient a L (E) alors c’est un groupe fortement continu sur E (car pour tout p € E:  lim M
t—0,teR\{0} t

existe dans E ce qui entraine que  lim  T(t)o — ¢ = 0) donc, vu U'exemple |1.25 et le co-

t—0,teR\{0}
rollaire on a

T(t)=e", teR.
Proposition 1.27. Si (T'(t)),cg est un groupe sur E alors, pour tout t € R
0€p(T(t) et (T(t)™" =T(-1).

Proposition 1.28. Si (T'(t)),., est un semi-groupe sur E tel que 0 € p(T(t)) pour tout
t >0, alors en posant pourt > 0

T(~t)=(T(t)",
(i. e. T(t) = (T(—t))"" sit <0) on obtient que (T'(t)),cr est un groupe sur E.
Démonstration. Notons d’abord que pour tout t € R
T(t) est inversible dans £(E) et (T(t))"" = T(—t),

en effet c’est vrai par définition sit > 0, et, sit <0

Pour montrer que (7'(t)),cp est un groupe sur E il suffit de vérifier que :

Vs,t €eR, T(s+t)=T(s)I(t).



Losis,t>0,T(s+1t)=T(s)T(t) car (T(t)),>, est un semi-groupe.

2. si 5,6t < Oalors: T(s+1t) = Tt +s) = (T(-t—s))" T (T(—=t)T(—s))"" =
(T(=9))" (T(=t)"" =T(s)T(1).

3.sis 2 0,t <0,s+t>=0alors: T(s) =T(s+t+ (1)) = T(s 4+ t)T(—t) donc
T(s)T (1)L = T(s + t) soit T(s +t) = T(s)T(t). -

4. 818 2 0,t <0,s+t < 0alors: T(t) = T((—s) +s+1) =, T(—s)T(s+t) d'ou
T(—s)"'T(t) = T(s +t) soit T(s + ) = T(s)T(t). e

5.818 <0,t >0,s+t>0alors: T(t) =T(—s+ (s+1)) = T(—s)T(s +t) donc
T(—8)"T(t) = T(s + 1) soit T(s + t) = T(s)T(t). h

6.sis <0,t>0,s+t<0alors: T(s) =T((s+1t) —1t) =, T(s + t)T'(—t) donc
T(s)T(—t)"" = T(s + 1) soit T(s + t) = T(s)T(t). h

]

Proposition 1.29. Si (T'(t)),., est un semi-groupe fortement continu sur E tel que 0 €
p (T(t)) pour tout t = 0, alors en posant pourt = 0

on obtient que (T(t))te]R est un groupe fortement continu sur E.

Démonstration. Vu la proposition [1.28) il suffit de vérifier la forte continuité de (T'(t)),cp-
Rappelons que (T'(t)),,, étant semi-groupe fortement continu

AM > 1,020:920, [|T)]ppm < Me.

Orsipge Eona

L. h%ﬁ |1T(t)e — ¢llp =0 car (T'(t)),», est un semi-groupe fortement continu.

t— -
2. pour =1 <t<0
1Tt = ol = 1TOlze lle —T(=Delg

1T+ T (=Dl gy e = T(=t)¢llg
1T+ Ol 2y 1TV 2y 1T (=) = @l g
M NT (=) g IT(=t) = ¢l

VANY/ANIV/AN

d’ou lim [|[T(t)¢ — ¢l gz = 0 en effet vule 1. : lim ||T(—t)p — ||z = 0.
t—0— t—0—

. E lusion : i T(t)p — = 0.
3. En conclusion Ho,tlgl%\{()}n ()@ SOHE 0

Proposition 1.30. Si A est un opérateur linéaire sur E vérifiant :
1. A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (T (t)),s, fortement continu sur E

2. —A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (1T~ (t)),>, fortement continu sur
E.



Alors A est le générateur infinitésimal du groupe (T'(t)),cr fortement continu sur E défni par

TH(t) sit >0
() = { T-(—t) sit <0.

Démonstration. 11 suffit de montrer que
VE>0:TYW)T (t) =T () T*(t) =1, (1.9)
en effet, dans ce cas, vu la proposition [1.29] en posant

Tt)=TH(t)sit>0
{ T(t) = (TH(=t)) ' =T (—t)sit <0,

on obtient que (7'(t)),. est un groupe fortement continu sur £. Mais, puisque pour chaque

t >0, TT(t)T(t) € L(E) et que D(A) = E (car A est le générateur infinit ésimal d’un
semi-groupe), pour obtenir ([1.9)) il suffit de montrer que

Vi >0,Voe D(A) :TT)T () =T ()T (t)p = . (1.10)

Soit donc ¢ un élément fixé de D (A).

1. On définit
w: [0,400] — E
t — TH()T (t)e.

D(A) = D(—A), on a pour t € [0, +00]
w (t) =TT ()AT () + T () (—A) T~ (t)p = 0.
Donc w’ = 0 sur [0, +00[ et w est constante :
vt 2 0,w(t)e = w(0)p = ¢,

soit Yt = 0: TH(t)T~(t)p = .
2. On obtient similairement par échange des roles de T (¢) et T~ (¢) (et donc de A et —A)

que
Vi 0:T ()T (t)p = .

Finalement on a obtenu (1.10]) et donc ([1.9)). O
En combinant les propositions [I.24] [I.30] et le corollaire [I.25] on obtient :

Théoréme 1.31. A est le générateur infinitésimal d’un groupe (T(t)),cp fortement continu
sur B ssi A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (17 (t)),s, fortement continu sur
E et —A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (T~ (t)),5, fortement continu sur
E.

De plus, dans ce cas pourt € R

TH(t) sit>0
T (—t) sit <0.

T(t) = {



1.3 Espaces d’interpolation

1.3.1 Espaces de moyenne de Lions-Peetre [36]

Soient (Ey, ||.||,) et (E1,||.]|;) deux espaces de Banach s’injectant continfiment dans un
espace topologique séparé =. On considere les espaces de Banach Fy N Ey et Ey + E; munis
des normes respectives

Il gyom = lallg, + l2ls,
lellggrm, =, piof (ol + Il )

Définition 1.32.

Pour p € [1,00] et 6 €]0,1], on appelle espace de moyenne (ou espace d’interpolation)
entre Eq et Fy, lespace noté (Fy, El)&p des vecteurs
x € Ey+ E; tels que

i) Vt >0, Jug(t) € Ey, Jui(t) € Ey avec
x = up(t) + uy(t) (1.11)
i) t™%ug € LP(Ry, Ey), t'7 %, € LP(R,, E)).

Ici, LP(R,, Ey) désigne lespace des (classes de) fonctions fortement mesurables
u: Ry — Ey telles que

lul

+oo dt 1/p
LE(Ry,Eo) = (/0 [u(t)|l, t) < 400,

avec la modification usuelle pour p = +o0o, c’est a dire

||U| Le(Ry,Eo) — Sup ess ||u(t)||E0 < +00.
t€R+

Proposition 1.33.
(Eo, E1)y,, est un espace de Banach pour la norme

ey, =t ([

uo,uU1
ug (t)+ui(t)=z

) T Htl_eul

LE(Eo LE(EI)) ’

et vérifie
EyNE; C (Ey, El)g,p C By + Ey,

avec injections continues.



1.3.2 Propriété fondamentale d’interpolation

On se donne deux triplets d’espaces d’interpolation (Ey, Ey, =) et (Fy, Fy, F) et un opé-
rateur linéaire 7" de = dans f . Alors on a le théoreme

Théoreme 1.34.
On suppose que les restrictions de T aux espaces E; da valeurs dans F; sont linéaires conti-

nues. Alors pour tous 6 €]0,1[ et p € [1, 00] l'opérateur T est linéaire continu de (Eo, E1),,
dans (Fo, F1)g,, et

1-6 0
||T||L((Eo,El)g,p,(FO,Fl)Gyp) < C ||THL(E0,F0) ”THL(El,Fl) .

1.3.3 Autres définitions des espaces d’interpolation

1. z € (Ey, E1),,, si et seulement si
Yy € R, Jup(y) € Eo, Jui(y) € Ey
z = uo(y) + u(y)
e Wy € LP(R, Ey), e, € LP(R, Ey).
2. x € (Eo, Er)y, si et seulement si

YVt >0, Ju(t) € EyN Ey

x = /Ooou(t)cit

t7'u € L2(Ry, Ey), t'""u € LE(Ry, EY).

3. x € (Ep, E)y, si et seulement si

Vy € R, Ju(y) € EyN Ey

T = /_o; u(y)dy

e %u € [P(R, Ey), e~y ¢ LP(R, E)).

Définition 1.35.
Soient A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C E muni de sa norme du graphe

Ve e D(A), |zlpy = lI=llp + [Az] g,
et Ey, Ey tels que Eg = D(A) et Ey = E, on pose
D4(0;p) = (D(A); E)l—é’,pv

oup € [l,+oo] et 0 << 1.



On a des caractérisations explicites de ces espaces, par exemple, dans les cas suivants :

1. Supposons que p(A) D R, et il existe une constante C' > 0 telle que

. C
A0 [[(A-anT, <

alors D 4(0; p) est exactement le sous espace de E des u telles que
[P AA D) € IE(Ry, B).

LP(R,, E) est défini comme précédemment. Voir Grisvard [25] et [26].

2. Dans le cas ou A génere un semi-groupe fortement continu et borné dans E
DA(0;p) ={uec E:|[t7%(? - Dullg € LP(R, E)}.

Voir Lions [35].

3. Si maintenant A génere un semi-groupe analytique et borné dans F, alors
Da0;p) = {u € E: [P Acy|| € L2(R,, E)}.

Voir Butzer-Bérens [11].

1.3.4 Réitération
Soit A opérateur linéaire fermé sur E. On pose
Da(0+ k,p) = {x € D(A*) /| Az € D(0,p)} sik e N.

Ainsi
Da(0+1,p) = (D(A), D(A%))gp-

On a alors

D 42(0,p) = Da(20,p) si 0 # 1/2,
et plus généralement

Dan(0,p) = Da(mb, p) st mf ¢ N
En particulier

(D(A%),E), o = Du(5,p)

| = DA(eap)
= (D(A), E)1-o,p-



1.4 Calcul fonctionnel

1.4.1 Calcul fonctionnel de Dunford

On pourra consulter le livre de N. Dunford et J. Schwartz [21] et celui de E. Hille et R.
S. Phillips [31], pour I’étude des premiers développements du calcul fonctionnel dans le cadre
des opérateurs non bornés. Les derniers développements des différents calculs fonctionnels
pourront étre trouvés dans la synthese récente de M. Uiterdijk [46].

Le cadre traité ici est celui des opérateurs sectoriels et se réfere a 'exposé de M. Haase
[28].

Formule de Cauchy

Soit U un ouvert de C.

On note H(U) l'espace des fonctions holomorphes de U dans C.

Pour f € H(U), K un compact a bord de U et 2 a l'intérieur de K, la formule de Cauchy
assure alors que

A
Fo) =5 [ 50 iodA,

ou I' est le bord positivement orienté de K.

Intégrale de Dunford-Riesz

Le calcul fonctionnel classique de Dunford-Riesz s’appuie sur la formule précédente pour
construire f (7') ou 1" est un opérateur linéaire borné et f est holomorphe.

Plus précisément si T' € L(X) et si f est holomorphe sur un voisinage ouvert U de o (T)
(le spectre de T') alors on définit I'intégrale de Dunford-Riesz par

£ = 5 [V OT=T) " ax

ou I' est le bord positivement orienté d’un compact a bord K contenant o (7') et contenu
dans U.
L’application
¢p: HU) — L(E)
Fooe (D),

est un homomorphisme d’algebre qui vérifie entre autre
(z")(T)=T"sineN.
Il s’agit d’étendre, sous certaines conditions, ce calcul fonctionnel aux opérateurs secto-

riels.

Opérateurs sectoriels

Définition 1.36.
Soit w €]0, 7.



1. On pose S, ={z€ C* / |arg(z)| <w} et X, =C\ S,.

2. Un opérateur linéaire A sur E est dit sectoriel d’angle w si et seulement si
o(A) C S,

et pour tout w' €lw, [, il existe M, > 0 tel que

M,
Al

VAE Sy, [(A-AD7 <
3. Sect(w) désigne 'ensemble des opérateurs linéaires sur E qui sont sectoriels d’angle w.

Espaces de fonctions holomorphes

Définition 1.37.
Soit v €]0, 7.

1. DR(S,) est lespace des fonctions f de H(S,) vérifiant
3C >0, 35 >0/ V2 €S, |f(2)] <Cmin (|2 ]2]7).

2. DRy(S,) est Uespace des fonctions f de H(S,) qui sont bornées sur S,, qui admettent
un prolongement holomorphe sur un voisinage de 0 et qui vérifent

ds >0/ [f(2)] <O(z") (quand |z] — 400).
Notons que DR est mis pour Dunford-Riesz.

Calcul fonctionnel pour les opérateurs sectoriels

On considere ici w €]0, 7] et A € Sect(w).

Définition 1.38.
Soit f € DR(S,) UDRy(S,) ot ¢ €]m,w[. On pose alors

FA) =5 [ SOV A=A

ot la coube I est définie comme suit

1. Si f € DR(S,), on fire ' €]p,w| et on prend pour I', le bord orienté positivement de
St

2. St f € DRy(S,), on fize W' €lp,w| et on prend pour T, le bord orienté positivement de
S, UB(0,0). (0t est un réel strictement positif, choisi de sorte que f soit holomorphe

au voisinage de B(0,0)).

A) ainsi défini ne dépend pas du choix de w’ ou 4.
f(A) pend p



Définition 1.39.
Soit f € DR(S,) + DRo(S,) c’est-a-dire f = g+ h, ot

g € DR(S,), h € DRo(S,)).

On pose alors

fA) =g (A)+h(A).

Proposition 1.40.
Si f,g € DR(S,) + DRy(S,) et c,d e C alors

1. f(A) € L(E).
2. (cf +dg) (A) = c(f(A)) + d(9(A)).

Extension du calcul fonctionnel
On considere encore w €]0, 7| et A € Sect(w).

Définition 1.41.
On pose, pour ¢ €]0, 7|

(14 2)"

Notons que P(S,) contient DR(S,)+DRo(S,), mais aussi toutes les fonctions rationnelles
qui ont leurs poles hors de S, et en particulier les constantes.

P(S,) = {f € H(S,) /IneN: f2) o DR(S,) + DRO(S¢)} .

Définition 1.42.
Pour tout f € P(S,) ou ¢ €|w, [, on définit f(A) en posant

) = Ay ()

Les principales propriétés de ce calcul fonctionnel étendu sont données ci-dessous.

Proposition 1.43.
Si f € A(S,) avec p €lw, 7|, alors

1. f(A) est un opérateur fermé sur E.
2. Si A est borné alors f(A) est borné.
3. 1(A) =1, (z")(A) = A" oun € N*.

4.A¢S@:\»(Af(z)

—Z

) (A) = f(A) (M — A)~" et en particulier

(Aiz) (A) = (A — A"

Dans le cas particulier ou A est injectif et dans I'optique de définir A%, pour tout o € C,
on s’intéresse a une nouvelle classe de fonctions.

Définition 1.44.



1. On pose pour ¢ €]0, 7]

B(S,) = { FeH(s,) /IneN: TG o DR(&P)} |

(14 2)°
2. Si A est injectif, pour tout f € B(S,), (¢ €lw,n[), on définit f(A) en posant

) = (0 ara) (15

Proposition 1.45.
Si f € B(S,) avec ¢ €|w, [, alors

1. f(A) est un opérateur fermé sur E.

2. Si A est borné et inversible alors f(A) est borné.

Notons enfin que si f est dans l'intersection de A(S,) et B(S,) alors f(A) admet deux
formules de définition et ces formules coincident.

1.4.2 Puissances fractionnaires d’opérateurs

On s’appuiera sur le calcul fonctionnel développé ci-dessus pour définir les puissances
fractionnaires d'un opérateur sectoriel, comme il est fait dans M. Haase [28]. On pourra aussi
se référer a l'exposé fondateur de H. Komatsu [33] et a celui de A. V. Balakrishnan [4]. Le
livre de H. Tanabe [44] fournit une présentation agréable des puissances fractionnaires réelles
d’un opérateur sectoriel densément défini..

On considere ici A € Sect(w) ou w €]0, 7].

On se donne « € C, il s’agit alors sous certaines conditions, d’activer la formule

A% = (27) (A). (1.12)

Ici 2z désigne la détermination principale de la fonction "puissance o' caractérisée par

@ a(lnr +i6) 0

2 =e siz=re? r>0,0¢]—n,7

Puissances fractionnaires avec partie réelle positive

Si a € C avec Re(a) > 0, alors, quitte a fixer
¢ €lw,m[ et n € N, n > Re(a),

on obtient
(07

m € DR(SQD) et done Za € P(Sga)a

ce qui permet de définir A% par la formule ([1.12)).

Proposition 1.46.
Soient «, 5 € C avec Re(f), Re(a) > 0, on a

1. A% est un opérateur fermé de E.



2. A*TF = A* AP = AP A~
3. Re(B) > Re(a) = D(AP) C D(A®) et en particulier

Re(a) <1 = D(A) C D(A?).
4. Si A est injectif alors A% est injectif et
(A7) = (A

5. 510 € p(A) alors 0 € p(A%).

6. Si0 R avecO<9<Ealo7’s
w

(A7) = Ak
7. A€ L(F) = A“ € L(E).

Puissances fractionnaires avec partie réelle quelconque

Soit o € C.

Pour ¢ €|w, 7|, la fonction 2* est dans B(S,), et si A est injectif, la formule (1.12)) permet
encore de définir A%,

Proposition 1.47.
On considere a, B € C et on suppose que A est injectif. Alors

1. A% est un opérateur fermé de E.
2. A est injectif et (A%) " = A = (A" H)*.
3. AT C A AP,
4. 510 €R avec |0] < g alors
(47)" = A%
Considérons maintenant le cas particulier ou A admet un inverse borné.

Définition 1.48.
Si0 € p(A) et a € C avec Re(a) > 0, alors

1 A =AY e L(R).
2. AP = A0 AP = AP A

1.5 Espaces UMD

La définition originale d’un espace UMD (Unconditional Martingale Differences) fait in-
tervenir la théorie des martingales a valeurs vectorielles. Nous donnons ici une définition
équivalente, plus adaptée a notre travail et qui utilise la transformation de Hilbert (pour
I'équivalence entre les deux notions on pourra consulter J. Bourgain [7] et D. L. Burkholder

[9]).-



Définition 1.49. Pour e €]0,1] et p €]1,+o0[, on définit l'opérateur
H.e L(L?(R,E)),

par

Vfe IP(R,E), (H.f)(x)= " /5<5|<1/5Md5’ p. p. 7€ R,

T
et si pour un élément f € LP(R, E) donné

lim H.f existe dans LP (R, E),

e—0t

cette limite est notée Hf et est appelée la transformée de Hilbert de f sur LP (R, E).

Définition 1.50.
E est appelé espace UMD s’il existe p €]1, 4+00| tel que

Vfe L’ (R, E), lir%+H5f existe dans LP (R, E) . (1.13)
E—>

Dans ces conditions, 'application linéaire

H: I’(R,E) — LR E)
f —s Hf= lim H.f

e—07t

est continue, d’aprés le théoréme de Banach Steinhaus. Cet élément de L (LP (R, E)) est
appelé la transformée de Hilbert sur LP (R, E).

Notons que si E est un espace UMD alors (1.13|) est vraie pour tout p €]1,400].
Il est bon d’avoir aussi une caractérisation géométrique des espaces UMD, a cette fin on
introduit la notion de (-convexité. .

Définition 1.51.
E est dit (-convexe si et seulement si il existe une fonction

(:ExFE—R,

vérifiant ((0,0) > 0 et telle que pour tout x,y de E, on a
1. {(z,.) et ((.,y) sont convexes sur E.
2. C(x,y) <l +yl siflefl = [lyl = 1.
Le résultat fondamental de D.L. Burkholder (voir [8] et [10]) est le suivant :

Théoréeme 1.52.
E est un espace UMD si et seulement si E est (-conveze.

Il est possible de donner de nombreux exemples d’espaces de Banach classiques qui ont
la propriété UMD, ainsi :

1. Tout espace de Hilbert est un espace UMD.

2. Tout sous espace fermé d’un espace UMD est UMD.



3. Tout espace isomorphe a un espace UMD est UMD.

4. Si E est un espace UMD alors LP (2, E') l'est aussi des que p €]1,4+00] et que €2 est un
espace mesuré o-fini.

Définition 1.53. Un opérateur linéaire fermé A densément défini sur E appartient a la
classe BIP (o, E), avec o € [0, 7| si

{ ] — 00,0[C p(A), ker(A) = {0}, Tm(A) = E
et 3c>1:YA > 0,[|(A+ M) 7| < e/,

Vs e R, A% € L(E) et
Je>1:Vs € R, ||A”| < el

Cette définition valable pour tout espace de Banach E sera en fait utilisée quand E est
UMD.

1.5.1 Théoréme de Dore-Venni

Position du probléme

Il s’agit de résoudre I'équation

Au+ Bu = f,

ou f € F et A, B sont deux opérateurs linéaires fermés dans F.

On suppose entre autre que E est un espace UMD. Le Théoréme de Dore-Venni (voir [1§]
et [19]) montre que, sous de bonnes hypotheses sur les opérateurs A et B, A + B est fermé,
a inverse borné.

Les hypothéses sur A et B

On suppose que

pA) 2 1=50,0] et sup[AA+ 1) < +00
(V) { 0(B) > ]=50.0] et sup [AB+0) ey <+
DA = DB - B,
O | S e
304,05 € [0, 7[:
1) 04+0g <

(DV3) § 2) ¥s €R, A € L(E) ot sup ¢4 [ A% < +00

3) Vs eR, B € L(E) et sup e~lslos HBzSH c(py < 00
seR

Notons qu'alors A € BIP(04, F) et B € BIP(03, E).



Le théoréme

G. Dore et A. Venni ont obtenu dans [I8] le résultat remarquable suivant :

Théoréme 1.54. Si E est un espace UMD et sous les hypothéses (DV7), (DVs) et (DV3),
lopérateur

L=A+8,

est fermé et
0ep(L).

De plus, l'inverse de L est défini explicitement par ’intégrale

—zRz—1
L :/“4 5 4.
T

sin Tz
ou I' est une courbe verticale contenue dans la bande {z € C : 0 < Re(z) < 1} orientée de
—00 ¢ 4 00 1.
Application

Considérant le probléme suivant
(1.14)
ou A est un opérateur linéaire fermé sur E, T > 0 et f € LP(0,T; E).
Si p €]1, 400, en général, il n’est pas possible d’obtenir une solution
u€ W (0,T,E)NLP(0,T,D(A)),
du Probleme (|1.14)) sous I’hypothése minimale
fel?(0,T,F).

En fait, habituellement, un peu plus de régularité sur f est demandée.
Ici, grace a la propriété géométrique UMD, G. Dore et A. Venni ont obtenu comme
application de leur Théoreme le résultat suivant :

Théoréeme 1.55.
Si E est un espace UMD et si A est un opérateur linéaire fermé densément défini sur E

tel que

1) p(A) D]—00,0] et supl||A(A+ )\)’1||L(E) < 400

A0

2) AC > 1,30 € [0,7/2[: Vs € R, || A*| < Cel¥l.

alors, pour tout f € LP (0,T; E), le Probléme admet une unique solution
u € W (0,T; E)N LP(0,T; D(A)).

On peut encore citer le travail de G. Dore [17], Théoréme 2.4 page 28 :



Théoreme 1.56.
Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu vérifiant

36>0, IM>1:Yy>0, e < Me™.

Si le probleme de Cauchy admet pour un T donné une unique solution stricte sur
(0,7"), alors le probléme de Cauchy admet sur (0,00) une unique solution u.

Cette solution est donnée par

t
u t»—>/ e =4 f (s)ds.
0






Chapitre 2

Sur une classe d’équations elliptiques
avec des conditions aux limites non
locales dans ’espace UMD

Dans ce chapitre on étudie, dans un espace de Banach F, une classe d’équations différen-
tielles abstraites de la forme

u'(x) + 2B/ (z) + Au(z) = f(z), avec z € (0,1), (2.1)

ou f appartient a LP(0,1; E), 1 < p < 0o. A et B sont deux opérateurs linéaires fermés dans
E. On n’exige pas de régularité supplémentaire sur f et pour cela on suppose dans tout ce
travail que

E est un espace UMD. (2.2)

On va traiter ’équation (2.1]) avec les conditions aux limites suivantes

u(l) = d, (2.3)

u' (1) — Hu(0) = dy. (2.4)

L’originalité et la dificulté de I’étude tient notamment a la condition (2.4]), qui est une condi-
tion aux limites non locale contenant de plus un opérateur linéaire non borné H. De plus, d
et d; sont deux éléments de E.

2.1 Commutativité des opérateurs

La résolution de I’équation ([2.1)) avec les conditions aux limites — se fera en
supposant que les opérateurs, intervenant dans I’équation et les conditions aux limites, com-
mutent entre eux, en un certain sens a préciser. L’objet de ce paragraphe est d’étudier, les
propriétés générales concernant la commutation de deux opérateurs linéaires P et (). Soient
P et () deux opérateurs linéaires fermés sur E.

35



2.1.1 Commutativité au sens des résolvantes avec p(P) # @ et

p(Q) # @

Définition 2.1. Supposons que p(P) # @ et p(Q) # &. On dit que P et Q commutent (au
sens des résolvantes) ssi

A€ p(P) Vi € p(Q),  (P=A) " (Q—pl) ' = (Q—pl) " (P=AD)".

Lemme 2.2. Soient A € p(P) et p € p(Q) (ce qui suppose p(P) # @ et p(Q) # ).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1L (P=A)TQ-pl) = (Q—pD) " (P=AD).
2. Yy € D(Q)

(P=AD"yeD@) et (P=A)"(Q—pl)y=(Q—pl)(P—A)"y.
3. Yy € D(Q)
(P=A)"yeD@) et (P=A)"Qy=Q(P—A)"y.
4. Yy € D(P)
(Q@—ul) 'y e D(P) et (Q—pul) (P=A)y=(P=A)(Q—nl)"y.
5. Yy € D(P)
(Q—pI) 'y e D(P) et (Q—pI) ' Py=P(Q—ul) "y

Démonstration.
— Montrons que 1. = 2.
Soit y € D(Q). Pour z = (Q — pul)y on a

(PN Q—pl) e=(Q—ul) " (P=A)"" 2,

c’est-a-dire
(P=A)"y=(Q—pl)™ (P=A)"(Q—pl)y, (2.5)
donc (P — X))~y € D(Q) et en appliquant Q — I &

(Q—pl)(P=X)"'y=(P-X)"(Q—pl)y.

— Montrons que 2. = 1.
Pour z € Eon a (Q —ul)” ' 2z € D(Q) donc

{ (P=ANTH(Q—ul)™' 2 € D(Q) et
(P=AD)"(Q—=pl)(Q—pl) " 2= (Q—pl) (P=A)"(Q—pul)" 2,
ce qui donne
(P=A)"2=(Q—pul) (P =) (Q—pul) " 2,
puis

Q@—pl) " (P=A)'e=(P- M) (Q—ul) "



— 2. <= 3. car

{ (P=X)""Q=P-X)""(Q—pl)+pu(P—=X)"" et
QP =)' =(Q—pl)(P=A)"" 4+ p(P=A)""

— Conclusion : les propriétés 1., 2., 3. sont équivalentes.
— De méme, par échange des roles de P et (), propriétés 1.,4.,5. sont équivalentes.
O

Lemme 2.3. Soient \,\' € p(P) et p, 1’ € p(Q). Alors les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

L (PN Q) = (Q - ) (P AD T
2 (PN Q- D) = Q- D) (P—NI).
Démonstration. Vu le Lemme précédent, les propriétés suivantes sont équivalentes

L (P=AD(Q—pl) " =(Q—pl) " (P=AD)"".
la. Vye D(Q)

(P=X)""yeD@Q) et (P-XN)"'Qy=Q(P—X\)"y.
1b. Yy € D(Q)
(P=AN)""yeD(@Q) et (P=A)"(Q—pDy=(Q—pI)(P=A)""y.

Le (P=AD Q- D)™ = (@ D)™ (P— A1)
1.d Vy € D(P)

Q- 'yeD(P)et (Q—pI) ' Py=PQ-pI) "y
l.e Vy € D(P):
(Q—pI) yeD(P)et (Q—pT) " (P=ND)y=(P-XD)(Q—pI) "y
2. (P=NDTHQ-pD) =(@Q—-p D) (P=NI)T. O

Proposition 2.4. Soient \y fizé dans p(P) et uo fizé dans p(Q) (ce qui suppose p(P) # &
et p(Q) # @ ). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. (P=XD) Q= poD) ™ = (Q — pol) (P = XI)7".
2. Yy € D(Q)

(P =Xy € D(Q) et (P =) Qy=Q(P~XI)y.
3. Yy € D(P)

(Q = mol) 'y € D(P) et (Q — pol) ™' Py =P(Q—pol) 'y
4. YA€ p(P),Vu € p(Q)

(P=A)"HQ—pl)" = (Q—pl) (P =AI)".



5. YA € p(P),Vy € D(Q)
(P=A)"'yeD@) et (P=A)"'Qy=Q(P—\)""y.
6. V€ p(Q),Vy € D(P)

(Q—pl)'ye D(P) et (Q—pul)™ Py=P(Q—pul)""y.

Démonstration.
— Vu le Lemme [2.2] les propriétés 1.,2.,3. sont équivalentes et les propriétés 4., 5., 6. sont
équivalentes.

— Vu que p(P) # @ et p(Q) # @, on a, d’aprés le Lemme 2.3): 1. <= 4.
]

2.1.2 Commutativité pour deux opérateurs avec p(P) ou p(Q) # @

Définition 2.5. Supposons que p(P) # &. On dit que P commute avec Q) (au sens des
résolvantes) ssi

{ VA € p(P),Vy € D(Q),
(P=X)"'yeD@Q) et (P=X)"'"Qy=Q(P—\)""y.

Proposition 2.6. Soit \y fizé dans p(P) (donc p(P) # &). On suppose que D(P) C D(Q).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Yy € D(Q)
(P=XD) 'y eD@Q) et (P=XI) ' 'Qy=Q(P—XI"y.

2. D(QP) C D(PQ) etVy € D(QP), QPy= PQy.
3. Y\ € p(P),Yy € D(Q),

(P= A1)y e D(Q) et (P— )" Qy=Q(P-AD)""y.
Démonstration. Supposons que 1. soit vrai. Soit y € D(QP), alors y € D(P) C D(Q), donc

Qy
= Q(P= D)™ (P= D)y
= (P=XI)"Q(P = o)y (justifié car (P —Xol)y = Py — oy € D(Q)),

donc Qy € D(P), i.e. y € D(PQ), de plus
(P =2XI)Qy=Q(P—XI)y,

soit PQy = QPy. D’ou 2. est vrai.
Supposons que 2. soit vrai. Soit A € p(P) et y € D(Q) alors

z2:=(P—X)"'y e D(P) C D(Q)



et
Pz=(P—-XMN)z+Xz= y +A 2 € D(Q).
~— ~~
eD(Q) eD(P)CD(Q)

d’ott z € D(QP). Donc par hypothese : QPz = PQz soit

QP —XN)z=(P—-\)Qz
QP —=AN)(P=X)""y=(P-X)Q(P—-X)""y
Qy=(P—-A)Q(P—))"y,

et donc (P — X)) "' Qy=Q (P —X)"y. Doli 2. est vrai.
Enfin, il est évident que : 3. = 1. [

Remarque 2.7. Supposons que p(P) # @ et qu’il existe Ay € p(P) tel que
Yy € D(Q), (P=Xol) "y €D(Q) et (P=20)" Qy=Q (P =XI)"y.
Alors
D(QP)N D(Q) € D(PQ) et ¥y € D(QP)N D(Q), QPy = PQy.
Démonstration. Soit y € D(QP) N D(Q), alors

Qy
= QP =) (P=ol)y
= (P=XI) " Q(P—=XoI)y (justifi¢ car (P —Xol)y = Py — Aoy € D(Q)),

donc Qy € D(P), i.e. y € D(PQ), de plus
(P=2l)Qy=Q (P —Xl)y,
d’ou PQy = QPy. ]

2.1.3 Lienentre (P —\)" (Q —pul) ' =(Q—pul) " (P =\)""et PQ =
QP
Remarque 2.8. PQ) = QP signifie que
D(PQ) = D(QP) et PQx = QPx pour tout x € D(PQ) = D(QP)
Remarque 2.9. Si D(PQ) = D(QP) a-t-on pour A € C\ {0}
D((P =) Q) = D(Q(P = Al)) 7

Notons d’abord que D((P — \I) Q) = D (PQ).
Mais pour avoir D(Q (P — X)) = D (QP) il faudrait que pour x € D(Q (P — X)), c’est-
a-dire
re€D(P) et (P-XN)xeD(Q),
on ait aussi
r € D(P) et Pxr € D(Q),

donc au final x € D (P)N D (Q)!



Cas général p(P) # &, p(Q) # @
En utilisant les Propositions [2.4] et on obtient :

Proposition 2.10. Supposons que p(P) # &, p(Q) # @ et que D(P) C D(Q).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. YA€ p(P),Yp € p(Q)
(P=ADTH(Q—p) ' =(@Q—p)™ (P=ADT".
2. Y\ € p(P),Yy € D(Q)
(P=A)"'yeD(@Q) et (P—A)"'Qu=Q(P—A)"y.
3. D(QP) C D(PQ) etVy € D(QP), QPy= PQy.

Proposition 2.11. Supposons que p(P) # &, p(Q) # @ et que D(P) = D(Q).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. VA € p(P),Yu € p(Q)
(P=AD)"(Q—pD)™ = (Q—pl) " (P=AD)7"
2. VA € p(P),Vy € D(Q),
(P=A)"yeD@Q) et (P-M)"'Qy=Q P -y
3. PQ = QP.

Démonstration. Montrons que 1. = 3.
Si 1. est vrai alors, d’apres la proposition précédente

D(QP) C D(PQ) et Vy € D(QP), QPy= PQy,
mais on a aussi, par échange des roles de P et ()

D(PQ) C D(QP) et Vy € D(QP), QPy= PQy,
c’est-a-dire QPy = PQy sur D(PQ) = D(QP), soit PQ = QP.

Le reste découle de la proposition précédente.

Proposition 2.12. Supposons que p(P) # @, et Q € L(E).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Y\ € p(P),Yu € p(Q)
(P=A)" Q= D)™ = (Q—pul) ™ (P = AI)".
2. YA€ p(P),Vy € E
(P=M)"'Qy=Q(P-AI)""y.
3. D(P) C D(PQ) etVy € D(P), QPy= PQy.

Q € L(E) donc p(Q) # 2. De plus D(P) C D(Q) = E.
Donc on peut appliquer Proposition en notant que D(QP) = D(P).



Cas particuliers () et (ou) P inversibles

De la Proposition on déduit :

Proposition 2.13. Supposons que p(P) # &, et Q € L (E) avec 0 € p(Q).

1. YA € p(P),Yp € p(Q) : (P = M) (Q — )™ = (Q — ul) ™" (P = M)
équivaut a

2. D(PQ) = D(QP) =D (P) et PQ = QP.

Démonstration. (Rappellons que PQ = QP signifie :
D(PQ) = D(QP) et PQxz = QPx pour tout x € D(PQ) = D(QP)). On fixe pour la
suite un \¢ dans p (P)

1. = 2. - Ona D (PQ) C D(P) car

re€D(PQ) = Q= (P—XI)""(P—XI)Qz (car Qz € D(P))
r=Q Y (P=XI)""(P=XI)Qux
z=(P—=XI)"Q ' (P—XI)Qux

x € D(P),

L

Réciproquement D (P) C D (PQ) (voir 1.=>3. de la Proposition [2.12)). Vu que
D(Q)=FEona D(QP)= D(P).
Finalement : D (PQ) = D(QP) = D (P).

— On applique a nouveau 1.==-3. de la Proposition pour obtenir

Vy € D(P) =D (PQ) = D(QP), QPy= PQy,

c’est-a-dire PQQ = QP.

2. — 1. Sit € F alors
= QP —NI)(P—XI)'Q 't

or

(P=XoI)"'Q'te D(P)=D(PQ) = D(QP)
donc
to= Q(P=XoI)[(P= D) Q7
= QP[(P=Xo])" QM| = 0@ [(P -
= QP[(P= D) Q7] = MQ[(P - )\0[)_1 @*14
= PQ|(P=XID)"'Q" } [
}

soit QN (P —XI) 't =(P—=XI)'Q 't

Conclusion : Q71 (P — MI) ™" = (P = X I)"' Q! d’ott 1.(il suffit d’appliquer ’équiva-
lence des points 1. et 4. de la Proposition [2.4)).




Proposition 2.14. Supposons que 0 € p(P) N p(Q).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. P—l@—l _ Q—lp—l
2. D(PQ) = D(QP) et PQx = QPx pour tout x € D(PQ) = D(QP))
(c’est-a-dire PQQ = QP).

Démonstration. 1. = 2. — D(PQ) C D(QP). En effet, si x € D(PQ) alors

v = Q'Qv (carz € D(Q))
= Q'P'PQx (car Qv € D(P))
_ Plefpox

cest-a-dire x € D (P) et Pz = Q 'PQx € D (Q) d’on : z € D(QP)
— De méme, par échange des rdles de P et Q on a D(QP) C D(PQ).

— Enfin si 2 € D(PQ) = D(QP)) alors, vu (2.6 on a

r =P lQ7'PQux

soit QPx = PQx.

2. = 1. Site Falorst = QPP 'Q ', or P7'Q't € D(PQ) = D(QP)d’ou

t=QP [P”Q’lt} = PQ [P*lelt} ,

soit Q7'P~ 't = P71Q 1t

2.2 Cas B=0

2.2.1 Position du probleme et hypotheses

Dans cette section notre probleme s’écrit sous la forme

{ u(x) + Au(x) = f(x), x€(0,1),
U,(l) = dl,
uw' (1) — Hu(0) = dy,

Les hypotheses principales sur les opérateurs sont les suivantes :
{A est un opérateur linéaire fermé dans F,

[0, +00[C p(A) et sup || A(A =) ||z < +o00,
A>0

Vs € R, (—A)* € L(E) et 304 €]0, 7[;
tel que sup |[e” %41l (—A)™ || £ < +o0.
seR

(2.6)

(2.7)



H doit satisfaire
0 € p(H), (2.10)

et la condition de commutativité suivante
ATH T =HTTAT (2.11)
Notons Q = —(—.A)z. De plus, on définit A par

D(A) = D(H)
A =2Qe2 — H(I — e*9).

On suppose que
A est d’inverse borné. (2.12)

Remarque 2.15.

— Il est bien connu que [’hypothése implique que —(—A)% génere un semi-groupe
analytique borné sur E (voir []]).

~ Pour tout 3 € C, on a ((—A)2)? = (—A)g. D’aprés Uhypothése (2.9)),

—~Q =(—A)? € BIP(04,E)

et en particulier

—0.4ls] Liis
sup le 27 (—=(=A)2)" || o< +o0
S

(voir [28]).
— L’hypothése d’inversibilité (2.12)) est, en général, difficile a vérifier dans les applications,
excepté pour certains H particuliers.

2.2.2 Représentation de la solution

Afin de résoudre le probleme ([2.7)), nous utilisons la méthode de la réduction d’ordre de

Krein (voir [34]). Sous les hypotheses (2.8)~(2.12]), on suppose que le probleme ((2.7)) a une
solution stricte u; c’est-a-dire, u € W?P(0,1; E) N LP(0,1; D(A)), u(0) € D(H) et (2.7) est
satisfait. Pour presque tout z € (0,1), on a

v(z) = -Q W (x), y(x) = (u(x)—v(@)/2, 2(x)=(u(2)+v(z))/2,

alors
Y (x) = (u'(z) = '(2))/2 = (- Qu(z) + Q7" (x)) /2.
En utilisant 1’équation de et 92 = — A, on obtient

{y/@:) = Qyfa) + 5@ (@), @ € (0,D)
y(0) = o,

ou



De la méme maniére, nous avons
1
2 (@) = —Qlw) = 5@ (@), e e (0,1),
2(1) = 2,

ou z; = 3(u(1) — @ '/(1)). Par conséquent, il s’en suit, pour presque tout z € (0, 1),

y(x) = ", +2/ #00Q  f(s)ds

(2.13)
Z( ) (1 x)QZ 4= / (s— .Z’QQ f( )

et
u(z) = y(x) + 2(z) = e %yo + e % + I + J,, (2.14)

avec

—_

5/ (z— s)QQ—lf(S)dS

1= [ 00 sy

En fait, et vont étre valide pour tout x € [0,1], puisque u € C* ([0, 1]; E). Par
conséquent, pour obtenir la représentation finale de wu, il faut calculer yy et z; par rapport
aux données dy, dy, f, H et A.
D’apres la remarque (?7?) et puisque u est une solution stricte, on peut appliquer le résultat
de [14, 1.6 p. 983] et on écrit

u(0),u(1) € (D(Q*),E) 1 , = (E,D(Q*),_2 , = (E,D(Q)), 1, C D(Q), (2.15)

p

=

de cela, nous déduisons que yg, 21 € D(Q). Nous avons également u(0) € D(H), alors yo +
ez + Jo € D(H). Pour tout z € (O, 1), on a

u'(z) = Qe — Qe + QI — O, (2.16)

ainsi
u(0) = o +e22 + Jp
u(l) y() + 21 + ]1

u'(1) = Qero Qz + QI.

Maintenant de ({2.3])-(2.4), on obtient

Q@Qyo — QZl —I— Q]l — H(y[) — €Q21 — J()) = d[)
e?yo + 21 + I = dy.

Donc
HQe%yy — H Q2 —yo — €92y = H 'y — HT' QL + Ty
ey + 21 =dy — I,

alors

(H_IQBQ — [)yo — (H_lQ + 69)21 =H 1 dy—H QL + Jy
eQyo+ 2 =dy — 1.



Nous déduisons que

(H_IQBQ — Dy — (H_IQ + 69)21 =H 'dy—H'OL + Jy
(H1Q+e9e %+ (H1Q + 69z = (H1Q +e9)(dy — 1),

ainsi, par 'addition de ces deux équations, on trouve
AH gy =H o — HT'QI + Jo + H ' Qdy + e2dy — H' QI — €914,

Par conséquent

yo = A"'dy + A1 Qdy + HA'e9dy — 2A1 QI + HA Ty — HA'eCl, (2.17)
21 = A_1Q€Qd1 - HA_ldl - A_1€Qd0 + %A_lfl - %A_leQJ(). .
Les deux formules [2.14], donnent
u(r) = A e dy + A1 Qe %dy + HA " e™Ce%d; — 2071 Qe
+ HA "9 Ty — HA "2, 4 (79 (dy — ) — ey,
+ 1+ Jp
et u est représentée par la formule suivante
U(.Z‘) = S(ZE, do, dla f) + DV(Z‘, f) + R(l’, d07 dla f)) (218)

ou

1
S(z,do, dy, f) = A1 Qe <Q‘1d0 tdy - Q—1/ e<1—8>9f(s)ds) el (2.19)
0

1

1 1 1
DV(xz,f) = Q”HAle*ler/o e f(s)ds — iQ*Ie(I*I)Q/ 192 f(5)ds

0

1 x 1 1
+§Q_1 / e(m_s)gf(s)ds + §Q_1 / e(s_z)gf(s)ds
0 x

et
R(x,dy, dy, f) = HA1e* 2 (dy — 1)) — 17999y,

avec 1o est donnée par (2.17)).

2.2.3 Quelques résultats

Dans cette section nous supposerons (2.8) ~ (2.12)).
Lemme 2.16. Pour f € LP(0,1; FE),1 < p < 400, on a

1w Ko, ) = Q [ =99 (s)ds € L7(0,1: B),

2 v K(1—2, J(1-)) = Q [ e09f(s)ds € L(0,1: E),



3. x— Pz, f) = Q/Ol @92 f(5)ds € LP(0,1; E).

Démonstration. 1. On considere le probleme de Cauchy suivant
v'(z) = Qu(z) = f(z), =€(0,1),
{ w(0) = 0 (2.20)

Si on applique le Théréme de Dore-Venni [I8], on obtient que le probleme de Cauchy

(2.20)) a une solution stricte
u e WHP(0,1; E) N LP(0,1; D(Q)),

avec z
u@) = [ eI (s)ds pp x € (0,1),

alors -
Qu: x> Q/ e@=9)2f(s)ds € LP(0,1; E).
0

d’ou, I'assertion 1 est vérifiée.

2. L’assertion 2 est aussi satisfaite grace a la premiere assertion, en utilisant le changement
de variable t =1 — s. Donc

x> K(1—a,f(1—-.)) € LP(0,1; E).

3. On a
Plaf) = @[ =2 (s)as
0
= Q /m @222 f(5)ds + ¥ Q /1 e f(5)ds
0 T
= K(z,e*9f) + > °K(1 — 2, f(1-.)) € L*(0,1; E).
Donc

P(z, f) € LP(0,1; E).

Lemme 2.17. Sous [’hypothése et soit p €]1,4+00[. Alors
1. AeC¢ € LP(0,1; E) si et seulement si ¢ € (D(A), E)y
2. Qe9¢p € LP(0,1; E) si et seulement si ¢ € (D(A), E)%j%,p.

Démonstration. Rappelons que si n € N* et C' génére un semi-groupe analytique alors

¢ € (D(C™),E) 1, sietseulement si C"e¢ € LP(0,1; E).

p7p
En effet,
1 1 d
[Icreolrar = [ amwr | creco | <
0 0 x
+oo d
/ || xn(l—(l—%)cnequb Hp j
0 x

(©m),E) 4~ (voir H. Triebel [45])

np’
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A
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Lemme 2.18. Sous les hypothéses et soit f € LP(0,1; F), 1 < p < 400, on a

[ 25 (s)ds € (D(Q), B)

Démonstration. D’aprés 'assertion 3 du Lemme [2.16], on a

L= (DAL E)y 1y

Qe© /01 e*Cf(s)ds € LP(0,1; E),

on appliquons le Lemme [2.17] on obtient

/ '¢0f(s)ds € (D(A), B) 1 43

Proposition 2.19. Soient dy,d; € E et f € LP((0,1); E), 1 < p < co. Alors
x+— AR(x,dy, dy, f) € LP(0,1; X).
Démonstration. Pour tout 1 € E, n € N, on a e9) € D(Q"), ainsi
Ae Qe = —e2Q% %)

est borné, donc dans LP(0,1; E). Pour conclure, il suffit de remarquer que AR(.,do,d, f)
peut étre écrit comme somme de termes du types T Ae9e9y, T A el =)%<, ou T € L(E)
et Y € E. ]

Proposition 2.20. Si f € LP(0,1; E),1 < p < 400, alors
ADV (., f) € LP(0,1; E).

Démonstration. On a

1 1
ADV (z, f) = —;’HA_IQer/O e f(s)ds + ;Qe(l_m)g/o 199 f(5)ds

1 z 1 1
—§Q/ @92 f (5)ds — §Q/ emILf (5)ds
0 x
et grace au Théoreme de Dore-Venni [I§], on obtient
1 x (z—9)Q 1 ! (s—z)Q
xl—>§Q/ e f(s)ds etxl—>§Q/ e f(s)ds
0 T
sont dans LP(0,1; E'). Par conséquent
1
T HA 1Qex9/ e*Cf(s)ds et x> Qe(l 2) / 192 f(5)ds
0

appartient a L?(0,1; E). Alors ADV (x, f) € LP((0,1); E). ]

Puisque 0 € p(A), nous avons 0 € p(I — €*?) (voir A. Lunardi [37, Corollaire 2.3.7, p.
62]) ainsi A=t = —(I — €22)" 11 — 2H 1 Qe?(I — €22) 1 )H L. Pour analyser le terme S, on
montre que



Lemme 2.21. A=t peut s’écrire sous la forme
At =—HT'—H1W,

avec

WeLE), H'W=WH" e W(E)C ﬁ D(QF). (2.21)

k=1
Démonstration. Prenons

T =—-2H1Qe(I —e*9)L € L(E)
S =—e2 e L(E),

donc
A=+ +T) >

Posons
U=-TU+T)'eL(E), V=-SUI+S)"ecLE),

alors [+ T) ' =I+Uet (I+9)'=1+V.
On en déduit que

AT =T+UI+VVH ' =T +V+U+UV)H L,

d’ou
A= —HT —HW,

avec W =V + U + UV = e22M ol
M=(I+8)" 224+ 21 QeI+ 1) (I - S(I+5)7")] € L(E),
ce qui donne ([2.21)). ]

Remarque 2.22. De on déduit que

S(z,do, dy, f) = —H ' Q" (Qldo +d— Q7! / 1 e“S)Qf(s)ds) +elmM%; + H e,
0
1 00
ou & =—-H"'QW (Q_ldo +dy — Q_lf e(l_s)gf(s)ds> € (N D(QY).
0 k=1

2.2.4 Résultat principal
Théoréme 2.23. Supposons que ([2.8)~([2.19). Soit f € LP(0,1; E) avec 1 < p < co. alors,
les affirmations suivantes sont équivalentes
1
1 die (D@, B)y, et (do+ Qi — [ 727 (s)ds ) € (D(QY), )
P’ 0
2 Le probléme [2.7] admet une unique solution stricte donnée par[2.18

1 .
Tp’p



Démonstration. Rappelons que u(x) = S(x,dy,dy, f) + DV (x, f) + R(x,dy,dy, f). On uti-
lise les deux propositions précédentes et [2.20] il suffit d’étudier le terme S. D’apres la

remarque [2.22] on a
1
S(evdy.di, ) = ~H7 Qe (@7 + = @71 [l (s)ds) + % 4 e
0

En raison de £ € N2, D(QF), Js(-) est régulier, ainsi la régularité de S est celui de J; + J.
mais J; est régulier au voisinage de 1 et J, au voisinage 0, ainsi

(J1+ J2)(+) € LP(0,1; E) si et seulement si (J;)(), (Jo)(+) € LP(0,1; E).

De plus, Jo(-) € LP(0,1; E) si et seulement si d; € (D(QQ),E)%@ C D(Q) (voir Triebel
[45]). De méme, Ji(-) € L*(0,1; E) si et seulement si
1
H'Q (Q‘ldo +di-Q | e“‘s>9f<s>ds) € (D(Q). B) 1
0 2
ce qui écrit

o (d+ iy — [ 0925 (s)ds) € (D(Q), B)

2p”

avec dy € D(Q). O

2.2.5 Probleme avec un parametre spectral

Notre résultat précédent du probléme exige I'hypotheése d’inversibilité (2.12), il peut
étre difficile a vérifier dans les applications. A cet effet, on introduit un parametre spectral
w, suffisamment grand et on étudie le probleme

u'(x) + Au(z) — wu(z) = f(z), z€(0,1)
u'(1) — Hu(0) = dy, (2.22)
u(l) = dy.

On note par A, = A — wl. Ici, nos hypothéses sont les suivantes : Il existe un wy > 0(fixé)

A, est un opérateur linéaire fermé dans E,

[0, +00[C p(Auy) et sup || A(Au, — M) || 2(m) < +o0. (2.23)
A>0
Vs € R, (—Au,)"™ € L(E) et I4,, €]0,7;
tel que sup ||e_0Awa|S|(—Aw0)iS |l e(m)< +00. (2.24)
seR
0e p(?—[) (2.25)

Et la condition de commutativité suivante

AHT =HTTALL (2.26)



Remarque 2.24. Si les hypothéses (2.25), (2.24) et (2.20) sont vraies, alors elles restent
valables quand on remplace wy par n’importe w > wy.

C’est évident pour les hypotheéses et , mais pour ’hypothese , on utilise
le Théoréme [40, Théoréme 3, p.437].

Pour w > wy, 9, := —(—.Aw)l/ 2 est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analy-
tique dans E (voir [4]), et on définit aussi 'opérateur linéaire A, = 29,69 — H (I — ?<)
avec D(A,) = D(H).

Lemme 2.25. Sous les hypothéses (2.25) ~ (2.20). Alors, il existe w* > wy tels que pour
tout w > w*, A, est d’inverse borné et

AS = —(1 =€) NI = 2(1 — %) Qe H ) TTH L, (227)

Démonstration. Par le méme raisonnement de ([2.2.3)), I —e?9« est d’inverse borné et on peut
écrire

Ay =29,e% —H(I — %),
= [2Que% (I — %)t = H|(I — &%),
= —H[I —2H1Q,e% (I — e*2) (I — %),

alors
Ay = —H[I — L)(I — *%),
avec
L, =2H71Q,e% (I — e*<)7t,
H, I—e?2 sont inversibles dans L(E), pour prouver I'inversibilité de A, il reste & montrer
I'inversibilité de I — L.
Pour cela I — L, il faut de prouver que || L, ||zz)< 1. Soit

2 H Qe ||

L, 1= 2171 Q6% (I — 22) L ||I<|| H L || ==
I L = 227 Que (1 = ) I 1 I 250

Maintenant, d’apres le Lemme de Dore et Yakubov |20, Lemme 2.6 pp 103], il existe des
constantes C, k > 0 (qui ne dépendent pas de w) tels que pour tout x > 1

1
|’(_A_|_wl)a€—x(—A+wI)2 || < Ce—kxﬁ’

en particulier
1Q,e2|| < Ce ™% and |29 < Ce 2V,

alors o
2Ce v
—1
Ll <) H | s,
de ce qu’implique 'existence w* > wy tels que pour tout w > w* on a
2Ce kv 1
1 Ce e 7|
alors

| Lo || < 1.



Le résultat principal

Appliquons le théoreme de méme avec le lemme [2.32 on obtient :

Théoréme 2.26. Supposons (2.25) ~ (2.26)). Soit f € LP(0,1;E), 1 <p < o0 et w > w*.
Alors, les affirmations suivantes sont équivalentes

1d, € (D(QQ),E)%@ et H ' (do + Qudy — /1 e f(5)ds) € (D(Q%),E) 1 .

0 2p P

2 1l existe une solution stricte unique de .
De plus, dans ce cas la solution u est donnée par , ou A est remplacé par A, .

2.2.6 Exemples
Exemple

Prendre £ = LP(R),1 < p < oo. Définir les opérateurs A et H par

D (A) = W?P(R), Au = au”,
D (H) = W' (R), Hu= b+ cu,

ona>0,beCetceR\{0}.

Soit wp > 0. Un calcul simple montre que (2.8]), (2.9), (2.10) sont vérifiées. D’ailleurs, A
satisfait (2.11)) (voir Priiss-Sohr [40]).

G.A = €1,
avec €1 €]0, w[. Appliquons le théoréme [2.26) on obtient

Proposition 2.27. Soit p € |1,00[, f € LP(0,1; E) et

dy, H N (do + Qudy — /0 -9 f(s)ds) € (W2’p(R),Lp(R)> )

Evp

Alors, il existe w* > 0 tel que pour tout w > w*, le probleme

0*u 0*u

@ <x7y) + aayg <x7y) - W'UJ(.’L‘,y) = f(xvy)7 (':va) < ]07 1[ X R:

ou ou B (2.28)
%(1’@ _b@(oay)_cu(07y> _dO(y)a yeRa

U(l,y) :dl (y)a Y S R?
a une solution stricte unique u, donc

u € WP(0,1; LP(R)) N LP(0, 1; W?P(R))

et u satisfait .



Exemple

Soit 2 un domaine borné dans R, n > 1, avec frontiére réguliere 02 et notons F = LP({2),
1 < p < oo. Définissons les opérateurs A, H par

D(A) = {u€ W Q) : ujpn = Aupg = 0}, Au = bAy,
ou b <0 et
D(H) = W?P(Q)NnW,7(Q), Hu= Au.
Alors, le Théoreme marche et nous pouvons manipuler le probleme aux limites suivant

J%*u

a2 (L) H 00 (e y) = flz,y), (2,y) € (0,1)x€

U(Ly) = d0<y)7 y e Qa
u(17y) o Ayu(()?y) = dl(y)> /S Qa
w(z, &) = Ayu(z, &) =0, (z,8) € (0,1)x09Q,

a condition que f € LP(0,1; LP(Q2)) et

o+ Quis — [ €99 f(s)ds). ds € (D(A), (@),

2p7p ’

2.3 B géneére un groupe fortement continu

2.3.1 Position du probleme et hypotheses

On considere une classe d’équations différnetielles abstraites de deuxiéme ordre dans F
comme suit

u"(x) + 2B (x) + Au(x) = f(z), =€ (0,1), (2.29)
avec des conditions aux limites I’'un de ces conditions est une classe des conditions non locales
"(1) — Hu(0) = dy,

u(1) u(0) 0 (2.30)

Notre hypotheses sur les opérateurs sont les suivantes

A — B? est un opérateur linéaire fermé sur F tel que
[0, +00[C p(A — B2) et sup | MA — B2 — M)~ | gm < +00, (2:31)
A>0
pour tout s € R, (A— B?)* € L(F) et il existe § € ]0, 7| tel que (2.32)
sup,c || e I(B2 = A oy < +oo, |
B est un opérateur linéaire fermé sur F, son domaine D(B); (2.33)
il existe \g tel que(A — B*)"H B — XoI)™ ' = (B — X\I) (A — B, '



(A-B) '"H ' '=H 1 (A-B)", (2.34)

B génére un groupe fortement continu (G(x))zer sur E, (2.35)
0 € p(H), (2.36)
On note P = (B? — A)% et on définit I'opérateur A par
D(A) = D(H)
A =2Pe? — H(I — eP),

on suppose que 3
A est d’inverse borné. (2.37)

2.3.2 Quelques résultats

Remarque 2.28. Si f € L?(0,1; E), alors G(z)f € L*(0,1; E) avec 1 < p < +oo. En effet,
on a
3C >0,36>0: Vx>0, || Gz)||< Ce™.

Donc pour x € [0,1], on obtient
| G(a)f(z) < Ce™ || f(z) ||
Remarque 2.29. (voir [15]) Sous les hypothéses (2.2))-(2.31), on obtient

1. P est densément définie.

2. P est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique (e*"),>o dans E. Alors

2p°P

Pef¢ e LP(0,1;E) si et seulement si ¢ € (D(A), E)1

P’eP¢ e [P(0,1;E) si et seulement si ¢ € (D(P?),E).
{ 20"
De plus, e € D(PF) pour tout € € E, k € N, et donc
Prelel’¢ = e Prele € 1P(0,1; ). (2.38)

Théoréme 2.30. Soit f € LP(0,1; E) avec 1 < p < 0o. Si les hypothéses (2.31))~([2.37)) sont
vérifiées. Alors, les affirmations suivantes sont équivalentes
1d, e (D(PZ),E)J) et H'(dy + Pdy, — [y e'=9F f(s)ds) € (D(PQ),E)ﬁ’p.
2 Le probléeme (2.29)-(2.30) admet une unique solution stricte.
De plus, u est déterminée par

u(z) = G(—x) {’;Q/N\’lexpep (czl - fl) - e(lfx)Pengo]
1 ~~ 1 ~ 1 1 ~
+ G(—:E)[?HA_IP_Ieg”P/O e f(s)ds — §P_le(1_$)P/O eI f(5)ds
1 x ~ 1 1 -
+ §P_1/ e(x_S)Pf(s)d3+§P_1/ 0P f(5)ds]
0 T

~ ~ ~ 1 ~ ~
+ G(—x) {A‘lPexP (P_ldg +d; — P_1/ e(l_S)Pf(s)ds) + e(l_I)Pdl} , (2.39)
0



ol

Yo = A_ICZO + [\—1Pd“1 + 7:[[\_16]3(21 — 2]\_1le + 7:[]\_le — 7:[]\_1€Pf1,

dy = G(1)dy + BG(1)d;,

d1 - G(l)dl,
(

S (2.40)

1 -
I, = —P’l/o 19 f(5)ds,

e f(s)ds,

—DO

1

1
0

Jo—ip
f(a) = G(a)f

N}

Démonstration. Soient dy € (D(P?), E) 1 , et H™ Y (do+Pdy— [y =97 f(s)ds) € (D(PQ),E)%J)
On a, d’aprés Phypothese ([2.33)), di € (D(P?), E)%’p. De plus, puisque les hypotheses ([2.8)

~ (2.12)) sont vérifées, alors (2.31)) ~ (2.37) aussi; si on remplace A par A — B?. D’apres

la Remarque [2.28| et le Théoreme [2.23] on peut construire une solution stricte par le méme
raisonnement qu’on a utilisé dans la section précédente

2p'P

v e W(0,1; E)N LF(0,1; D(A — B?)), (2.41)

du probleme
V(2) + (A - B)o(z) = G(a) f(a), w € (0,1),
v'(1) — G(1)Hv(0) = G(1)dy + BG(1)dy, (2.42)
v(1) = G(1)d;.

Maintenant, pour tout = € (0,1), on a

en appliquent la formule (2.18)) a (2.42]), on obtient

v(z) = S(z,do,dy, f) + DV (z, ) + R(x,do, di, f), (2.43)
ol
S(z,do, dy, f) = A-LPe*” (plczo d— P /0 Lmop f(s)ds) LIPG (2.44)
DV(z,f) = ;ﬂﬂ_lP_lezP /01 e*P f(s)ds — ;P‘le(l_x)P /01 eI f(s)ds  (2.45)
+;P‘l /OI eI f(5)ds + ;P‘l /: e f(5)ds
et

R(SL’, Cig, Cil, f) = ﬁ/iflexpep (Jl — jl) — 6(17x)P€Pg0, (246)



avec §o, do, d1, H, I, et f sont données par (2.59). On a, d’apres le point 2 de la Remarque
[2.29,

— P2ePd, € LP(0,1; E
{(L’ € 1 € ( ) 4y )7 (247)

x— P2t (P*%% +d,— P71} e(lfs)Pf(s)ds> € L*(0,1; F).
Alors

~ ~ ~ 1 ~
BS = BA~'p2et? (Pldo +d, — P / ell=)P f(s)ds) — BPIG(1)P2-P g,
0

puisque BA~! € L(E) et BP~'G(1) € L(E), on en déduit que BS’ € L?(0,1; E).
Pour le terme DV, on a

-~ 1 - 1
2BDV' = BHA'P-lpe? / e f(s)ds + BP~1Pel=)P / =9 F(s)ds
0 0

T - 1 -
+BP_1P/ e(x_s)Pf(s)ds—BP_lP/ e f(5)ds.
0 T
Compte tenu le Lemme [2.21} il résulte que

1 - - 1 ~
2BDV' — —BP'Pett / P f(s)ds — BP~1W Pet / e f(s)ds
0 0

T - 1 ~
+ BP’lP/ e@=IP f(s)ds —BP’1P/ 0P f(s)ds
0 T

1 ~
+ BPilpe(I*m)P/ 1= f(5)ds,
0

ou )
W e NS D(PY).
On sait que BP~! € L(F), donc en appliquant le Lemme [2.16] on déduit que
BDV' e L*(0,1; E).
Finalement, o o
BR = BHA'Pe"e” (dy — L) + BP~' P2 =9Pel gy,
et grace au Lemme [2.21|on a

BR = —BP~'P*ee” (dy — I) — BPT'W PP eP (dy — I) + BP™' P2l =9PePy,

ot W € N> D(P*).
D’apres on remarque que BR' € LP(0,1; E') car on peut I’écrire sous forme de somme
des termes suivantes

TPke'PePf, 7‘!]3]66(17.)1361357

onT e L(F), kel,2, £ € E. Donc
By € L7(0,1: E). (2.48)
Puisque v est la solution stricte de (2.42)) et on a B(B*—A)~!, B>(B*>— A)~! € L(FE), donc

{Bv =B(B>— A~ (B>~ A e L*(0, 1 ) (2.49)

B2 = B2 (B% — A)"\(B? — Ayv € L(0, 1; E).



Pour z € (0,1), on trouve a partir de et I'hypothese(2.33)
u(z) = G(—z)v(z) € D(A—-B?), (A-B>u(r) =G(—z)(A - B*v(z),
donc u € LP(0,1; D(A — B?)), on a aussi de (2.41)), (2.48) et (2.49) on obtient

{u’(x) = G(—xz)(=Bv(z) + v'(z))
u'(z) = G(—z)(B%(z) — 2BV (z) + v"(x)),

avec u € W%P(0,1; E). De plus, pour z € (0,1)
G(—

Au(z) = G(=z)Av(z),

ainsi

u"(z) + 2Bu (2) + Au(z) = G(—z)(B*v(z) — 2BV (x) + 0" (x) — 2B%v(z) + 2BV (2) + Av(z))
(

Puisque
{u’(l) — Hu(0) = G(—1) (v'(1) — Bv(1) — G(1)Hv(0)) = dy,
u(l) = G(=1)v(1) = dy,

nous avons prouvé que u est une solution stricte du probleme ([2.29))-(2.30)).
Inversement, si u est une solution stricte de notre probleme, on pose

v(z) = G(r)u(r), ze€(0,1),
puisque
u € W?P(0,1, E) N L*(0,1; D(A —B%), u € LP0, 1, D(B
on en déduit que v est la solution stricte de (2.42)). Les hypotheses ([2.8] | sont vérifiées,
si on remplace A par A — B? et H par G(1 )7—[ donc d’apres le Theoreme . on obtient

d, € (D(P?),E) .

%71)7

. ~ ~ 1 ~
Ho(do + Py — [ 1797 f(s)ds) € (D(P2), E) 1.
0 2p?

avec H,dy,d, et f sont données par (2.59). On déduit que si les deux affirmations de ce
Théoreme sont vérifiées, alors

u(z) = G(—z)o(z), =€ (0,1),
ou v est présentée par (2.43)).

2.3.3 Probleme avec un parametre spectral

Notre résultat précédent du probleme ([2.29))-(2.30)) exige I'hypothese d’inversibilité (2.37)),
peut étre difficile a vérifier dans les applications. A cet effet, on considere un certain grand

nombre positif w et on remplace A par A — wl, le probleme devient alors
u'(z) + 2Bu/ (x) + Au(z) — wu(z) = f(x), x € (0,1),
u' (1) — Hu(0) = dy, (2.50)



On note par A, = A — wl. Il existe un wy > 0(fixé), et pour cela, nos hypotheses sont les
suivantes :

A, — B? est un opérateur linéaire fermé sur E tel que

[0, +00[C p(Auy — B?) et sup || A(Auy — B2 = D)7 || 2 < 400, (251)
A>0
pour tout s € R, (A, — B*)™ € L(E) et il existe 6 € ]0, 7 tel que
sup || (A, — B g < oo, (232)
seR
B est un opérateur linéaire fermé sur F, il existe \g tel que (2.53)
(Auy = B2)7HB = Ao) ™! = (B — Aol )7H(Au, — B) 7, '
(Ao, — B "H ' =H YA, — B, (2.54)
B génere un groupe fortement continu (G(z)).er sur E, (2.55)
0€ p(H), (2.56)

On note P, = (B? — .Aw)% et on définit Popérateur A,, par

D(A.) = D(H)
A, = 2P eP — G(LYH(I — e2P),

Remarque 2.31. 1. Siles hypothéses (2.51)), (2.52)) et|2.20 sont vérifiées, alors elles res-
tent vraies quand on remplace wy par n’importe w > wy.

2. Pour w > wy, Uhypothése (2.52) entraine que P, est le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe analytique dans E (Voir [§]).

Lemme 2.32. Sous les hypothéses (2.51)) ~ (2.56). Alors, il existe w* > wy tels que pour
tout w > w*, A, est d’inverse borné et

AJt = —(I — )M I —2G(1)YH ' PeP (I — e2P) )1 H1G(-1). (2.57)

w

Démonstration. Par le méme raisonnement de (2.2.3)), I — e/ est d’inverse borné et on peut
écrire .
A, = 2P — G(I)H(I — ™)
= [2P,ef (I — *)t — G(O)H](I — &**)
= —G()H[I — 2H'G(—1)Pef (I — ™) (I — &),

alors .
A, = —G(WH[I — LI — ™),

avec

L, =2H'G(—1)P,e™ (I — )™,



H, I—e? sont des inverses bornés. Il reste & montrer que || Ly, || () < 1 pour 'inversibilité
de I — L. Soit

-1 P 2P, \—1 -1 2 || Poe™ |
I Lo [[=]l 2H T G(=1) Foe ™ (I — ™) [|[<|| H ”HCK_JJ||T:WTEE§7H'
D’apres le Lemme de Dore-Yakubov, on a

30, k>0 ||Pyel™| < Ce Ve, ||e?|| < Ce™ Ve,
et si on pose C' = ||G(—1)|| > 0 alors

20C" e~ kvw

1Ll <IH I =

de ce qu’implique 'existence w* > wy tels que pour tout w > w* on a

20(C e kVw - 1
1—Ce2ve ~ || H’

alors
| L, ||< 1.

]

Théoréme 2.33. Soit f € LP(0,1; E) avec 1 < p < 0o. Si les hypotheses (2.51)) ~(2.56]) sont
vérifiées et w > w*. Alors, les affirmations suivantes sont équivalentes

. ~ ~ 1 ~
1 dy € (D(P?),E)s, et H! (do Py — [l f(s)ds) e (D(P?).E). .
2p’ 0 )
2 Le probléme (2.50) admet une unique solution stricte.

2p

De plus, u est représentée par
u(z) = G(—x) [’}:l/i;lexpwepw (Jl - 1:1) - e(l’x)P“eP“gjo}
1 ~- 1 ~ 1 1 ~
+ G(—m)[§HA;1PJ16$P“’/O et f(s)ds — iPw_le(l_“)P“’/O eI f(5)ds
1 z _ 1 1 _
+ P [ f(s)ds + SRS [ et fs)ds (2.58)

- - - 1 - -
+ G(-2) [A-lpwexpw (P;ldo wd - Pt [ o f(s)ds) + e(l_x)P“dl] ,
0

ol
g :[\ CZ +A lp d1+HA 1 Pwdl 2]\;1ij1+7;Z/~\;1j0—7:[/~\;1€]3“’i1,
dy = G(1)dy + BG(1)d,,
dy = G(1)d,,
H=G(1)H
§ 1( JH o (2.59)
i = 51 / (s
- sP,
o / fie
( = G(2)f(




Chapitre 3

Probleme aux limites avec des
conditions non locales générales pour
une classe d’équations elliptiques du
second ordre

On étudie la méme équation qu’au chapitre précédent, mais on fait apparaitre, dans les
conditions aux limites, un deuxieme opérateur K ce qui permet de généraliser et d’'unifier le
modele proposé : on retrouve ici des résultats connus par ailleurs et on produit de plus des
résultats nouveaux. Des complications techniques nous ont amené a ne traiter ici que le cas
ou B=0.

3.1 LecasouB=0

3.1.1 Position du probleme et hypotheses

Soit E un espace de Banach complexe, f appartient a LP(0,1; F) ou 1 < p < 00, dy, d;
sont des éléments de F; A, H et K sont des opérateurs linéaires fermés dans E. Considérons
I’équation différentielle opérationnelle du second ordre sur F,

u'(x) + Au(x) = f(z), p.p. x€(0,1), (3.1)
avec des conditions aux limites non-locales

o' (1) — Y Hu(0) = dy,
{Bu/(()) + 0Ku(1) = dy, (3.2)

ou «, 3,v,0 € C.

(a,7) # (0,0), (e, 6) # (0,0), (8,7) # (0,0), (8,6) # (0,0). (3.3)
Le but est de trouver une solution stricte u du (3.1)-(3.2)), c’est-a-dire une fonction u telle
que

u € W>P(0,1; E) N LP(0,1; D(A)),
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avec u(0) € D(H), u(1) € D(K) et satisfaisant (3.1)-(3.2]). Comme précédemment on suppose

que
E est un espace de Banach UMD.

(3.4)

Les hypotheses, sur les opérateurs, pour résoudre le probleme (3.1)-(3.2) sont les sui-

vantes :
A est un opérateur linéaire fermé dans F,

[0, +00[C p(A) et sup || A(A— M) || z(m)< +o0.
A>0

(3.5)

I1 est bien connu que l'hypothese (3.5) implique que —(—A)% génére un semi-groupe

analytique sur E (voir[4]). On suppose, De plus

pour tout s € R, (—A)"* € L(F) et il existe 4 €]0, 7;
tel que :sup || e 41 (= A)* || < +o0,
seR
H et K satisfait
0 € p(H) N p(K),
et les conditions de commutativités suivantes
AH P =HA, A =K A et HIKT = KYHL

Soit Q@ = —(—.A)z et considérons opérateur IT défini par

D(IT) = D(Q*afH K™Y et 1 = Q*afpH 'K —~dl,

on suppose que
IT est d’inverse borné.

Soit A défini par D(A) = D(II(I — €*9)) = D(II) et
A=T1I (I — 62Q) +2 (0457{*1 + 76/C71> Qe”,

on suppose que
A est d’inverse borné.

Remarque 3.1. Supposons ~ .
1. L’hypothese implique que (af,~8) # (0,0) et cela est assuré par (3.3).
2. Concernant 11 on a
—siaff =0, alors D(IT) = E et 11 = —~4d1 est d’inverse borné,
~siaf#0etH=K=1I alors

D(T) = D(Q) et T =af(Q* ~ 221) = ~as(A - ("”) )

donc (3.9)) est vérifiée si et seulement si ; € p(A),
a
—siaf#0etH=K=Q, alors
D) =FE et 1= (af —~v6)I.

donc (3.9)) est vérifiée si et seulement si v # af3,

(3.9)

(3.10)



—siaf #0 et (H,K)=(Q,I) ou (I,Q) alors

)
D(Il) = D(Q) et T=0aB(Q~ 31).
donc (3.9)) est vérifiée si et seulement si 7; € p(9Q).
a

3. Six e FE, alors
afIIYH K e € D(Q?),

donc I*HK~ 'z € D(Q?), si aff # 0.

Démonstration. 1l suffit d’écrire, pour tout z € E, Iz € D(IT) = D(Q*afH'K™).
Alors
AU "W K e = aBll"H Kz € D(Q?).

3.1.2 Réprésentation de la solution du (3.1)-(3.2))

Pour résoudre le probleme -, on utilise la méme méthode que dans le chapitre
précédent. Sous les hypotheses —, on suppose que le probleme admet une solution
stricte u; c’est-a-dire u € W?P(0,1; E) N LP(0,1; D(A)), uw(0) € D(H), u(1) € D(K) et u
vérifie - (3-2). Alors, pour = € [0,1] on a

u(z) = e* Sy + V% + I + J,, (3.11)

avec

I, 2/ (r-5)2 9~ 1f()d3
JI—Q/ (=)@ Q=1 f(s)ds,

(voir [2, p. 3]). Maintenant, pour obtenir la réprésentation finale de u, il suffit de calculer y
et z; a partir des données dy, dy, f, A, H et K. On a yg, 21 € D(Q) et pour tout x € (0, 1),

u/(z) = Q™% — Qe "%z + QI — O, (3.12)
donc
u(0) = o Yo + ez + Jo
u(l) = ey + 2+ I (3.13)
u'(0) = Qyo — Qe%z — QJy
/(1) = Qe®yo — Qz + QIL,
alors

Qe — aQz + aQl — H (yyo + 7% + 7)) = dy
BQyo — BQe%z — BQJo + K (6e%yo + 021 + 611) = dy,

on peut écrire
(a?—l 1Qe? — 'y[) To — (ofH 1o + 'yeQ) w=H102%dy+v9 2]y — aH Q]
(BK1Q+6e2) 5 + (61 — BK1Qe?) 71 = K71Q 2y + BK1Q 1y — 6Q 7211,



ou
{?JO = Q_2y07

Z = Q %z.

On sait que 7,27 € D(Q?), dans le systéme précédent on peut appliquer 61 — K 1Qe a
la premiere équation et aH1Q + ve< a la deuxiéme équation, et puis on utilise I'hypothese
(13.8)), cela implique

(5] — BICleeQ) aH 1 Qe — ’y]) o — (5] — BICleeQ) (o/HilQ + *yeQ) =
= (01 = BK™1Qe) (H1Q %y +7Q %)y — M 1Q 1))

(aM71Q+7¢2) (BKT1Q +6¢2) 75 + (M 1Q + 7¢2) (61 — BK1Qe?) 7

— (M1 Q+7¢2) (K1 Q 2y + B Q- y — Q211

ainsi, par l'addition des deux équations, on déduit que

[—aBHIKT Q% + aBfH KT QY + 20001 Qe + 298K Qe — 61 +40¢*| T

= e [-BHTIKTIQ 7y + afH KT L + 9K T Q) — 16Q 72D + T QMg
+76Q 7% Jy — 206HT QT L + oM KT Q7 dy + afHTIK T,
on note que
—afHTIKTTO%*C + afH K TIQ? + 2a0H 1 Qe + 2yBKC T Qe — 4T + vde*C = A,
on déduit que

To = e+ A"H1Q 2 dy +vSATIQ 2y — 206A T H T QT (3.14)
+ aATYHIKTTO N + aBATYHTIC T,

ou
d=-BAT'HIKT'Q g+ oA HTIKT L AT Q%A — 6N QTR (3.15)
Alors

QATHIKTO M = Q2 — €2 — Q2GA T H Ny — O 2ySAy  (3.16)
+ 20 2dAT'HTIQL — aBAT T HTIKCT O,
et d’apres l'assertion 3 de la remarque (3.1)), on en déduit que aA'HIK1Q1d; € D(Q?),

alors

aAT"HTIK N, € D(Q).
Maintenant, (3.14) devient

Yo = Q%°®+A"H 'dy+ SNy — 200N H T QL (3.17)
+ QoA '"HT'KT'dy + QaBATIHTIK T QU



De la méme maniere, on a

</BIC’1Q + 5€Q> (aH’IQeQ — 7) o — <BIC’1Q + 5€Q> (ofH’IQ + ’}/GQ) )
= (BK71Q+0e?) (H1Q %o +7Q %)y — aH1Q7'y)

(a171Qc? —7) (BK1Q+0¢2) 75 + (aH1Qe? — 7) (6 — BK1Qe?) 7
= (aH1Qe? — 7) (K1Q%dy + BK1Q 7y — 6Q7%11)

par la soustraction des deux équations, on obtient
Az = €2 [-0H Qo+ aH KT QT dy — 40Q o + afH KT
— BHKT'Q My — KOy + afHTIKTHL — 298K QT + v8Q 2,
cela implique que

T o= 2V - BATYHTIKTIQ g — yATIKT Q7 ) + aBATITHTICTNL (3.18)
2yBATIKTTQ T Ty + AT O,

ol
U= —6A"H 'O %dy + oA THTIKTIQ Ty — vSATIQ Ry + aBATTHTIKC T . (3.19)
D’apres Iassertion 3 de la remarque (3.1)), on déduit que

2 = QU — QBA"H I dy — YAy + Q*aBATTHTIKTL (3.20)
— 2’76A_1]C_1QJ0 + Q2’76A_111.

Par la substitution de (3.17)) et (3.20) dans la formule (3.11)), on obtient

u(z) = Q%e*9e°P 4+ SATH Le®%dy + yOA e 2Ty — 2a0A T TH T Qe
+ QaA "MKy + QPafATTHTIKT "Ry + Qe T Re%w
— QBATTHTIKT %y — y AT TR 4+ Q7oA e IR
+ Q*afATYHTIK eI — 2y BATIC T QN g + I, +

avec ® et U sont réprésentés respectivement par (3.15)), (3.19). Finalement, on peut écrire u
sous la forme suivante

U([E) = R(l‘,d07d17f) + D‘/l(x?f) + D%(C(],f) + S(x7d0ad1;f>7 (321)
ou

R(z,do, dy, f) = €290 + 920,

1 1 1 1
DVi(z, f) = 575A*1Q*16$Q/0 eSQf(S)ds+575A71Q*16(1*w)g/0 192 £ (5)ds

1 z 1 1
+ Q7 [ (s)ds + 50 [ el (s)as,
0 T



DVi(z, f) = ;Qam—lu—l/c—lem@ / " f(s)ds
+ ;QaBA_lH_llC_le(l_”)Q /0 9oy (s)ds,
et
S(z,do,dy, f) = OATYH ™ %dy — QBATYHTIK eI 9) + QoA H Ik e,
— AATIKT ™90 — aATIH e /01 e(l’s)gf(s)ds

1
— WBA’IIC’le(l’x)Q/ e*Cf(s)ds. (3.22)
0

3.1.3 Quelques résultats

Dans cette section, on donne quelques résultats concernant la régularité de la solution
de probleme (3.1))-(3.2)) en étudiant la régularité des termes R, DVy, DV; et S.

Proposition 3.2. Soient dy,d; € E et f € LP(0,1; FE) avec 1 < p < +oo. Alors
z+— A R(z,dy,dy, f) € LP(0,1; E).
Démonstration. Pour tout 1 € B, n € N, on a <) € D(Q"), donc
Aeefy = e Ae

et A e9e%y est borné et appartient a LP(0,1; E). 1l suffit de remarquer qu’on peut écrire
A R(.,dy,dy, f) comme une somme des termes Z A e 9e?), Z A 17122, out Z € L(E) et
beE. 0

Remarque 3.3. (Corollaire du Théoréme de Dore-Venni)
Sous les hypothéses (3.4) ~ (3.6) et soit f € LP(0,1; E) avec 1 < p < oc.

Q [* =2 (s)ds € L7(0,1; B),
0

par conséquent,

Q/: e f(s)ds € LP(0,1; E).
Proposition 3.4. Si f € LP(0,1; FE), 1 < p < oo. Alors
ADVi(., f) e LP(0,1; E).
Démonstration.

1 1 1 1
ADVi(x, f) = —575/\*1@69”9/0 e*Cf(s)ds — 575A71Q6(171)Q/0 e1=92 £ (5)ds

1 x 1 1
-39 /0 eI (s5)ds — ~Q / DL (5)ds, (3.23)



donc

ADVi(z, f) = —;véA‘l [Q /0 eI (5)ds + Q /0 1 e“l—@*(l‘”pf(s)ds}

1 z 1 1
-39 /0 (eI (s)ds — -Q / =D f(5)ds.

1 z 1 1
D’apres la remarque (3.3), on a z — 5@/ e ILf(5)ds et x> §Q/ es=L £ (5)ds sont
0 x
1
dans LP(0,1; E'). Par conséquant x Q/ e@tIC f(5)ds (voir [22, p. 215]) et
0
1
T Q/ ell=0)+(1=91Q £(5)ds appartient & LP(0,1; E), ot A~! € L(E), d’ot
0

ADVi(., f) € L?(0,1; E).

D’apres H.Triebel [45], on a

Remarque 3.5. Soit p €]1,+oo[. Alors

1. Q*Cx € LP(0,1;E) si et seulement si x € D(QQ,E)%J).

2. QeCx € LP(0,1; E) si et seulement si x € D(Q?, E)%Jr

1.
D §7p

Lemme 3.6. Si f € LP(0,1; FE), 1 < p < oo. Alors
A DVy(., f) € LP(0,1; E).
Démonstration. D’apres la remarque [3.3] on peut déduire que
e'QQ/Ol e*Cf(s)ds € LP(0,1; E).
De plus,
I apH 'K H(E) Cc D(Q*) = D(A),

(voir l'assertion 3 de la remarque et A est fermé, donc AU 'afH K™t € L(E).
Alors

1
AH_laﬂH_llC_lerQ/ e*Cf(s)ds
0
et .
AH_laﬂH_llC_le(l_x)QQ/ 192 f (5)ds
0

appartient a LP(0,1; E). D’ou
ADV, € LP(0,1; E).

Lemme 3.7. On écrit A=! sous la forme
At =TT,

W e L(E)etW(E)C ﬁ D(Q").



Démonstration. Posons

X =21 (adH L +vBK™1) QeQ(I — e29)"L € L(E)
S=—e?2 e L(E)

On déduit que
A= +S 1T +x)' T

Soit U=—-X(I+X)'eL(E)etV=-SI+8S)"eL(E),
alors [+ X) ' =I14+Uet (I+8)'=1+V.
On obtient
A=+ (I +VIT =T+ VH+U+UV)ITH,

et pour cela
ATt =T 10,

avec W =V + U + UV = e32M ou
M = [e2€ =2 (adH ™' + 78K ™) Q221 + X) ™' + X(I+ X)'e29| (I + 8)" € L(E).
O

Remarque 3.8. On appliquant le Lemme précédent dans la formule (3.22)), nous trouvons

1
S(x,do,dy, f) = QU 'H'e™[0Q 7 dy + oK 'dy — a6 Q™" / !9 f(s)ds]
0

1
—QI KB dy + QN dy + 3O / e* f(s)ds]
0
+e" 9 — TR, (3.24)

b G = QU 'W[SQ " H " dy + MK 1dy

—a6Q M- / (1=92f(5)ds] € ﬂDQk

G = QU WISH K dy 70" e,

+BQ 7K /O e2f(s)ds] € () D(QY).
i1

(3.25)

3.1.4 Résultat principal
Théoréme 3.9. Sous les hypothéses (3.4) ~ (3.10). Soit f € LP(0,1; E) avec 1 < p < 0.

Alors, les affirmations suivantes sont équivalentes
1. Qall"H 'y + 0TI 4! {do - a/ol e<15>9f(s)ds} € (D(QY).B) 1, e
_ QBT K H dy — AT {dl +8 Lo f(s)ds] e (D(QY).B)y,
2. u donnée par est l'unique solution stricte de —.



Démonstration. Rappelons que u(z) = R(z, do, dy, f)+DVi(z, f)+DVa(z, f)+S(z, do, dy, ).
On utilise les Propositions précédentes et le Lemme [3.6]; il suffit d’étudier le terme
S. D’apres la Remarque 3.8, on a

1
S(z,do,dy, f) = e*© (QaHlHlKldl T [do —a / (192 f(s)dsD
0

_1-me (QﬂH‘lH‘llC‘ldo AT {dl e /0 Ls0 f(s)dsD

e — o9

Puisque (o, ¢ € () D(QF), Js(.) est régulicre, de sorte que la régularité de S est I'une de
k=1
Ji+ Jo. Ji(.) € LP(0,1; E) si et seulement si

1
Qall "KM, + 6111 [do —a [ elioe f(s)ds} € (D(QY),E). .
0 2p
De méme, Jo(.) € LP(0,1; E) si et seulement si
1
_ QBT YKy — AT {dl +5 [ e f(s)ds] € (D(Q*),E). .
0

2p 5P

]

Remarque 3.10. En ce qui concerne Uaffirmation 1 du Théoréme précédent [3.9, nous pou-
vons remarquer que dans la premicre ligne Qall YH 1K ~td, est bien défini. En effet,

1. Si B # 0 puis en raison de remarquer[3.1] lassertion 3
1
QoI '"H 1K™ = BQaﬂH‘lH‘llC_l € L(E).

2. Si B =0, la deuziéeme ligne dans Uaffirmation 1 du Théoréme précédent (3.9 devient
—~II7 1K1, € (D(Q?), E)1, C D(Q) et depuis v # 0, M1L1o = Q9 I 1K,

on a dy € D(Q). De plus, nous pouvons écrire
Qall "H™ 'Kty = oll "H 'K ™1 Qd,.

De méme, dans la deuzicme ligne de Uaffirmation 1 du Théoréme[3.9 — QBN K "H ' dy
est bien défini.

3.1.5 Probleme avec un parametre spectral

Notre résultat précédent concernant le probleme ({3.1))-(3.2) exige I'hypothese d’inversibi-
lité (3.10)) qui peut étre difficile & vérifier dans les applications. Pour cela, nous introduisons
un parametre spectral positif w et nous étudions le nouveau probléme

) ) —wulz) = f(x),  =e€(0,1)
au'(1) — yHu(0) = dy, (3.27)
pu'(0) + 0Ku(l) = dy.

Ce probleme correspond au probleme (3.1)-(3.2)) ou A est remplacé par A, = A — wl.



Les hypotheses

On suppose qu’il existe wg > 0 fixé tel que

A, un opérateur linéaire fermé dans E,

0.0 p(Auy) et sup | MAuy = M) ey < +oc. (3.28)
Pour tout s € R, (—A,,)"* € L(E) et il existe .4, €]0,7];
tel que Sup | e ol (— AL ) || 2imy < +o0. (3.29)
De plus, H et K doivent satisfaire
0 € p(H)Np(K). (3.30)
et les relations de commutativité suivantes
AJH T =HTAL et AT =KTTALL (3.31)
Notons que pour w > wy, Q, = —(—Aw)% est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique sur E (voir [4]). De plus, si 0 € p(A,), alors 0 € p(Q,,).
On définit aussi I'opérateur linéaire II,, sur son domaine D(II,,) par
I, =aBQ’H 'K —~dl.
Résultats fondamentaux
Lemme 3.11. Sous les hypothéses —. Si
Jwr > wo, Jer >0 Vw > wy 0 € p(IL,) et [T 2m) <, (3.32)

alors, il existe w* > wy > wy tel que, pour w > w*, A, est admet un inverse borné et
At = (I —e29)7! [I + 2001 (adH ™ + yBK ) Qe (I — eQQw)’l} It
Démonstration. Soit
Ay = (aBQPHTIK™ =48I (I — *2) 4+ 2(adH ' + 8K 1) Qe
= [(aBQZH 'K = 01) + 2(adH ! +BK ) Qe (I — %) 71| (I — €2%)
= T, [T 4 215 (adH ™" 4+ 78K ) Que% (I — %) 7| (I — %),

alors
Ay, =T0,(I — L,)(I — e*<),

avec
L, = 200 (adH " + 78K ) Qe (I — %)~

Pour prouver l'inversibilité de A, il suffit de montrer I'inversibilité de I — L. Donc prouvons
que || Ly, [|z(m)< 1. Soit

I Loy lleem= 2005 (adH ™" + 48K Que® (I — €)™ |loim)



2| Qe | 2ee)
1— || €29 [|z(m)

<UL ey ([ ad [ H e + T8 ITE o)

D’apres le Lemme de Dore-Yakubov [20], pour « € R, il existe des constantes C, k > 0 (qui
ne dépendent pas de w), pour tout z > 1, on a

| (— A+ wl)e = CADY ) < Cehove,

en particulier
I Que® o< Ce ™™ et || €29 ||om< Cem V.

Alors
Lo e <|| T 5| H ! ! 20e
| Lo ey <[l 1L, |lem) (| ad || ey + 18] ||£(E))w-
L’hypothese (3.32) implique l'existence de w* > wy tel que || L, ||zk)< 1 pour tout w >
w*. O]
Le Lemme suivant donne des conditions suffisantes pour que I’hypothese (3.32)) doit étre

vraie.

Lemme 3.12. Sous les hypothéses (3.3)) et (3.28) ~ (3.31). De plus, on suppose que l'une

de ces conditions est satisfaite

1. af =0.

2. af£0, L eRetH=K=1

3. af #£0, H,K € L(E).
Alors, (3.32)) est vérifiée.
Démonstration. Notons d’abord que, d’apres 'hypothese (3.29)), il existe ¢ > 0 tel que pour
tout w > wp, on a

A e = 1(Awy = (@ = wo) ) ey (3.33)

< —° (3.34)

W—wp

Maintenant, si I'assertion 1 est vérifiée, alors I, = —vd1 et (3.32)) est vérifiée aussi.
Si ’assertion 2 est vérifiée, on a

I, = oz@(Qi—;gI) (3.35)
_ L)
- _O‘6<Aw - (—aﬁ)[)
= _056(-/40.)0 - (w — Wo — ;/g)j)

Alors, pour w > wy (assez grand), 0 € p(I1,,) et utilisant (3.33)), on obtient

5 —1
1) ey = gl (Awo—w—wo—gﬁ)f) lecs)

C

IN

o’
W—WQ—TB



qui prouve ’hypothese (|3.32)).
Si ’assertion 3 est vérifiée, alors

M, = (afH KT =70Q.%) Q)% = (apH K™ + 9641 Q%
Mais, dans L(FE),
lim afH 'K +90A = afH KT (3.36)

w—r—+00

Puisque H,K € L(E) on obtient que afH 1K~ est inversible dans L(E), donc il existe
wy > wy tels que pour tout w > wy

afH K+ 48ASY est inevrsible dans £(E),

ce qui implique que
I1, est d’inverse borné.

Par conséquent, on pose pour w > wy
-1
D, = (aBH 'K +90A5Y)

et utilisant (3.36)), on trouve dans L(F)
1

lim D, = —KH.
w——+00 aﬁ
Alors
Hw = DwQ;2 — _DwAgjla
qui donne

lim [T | 2y = 0.

w—+400

]

Théoréme 3.13. Supposons (3.28) ~ (3.31)) et (3.32). Soit f € LP(0,1;E), 1 <p < oo et
w > w*. Alors, les affirmations suivantes sont équivalentes

1
1. Quall "MK Yd, + oI ' H [do —« / e(ls>9“f(s)ds] € (D(Q%), E)
0

et

2P
L 2
_ QAT H My — AT [dl +6 [ e f(s)ds} e (D(Q%),E).
0 2’
2. 1l existe une solution unique stricte de (3.27)).

De plus, la solution u est donnée par (3.21)), ot Q est remplacé par Q,, A par A, et I1 par
II,.

3.1.6 Etude de quelques cas particuliers
Probléme de Dirichlet

Dans ce cas, nous prenons o« = =0, v = —1,0 =1 et H = K = I. Notre probleme

— devient

"

(

u'(z) + Au(z) = f(z), a.e. x€(0,1)
u(0) = do, (3.37)
)

(
0



Les hypotheses (3.4 - redulsent a et ( .

H'=K'!= H = [ et A =1 — 22 QQ est d’inverse borné, (voir A. Lunardi [37,
60])). Notre résultat principal dev1ent

Théoréme 3.14. Assumer (3.4), (3.5) et .St f € LP(0,1;E) avec 1 < p < o0 et
do, dy € (D(Q?), )7 , alors le probléme (3 a une solution stricte unique u, c¢’est-a-dire
p7

u € W>P(0,1; E) N LP(0,1; D(A)),

et satisfait (3.37).

Ce résultat a été prouvé par A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe, A. Yagi dans
[22, Theorem 4, p. 216].

Le probléeme Neumann

Considérons I'équation principale de notre probleme avec des conditions aux limites
de type Neumann, dans ce cas, nous remplagons a = =1, vy=0=0et H =K =1; on
obtient

u’(z) + Au(x) = f(x), a.e. x€(0,1)

u' (1) = dy, (3.38)
uw'(0) = dy.
Les hypotheses (3.4) ~ (3.10) deviennent (3.4), (3.5) et (3.6). I = Q* = —A et
A= QI —e*9).

Dans ce cas, u représentée par
u(r) = e%"e? [—([ —e®) Qg + (I — 2919 / (=99 f(s)d }
+e9072)Q {(I —*N)TQ 3y + (I — 2971 Q8 / esQf(s)ds}
0
—(I —€*9)71Q QU0 4 (I — 29)71Q 7 1e%q,

—1—1([ — 629)’1Q’16QI /1 esQf(s)ds
2 0

1 1
+§(I — 629)’1Q’169(1’x)/ 192 £ (s5)ds
0

1, e 1 1
+§Q‘1/0 e(‘”_s)gf(s)der?Q_l/x =D £(5)ds. (3.39)

Ainsi, le résultat principal est :

Théoréme 3.15. Sous les hypothéses (3.4), (3.5) et (3.6). Soit f € LP(0,1; FE) avec 1 < p <
0o. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes

1. dy,d; € (D(Q),E)%ﬁp.
2. u donnée par (3.39) est l'unique solution stricte de (3.38)).



Lecasou K =1

Sionprend a =v=0 =1, =0et K = I; ce cas est étudié par A. Aibeche, N.

Amroune, S. Maingot dans [2].

Lecasou H=K=0Q
Dans ce cas, le probleme (3.1)-(3.2)) devient

u'(z) + Au(z) = f(z), a.e. x€(0,1)
au'(1) —yQu(0) = dp
pu'(0) + 0Qu(l) = dy.

On introduit une nouvelle hypothese sur A

A est un opérateur linéaire fermé dans F,o0(A) C| — o0, 0]
et pour tout 6 €]0,7[, sup || A(A— A" || zm)< +o0,
AESy

ou Sy ={z€C\{0}:]|argz|< 0}

(3.40)

(3.41)

Remarque 3.16. 1. Siaf —v0 = 0 et ad + B # 0, alors A n’admet pas un inverse

borné.

2. SiaB—~0#0etad+y8=0, Alors A = (aff — ) (I — €*2) est d’inverse borné.

3. Siaf —~0 #£0 et ad+p #0, Alors

A= (af = 70)(I = €*2) +2(ad +v5)e?,

(3.42)

et on peut construire A=' par lutilisation du calcul fonctional (voir le Lemme et le

Théoréme suivants).

Lemme 3.17. Soit T € C\ {0}. On a, pour z € C
F(z)=1+2Ye " —e %,
Alors
1. F(z) # 0 pour tout x €]0, +0o0],
2. il existe Ry > 0 telle que : z € C et Re(z) > Ry implique F(z) # 0,
3. il existe ¢ €]0, 5[ telle que F' ne s’annule pas sur le secteur S
(Sp :={z € C\ {0} | arg(2) |< ¢}).

Démonstration. 1. Supposons que X € R vérifie

X2 -2TX —1=0.
2

Alors T =
ors e

€ R, donc

X="T4+vT2+1¢€|l,+],

ou
X="T—-VY2+1€]—00,0[



Finalement,
(X€ERet X2 —2YX —1=0) = X €] —00,0[U]1, +ool. (3.43)

Maintenant, pour z €]0, +oo[, F(r) = —(X? —2YX — 1) ou X = e ® €0, 1] et (3.43),
on obtient F'(x) # 0.

. il est clair que Relﬂw F(z)=1.

. Soit Z(F):={2€C: F(z) =0} et

K={2e€C\0:|arg(z) |< %, Rez < Ry} U{0}.

Puisque F' est analytique dans C, F' # 0 et K est un ensemble compact, on trouve que
Z(F)N K est fini. De plus, d’aprés 'assertion 1, Z(F) N KNJ0, 4+o0[= 0.
On en déduit qu'il existe ¢ €]0, [ assez petit, tel que

Z(F)N{ze€ C\0:|arg(z) |< ¢, Rez < Ry} =10.
Et finalement d’apres 'assertion 2, en déduit que

Z(F)nS, =10.

Théoréme 3.18. Soit f € LP(0,1; F) avec 1 < p < +00. On suppose que
1°¢ cas (3.4), (3.5) et (3.6) sont vérifices et af — 5 # 0, ad + 3 =0

ou

2tme cas (3.4), (3.41) et (3.6) sont satisfaites et a3 — 6 # 0, ad +vS # 0.

Alors, les deux affirmations suivantes sont équivalentes

1. ady +6(dy — 04/1 199 f(s)ds € (D(Q),E)1, et

0 P

—Bdy — ~(dy + ﬁ/ol e*Cf(s)ds € (D(Q), E)%’p.

2. Le probléme (3.40) a une unique solution stricte.

11 suffit d’obtenir linversibilité de A et puis d’appliquer le Théoréme[3.9.

Dans le premier cas, A est inversible (voir l'assertion 2 de la Remarque .
Dans le deuziéeme cas, on peut écrire (3.42)) comme suit

A = (af —79) (] — e+ ZTGQ) ,

)
— wg. Utilisant le Lemme (3.17) avec Y particulier, on peut considérer
ap —7
F—-1
y_—~2—°
F )

qui est holomorphe au voisinage de o(—Q) et de sorte que

Y(-Q) = eri/FY(z)(z] (—Q)) =



avec I' est la courbe limite dans S¢ (orientée positivement).
Alors, de lutilisation du calcul fonctionnel classique (voir Haase [28]). On a

[=Y(=Q)A = (I -Y(-Q))o F(=Q)
= (I =Y)(F)](-9Q)

De la méme maniére, on obtient
Al -Y(=Q)) =1,

cela prouve que A est d’inverse borné avec ™' =T — Y (—Q). U

3.1.7 Exemples

On commence par un exemple simple

Exemple
Soit £ = LP(R),1 < p < 0o. On définit 'opérateur A par
D(A) = W?*P(R), Au=u",

et considérons H, K € L(FE) deux opérateurs inversibles. Soit wy > 0. Un calcul simple montre

que (3.5)), (3.6), (3.7) sont vérifiées. De plus, A satisfait (3.8)), voir Priiss-Sohr [40].

0./4 = €1,
pour n’importe quel €; €]0, 7[. appliquons le Théoreme [3.13} on a

Proposition 3.19. Soit p € |1,00[, f € LP(0,1; X) et

1
Quall*H K dy + o1 H [do —a / e1=9)Qw f(s)ds} € (W“(R), LP(R))
0

2P
1
—QUATILYC g — AT [y + 5 [ e f(s)ds} e (W®R),®)),
0 p”
Alors, il existe w* > 0 tel que pour tout w > w*, le probleme

0%u 0*u
w (xay) + aiyg (I,y) - wu(x,y) = f (l’,y) ’ (J:,y) S ]07 1[ X Ru

ou

U

Aoy (0.9) +0K(u(l,y) =di(y), yeR,

admet une solution stricte unique u, telle que
u € W*P(0,1; LP(R)) N LP(0, 1; W*P(R))
et u satisfaite .



Exemple
Soit 2 un domaine borné dans R",n > 1, avec une frontiere réguliere 02 et prenons
E=17P(Q), 1< p < oco. On définit les opérateurs A, H et K par
D(A) = {U S W4’p(Q) D Upa = AU|BQ = O}, Au = —AQU
et
D(H) = D(K) = W*P(Q) n W, P(Q), Hu=Ku=Au=—v—Au = Qu.

Sia=p=1,9§=—, v # +ialors d’apres l'assertion 2 de la Remarque (3.1]) et I'assertion 2
de la Remarque (3.16)) ; on a 0 € p(IT)Np(A) et le Théoreme [3.9|est applicable. Nous pouvons

étudier le probleme aux limites suivant

d%u

W(m,y)—A%(Ly) :f(xay)7 (l’,y) € (Oﬁl)XQ’
aiu(L y) + 6Ayu(07 y) = dO(y)7 RS Q,

5700 y) +0Au(ly) = di(y), yEQ,

u(x, &) = Ayu(z, &) =0, (x,€) € (0,1)x09,

a condition que f € LP(0,1; LP(Q2)) et

dy+8[dy— [ 024 (5)ds] € (D(Q), /(@)
o+ 6 [dl + /01 eSQf(s)ds} € (D(Q), (%))

1 .
;:p






Perspectives

On donnera ici quelques pistes pour traiter le probleme de chapitre précédent dans le cas
ou B génere un groupe fortement continu. On faudrait de résoudre le probléeme suivant

u'(z) + 2Bu/ (z) + Au(z) = f(z), =€ (0,1),
au’(l) — YHu(0) = dy,
pu'(0) + Ku(l) = d;.

ou f e LP(0,1; E). A, B, Het K sont des opérateurs linéaires fermés dans E. «, 3,7,0 € C et
do,d; € F.
Et pour cela, on appliquons la méthode de Krein [34] pour résout le probleme suivant

v (x) + (.AN— Bz)v(x) = f(x), z€(0,1),
av'(1) = yHv(0) = do,
BV (0) + 0Ku(1) = dj.

ot f e LP 0,1; ). H, K sont des opérateurs linéaires fermés dans E et dy, d; € E.
A cause des complications techniques, on introduisons un nouveau probleme sous la forme

u'(z) + 2Bu/ (x) + Au(z) = f(x), =€ (0,1),
apu! (1) + apu'(0) + i Hiu(l) + yoHou(0) = do,
B (1) + Lo’ (0) 4+ 01K u(1) 4 dokou(0) = dy,

avec Ho, H1, Ko, K1 sont des opérateurs linéaires fermés dans E et «q, a1, 5o, B1, Y0, V1, 00, 01 €
C et dy,d; € E. Des résultats analogues peuvent étre établis par la technique utilisée dans
les deux chapitres précédents pour le nouveau probleme obtenu

V(@) + (A= Bo(z) = f(z), =€ (0,1),
aqt! (1) + apu' (0) + v Hiu(1) + v Hou(0) = do,
Blu (1) -+ 607!’(0) + 51]€1U(1) + 50]€0U<0) = Jl,

ott Ho, H1, Ko, K1 sont des opérateurs linéaires fermés dans E et dy, d; € E.
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Résumé :

Cette these présente quelques résultats sur une classe d’équations différentielles abstraites
(a coefficients opérateurs) de type elliptiques dans I’espace UMD. La premiére partie étudie
cette classe avec des conditions aux limites 'une des est non-locale et la deuxiéme partie
consiste un travail similaire mais avec des conditions aux limites non-locales générales. Le
but principal dans les deux parties est ’obtention des résultats concernant ’existence, 1'uni-
cité de la solution stricte et sa régularité grace a la théorie des semi-groupes, la théorie
d’interpolations et le Théoreme de Dore-Venni.

Mots clefs : Equation différentielle abstraite, conditions aux limites non-locales, espace
UMD, Théoreme de Dore-Venni.

Abstract :

This thesis presents some results concerning a class of abstract differential equations
(with operators’ coefficients) of elliptic type in UMD space. The first part studies this class
with non-local boundary conditions and the second part treats a similar work but with
general non-local boundary conditions. The main aim of the two parts is to get some new
results concerning existence, uniqueness of the strict solution and it’s regularity due to the
semigroups theory, interpolation theory and the well-known Dore-Venni Theorem.

Keys words : Abstract differential equations, non-local boundary conditions, UMD space,
Dore-Venni Theorem.



	Rappels
	Opérateurs fermés
	Théorie des semi-groupes
	Semi-groupes
	Semi-groupes analytiques généralisés
	Groupes fortement continus

	Espaces d'interpolation
	Espaces de moyenne de Lions-Peetre Lions-Peetre
	Propriété fondamentale d'interpolation
	Autres définitions des espaces d'interpolation
	Réitération

	Calcul fonctionnel
	Calcul fonctionnel de Dunford
	Puissances fractionnaires d'opérateurs

	Espaces UMD
	Théorème de Dore-Venni


	Classe d'équations elliptiques avec des conditions non-locales
	Commutativité des opérateurs
	Commutativité au sens des résolvantes avec (P)= et (Q) =
	Commutativité pour deux opérateurs avec (P) ou (Q)=
	Lien entre ( P-I) -1( Q-I) -1=( Q-I) -1( P-I) -1 et PQ=QP

	Cas B = 0 
	Position du problème et hypothèses
	Représentation de la solution
	Quelques résultats
	Résultat principal
	Problème avec un paramètre spectral
	Exemples

	B  génère un groupe fortement continu
	Position du problème et hypothèses
	Quelques résultats
	Problème avec un paramètre spectral


	Conditions non-locales générales
	Le cas où B = 0
	Position du problème et hypothèses
	Réprésentation de la solution du (3.1)-(3.2)
	Quelques résultats
	Résultat principal
	Problème avec un paramètre spectral
	Etude de quelques cas particuliers
	Exemples



