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INTRODUCTION

L'un des buts de l'analyse asymptotique est d’obtenir et de décrire un
probléme bidimensionnel (2D) a partir d'un probléme tri-dimensionnel (3D),
en passant a la limite sur 'épaisseur du domaine (3D) supposé déja mince.

L’équation de Reynolds n’est valable que dans un milieu continu, elle a
bien un sens dans un milieu de fluide de Bingham qui est un modele théo-
rique de milieu viscoplastique (pate de dentifrice par exemple) qui corres-
pond a un comportement de solide parfait sous faibles contraintes, et a un
comportement de fluide visqueux au-dela d'une contrainte-seuil. Le concept
physique de I'équation de Reynolds est gouverné par le mouvement de fluide
ou d’'un milieu continu sur une surface ou bord (2D) d'un domaine (3D).

Des résultats concernant I'étude du phénomeéne de lubrification par des
fluides Newtoniens avec glissement ont été obtenus en [6], lorsque le glis-
sement est donné par la loi de frottement de Coulomb, et par F. Saidi [26]
lorsqu’'on prend aussi en considération l'effet de température. Comme le
fluide non-Newtonien dont la viscosité suit la loi de puissance dans le cas
isotherme et non isotherme, ce probleme a été étudié par de nombreux au-
teurs [8, 9, 10, 25 |. Les auteurs dans [7] ont étudié I'analyse asymptotique
d’'un probléme dynamique pour I'élasticité dans un domaine borné en di-
mension trois avec les conditions de frottement de Tresca.

Dans ce travail, on s’intéresse a I'étude de 'analyse asymptotique d'un pro-
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

bléme dynamique pour l'élasticité linéaire non isotherme et le fluide non-
Newtonien isotherme et non-isotherme dans un domaine borné en dimen-
sion trois en film mince avec les conditions de frottement de Tresca, en

considérant les trois problémes suivants :

e Analyse asymptotique d'un probléeme dynamique d’élasticité linéaire
non-isotherme avec frottement de Tresca

e Comportement asymptotique d'un fluide de Bingham non isotherme
dans un domaine mince avec frottement de Tresca.

e Comportement asymptotique d'un fluide de Herschel-Bulkley dans un

domaine mince avec frottement de Tresca.

Le premier chapitre, est consacré essensiellement dans une premiére
étape aux rappels des résultats principaux sur les équations générales de la
mécanique des milieux continus ainsi les conditions aux limites de contact
avec frottement dans le cas stationnaire et dynamique. Ensuite nous don-
nons un rappel de quelques résultats théoriques généraux de I'analyse fonc-
tionnelle et qui nous permettent de mieux comprendre le contenu de ce

travail.

Dans le deuxiéme chapitre, nous allons considérer le probléeme suivant :

0%us;,  dos; . 8
(0.0.1) 8t2j — 8755 =fs, 1=1,2,3 dans Q° x 0,7

avec la loi de comportement est donnée par

o5 () =2 (T%) dij (w°) + A (T7) dyi (w°) 035,

v)

et comme la déformation dans le cas non-isotherme, en couplant I'équation

de la conservation de la quantité de mouvement (0.0.1) avec I'équation de la

Section 0.0 Chapitre O vi



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

conservation de I'’énergie déduite de la loi de Fourier suivant

(0.0.2) _81 (KE gﬁj) =0 05di (uf) + 1= (1) dans Q°,
ou, u® représente le champ des déplacements, 7° représente la température.
Les conditions aux limites sont mixtes, elles sont modélisées par une condi-
tion de Dirichlet sur une partie de la frontiére et les conditions de frottement
non linéaires de type de Tresca sur l'autre partie pour I'équation du mou-
vement. Ainsi qu'une condition homogéne de Neumann et de Dirichlet pour

I'équation de la conservation de I'énergie, de la forme

ut =0 sur I'y x |0, 77
ut =g sur I'; x 0,7
a £
aut.n:O . sur w x 0,7
\Ui]<k5:>< “) —0
ot

T O sur w x 0,7
|o2| = k* = 3B > 0 tel que ( oy > = —fo:
¢ =0 sur I'; UTY,
o 0 sur

= W

on

Apres la formulation variationnelle du probléme on passe a I'étude de I'ana-
lyse asymptotique pour cela, en utilisant le changement d’échelle et des nou-
velles inconnus pour mener I'étude sur un domaine ne dépend pas de <. On
cherche des estimations a priori, ensuite en passant a la limite, on obtient

le probléme limite et I'équation de Reynolds faible sous la forme :

/ (/Ohu (x,z,t)dz—s*(x,O,t)h—ﬂ((*)?*ﬁ(m,z)—i—@(m,z)) Vi =0, Vb € H' (w),

L’étude est basée sur la formulation variationnelle, I'inégalité de Poincaré,

Cauchy-Shwartz, Young, Hélder, Korn et Gronwall. Cette étude a €té menée

Section 0.0 Chapitre O vii



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

par H. Benseridi and M. Dilmi [7] dans le cas isotherme.

Dans le troisiéme chapitre de cette theése, nous étudions le comporte-
ment asymptotique d'un fluide de Bingham dans le cas non isotherme avec
frottement de Tresca sur une partie de la frontiere :

0S| <k® = uS =0

sur w
lo¢| = k* = I\ > 0 tel que u = —\ot

T

L’équation de la conservation de la quantité du mouvement et 'équation de

la conservation de I'’énergie sont données respectivement par :

Oot

(0.0.3) — = i=1,2,3 dans Q°
8@-
avec
(0.0.4) = —p6i; + V20° dij (u )+2 1 (T°) dij (u)
1D (us)]
et

TE
(0.0.5) _8(35» (Ksaax) = 201 (T%) dy; (u¥) dij (u¥)+Vv2a° |D (u¥)|+7° (T°) dans Q°
Apres le changement d’échelle on cherche les estimations a priori sur la

vitesse et la pression puis en passant a la limite, on trouve I'équation de

Reynolds généralisé

/HZW +F+// (T (, €)) 2L \2:8) ( gdy+f//|g%g§| £) dedy—

h ou* <x’€)8§— V2ah h Ou* /¢

h *
—— | w(T"(x,8)) o¢ 2 0 [Ou*/0¢]

L (5.6)4| Vo) s =0, Vo € ')

Cette étude a été menée dans [16] mais dans le cas isotherme.

Section 0.0 Chapitre O viii



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Le dernier chapitre est consacré a I'étude de comportement asympto-
tique de I'’écoulement stationnaire du fluide incompressible viscoplastique
de Herschel-Bulkley dans un domaine mince, dont la viscosité ne dépend
pas de la température.

L’équation de la conservation de la quantité du mouvement et donnée par

(0.0.3), avec la loi de comportement de Herchel-Boulklet

(0.0.6) 0%, = —p°Sy + o Z;j ((;‘:))| +2u|D (@) dy; (u),

ou le parametre r, 1 < r < 2, est I'exposant de la loi de puissance du ma-
tériau. Lorsque r = 2, on retrouve les fluides de Bingham, et lorsque r = 2
et o = 0, on retrouve le modele de Navier-Stokes ( fluide newtonien). Les
conditions aux limites utilisées sont les conditions de Dirichlet homogénes
sur une partie de la frontiére et les conditions de Tresca sur l'autre par-
tie. En cherchant des estimations a priori sur la vitesse et la pression et
en passe a la limite pour cela en utilisant les inégalités de Poincaré, Young,
Holder, Korn, et le lemme de Minty, on obtient 'équation de Reynolds faible

sous la forme :

h3 * [ by * GU*($>€) A oy au*
L[BVP+F+MADAA(%O&5%@+a4.4 | (. €) dedy

hu b ou* (z,§) ah [h
G, A @O ==

ou*
0z

(x,§) d{} Vo (z)dr =0, Yo € W (w).

Section 0.0 Chapitre O ix
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1.1 Equations générales de la mécanique des mi-

lieux continus

Les lois générales de la mécanique des milieux continus sont données
par :

— La loi de conservation de la quantité de mouvament

2

" =div (o) + pf

1.1.1 —
( ) P

ou [ représente une distribution volumique des forces extérieures. Le
tenseur o, a pour composant o;;, est le tenseur des contraintes, et "div"

représente I'opérateur divergence pour les tenseurs : divo = (0y;;) =
3 00,5
4,j=1 ]
Oz,

Le processus d’évolution défini par (1.1.1), s’appelle processus dyna-

mique. Dans le cas ou le champ des vitesses varie trés lentement par
d2
rapport au temps, le terme pd—;; peut étre négligé.

1



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Dans ce cas I'équation (1.1.1) devient
(1.1.2) div(o)+pf =0

L’équation d’équilibre (1.1.2) s’appelle processus statique.

— La loi de conservation de I'énergie est :

de

JE:U:D(u)—div(q)%—r

ou e est un scalaire qui désigne I'énergie interne spécifique du milieu
continu, r est un 'apport massique de la chaleur, ¢ est le vecteur trans-
port d’énergie et D (u) est le tenseur des taux de déformation, de com-

posantes :
17 - = ’ 1 < ) S
dl] (U> 2 (8%'] T 81‘1) =0 3

o : D (u) est le produit dyadique de deux tenseurs o et D (u) défini par

o:D(u) =" o04di(u)

i,j=1

1.2 Conditions aux limites de contact avec frot-

tement

Maintenant, nous présentons quelques exemples sur les lois de frotte-
ment intervenant dans cette these.
Le frottement est la relation qui existe entre les efforts tangentiels (forces
de frottement) sur la zone de contact et le mouvement tangentiel relatif des
deux corps (glissement).
Les phénomeénes physiques a faire apparaitre dans une loi de frottement

sont I'existence d'un seuil d’effort en dessous duquel aucun glissement n’est

Section 1.2 Chapitre 1 2



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

possible et une éventuelle dépendance de ce seuil a l'intensité des efforts
normaux. Pour définir les lois de frottement, on définit le glissement et la

vitesse de glissement par :

u, = u‘.n=u;.n,

ui o= Uy — Uunyg,

o, = (on)n=onn;,
O’f_i = Ufjnj — o, n;,

La plus simple des lois de frottement est la loi de Tresca qui s’écrit de la

maniere suivante :

lo,| < g = u, =s (Adhérence)

lo,| =g = 3\ >0 tel que u, = s — Ao, (Glissement)
et dans le cas dynamique :

ou,

5% 0 (Adhérence)

lo;| < g =

lo,| =g = 3A >0 tel que 8;; = —)\o, (Glissement)

ou g est un seuil de d’adhérence/glissement fixé a priori, ¢, la contrainte

Our

t tielle et
angentielle et —,

la vitesse relative tangentielle entre les deux corps en

contact.

Section 1.2 Chapitre 1 3



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

1.3 Propriétés de semi-continuité inférieure

Nous rappelons dans cette sections quelque notions d’analyse convexe.
Nous considérons des fonctions ¢ définies sur un espace vectoriel réel X et

a valeurs dans |—oo, +00].

— Une telle fonction est dite propre si elle n’est pas identique a +oo c’est
a dire s’il existe vy € X tel que ¢ (vy) < +oo.

— La fonction ¢ est dite convexe si

p(tu+ (1 —t)v) <tp(u) +(1=1)p(v)

pour u, v € X ett €]0,1].

— La fonction ¢ est dite strictement convexe si

otu+(1—=t)v) <te(u)+ (1 —1)¢(v)

pour u, v € X et u # v.
— Une fonction ¢ : X — |—o00, 40|, est dite semi-continue inférierement si

et seulement si

liminf o (vn) > ¢ (v)

pour tout v € X et v, converge vers v dans X.

Lemme 1.3.1. Soit K C H, la fonction ¢x : H — |—o0, +o0] , définie par :

0 siue K
Ui (u) =
+oo siu¢ K
K est un ensemble convexe, fermé et non vide de H si et seulement si la

Jonction 1, est convexe et semi-continue inférierement et propre.

Section 1.4 Chapitre 1 4



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

1.4 Lemme de Gronwall

Lemme 1.4.1. Soient f, p € C (0, T, R) deux fonctions positives pour tout

te 0, T], et soita >0.Siy € C(0, T, R) est une fonction telle que :

b (#) §a+/0tf(s)ds+/0t<p(s)w(s)ds, Vi € [0, 7.

Alors
() < <a—|—/0tf(s)ds)exp(/otgp(s)ds>, vt e [0, T].

Pour le cas f = 0, ce lemme devient.

Corollaire 1.4.1. Soit ¢ € C' (0, T, R) telle que ¢ (t) > 0 pour tout t € [0, T] et

soita > 0. Sip € C (0, T, R) est une fonction telle que

¢(t)§a+/()tg0(5)¢(s)ds, vt eo, 7).
Alors

P (1) Saexp(/(fgo(s)ds), vt e [0, T].

1.5 Lemme de Minty

Soit £ un espace de Banach et £’ son dual.
Définition 1.5.1 Soit A un opérateur de £ — FE’

A est dit hémicontinu, si et seulement si pour toute suite (\,), convergente

vers \, ona:
(A(u+\o),w) = (A(u+ ), w) Y(uov,w) € E?
A est dit monotone, si et seulement si :

(A(w) —AW),u—v)>0 V(u,v) € E?

Section 1.5 Chapitre 1 5



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Lemme 1.5.1 (Minty).
Soit E un espace de Banach, A : E — E’ un opérateur hémicontinue et
monotone; J : E — |—o0, +00| un semi continu inférieurement et propre.

Alors, siu € E et f € F', les deux inégalités suivantes sont équivalentes

(Auyv —u) g+ J (V) — J (u)

Vv

(fiv—uwpyp YveEE,

(Aviv —w) pryp+J (V) = J(u) > (fiv—uwp,.p YveEE.

1.6 Inégalités

Proposition 1.6.1. Si u, v € L?(Q), on a l'inégalité de Cauchy-Schwartz
|(u, v)| < ful [v].

Lemme 1.6.1 (Inégalité de Young).

1 1
Sia, be R} etsoitl <p<oo, -+ - =1, alors
p 9

1 1
a.b < —aP + -b1.
p q

Lemme 1.6.2 (Inégalité de Holder) .
1 1
SiueLP(Q) etve Ll(Q) telleque 1 <p<oo, —+ - =1, alorsuv € L' (Q) et
p g
ona:

lwvll iy < Ml Logy 101l Lagey -

1 1 1
Si—-+-+—=1, alors
p q n

||“Uw||L1(Q) < ||u||Lp(Q) HUHLq(Q) ||wHL"(Q) :

Section 1.6 Chapitre 1 6



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Lemme 1.6.3. (Inégalité de Poincaré)

On rappelle que 0 < h(z) < h*, Yz € w et 4° € W,”". On a l'inégalité :

~E * 811;:
Ik @ = h e

pour ¢ =1,23.
Lm()

Avec ) un domaine borné de R3 et w la frontiére inférieure de Q.

Lemme 1.6.4. (Inégalité de Korn)

Pour tout ¢ € K, avec K un convexe fermé non vide de (W' (Q))*, on a :

HVUHLT(Q) <C|D (U>HL’“(Q)

1.7 Intégrale curviligne

La définition suivante, nous donnons la formule d'une intégrale curvi-
ligne.
Définition 1.7.1. Soit / une fonction définie sur 0S), continue et a support

compact.

L’intégrale de f sur 0S), notée par [, f (z) ds, est définie par

/mf (z)ds = / [z, h(z)) mdx

w

o on
81‘1 ’ 81’2

constitue la frontiére inférieure du domaine (2.

ouu Vh = ( > et w est un domaine borné de R?® d’équation z3 = 0 qui
Définition 1.7.2. La normale extérieure unitaire en un point (z,h(z)) € T

= 0N, est le vecteur 7i (x) défini par

Oh

_ Wi
V1+|Vh[? | 922
1

()

Section 1.7 Chapitre 1 7



CHAPITRE 2

ANALYSE ASYMPTOTIQUE D’UN
PROBLEME DYNAMIQUE
D’ELASTICITE LINEAIRE NON
ISOTHERME AVEC FROTTEMENT
DE TRESCA

Résumé. Dans ce chapitre, on s’intéresse a I'étude d’'un probléme dyna-
mique pour I'élasticité linéaire non isotherme dans un domaine de faible
épaisseur borné de R? avec les conditions de frottement non linéaires de
type de Tresca sur une partie de la frontieére et les conditions de Dirichlet
sur l'autre partie. En couplant I'équation de la conservation de la quantité
du mouvement avec I'équation de la conservation de I'énergie.

Notre objectif est d’étude le comportement asymptotique des solutions

lorsque ¢ tend vers zéro. Lorsque les coefficients ne dépend pas de la tem-

8



CHAPITRE 2. ANALYSE ASYMPTOTIQUE D’'UN PROBLEME DYNAMIQUE
D’ELASTICITE LINEAIRE NON ISOTHERME AVEC FROTTEMENT DE TRESCA

pérature, le probléme a été déja étudie par H. Benseridi, M. Dilmi [7].

Contenu

2.1 Introduction et position du probléme;

2.2. Formulation variationnelle du probléme;

2.3 Formulation variationnelle du probléme (2.1.1) — (2.1.10) ;
2.3.1 Changement du domaine et probléme variationnel sur ;
2.3.2.Estimation a priori;
2.3.3 Résultats de convergence;
2.3.4 Probléme limite et 'équation de Reynolds;

2.3.5 Unicité des solutions du probléme limite.

Section 2.0 Chapitre 2 9



CHAPITRE 2. ANALYSE ASYMPTOTIQUE D’'UN PROBLEME DYNAMIQUE
D’ELASTICITE LINEAIRE NON ISOTHERME AVEC FROTTEMENT DE TRESCA

2.1 Introduction et position du probléme

Nous considérons un probléme a des déformations d'un corps homogéne
€lastique et isotrope en régime dynamique dans un domaine mince 2°, ou ¢

est un réel positif appartenant a ]0; 1[ et qui tend vers zéro.
La frontiére de Q° sera notée I'* = w UT% UT: avec :

» % est la frontiére supérieure d’équation 3 = h(xy;29);
» 5 est la frontiére latérale;
» w est un domaine borné de R? d’équation z3 = 0 qui constitue la fron-

tiere inférieure du domaine )°.
On note 2’ = (z1;22;73) € R3 et 2 = (11;29) € R?

Le domaine (2 est donné par :
O = {(z,23) €ER* (2,0) Ew, 0<z3<ch(z)}
ou h est une fonction de classe C'! définie sur w telle que :
0<he <h(zx) <h"V¥(z;0) cw

Pour les forces extérieures f¢ données, nous supposons que les déformations
d'un corps €lastique sont gouvernées par les équations suivantes :
La loi de la conservation de la quantité de mouvement :
2
0%ug; oy

Yo fe=0, i=1,23.
o2 ow; TR

£

On désigne par o° = (0;;) |, ;3 le tenseur des contraintes et par D = (d;;),.; ;3

le tenseur des taux de déformations :

dij (u) 2(8xj+8xi>’ 1<ij<3

Section 2.1 Chapitre 2 10




CHAPITRE 2. ANALYSE ASYMPTOTIQUE D’'UN PROBLEME DYNAMIQUE
D’ELASTICITE LINEAIRE NON ISOTHERME AVEC FROTTEMENT DE TRESCA

On suppose que la loi de comportement suit la loi de Hooke :

ot. (u€> = 2M (TE) di]’ (UE) + A (Ta) dkk (ua) (Sijv

v)

ol
> u® = (ui,us, u;) est la déplacement du corps élastique;
» )\ et u sont les coefficients de Lamé, avec A+ p > 0;
» 7° est sa température.

La loi de la conservation de 'énergie est donnée par :
—V (KVT®) =0°: D (u®) +r°(T7);

o°: D (u) = Z?,j:l Ufjdij (uf)

ou K¢ et r* désignent respectivement, la conductivité thermique et I'apport
massique de la chaleur.

Nous supposons que la vitesse est connue sur I'{ x |0,7] et sur I'] x ]0,7[

ut = 0 sur I'f x 0,7

ut = g sur I'; x 0,7
avec, g = (g1, 92, g3) est une fonction avec g; = 0, telle que :

/ g.nds = 0.
I‘E

Le vecteur normal extérieur unitaire a I'* sera noté n = (ny;no;n3) :
La normale unitaire extérieure a w est le vecteur (0;0; —1).

On utilise les notations usuelles :

e _ € 0 E o a2 E o Eo
up, = Ut o= ugng, ul = ug — U,

e _ & & &, £
o, = (on)n=o nmny, o, = o5 n; —o,n,

Section 2.1 Chapitre 2 11
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respectivement, la vitesse normale, la vitesse tangentielle, la composante
normale et la composante tangentielle du tenseur.

Sur w la vitesse tangentielle est connue et vérifie la loi de Tresca :

ous
lo2| < k* = ( 5 )T

e sur w x 0,7
02| = k* = 30 > 0 tel que (875) = —fo:

Pour la température, on suppose que :

7° = 0 surl'jyuUlYy (Dirichlet-homogéne sur I'; UT] ),
oT*
on

= 0 surw ( Neumann-homogéne sur w).

Le probléeme complet consiste donc a trouver le champ de vitesse «° et la
température 7° vérifie les équations et les conditions aux limites suivantes :
*us; Oy

I = f¢ dans Q° x]0,7

2.1.1) 4
LU T~ g,

(2.1.2) o5 (u) = 20 (T°) dij (u*) + X (T) dy, (u*) 6
(2.1.3)  —V(K°VT9) =0 : D () ++°(T°) dans O,
(2.1.4  w=0 surl, x]0,7]

(2.1.5)  w=g sur I's x]0,7]

2.1.6) aai n=0 sur wx]0,T]
o8| < k* = (%i) =0
(2.1.7) T e sur w x 0,7
|o¢| = k® = 3B > 0 tel que ( Y ) = —fo:
a 5
2.1.9) T==0 sur I's UTS,
(2.1.10) %T =0 sur w
n
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Afin de donner la formulation variationnelle du probléme (2.1.1)—(2.1.10) , nous

allons établir le lemme suivant :

Lemme 2.1.1. La condition (2.1.7) est équivalente a la relation suivante :

ou® ous
éiafr—l—kel uT|:0 sur w.

2.1.11
( ) oy

Peuve.

e Supposons que u° vérifie la condition aux limites de tresca (2.1.7).

5

> Si |o2| < k*, alors <8u
ot

) — 0, d’owr (2.1.11)

T

£

> Si |o| = k°, alors il existe § > 0 tel que <8u

o ) = —fo¢, on trouve donc

out out 2 2
T . € k& . T — _ £ 13 _
ot Or + ot ﬁ |0_7" + 6 |0—T‘ 0
ou: ou:
e Réciproquement, on suppose que ;t .ot 4 k°- 0ut T =0.
> Si |oZ| = k¢, alors de (2.1.11) on a
6u7€' ) | 6‘ 8u7€'
0. = — |o .
o 7 oot
d’ou l'existence d'un g > 0 tel que T = —fo:
> Si |o¢| < k*, alors
0 o e 2] o |20 e |20
ot ot | = ot |7 ot
ous
T k& _ £
> |57 |0 =12

£

0
et comme i° — [o%| > 0, d’ot ;tT = 0.
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2.2 Formulation variationnelle du probléme (2.1.1)—

(2.1.10)

On introduit le cadre fonctionnel suivant :

H (F)° = {v e (12 (@) o

L e L0, Vi, j=1.23%.
afI;jE ( )7 Z?j 77}

Nous définissons le convexe fermé non vide de H' (Q°)°, par :
VE = {goe (H1 (Qa))3 cp=gsurly, o=0surlsetpn=0 surw}.
On note par Hi. - (€2°) le sous-espace vectoriel de H' (€°) :
Hb s () ={p € H' (Q9) : ¢ =0 surTj; UTS}.
On introduit également les notations suivantes :

3
2.2.1) a(T,u,v) = > /a 20 (T) dij (u) dij (v) dedrs +

ij=1

/8 MT) div (u) .div (v) dedzs;
3
2.2.2) (f0) = /Q fevdide = ; /Q frvdedzs,
(2.2.3) Je(v) = / kv, | dx;

: oT o
2.2.4 T = K )
( ) b(T,9) o Ox; Ox;

dxdxs;

3
(2.25) CwT,y) = S /Q 2 (T) 2 (u) o +

=1

/8 A (T) div (u) .div (u) Ydrdes + /QE e (T) Ydxdrs

Lemme 2.2.1. Si v*,7° sont des solutions du probléeme (2.1.1) — (2.1.10) alors

elles veérifient le probléeme variationnel :

Section 2.2 Chapitre 2 14
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5

T (1) € VE() et T7 € Hie e () telle que

(5 00— @) +o(Tivrio=Gr0) + 001

Trouver u® ou

ou’ ou*
(2.2.6) —Je (5; (t)) > (fs,gp — ;t (t)) , Vo e Ve
8 £
u® (0) = o, —5; (0) =w

b(T°,¢) =C (uT%,9), Vi € Hieipe -

ous

ot

Preuve. En multipliant I'équation (2.1.1) par ((pz- — (t)), ou ¢ € Ve et en

utilisant la formule de Green, on obtient :

0*u® ou* . 0 ou®
871,6 aua
Jre o5m; (%‘ o (t)> ds = [q- [ <%‘ T (t)) dxdxs.

Les conditions aux limites (2.1.4) et (2.1.5) impliquent que :

. ou’ A ou®
/E o5n; (cpi ~ o (t)) do = /waijnj <<pz- ~ 5 (t)> dx.
Mais o;;n; = of, + o;n;, on trouve :

. ou’ B . ou’ e (. ow
/re oin; ((pi ~ 5 (t)) do = /MU” (gpi ~ % (t)) dx + /wanm (gpz ~ (t)) dx

ous
ot

et comme (gpi - (t)> n;,=0,ona:

0*uf ou? . 0 ou?

ous ou®
J, o5 (901' ~ 5 (t>) dr = [o f§ (% ~ 5 (t)> drdrs Vo € VE.
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a £
Dans (2.2.7) on ajoute et on retranche le terme [ k° (!907\ — | Y >dx, on

ot
obtient :

0*uf ous I, ous A du®
( 1), — <t>)+ [ aijaxj(%— at <t>) dvdry — | o, (%— i (t)) dr+t

£ auf’ £ auf— o € auE
[ (1o =150 ) o= [ (1oel = 151 )t = [ 57 (5= G 0)) di
On pose :
ou’ ous
B = /wa; <<,0i ~ (t)) d:zc—l—/wk:e (\907| - 8tT ) dzx.
Donc :

B = /wa; (%-%f(t))dx%—/wke <|<Pr’—|8;§>d
= /UJU;QOidI—/wU;aaI;E (t)d$+/Luk€’SOT|dx_/wkg’aauti‘dx'

Maintenant le lemme 2.1.1, nous donnons :

B:/g;%dx+/ k|0 |da.
Autrement :
orp > —|ozller| > —k%lp,| sur w

et

B:/a;goidx+/ k| |dz > 0.

En déduit I'inégalité suivante :

82u€ aus 8
2.2. — (¢ — ¢ e 9 (ol o ldn —
ous
Jo KI5 (@) de = Joo f7 (@i — uf) dads.

ot
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En remplacant of; par I'expression (2.1.2) dans (2.2.8), on voit que :

82 € a € a £
(2.2.9) (a; ONCEE= <t>) +a(T;u€ (1), 00— 5 (t)) +

s )= 7 (G 0) 2 (-G 0) e

En multipliant I'équation (2.1.3) par ¢ € H, %UF% (©27) et en utilisant la formule

de Green, on obtient :

}:U/€ 87@éﬁbdﬁdm3 S [ 2w (1) d2, (u°) iy +

Ox; Ox; Pl
/ ° (T%) div (u) .div (u°) dadas +
0T

mw+/ (T dpdads.

FE
Maintenant les conditions aux limites (2.1.8)-(2.1.9), nous donnons :

8T6 oY

@210}3 Koo

drdrs = Z “(T°) dZ; (u°) pdwdrs +

i,7=1

/6 A (T7) div (u®) .div (u) Ydrdxs +

/8 e (T°) Ydrdzs

c’est-a-dire

b(TEad}) = C<UE;T€>w)7 VQ/) € HlTUFEL' u

Section 2.2 Chapitre 2 17



CHAPITRE 2. ANALYSE ASYMPTOTIQUE D’'UN PROBLEME DYNAMIQUE
D’ELASTICITE LINEAIRE NON ISOTHERME AVEC FROTTEMENT DE TRESCA

2.3 Analyse asymptotique du probléeme (2.1.1) —

(2.1.10)

2.3.1 Changement du domaine et probléme variationnel

Pour l'analyse asymptotique du probléme, nous utilisons le changement
d’échelle Z:B, et donc le domaine )¢ se transforme a un domaine () indé-
€

pendant de ¢ définit par :
0= {(:c,z) ER’ (z,0) cwet0< 2 < h(:v)}

Onnote ' =w Ul UT, sa frontiére.
A la suite de ce changement d’échelle, nous notons par 4° et 7<, les incon-
nues définies sur .

De plus, on définit sur (2 les fonctions suivantes :

us (x, x3,t) = 45 (z,2,t), i=1,2

A

e g (w,3,t) = 05 (2, 2,t), T°(x,23) =T° (x,2).

(2.3.1)

Pour les données, nous avons les relations suivantes :

(2.3.2) f(a:, 2, t) =% f¢ (x,x3,t), §(x,2,t) = g (x,13,1)

(1), (x,2) = (uo); (x,23), (lo)5(2,2) = e! (uo)s (7, x3)

A

(2.3.3) K=K ?=e2, A=), p =, k =ck*

avec |i, \, f, K, ket ¢ indépendants de ¢.

Ainsi le relevement G° de ¢ est définie par :

(2.3.4) eGis (x,2,t) = G5 (x,x3,1), Gi (x,2,t) = G5 (x,x3,t), i =1,2
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Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel sur ). Pour cela, on

note :

) 3
V = {UE(H (Q)) cv=gsurly, p=0surly, U.n:()surw}.

) = {SOGHl(Q)Q190:(<P1,902)790i=95urFL et p; =0 surI'y, i=1,2}~

V., = {v = (v1,v5) € L2 (Q)*: (?;:

(Q), 1=1,2 UZOSUTPl}.

Il est clair que V, est un espace de Banach, muni de la norme :

1
2
L2(9)>

Avec le changement d’échelle défini dans (2.3.1) - (2.3.3) le probléme (2.2.6)

o0v;

| 0z

(Z HUzHL2(Q) ‘

devient :

Trouver le champ de @< dans V et 7¢ dans H}, or, (Q) tels que

0?45 ous 0*as 0§
2 7 A 4 4 3 A 3
U (G 0.6- G )+ (FE 0.0~ G 0) +
.O. R ~ . a,as ~ A aﬂa
o= ) +a@r- 1 (o= 5 ) 2

s,
T

ou
A ous  ous\ 0 oas
€. NE B _ ) — 2 A 3
a(T7u,s0 u) €230 lfgu( )<8xj+8 )8%( ot (t))dxdz+
0 os 0 R
2 " 3 ~ U; 2 A 3
+Xi1 Ja it (T) ( ) laz ( 5 (t)) +e o (cpz 5 (t))} drdz+
+e2 [, 20 (TAE)%Q % 8“3() dudaz + 2 o X (1) div (%) .d (t) dzdz
@ 0z 0z ot @
A ~ ~ 2 A N a,&&‘ “~ ~ 8“
( K UE) - ;fﬂ Ii (‘P o (t)> dedz +¢ o f5 (@3 2 ( )dmd,z
. 1= o0 T 01 X .
€ J— 2 - =
b (T, 9) =2 Jasth - axidxdz+fQK oo g, dedz (@) = [ kg de
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L\ (0a5 0w
0 (1) (G + 5

a’\E
+

D ) Wdrdz+

ﬁé&ﬂ@ﬂG§$+%)¢mw+&% ) (5
Jor (T%) wdadz + o, €20 (T¢) div (0°) .div () pdsdz

2.3.2 Estimations a priori

Nous allons établir des estimations sur la déplacement ¢, puis sur la

température 7° solution de notre probléme variationnel

Estimation a priori sur le déplacement

Lemme 2.3.1.

Supposons que f € (L*(Q))°,

le coefficient de frottement

k > 0 dans L™ (w) et qu’ il existe des constantes . , u*, \., \'telles que

(2.3.7)

O<pe<p(a)<p etd< A <A(D) <N

Va, b€ R,

alors, il existe une constante strictement positive C' indépendante de ¢ telle

2 Ao 2
) wdwdz+2 fgu( )<82 gzgﬁ) Wdadz+

<C
L2(Q)

que :
(2.3.8)

ZQI _oi; ? 8u3 L0051 +22: ’aai ? 005 ? H o ||
il 0z L2(9) R L2(9) ot 12(Q) i=1 9z L2(Q) O L2(Q) ot
2 d2as 2 0245 924¢ |12

(2.3.9) z + H e
8:@875 L2(9) 8,2825 LQ(Q) ot 12(9)
9 924 0 82 ~e o2 as 2
= (‘ o=0t = H o ) =¢
- L2 () L2 () L2 (Q)

Preuve. Soit «° la solution du probléme (2.2.6), donc :

(5 0.5 0) ra(rwo.Fro) < (G

ot? ot
_ou®
(t) dedxs, Vo € V©

—|—JE( ) anfSOzdxdx?)_'_fQE ) a

Ly ,so> Fa(T5u (1)) +

20
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£

car J¢ <8u

5 (t)) est positive.

Alors

ou’
5 (t)

1d
2.3.10) - —
( )2 (’

Ca(re, % <t>>> < (G 00)+

€

ou
a(T50 (1)) + J°(9) = Jo- [7pudwdrs + Jo- [T (t) dedas, Vi €V

En intégrant (2.3.10) en temps pour s € [0,¢] on a :

(of oo )

ouf

ous
5 (t)

5 (0)

2 +a (Te;us (0), 8;: (0))) +

1 (T 60 ) s (750 (500 s 07 () = 07 (-0 s 5 (179 G (0 s
et comme
2 My ) < [V et (div () < [Vl
on obtient :
: (\ O o+ a a1, 00 <t>>) < 2 (url* + (207 + 37 [ V) +
2 ot 2

t 62u6 t €. € € L re t € du
(% 002 s a5 6) o) s 0 () = 07 ) st (5760, () s

Drapres lI'inégalité de Korn, il existe C'x indépendant de ¢ telle que :

2.3.11) a (T%u" (), u (1) = 2p.Cx ||V (t)][72(q -

En appliquant les inégalités de Holder et de Yong, on obtient :

a(T%u, ) < Joe 20° (T7) [dij (u®)] - |dij ()| dxdzs + [qr A (T7) |div (u®)| . |div (¢)| dzdzs
< Jo- 2u" |dij (UE)‘ . |dij (90)’ drdzs + [ N\* |dz’v (UE)| . \div (U8)| dxdxs
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.C 2v/2
S(&su KMU(H)OQV—E—MN@MMm>+
Ve IN*
(st G |div (u )|> (fﬂe \/_|dw( )|d$dx3>
< O 4 (p
Kma>mm¢+;>u%<wam+
*C’ 2 (\*) 2
K Kng |div (u 5)|2dwdx3—|— () Jae |div (<p)|2dwda:3.
,U/*CK
donc :
(2.3.12)
! e. € 31“’*CK t e 2 4(:u*)2 2()‘*)2 2
[ a (@ (s). 9y ds < 8”AWU®hmwM%&Wk+u£KIWMmm
0us Ous ous
t _ _
23.13) h(&z@#ﬁw—(&ayﬁ (% ©-)
1| 0u 2
S 5l (t) +H90HL2(QE)+ HU1HL2 (©2)
L2(QeF)
et comme
(2.3.14)

[ (05 @) as =@ - o ) - [ (255 0)
les inégalités (2.3.11) — (2.3.14), donnent :

ou’
5 (t)

€ 2 2
+ 1 Cx VU ()72 (02 < llunllzze) +

1
(2.3.15) = ‘
2 L2(QF)

pCr +4 ()2 +2(\)?

1 * *
(2 + 207 + A ) HuoHiz(Qe) +1t ( > HVSOHiz(QE) +tJ(p) +

,UI*CK
(gh*)2 c 2 2 (5h*)2 t|ofe (5h*) e 2
+2 Ok I (t)HLQ(QE) + H‘PHH(QE) + 21.Cx Jo || 0t (s) Lo ds + 1/ (0 )HLQ(QE) +
(€h*)2 /t & 2 /t 1 au€ ? £ 2
5 WOy ds+ [0 5| @), O 1T G ) s
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En multipliant (2.3.15) par ¢ et en utilisant les égalités :

1 ey = = ‘a“ o)
L2(Qe) — e — = _— s
() 81'3 L2(9) 0z L2(Q)
on obtient :
1 [|ous | . t(1 ||ou® .
25’ 5 () +e.Cx [V (1)[|7200) < A+ / (25‘ 5 () + e C |V (s)uigms)) ds
L2() 0 L2(¢)
avec :

:Cr +4 () +2(A)*

A= ||U1||i2(m + (2 +2p" £ A > 0|72 () +t ( ) V&2 +

,U*CK
. A RTPNTE h
||85Hi2(9) +tJ () + (2) F2(0) ey T QL ()jK ‘fg( ) @) "
(h*)? af LB ) :
Qﬂ*CK fO ( ) o) f() ‘ f ( ) L2(Q)

Dapres le lemme de Gronwall, on déduit :

ous
5 (t)

2
€ 2

Donc la premiére estimation est démontrée. B
Pour montrer I'estimation a priori (2.3.9), on régularise la fonctionnelle J¢,

en posant

Jg (u /ka x,t) pe (|uT\ )dx ou e (N) = +§ A e 0.

1

on considére I'’équation approchée suivante :

(2.3.16) )
82 € , €
( azig (t),@> +a(T8;ug(t),s0) + ((Jg) ( ;:f (t)) ,c,o) = (f%¢), VpeV©
8 5
e (0) = uo, alf (0) = u,

Section 2.3 Chapitre 2 23



CHAPITRE 2. ANALYSE ASYMPTOTIQUE D’'UN PROBLEME DYNAMIQUE
D’ELASTICITE LINEAIRE NON ISOTHERME AVEC FROTTEMENT DE TRESCA

0%ug
maintenant on dérive (2.3.16) en ¢ et on subtituant ¢ par 6t2§ (t)

Du 0?us oug 0?us n [ Oug 0?us 0?us
(G 0. G @)+ (5 0. Gk o)+ () (5 0) G 0) = (7 G )

I 8 € 82 €
et comme ((Jg) ( 5;5 (t)) : 8;5 (t)) > (0, on obtient

2
aug

? Oug ou 0?u
S I kR0 B e t)

En intégrant (2.3.17) et utilisant 'inégalité de Korn, on trouve :

1d
2.3.17 ——
CERTI

2us | ous |I° oug oug O?us ?
(1) + 21, Cx V== (1) <a (Ta; —£(0), == (0)> +‘ £ (0) +
‘ ot? L2(0¢) ot 120 ot ot ot? L2
ofe Oug afe dug [0 fF dug
2 -2 -2
(0.5 0) -2 (0. 5 o) -2 (G5 0.5 ) a
d’ot1 I'on déduit
(2.3.18)
O?us ? Oug ? 0?us ? ug 2
‘ oz (O +2mCx [V (1) _’ oz (O @+ ‘ > (0) +
L2(9°) L2(0°) L2(9°) L2(9°)
Ous 2 (5h*)2 afe Oue 2
0, Cx | V=2 (1) + (t) + 11,.Cx || V=2 (0) +
ot L2(QF) M*CK ot L2(QF) ot L2(Q¢)
h* 2 ofe h* 2 ofe o 2
(ER)" 1L oy G ”(s) ds+u*CK/ H Y (5) ds.
pCrx || Ot L2(09) 1 Cr Jo || Ot L2(09) L2(Q¢)
0? ug . ) L
52 (0), apres I’equation (2.3.16) on déduit que :
a2ua
(G O8] = 0700 = 0 (T51610).)
82u * * €
’( 8t2€ (0), 90)‘ < | (0>HL2(QE) : HSDH]}(QS) +(2p" + A7) g (0>‘ H1(©F) SOHHl(QS)

Section 2.3 Chapitre 2 24



CHAPITRE 2. ANALYSE ASYMPTOTIQUE D’'UN PROBLEME DYNAMIQUE
D’ELASTICITE LINEAIRE NON ISOTHERME AVEC FROTTEMENT DE TRESCA

< el || £ (Ol ey - IVOll L2 goey + (217 + A7) |lug (0)’ H(@) Ol g 02
< (0 18 Ol ey + @1+ 2 [ O] 1 g, ) 161
En multipliant cette inégalité par \/c et comme
e 1 Ollagary = [ 0] oy s VE[4E O 1 e, = 188 O]
on déduit que :
32
Ve ) Ye
ot 12(0°)
ou :
C =1 |2 () ey + 207+ A7) 02 (0)] .
En passant a la limite en ¢ dans (2.3.18), on obtient :
(2.3.19) ) ) ) 9
82 € OuE 82 € 62 €
‘ a;é (1) 2O ||V a“t (1) < ‘ a; (0) + (2 + M) a; (0) +
L2(QF) ) L2(QF) ) LQ(Q;) %2(95)
ouf (eh*)" || 0f¢ ou®
pxCe (t) (t) + 1 Ce (0) +
ot L2(QF) ,U*CK 8t L2(0¢) ot QLQ(QE)
(eh*)? |0 f¢ (Eh*) ofe Nl ou
ds + p.C V— (s ds
M*CK 6t ) L2(QF) M*CK fO at ( ) L2(QF) a KfO at ( ) L2(Q¢)
En multipliant maintenant (2.3.19) par ¢, on trouve :
82u€ 2 Ou 2 2,,€ 2 Oue
5 (t) + e Ck |V—- (1) < B+ [ie ‘ (s) + 1Ok ||V— (s)
’ ot? L2() ot L2(0°) ot? 12(0%) ot
ou B est une constante ne dépand de ¢
\ ( ) of°
L2(Q)
h)? ||ofe of
) for (C)fo ) —
S £2(9) " i £2(9)
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par l'inégalité de Gronwel, on obtient :

82 U

ous
9 (t)

+e H T (t)

< (" (C' est une constante ne dépand pas de ¢)
L2(0¢)

L2(Q9)

donc la deusieme estimation est démontré.

Estimation sur la température

Dans cette section, on cherche des estimations a priori sur la température
T=, pour cela nous avons besoin d’établir le lemme suivant :

Lemme 2.3.2. La température T< est majorée par :

0z

€ .
’

L2(Q)

(2.3.20) ( T

L2(Q) =

Lemme 2.3.3. Supposons que les hypothéses du lemme 2.3.1 sont vérifiées,
de plus supposons qu’il existe :

- deux constantes strictement positives K, et K*, telles que :

(2.3.21) 0<K.<K(z,2) <K*, V(z,2)€Q

- une constante positive 7, telle que

(2.3.22) P (a) < 7.

Alors, il existe une constante positive C; indépendante de ¢, telle que :

of<|”
0z

ot |?

(2.3.23) 252 o

< (Ch.

L2(Q)

L2(Q) H

Preuve. Dans l'inéquation variationnelle (2.2.10), on choisit ¢ = 7¢, on ob-

tient :

3 L[ 010 0T 1= o1
;L Zl / TR / kS-S dud,
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avec

ou; oS dag Ohc 2
_ J 5 2 3 Ne
I, = 2/ (ax] ﬁxi) Tdmdz+§: / ( te aﬂ_) Tedudz +

2]1
€ 8u3 aa; e 2~ (rfe 83 e .
/ (77) ( + 51 dedz+/92su(T) ) Tededs:
2

I, = /Q r (Ta) Tededz; Iy = /QE A (fs) div (u®) .div (v¥) T°dxdz.

L’inégalité de Cauchy-Schwartz, nous donnons :

2

2 ac ous NG , i R
hls JZ a% 512 LQ(Q)’T L@ %Z : 62? L2(Q) E LQ(Q)+
A~k 2 2
l;]zl . 3u3 881; ‘T L2() HE 8;; : L2(Q) "
Par Young, on trouve :
R -
4l < 252'“ ijzl azj LQ(Q)’T LQ(Q) Zl L2 Q)‘T LQ(Q)+
e 112
2A*84Z ZZZ: 12(9) )T€ L2(Q) + 252&* 8823 * L2(Q)

Maintenant I'inégalité (2.3.8), et le lemme 2.3.2, nous donnons :

(2.3.24) I < 2p-C||T=

o]

L@ = 20

L’analogue de [, donne :

. o1
(2.3.25) L] < r*||Te e
0z

S T*h*

L2(Q)

L2(Q)

|| < 2\ ||div (a9)[* | 7| , < Ae? |V (@) || 72

L2(Q) — L2(Q)

puisque 2 |V (2°)|* < C, alors

(2.3.26) |Is] < A |7

L*(Q)
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D’autre part, par l'utilisation des (2.3.21) et (2.3.22), on trouve :

2 o) o)
b(T%, T%) = /2K dzd /K dzdz.
( ) ;QE ‘c%,- szrQ 0z raz
ce qui implique :
N 2 A 2
[A{*gz al A* aT S b (j:’é"’f"‘:)
0%; || 2(0) ° 2@
orTe N .
gm*h*o" PR || +xc|t .
0z 12@) 0z 12(Q) L2(Q)
Autrement,
are|’ . |lo7=” a1
(2.3.27) K. . < ,
ox; 12@) 0z 12(@) 0z 12(@)

ou, (] est une constante indépendante de ¢ donnée par :

Ci = 20°h*C + #*h* + N*Ch*

donc :

(2.3.28) < K710y

L2(Q)

oTe
0z

D’autre part, en injectant cette derniére estimation dans (2.3.27), on déduit :

2 2

o1e
0z

oTe
8135

82

< Oy,

L2(Q)

o

ou

C,=K 'C?. ®
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2.3.3 Résultats de convergence

Dans ce paragraphe, on va énoncer du théoréme de convergence.
Théoréme 2.3.1. Sous les mémes hypothéses des lemmes (2.3.1) et (2.3.3), il
existe u* = (ul,u3) dans L*(0,t,V.) et T* dans V,, tel que pour des sous suites

de u° ( resp TE) notée encore u° ( resp. T‘f), on a les résultats de convergence

suivants :
o0 our
(2.3.29) 05 — ! ; ;; — % 1 <i <2 faiblement dans L*(0,t,V.)
g 248
(2.3.30) eaul -0 ,¢ O, 0, 1<1,j5 <2 faiblement dans L*(0,t,V,)
8:[:]- 81:J8t
o1 0% 0%05 ous
(2.3.31) 223 3 27 3 o 223 . 0d L?(0,t,V.
€ O’Eé)zat 0, ¢ 9 0,e 5 0 dans L*(0,t,V,)
OfiE 82 ~E
(2.3.32) 2245 ,eQﬂ — 0 1<1i<2 faiblementdans L?*(0,t,V,)
axj 617]875
one 0%4e
(2.3.33) ¢ ;; —0,¢ 8;’ — 0 faiblement dans L?(0,t,V.)
(2.8.34) 7= ~ T* faiblement dansV,
Te
(2.3.35) 58 — (0 faiblement dans L* ()

i

Preuve. D’apreés (2.3.8), nous obtenons (2.3.28) — (2.3.33).
Grace a l'estimation (2.3.23), il existe une constante positive C' ne dépend
pas de ¢ telle que :

< C.

120

o1e
0z

En utilisant le lemme (1.3.2), on en déduit que :

o1
0z

A

g *

L2(Q) —

< h*C,

L2(Q)

donc 7* est bornée dans V,, ce qui montre l'existence d'un élément 7" dans

V. tel que T¢ converge faiblement vers 7* dans V..

De plus, I'estimation (2.3.23), montre que

< (C,donce
L2(Q) Ti

converge

€
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AL -
Vers D2 et comme 7° converge vers 7™ dans V,, alors ¢ 3
i i

dans V.1

converge ver 0

2.3.4 Probléme limite et I’équation de Reynolds

Théoréme 2.3.2. Sous les hypothéses du théoreme 1.3.1 les solutions u*

et T* vérifient les relations suivantes :

2 our 0 ou?
(2.3.36) Z/Qﬂ(T*) a“; (t) 5 (@ (,; ()) drdz + J (@) —

au’-‘ A~ au*
L >2 By —
J( 5 (t)) >l (fz,soz at> Vo e I1(V)

9 (T our , \°
(2.3.37) ~ 5 (K 5 (t)) =2, o (T™) (;zz (t)) +7(T*) dans L* ().
0 (. ... ouf . 5 .
(2.3.38) ~ % (u (T%) o (t )) fi  pouri=1,2 dans L*(Q);

Preuve. L'inéquation variationnelle (2.3.5) s’écrit sous la forme :

2 (oka . 0@ N PN
ye (G 0.0- G ) v (GE 0.00- G 0) +

i et [ 3(F9) div (@) div (@ - a;;? (t)> dedz + | Bigldo-

EN ot PG 1)
dx > Z (.fzvgpz - atl (t)> +e (f&»‘pd - 8_[:3 (t>) )

avec

. 8u3 g (. 04§
Iy = 2/ T % Bs <<p — (t)) dxdz.
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En passant a la limite et en utilisant les résultats de convergence du théoréme 1.3.1,
il existe une sous-suite 7* qui converge presque partout vers 7", et comme

il (TE) est continue, alors [ (Tf) converge presque partout vers /i (7).

Le fait que J est semi-continue inférieurement, alors :

(2.3.39)

;/QMT*@"‘f(t).EfZ(gai_aazi;f(t)) e ) (m) Z(f“% aaf@)).

=1

Drapres [9, 28], nous pouvons choisir ¢ € H; () dans (2.3.39) tel que

L0y

P = BT + aveci =1,2 et g3 = us,

on obtient :

Z/ de dz_z(f},wi).

i=1
En utilisant la formule de Green et en choisissant ¢, = 0 et ¢, € H} (), puis

e =0 et € Hj (), on trouve :

- [ A (

)Mdmdz _ / Fabsdad:

donc :

O | (OW )| _ 2 o 1
(2.3.40) ~ % [u (T") ( 9 )] =f; pouri=12 dans H " (Q)

et comme f; € L2(Q) et ¢t € [0, 7], alors (2.3.40) est vraie dans L2 ().
D’autre part, en passant a la limite dans (2.3.6) et en utilisant les résultats

de convergence du théoréme 1.3.1, on obtient :

/KaT* a—wdacdz = Z;/

/Qf(T*)wdmdz - 22:/

)wdxdz+z / ( *>2wdxdz+

2
(T < a;> Ydzdz + /Q P (1) dadz, Vb € HY p, ().
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Maintenant la formule de Green, nous donnons :

/§1<8P>Wmm_2/ T*<*)¢mwf/ (T*) dxd= ¥y € H, o, ().

Par conséquent :

R T* 2 8 * 2
(2.3.41) 9 (Ka ) - Zﬂ(T*) ( ;;) +7#(T*) dans H!' p, ().

La formule (2.3.41) est valable dans L? (), puisque /i et # sont deux fonctions

*

2
au ) est un élément de L (Q2). B
z

Théoréme 2.3.3. Sous les mémes hypothéses du théoréme 2.3.2, on a :

bornées sur R et (

/l%|¢+s*—5\—|s*—s|dx—/M*@/}d:z>0 vy e L? (w)?

et

ﬂ((*)|f*|<15;‘%st =0
A I e
avec .
Ak au* * * * *
= O 00, 8 @) =t (,0.0) et ¢ =T (2,0).

De plus, u* et T* vérifie 'inéquation généralisée de Reynolds :
(2.3.42)

/(AMw%@ﬂ@—ﬁwLawh—g@wﬁﬁuﬁyuz@¢gv¢Qv¢eHw@,

ol

(z,2) //O,LLT*$§ (z:2) ///oguflezygddg‘

Preuve. Pour démontrer (2.3.42) en intégrant deux fois I'équation (2.3.38) de

0 a z, on trouve :

(2.3.43) ui (x,2,t) = 5" (x,0,t) + 1 (CF) A(x, 2) 7" — C; (x, 2)
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avec
7 d§ B ¢ fi(x,m,
A@’Z)_/OM(T*wf //o,uT*xf dndg

et comme @} (z,h(z)) =0,0ona:
s (x,0,t) + 1 (C*) A(z,2) 7" = Ci (x, 2) .

En intégrant (2.3.43) de 0 a h, on obtient :

h h

Alx,z)dz —/ Ci(z,z)dz.

0

(2.3.44) /h uj (z,2,t)dz = s* (2,0,t) h+ o (C*) f*/

0 0
De (2.3.44), on en déduit que :

/Ohuf(x,z,t)dz—s*(m,O,t)h—,&(C )#* A (z,2) + C; (z,2) =0,

Il résult donc que :

/w(/Ohu*(x,z,t)dz—8*(x,0,t)h—ﬂ(g*)7°*f1(a:,z)+Ci(;y,,z)> Vi =0. W

2.3.5 Unicité des solutions du probléme limite

Théoréme 2.3.4. La solution (u*, T*) du probleme limite (2.3.36)-(2.3.37) est

unique dans L? (0,T,V,) x V, pout tout 0 < ¢ < min (cg,¢;), avec.

SIS

1

=Gl (K 14 0] = G) et = (4 ) e

Preuv. Posons

W.={veV.: 535 € L2(Q)},

v
9 VZSC}.
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Supposons qu'il existe (u',T') et (u?, T?) solutions du probléme limite (2.3.36)
et (2.3.37).

Pour tout ¢ € Hy r, () on a

9 2
(2.3.45) /Q —k%jzi¢dxdz:; /Q /l(T1> (%f) Ydrdz + /Q P (1) Ydadz

2
U2

%i> beadz + /Q 7 (%) ddedz

z

8T 9 2
(2.3.46) /Q—Kggdmdz - ;/QM(TQ) (

Par soustraction de (2.3.45) et (2.3.46) on obtient

2 2
A (1) (%) A (aa) } bt

. d ) 2
LY (C) - (1" = T biadz = £ |,

+ /Q [ (1) = # (1°)] $dadz

1

ou?\?
Dans (2.3.47), on ajoute et on retranche le terme i (7") ( “ ) , on trouve :

0z

uj + u?)

9y 2 a2
oK g (11 = T%) Jvdads = £ o [ 5 o

Z/ (1) - (7)) (%)zpdd + [ [F () =7 (12)] vdaa:

En choisissant ¢ =T' —T? € H} , () on obtient :

5 (u) — uf)] Ydrdz+

N 2 3
2.3.48 /K— T — 12 dedz = SRy,
( ) A 82‘ ] wdz kZ::l x
avec

R = SR :XQ:/Q [g (Tl)gz(unguf)(,i u%—u?)] (1" — T%) dedz
Ry = iRé = Z/S.2 (1) = p(17)] @’f)Q (7" = T?) dudz
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et comme
(2.3.49) A;R ;l(Tl—zﬁ)de¢z>1([1+« P - ),
D’autre part
a 1/4 a 1/4
Ry < u* — (u! +u?)| dadz u; —u2 dxdz T — T2 dxdz
< (L2 v a) (]2 G- o) " (i)’
< wl|Zea)| |Ze-w)| j@-r)
oz \ ! LA(Q) oz \ ! 12(@) L4()

en utilisant l'inégalité de holder, et comme l'injection compact de V, dans

L* (Q) est continue, alors il existe une constante « > 0 telle que

, 0
B < pra |5 (uj + 4] ) up — u;) (T =Ty,

L2(Q)

(i = w)lly, 1T =T2)]y,
Ve

az(

0
< pra? B (uj + Uz)

et puisque u'et u? sont deux elément de B, alors

71| < 2uta’e|(w —ad), (T -T7)],

en utilisant l'inégalité a; + a; < \/§(a1 + a2)1/2 pour aj,a, > 0, on a :

2
(R < 2p'a’c H(Tl B T2>HVZ ; H(“Zl - UZQ)HV
1/2
< svgeee(r 1), (S0 - )]
=1
< et |(T =) (o =),
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Alors :
(2.3.50) |Ry| < 2vapra’e (T = 12) [ (u! —u?)
- VZ szvz
et )
. O
[BY| < Oy o T = T2 |52 dd
y4
1/2
1/2 ou? 4
< Cy (Jo T =12 (fﬂ o ) dadz
2
2 5’uf
< Cu (T = T*) 240y e
“ i@
< gt -y, [ 2]
a —
— 14 V. az V.
< C.at |(T =123, l?ll;
— Y V. 1 W,
< Cuale (T = T2y,
donc
(2.3.51) [Ry| < 20,01 || T — 72|

comme la fonction 7 est lipshitzien sur R de rapport C; alors

Rs| < C, ||ITY — T2|°
(2.3.52) |Rs| < C: || 1220
< G || - 1?7,

En injectant (2.3.47) — (2.3.52) dans (2.3.46) on a :

-1
K. [14 ()] 1T = T2y, < (2Csa'c® + Ci) | T = T2y, +
+22p*a’c || T — T2,

z

( 1— UQ)HVZxVZ

donc

2 1

(K* 14+ (0] = 200" - @) |t - 72 u

< 2\/§u*a2c HT1 —T?

V. V.

— U

2

V. xV,
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on suppose que

1

c<cy= {20[40;1}72 (K* [1 + (h*)ZT1 — Cﬁ)

1
2

a condition que

K. > |1+ (h")] .Cs.

Alors

(2.3.53) HT1 — 72

V. < 2\/5/1*04*20510 (cg — 02)_1 H (ul - u2)

VaxVy

Nous avons aussi les deux inégalités suivantes :

(2.3.54)

i /Q i (") aaf (t) .;Z (@3 a;f (t)) drdz+J (') - (6“ ) > i (fl, 86:: (t))

=1

(2.3.55)

Z‘;/ﬂﬂ(w) %f (t)gz (@? a;f (t)> drdz+J (32)— (a“ ) )3 (ﬁ,,@? 35;? (t))

=1

2 1
;t (t) dans (1.3.52) et ? 5? (t) dans (2.3.55) et en

sommant les deux inéquations, il vient pour W = u! — u?

. o (oW o, 0 [OW
(2.3.56) Z/[N (") ()8z<8t> i (17?) az(t)az(atﬂdxdz;()

On choisit que ¢!

o, 9 [OW
on ajoute et on retranche le terme f (T") % (t) 5 ((,%) dans l'equation
z z

(2.3.56) , on obtient

Z/Q [ﬂ (") %?f (t) ;Z (%T) — i (7°) a@z (t) 5 (g)} dudz +
e R E P

" ) } dxdz+
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o3 [art) o o (G ) e -3 [ (r) 5 0 2 (G ) dwte >0
donc

2 o o 2 P 9 P P
;/ —h (Tl) ;V 92 (8) davderg;/Q (/j (Tl) _a (TQ)) al,: v (aW) dede > 0
(2.3.57)

=1

et comme

2 oW o (oW
~ n>" >~ (="
(2.3.58) ;:lj/Qu(T) 5 ( o )dxdz > ||W||V

I'inégalité de Holder, nous donnons :

. ) oz o [OW ouzll o (oW
[ @) = a () G () aste| < o [ [ =72 52| (%5 )aoa
ou? g (oW
< CﬂHTl— A || Oz @) 87 (a) @)
ou? g (oW
S Q[ZC,) HTl — L4(Q) ai, ‘ 87 (a) L2@)
< coaQC’ﬂHT1 —T? v <8£/> N
Maintenant, par I'inégalité deYoung, on trouve :
(2.3.59)
A0
(2 (%) — a(72)) a;; 062 (%‘f) drdz| < V2ea*C [T - TZHV Wy,
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En injectent (2.3.58) et (2.3.59) dans (2.3.57) on déduit que :

!WHV < V20a?Cy I T - i

HV dt Vz VZ

HWHV < V2ea?Cy [T = T2y,

\
(2.3.60) 2 dt
2 dt

Intégrant (2.3.60) entre 0 et ¢, et comme W (0) = 0, on obtient

(2.3.61) % IWlly, < V2ea?Cyt [T = 72|

z

En revenant a (2.3.53) on trouve

[T~ T2, < 2v2ura2e(c — )7 [[(u! — 4?)
<8 G (= ) T = T,

VoxV,

Alors

(1—8M*1 *2(08—02)_175)“T1—T2 <0

z

a condition que

NI

0<c<c = <1+8u*_1,u*t)7 o

par conséquent

=0

z

o7

donc T' = T? presque partout dans V..

D’apres (2.3.61), on déduit que u' = u?

presque partout dans V.
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CHAPITRE 3

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE
D’UN FLUIDE DE BINGHAM NON
ISOTHERME DANS UN DOMAINE

MINCE AVEC FROTTEMENT DE
TRESCA

Résumé. Dans ce chapitre, on s’intéresse a I'étude de I'’écoulement non
isotherme d'un fluide de Bingham incompressible en régime stationnaire
dans un domaine de faible épaisseur borné de R?® avec les conditions de
frottement non linéaires de type de Tresca sur une partie de la frontiére
et les conditions de Dirichlet sur 'autre partie. En couplant I'équation de la
conservation de la quantité de mouvement avec I'équation de la conservation
de I'énergie. Lorsque le fluide est supposé isotherme, le probléme était déja

étudie par [16].
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CHAPITRE 3. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UN FLUIDE DE
BINGHAM NON ISOTHERME DANS UN DOMAINE MINCE AVEC
FROTTEMENT DE TRESCA

Contenu
3.1 Introduction et position du probléeme;
3.2 Formulation variationnelle du probléme (3.1.1) — (3.1.10) ;
3.3 Lemmes utiles ;
3.4 Analyse asymptotique du probléme (3.1.1) — (3.1.10) ;
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3.1 Introduction et position du probléme

Nous considérons l'écoulement stationnaire non-isotherme incompres-

sible d'un fluide de Bingham dans un film mince 2° défini par :
O = {(%553) eER? z = (x1,29) € R2, 0< a3 < h(m)}
et
0<h.<h(z)<h"etheC*R)

Nous rappelons que I'* est sa frontiére avec : I'* = o U UTS
Pour des forces extérieures f° données, nous supposons que l'écoulement

du fluide est gouverné par les équations suivantes :

La loi de conservation de la quantité de mouvement :

0ot

— 4 ff=0,i=1,2,3 dans °
8(1,']‘
avec
D (uf)
o5 = —p0ij + V207 D (u)] +2p° (T7) D (v)
et

NI

1D (u)] = ( > dij (uf) dy (ug))

ij=1
> u® = (ui,us, u;) est la vitesse de fluide;
» ,° est sa viscosité;

» p° est sa pression;

T*¢ est sa température.

La loi de conservation de l'inergie :

_ai. (KE(ZZ) = 20 (T°) dyj (uf) dij (uf) + V207 | D (uf)| +7° (T°) dans &
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nous supposons aussi que le fluide est incomprissible

div (u®) =0 dans O°

Sur w la vitesse tangentielle est connue et vérifie la loi de Tresca

0S| < k® = uS =0
sur w
l|og| = k* = 3B >0 tel que us = —fo:

T

La vitesse sur le bord est donnée par :

u® =0 sur ']

un=0surI'fUw

oo (u¥) + IFu® = 0 sur I'§

T

n = (n1;n9;n3) est le vecteur normal extérieur a I°.

On note

u;, = u“.n=ui.n,,

un = Uy — upng,

o, = (on)n=o nn;,
. = Ufjnj — o, n;,

Le probléeme complet consiste donc a trouver le champ de la vitesse u°, la
pression p°, et la température 7° vérifient les équations et les conditions aux

limites suivantes :

oo,
(3.1.1) L+ fe=0 dans Qf
Gx]»
(3.1.2) ot = —p6; + v3ar ) o ey a )
- v D () k
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(3.1.3)

0 orTe

~3 K© 5 =2p° (T7) d;j (u®) dyj (u®) + V2af |D (u®)| +r* (T°) dans Q°

€T; €Z;
(3.1.4) div(u¥) =0  dans Q°
(3.1.5) u*=0 surlj
(3.1.6) uvn=0 surlfUw
(3.1.7) o (u¥)+1Fu* =0 surlj

0S| < k® = w2 =0
(3.1.8) sur w
lo¢| = k* = 3IX >0 tel que us = —\o?

T

(3.1.9) T°=0 surl5UTl3
T€

(3.1.10) 0 =0 sur w
on

Lemme 3.1.1. La condition de Tresca est équivalente a la relation suivante :

ugo + kf|ug| =0 sur w.

Preuve. On suppose que u3.05 + k%|us| = 0.

> Si |07 = k¢, alors

i = —[o*| [ug

’

d’ou l'existence d'un § > 0 tel que

> Si |o°| < k°, alors

uror + K ur| = 0> —Jug| . |op| + K |uz

> fug|. (=loz] + &%)
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et comme — |o%| + k° > 0, alors uf = 0.
Réciproquement, on suppose que u° vérifie la condition aux limites de Tresca

> Si |05 < k¢, alors uf. =0
upoy + klug| =0 .

> Si |05 | = k°, alors il existe 5 > 0 tel que u5. = —fo% .
D’ou

upoh + klug| = =B oz’ + Bloz*=0. W

3.2 Formulation variationnelle du probléme (3.1.1)—

(3.1.10)

Pour la formulation variationnelle du probléme, on introduit le cadre

fonctionnel suivant
VeE(Qr) = {cp € (Hl (QE))3 o =0surl'y; p.n=0surIl} Uw}

Viio () = {p € K%} divp = 0}
L2 () = {q e 12(): [ qde = o}
QE
Hiop: () = {p e H' () : o =0 surI5uUT;}

on introduit également les notations suivantes

(p, divv) :/ pdivvdrdrs
JQe

7 (v) :/wk;€|v|dx+\/§a€/gs D (v)| dxdzs
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b(T,v) = | K°VTVuvdrdxs
JQE

c(u;Tv) =2 L (T) dij (u) dij (u) vdaxdxs —l—20z5/Q |D (u)| vdxdxs —|—/Q e (T) vdxdxs

Proposition.3.2.1. si u°, p° et T° sont des solutions réguliéres du probléme

(3.1.1) — (3.1.10), alors elles verifient le probléme variationnel
Trouver v € Vj,; p° € Lj () et T° € H} r, () telles que :

(3.2.1)

a(T%u%, ¢ — u®)—=(p, dive)+1° /F u (o —u) dr+J (p)=J (u7) = (5, —u) Vp e V(&)

1

(3.2.2) b(T%,¢) =c(u*;T%,¢), Vi€ Hp p, ()

Preuve. En multipliant I'équation (3.1.1) par ¢ —u®, ol1 ¢ € V¢, et en utilisant

la formule de Green, on obtient :

I ofjaij (p—u) dadas — [ ot (o —u)ds = | f* (o —uf) dadas

D’apres les conditions aux limites, on trouve :
(3.2.3)

a(Tyu, o —u) + V2o /Qe |dg ((;L:>)|

dij (¢ — u®) dedrs — / pdiv (p — u°) dedrs+
Q=

—l—le/F u (p—u)dr+J (@) —J () > (fS50—u’) YpeVe

- -
1

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on déduit :
(3.2.4) dij (u7) dij (@) < |D (u)]|D (9)] -

En substituant I'inégalite (3.2.4) dans (3.2.3), on obtient (3.2.1)

Pour obtenir (3.2.2), en multipliant I'équation (3.1.3) par ¢ € Hy, p, () et
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en utilisant la formule de Green, on obtient

3 oTe o e 2 & . DQ( ) )
;/Q ey 0 o = 3 1/ 24 (1) D? () Y ty/Bo® [ Tetodrdast [ 0° (1) g

et comme D?(u¢) = |D (uf)|*, on déduit directement (3.2.2)

3.3 Lemmes utiles

Lemme 3.3.1. (Inégalite de Poincaré) [17]

ou®
61'3

2
drdzs

Qe

(3.3.1) /Q |u5|2dxdx3§2h*5/ |? dr + 2 (h*e)? /
= Fi

Lemme 3.3.2.[17]. Supposons que f< € (L*(F))°; [ = ¢l¢; et qu'il existe deux

constants ., u* telles que :

0<pe <pla)<py VaeR,

cry) 1
e =
alors :
. 24 (h*e)®  12h*c\ | .
5.5.2) A N LA
avec :
Oh* one |°
(3.3.3) C (%) =2 ‘ — 1+ ‘
972 llogw) 91 lo)

Lemme 3.3.3. Sous les mémes données du lemme 3.3.2, on a :

(3.3.4) / V| <2/ D (uf)|? dwdas + C () / | dr
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avec !

LO(T¢ 20 (%) (2 (h*e)*>  h*
C(Fi)/ |u6|2 d’T g H 2[( 1)/ |Vua|2 dxdl'g—i— C( 1) < ( 6) €
e € Qe €

el12
! I

*

3.4 Analyse asymptotique du probléme (3.1.1) —

(3.1.10)

Pour I'analyse asymptotique de notre probléme, on utilise le changement
d’échelle z = ﬁ, donc le domaine )¢ se transforme a un domaine {2 indépen-
€

dant de .
ou

0= {(x,z) ER? = (1,13) ER* 0<z< h(x)}

Nous définissons maintenant sur (2 des nouvelles inconnue

/Ilf (SC,Z) = uf (l’,{Eg), ﬁg (.’E,Z) = 6_1U’§ (.I},[L'3>

P (2,2) = 2% (2,23), f(2,2) = 2f° (,23)

[=clt; k=cks; i=p5; K=K a=ca; r=e2rs T¢ (v,x3) = T° (z, 2)

et soit

V() ={peH () ¢g=0surls; gm=0surl Uuw}
Vi (Q) ={p € K; divg =0}
Hi p, (Q)={¢cH" (Q):¢=0 surh UL}

V.={pe(L?(Q)"; % e L*(Q) ¢ =0 sur I3}

Lorsque nous passons au domaine fixe () et en introduisant les nouvelles va-

riables dans les inéquations variationnelles (3.2.1) et (3.2.2) ,et aprés la mul-
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tiplication par ¢, nous obtenons :

(3.4.1) N
o 0us O(; —
) (3 ) ] 25
L= J % J
2 e (08,005 O(6i — ) (o) 2085 ) O — 5)
Z;fﬂ,u(T> (82 2@5) 5 da:dz—l—f9< ,LA(T) 28723 > 382 dxdz+
o 0us\ O(ds — a5
jil Jo it (Ts) g2 (62 azj + 8?) ((bé? 3>dxdz+
S0, i b)) (3o, b)) - )\/1 T [Vhe(2) Pda+
(wi 5@, b)) (ds(w, b)) = @5(w, h(x))) /1 + [V he () Pde+
72:(|¢>] |ﬂ5|) dz 4+ V26 [o (‘ ( ) ‘D a° )dxdz >
]if (fr b = 05)dndz + Jo =(fo, 6y — W5)dudz V6 € V()
avec

et

Jo*K (1) vTewdxdz =2 Jo /i (T°) | D (%) * vodadz+

(3.4.2)
+v2a [, | D (0° (T¢) pdadz Vo € H} o, (9)

Notre but maintenant est d’obtention des estimations a priori sur la vitesse,

pression et la température dans le domaine fixe €.

3.4.1 Estimations sur la vitesse et la pression

Premiéres estimations sur la vitesse et la pression
Lemme 3.4.1. Si (v°,p%, T%) € Vj, x L§ (Q°) x Hy p. () sont des solutions du

probléeme (3.2.1) et (3.2.2), alors il existe une constante strictement positive C

2 A 2
L2(Q)  i= 1( 8,2 L?(Q))
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(3.4.4) 185l 2y < C pour i =1,2
(3.4.5) |]57§L§||L2(Q) < C
a"é
(3.4.6) ‘ P < C pouri=1,2
axz H-1(9)
(3.4.7) ’ < eC.
H=1(Q)

Preuve. En passant au domaine fixe (2 dans le membre de droit dans l'in-

égalité (3.3.2), on obtient :

IVl < o (20 28 o) 1
(o )
et comme & || f%]|75 ) = Hf e , alors :
(3.4.8) e Ve[ 2(e) < <24fg*)2 2 ) il o)
d’ou (3.4.3) d’écoule, avec C = (24 L};)Q + 157:) L

Pour obtenir (3.4.4) et (3.4.5), il suffit d’appliquer l'inégalité de Poincare

ous |
8x3

/ [uf|? dadzs < 2h*6/ [uf|” dr + 2 (h*e)? / dxdxs
0s re

1 C (1)

5 Joe |Vl dedas+

et comme C' (I'f) Jr- lue|? dr <

20 (T5) (2(h*e)®  h*e\, ..
B : ( T 1f ||i2(ge),

*

alors :

21¢ s e

ou
2h*2
20 e [
h*

. h*e h*
6_1/Q (uf|? dedes < 2R ('u / Ve | dxdlig—l—lE( (he) +( Se )|’f€||L2(Qe)+

|2

drdxs

81’3
ci2 (8(he)* (h)e
u HL2(QE) + h < lglu* (l€)2
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D’autre part, d’apres (3.4.3), on obtient :

h* . h)? o (h)?
5_1/ |u5|2dxdx3§< K +2h>0+<8€ ) —f—(A))
Qe [ Lty [?

12
L*(Q)

donc

8_1/ uf|? dadas :/ |0°|? dedz < C.
Qs Q
Autrement :
2
e |2 ~c 12
Z HUiHL?(Q) + ||5U3||L2(Q) <C
1=1

donc (3.4.4) et (3.4.5) sont démontrées.
Pour obtenir la premiére estimation sur la pression (3.4.6) on choisit dans

(3.4.1) p = (05 £ v, 15, 05) avec ¢ € Hj (), on trouve :

op°
anxl
<8j+8 >8 dxdz| + <8 +88x1 admdz+

+]szu1 b)) (x, ()),/1+|Vhe () Pdz| + 28 fo. |D (v)| drdz+
(2—f>an‘D ’fQEf )da:dz’ Vo eV (Q)

avec ‘5(@3)‘ < \/5(‘5(@ + ‘5(;/})’) :

Maintenant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous donnons 'analogue de [19]

OP° 2 one ons 0
‘fg i@/}dxdz < ey ' U ‘ Y ‘¢
Oy j=1 O L2() dy L2(Q) Oz, L2(Q)
e (|22 2| Yl
82 12(Q) axl 12(Q) 82 LQ(Q)

Z{(f |0¢ (, h(z))|? \/mdx)
x (L1 (2, b (2) ,/1+\Vhe |2dx)é}+2\/@& D ()

T (2 N 2) ) L2(Q) T Hf

L2(9) o

ooy 120

et

i{( I, 185 (x, h(x)) [ /1 + | Vhe(z ]2dx)% x (L 18 (@, b (@) 1+ |Vhe () 2da)
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g@gf./uyvmm)\?{([ |05 (2, h(2)))* /1 + |Vh(z \m)%
X (i, 1t (2, h (@) /1 + | Vh(2)2dx) }_
Imaey/1+ V@2 (fe, 1852 dr)* (Je, 1P dr)

1
et comme : ( Jr, |[ag)? dT) * < (', et d’apres la continuité de I'application de

trace de H'(Q2) dans L?(T), il existe une constante C” indépendante de &

telle que

191 2ryy < C" 1Yl @) »

donc

A

[ < C"[Y]l gy »

/w a5 (2, h(2)) (2, h (2)) /1 + |Vhe(z)[2de

avec " = C'C" ZA%%JX\/I + |Vhe(x) ]2

ou

2 A 8’\5
or < et ‘8% .
Q Oxy j=1 dz; L2(Q) 81’1 L2(Q amﬂ L2(Q)

. [ 11005 05 w

” ‘ al 1IN e

& L%ﬂ) T2 L2(9)
L2( ( ) v L2(Q) + Hf 12(Q) 11l 2y

D’autre part, en utilisant (3.4.3), on obtient :

/Q 0xy

o

) + (€ +2/1908) ¥l +

C
< u Z (‘ am] @)
(2— v2) Jllac + ¢ |

L)

Lorsque i = 2, il suffit de choisir ¢ = (45, 45 £ ¥, 45), et pour obtenir (3.4.7), on
prend (a5, u5, a5 £ ).

Deuxiéme estimation sur la vitesse et la pression

Lemme 3.4.2. Supposons que | € (L? (Q))s,. la_fonction k est positive dans

H2 (W), § € (H% (F))g, la fonction [i est lipschitzienne sur R,. I'y et ', sont
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de classe C? et w est de classe C?, aAlors, il existe une constante C; > 0

indépendante de ¢ telle que :

2| oa | a5 ||” 2 (| oaz|* ous||”
349 X |5 ‘%;3 + ‘;Z ‘;3 <C
ij=1 1l OTj 1) Flla) =t Zm(@) Tillg ()
a’\E
(3.4.10) 'ap <C pouri=1,2
€ LZ(Q)
aAE
(3.4.11) ';’ < eC
“ ez

Preuve. Voir [4 et 16]

3.4.2 Estimations sur la température

Lemme 3.4.3. Sous les hypothéses du lemme 3.4.2, il existe une constante

C indépendante de ¢, telle que :

2

2| o1
(3.4.12) S ke < C
=9 || 2
A2
TE
(3.4.13) H 0 < C
0z 2@

Preuve. Dans I'équation (3.4.2), on choisit 1) = 7<, il vient

(3.4.14) t&ﬁk(ﬁ)VﬁVT%ﬂhZQbﬂCﬁ)ﬁﬁmQT%ﬂh+

~ﬂq@@mﬂ

ﬁmm+/f@ﬂﬁmw
Q

par l'inégalité de Korn, on obtient

2

L2(9)
2

BAJ&AQKﬁﬂVﬁVﬁmm > K.e*|vie

9 2

K.e*y"
)

o1
0z

o1
al’i

v

+ K.
L (Q)

L(Q)
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on pose
L = 2 / i (T°) |D (o) S Tedrdz = Z / (8“ 8a§>2f’5da:dz+
Q Ox;  Ox;
+Z / (a“ *EQZZ?’) Tededz + / 2¢%fu (77) (%%’)2T5dmdz

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :

2 ¢2|gas Bac|? 2 | oa oas || oas || X
L D = IR I F o | I b N P

S 21107 0%t Lyg) SO 0| paq) 0% llse) P
et comme |ja + b|* < ’,ona

2 A 2 ae |2 2 ~c||2 e (]2
(9u5 ou; U5 0 .

|| <2p | ) & 2 15 +3 et 2 il T*

ij=1 81:] LA =1 9z LA(Q)  i=1 Oxi LA(Q) 0z LA() ‘ v

D’autre part, I'injection compacte de H! (Q2) dans L* () est continue, il existe

une constante positive C (2) indépendante de ¢ telle que :

2, |oa|? 2 |loaz |* 2, |oas | A .
1L <2uC(Q) | S| +3 1+ D ol T*
=1 9%l S102 ey = 11920 g 0z || () ‘ LA
et d’apres le lemme précédent, on trouve :
(3.4.16) L] <ourc(@)C|T o
et
I = V2 | |D(@)|T*dvd:
12| < \/_O‘HD w LQ(Q)‘ L2(Q)
(3.4.17) L] < v2acC|T o
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De méme, en appliquant I'inégalite de Cauchy-Schwartz on obtient

I; = /Qf(Tg) Tedxdz,

13

|[3| S 7”* T

L2(Q)’
o1

* h*
" 0z

(3.4.18) 1A

IN

@)
En injectant (3.4.15) — (3.4.18) dans (3.4.14), on obtient :

2

2 || afe||” o1*
K2y 5— + K, | —— < (207 C(Q) C + V2aC +r7h7) || ,
=192 g 0z || 20 @)
. oT*
et comme ‘TE 20 < h* on trouve :
Q) 0z 12(0)
2 || a7 ||” o< o1*
K.e*y" + K, ’ < (ZM*C (Q)C + V24C + r*h*) n*
i Oz L2(Q) 9z L2(Q) 9z L2(Q)
donc
2 || ate|” or< | o1*
(3.4.19) K.e*y + K, < Gy
| KeE L2(Q) 0z L2(Q) 9z L2(Q)

avec () = (2;1*(] (Q)C +V2aC + r*h*) h*.
D’autre part, d’apres (3.4.19), on déduit que

or<|” o1*

K* S CZ

0z 12(@) 0z L2@)
d’ou

HaT < CoK 7.

0z L2@)

En injectant cette derniére estimation dans (3.4.19), on obtient

2 2

2

ey

i=1

o1
0z

o1e
a!L’i

S CQK*_2 = Cg
L(Q)

L2(Q) H
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3.4.3 Reésultats de convergence et probléme limite

Théoréme 3.4.1 Sous les mémes hypothéses des lemmes 3.4.1 et 3.4.3,

il existe u* = (ut,u}) € V., p* € L2 (Q) et T* € V, telles que

(3.4.20) @ —u; i=1,2 faiblement dansV,
(3.4.21) 5(;2 —0 i,j=1,2 faiblement dans L? ()
(3.4.22) 582‘5’ — 0 faiblement dans L*(Q)
(3.4.23) ¢ g; — 0 i=1,2 faiblement dans L? ()

(3.4.24) a5 ~0 faiblement dans L?(Q)
(3.4.25) = — p* faiblement dans L*(Q),p* dépend seulement de x

(3.4.26) T — T* faiblement dans V,
oT*

7

(3.4.27) ¢ — 0 faiblement dans L? (Q).

Preuve. D’aprés (3.4.3), on obtient (3.4.20) et d’aprés (3.4.3) et (3.4.20) on
obtient (3.4.21). De (3.4.21), et du fait que div (a°) = 0 on obtient (3.4.22). De
(3.4.3) et (3.4.5) on obtient (3.4.23) et (3.4.24) et d’aprés (3.4.6) et (3.4.7) on
obtient (3.4.25). De (3.4.12) et (3.4.13) on obtient (3.4.26) et (3.4.27).

Théoréme 3.4.2. Avec les mémes hypothéses du théoreme 3.4.1, u*, p*, T*

vérifient :

(3.4.28) Z/ ) ui E%;)dxdz—/wp* (z) (i@ (z, h (z)) gh> di—

Q=1 i—1 Li

o () (G20 52 oz + £ L, o) o) = o)
op|  |ou”

"

(3.4.29)
0 (0T  —y o (Ol
_(9z<K(92>_ iﬂ’”“(a) fo‘
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ol

2 e\ (0G5 005\ 0as
X} /ngu (T ) <8xj - 8xj> x;

, 005\ 0U5
( + ¢ 8@) 8zd rdz+

. otz \” 2 . AN
~ e\ 2 Y73 » e -2 2773 _J 3
/QQ,LL(T)E (82) dwdz—ka::l/S)u(T)g (5 8%4— 8z>8xjd$dz+
2
ZZ/ (aj(x,h(x)))z,/u|Vhf(a:)|2dx+/1%2 (05 (x, h(x)))* /1 + |Vhe (z)|2dx +

f, klo® = sldz + V24 f, |D (af <2 2 (7¢) (8% + 8@) 8xjdxdz+
2 e [ OU5 5 015\ 0p; i, 8u3 0pP3
;/QM(T)<8Z+58%)8dmdz—k/QMT) o drdz +

e ,0u5 005\ 0p; . R
Z/Qu(T)e (g 87]+ 82') axjdxderZl/w 2, h(2)) @i (x, h(x))\/1 + |Vhe(z)[2de +

/w 2205 (2, h(2)) @5 (z, h(2))\/1 + [VAE(2) \2dx+/ k\gp|daz+\/_a/ D (p)

2
> “‘?&pldxdzﬂ—/“ ‘P3dxdz+2/ (fio = )dodz + [ e(fo oo — 5)dadz

et comme le terme [ic? (G5(z, h(z)))* /1 + |Vhe(2)|2dz > 0, donc on peut le
négliger dans le membre de gauche dans (3.4.30), puis on applique la lig% inf a

gauche et la hr% a droite dans (3.4.30) et d’aprés les résultats de convergence,
e—
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on déduit que :

(3.4.31) o o
2
S o (1) S S 41 o b (o )+
u* ~ ous ous\ 0us
A * < . : ~ 3 7 J (]
& Jo 5 drdz + [, k|u*|de < ll_r}(l) inf {132::1 JoE2f <T ) (8xj + 8:@) oz, dxdz+

~E

2. . ou; 0u5 \ 0u; (e ot
22 fQu(TS) (82 +€28xj> ER dxdz + [ 2/1 (T)52 ( 823> drdz+
2 .
S LI (@5 (b)) |1+ [Vhe () Pde + [, ko] de + V24 fo |D (2

=1

Puisque T< est converge presque par tout vers 7%, et i (Tg) est continue
donc, /i (T&") converge presque partout vers /i (7*), eton a :

(3.4.32)

ou; 05\ 0¢; 2 e (00 005 09
ll—rftl){ 2 Jag” ( )<6xj+8asz> Ox ]dxdz—i_i;fgu(T)(@z e Ox; ) 0z

2,j=1

20l aa )a%d dz+

i () 2 et £ g (1) (255 + 52 57

ilAfw s (e, h(2))@s(z, h(x))\ /1 + |Vh5(x)]2d:1: + /., f€2ﬁ§(x,h(x))@3(x,h(x)) 1+ |Vhe(x)|?de+

=

~

0P
0=

drdz+

|¢|dx +/24 Jo- | D dxdz + f[op

(¢ )dxdz—i—ZfQ 8
o (i i~ %Mmﬁwﬁd&@—@mm%:
ﬂ(T*)8 0p dxdz+2lfwuz(x h(z))@i (z, h(z)) do + [, k|@|dat

0z 8
op A 0P 0P3
92| dwd / 5 — u)dd / dxd /*—dd

+/Q‘8Z xz+; e ul)xz+; WP g, drde + | 17 drdz
Par la définition 1.7.2, on a :

%

g™ ?Mw

=

.

N h(zx)
/Qp*%g?dJCdZ — /w/O 8503d33dz —/p*gbgd:v (car ¢ (x,0) =0).

Drautre part : ¢1n1 + ¢Pang + 93ng = 0 sur ['; implique que :

N o oh . oh
@3 = —— (P11 + @ana) = /1 + [VA(2)[]> (P11 + Pana) = ¢1 g
3 oy Oy
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donc

5’h

(3.4.33) / »* S”ded,z_ / <Zsoz r.h(2) 5 ) da.

De (3.4.31) — (3.4.33), on déduit (3.4.28) .

De plus, si ¢ vérifie la condition :

(D" /Q (gplgfl (x) + gozaai (x)) dzdz =0, V60 € O} (w)
on obtient :
(3.4.34)
* 8” a(gpl - 2 *
Z/ (T*) az D drdz + Z / 2)) (¢i(, h(x)) = (z, h(z))) dot

ou*

AR

Maintenant, en passant a la limite dans (3.4.2) et en utilisant les résultats

)dxdz+/ (18] — |u*|) dz > Z/ (i @i — u*)dwdz

de convergence du théoréme 3.4.1, on obtient :
(3.4.35)
/KaT W s —Z/ ) ( ) wdxdz+\/_a “1/]6[56612—1—/ (T*) ddwdz

0z 0z

L'utilisation de la formule de Green, nous donnons :

_/8,2( aT*>¢dxdz—Z/ T*(

par conséquent

o [ ~OT* 2 . ur\’ | our
82( ) Z’MT (82) +\/§O‘a

=1

> wdxdz+\/_ 2 “wdxdz+ / (T*) ddzd>

+7(T*),dans Hpp, ()

Cette formule est valable dans L?(f2), puisque /i et # sont deux fonctions

*

2
bornées sur R, et <8u1> est un élément de L? ().

0z
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Lemme 3.4.4. Le probléeme (3.4.28) est équivalent au probléme suivant :

2

dedz + 1 [, |u*(z, h(z))]* do + [, k|u*|dz+

*

(3.4.36) [, i (T%) aa@;

a drdz = [, furdzdz , Yu* € £(V)

ou* O
0z 0z

(3.4.37) / (T

N

dxderl/ (a, h(2))9 (z, h(m))da;Jr/wl%Mﬁ]der

a iy af drdz > [, fidedz Vi e S(V)

avec

Y (V)={¢ ell(V): ¢ satisfie la conditions (D')}.

Preuve. En remplacant la fonction ¢ par ¢ = 2u* puis par ¢ = 0 dans (3.4.28)

on obtient :
2 ey, OUT OUY 2 4 .
(3.4.38) Mz_l/QM(T) Sz Zz/ ut (2, h(2))u (2, h(x))da +
* ~ 2 A~
a fq dwdz+fw/<;|u*|d Z Jo: (fi,u*)dxdz, Vo € ¥ (V)
2
(3.4.39) Z/ (T 8“ a“l " dodz + Z / (z, h(z))u: (z, h(z))dz +
i,j=1 i=1 7%
* N 2 N
a a% dodz + [, klu*lde < S foo (i ut)dadz, Yu* € S (K)
=1

De (3.4.38) et (3.4.39) on déduit (3.4.36) .
Pour obtenir (3.4.37) en remplacant la fonction ¢ par ¢ = (¢ — u*) € £ (V).

Théoréme 3.4.3. Les solutions (u*, p*, T*) vérifient les relations suivantes :

3440 ot = vy 4 (1)

0 ou*
4. —— | (T 2
(3.4.41) 9 |11 5, “[ [0ur o]

Ou'/0z — f—Vp* dans L?(Q)

Preuve. voir[18]
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Théoréme 3.4.4. Sous les méme hypothése du théoreme 3.4.5, on a :

(3.4.42)

h3 * I hry * au (.Z' 6) au /85
AL;@+F+AAMHWL& o %@+J‘//|%ﬂw x,€) dedy —

h rh ou* (x ah b Ou* /0
A e ;5@%—V€ [ o %§<£m4 o (2)dz =0, Yo € H' (w)
avec

Fy)= [ [Fanide Fe)= [ Fy)dy—oF @

Preuve.En intégrant (3.4.41) de 0 a z on obtient :

AT o) 2 () Vilau/02+f<c%x»7*u»

AT
2
7]
ou*
0z
En intégrant a nouveau de 0 a z on trouve :

avec 7" (x) = (x,0) et ¢* (z) =T (x,0)

. ou* ou* /o€
- T* (x; €)d d
s fi <op%<>£ J’kw/%ﬁ+
pC (2) 7 (2 )Z+\/_04’ ‘Z—fofof(w,y)dydé‘— Vp'.
En subtituant z par &, on obtient :
I ou* p Ou*/O€
B (:6) G ()€ - VI g g

(3.4.44)

B @) 7 () VBTt = 5 F o) i — 0

intégrant (3.4.43), entre 0 et » on trouve :

(3.4.45) / / (T* (2: ) (ac €) dedy — 324 / / ‘gz ;g;dfder

T h? h?
7] 9 = fo Jy fo f (z,t) dtd€dy — EVP*

ﬂ@@»ﬂ@;+ﬁd
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De (3.4.44), on déduit :

*

ou

f( 16 &+

(3.4.46) A(C ()7 (x )h+\/_oz‘ ’h Jo 2 (T (z;6))

vaa [ gu fgg dcv [ [ 7 e dyae - vy

De (3.4.46) et (3.4.45), on obtient :

h? ou* /0
e +F+fo . €)<) 3 K g)ﬁdh”; f/aﬁ !au ?62\( v
h . u 20 h u .
donc pour ¢ € H' (w)on a :
h3 - Ju ou* /0
o 390+ P Rl 6 P oty + Ba o6 (o sy -

au*(m,f)ag_ V2ah ., Ou*/O¢

0& 2 0 Ou* /85\( L) dE| Vo (x)dx =0.

(T (,6)

Ce qui fallait démontrer.
Théoréme 3.4.5. La solution (u*,T*) du probléeme limite (3.4.34) — (3.4.35) est

unique dans (Wz N BC> x V. pour tout
0<c<eo= (2084 [K [ 14+ (] - Cf}%

avec

82
W, = {uEV al‘QeLz(Q)}

B, = {uEW x W, :

u <
(9z ¢

W, = {fueW,xW,:u satlsfalt la condition D'}

Preuve. Supposons qu’il existe (u!',7") et (u? T?) solutions du probléeme li-
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mite (3.4.34) et (3.4.35). Alors :

Z/Qﬂ(Tl) %f a(@az D g dz+zz/ (&, h(@)) (@il h(x)) — uf (@, h(x))) da+

w

@/Q (]DZ (@) — ‘D ( dxdz+/ |o| — |u dx > Z/ fispi — ul)dadz

Z/Qﬂ(TQ) %lf 8(@8 dadz +Zz/ h(x)) (#i(@, h(x)) — u?(z, h(x))) da+
d/Q(DZ (¢) — D, (u2))dxdz+/ (1] — dg;>z/ (f, o — u2)dad>

2 (097"
D.(¢) =
avec (¥) (Z; ( 6;/:) )
En remplacant ¢ par v* dans (3.4.47) et ¢ par «' dans (3.4.48), on onbtient

(3.24.49) L X )
5 o (1) 2 ) e 57 b, ) 2, () — o ()
i=1 1=1

& Jo (1D (u2)] — D (b)) ddz + I (ju?] — [l de > 3 ol u? — ul)drdz
=1

(3.24.50) o , )
5 g (12) S O ) e S50, ) (ak, (0)) — i, ()
=1

& Jo (D (u') = D (u?)) dedz + [, k (Ju'| = [u?]) do il@(ﬁ-,u}—U?)dﬁdZ

Par addition de (3.4.49) et (3.4.50), on trouve

2
o) G ) G 5

1 2 _ 1 2 1 _
22:1 Jo [ﬂ T %uzl a<Uiaz i (%) 601,: a(uzﬁz ul)} ==
: A (1 2 ’ : ~ (7l (a1 067 0 2
—Eﬁ /QM(T)é?z(ui_u) dedz + > /[M(T)—N(T)} azg(l—ul)dxdz
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alors :

2

2
—(u? —u})| drdz+ 1% [lul — u?|7a,) <
=1

S [ [ (1Y) = (7)) 20 (ut 2y

car [ Y ||lu! — u?HiQ(w) >0,ona:
=1

(3.4.51)

Z/ Tl‘ (u? — ul)

’ N ] OUE O
dxdz<Z/ fl T M(Tﬂ o 8z(u — u?)dxdz.

Par I'inégalité de Poincaré€, on obtient :

2 2 9 2
Z/ T1 ‘ (wf —uj)| dedz > Y | =(u] —u})
o0z L2(Q)
> ,u*{l%— (h™) } ZHu—u
Autrement :

2 drdz > p, {1 + (h*)ﬂ_1 Hu2 —ut ’

V. xV,

(3.4.52) Z/ (1) ’ (u? — ul)

et puisque /i est lipschitzienne, il existe C;, telle que :

[i(2) i (17)] 2 2 (!~ u)awaz| <

0z 0z
ou? 0
< CullT" = T?|| paq ——(uf —uf)
Q (N 2L4(Q) Oz L@
ou; 0
< BT — Sl (e — )
s 0z ||y || 02 L2(9)

< BPCucITH = T2y, [I(ui = u)ly,

car u? € B. et I'injection compacte de V, dans L* () est continue.
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Et comme ,_22:16% < (é (%)2);, o &
(3.4.53)

2 2
;/Q {ﬂ (Tl) —h (T2)} %Zi(uzl - U?)dxdz

< VERCe|T - 1|, = w2

Vex Ve
En injectant (3.4.53) et (3.4.52) dans (3.4.51), on obtient :

(3.4.54) a2 —ul], ., <VEBCut [1+ (0|~ 77, -

D’autre par :

(3.4.55) 2
0T O 2 out\” -
/Qf(i;fdmz = ;/ﬂﬂ(Tl) (52) zpd:cdz+\/§a/ﬂ

D, (u")| ddvdz+ /Q # (1Y) dduds

(3.4.56) 2
- OT2 O 2 ou? .
/QKaj;afdxdz _ ;/QH (7%) (;;) wd:cdz+\/§&/g

D, (w?)| dddz+ /Q 7 (17) ddad:

par soustraction de (3.4.55) et (3.4.56), et en choisissant ¢y = (T —T?) €

H{, o, (92), on trouve :

0

2 4
9 drdz = Z[k

k=1

(3.4.57) /Q K\ (T - T?)

avec
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En utilisant I'inégalité de Poincaré, on obtient :

(3.4.58) /Qf( 86,2 (Tl _ TQ) dedz > K, [1 i (h*)ﬂil HTl _ TQHf/Z
et
; .| 9 9)
‘Il‘ = Haz (Ull " U?) LA(Q) 0z (uzl - U?) L2(Q) HTI - L)

et comme l'injection compacte de V, dans L*(Q) est continue, alors il existe

une constante [ telle que :

1 2

’ 0
I EP <uZ —l—ui) .

1 2
Uy — Uy

S M*BQ

|z =7
12 1

et puisque u' et u? sont deux élément de B,, alors :

) < et -], [ -7,
donc

2 2 2

I L e Y UEL W

i=1 i=1

2 .
(3.4.59) ;I{ < 2\/5;1*520“1/,3 —u? Vv ‘Tl —T2HVZ.

De méme comme la fonction i est lipschitzienne sur R, on a :

5 < Cﬂ/Q\Tl—T?f <8§f>2dxdz
2 8u? 2
= CﬂHT1_T2 2@ || 92 || g
2
< ot -7, |5
< -2 ],
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donc

(3.4.60) L] < 208" ||T" - T

2
V.’
La fonction 7 est lipschitzienne, on a :

(3.4.61) | < C; || = 77

2
12
I'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous donnons :

V24 Tl—TQQV D, (v — ")

T —T?

| 4]

IN

L)
2

Ve

UQ—Ul

(3.4.62) A

A

20

V. xV,

En injectant (3.4.58) — (3.4.62) on trouve :

-1
K. [L+ ] I = T2, < 2v2u e ful - o

V. xV, Tl - TQHVZ +

Cal* || T = T2}, + Gy |T* = T3, +2a||T" = T?|},

z

U2—U1

V. xV,

donc :

HT1 -7 < {K* [1+ (h*ﬂ’1 — 20,8 — Cfr 2V2p" B + 24 HuQ - u1H

Vyx Vs,

z

on suppose que

1

0<c<cy= (20,154)*% {K* 1+ (h*)T1 - Cf} ’

K, > {1 - (h*)Q] Cs

Alors : ¢ — ¢* > 0, donc :

(3.4.63) HT1 - TQHVZ < (2\/5/;*5% + 2@) (0(2J - 02)71 Hu2 —ul

Vo x Vs,
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En injectant (3.4.54) dans (3.4.63), on obtient :

<0

z

<1 — (2\/5;4*5%—# 207) (cg — CQ>71 V232C {1 + (h*)ﬂ c> HT1 — 717

si on suppose que (1 — (2\/§u*620 + 207) (2 — ) V220" {1 + (h*)ﬂ c) >0,
on a

HTl —72 =0

z

donc T = T? presque partout dans V..

D’aprés (3.4.54), on en déduit que

2
2 1
|u? = u

VexV, —

alors u! = u? presque partout dans V, x V..
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CHAPITRE 4

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE
D’'UN FLUIDE DE
HERSCHEL-BULKLEY DANS UN
DOMAINE MINCE AVEC
FROTTEMENT DE TRESCA

Résumé. Dans ce chapitre, on s’intéresse a I'étude de I'écoulement iso-
therme d'un fluide de Herschel-Bulkley incompressible en régime station-
naire dans un domaine mince avec les conditions de frottement non linéaires
de type de Tresca sur une partie de la frontiére et les conditions de Dirichlet

sur l'autre partie.
Contenu
4.1 Introduction et position du probléme;

4.2 Formulation variationnelle du probléme (4.1.1) — (4.1.7) ;
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4.3 Analyse asymptotique;
4.3.1 Cadre fonctionnel et probléme variationnel ;
4.3.2 Estimation a priori et résultats de convergence ;
4.3.3 Probléme limite et 'équation généralisée de Reynolds ;

4.3.4 Unicité des solutions.
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4.1 Introduction et Position du probléme

Nous considérerons un modéle nonlinéaire qui décrit le comportement
d'un fluide de Herschel-Bulkley dans le cas isothérme dans le domaine

mince ()° qui est donné par
OF = {(:U,xg) ER? z=(v,12) ER? 0< a3 < h(x)}
avec ¢ € |0, 1] est un réel strictement positif a tendre vers zéro et
0<h,<h(x)<h*etheC?(w)

La frontieére de 2° sera notée [* = w U] UTY, avec
» ['5 la frontiére supérieure d’équation x3 = ch ().

» ['7 la frontiere latirale.

» w est un domaine borné de R3 d’équation z3 = 0 qui constitue la fron-

tiere inférieure du domaine €)°.

La loi de conservation de la quantité de mouvement

Dot
ali fi=0  dansQ*
aﬂ')j

avec

€ < e D(u® e\ |r—2 c
0% = =p0i + ey + 24D ()" D ()

D (uf)] = (22,2, dij (u) dij (u))

ol

supposons aussi que le fluide est incompressible

div (u) =0 dans Q°
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Nous supposons que la vitesse est connue sur '] et sur ']

uw=0 surl'fUly

un =0 sur ['f Uw

On utilise les notations usuelles :

£

g __ 3 — 3 . — € __ g€ .
Uy, = US.N = Ufng, Uz = Ui — Upng,

o;, = (o.n)n = o;nny, o

— ~€ . A€M,
= 05N — o,

3
respectivement, la vitesse normale, la vitesse tangentielle, la composante
normale et tangentielle du tenseur.

Sur w la vitesse tangentielle est connue et vérifie la loi de Tresca :

lof| < kf = uZ =0
sur w
|o¢| = k* = 3B > 0 tel que uZ = —fot
Le probléeme complet consiste donc a trouver le champ de la vitesse u°et la

pression p°,vérifient les équations et les conditions aux limites suivantes :

oo,
4.1.1) L+ ff=0 dans Q)
81']‘
(4.1.2) 0%, = —p iy +at diy (v) | 2| D (uf)|"% dij ()
D)
(4.1.3) div(u®) =0 dans Q°
4.1.4) =0 surTlfg
(4.1.5) ut=0  surlj
(4.1.6) uvn=0 surljUw

0S| < k® = u2 =0
(4.1.7) sur w
0S| = k* = 3N >0 tel que us = —\o:

T
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4.2 Formulation variationnelle du probléme (4.1.1)—

(4.1.7)

Dans cette section nous définissons le cadre fonctionnel dans lequel nous
allons travailler, et nous obtenons la formulation faible du probléme.

Pour l'ouvert Q¢ on définit les espaces et les ensembles suivants :

R

I'espace de Sobolev muni de la norme

1
" r
diEdl‘g)

W,y" (€) designe le sous-espace vectoriel des fonctions de W' (Q°) nulles

8?)2'
8l‘j

3 3

iles 7;7]':195

sur I'*. On note W' (€¢) son dual topologique avec ! + 1 =1.
V() = {Sp € (W“’ (Q‘S))S cp=0surfUl'y; pn=0surlfuU w}
Viio () = {p € V2 () ; dive = 0}

() = {q e (2): [ ado = o}

on introduit également les notations suivantes
a (uf, v°) = 2/ 1 |D @)% D () D (v°) dwdas
(953

(p, divv) :/ pdivvdrdrs
JQe

7 (v) :/wkwdxm&/m D (v)| dxdzs
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Proposition.4.3.1. Si u°, p° sont des solutions réguliéres du probleme (4.1.1)—

(4.1.7), alors elles verifient le probléeme variationnel

Trouver u® € Vet p° € Ly () telles que :

4.2.1)  a(w,p—u")— (p,dive)+J(p)—J(u) > (ff,0—u’) Vo e V(D).

Preuve. En multipliant I'équation (4.1.1) par ¢ —u®, ol1 ¢ € V¢, et en utilisant

la formule de Green, on obtient :

0
/E Ufjaixj (SO — u€) dl?dl‘g — /Fs O'f]nj (SO — ug) ds = K)E f€ (SO — u5) d,l?dx?,

D’apres les conditions aux limites, on trouve :

(4.2.2)
dij (u°)

a(us,p —ut) +af [ mdij (o —u®) dxdrs — [o- pdiv (¢ — u®) dedrs+

+ [ kS |plde — [, k° |ufldx > (ff,o —u®) Ve e VE(QF)

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz; on déduit :
(4.2.3) dij (u7) dij (@) < |D (u)]|D (¢)|

en utilisant I'inégalité (4.2.3) dans (4.2.2), on obtient (4.2.1).

Lemme 4.3.1. La solution u° de linéquation (4.2.1) vérifie Uestimation sui-

vante
(4.2.4)
€ € g 13 £ I 1 ET (Eh*>r € 7'/
a(uu)+at | |D ()| dedryt | K uf| do < SpCy | V| sy + 2 17
r! §MC/§ '
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Preuve. On choisit ¢ = 0 dans (4.2.1) on obtient
(4.2.5) a(u®,u’) + 045/ |D (u®)| dedxs + / k* juf| dx < (f°,u)
Qe w

En utilisant I'inégalité de Poincaré, on trouve :

(4.2.6) [65[| ey < B (V7| 1) -

Maintenant les inégalités de Holder, Young et (4.2.6), nous donnons :

L (92)

(fe,u®) < eh” ||vu€||L"'(Q) | £

1 eh*
<2MPCk HVWHU(Q) 1
(4.2.7) <2uka

(gh*)r, cir’
— 7 ¥l ey

IN

17 e

< SuCk [[Vur

ZT(QE)

NN

T’ EUCk

En utilisant (4.2.7) dans (4.2.5), on obtient (4.2.4).

4.3 Analyse asymptotique

4.3.1 Cadre fonctionnel et probléme variationnel

Pour l'analyse asymptotique de notre probléme, on utilise le changement
d’échelle z = %, donc le domaine ¢ se transforme a un domaine {2 indépen-
dant de e.

ou

Q= {(x,z) ER? z=(1,15) €ER? 0< 2z < h(aj)}

Nous définissons maintenant sur 2 des nouvelles inconnues.

1

U (x,2) = us (z,x3), 45 (z,2) = e ug (x,x3) , P (x,2) = €"p° (x, x3)
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flz,2)=e"f*(z,m3), k=c"""k%, & = V2"a®

et soit
V(Q) = {956 (Wl”“ (Q))3 p=0surINUTy; ¢.n=0sur F1Uw}

Vi () = {0 € V (Q); divg = 0}

0P
sz{gﬁe(Lp(Q))Q; Bi eL"(Q):¢=0 surI‘luFeL}

V, = {@ e V,: ¢ vérifie (D’)}
La condition (D’) donnée par

2 00 o0
¢ = (p1,92) € (L2 (Q)) tel que / (g@la + v~ ) drdz =0 V0 € C° ()

Lorsque nous passons au domaine fixé (2 en introduisant les nouvelles va-
riables dans I'inéquation variationnelle (4.2.1) ,et aprés la multiplication par

e"~!: nous obtenons :
(4.3.1) a0, — ) = (p°, div (p— 7)) + j(¢) —j (@) > (f,¢ — &), Vp € V (9

avec

2 As
N 2 |7 e[ (L[ O8; X i;)
€O —10f) = D (&F - P70 | ———">dxd

alf, ) 132:1/9 lg ulD (&) (2 <8x1 03@)) } 8353 v
2 - 21 8ﬁf 5, OUS
;/QM D (aF) <2< 0@)) dxdz—l—
A oaen 2 2005 A(p3 — 3)
/Q (,u D (@) € 5, P ) — dxdz +

2 - r—2 ,0us  0us\\ (g3 — 45)
2 ~E -7
2: /Qs w|D () ( (5 oz, + 9 )) oz, dxdz.

D (u)

mm+/ﬂ@m
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2
(fp—a) =3 /Q F@r — 05)dwdz + /Qefg(@g —ag)dxdz,
7=1

1

1 &, (00 ous\® 1 (oas  ,o0a5\° L, (085)7)2
— (4i;18 (6%—#8%) +§; P +e o +€ o

Notre but maintenant est d’obtenir des estimations a priori sur la vitesse et

|D (@)

la pression dans le domaine fixe ).

4.3.2 Estimation a priori et résultats de convergence

Lemme 4.4.1. Si (uv°,p°) € K3, x L{ (€2°) sont des solutions du probleme (4.2.3),

alors il existe une constante strictement positive C' indépendant de ¢ telle que

2 O r 8,\8 T a,\a T aAE T
4.32) Y |55 +H5 H % <C
=l 07 LT (Q) 0z Lr( i=1 L’“(Q) (%ci L (Q)
a"&
(4.3.3) ‘ L < C' pouri=1,2
axi Wfl,r’(Q)
a/\
(4.3.4) ‘ P < ¢
Z lw-1o" ()

Preuve. En multipliant (4.2.4) par /!, on trouve

e ta (uf, u)—i—\/_an‘D
(€h*)

1 r
@[ dr < iﬂckgrfl IVuf|[ ey +

o1 ||f6||LT ()

1

(e
et comme " 15112 @) = 67“Hf Loy O
(4.3.5)
p—1 \/_ 1 r—1 elr L il
P Lo (U, uf)+v/ 24 ‘D k\ “|dx < SHCke VU] oy + = f”/(Q)

r! 5//6016 '

en appliquant I'inégalité de Korn, on obtient
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(4 3.6)
*CST 1”VU:—:H +\/_a ‘D AA€|dx<L fr/
S HOk L7 (QF) = 1 o L7 (Q)
()
- g ()"
d’'ou (4.3.2) d’écoule, avec C' = - |1f

1 = @) -
v (5mc)

Pour obtenir I'estimation sur les pressions (4.3.3) et (4.3.4), on choisit dans

(4.3.1) ¢ = (05 £ 4y, 05,05), ¥ € Wy (Q)*, on trouve :

op° 12 & =2 ]005 on
< = D (@f
o 0xy - QZ/QE p D) Ox; i Oz | |0z, divdz+
r2|085  ,0u5] |0y
2/“’ 5z % om |0z | BB T

V2 a/‘D 4+ 1) ‘dxdz—i—\/_a/’D

‘(flvdjl) )

et comme |D (¢)| < v2(|D (a°)| + |D ()|), on obtient

op° 13 ) 2| 005 Oy
Q@Tz:lwdxdz 52/9 Ox;  Ox||0x; dvdz+
(@) r—2 aul 8u3 0n
/ n|D( T || 0e | T
\/_a/ D ()| dodz + (2~ V2 /]D dxder’/ Pibrdedsz
loas  ouz| - 0w L0051~
<
d’ou o, 81:1 ‘D( )| et P +e A _‘D(u) on a
13 2 r=1 |9y ~ r=110v,
< = 2 ~E As )
axl < QZ/QE w|D () o, dedz + — / ) By dxdz +
\/_a/ 1D ()| dadz + (2- V2 /]D ‘/ Fibydadz

d’apres l'inégalité de Holder, on trouve
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Jo g wdeds| < e D) IV, + 91 V8 ) IV, + 0 (€7 D]+
+(V2-nac@)” D, + 4], il -
L'inégalité (4.3.2), nous donnons :
/ op < pC2 V|| 4 pC Vel 4+ V24 (C () +
0 011 LT () LT () L)

(2-v2)a(C@)7C+|h O L1
donc
" Ydrdz| < (6 1C 4 uC + V26 (C ( L’-i-Hﬂ / ) ||¢1||W1,T(Q)—i‘(2 \/5)07 Q))%C
L’ ()
< (@+vucevaac@y i | il + @-v2)ac@)c
< (o vasc it < ) ol +(2-vVE)ac@)tc
Alors
i gﬁj < (2;@ +a(C(@Q)" +||A Lr,(m) lell,., ., +(V2-1)ac@)c
donc
opF
’ 81'1 W—1L7(Q) S C

Lorsque i = 2 il suffit de choisir (4.3.1) ¢ = (45, 45 £ ¢, G5) on obtient

pour obtenir (4.3.4) on prend ¢ = (47, 45, 45 £ 13) on trouve

ap°
81’2

<C

W—l,T(Q)

op°

<
0z = &0

Ww-—1r (Q)
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Ce qui termine la démonstration du lemme 4.4.1.
Théoréme 4.4.1. Sous les mémes hypothéses du lemme 4.4.1 il existe u* =

(ut,u3) € V., et p* € L5 (Q) telle que

(4.3.7) @ — wu i=1,2 dansV,
ous .
(4.3.8) 3 — 014,j=1,2 dans L™ (Q)
83?j
(4.3.9) 588“3 0 dans L (Q)
z
28’&?’) . T
(4.3.10) 9 0 i=1,2 dans L"(Q)
L
(4.3.11) eu; — 0 dans L" (1)
(4.3.12) pro—= p dans L" (), p* dépend seulement de x

Preuve. D’aprés (4.3.2), on obtient (4.3.7) et d’aprés (4.3.2) et (4.3.7) on touve
(4.3.8). De (4.3.8), et du fait que div(4°) = 0 on obtient (4.3.9),(4.3.10) et
(4.3.11) . De (4.3.3) on déduit (4.3.12).

4.4 Probleme limite et I’équation généralisée de

Reynolds

Théoréme 4.4.2. Avec les mémes hypothéses du théoréme 4.4.1, u*, p*, T*
vérifient :

4.4.1)

r—2
2o (A& 0w\ P o) 0(¢i — up) NS
/%Z/Q(z (a)) 5o g duds— [ p <$>(aml+am2)dm+

i=1 =1

A

avec

ou*
0z

2
) da:dz+/ k(@] — |u*|) da > Z/{l(fi7¢i—U*)d$dZ, Vo € Wryor, ()
w =1

Wr,ur, () = {go e W (Q)?, 0 = (¢1,¢), 0 =0sur [ U FL}
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Preuve. D’apres le lemme de Minty et comme diva® = 0, le probléme (4.3.1)

est équivalant au probléme suivant :

A A oag 0Py 0Py e 0P3 e
a(@,p—1u°) — [op° (8301+8x2 dxdz — [P 5, ——dxdz + J(p) — J(0°) >
2

S [ (Fongi = @)dadz + [ efs (¢~ @) dudz

=179 @

en passant a la limite, et comme J est convexe semi-continue et inférieure-

ment, on obtient
dpi : A(pi) 0(pi — uy) 0p1 | 0Py
MZ/ ( ( ) ) 0z 0z drdz /Qp oy + 0ra dwdz

*8@3 * 2 N *
Jop P ——drdz + J(p) — J (u) > '21 Jo(fi, pi — u*)dwdz.
]:

0
Puisque |, p*a—godmdz = 0 car p* dépend seulement de z, on trouve
z

(4.4.2) _2

0p; ©O(@) 0@ — ) 0¢1 | 0P
'MZ‘[Q( 4(82) ) 0z 0z dvdz = Jop" 8 * o 0o dodz+

2 ~
+N@—JWﬂZENMﬁ@—waz

Donc par le lemme de Minty I'inéquation (4.4.2) est equivalante au (4.4.1).

Théoréme 4.4.3 L'inéquation variationnelle (4.4.1) est equivalante :

wss o ()

et

dxdz + / ke|u*|da + & da:dz - / furdzdz =0,

" O O
0z 0z

> |, fibdadz, Vip € ©(K),

ou*
0z

—dxdz + [, k:]w|drc+ocfﬂ ¢ drdz >

(4.4.4) e <2>
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avec,

I1(K) = {¢ = (t1,0) € W(Q)? : F)s such that ¢ = (1,1, 15) € K (Q)}.
Y (K) = {& € I1(K) : v satisfies condition [4.2)} :

preuve. > en choisissant la fonction ¢ par ¢ = 2u* puis par ¢ = 0 dans (4.4.1)
on obtient (4.4.3).

> pour obtenir (4.4.4), en choisisant ¢ = ) — v* for all ¢ € ¥ (K).
Theorem 4.4.4 Si

* ~ % * ~x 1 % au* 2 8u* R
(4.4.5) of = ¢ —Vpeto = <2> ml s 55 +am,
A 1NE |Our| 2 Qur 9y -
(4.4.6) F(kw,az> _ /Q<2> e gdmdz—/gfz/)d:vdz
ona
0 NG |ow |2 Our . 0u*/0z A e T2
(4.4.7) "0 {(2) ”‘ 52| 02 +a|8u*/82]] = /= VP in L(Q),
Preuve. Si - =0, et d’aprés (4.4.5) on déduit |6*] < a.

0z
Et comme ¢) € ¥ (K), en choisissant ¢ = 1), et ¢ = —1) dans (4.4.4), on obtient :

- R 1oL
F(mp,af) g/wk|w|dx +a/ﬂ‘af

d’aprés le théoréme de Hanh-Banach . i.e. 3(x,n) € L>® (w) x L™ (w) avec

dz'dz.

X[ ooy < 1o 7] oo,y < 1 on trouve

AN L
(4.4.8) F (kw,az) _ /kawd:c a/()wgdxdz.
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D’autre part, d’aprés (4.4.3) et (4.4.8) on obtient :

%uz dzrdz.

(4.4.9) //2;|u*| dr + a/ ‘%f

dxdz:/xl%u*dx—kd/ T
w Q

Les égalités (4.4.6) et (4.4.8), donnent :

(4.4.10) /Q (;) I

Maintenant 1'égalité (4.4.9), donnent :

r—2 N
Ou wdwdz—k/ Xku*dw+&/ T
0z 0z w Q

ou*
0z

Ou drdz = / f?ﬁda:dz.
0z Q

ou* ~
— 7ru> drdz +/ k(|u*| — xu*)dzx =0,

ou
0z 0z

< *
#0

et comme ||x||, ., <1 et ||, <1, on en déduit que :

o fou
0z

ou*
0z

ou*
0z

= and |u*| = yu*.

*

ou

D’autre part, si
0z

# (0 et d’aprés (4.4.5), on obtient :

~*_<1>£ ou*
7=\ a 0z

"2 our ia ou* [0z
0z |0u*/0z

’

donc

r—1

5% = <1)2 %T_QjL a o\ _ <1>; W L asa
71=1\2) "oz Our/0z| ) | 0z |  \2 "oz ’
Alors
% % |T—2 * O, si ‘5—*’ S 6{
(4.4.11) (;) " %7”; %Z =\ owjor . . .
— am, S1 ’O’ | >,

De (4.4.10), il existe p* € L7 (Q)? telle que :
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NG |our|"7? Our 9 )
I <> Sodatdz + [ nkide’ + 6 fym' S d'dz—
(4.4.12) “\2 02| 0z 0z o

Jo fibda!dz = — [, Vpripda'dz, Vi e T1(K).

De (4.4.11), (4.4.12) on déduit :
~*51/3 / [ I AN * T3 n
(4.4.13) /Qa Soda dz+/nk:wdx :/wadx dz — /va dda'dz, Vi € 1K),

d’aprés (4.4.13) on déduit (4.4.7) avec ¢) € Wy (Q)2. O

Théoréme 4.4.5. Sous les mémes hypothése du théoréme 4.4.4, on a :

(4.4.14)

h_ ., = hory ou* (z,€) [y Our/0z
/w[mw +Fp | [a R dsdy+a [ [ a2 (06 dedy —
Iy . z,§) ah (h our/0z B 1Lp

o a0 2 e - G [ SO (.9 Tola) e =0, o e W (o),
avec
s h h
Pla) = ['Flay)dy—3F (@),
h r€
Play) = [ [ ] .1 de.

Preuve. En intégrant (4.4.7) de 0 a z, on obtient :

0 ’";2 ou* ou* /0 » .
_”( Z(@) 0z |aZ*§a; ar <x>+d|z* = [ f .6 ds ==V,
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En intégrant a nouveau de 0 a z, on trouve :

ou* ou*/0z
— [F nA* d¢ — d
wars Jo nA* (2, 8) -~ o€ (2:6)d§ — & fg 0u/7] ¢+
MW@H—£| =I5 J§ f (e.y) dyds = SV
si z = h, on obtient :
. 8 o o pn Out/0z
ur () A€h=ﬂ$ﬁf@wﬁw&>~§vﬁ

lp*|

intégrant (4.4.15) entre 0 et 4 on trouve :

ou* ou*/0
“(a@%@—dﬁkwi%ﬂad+

- foh Jo nA* (z,6)
(4.4.17)

h? h? A h3
e (o) g G = 0 F ) vty — 9
De (4.4.16), on déduit :
mwmﬁ+Awh2 B 1 (a,) O (o) e
(4.4.18) 2@ */a|f’*| 2 S 5
n Ou*/0z

De (4.4.18) et (4.4.17), on obtient :

hd_ ., = hory ou* ( xé y au*/&z
Vb +F+/O /0 A (2,€) LN geqy 4 4 // a0 € dedy—

ph \ z,§) ah rh ou* [0z _
/A g o ¢ _7 yau*/ay< £)de=0

donc pour ¢ € W' (w), on a :

/w{gvp*+ﬁ+u/oh/oym(a:, & 2100 ey 1 4 / I gzzgi €) dedy —
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I Yh P Our/0
ph / A wf)d _% O ‘az*?a; (z,6)dé| Vo (z)dr =0

Ce qui fallait de prouver.

4.5 Unicité des solutions

Théoréme 4.4.6. La solution (u*,p*) du probleme limite (4.4.1) et (4.4.14)
est unique dans V, x L (w).

Preuve. Supposons qu’il existe deux solutions (u';p') et (u?*; p?) du probléme(4.4.1) ;

(4.5.1) |

2 (L& (0ur)T) T o) (@i — ui) NI
@¥52<&> 0:  0s “M‘EP@W@m+wJ“W+

2i=1
R 2 R
& fo ( > drdz + [,k (|p| — |u?]) dz > ;fg(fz,gﬁz —ul)dxdz, Vo € V (Q)

o
0z

%3

0z

2\ 2 2 2 A2
] i 01:1 81:2

~ 2 A~
ﬁmwmwwwmbmzzhm@—@wmwmvmm
=1

On prend ¢ = »? dans (4.5.1) et ¢ = u! dans (4.5.2), on obtient :
(4.5.3)

2 12 (oul\? = I(uj) O(u? — uj) . oui  Ouj
,uZ fa (21_ (6’,2) ) 5 P drdz — [ p* (x) (8% + %> drdz+
A ou? ou' 2 2 2 £oo9 1 A
a fo 5 1 35 dxdz + |, k (|u?| = [u?|) dx = 3 Jo(fi,ui — u})dzdz, V@ € V ().
i=1
(4.5.4) L
2 12 (0u2\?\ * 0u?)d(ul —u?) . Ouy — Ouy
MZ fa (21_ ( P ) ) 5 P drdz — [ p* (2) (8%1 + %> drdz+
A ou' ou? 1 2 2 rooa 2 A
& fo 7 el e dxdz + |, k:(|u | — |u?]) dx ;fQ(f“u’ —u?)dzdz, Vo € V (Q).
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En sommant les deux inéquations (4.5.3) et (4.5.4), on trouve :

o Tooul NG (& ()2 T aut] o L
[ i i | 1,2 <0.
MZ/ {( ) ( (82) ) 0z (2) (2(82’) ) 8,2] 82/(uZ u;)dvdz < 0
Nous utilisons I'inégalité suivante :
(22— |y 2y —y) = (= 1) (| + [yl 2l -yl 2y eRY, Vi<r<2,

on obtient :

2

out| |ou|]" |out  ou?
1
w; 2 [ Ou} %\ 2
avee 1. z; ( 0z ) ) '
L'inégalité de Holder, nous donnons :
(4.5.6) r
o, . L ou'| [ou?|] 7 out  Bu?| :
. _ < - 7
Ja [82 (u' —u )] drdz < C (fQ [ o 5y ] 5 " o drdz | X
ou' 8u2 2

0z

(] o)

Par l'utilisation de (4.5.5) et (4.5.6), on déduit que :

Hul —u? =0.

z

Enfin, pour prouver l'unicité de la pression, on utilise 'équation (4.4.14)

avec les deux pressions p' et p?, on trouve :

h3

12V(p —p)chdx:O.
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Lorsque ¢ = p'—p?, et par 'inégalité de Poincaré€, en déduit que |[p' — p?|| () =
0. donc : p* = p*.

Donc le théoréme est démontré.
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