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INTRODUCTION

L’un des buts de l’analyse asymptotique est d’obtenir et de décrire un

problème bidimensionnel (2D) à partir d’un problème tri-dimensionnel (3D),

en passant à la limite sur l’épaisseur du domaine (3D) supposé déjà mince.

L’équation de Reynolds n’est valable que dans un milieu continu, elle a

bien un sens dans un milieu de fluide de Bingham qui est un modèle théo-

rique de milieu viscoplastique (pâte de dentifrice par exemple) qui corres-

pond à un comportement de solide parfait sous faibles contraintes, et à un

comportement de fluide visqueux au-delà d’une contrainte-seuil. Le concept

physique de l’équation de Reynolds est gouverné par le mouvement de fluide

ou d’un milieu continu sur une surface ou bord (2D) d’un domaine (3D).

Des résultats concernant l’étude du phénomène de lubrification par des

fluides Newtoniens avec glissement ont été obtenus en [6] , lorsque le glis-

sement est donné par la loi de frottement de Coulomb, et par F. Saidi [26]

lorsqu’on prend aussi en considération l’effet de température. Comme le

fluide non-Newtonien dont la viscosité suit la loi de puissance dans le cas

isotherme et non isotherme, ce problème a été étudié par de nombreux au-

teurs [8, 9, 10, 25 ]. Les auteurs dans [7] ont étudié l’analyse asymptotique

d’un problème dynamique pour l’élasticité dans un domaine borné en di-

mension trois avec les conditions de frottement de Tresca.

Dans ce travail, on s’intéresse à l’étude de l’analyse asymptotique d’un pro-

v



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

blème dynamique pour l’élasticité linéaire non isotherme et le fluide non-

Newtonien isotherme et non-isotherme dans un domaine borné en dimen-

sion trois en film mince avec les conditions de frottement de Tresca, en

considérant les trois problèmes suivants :

• Analyse asymptotique d’un problème dynamique d’élasticité linéaire

non-isotherme avec frottement de Tresca

• Comportement asymptotique d’un fluide de Bingham non isotherme

dans un domaine mince avec frottement de Tresca.

• Comportement asymptotique d’un fluide de Herschel-Bulkley dans un

domaine mince avec frottement de Tresca.

Le premier chapitre, est consacré essensiellement dans une première

étape aux rappels des résultats principaux sur les équations générales de la

mécanique des milieux continus ainsi les conditions aux limites de contact

avec frottement dans le cas stationnaire et dynamique. Ensuite nous don-

nons un rappel de quelques résultats théoriques généraux de l’analyse fonc-

tionnelle et qui nous permettent de mieux comprendre le contenu de ce

travail.

Dans le deuxième chapitre, nous allons considérer le problème suivant :

(0.0.1)
∂2uε

ij

∂t2
− ∂σε

ij

∂xj

= f ε
i , i = 1, 2, 3 dans Ωε × ]0, T [

avec la loi de comportement est donnée par

σε
ij (u

ε) = 2µ (T ε) dij (u
ε) + λ (T ε) dkk (u

ε) δij,

et comme la déformation dans le cas non-isotherme, en couplant l’équation

de la conservation de la quantité de mouvement (0.0.1) avec l’équation de la

Section 0.0 Chapitre 0 vi



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

conservation de l’énergie déduite de la loi de Fourier suivant

(0.0.2) − ∂

∂xi

(
Kε ∂T ε

∂xi

)
=

∑3
i,j=1 σε

ijdij (u
ε) + rε (T ε) dans Ωε,

où, uε représente le champ des déplacements, T ε représente la température.

Les conditions aux limites sont mixtes, elles sont modélisées par une condi-

tion de Dirichlet sur une partie de la frontière et les conditions de frottement

non linéaires de type de Tresca sur l’autre partie pour l’équation du mou-

vement. Ainsi qu’une condition homogène de Neumann et de Dirichlet pour

l’équation de la conservation de l’énergie, de la forme

uε = 0 sur Γ1 × ]0, T [

uε = g sur Γε
L × ]0, T [

∂uε

∂t
.n = 0 sur ω × ]0, T [

|σε
τ | < kε =⇒

(
∂uε

∂t

)

τ

= 0

|σε
τ | = kε =⇒ ∃β > 0 tel que

(
∂uε

∂t

)

τ

= −βσε
τ





sur ω × ]0, T [

T ε = 0 sur Γε
L ∪ Γε

1,

∂T ε

∂n
= 0 sur ω

Après la formulation variationnelle du problème on passe à l’étude de l’ana-

lyse asymptotique pour cela, en utilisant le changement d’échelle et des nou-

velles inconnus pour mener l’étude sur un domaine ne dépend pas de ε. On

cherche des estimations à priori, ensuite en passant à la limite, on obtient

le problème limite et l’équation de Reynolds faible sous la forme :

∫

ω

(∫ h

0
û∗ (x, z, t) dz − s∗ (x, 0, t)h − µ̂ (ζ∗) τ̂ ∗Ã (x, z) + C̃i (x, z)

)
∇ψ = 0, ∀ψ ∈ H1 (ω) ,

L’étude est basée sur la formulation variationnelle, l’inégalité de Poincaré,

Cauchy-Shwartz, Young, Hölder, Korn et Gronwall. Cette étude a été menée

Section 0.0 Chapitre 0 vii
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par H. Benseridi and M. Dilmi [7] dans le cas isotherme.

Dans le troisième chapitre de cette thèse, nous étudions le comporte-

ment asymptotique d’un fluide de Bingham dans le cas non isotherme avec

frottement de Tresca sur une partie de la frontiere :

|σε
τ | < kε =⇒ uε

τ = 0

|σε
τ | = kε =⇒ ∃λ > 0 tel que uε

τ = −λσε
τ





sur ω

L’équation de la conservation de la quantité du mouvement et l’équation de

la conservation de l’énergie sont données respectivement par :

(0.0.3)
∂σε

ij

∂xj

= f ε
i , i = 1, 2, 3 dans Ωε

avec

(0.0.4) σε
ij = −pεδij +

√
2αε dij (u

ε)

|D (uε)| + 2µ
ε (T ε) dij (u

ε)

et

(0.0.5) − ∂

∂xi

(
Kε ∂T ε

∂xi

)
= 2µε (T ε) dij (u

ε) dij (u
ε)+

√
2αε |D (uε)|+rε (T ε) dans Ωε

Après le changement d’échelle on cherche les estimations à priori sur la

vitesse et la pression puis en passant à la limite, on trouve l’équation de

Reynolds généralisé

∫

ω

[
h3

12
∇p∗ + F̃ +

∫ h

0

∫ y

0
µ (T ∗ (x, ξ))

∂u∗ (x, ξ)

∂ξ
∂ξdy +

√
2α

∫ h

0

∫ y

0

∂u∗/∂ξ

|∂u∗/∂ξ| (x, ξ) dξdy−

−h

2

∫ h

0
µ (T ∗ (x, ξ))

∂u∗ (x, ξ)

∂ξ
∂ξ −

√
2α̂h

2

∫ h

0

∂u∗/∂ξ

|∂u∗/∂ξ| (x, ξ) dξ

]
.∇ϕ (x) dx = 0, ∀ϕ ∈ H1 (ω)

Cette étude a été menée dans [16] mais dans le cas isotherme.
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Le dernier chapitre est consacré à l’étude de comportement asympto-

tique de l’écoulement stationnaire du fluide incompressible viscoplastique

de Herschel-Bulkley dans un domaine mince, dont la viscosité ne dépend

pas de la température.

L’équation de la conservation de la quantité du mouvement et donnée par

(0.0.3), avec la loi de comportement de Herchel-Boulklet

(0.0.6) σε
ij = −pεδij + αε dij (u

ε)

|D (uε)| + 2µ |D (uε)|r−2 dij (u
ε) ,

où le paramètre r, 1 < r < 2, est l’exposant de la loi de puissance du ma-

tériau. Lorsque r = 2, on retrouve les fluides de Bingham, et lorsque r = 2

et αε = 0, on retrouve le modèle de Navier-Stokes ( fluide newtonien) . Les

conditions aux limites utilisées sont les conditions de Dirichlet homogènes

sur une partie de la frontière et les conditions de Tresca sur l’autre par-

tie. En cherchant des estimations à priori sur la vitesse et la pression et

en passe à la limite pour cela en utilisant les inégalités de Poincaré, Young,

Hölder, Korn, et le lemme de Minty, on obtient l’équation de Reynolds faible

sous la forme :

∫

ω

[
h3

12
∇p∗ + F̃ + µ

∫ h

0

∫ y

0
A∗ (x, ζ)

∂u∗ (x, ξ)

∂ξ
dξdy + α̂

∫ h

0

∫ y

0

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣ (x, ξ) dξdy

− hµ

2

∫ h

0
A∗ (x, ζ)

∂u∗ (x, ξ)

∂ξ
dξ − α̂h

2

∫ h

0

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣ (x, ξ) dξ

]
.∇ϕ (x) dx = 0, ∀ϕ ∈ W 1,p (ω) .
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

1.1 Equations générales de la mécanique des mi-

lieux continus

Les lois générales de la mécanique des milieux continus sont données

par :

– La loi de conservation de la quantité de mouvament

(1.1.1) ρ
d2u

dt2
= div (σ) + ρf

où f représente une distribution volumique des forces extérieures. Le

tenseur σ, a pour composant σij, est le tenseur des contraintes, et "div"

représente l’opérateur divergence pour les tenseurs : divσ = (σij,j) =

∑3
i,j=1

∂σij

∂xj

Le processus d’évolution défini par (1.1.1), s’appelle processus dyna-

mique. Dans le cas où le champ des vitesses varie très lentement par

rapport au temps, le terme ρ
d2u

dt2
peut être négligé.

1



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Dans ce cas l’équation (1.1.1) devient

(1.1.2) div (σ) + ρf = 0

L’équation d’équilibre (1.1.2) s’appelle processus statique.

– La loi de conservation de l’énergie est :

σ
de

dt
= σ : D (u)− div (q) + r

où e est un scalaire qui désigne l’énergie interne spécifique du milieu

continu, r est un l’apport massique de la chaleur, q est le vecteur trans-

port d’énergie et D (u) est le tenseur des taux de déformation, de com-

posantes :

dij (u) =
1

2

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
, 1 ≤ i, j ≤ 3

σ : D (u) est le produit dyadique de deux tenseurs σ et D (u) défini par

σ : D (u) =
3∑

i,j=1

σijdij (u)

1.2 Conditions aux limites de contact avec frot-

tement

Maintenant, nous présentons quelques exemples sur les lois de frotte-

ment intervenant dans cette thèse.

Le frottement est la relation qui existe entre les efforts tangentiels (forces

de frottement) sur la zone de contact et le mouvement tangentiel relatif des

deux corps (glissement).

Les phénomènes physiques à faire apparaître dans une loi de frottement

sont l’existence d’un seuil d’effort en dessous duquel aucun glissement n’est

Section 1.2 Chapitre 1 2



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

possible et une éventuelle dépendance de ce seuil à l’intensité des efforts

normaux. Pour définir les lois de frottement, on définit le glissement et la

vitesse de glissement par :

uε
n = uε.n = uε

i .ni,

uε
τi

= uε
i − uε

nni,

σε
n = (σ.n)n = σε

ijninj,

σε
τi

= σε
ijnj − σε

nni,

La plus simple des lois de frottement est la loi de Tresca qui s’écrit de la

manière suivante :

|στ | < g =⇒ uτ = s (Adhérence)

|στ | = g =⇒ ∃λ > 0 tel que uτ = s − λστ (Glissement)

et dans le cas dynamique :

|στ | < g =⇒ ∂uτ

∂t
= 0 (Adhérence)

|στ | = g =⇒ ∃λ > 0 tel que
∂uτ

∂t
= −λστ (Glissement)

où g est un seuil de d’adhérence/glissement fixé a priori, στ la contrainte

tangentielle et
∂uτ

∂t
la vitesse relative tangentielle entre les deux corps en

contact.

Section 1.2 Chapitre 1 3



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1.3 Propriétés de semi-continuité inférieure

Nous rappelons dans cette sections quelque notions d’analyse convexe.

Nous considérons des fonctions ϕ définies sur un espace vectoriel réel X et

à valeurs dans ]−∞,+∞].

– Une telle fonction est dite propre si elle n’est pas identique à +∞ c’est

à dire s’il existe v0 ∈ X tel que ϕ (v0) < +∞.

– La fonction ϕ est dite convexe si

ϕ (tu+ (1− t) v) ≤ tϕ (u) + (1− t)ϕ (v)

pour u, v ∈ X et t ∈ ]0, 1].

– La fonction ϕ est dite strictement convexe si

ϕ (tu+ (1− t) v) < tϕ (u) + (1− t)ϕ (v)

pour u, v ∈ X et u Ó= v.

– Une fonction ϕ : X → ]−∞,+∞], est dite semi-continue inférierement si

et seulement si

lim
n
inf ϕ (vn) ≥ ϕ (v)

pour tout v ∈ X et vn converge vers v dans X.

Lemme 1.3.1. Soit K ⊂ H, la fonction ψK : H → ]−∞,+∞] , définie par :

ψK (u) =





0 si u ∈ K

+∞ si u /∈ K

K est un ensemble convexe, fermé et non vide de H si et seulement si la

fonction ψk est convexe et semi-continue inférierement et propre.

Section 1.4 Chapitre 1 4



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1.4 Lemme de Gronwall

Lemme 1.4.1. Soient f , ϕ ∈ C (0, T, R) deux fonctions positives pour tout

t ∈ [0, T ], et soit a ≥ 0. Si ψ ∈ C (0, T, R) est une fonction telle que :

ψ (t) ≤ a+
∫ t

0
f (s) ds+

∫ t

0
ϕ (s)ψ (s) ds, ∀t ∈ [0, T ] .

Alors

ψ (t) ≤
(

a+
∫ t

0
f (s) ds

)
exp

(∫ t

0
ϕ (s) ds

)
, ∀t ∈ [0, T ] .

Pour le cas f = 0, ce lemme devient.

Corollaire 1.4.1. Soit ϕ ∈ C (0, T, R) telle que ϕ (t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ] et

soit a ≥ 0. Si ψ ∈ C (0, T, R) est une fonction telle que

ψ (t) ≤ a+
∫ t

0
ϕ (s)ψ (s) ds, ∀t ∈ [0, T ] .

Alors

ψ (t) ≤ a exp
(∫ t

0
ϕ (s) ds

)
, ∀t ∈ [0, T ] .

1.5 Lemme de Minty

Soit E un espace de Banach et E ′ son dual.

Définition 1.5.1 Soit A un opérateur de E → E ′

A est dit hémicontinu, si et seulement si pour toute suite (λn)n convergente

vers λ, on a :

(A (u+ λnv) , w) → (A (u+ λv) , w) ∀ (u, v, w) ∈ E3

A est dit monotone, si et seulement si :

(A (u)− A (v) , u − v) ≥ 0 ∀ (u, v) ∈ E2

Section 1.5 Chapitre 1 5



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Lemme 1.5.1 (Minty) .

Soit E un espace de Banach, A : E → E ′ un opérateur hémicontinue et

monotone ; J : E → ]−∞,+∞] un semi continu inférieurement et propre.

Alors, si u ∈ E et f ∈ E ′, les deux inégalités suivantes sont équivalentes

〈Au; v − u〉E′×E + J (v)− J (u) ≥ 〈f ; v − u〉E′×E ∀v ∈ E,

〈Av; v − u〉E′×E + J (v)− J (u) ≥ 〈f ; v − u〉E′×E ∀v ∈ E.

1.6 Inégalités

Proposition 1.6.1. Si u, v ∈ L2 (Ω) , on a l’inégalité de Cauchy-Schwartz

|(u, v)| ≤ |u| |v| .

Lemme 1.6.1 (Inégalité de Young) .

Si a, b ∈ R
∗
+ et soit 1 < p < ∞,

1

p
+
1

q
= 1, alors

a.b ≤ 1

p
ap +

1

q
bq.

Lemme 1.6.2 (Inégalité de Hölder) .

Si u ∈ Lp (Ω) et v ∈ Lq (Ω) telle que 1 ≤ p ≤ ∞,
1

p
+
1

q
= 1, alors uv ∈ L1 (Ω) et

on a :

‖uv‖L1(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω) ‖v‖Lq(Ω) .

Si
1

p
+
1

q
+
1

n
= 1, alors

‖uvw‖L1(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω) ‖v‖Lq(Ω) ‖w‖Ln(Ω) .

Section 1.6 Chapitre 1 6



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Lemme 1.6.3. (Inégalitè de Poincaré)

On rappelle que 0 < h (x) < h∗, ∀x ∈ ω et ûε ∈ W 1,r
0 . On a l’inégalité :

‖ûε
i ‖Lr(Ω) ≤ h∗

∥∥∥∥∥
∂ûε

i

∂z

∥∥∥∥∥
Lr(Ω)

pour i = 1, 2, 3.

Avec Ω un domaine borné de R
3,et ω la frontière inférieure de Ω.

Lemme 1.6.4. (Inégalitè de Korn)

Pour tout ϕ ∈ K, avec K un convexe fermé non vide de (W 1,r (Ω))
3

, on a :

‖∇u‖Lr(Ω) ≤ C ‖D (u)‖Lr(Ω)

1.7 Intégrale curviligne

La définition suivante, nous donnons la formule d’une intégrale curvi-

ligne.

Définition 1.7.1. Soit f une fonction définie sur ∂Ω, continue et à support

compact.

L’intégrale de f sur ∂Ω, notée par
∫

∂Ω f (x) ds, est définie par

∫

∂Ω
f (x) ds =

∫

ω
f (x, h (x))

√
1 + |∇h|2dx

où ∇h =

(
∂h

∂x1
,

∂h

∂x2

)
et ω est un domaine borné de R

3 d’équation x3 = 0 qui

constitue la frontière inférieure du domaine Ω.

Définition 1.7.2. La normale extérieure unitaire en un point (x, h (x)) ∈ Γ

= ∂Ω, est le vecteur þn (x) défini par

þn (x) =
1√

1 + |∇h|2




∂h

∂x1
∂h

∂x2

−1




.
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CHAPITRE 2

ANALYSE ASYMPTOTIQUE D’UN

PROBLÈME DYNAMIQUE

D’ÉLASTICITÉ LINÉAIRE NON

ISOTHERME AVEC FROTTEMENT

DE TRESCA

Résumé. Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude d’un problème dyna-

mique pour l’élasticité linéaire non isotherme dans un domaine de faible

épaisseur borné de R
3 avec les conditions de frottement non linéaires de

type de Tresca sur une partie de la frontière et les conditions de Dirichlet

sur l’autre partie. En couplant l’équation de la conservation de la quantité

du mouvement avec l’équation de la conservation de l’énergie.

Notre objectif est d’étude le comportement asymptotique des solutions

lorsque ε tend vers zéro. Lorsque les coefficients ne dépend pas de la tem-
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pérature, le problème a été déjà étudie par H. Benseridi, M. Dilmi [7] .

Contenu

2.1 Introduction et position du problème ;

2.2. Formulation variationnelle du problème ;

2.3 Formulation variationnelle du problème (2.1.1)− (2.1.10) ;

2.3.1 Changement du domaine et problème variationnel sur Ω;

2.3.2.Estimation à priori ;

2.3.3 Résultats de convergence ;

2.3.4 Problème limite et l’équation de Reynolds ;

2.3.5 Unicité des solutions du problème limite.
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2.1 Introduction et position du problème

Nous considérons un problème à des déformations d’un corps homogène

élastique et isotrope en régime dynamique dans un domaine mince Ωε, où ε

est un réel positif appartenant à ]0; 1[ et qui tend vers zéro.

La frontière de Ωε sera notée Γε = ω̄ ∪ Γ̄ε
1 ∪ Γ̄ε

L avec :

◮ Γ̄ε
1 est la frontière supérieure d’équation x3 = h(x1;x2) ;

◮ Γ̄ε
L est la frontière latérale ;

◮ ω̄ est un domaine borné de R
3 d’équation x3 = 0 qui constitue la fron-

tière inférieure du domaine Ωε.

On note x′ = (x1;x2;x3) ∈ R
3 et x = (x1;x2) ∈ R

2

Le domaine Ωε est donné par :

Ωε = {(x, x3) ∈ R
3, (x, 0) ∈ ω, 0 < x3 < εh (x)}.

où h est une fonction de classe C1 définie sur ω telle que :

0 < h∗ ≤ h(x) ≤ h∗;∀(x; 0) ∈ ω

Pour les forces extérieures f ε données, nous supposons que les déformations

d’un corps élastique sont gouvernées par les équations suivantes :

La loi de la conservation de la quantité de mouvement :

∂2uε
ij

∂t2
− ∂σε

ij

∂xj

− f ε
i = 0, i = 1, 2, 3.

On désigne par σε = (σij)
ε
1≤i,j≤3 le tenseur des contraintes et par D = (dij)1≤i,j≤3

le tenseur des taux de déformations :

dij (u) =
1

2

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
, 1 ≤ i, j ≤ 3.
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On suppose que la loi de comportement suit la loi de Hooke :

σε
ij (u

ε) = 2µ (T ε) dij (u
ε) + λ (T ε) dkk (u

ε) δij,

où

◮ uε = (uε
1, uε

2, uε
3) est la déplacement du corps élastique ;

◮ λ et µ sont les coefficients de Lamé, avec λ+ µ ≥ 0 ;

◮ T ε est sa température.

La loi de la conservation de l’énergie est donnée par :

−∇ (Kε∇T ε) = σε : D (uε) + rε (T ε) ;

σε : D (uε) =
∑3

i,j=1 σε
ijdij (u

ε)

où Kε et rε désignent respectivement, la conductivité thermique et l’apport

massique de la chaleur.

Nous supposons que la vitesse est connue sur Γε
1 × ]0, T [ et sur Γε

L × ]0, T [

uε = 0 sur Γε
1 × ]0, T [

uε = g sur Γε
L × ]0, T [

avec, g = (g1, g2, g3) est une fonction avec g3 = 0, telle que :

∫

Γε
g.nds = 0.

Le vecteur normal extérieur unitaire à Γε sera noté n = (n1;n2;n3) :

La normale unitaire extérieure à ω est le vecteur (0; 0;−1).

On utilise les notations usuelles :

uε
n = uε.n = uε

i .ni, uε
τi
= uε

i − uε
nni,

σε
n = (σ.n)n = σε

ijninj, σε
τi
= σε

ijnj − σε
nni,

Section 2.1 Chapitre 2 11
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respectivement, la vitesse normale, la vitesse tangentielle, la composante

normale et la composante tangentielle du tenseur.

Sur ω la vitesse tangentielle est connue et vérifie la loi de Tresca :

|σε
τ | < kε =⇒

(
∂uε

∂t

)

τ

= 0

|σε
τ | = kε =⇒ ∃β > 0 tel que

(
∂uε

∂t

)

τ

= −βσε
τ





sur ω × ]0, T [

Pour la température, on suppose que :

T ε = 0 sur Γε
L ∪ Γε

1 ( Dirichlet-homogène sur Γε
L ∪ Γε

1 ) ,

∂T ε

∂n
= 0 sur ω ( Neumann-homogène sur ω) .

Le problème complet consiste donc à trouver le champ de vitesse uε et la

température T ε vérifie les équations et les conditions aux limites suivantes :

∂2uε
ij

∂t2
− ∂σε

ij

∂xj

= f ε
i dans Ωε × ]0, T [(2.1.1)

σε
ij (u

ε) = 2µ (T ε) dij (u
ε) + λ (T ε) dkk (u

ε) δij(2.1.2)

−∇ (Kε∇T ε) = σε : D (uε) + rε (T ε) dans Ωε,(2.1.3)

uε = 0 sur Γ1 × ]0, T [(2.1.4)

uε = g sur Γε
L × ]0, T [(2.1.5)

∂uε

∂t
.n = 0 sur ω × ]0, T [(2.1.6)

|σε
τ | < kε =⇒

(
∂uε

∂t

)

τ

= 0

|σε
τ | = kε =⇒ ∃β > 0 tel que

(
∂uε

∂t

)

τ

= −βσε
τ





sur ω × ]0, T [(2.1.7)

uε (0) = u0,
∂uε

∂t
(0) = u(2.1.8)

T ε = 0 sur Γε
L ∪ Γε

1,(2.1.9)

∂T ε

∂n
= 0 sur ω(2.1.10)
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Afin de donner la formulation variationnelle du problème (2.1.1)−(2.1.10) , nous

allons établir le lemme suivant :

Lemme 2.1.1. La condition (2.1.7) est équivalente à la relation suivante :

(2.1.11)
∂uε

∂t
σǫ

τ + kǫ|∂uε
τ

∂t
| = 0 sur ω.

Peuve.

• Supposons que uε vérifie la condition aux limites de tresca (2.1.7).

⊲ Si |σε
τ | < kε, alors

(
∂uε

∂t

)

τ

= 0, d’où (2.1.11)

⊲ Si |σε
τ | = kε, alors il existe β ≥ 0 tel que

(
∂uε

∂t

)

τ

= −βσε
τ , on trouve donc

∂uε
τ

∂t
· σε

τ + kε ·
∣∣∣∣∣
∂uε

τ

∂t

∣∣∣∣∣ = −β |σε
τ |2 + β |σε

τ |2 = 0

• Réciproquement, on suppose que
∂uε

τ

∂t
· σε

τ + kε ·
∣∣∣∣∣
∂uε

τ

∂t

∣∣∣∣∣ = 0.

⊲ Si |σε
τ | = kε, alors de (2.1.11) on a

∂uε
τ

∂t
· σε

τ = − |σε
τ | ·

∣∣∣∣∣
∂uε

τ

∂t

∣∣∣∣∣

d’où l’existence d’un β ≥ 0 tel que
∂uε

τ

∂t
= −βσε

τ

⊲ Si |σε
τ | < kε, alors

∂uε
τ

∂t
· σε

τ + kε ·
∣∣∣∣∣
∂uε

τ

∂t

∣∣∣∣∣ ≥ −
∣∣∣∣∣
∂uε

τ

∂t

∣∣∣∣∣ · |σε
τ |+ kε ·

∣∣∣∣∣
∂uε

τ

∂t

∣∣∣∣∣

≥
∣∣∣∣∣
∂uε

τ

∂t

∣∣∣∣∣ (k
ε − |σε

τ |)

et comme kε − |σε
τ | > 0, d’où

∂uε
τ

∂t
= 0.
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2.2 Formulation variationnelle du problème (2.1.1)−

(2.1.10)

On introduit le cadre fonctionnel suivant :

H1 (Ωε)3 =

{
v ∈

(
L2 (Ωε)

)3
:

∂vi

∂xj

∈ L2 (Ωε) , ∀i, j = 1, 2, 3

}
.

Nous définissons le convexe fermé non vide de H1 (Ωε)3, par :

V ε =
{

ϕ ∈
(
H1 (Ωε)

)3
: ϕ = g sur Γε

L, ϕ = 0 sur Γε
1 et ϕ.n = 0 sur ω

}
.

On note par H1
Γε

L
∪Γε

1
(Ωε) le sous-espace vectoriel de H1 (Ωε) :

H1
Γε

L
∪Γε

1
(Ωε) =

{
ϕ ∈ H1 (Ωε) : ϕ = 0 sur Γε

L ∪ Γε
1

}
.

On introduit également les notations suivantes :

a (T, u, v) =
3∑

i,j=1

∫

Ωε
2µ (T ) dij (u) dij (v) dxdx3 +(2.2.1)

∫

Ωε
λ (T ) div (u) .div (v) dxdx3;

(f ε, v) =
∫

Ωε
f εvdxdx3 =

3∑

i=1

∫

Ωε
f ε

i vidxdx3;(2.2.2)

Jε (v) =
∫

ω
kε |vτ | dx;(2.2.3)

b (T, ψ) =
∫

Ωε
Kε ∂T

∂xi

.
∂ψ

∂xi

dxdx3;(2.2.4)

C (u;T, ψ) =
3∑

i,j=1

∫

Ωε
2µε (T ) d2ij (u)ψdxdx3 +(2.2.5)

∫

Ωε
λε (T ) div (u) .div (u)ψdxdx3 +

∫

Ωε
rε (T )ψdxdx3

Lemme 2.2.1. Si uε, T ε sont des solutions du problème (2.1.1)− (2.1.10) alors

elles vérifient le problème variationnel :
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(2.2.6)





Trouver uε où
∂uε

∂t
(t) ∈ V ε (Ωε) et T ε ∈ H1

Γε
1∪Γε

L
(Ωε) telle que

(
∂2uε

∂t2
(t) , ϕ − ∂uε

∂t
(t)

)
+ a

(
T ε;uε, ϕ − ∂uε

∂t
(t)

)
+ Jε (ϕ)−

−Jε

(
∂uε

∂t
(t)

)
≥

(
f ε, ϕ − ∂uε

∂t
(t)

)
, ∀ϕ ∈ V ε

uε (0) = u0,
∂uε

∂t
(0) = u1

b (T ε, ψ) = C (uε;T ε, ψ) , ∀ψ ∈ H1
Γε
1∪Γε

L
.

Preuve. En multipliant l’équation (2.1.1) par

(
ϕi − ∂uε

∂t
(t)

)
, où ϕ ∈ V ε et en

utilisant la formule de Green, on obtient :

(
∂2uε

∂t2
(t) , ϕ − ∂uε

∂t
(t)

)
+

∫

Ωε
σε

ij

∂

∂xj

(
ϕi − ∂uε

∂t
(t)

)
dxdx3 −

∫
Γε σε

ijnj

(
ϕi − ∂uε

∂t
(t)

)
ds =

∫
Ωε f ε

i

(
ϕi − ∂uε

∂t
(t)

)
dxdx3.

Les conditions aux limites (2.1.4) et (2.1.5) impliquent que :

∫

Γǫ
σε

ijnj

(
ϕi − ∂uε

∂t
(t)

)
dσ =

∫

ω
σε

ijnj

(
ϕi − ∂uε

∂t
(t)

)
dx.

Mais σε
ijnj = σε

Ti
+ σε

nni, on trouve :

∫

Γǫ
σε

ijnj

(
ϕi − ∂uε

∂t
(t)

)
dσ =

∫

ω
σε

τi

(
ϕi − ∂uε

∂t
(t)

)
dx+

∫

ω
σε

nni

(
ϕi − ∂uε

∂t
(t)

)
dx

et comme

(
ϕi − ∂uε

∂t
(t)

)
ni = 0, on a :

(
∂2uε

∂t2
(t) , ϕ − ∂uε

∂t
(t)

)
+

∫

Ωǫ
σε

ij

∂

∂xj

(
ϕi − ∂uε

∂t
(t)

)
dxdx3 −(2.2.7)

∫
ω σε

τi

(
ϕi − ∂uε

∂t
(t)

)
dx =

∫
Ωǫ f ε

i

(
ϕi − ∂uε

∂t
(t)

)
dxdx3 ∀ϕ ∈ V ε.
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Dans (2.2.7) on ajoute et on retranche le terme
∫

ω kε

(
|ϕτ | − |∂uε

τ

∂t
|
)

dx, on

obtient :

(
∂2uε

∂t2
(t) , ϕ − ∂uε

∂t
(t)

)
+

∫

Ωǫ
σε

ij

∂

∂xj

(
ϕi − ∂uε

∂t
(t)

)
dxdx3 −

∫

ω
σε

τi

(
ϕi − ∂uε

∂t
(t)

)
dx+

∫

ω
kε

(
|ϕτ | − |∂uε

τ

∂t
|
)

dx −
∫

ω
kε

(
|ϕτ | − |∂uε

τ

∂t
|
)

dx =
∫

Ωǫ
f ε

i

(
ϕi − ∂uε

∂t
(t)

)
dxdx3.

On pose :

B =
∫

ω
σε

τi

(
ϕi − ∂uε

∂t
(t)

)
dx+

∫

ω
kε

(
|ϕτ | − |∂uε

τ

∂t
|
)

dx.

Donc :

B =
∫

ω
σε

τi

(
ϕi − ∂uε

∂t
(t)

)
dx+

∫

ω
kε

(
|ϕτ | − |∂uε

τ

∂t
|
)

dx

=
∫

ω
σε

τi
ϕidx −

∫

ω
σε

τi

∂uε

∂t
(t) dx+

∫

ω
kε|ϕτ |dx −

∫

ω
kε|∂uε

τ

∂t
|dx.

Maintenant le lemme 2.1.1, nous donnons :

B =
∫

ω
σε

τi
ϕidx+

∫

ω
kε|ϕτ |dx.

Autrement :

σε
τ ϕ ≥ −|σε

τ ||ϕτ | ≥ −kε|ϕτ | sur ω

et

B =
∫

ω
σε

τi
ϕidx+

∫

ω
kε|ϕτ |dx ≥ 0.

En déduit l’inégalité suivante :

(
∂2uε

∂t2
(t) , ϕ − ∂uε

∂t
(t)

)
+

∫

Ωǫ
σε

ij

∂

∂xj

(ϕi − uε
i ) dxdx3 +

∫

ω
kε|ϕτ |dx −(2.2.8)

∫
ω kε|∂uε

τ

∂t
(t) |dx ≥ ∫

Ωǫ f ε
i (ϕi − uε

i ) dxdx3.

Section 2.2 Chapitre 2 16



CHAPITRE 2. ANALYSE ASYMPTOTIQUE D’UN PROBLÈME DYNAMIQUE
D’ÉLASTICITÉ LINÉAIRE NON ISOTHERME AVEC FROTTEMENT DE TRESCA

En remplaçant σε
ij par l’expression (2.1.2) dans (2.2.8), on voit que :

(
∂2uε

∂t2
(t) , ϕ − ∂uε

∂t
(t)

)
+ a

(
T ;uε (t) , ϕi − ∂uε

∂t
(t)

)
+(2.2.9)

Jε (ϕ)− Jε

(
∂uε

∂t
(t)

)
≥

(
f ε, ϕi − ∂uε

∂t
(t)

)
, ∀ϕ ∈ V ε.

En multipliant l’équation (2.1.3) par ψ ∈ H1
Γε
1∪Γε

L
(Ωε) et en utilisant la formule

de Green, on obtient :

2∑

i=1

∫

Ωε
Kε ∂T ε

∂xi

∂ψ

∂xi

dxdx3 =
3∑

i,j=1

∫

Ωε
2µε (T ε) d2ij (u

ε)ψdxdx3 +

∫

Ωε
λε (T ε) div (uε) .div (uε)ψdxdx3 +

∫

Γε
Kε ∂T ε

∂ηi

ψds+
∫

Ωε
rε (T ε)ψdxdx3.

Maintenant les conditions aux limites (2.1.8)-(2.1.9), nous donnons :

3∑

i=1

∫

Ωε
Kε ∂T ε

∂xi

∂ψ

∂xi

dxdx3 =
3∑

i,j=1

∫

Ωε
2µε (T ε) d2ij (u

ε)ψdxdx3 +(2.2.10)

∫

Ωε
λε (T ε) div (uε) .div (uε)ψdxdx3 +

∫

Ωε
rε (T ε)ψdxdx3

c’est-à-dire

b (T ε, ψ) = C (uε;T ε, ψ) , ∀ψ ∈ H1
Γε
1∪Γε

L
. �
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2.3 Analyse asymptotique du problème (2.1.1) −

(2.1.10)

2.3.1 Changement du domaine et problème variationnel

Pour l’analyse asymptotique du problème, nous utilisons le changement

d’échelle z=
x3
ε

, et donc le domaine Ωε se transforme à un domaine Ω indé-

pendant de ε définit par :

Ω =
{
(x, z) ∈ R

3, (x, 0) ∈ ω et 0 < z < h (x)
}

.

On note Γ = ω̄ ∪ ΓL ∪ Γ1, sa frontière.

A la suite de ce changement d’échelle, nous notons par ûε et T̂ ε, les incon-

nues définies sur Ω.

De plus, on définit sur Ω les fonctions suivantes :

(2.3.1)





uε
i (x, x3, t) = ûε

i (x, z, t) , i = 1, 2

ε−1uε
3 (x, x3, t) = ûε

3 (x, z, t) , T ε (x, x3) = T̂ ε (x, z) .

Pour les données, nous avons les relations suivantes :

f̂ (x, z, t) = ε2f ε (x, x3, t) , ĝ (x, z, t) = g (x, x3, t)(2.3.2)

(û0)i (x, z) = (u0)i (x, x3) , (û0)3 (x, z) = ε−1 (u0)3 (x, x3)

K̂ = Kε, r̂ = ε2rε, λ̂ = λε, µ̂ = µε, k̂ = εkε(2.3.3)

avec µ̂, λ̂, f̂ , K̂, k̂ et ĝ indépendants de ε.

Ainsi le relèvement Gε de g est définie par :

(2.3.4) εĜ3 (x, z, t) = Gε
3 (x, x3, t) , Ĝi (x, z, t) = Gε

i (x, x3, t) , i = 1, 2
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Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel sur Ω. Pour cela, on

note :

V =
{

v ∈
(
H1 (Ω)

)3
: v = g sur ΓL, ϕ = 0 sur Γ1, v.n = 0 sur ω

}
.

Π(V ) =
{
ϕ ∈ H1 (Ω)2 : ϕ = (ϕ1, ϕ2) , ϕi = g sur ΓL et ϕi = 0 sur Γ1, i = 1, 2

}
.

Vz =

{
v = (v1, v2) ∈ L2 (Ω)2 :

∂vi

∂z
∈ L2 (Ω) , i = 1, 2; v = 0 sur Γ1

}
.

Il est clair que Vz est un espace de Banach, muni de la norme :

‖v‖Vz
=




2∑

i=1

‖vi‖2L2(Ω) +
∥∥∥∥∥

∂vi

∂z

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)



1
2

.

Avec le changement d’échelle défini dans (2.3.1) - (2.3.3) le problème (2.2.6)

devient :

Trouver le champ de ûε dans V et T̂ ε dans H1
ΓL∪Γ1

(Ω) tels que
2∑

i=1
ε2

(
∂2ûε

i

∂t2
(t) , ϕ̂i − ∂ûε

i

∂t
(t)

)
+ ε4

(
∂2ûε

3

∂t2
(t) , ϕ̂3 − ∂ûε

3

∂t
(t)

)
+

a

(
T̂ ε; ûε, ϕ̂ − ∂ûε

∂t
(t)

)
+ J (ϕ̂)− J

(
ϕ̂ − ∂ûε

∂t
(t)

)
≥

(
f̂ ε, ϕ̂ − ∂ûε

∂t
(t)

)
, ∀ϕ̂ ∈ V

(2.3.5)

b
(
T̂ ε, ψ̂

)
= C

(
ûε; T̂ ε, ψ̂

)
, ∀ψ̂ ∈ H1

ΓL∪Γ1
(Ω)(2.3.6)

où

a
(
T̂ ε; ûε, ϕ̂ − ûε

)
= ε2

∑2
i,j=1

∫
Ω µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

i

∂xj

+
∂ûε

j

∂xi

)
∂

∂xj

(
ϕ̂i − ∂ûε

i

∂t
(t)

)
dxdz+

+
∑2

i=1

∫
Ω µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

i

∂z
+ ε2

∂ûε
3

∂xi

) [
∂

∂z

(
ϕ̂i − ∂ûε

i

∂t
(t)

)
+ ε2

∂

∂xi

(
ϕ̂i − ∂ûε

3

∂t
(t)

)]
dxdz+

+ε2
∫
Ω 2µ̂

(
T̂ ε

) ∂ûε
3

∂z
.

∂

∂z

(
ϕ̂3 − ∂ûε

3

∂t
(t)

)
dxdxz + ε2

∫
Ω λ̂ε

(
T̂ ε

)
div (ûε) .div

(
ϕ̂ − ∂ûε

∂t
(t)

)
dxdz

(
f̂ ε, ϕ̂ − ûε

)
=

2∑
i=1

∫
Ω f̂ ε

i

(
ϕ̂ − ∂ûε

∂t
(t)

)
dxdz + ε

∫
Ω f̂ ε

3

(
ϕ̂3 − ∂ûε

3

∂t
(t)

)
dxdz

b
(
T̂ ε, ψ̂

)
=

2∑
i=1

∫
Ω ε2K̂

∂T̂ ε

∂xi

∂ψ̂

∂xi

dxdz +
∫
Ω K̂

∂T̂ ε

∂z

∂ψ̂

∂z
dxdz, J (ϕ̂) =

∫
ω k̂ |ϕ̂τ | dx
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C
(
ûε; T̂ ε, ψ̂

)
=

2∑
i;j=1

1

2

∫
Ω ε2µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

i

∂xj

+
∂ûε

j

∂xi

)2
ψdxdz +

2∑
i=1

1

2

∫
Ω µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

i

∂z
+ ε2

∂ûε
3

∂xi

)2
ψdxdz+

2∑
j=1

1

2

∫
Ω µ̂

(
T̂ ε

) (
ε2

∂ûε
3

∂xi

+
∂ûε

j

∂z

)2
ψdxdz +

∫
Ω 2ε2µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

3

∂z

)2
ψdxdz+

∫
Ω r

(
T̂ ε

)
ψdxdz +

∫
Ω ε2λ̂ε

(
T̂ ε

)
div (ûε) .div (ûε)ψdx3dz

2.3.2 Estimations à priori

Nous allons établir des estimations sur la déplacement ûε, puis sur la

température T̂ ε solution de notre problème variationnel.

Estimation à priori sur le déplacement

Lemme 2.3.1. Supposons que f ∈ (L2 (Ω))
3, le coefficient de frottement

k > 0 dans L∞ (ω) et qu’ il existe des constantes µ∗ , µ∗, λ∗, λ∗telles que

(2.3.7) 0 < µ∗ ≤ µ (a) ≤ µ∗ et 0 < λ∗ ≤ λ (b) ≤ λ∗ ∀a, b ∈ R,

alors, il existe une constante strictement positive C indépendante de ε telle

que :

(2.3.8)
2∑

i;j=1

∥∥∥∥∥ε
∂ûε

i

∂xj

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥∥ε
∂ûε

3

∂z

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥∥ε2
∂ûε

3

∂t

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+
2∑

i=1




∥∥∥∥∥
∂ûε

i

∂z

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥∥ε2
∂ûε

3

∂xi

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥∥ε
∂ûε

i

∂t

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)


 ≤ C

2∑
i;j=1

∥∥∥∥∥ε
∂2ûε

i

∂xj∂t

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥∥ε
∂2ûε

3

∂z∂t

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥∥ε2
∂2ûε

3

∂t2

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+(2.3.9)

2∑
i=1




∥∥∥∥∥
∂2ûε

i

∂z∂t

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥∥ε2
∂2ûε

3

∂xi∂t

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥∥ε
∂2ûε

i

∂t2

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)


 ≤ C

Preuve. Soit uε la solution du problème (2.2.6) , donc :

(
∂2uε

∂t2
(t) ,

∂uε

∂t
(t)

)
+ a

(
T ε;uε (t) ,

∂uε

∂t
(t)

)
≤

(
∂2uε

∂t2
(t) , ϕ

)
+ a (T ε;uε (t) , ϕ)+

+Jε (ϕ) − ∫
Ωε f ε

i ϕidxdx3 +
∫
Ωε f ε

i

∂uε

∂t
(t) dxdx3, ∀ϕ ∈ V ε
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car Jε

(
∂uε

∂t
(t)

)
est positive.

Alors

1

2

d

dt




∥∥∥∥∥
∂uε

∂t
(t)

∥∥∥∥∥

2

+ a

(
T ε;uε (t) ,

∂uε

∂t
(t)

)
 ≤

(
∂2uε

∂t2
(t) , ϕ

)
+(2.3.10)

a (T ε;uε (t) , ϕ) + Jε (ϕ)− ∫
Ωε f ε

i ϕidxdx3 +
∫
Ωε f ε

i

∂uε

∂t
(t) dxdx3, ∀ϕ ∈ V ε

En intégrant (2.3.10) en temps pour s ∈ [0, t] on a :

1

2




∥∥∥∥∥
∂uε

∂t
(t)

∥∥∥∥∥

2

+ a

(
T ε;uε (t) ,

∂uε

∂t
(t)

)
 ≤ 1

2




∥∥∥∥∥
∂uε

∂t
(0)

∥∥∥∥∥

2

+ a

(
T ε;uε (0) ,

∂uε

∂t
(0)

)
+

∫ t
0

(
∂2uε

∂t2
(s) , ϕ

)
ds+

∫ t
0 a (T ε;uε (s) , ϕ) ds+ tJε (ϕ)− ∫ t

0 (f
ε
i (s) , ϕi) ds+

∫ t
0

(
f ε

i (s) ,
∂uε

∂t
(s)

)
ds

et comme

∑2
i,j=1 |dij (u

ε)|2 ≤ |∇uε|2 et |div (uε)|2 ≤ |∇uε|2 ,

on obtient :

1

2




∥∥∥∥∥
∂uε

∂t
(t)

∥∥∥∥∥

2

+ a (T ε;uε (t) , ∂uε (t))


 ≤ 1

2

(
‖u1‖2 + (2µ∗ + λ∗) ‖∇u0‖2

)
+

∫ t
0

(
∂2uε

∂t2
(s) , ϕ

)
ds+

∫ t
0 a (T ε;uε (s) , ϕ) ds+ tJε (ϕ)− ∫ t

0 (f
ε
i (s) , ϕi) ds+

∫ t
0

(
f ε

i (s) ,
∂uε

∂t
(s)

)
ds

D’après l’inégalité de Korn, il existe CK indépendant de ε telle que :

(2.3.11) a (T ε;uε (t) , uε (t)) ≥ 2µ∗CK ‖∇uε (t)‖2L2(Ω) .

En appliquant les inégalités de Hölder et de Yong, on obtient :

a (T ε;uε, ϕ) ≤ ∫
Ωε 2µε (T ε) |dij (u

ε)| . |dij (ϕ)| dxdx3 +
∫
Ωε λε (T ε) |div (uε)| . |div (ϕ)| dxdx3

≤ ∫
Ωε 2µ∗ |dij (u

ε)| . |dij (ϕ)| dxdx3 +
∫
Ωε λ∗ |div (uε)| . |div (uε)| dxdx3
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≤

∫

Ωε

√
µ∗CK

2
|dij (u

ε)|



(
∫
Ωε

2
√
2µ∗

√
µ∗CK

|dij (ϕ)| dxdx3

)
+

(
∫
Ωε

√
µ∗CK

2
|div (uε)|

) (
∫
Ωε

2λ∗

√
µ∗CK

|div (ϕ)| dxdx3

)

≤ µ∗CK

4
‖dij (u

ε)‖2L2(Ωε) +
4 (µ∗)2

µ∗CK

‖dij (ϕ)‖2L2(Ωε)+

µ∗CK

8

∫
Ωε |div (uε)|2 dxdx3 +

2 (λ∗) 2

µ∗CK

∫
Ωε |div (ϕ)|2 dxdx3.

donc :

(2.3.12)
∫ t

0
a (T ε;uε (s) , ϕ) ds ≤ 3µ∗CK

8

∫ t

0
‖∇uε (s)‖2L2(Ωε) ds+t

(
4 (µ∗)2

µ∗CK

+
2 (λ∗) 2

µ∗CK

)
‖∇ϕ‖2L2(Ωε)

∫ t
0

(
∂2uε

∂t2
(s) , ϕ

)
ds =

(
∂uε

∂t
(t) , ϕ

)
−

(
∂uε

∂t
(0) , ϕ

)
(2.3.13)

≤ 1

2

∥∥∥∥∥
∂uε

∂t
(t)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+ ‖ϕ‖2L2(Ωε) +
1

2
‖u1‖2L2(Ωε)

et comme

(2.3.14)
∫ t

0

(
f ε (s) ,

∂uε

∂t
(s)

)
ds = (f ε (t) , uε (t))− (f ε (0) , uε (0))−

∫ t

0

(
∂f ε (s)

∂t
, uε (s)

)
ds

les inégalités (2.3.11)− (2.3.14), donnent :

(2.3.15)
1

2

∥∥∥∥∥
∂uε

∂t
(t)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+ µ∗CK ‖∇uε (t)‖2L2(Ωε) ≤ ‖u1‖2L2(Ωε)+

(
1

2
+ 2µ∗ + λ∗

)
‖u0‖2L2(Ωε) + t

(
µ∗CK + 4 (µ

∗) 2 + 2 (λ∗) 2

µ∗CK

)
‖∇ϕ‖2L2(Ωε) + tJ (ϕ) +

+
(εh∗)2

2µ∗CK

‖f ε (t)‖2L2(Ωε) + ‖ϕ‖2L2(Ωε) +
(εh∗)2

2µ∗CK

∫ t

0

∥∥∥∥∥
∂f ε

∂t
(s)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

ds+
(εh∗)2

2
‖f ε (0)‖2L2(Ωε) +

(εh∗)2

2

∫ t

0
‖f ε (s)‖2L2(Ωε) ds+

∫ t

0


1
2

∥∥∥∥∥
∂uε

∂t
(s)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+ µ∗CK ‖∇uε (s)‖2L2(Ωε)


 ds.
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En multipliant (2.3.15) par ε et en utilisant les égalités :

ε2 ‖f ε‖2L2(Ωε) = ε−1
∥∥∥f̂

∥∥∥
2

L2(Ω)
et

∥∥∥∥∥
∂uε

3

∂x3

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

= ε−1

∥∥∥∥∥
∂ûε

3

∂z

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

,

on obtient :

1

2
ε

∥∥∥∥∥
∂uε

∂t
(t)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+εµ∗CK ‖∇uε (t)‖2L2(Ωε) ≤ A+
∫ t

0


1

2
ε

∥∥∥∥∥
∂uε

∂t
(s)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+ εµ∗CK ‖∇uε (s)‖2Lε(Ωε)


 ds

avec :

A = ‖û1‖2L2(Ω) +
(
1

2
+ 2µ∗ + λ∗

)
‖û0‖2L2(Ω) + t

(
µ∗CK + 4 (µ∗) 2 + 2 (λ∗) 2

µ∗CK

)
‖∇ϕ̂‖2L2(Ω)+

‖ϕ̂‖2L2(Ω) + tĴ (ϕ̂) +
(h∗)2

2

∥∥∥f̂ ε (0)
∥∥∥
2

L2(Ω)
+

(h∗)2

2µ∗CK

∥∥∥f̂ ε (t)
∥∥∥
2

L2(Ω)
+

(h∗)2

2µ∗CK

∫ t
0

∥∥∥∥∥∥
∂f̂ ε

∂t
(s)

∥∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

ds +
(h∗)2

2

∫ t
0

∥∥∥f̂ ε (s)
∥∥∥
2

L2(Ω)
ds

Daprès le lemme de Gronwall, on déduit :

ε

∥∥∥∥∥
∂uε

∂t
(t)

∥∥∥∥∥

2

+ ε ‖∇uε (t)‖2L2(Ωε) ≤ C

Donc la première estimation est démontrée. �

Pour montrer l’estimation a priori (2.3.9), on régularise la fonctionnelle Jε,

en posant

Jε
ξ (u) =

∫

ω
kε (x, t)ϕξ

(
|uτ |2

)
dx, ou ϕξ (λ) =

1

1 + ξ
|λ|(1+ξ) ξ > 0.

on considère l’équation approchée suivante :

(2.3.16)(
∂2uε

ξ

∂t2
(t) , ϕ

)
+ a

(
T ε;uε

ξ (t) , ϕ
)
+

((
Jε

ξ

)′
(

∂uε
ξ

∂t
(t)

)
, ϕ

)
= (f ε, ϕ) , ∀ϕ ∈ V ε

uε
ξ (0) = u0,

∂uε
ξ

∂t
(0) = u1
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maintenant on dérive (2.3.16) en t et on subtituant ϕ par
∂2uε

ξ

∂t2
(t)

(
∂3uε

ξ

∂t3
(t) ,

∂2uε
ξ

∂t2
(t)

)
+a

(
T ε;

∂uε
ξ

∂t
(t) ,

∂2uε
ξ

∂t2
(t)

)
+

((
Jε

ξ

)′′
(

∂uε
ξ

∂t
(t)

)
,
∂2uε

ξ

∂t2
(t)

)
=

(
f ε,

∂2uε
ξ

∂t2
(t)

)

et comme

((
Jε

ξ

)′′
(

∂uε
ξ

∂t
(t)

)
,
∂2uε

ξ

∂t2
(t)

)
> 0, on obtient

(2.3.17)
1

2

d

dt
(

∥∥∥∥∥
∂2uε

ξ

∂t2
(t)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+ a

(
T ε;

∂uε
ξ

∂t
(t) ,

∂uε
ξ

∂t
(t)

)
≤

(
f ε,

∂2uε
ξ

∂t2
(t)

)

En intégrant (2.3.17) et utilisant l’inégalité de Korn, on trouve :

∥∥∥∥∥
∂2uε

ξ

∂t2
(t)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+ 2µ∗CK

∥∥∥∥∥∇∂uε
ξ

∂t
(t)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

≤ a

(
T ε;

∂uε
ξ

∂t
(0) ,

∂uε
ξ

∂t
(0)

)
+

∥∥∥∥∥
∂2uε

ξ

∂t2
(0)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+

2

(
∂f ε

∂t
(t) ,

∂uε
ξ

∂t
(t)

)
− 2

(
∂f ε

∂t
(0) ,

∂uε
ξ

∂t
(0)

)
− 2

∫ t
0

(
∂2f ε

∂t2
(s) ,

∂uε
ξ

∂t
(s)

)
ds

d’où l’on déduit

(2.3.18)∥∥∥∥∥
∂2uε

ξ

∂t2
(t)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+2µ∗CK

∥∥∥∥∥∇∂uε
ξ

∂t
(t)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

≤
∥∥∥∥∥

∂2uε
ξ

∂t2
(0)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+(2µ∗ + λ∗)

∥∥∥∥∥
∂uε

ξ

∂t
(0)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+

+µ∗CK

∥∥∥∥∥∇∂uε
ξ

∂t
(t)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+
(εh∗)2

µ∗CK

∥∥∥∥∥
∂f ε

∂t
(t)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+ µ∗CK

∥∥∥∥∥∇∂uε
ξ

∂t
(0)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+

(εh∗)2

µ∗CK

∥∥∥∥∥
∂f ε

∂t
(0)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+
(εh∗)2

µ∗CK

∫ t

0

∥∥∥∥∥
∂f ε

∂t
(s)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

ds+ µ∗CK

∫ t

0

∥∥∥∥∥∇∂uε
ξ

∂t
(s)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

ds.

Il faut estimer
∂2uε

ξ

∂t2
(0) , après l”equation (2.3.16) on déduit que :

(
∂2uε

ξ

∂t2
(0) , ϕ

)
= (f ε (0) , ϕ)− a

(
T ε;uε

ξ (0) , ϕ
)

∣∣∣∣∣

(
∂2uε

ξ

∂t2
(0) , ϕ

)∣∣∣∣∣ ≤ ‖f ε (0)‖L2(Ωε) . ‖ϕ‖L2(Ωε) + (2µ
∗ + λ∗)

∥∥∥uε
ξ (0)

∥∥∥
H1(Ωε)

‖ϕ‖H1(Ωε)
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≤ εh∗ ‖f ε (0)‖L2(Ωε) . ‖∇ϕ‖L2(Ωε) + (2µ
∗ + λ∗)

∥∥∥uε
ξ (0)

∥∥∥
H1(Ωε)

‖ϕ‖H1(Ωε)

≤
(

εh∗ ‖f ε (0)‖L2(Ωε) + (2µ
∗ + λ∗)

∥∥∥uε
ξ (0)

∥∥∥
H1(Ωε)

)
‖ϕ‖H1(Ωε)

En multipliant cette inégalité par
√

ε et comme

ε
3
2 ‖f ε (0)‖L2(Ωε) =

∥∥∥f̂ ε (0)
∥∥∥

L2(Ωε)
;

√
ε

∥∥∥uε
ξ (0)

∥∥∥
H1(Ωε)

=
∥∥∥ûε

ξ (0)
∥∥∥

H1(Ωε)

on déduit que :

√
ε

∥∥∥∥∥
∂2uε

ξ

∂t2
(0)

∥∥∥∥∥
L2(Ωε)

≤ C,

où :

C = h∗
∥∥∥f̂ ε (0)

∥∥∥
L2(Ωε)

+ (2µ∗ + λ∗)
∥∥∥ûε

ξ (0)
∥∥∥

H1(Ωε)
.

En passant à la limite en ξ dans (2.3.18) , on obtient :

(2.3.19)∥∥∥∥∥
∂2uε

∂t2
(t)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+ 2µ∗CK

∥∥∥∥∥∇∂uε

∂t
(t)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

≤
∥∥∥∥∥

∂2uε

∂t2
(0)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+ (2µ∗ + λ∗)

∥∥∥∥∥
∂2uε

∂t2
(0)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+

µ∗CK

∥∥∥∥∥∇∂uε

∂t
(t)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+
(εh∗)2

µ∗CK

∥∥∥∥∥
∂f ε

∂t
(t)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+ µ∗CK

∥∥∥∥∥∇∂uε

∂t
(0)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+

(εh∗)2

µ∗CK

∥∥∥∥∥
∂f ε

∂t
(0)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+
(εh∗)2

µ∗CK

∫ t
0

∥∥∥∥∥
∂f ε

∂t
(s)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

ds + µ∗CK

∫ t
0

∥∥∥∥∥∇∂uε

∂t
(s)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

ds

En multipliant maintenant (2.3.19) par ε, on trouve :

ε

∥∥∥∥∥
∂2uε

∂t2
(t)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+ εµ∗CK

∥∥∥∥∥∇∂uε

∂t
(t)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

≤ B +
∫ t
0 ε




∥∥∥∥∥
∂2uε

∂t2
(s)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+ µ∗CK

∥∥∥∥∥∇∂uε

∂t
(s)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)


 ds

où B est une constante ne dépand de ε

B = (2µ∗ + λ∗ + µ∗CK) ‖∇û1‖2L2(Ω) +
(h∗)2

µ∗CK

∥∥∥∥∥∥
∂f̂ ε

∂t
(t)

∥∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+

(h∗)2

µ∗CK

∥∥∥∥∥∥
∂f̂ ε

∂t
(0)

∥∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+
(h∗)2

µ∗CK

∫ t
0

∥∥∥∥∥∥
∂f̂ ε

∂t
(s)

∥∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+ C2
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par l’inégalité de Gronwel, on obtient :

ε

∥∥∥∥∥
∂2uε

∂t2
(t)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

+ε

∥∥∥∥∥∇∂uε

∂t
(t)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωε)

≤ C ′ (C ′ est une constante ne dépand pas de ε)

donc la deusieme estimation est démontré.

Estimation sur la température

Dans cette section, on cherche des estimations à priori sur la température

T̂ ε, pour cela nous avons besoin d’établir le lemme suivant :

Lemme 2.3.2. La température T̂ ε est majorée par :

(2.3.20)
∥∥∥T̂ ε

∥∥∥
L2(Ω)

≤ h∗

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

;

Lemme 2.3.3. Supposons que les hypothèses du lemme 2.3.1 sont vérifiées,

de plus supposons qu’il existe :

- deux constantes strictement positives K∗ et K∗, telles que :

(2.3.21) 0 < K∗ ≤ K (x, z) ≤ K∗, ∀ (x, z) ∈ Ω

- une constante positive r̂∗, telle que

(2.3.22) r̂ (a) ≤ r̂∗.

Alors, il existe une constante positive C2 indépendante de ε, telle que :

(2.3.23) ε2
∑2

i=1

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂xi

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

≤ C2.

Preuve. Dans l’inéquation variationnelle (2.2.10), on choisit ϕ = T̂ ε, on ob-

tient :
3∑

i=1

Ii =
2∑

i=1

∫

Ω
ε2K̂

∂T̂ ε

∂xi

∂T̂ ε

∂xi

dxdz +
∫

Ω
K̂

∂T̂ ε

∂z

∂T̂ ε

∂z
dxdz,
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avec

I1 =
2∑

i,j=1

1

2

∫

Ω
ε2µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

i

∂xj

+
∂ûε

j

∂xi

)2
T̂ εdxdz +

2∑

i=1

1

2

∫

Ω
µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

i

∂z
+ ε2

∂ûε
3

∂xi

)2
T̂ εdxdz +

2∑

j=1

1

2

∫

Ω
µ̂

(
T̂ ε

) (
ε2

∂ûε
3

∂xi

+
∂ûε

j

∂z

)2
T̂ εdxdz +

∫

Ω
2ε2µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

3

∂z

)2
T̂ εdxdz ;

I2 =
∫

Ω
r

(
T̂ ε

)
T̂ εdxdz ; I3 =

∫

Ω
ε2λ̂

(
T̂ ε

)
div (uε) .div (uε) T̂ εdxdz.

L’inégalité de Cauchy-Schwartz, nous donnons :

|I1| ≤ ε2µ̂∗

2

2∑

i,j=1

∥∥∥∥∥
∂ûε

i

∂xj

+
∂uε

j

∂xi

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

∥∥∥T̂ ε
∥∥∥

L2(Ω)
+

µ̂∗

2

2∑

i=1

∥∥∥∥∥
∂ûε

i

∂z
+ ε2

∂ûε
3

∂xi

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

∥∥∥T̂ ε
∥∥∥

L2(Ω)
+

µ̂∗

2

2∑

j=1

∥∥∥∥∥ε2
∂ûε

3

∂xi

+
∂ûε

j

∂z

∥∥∥∥∥

2 ∥∥∥T̂ ε
∥∥∥

L2(Ω)
+ 2ε2µ̂∗

∥∥∥∥∥
∂ûε

3

∂z

∥∥∥∥∥

2 ∥∥∥T̂ ε
∥∥∥

L2(Ω)
.

Par Young, on trouve :

|I1| ≤ 2ε2µ̂∗
2∑

i,j=1

∥∥∥∥∥
∂ûε

i

∂xj

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

∥∥∥T̂ ε
∥∥∥

L2(Ω)
+ 2µ̂∗

2∑

i=1

∥∥∥∥∥
∂ûε

i

∂z

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

∥∥∥T̂ ε
∥∥∥

L2(Ω)
+

2µ̂∗ε4
2∑

i=1

∥∥∥∥∥
∂ûε

3

∂xi

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

∥∥∥T̂ ε
∥∥∥

L2(Ω)
+ 2ε2µ̂∗

∥∥∥∥∥
∂ûε

3

∂z

∥∥∥∥∥

2 ∥∥∥T̂ ε
∥∥∥

L2(Ω)
.

Maintenant l’inégalité (2.3.8), et le lemme 2.3.2, nous donnons :

(2.3.24) |I1| ≤ 2µ̂∗C
∥∥∥T̂ ε

∥∥∥
L2(Ω)

≤ 2µ∗h∗C

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

.

L’analogue de I1, donne :

|I2| ≤ r∗
∥∥∥T̂ ε

∥∥∥
L2(Ω)

≤ r∗h∗

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

(2.3.25)

|I3| ≤ ε2λ̂∗ ‖div (ûε)‖2
∥∥∥T̂ ε

∥∥∥
L2(Ω)

≤ λ̂∗ε2 ‖∇ (ûε)‖2
∥∥∥T̂ ε

∥∥∥
L2(Ω)

puisque ε2 ‖∇ (ûε)‖2 ≤ C, alors

(2.3.26) |I3| ≤ λ̂∗C
∥∥∥T̂ ε

∥∥∥
L2(Ω)
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D’autre part, par l’utilisation des (2.3.21) et (2.3.22), on trouve :

b (T ε, T ε) =
2∑

i=1

∫

Ω
ε2K̂

∣∣∣∣∣
∂T̂ ε

∂xi

∣∣∣∣∣

2

dxdz +
∫

Ω
K̂

∣∣∣∣∣
∂T̂ ε

∂z

∣∣∣∣∣

2

dxdz.

ce qui implique :

K̂∗ε
2

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂xi

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+ K̂∗

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

≤ b
(
T̂ ε, T̂ ε

)

≤ 2µ̂∗h∗C

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

+ r̂∗h∗

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

+ λ̂∗C
∥∥∥T̂ ε

∥∥∥
L2(Ω)

,

Autrement,

(2.3.27) K∗ε
2

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂xi

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+ K̂∗

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

≤ C1

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

,

où, C1 est une constante indépendante de ε donnée par :

C1 = 2µ̂∗h∗C + r̂∗h∗ + λ̂∗Ch∗

donc :

(2.3.28)

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ K̂−1
∗ C1.

D’autre part, en injectant cette dernière estimation dans (2.3.27) , on déduit :

ε2
∥∥∥∥∥

∂T̂ ε

∂xi

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

≤ C2,

où

C2 = K̂−1
∗ C2

1 . �
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2.3.3 Résultats de convergence

Dans ce paragraphe, on va énoncer du théorème de convergence.

Théorème 2.3.1. Sous les mêmes hypothèses des lemmes (2.3.1) et (2.3.3), il

existe u∗ = (u∗
1, u∗

2) dans L2 (0, t, Vz) et T ∗ dans Vz, tel que pour des sous suites

de ûε
(
resp T̂ ε

)
notée encore ûε

(
resp. T̂ ε

)
, on a les résultats de convergence

suivants :

ûε
i ⇀ u∗

i ;
∂ûε

i

∂t
⇀

∂u∗
i

∂t
1 ≤ i ≤ 2 faiblement dans L2 (0, t, Vz)(2.3.29)

ε
∂ûε

i

∂xj

⇀ 0 , ε
∂2ûε

i

∂xj∂t
⇀ 0 , 1 ≤ i, j ≤ 2 faiblement dans L2 (0, t, Vz)(2.3.30)

ε
∂ûε

3

∂z
⇀ 0 , ε

∂2ûε
3

∂z∂t
⇀ 0 , ε2

∂2ûε
3

∂t2
⇀ 0, ε2

∂ûε
3

∂t
⇀ 0 dans L2 (0, t, Vz)(2.3.31)

ε2
∂ûε

3

∂xj

⇀ 0 , ε2
∂2ûε

3

∂xj∂t
⇀ 0 1 ≤ i ≤ 2 faiblement dans L2 (0, t, Vz)(2.3.32)

ε
∂ûε

i

∂t
⇀ 0, ε

∂2ûε
i

∂t2
⇀ 0 faiblement dans L2 (0, t, Vz)(2.3.33)

T̂ ε ⇀ T ∗ faiblement dans Vz(2.3.34)

ε
∂T̂ ε

∂xi

⇀ 0 faiblement dans L2 (Ω)(2.3.35)

Preuve. D’après (2.3.8), nous obtenons (2.3.28)− (2.3.33).

Grâce à l’estimation (2.3.23) , il existe une constante positive C ne dépend

pas de ε telle que : ∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ C.

En utilisant le lemme (1.3.2), on en déduit que :

∥∥∥T̂ ε
∥∥∥

L2(Ω)
≤ h∗

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ h∗C,

donc T̂ ε est bornée dans Vz, ce qui montre l’existence d’un élément T̂ ∗ dans

Vz tel que T̂ ε converge faiblement vers T ∗ dans Vz.

De plus, l’estimation (2.3.23), montre que ε

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂xi

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ C, donc ε
∂T̂ ε

∂xi

converge
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vers
∂T̂ ∗

∂xi

, et comme T̂ ε converge vers T ∗ dans Vz, alors ε
∂T̂ ε

∂xi

converge ver 0

dans Vz.�

2.3.4 Problème limite et l’équation de Reynolds

Théorème 2.3.2. Sous les hypothèses du théorème 1.3.1 les solutions û∗

et T̂ ∗ vérifient les relations suivantes :

2∑

i=1

∫

Ω
µ̂ (T ∗)

∂u∗
i

∂z
(t) .

∂

∂z

(
ϕ̂i − ∂u∗

i

∂t
(t)

)
dxdz + J (ϕ̂) −(2.3.36)

J

(
∂u∗

i

∂t
(t)

)
≥2

i=1

(
f̂i, ϕ̂i − ∂u∗

i

∂t

)
, ∀ϕ̂ ∈ Π(V )

− ∂

∂z

(
K̂

∂T ∗

∂z
(t)

)
=2i=1 µ̂ (T ∗)

(
∂u∗

i

∂z
(t)

)2
+ r̂ (T ∗) dans L2 (Ω) .(2.3.37)

− ∂

∂z

(
µ̂ (T ∗)

∂u∗
i

∂z
(t)

)
= f̂i pour i = 1, 2 dans L2 (Ω) ;(2.3.38)

Preuve. L’inéquation variationnelle (2.3.5) s’écrit sous la forme :

2∑

i=1

ε2
(

∂2ûε
i

∂t2
(t) , ϕ̂i − ∂ûε

i

∂t
(t)

)
+ ε4

(
∂2ûε

3

∂t2
(t) , ϕ̂3 − ∂ûε

3

∂t
(t)

)
+

4∑

i=1

Ii (ε) + ε2
∫

Ω
λ̂

(
T̂ ε

)
div (ûε) .div

(
ϕ̂ − ∂ûε

i

∂t
(t)

)
dxdz +

∫

ω
k̂ |ϕ̂| dx−

∫

ω
k̂

∣∣∣∣∣
∂ûε

∂t
(t)

∣∣∣∣∣ dx ≥
2∑

i=1

(
f̂i, ϕ̂i − ∂ûε

i

∂t
(t)

)
+ ε

(
f̂3, ϕ̂3 − ∂ûε

3

∂t
(t)

)
,

avec

I1 =
2∑

i,j=1

∫

Ω
µ̂

(
T̂ ε

)
ε2

(
∂ûε

i

∂xj

+
∂ûε

j

∂xi

)
∂

∂xj

(
ϕ̂i − ∂ûε

i

∂t
(t)

)
dxdz ;

I2 =
2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

i

∂z
+ ε2

∂ûε
3

∂xi

)
∂

∂z

(
ϕ̂i − ∂ûε

i

∂t
(t)

)
dxdz ;

I3 =
2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T̂ ε

)
ε2

(
∂ûε

i

∂z
+ ε2

∂ûε
3

∂xi

)
∂

∂xi

(
ϕ̂3 − ∂ûε

3

∂t
(t)

)
dxdz ;

I4 = 2
∫

Ω
µ̂

(
T̂ ε

)
ε2

∂ûε
3

∂z
.

∂

∂z

(
ϕ̂3 − ∂ûε

3

∂t
(t)

)
dxdz.
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En passant à la limite et en utilisant les résultats de convergence du théorème 1.3.1,

il existe une sous-suite T̂ ε qui converge presque partout vers T ∗, et comme

µ̂
(
T̂ ε

)
est continue, alors µ̂

(
T̂ ε

)
converge presque partout vers µ̂ (T ∗).

Le fait que J est semi-continue inférieurement, alors :

(2.3.39)
2∑

i=1

∫

Ω
µ̂ (T ∗)

∂u∗
i

∂z
(t) .

∂

∂z

(
ϕ̂i − ∂u∗

i

∂t
(t)

)
dxdz+J (ϕ̂)−J

(
∂u∗

i

∂t

)
≥

2∑

i=1

(
f̂i, ϕ̂i − ∂u∗

i

∂t
(t)

)
.

D’après [9, 28], nous pouvons choisir ϕ ∈ H1
0 (Ω) dans (2.3.39) tel que

ϕ̂i =
∂u∗

i

∂t
± ψ avec i = 1, 2 et ϕ̂3 = u∗

3,

on obtient :
2∑

i=1

∫

Ω
µ̂ (T ∗)

∂u∗
i

∂z
(t) .

∂ψ

∂z
dxdz =

2∑

i=1

(
f̂i, ψi

)
.

En utilisant la formule de Green et en choisissant ψ1 = 0 et ψ2 ∈ H1
0 (Ω) , puis

ψ2 = 0 et ψ1 ∈ H1
0 (Ω) , on trouve :

−
∫

Ω
µ̂ (T ∗)

∂

∂z

(
∂u∗

i

∂z

)
ψidxdz =

∫

Ω
f̂iψidxdz

donc :

(2.3.40) − ∂

∂z

[
µ̂ (T ∗)

(
∂u∗

i

∂z

)]
= f̂i pour i = 1, 2 dans H−1 (Ω)

et comme f̂i ∈ L2 (Ω) et t ∈ [0, T ], alors (2.3.40) est vraie dans L2 (Ω) .

D’autre part, en passant à la limite dans (2.3.6) et en utilisant les résultats

de convergence du théorème 1.3.1, on obtient :

∫

Ω
K̂

∂T ∗

∂z
.
∂ψ

∂z
dxdz =

2∑

i=1

1

2

∫

Ω
µ̂ (T ∗)

(
∂û∗

i

∂z

)2
ψdxdz +

2∑

j=1

1

2

∫

Ω
µ̂ (T ε)

(
∂u∗

j

∂z

)2
ψdxdz +

∫

Ω
r̂ (T ∗)ψdxdz =

2∑

i=1

∫

Ω
µ̂ (T ∗)

(
∂u∗

i

∂z

)2
ψdxdz +

∫

Ω
r̂ (T ∗)ψdxdz, ∀ψ ∈ H1

ΓL∪Γ1
(Ω) .
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Maintenant la formule de Green, nous donnons :

∫

Ω

∂

∂z

(
K̂

∂T ∗

∂z

)
.ψdxdz =

2∑

i=1

∫

Ω
µ̂ (T ∗)

(
∂u∗

i

∂z

)2
ψdxdz+

∫

Ω
r̂ (T ∗)ψdxdz.∀ψ ∈ H1

ΓL∪Γ1
(Ω) .

Par conséquent :

(2.3.41) − ∂

∂z

(
K̂

∂T ∗

∂z

)
=

2∑

i=1

µ̂ (T ∗)

(
∂u∗

i

∂z

)2
+ r̂ (T ∗) dans H−1

ΓL∪Γ1
(Ω) .

La formule (2.3.41) est valable dans L2 (Ω), puisque µ̂ et r̂ sont deux fonctions

bornées sur R et

(
∂u∗

i

∂z

)2
est un élément de L2 (Ω). �

Théorème 2.3.3. Sous les mêmes hypothèses du théorème 2.3.2, on a :

∫

ω
k̂ |ψ + s∗ − s| − |s∗ − s| dx −

∫

ω
µ̂τ̂ ∗ψdx ≥ 0 ∀ψ ∈ L2 (ω)2

et 



µ̂ (ζ∗) |τ̂ ∗| < k̂ ⇒ ∂s∗

∂t
= 0

µ̂ (ζ∗) |τ̂ ∗| = k̂ ⇒ ∃β > 0 tel que
∂s∗

∂t
= βτ̂ ∗

avec :

τ̂ ∗ =
∂u∗

∂z
(x, 0, t) , s∗ (x) = u∗ (x, 0, t) et ζ∗ = T ∗ (x, 0) .

De plus, u∗ et T ∗ vérifie l’inéquation généralisée de Reynolds :

(2.3.42)
∫

ω

(∫ h

0
u∗ (x, z, t) dz − s∗ (x, 0, t)h − µ̂ (ζ∗) τ̂ ∗Ã (x, z) + C̃i (x, z)

)
∇ψ = 0, ∀ψ ∈ H1 (ω) ,

où

Ã (x, z) =
∫ h

0

∫ z

0

dξ

µ̂ (T ∗ (x, ξ))
, C̃i (x, z) =

∫ h

0

∫ z

0

∫ ξ

0

f̂i (x, η, t)

µ̂ (T ∗ (x, ξ))
dηdξ.

Preuve. Pour démontrer (2.3.42) en intégrant deux fois l’équation (2.3.38) de

0 à z, on trouve :

(2.3.43) u∗
i (x, z, t) = s∗ (x, 0, t) + µ̂ (ζ∗)A (x, z) τ̂ ∗ − Ci (x, z)
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avec

A (x, z) =
∫ z

0

dξ

µ̂ (T ∗ (x, ξ))
, Ci =

∫ z

0

∫ ξ

0

f̂i (x, η, t)

µ̂ (T ∗ (x, ξ))
dηdξ

et comme û∗
i (x, h (x)) = 0, on a :

s∗ (x, 0, t) + µ̂ (ζ∗)A (x, z) τ̂ ∗ = Ci (x, z) .

En intégrant (2.3.43) de 0 à h, on obtient :

(2.3.44)
∫ h

0
u∗

i (x, z, t) dz = s∗ (x, 0, t)h + µ̂ (ζ∗) τ̂ ∗
∫ h

0
A (x, z) dz −

∫ h

0
Ci (x, z) dz.

De (2.3.44) , on en déduit que :

∫ h

0
u∗

i (x, z, t) dz − s∗ (x, 0, t)h − µ̂ (ζ∗) τ̂ ∗Ã (x, z) + C̃i (x, z) = 0,

Il résult donc que :

∫

ω

(∫ h

0
u∗ (x, z, t) dz − s∗ (x, 0, t)h − µ̂ (ζ∗) τ̂ ∗Ã (x, z) + C̃i (x, z)

)
∇ψ = 0. �

2.3.5 Unicité des solutions du problème limite

Théorème 2.3.4. La solution (u∗, T ∗) du problème limite (2.3.36)-(2.3.37) est

unique dans L2 (0, T, Vz) × Vz pout tout 0 < c < min (c0, c1) , avec.

c0 = [2α4Cµ̂]
− 1
2

(
K∗

[
1 + (h∗)2

]−1 − Cr̂

) 1
2

et c1 = (1 + 8µ−1

∗ µ∗t)
− 1
2 c0.

Preuv. Posons

Wz =
{
v ∈ Vz : ∂2v

∂z2
∈ L2 (Ω)

}
,

Bc =
{

v ∈ Wz × Wz :
∥∥∥∂v

∂z

∥∥∥
Vz

≤ c
}

.
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Supposons qu’il existe (u1, T 1) et (u2, T 2) solutions du problème limite (2.3.36)

et (2.3.37) .

Pour tout ψ ∈ H1
ΓL∪Γ1

(Ω) on a

(2.3.45)
∫

Ω
−K̂

∂T 1

∂z

∂

∂z
ψdxdz =

2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T 1

) (
∂u1i
∂z

)2

ψdxdz +
∫

Ω
r̂

(
T 1

)
ψdxdz

(2.3.46)
∫

Ω
−K̂

∂T 2

∂z

∂ψ

∂z
dxdz =

2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T 2

) (
∂u2i
∂z

)2

ψdxdz +
∫

Ω
r̂

(
T 2

)
ψdxdz

Par soustraction de (2.3.45) et (2.3.46) on obtient

∫
Ω K̂

∂

∂z
(C)

∂

∂z
(T 1 − T 2)ψdxdz =

2∑
i=1

∫
Ω


µ̂ (T 1)

(
∂u1i
∂z

)2

− µ̂ (T 2)

(
∂u2i
∂z

)2

 ψdxdz+(2.3.47)

+
∫

Ω

[
r̂

(
T 1

)
− r̂

(
T 2

)]
ψdxdz

Dans (2.3.47) , on ajoute et on retranche le terme µ̂ (T 1)

(
∂u2i
∂z

)2

, on trouve :

∫
Ω K̂

∂

∂z
(T 1 − T 2)

∂

∂z
ψdxdz =

2∑
i=1

∫
Ω

[
µ̂ (T 1)

∂

∂z
(u1i + u2i )

∂

∂z
(u1i − u2i )

]
ψdxdz+

2∑

i=1

∫

Ω

[
µ̂

(
T 1

)
− µ̂

(
T 2

)] (
∂u2i
∂z

)2

ψdxdz +
∫

Ω

[
r̂

(
T 1

)
− r̂

(
T 2

)]
ψdxdz

En choisissant ψ = T 1 − T 2 ∈ H1
ΓL∪Γ1

(Ω) on obtient :

(2.3.48)
∫

Ω
K̂

∂

∂z

∣∣∣T 1 − T 2
∣∣∣
2

dxdz =
3∑

k=1

Rk,

avec

R1 =
2∑

i=1

Ri
1 =

2∑

i=1

∫

Ω

[
µ̂

(
T 1

) ∂

∂z

(
u1i + u2i

) ∂

∂z

(
u1i − u2i

)] (
T 1 − T 2

)
dxdz

R2 =
2∑

i=1

Ri
2 =

2∑

i=1

∫

Ω

[
µ̂

(
T 1

)
− µ̂

(
T 2

)] (
∂u2i
∂z

)2 (
T 1 − T 2

)
dxdz
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R3 =
∫

Ω

[
r̂

(
T 1

)
− r̂

(
T 2

)] (
T 1 − T 2

)
dxdz

et comme

(2.3.49)
∫

Ω
K̂

∣∣∣∣∣
∂

∂z

(
T 1 − T 2

)∣∣∣∣∣

2

dxdz > K∗

[
1 + (h∗)2

]−1 ∥∥∥T 1 − T 2
∥∥∥

Vz

D’autre part

∣∣∣Ri
1

∣∣∣ 6 µ∗




∫

Ω

∣∣∣∣∣
∂

∂z

(
u1i + u2i

)∣∣∣∣∣

4

dxdz



1/4 


∫

Ω

∣∣∣∣∣
∂

∂z

(
u1i − u2i

)∣∣∣∣∣

2

dxdz



1/2 (∫

Ω

∣∣∣T 1 − T 2
∣∣∣
4
)1/4

dxdz

6 µ∗

∥∥∥∥∥
∂

∂z

(
u1i + u2i

)∥∥∥∥∥
L4(Ω)

∥∥∥∥∥
∂

∂z

(
u1i − u2i

)∥∥∥∥∥
L2(Ω)

∥∥∥
(
T 1 − T 2

)∥∥∥
L4(Ω)

en utilisant l’inégalité de hölder, et comme l’injection compact de Vz dans

L4 (Ω) est continue, alors il existe une constante α > 0 telle que

|Ri
1| 6 µ∗α2

∥∥∥∥∥
∂

∂z
(u1i + u2i )

∥∥∥∥∥
Vz

∥∥∥∥∥
∂

∂z
(u1i − u2i )

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

‖(T 1 − T 2)‖Vz

6 µ∗α2
∥∥∥∥∥

∂

∂z
(u1i + u2i )

∥∥∥∥∥
Vz

‖(u1i − u2i )‖Vz
‖(T 1 − T 2)‖Vz

et puisque u1iet u2i sont deux elément de Bc alors

∣∣∣Ri
1

∣∣∣ 6 2µ∗α2c
∥∥∥
(
u1i − u2i

)∥∥∥
Vz

∥∥∥
(
T 1 − T 2

)∥∥∥
Vz

en utilisant l’inégalité a1 + a2 6
√
2 (a1 + a2)

1/2 pour a1, a2 > 0, on a :

|R1| ≤ 2µ∗α2c
∥∥∥
(
T 1 − T 2

)∥∥∥
Vz

2∑

i=1

∥∥∥
(
u1i − u2i

)∥∥∥
Vz

≤ 2
√
2µ∗α2c

∥∥∥
(
T 1 − T 2

)∥∥∥
Vz

(
2∑

i=1

∥∥∥
(
u1i − u2i

)∥∥∥
2

Vz

)1/2

≤ 2
√
2µ∗α2c

∥∥∥
(
T 1 − T 2

)∥∥∥
Vz

∥∥∥
(
u1 − u2

)∥∥∥
Vz×Vz
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Alors :

(2.3.50) |R1| ≤ 2
√
2µ∗α2c

∥∥∥
(
T̂ 1 − T̂ 2

)∥∥∥
Vz

∥∥∥
(
u1 − u2

)∥∥∥
Vz×Vz

et

|Ri
2| ≤ Cµ

∫
Ω |T 1 − T 2|2

∣∣∣∣∣
∂u2i
∂z

∣∣∣∣∣

2

dxdz

≤ Cµ

(∫
Ω |T 1 − T 2|4

)1/2

∫

Ω

∣∣∣∣∣
∂u2i
∂z

∣∣∣∣∣

4


1/2

dxdz

≤ Cµ ‖(T 1 − T 2)‖2L4(Ω)
∥∥∥∥∥

∂u2i
∂z

∥∥∥∥∥

2

L4(Ω)

≤ Cµα4 ‖(T 1 − T 2)‖2Vz

∥∥∥∥∥
∂u2i
∂z

∥∥∥∥∥

2

Vz

≤ Cµα4 ‖(T 1 − T 2)‖2Vz
‖u2i ‖

2
Wz

≤ Cµα4c2 ‖(T 1 − T 2)‖2Vz

donc

(2.3.51) |R2| ≤ 2Cµα4c2
∥∥∥T 1 − T 2

∥∥∥
2

Vz

comme la fonction r̂ est lipshitzien sur R de rapport Cr̂ alors

(2.3.52)
|R3| ≤ Cr̂ ‖T 1 − T 2‖2L2(Ω)

≤ Cr̂ ‖T 1 − T 2‖2Vz

En injectant (2.3.47) − (2.3.52) dans (2.3.46) on a :

K∗

[
1 + (h∗)2

]−1 ‖T 1 − T 2‖2Vz
≤ (2Cµ̂α4c2 + Cr̂) ‖T 1 − T 2‖2Vz

+

+2
√
2µ∗α2c ‖T 1 − T 2‖Vz

‖(u1 − u2)‖Vz×Vz

donc

(
K∗

[
1 + (h∗)2

]−1 − 2Cµ̂α4c2 − Cr̂

) ∥∥∥T 1 − T 2
∥∥∥
2

Vz

≤ 2
√
2µ∗α2c

∥∥∥T 1 − T 2
∥∥∥

Vz

∥∥∥u1 − u2
∥∥∥

Vz×Vz
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on suppose que

c < c0 =
[
2α4Cµ̂

]− 1
2

(
K∗

[
1 + (h∗)2

]−1 − Cr̂

) 1
2

a condition que

K∗ >
[
1 + (h∗)2

]
.Cr̂.

Alors

(2.3.53)
∥∥∥T 1 − T 2

∥∥∥
Vz

≤ 2
√
2µ∗α−2C−1

µ̂ c
(
c2
0

− c2
)−1

∥∥∥
(
u1 − u2

)∥∥∥
Vz×Vz

.

Nous avons aussi les deux inégalités suivantes :

(2.3.54)
2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T 1

) ∂u1i
∂z

(t) .
∂

∂z

(
ϕ̂1

i − ∂u1i
∂t

(t)

)
dxdz+J

(
ϕ̂1

)
−J

(
∂u1i
∂t

)
≥

2∑

i=1

(
f̂i, ϕ̂1

i − ∂u1i
∂t

(t)

)

(2.3.55)
2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T 2

) ∂u2i
∂z

(t) .
∂

∂z

(
ϕ̂2

i − ∂u2i
∂t

(t)

)
dxdz+J

(
ϕ̂2

)
−J

(
∂u2i
∂t

)
≥

2∑

i=1

(
f̂i, ϕ̂2

i − ∂u2i
∂t

(t)

)

On choisit que ϕ1 =
∂u2i
∂t

(t) dans (1.3.52) et ϕ2 =
∂u1i
∂t

(t) dans (2.3.55) et en

sommant les deux inéquations, il vient pour W = u1 − u2

(2.3.56)
2∑

i=1

∫

Ω

[
µ̂

(
T 1

) ∂u1i
∂z

(t)
∂

∂z

(
∂W

∂t

)
− µ̂

(
T 2

) ∂u2i
∂z

(t)
∂

∂z

(
∂W

∂t

)]
dxdz > 0

on ajoute et on retranche le terme µ̂ (T 1)
∂u2i
∂z

(t)
∂

∂z

(
∂W

∂t

)
dans l’equation

(2.3.56) , on obtient

2∑

i=1

∫

Ω

[
µ̂

(
T 1

) ∂û1i
∂z

(t)
∂

∂z

(
∂W

∂t

)
− µ̂

(
T̂ 2

) ∂û2i
∂z

(t)
∂

∂z

(
∂W

∂t

)]
dxdz +

2∑

i=1

∫

Ω

[
µ̂

(
T 1

) ∂û1i
∂z

(t)
∂

∂z

(
∂W

∂t

)
− µ̂

(
T 2

) ∂u2i
∂z

(t)
∂

∂z

(
∂W

∂t

)]
dxdz+
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+
2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T 1

) ∂u2i
∂z

(t)
∂

∂z

(
∂W

∂t

)
dxdz −

2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T 1

) ∂u2i
∂z

(t)
∂

∂z

(
∂W

∂t

)
dxdz > 0

donc

2∑

i=1

∫

Ω
−µ̂

(
T 1

) ∂W

∂z
.

∂

∂z

(
∂W

∂t

)
dxdz+

2∑

i=1

∫

Ω

(
µ̂

(
T 1

)
− µ̂

(
T 2

)) ∂u2i
∂z

.
∂

∂z

(
∂W

∂t

)
dxdz > 0

(2.3.57)
2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T 1

) ∂W

∂z
.

∂

∂z

(
∂W

∂t

)
dxdz ≤

2∑

i=1

∫

Ω

(
µ̂

(
T 1

)
− µ̂

(
T 2

)) ∂u2i
∂z

.
∂

∂z

(
∂W

∂t

)
dxdz

et comme

(2.3.58)
2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T 1

) ∂W

∂z
.

∂

∂z

(
∂W

∂t

)
dxdz ≥ µ∗

2

d

dt
‖W‖2Vz

l’inégalité de Hölder, nous donnons :

∣∣∣∣∣

∫

Ω

(
µ̂

(
T 1

)
− µ̂

(
T 2

)) ∂û2i
∂z

∂

∂z

(
∂W

∂t

)
dxdz

∣∣∣∣∣ ≤ Cµ̂

∫

Ω

∣∣∣T 1 − T 2
∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂û2i
∂z

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∂

∂z

(
∂W

∂t

)∣∣∣∣∣ dxdz

≤ Cµ̂

∥∥∥T 1 − T 2
∥∥∥

L4(Ω)

∥∥∥∥∥
∂û2i
∂z

∥∥∥∥∥
L4(Ω)

∥∥∥∥∥
∂

∂z

(
∂W

∂t

)∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ α2Cµ̂

∥∥∥T 1 − T 2
∥∥∥

L4(Ω)

∥∥∥∥∥
∂û2i
∂z

∥∥∥∥∥
Vz

∥∥∥∥∥
∂

∂z

(
∂W

∂t

)∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ cα2Cµ̂

∥∥∥T 1 − T 2
∥∥∥

Vz

∥∥∥∥∥

(
∂W

∂t

)∥∥∥∥∥
Vz

.

Maintenant, par l’inégalité deYoung, on trouve :

(2.3.59)∣∣∣∣∣

2∑

i=1

∫

Ω

(
µ̂

(
T 1

)
− µ̂

(
T 2

)) ∂û2i
∂z

∂

∂z

(
∂W

∂t

)
dxdz

∣∣∣∣∣ ≤
√
2cα2Cµ̂

∥∥∥T 1 − T 2
∥∥∥

Vz

d

dt
‖W‖Vz .Vz
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En injectent (2.3.58) et (2.3.59) dans (2.3.57) on déduit que :

(2.3.60)

µ∗

2

d

dt
‖W‖2Vz

≤
√
2cα2Cµ̂ ‖T 1 − T 2‖Vz

d

dt
‖W‖Vz .Vz

µ∗

2

d

dt
‖W‖Vz

≤
√
2cα2Cµ̂ ‖T 1 − T 2‖Vz

Intégrant (2.3.60) entre 0 et t, et comme W (0) = 0, on obtient

(2.3.61)
µ∗

2
‖W‖Vz

≤
√
2cα2Cµ̂t

∥∥∥T 1 − T 2
∥∥∥

Vz

.

En revenant à (2.3.53) on trouve

‖T 1 − T 2‖Vz
≤ 2

√
2µ∗α−2c (c2

0
− c2)

−1 ‖(u1 − û2)‖Vz×Vz

≤ 8µ−1

∗ µ∗C−1

µ̂ c2 (c2
0

− c2)
−1

t ‖T 1 − T 2‖Vz
.

Alors
(
1 − 8µ−1

∗ µ∗c2
(
c2
0

− c2
)−1

t
) ∥∥∥T 1 − T 2

∥∥∥
Vz

≤ 0

à condition que

0 < c < c1 =
(
1 + 8µ−1

∗ µ∗t
)− 1

2 c0

par conséquent
∥∥∥T 1 − T 2

∥∥∥
Vz

= 0

donc T 1 = T 2 presque partout dans Vz.

D’après (2.3.61), on déduit que u1 = u2 presque partout dans Vz.
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CHAPITRE 3

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

D’UN FLUIDE DE BINGHAM NON

ISOTHERME DANS UN DOMAINE

MINCE AVEC FROTTEMENT DE

TRESCA

Résumé. Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de l’écoulement non

isotherme d’un fluide de Bingham incompressible en régime stationnaire

dans un domaine de faible épaisseur borné de R
3 avec les conditions de

frottement non linéaires de type de Tresca sur une partie de la frontière

et les conditions de Dirichlet sur l’autre partie. En couplant l’équation de la

conservation de la quantité de mouvement avec l’équation de la conservation

de l’énergie. Lorsque le fluide est supposé isotherme, le problème était déjà

étudie par [16] .
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BINGHAM NON ISOTHERME DANS UN DOMAINE MINCE AVEC

FROTTEMENT DE TRESCA

Contenu

3.1 Introduction et position du problème ;

3.2 Formulation variationnelle du problème (3.1.1) − (3.1.10) ;

3.3 Lemmes utiles ;

3.4 Analyse asymptotique du problème (3.1.1) − (3.1.10) ;

3.4.1 Estimation sur la vitesse et la pression ;

3.4.2 Estimations sur la température ;

3.4.3 Résultats de convergence et problème limite.
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3.1 Introduction et position du problème

Nous considérons l’écoulement stationnaire non-isotherme incompres-

sible d’un fluide de Bingham dans un film mince Ωε défini par :

Ωε =
{
(x, x3) ∈ R

3, x = (x1, x2) ∈ R
2, 0 < x3 < h (x)

}

et

0 < h∗ < h (x) < h∗ et h ∈ C2 (R)

Nous rappelons que Γε est sa frontière avec : Γε = ω̄ ∪ Γ̄ε
1 ∪ Γ̄ε

L

Pour des forces extérieures f ε données, nous supposons que l’écoulement

du fluide est gouverné par les équations suivantes :

La loi de conservation de la quantité de mouvement :

∂σε
ij

∂xj

+ f ε
i = 0, i = 1, 2, 3 dans Ωε

avec

σε
ij = −pεδij +

√
2αε D (uε)

|D (uε)| + 2µ
ε (T ε)D (uε)

et

|D (uε)| =



3∑

i,j=1

dij (u
ε) dij (u

ε)



1
2

◮ uε = (uε
1, uε

2, uε
3) est la vitesse de fluide ;

◮ µε est sa viscosité ;

◮ pε est sa pression ;

T ε est sa température.

La loi de conservation de l’inergie :

− ∂

∂xi

(
Kε ∂T ε

∂xi

)
= 2µε (T ε) dij (u

ε) dij (u
ε) +

√
2αε |D (uε)|+ rε (T ε) dans Ωε
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nous supposons aussi que le fluide est incomprissible

div (uε) = 0 dans Ωε

Sur ω la vitesse tangentielle est connue et vérifie la loi de Tresca

|σε
τ | < kε =⇒ uε

τ = 0

|σε
τ | = kε =⇒ ∃β > 0 tel que uε

τ = −βσε
τ




sur ω

La vitesse sur le bord est donnée par :

uε = 0 sur Γε
L

uε.n = 0 sur Γε
1 ∪ ω

σε
τ (u

ε) + lεuε = 0 sur Γε
1

n = (n1;n2;n3) est le vecteur normal extérieur à Γε.

On note

uε
n = uε.n = uε

i .ni,

uε
τi

= uε
i − uε

nni,

σε
n = (σ.n)n = σε

ijninj,

σε
τi

= σε
ijnj − σε

nni,

Le problème complet consiste donc à trouver le champ de la vitesse uε, la

pression pε, et la température T ε,vérifient les équations et les conditions aux

limites suivantes :

∂σε
ij

∂xj

+ f ε
i = 0 dans Ωε(3.1.1)

σε
ij = −pεδij +

√
2αε dij (u

ε)

|D (uε)| + 2µ (T
ε) dij (u

ε)(3.1.2)
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(3.1.3)

− ∂

∂xi

(
Kε ∂T ε

∂xi

)
= 2µε (T ε) dij (u

ε) dij (u
ε) +

√
2αε |D (uε)| + rε (T ε) dans Ωε

div (uε) = 0 dans Ωε(3.1.4)

uε = 0 sur Γε
L

(3.1.5)

uε.n = 0 sur Γε
1 ∪ ω(3.1.6)

σε
τ (u

ε) + lεuε = 0 sur Γε
1

(3.1.7)

|σε
τ | < kε =⇒ uε

τ = 0

|σε
τ | = kε =⇒ ∃λ > 0 tel que uε

τ = −λσε
τ





sur ω(3.1.8)

T ε = 0 sur Γε
1 ∪ Γε

L
(3.1.9)

∂T ε

∂n
= 0 sur ω(3.1.10)

Lemme 3.1.1. La condition de Tresca est équivalente à la relation suivante :

uǫ
T σǫ

T + kǫ|uǫ
T | = 0 sur ω.

Preuve. On suppose que uε
T σε

T + kε|uε
T | = 0.

⊲ Si |σε
T | = kε, alors

uǫ
T σǫ

T = − |σε| |uǫ
T |,

d’où l’existence d’un β ≥ 0 tel que

uǫ
T = −βσε

T .

⊲ Si |σε| < kε, alors

uǫ
T σǫ

T + kε|uǫ
T | = 0 ≥ − |uǫ

T | . |σǫ
T |+ kε|uǫ

T |

≥ |uǫ
T | . (− |σǫ

T |+ kε)

Section 3.1 Chapitre 3 44



CHAPITRE 3. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UN FLUIDE DE
BINGHAM NON ISOTHERME DANS UN DOMAINE MINCE AVEC

FROTTEMENT DE TRESCA

et comme − |σǫ
T | + kε > 0, alors uǫ

T = 0.

Réciproquement, on suppose que uε vérifie la condition aux limites de Tresca

⊲ Si |σε
T | < kε, alors uε

T = 0

uǫ
T σǫ

T + kǫ|uǫ
T | = 0 .

⊲ Si |σε
T | = kε, alors il existe β ≥ 0 tel que uε

T = −βσε
T .

D’où

uǫ
T σǫ

T + kǫ|uǫ
T | = −β |σǫ

T |2 + β |σε
T |2 = 0. �

3.2 Formulation variationnelle du problème (3.1.1)−

(3.1.10)

Pour la formulation variationnelle du problème, on introduit le cadre

fonctionnel suivant

V ε (Ωε) =
{

ϕ ∈
(
H1 (Ωε)

)3
: ϕ = 0 sur Γε

L; ϕ.n = 0 sur Γε
1 ∪ ω

}

V ε
div (Ω

ε) = {ϕ ∈ Kε; divϕ = 0}

L20 (Ω
ε) =

{
q ∈ L2 (Ωε) :

∫

Ωε
qdx = 0

}

H1
Γε
1∪Γε

L
(Ωε) =

{
ϕ ∈ H1 (Ωε) : ϕ = 0 sur Γε

1 ∪ Γε
L

}

on introduit également les notations suivantes

a (T ;u, v) = 2
∫

Ωε
µ (T ) dij (u) dij (v) dxdx3

(p, divv) =
∫

Ωε
pdivvdxdx3

J (v) =
∫

ω
kε |v| dx+

√
2αε

∫

Ωε
|D (v)| dxdx3
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b (T, v) =
∫

Ωε
Kε∇T∇vdxdx3

c (u;T, v) = 2
∫

Ωε
µ (T ) dij (u) dij (u) vdxdx3+2αε

∫

Ωε
|D (u)| vdxdx3+

∫

Ωε
rε (T ) vdxdx3

Proposition.3.2.1. si uε, pε et T ε sont des solutions réguliéres du problème

(3.1.1) − (3.1.10), alors elles verifient le problème variationnel

Trouver uε ∈ V ε
div; pε ∈ L20 (Ω

ε) et T ε ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ωε) telles que :

(3.2.1)

a (T ε;uε, ϕ − uε)−(p, divϕ)+lε
∫

Γε
1

uε (ϕ − uε) dτ+J (ϕ)−J (uε) ≥ (f ε, ϕ − uε) ∀ϕ ∈ V ε (Ωε)

(3.2.2) b (T ε, ψ) = c (uε;T ε, ψ) , ∀ψ ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ωε)

Preuve. En multipliant l’équation (3.1.1) par ϕ − uε, où ϕ ∈ V ε, et en utilisant

la formule de Green, on obtient :

∫

Ωε
σε

ij

∂

∂xj

(ϕ − uε) dxdx3 −
∫

Γε
σε

ijnj (ϕ − uε) ds =
∫

Ωε
f ε (ϕ − uε) dxdx3

D’après les conditions aux limites, on trouve :

(3.2.3)

a (T ;uε, ϕ − uε) +
√
2αε

∫

Ωε

dij (u
ε)

|D (uε)|dij (ϕ − uε) dxdx3 −
∫

Ωε
pdiv (ϕ − uε) dxdx3+

+lε
∫

Γε
1

uε (ϕ − uε) dτ + J (ϕ)− J (uε) ≥ (f ε, ϕ − uε) ∀ϕ ∈ V ε

D’après l’inégalitè de Cauchy-Schwartz, on déduit :

(3.2.4) dij (u
ε) dij (ϕ) ≤ |D (uε)| |D (ϕ)| .

En substituant l’inégalitè (3.2.4) dans (3.2.3), on obtient (3.2.1)

Pour obtenir (3.2.2), en multipliant l’équation (3.1.3) par ψ ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ωε) et
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en utilisant la formule de Green, on obtient

3∑

i=1

∫

Ωε

∂T ε

∂xi

∂ψ

∂xi

dxd3 =
3∑

i,j=1

∫

Ωε
2µε (T ε)D2 (uε)ψdxdx3+

√
2αε

∫

Ωε

D2 (uε)

|D (uε)|ψdxdx3+
∫

Ωε
rε (T ε)ψdxdx3

et comme D2 (uε) = |D (uε)|2 , on déduit directement (3.2.2)

3.3 Lemmes utiles

Lemme 3.3.1. (Inégalitè de Poincaré) [17]

(3.3.1)
∫

Ωε
|uε|2 dxdx3 ≤ 2h∗ε

∫

Γε
1

|uε|2 dτ + 2 (h∗ε)2
∫

Ωε

∣∣∣∣∣
∂uε

∂x3

∣∣∣∣∣

2

dxdx3

Lemme 3.3.2.[17] . Supposons que f ε ∈ (L2 (Ωε))
3
; l̂ = εlε; et qu’il existe deux

constants µ∗, µ∗ telles que :

0 < µ∗ < µ (a) < µ∗, ∀a ∈ R,

C (Γε
1)

lε
≤ 1

µ∗

alors :

(3.3.2) ‖∇uε‖2L2(Ωε) ≤
(
24 (h∗ε)2

µ2∗
+
12h∗ε

lεµ∗

)
‖f ε‖2L2(Ωε)

avec :

(3.3.3) C (Γε
1) = 2

∥∥∥∥∥
∂hε

∂x2

∥∥∥∥∥
C(ω̄)


1 +

∥∥∥∥∥
∂hε

∂x1

∥∥∥∥∥

2

C(ω̄)




Lemme 3.3.3. Sous les mêmes données du lemme 3.3.2, on a :

(3.3.4)
∫

Ωε
|∇uε|2 ≤ 2

∫

Ωε
|D (uε)|2 dxdx3 + C (Γε

1)
∫

Γε
1

|uε|2 dτ
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avec :

C (Γε
1)

∫

Γε
1

|uε|2 dτ ≤ µ∗C (Γε
1)

2lε

∫

Ωε
|∇uε|2 dxdx3 +

2C (Γε
1)

lε

(
2 (h∗ε)2

µ∗

+
h∗ε

lε

)
‖f ε‖2L2(Ωε)

3.4 Analyse asymptotique du problème (3.1.1) −

(3.1.10)

Pour l’analyse asymptotique de notre problème, on utilise le changement

d’échelle z =
x3
ε

, donc le domaine Ωε se transforme à un domaine Ω indépen-

dant de ε.

où

Ω =
{
(x, z) ∈ R

3, x = (x1, x2) ∈ R
2, 0 < z < h (x)

}

Nous définissons maintenant sur Ω des nouvelles inconnue





ûε
i (x, z) = uε

i (x, x3) , ûε
3 (x, z) = ε−1uε

3 (x, x3)

p̂ε (x, z) = ε2pε (x, x3) , f̂ (x, z) = ε2f ε (x, x3)

l̂ = εlε; k̂ = εkε; µ̂ = µε; K̂ = Kε; α̂ = εαε; r = ε2rε; T ε (x, x3) = T̂ ε (x, z)

et soit

V (Ω) =
{
ϕ̂ ∈ (H1 (Ω))

3
: ϕ̂ = 0 sur Γε

L; ϕ̂.n = 0 sur Γ1 ∪ ω
}

Vdiv (Ω) = {ϕ̂ ∈ K; divϕ̂ = 0}

H1
Γ1∪ΓL

(Ω) = {ϕ̂ ∈ H1 (Ω) : ϕ̂ = 0 sur Γ1 ∪ ΓL}

Vz =
{
ϕ ∈ (L2 (Ω))

2
; ∂ϕi

∂z
∈ L2 (Ω) : ϕ = 0 sur Γε

L

}

Lorsque nous passons au domaine fixe Ω et en introduisant les nouvelles va-

riables dans les inéquations variationnelles (3.2.1) et (3.2.2) ,et après la mul-
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tiplication par ε, nous obtenons :

(3.4.1)
2∑

i,j=1

∫
Ω

[
ε2µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

i

∂xj

+
∂ûε

j

∂xi

)
− p̂εδij

]
∂(φ̂i − ûε

i )

∂xj

dxdz+

2∑
i=1

∫
Ω µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

i

∂z
+ ε2

∂ûε
3

∂xi

)
∂(φ̂i − ûε

i )

∂z
dxdz +

∫
Ω

(
2µ̂

(
T̂ ε

)
ε2

∂ûε
3

∂z
− p̂ε

)
∂(φ̂3 − ûε

3)

∂z
dxdz+

2∑
j=1

∫
Ω µ̂

(
T̂ ε

)
ε2

(
ε2

∂ûε
3

∂xj

+
∂ûε

j

∂z

)
∂(φ̂3 − ûε

3)

∂xj

dxdz+

2∑
i=1

l̂
∫

ω ûε
i (x, h(x))

(
φ̂i(x, h(x)) − ûε

i (x, h(x))
) √

1 + |∇hε(x)|2dx+

∫
ω l̂ε2ûε

3(x, h(x))
(
φ̂3(x, h(x)) − ûε

3(x, h(x))
) √

1 + |∇hε(x)|2dx+

+
∫

ω k̂
(
|φ̂| − |ûε|

)
dx +

√
2α̂

∫
Ωε

(∣∣∣D̃
(
φ̂

)∣∣∣ −
∣∣∣D̃ (ûε)

∣∣∣
)

dxdz ≥

≥
2∑

j=1

∫
Ωε(f̂i, φ̂i − ûε

i )dxdz +
∫
Ωε ε(f̂3, φ̂3 − ûε

3)dxdz ∀φ̂ ∈ V (Ω)

avec

∣∣∣D̃ (v)
∣∣∣ =


1
4

2∑

i,j=1

ε2
(

∂vi

∂xj

+
∂vj

∂xi

)2
+
1

2

2∑

i=1

(
∂vi

∂z
+ ε2

∂v3
∂xi

)2
+ ε2

(
∂v3
∂z

)2

1
2

.

et

(3.4.2)

∫
Ω ε2K̂

(
T̂ ε

)
∇T̂ ε∇ψdxdz = 2

∫
Ω µ̂

(
T̂ ε

)
|D (ûε)|2 ψdxdz+

+
√
2α̂

∫
Ω

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣ ψdxdz +

∫
Ω r

(
T̂ ε

)
ψdxdz ∀ψ ∈ H1

Γ1∪ΓL
(Ω)

Notre but maintenant est d’obtention des estimations a priori sur la vitesse,

pression et la température dans le domaine fixe Ω.

3.4.1 Estimations sur la vitesse et la pression

Premières estimations sur la vitesse et la pression

Lemme 3.4.1. Si (uε, pε, T ε) ∈ V ε
div × L20 (Ω

ε) × H1
Γε
1∪Γε

L
(Ωε) sont des solutions du

problème (3.2.1) et (3.2.2), alors il existe une constante strictement positive C

indépendent de ε telle que :

(3.4.3)
2∑

i,j=1

∥∥∥∥∥ε
∂ûε

i

∂xj

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥∥ε
∂ûε

3

∂z

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+
2∑

i=1




∥∥∥∥∥
∂ûε

i

∂z

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥∥
∂ûε

3

∂xi

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)


 ≤ C
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‖ûε
i ‖L2(Ω) ≤ C pour i = 1, 2(3.4.4)

‖εûε
3‖L2(Ω) ≤ C(3.4.5)

∥∥∥∥∥
∂p̂ε

∂xi

∥∥∥∥∥
H−1(Ω)

≤ C pour i = 1, 2(3.4.6)

∥∥∥∥∥
∂p̂ε

∂z

∥∥∥∥∥
H−1(Ω)

≤ εC.(3.4.7)

Preuve. En passant au domaine fixe Ω dans le membre de droit dans l’in-

égalité (3.3.2) , on obtient :

ε ‖∇uε‖2L2(Ωε) ≤ ε

(
24 (h∗ε)2

µ2∗
+
12h∗ε

lεµ∗

)
‖f ε‖2L2(Ωε)

≤ ε3
(
24 (h∗)2

µ2∗
+
12h∗

l̂µ∗

)
‖f ε‖2L2(Ωε)

et comme ε3 ‖f ε‖2L2(Ωε) =
∥∥∥f̂

∥∥∥
2

L2(Ω)
, alors :

(3.4.8) ε ‖∇uε‖2L2(Ωε) ≤
(
24 (h∗)2

µ2∗
+

12h∗

l̂µ∗

) ∥∥∥f̂
∥∥∥
2

L2(Ω)

d’où (3.4.3) d’écoule, avec C =

(
24 (h∗)2

µ2∗
+

12h∗

l̂µ∗

) ∥∥∥f̂
∥∥∥
2

L2(Ω)
.

Pour obtenir (3.4.4) et (3.4.5), il suffit d’appliquer l’inégalité de Poincarè

∫

Ωε
|uε|2 dxdx3 ≤ 2h∗ε

∫

Γε
1

|uε|2 dτ + 2 (h∗ε)2
∫

Ωε

∣∣∣∣∣
∂uε

∂x3

∣∣∣∣∣

2

dxdx3

et comme C (Γε
1)

∫
Γε
1
|uε|2 dτ ≤ µ∗C (Γ

ε
1)

2lε

∫
Ωε |∇uε|2 dxdx3+

2C (Γε
1)

lε

(
2 (h∗ε)2

µ∗

+
h∗ε

lε

)
‖f ε‖2L2(Ωε) ,

alors :

ε−1
∫

Ωε
|uε|2 dxdx3 ≤ 2h∗

(
µ∗

2lε

∫

Ωε
|∇uε|2 dxdx3 +

2

lε

(
2 (h∗ε)2

µ∗

+
(h∗)2 ε

lε

)
‖f ε‖2L2(Ωε)

)
+

+2 (h∗)2 ε
∫

Ωε

∣∣∣∣∣
∂uε

∂x3

∣∣∣∣∣

2

dxdx3

≤ µ∗h
∗

lε
‖∇uε‖2L2(Ωε) + h∗

(
8 (h∗ε)2

lεµ∗

+
(h∗)2 ε

(lε)2

)
‖f ε‖2L2(Ωε) + 2 (h

∗)2 ε ‖∇uε‖2L2(Ωε)
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D’autre part, d’après (3.4.3) , on obtient :

ε−1
∫

Ωε
|uε|2 dxdx3 ≤

(
h∗µ∗

l̂
+ 2h∗

)
C +

(
8 (h∗)3

l̂µ∗

+
(h∗)2

l̂2

) ∥∥∥f̂
∥∥∥
2

L2(Ω)

donc

ε−1
∫

Ωε
|uε|2 dxdx3 =

∫

Ω
|ûε|2 dxdz ≤ C.

Autrement :
2∑

1=1

‖ûε
i ‖2L2(Ω) + ‖εûε

3‖2L2(Ω) ≤ C

donc (3.4.4) et (3.4.5) sont démontrées.

Pour obtenir la première estimation sur la pression (3.4.6) on choisit dans

(3.4.1) ϕ = (ûε
1 ± ψ, ûε

2, ûε
3) avec ψ ∈ H1

0 (Ω), on trouve :

∣∣∣∣∣
∫
Ω

∂p̂ε

∂x1
ψdxdz

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
2∑

j=1

∫
Ω ε2µ∗

(
∂ûε

1

∂xj

+
∂ûε

j

∂x1

)
∂ψ

∂xj

dxdz

∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣
∫
Ω µ∗

(
∂ûε

1

∂z
+ ε2

∂ûε
3

∂x1

)
∂ψ

∂z
dxdz

∣∣∣∣∣+

+
∣∣∣l̂

∫
ω ûε

1(x, h(x))ψ (x, h (x))
√
1 + |∇hε(x)|2dx

∣∣∣ + 2α̂
∫
Ωε

∣∣∣D̃ (ψ)
∣∣∣ dxdz+

(
2 −

√
2

)
α̂

∫
Ω

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣ dxdz +

∣∣∣
∫
Ωε(f̂ , ψ)dxdz

∣∣∣ ∀φ̂ ∈ V (Ω)

avec
∣∣∣D̃

(
φ̂

)∣∣∣ ≤
√
2

(∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣ +

∣∣∣D̃ (ψ)
∣∣∣
)

.

Maintenant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, nous donnons l’analogue de [19]

∣∣∣∣∣
∫
Ω

∂p̂ε

∂x1
ψdxdz

∣∣∣∣∣ ≤
2∑

j=1
ε2µ∗




∥∥∥∥∥
∂ûε

1

∂xj

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

+

∥∥∥∥∥
∂ûε

j

∂x1

∥∥∥∥∥
L2(Ω)




∥∥∥∥∥
∂ψ

∂xj

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

+

+µ∗




∥∥∥∥∥
∂ûε

1

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

+ ε2
∥∥∥∥∥

∂ûε
3

∂x1

∥∥∥∥∥
L2(Ω)




∥∥∥∥∥
∂ψ

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

+

l̂

{(∫
ω |ûε

1(x, h(x))|2
√
1 + |∇hε(x)|2dx

) 1
2 ×

×
(∫

ω |ψ (x, h (x))|2
√
1 + |∇hε(x)|2dx

) 1
2

}
+ 2

√
|Ω|α̂

∥∥∥D̃ (ψ)
∥∥∥

L2(Ω)
+

+
(
2 −

√
2

) √
|Ω|α̂

∥∥∥D̃ (ûε)
∥∥∥

L2(Ω)
+

∥∥∥f̂
∥∥∥

L2(Ω)
‖ψ‖L2(Ω)

et

l̂

{(∫
ω |ûε

1(x, h(x))|2
√
1 + |∇hε(x)|2dx

) 1
2 ×

(∫
ω |ψ (x, h (x))|2

√
1 + |∇hε(x)|2dx

) 1
2

}
≤
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≤ l̂max
x∈ω

√
1 + |∇hε(x)|2

{(∫
ω |ûε

1(x, h(x))|2
√
1 + |∇h(x)|2dx

) 1
2 ×

×
(∫

ω |ψ (x, h (x))|2
√
1 + |∇h(x)|2dx

) 1
2

}
≤

l̂max
x∈ω

√
1 + |∇hε(x)|2

(∫
Γ1

|ûε
1|2 dτ

) 1
2

(∫
Γ1

|ψ|2 dτ
)

et comme :
(∫

Γ1
|ûε
1|2 dτ

) 1
2 ≤ C ′, et d’après la continuité de l’application de

trace de H1 (Ω) dans L2 (Γ1), il existe une constante C ′′ indépendante de ε

telle que

‖ψ‖L2(Γ1)
≤ C ′′ ‖ψ‖H1(Ω) ,

donc
∣∣∣∣l̂

∫

ω
ûε
1(x, h(x))ψ (x, h (x))

√
1 + |∇hε(x)|2dx

∣∣∣∣ ≤ C ′′′ ‖ψ‖H1(Ω) ,

avec C ′′′ = C ′C ′′ l̂ max
x∈ω

√
1 + |∇hε(x)|2.

où

∣∣∣∣∣

∫

Ω

∂p̂ε

∂x1
ψdxdz

∣∣∣∣∣ ≤
2∑

j=1

ε2µ∗




∥∥∥∥∥
∂ûε

1

∂xj

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

+

∥∥∥∥∥
∂ûε

j

∂x1

∥∥∥∥∥
L2(Ω)




∥∥∥∥∥
∂ψ

∂xj

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

+

µ∗




∥∥∥∥∥
∂ûε

1

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

+ ε2
∥∥∥∥∥

∂ûε
3

∂x1

∥∥∥∥∥
L2(Ω)




∥∥∥∥∥
∂ψ

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

+ C ′′′ ‖ψ‖H1(Ω) +

2
√

|Ω|α̂
∥∥∥D̃ (ψ)

∥∥∥
L2(Ω)

+
(
2 −

√
2

) √
|Ω|α̂

∥∥∥D̃ (ûε)
∥∥∥

L2(Ω)
+

∥∥∥f̂
∥∥∥

L2(Ω)
‖ψ‖L2(Ω)

D’autre part, en utilisant (3.4.3), on obtient :

∣∣∣∣∣

∫

Ω

∂p̂ε

∂x1
ψdxdz

∣∣∣∣∣ ≤ µ∗C
2∑

j=1




∥∥∥∥∥
∂ψ

∂xj

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

+

∥∥∥∥∥
∂ψj

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)


 +

(
C ′′′ + 2

√
|Ω|α̂

)
‖ψ‖H1(Ω) +

(
2 −

√
2

) √
|Ω|α̂C + C1

∥∥∥f̂
∥∥∥

L2(Ω)
‖ψ‖H1(Ω) .

Lorsque i = 2, il suffit de choisir ϕ = (ûε
1, ûε

2 ± ψ, ûε
3), et pour obtenir (3.4.7), on

prend (ûε
1, ûε

2, ûε
3 ± ψ).

Deuxiéme estimation sur la vitesse et la pression

Lemme 3.4.2. Supposons que f̂ ∈ (L2 (Ω))
3
,. la fonction k̂ est positive dans

H
1
2 (ω), ĝ ∈

(
H

3
2 (Γ)

)3
, la fonction µ̂ est lipschitzienne sur R,. Γ1 et ΓL sont
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de classe C2 et ω est de classe C3, aAlors, il existe une constante C1 > 0

indépendante de ε telle que :

(3.4.9)
2∑

i,j=1

∥∥∥∥∥ε
∂ûε

i

∂xj

∥∥∥∥∥

2

H1(Ω)

+

∥∥∥∥∥ε
∂ûε

3

∂z

∥∥∥∥∥

2

H1(Ω)

+
2∑

i=1




∥∥∥∥∥
∂ûε

i

∂z

∥∥∥∥∥

2

H1(Ω)

+

∥∥∥∥∥
∂ûε

3

∂xi

∥∥∥∥∥

2

H1(Ω)


 ≤ C

∥∥∥∥∥
∂p̂ε

∂xi

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ C pour i = 1, 2(3.4.10)

∥∥∥∥∥
∂p̂ε

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ εC(3.4.11)

Preuve. Voir [4 et 16]

3.4.2 Estimations sur la température

Lemme 3.4.3. Sous les hypothèses du lemme 3.4.2, il existe une constante

C indépendante de ε, telle que :

2∑

i=1

∥∥∥∥∥ε
∂T̂ ε

∂xi

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

≤ C(3.4.12)

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

≤ C(3.4.13)

Preuve. Dans l’équation (3.4.2), on choisit ψ = T̂ ε, il vient

∫
Ω ε2K̂

(
T̂ ε

)
∇T̂ ε∇T̂ εdxdz = 2

∫
Ω µ̂

(
T̂ ε

) ∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣
2

T̂ εdxdz+(3.4.14)
√
2α̂

∫

Ω

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣ T̂ εdxdz +

∫

Ω
r̂

(
T̂ ε

)
T̂ εdxdz

par l’inégalité de Korn, on obtient

∫

Ω
ε2K̂

(
T̂ ε

)
∇T̂ ε∇T̂ εdxdz ≥ K∗ε

2
∥∥∥∇T̂ ε

∥∥∥
2

L2(Ω)
(3.4.15)

≥ K∗ε
2
2∑

i=1

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂xi

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+ K∗

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)
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on pose

I1 = 2
∫

Ω
µ̂

(
T̂ ε

) ∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣
2

T̂ εdxdz =
2∑

i,i=1

∫

Ω

ε2

2
µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

i

∂xj

+
∂ûε

j

∂xi

)2
T̂ εdxdz +

+
2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

i

∂z
+ ε2

∂ûε
3

∂xi

)2
T̂ εdxdz +

∫

Ω
2ε2µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

3

∂z

)2
T̂ εdxdz

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :

|I1| ≤ µ∗




2∑

i,j=1

ε2

2

∥∥∥∥∥
∂ûε

i

∂xj

+
∂ûε

j

∂xi

∥∥∥∥∥

2

L4(Ω)

+
2∑

i=1

∥∥∥∥∥
∂ûε

i

∂z
+ ε2

∂ûε
3

∂xi

∥∥∥∥∥

2

L4(Ω)

+ 2ε2
∥∥∥∥∥

∂ûε
3

∂z

∥∥∥∥∥

2

L4(Ω)




∥∥∥T̂ ε
∥∥∥

L2(Ω)

et comme ‖a + b‖2 ≤ 2 ‖a‖2 + 2 ‖b‖2, on a

|I1| ≤ 2µ∗




2∑

i,j=1

ε2
∥∥∥∥∥

∂ûε
i

∂xj

∥∥∥∥∥

2

L4(Ω)

+
2∑

i=1

∥∥∥∥∥
∂ûε

i

∂z

∥∥∥∥∥

2

L4(Ω)

+
2∑

i=1

ε4
∥∥∥∥∥

∂ûε
3

∂xi

∥∥∥∥∥

2

L4(Ω)

+ ε2
∥∥∥∥∥

∂ûε
3

∂z

∥∥∥∥∥

2

L4(Ω)




∥∥∥T̂ ε
∥∥∥

L2(Ω)

D’autre part, l’injection compacte de H1 (Ω) dans L4 (Ω) est continue, il existe

une constante positive C (Ω) indépendante de ε telle que :

|I1| ≤ 2µ∗C (Ω)




2∑

i,j=1

ε2
∥∥∥∥∥

∂ûε
i

∂xj

∥∥∥∥∥

2

H1(Ω)

+
2∑

i=1

∥∥∥∥∥
∂ûε

i

∂z

∥∥∥∥∥

2

H1(Ω)

+
2∑

i=1

ε4
∥∥∥∥∥

∂ûε
3

∂xi

∥∥∥∥∥

2

H1(Ω)

+ ε2
∥∥∥∥∥

∂ûε
3

∂z

∥∥∥∥∥

2

H1(Ω)




∥∥∥T̂ ε
∥∥∥

L2(Ω)

et d’après le lemme précédent, on trouve :

(3.4.16) |I1| ≤ 2µ∗C (Ω)C
∥∥∥T̂ ε

∥∥∥
L2(Ω)

et

I2 =
√
2α̂

∫

Ω

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣ T̂ εdxdz

|I2| ≤
√
2α̂

∥∥∥D̃ (ûε)
∥∥∥

L2(Ω)

∥∥∥T̂ ε
∥∥∥

L2(Ω)

|I2| ≤
√
2α̂C

∥∥∥T̂ ε
∥∥∥

L2(Ω)
(3.4.17)
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De même, en appliquant l’inégalitè de Cauchy-Schwartz on obtient

I3 =
∫

Ω
r̂

(
T̂ ε

)
T̂ εdxdz,

|I3| ≤ r∗
∥∥∥T̂ ε

∥∥∥
L2(Ω)

,

|I3| ≤ r∗h∗

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

.(3.4.18)

En injectant (3.4.15) − (3.4.18) dans (3.4.14), on obtient :

K∗ε
2
2∑

i=1

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂xi

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+ K∗

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

≤
(
2µ∗C (Ω)C +

√
2α̂C + r∗h∗

) ∥∥∥T̂ ε
∥∥∥

L2(Ω)

et comme
∥∥∥T̂ ε

∥∥∥
L2(Ω)

≤ h∗

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

on trouve :

K∗ε
2
2∑

i=1

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂xi

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+ K∗

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

≤
(
2µ∗C (Ω)C +

√
2α̂C + r∗h∗

)
h∗

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

donc

(3.4.19) K∗ε
2
2∑

i=1

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂xi

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+ K∗

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

≤ C2

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

avec C2 =
(
2µ∗C (Ω)C +

√
2α̂C + r∗h∗

)
h∗.

D’autre part, d’après (3.4.19), on déduit que

K∗

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

≤ C2

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

d’où ∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ C2K
−1
∗ .

En injectant cette dernière estimation dans (3.4.19), on obtient

ε2
2∑

i=1

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂xi

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥∥
∂T̂ ε

∂z

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

≤ C2K
−2
∗ = C3
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3.4.3 Résultats de convergence et problème limite

Théorème 3.4.1 Sous les mêmes hypothèses des lemmes 3.4.1 et 3.4.3,

il existe u∗ = (u∗
1, u∗

2) ∈ Ṽz, p∗ ∈ L20 (Ω) et T ∗ ∈ Vz telles que

ûε
i ⇀ u∗

i i = 1, 2 faiblement dans Vz(3.4.20)

ε
∂ûε

i

∂xj

⇀ 0 i, j = 1, 2 faiblement dans L2 (Ω)(3.4.21)

ε
∂ûε

3

∂z
⇀ 0 faiblement dans L2 (Ω)(3.4.22)

ε2
∂ûε

3

∂xi

⇀ 0 i = 1, 2 faiblement dans L2 (Ω)(3.4.23)

εûε
3 ⇀ 0 faiblement dans L2 (Ω)(3.4.24)

p̂ε ⇀ p∗ faiblement dans L2 (Ω) , p∗ dépend seulement de x(3.4.25)

T̂ ε ⇀ T ∗ faiblement dans Vz(3.4.26)

ε
∂T̂ ε

∂xi

⇀ 0 faiblement dans L2 (Ω) .(3.4.27)

Preuve. D’après (3.4.3) , on obtient (3.4.20) et d’après (3.4.3) et (3.4.20) on

obtient (3.4.21) . De (3.4.21), et du fait que div (ûε) = 0 on obtient (3.4.22) . De

(3.4.3) et (3.4.5) on obtient (3.4.23) et (3.4.24) et d’après (3.4.6) et (3.4.7) on

obtient (3.4.25) . De (3.4.12) et (3.4.13) on obtient (3.4.26) et (3.4.27) .

Théorème 3.4.2. Avec les mêmes hypothèses du théorème 3.4.1, u∗, p∗, T ∗

vérifient :

(3.4.28)
2∑

i,j=1

∫

Ω
µ̂ (T ∗)

∂u∗
i

∂z

∂(ϕ̂i − u∗
i )

∂z
dxdz −

∫

ω
p∗ (x)

(
2∑

i=1

ϕ̂i (x, h (x))
∂h

∂xi

)
dx−

∫
Ω p∗ (x)

(
∂ϕ1
∂x1

+
∂ϕ2
∂x2

)
dxdz +

2∑
i=1

l̂
∫

ω u∗
i (x, h(x)) (ϕ̂i(x, h(x))− u∗

i (x, h(x))) dx+

α̂
∫
Ω

(∣∣∣∣∣
∂ϕ̂

∂z

∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣

)
dxdz +

∫
ω k̂ (|ϕ̂| − |u∗|) dx ≥

2∑
j=1

∫
Ωε(f̂i, ϕ̂i − u∗)dxdz ∀ϕ̂ ∈ Π(V ) ,

(3.4.29)

− ∂

∂z

(
K̂

∂T ∗

∂z

)
=

∑2
i=1 µ̂ (T ∗)

(
∂u∗

i

∂z

)2
+

√
2α̂

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣ + r̂ (T ∗) ,dans L2 (Ω)
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où

Π(V ) =
{

ϕ̂ = (ϕ̂1, ϕ̂2) ∈
(
H1 (Ω)

)2
, ∃ϕ̂3 ∈ H1 (Ω) , tel que ϕ̂ = (ϕ̂1, ϕ̂2, ϕ̂3) ∈ V

}

Preuve. L’inéquation variationnelle (3.4.1) s’écrit sous la forme

(3.4.30)
2∑

i,j=1

∫

Ω
ε2µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

i

∂xj

+
∂ûε

j

∂xi

)
∂ûε

i

∂xj

dxdz +
2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

i

∂z
+ ε2

∂ûε
3

∂xi

)
∂ûε

i

∂z
dxdz+

∫

Ω
2µ̂

(
T̂ ε

)
ε2

(
∂ûε

3

∂z

)2
dxdz +

2∑

j=1

∫

Ω
µ̂

(
T̂ ε

)
ε2

(
ε2

∂ûε
3

∂xj

+
∂ûε

j

∂z

)
∂ûε

3

∂xj

dxdz +

2∑

i=1

l̂
∫

ω
(ûε

i (x, h(x)))2
√
1 + |∇hε(x)|2dx+

∫

ω
l̂ε2 (ûε

3(x, h(x)))2
√
1 + |∇hε(x)|2dx+

∫
ω k̂|ûε − s|dx+

√
2α̂

∫
Ω

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣ dxdz ≤

2∑
i,j=1

∫
Ω ε2µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

i

∂xj

+
∂ûε

j

∂xi

)
∂ϕ̂i

∂xj

dxdz+

2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

i

∂z
+ ε2

∂ûε
3

∂xi

)
∂ϕ̂i

∂z
dxdz +

∫

Ω
2µ̂

(
T̂ ε

)
ε2

∂ûε
3

∂z

∂ϕ̂3
∂z

dxdz +

2∑

j=1

∫

Ω
µ̂

(
T̂ ε

)
ε2

(
ε2

∂ûε
3

∂xj

+
∂ûε

j

∂z

)
∂ϕ̂3
∂xj

dxdz +
2∑

i=1

l̂
∫

ω
ûε

i (x, h(x))ϕ̂i(x, h(x))
√
1 + |∇hε(x)|2dx+

∫

ω
l̂ε2ûε

3(x, h(x))ϕ̂3(x, h(x))
√
1 + |∇hε(x)|2dx+

∫

ω
k̂|ϕ̂|dx+

√
2α̂

∫

Ωε

∣∣∣D̃ (ϕ̂)
∣∣∣ dxdz +

2∑

i=1

∫

Ω
p̂ε ∂ϕ̂i

∂xi

dxdz +
∫

Ω
p̂ε ∂ϕ̂3

∂z
dxdz +

2∑

i=1

∫

Ωε
(f̂i, ϕ̂i − ûε

i )dxdz +
∫

Ωε
ε(f̂3, ϕ̂3 − ûε

3)dxdz

et comme le terme
∫
ω

l̂ε2 (ûε
3(x, h(x)))2

√
1 + |∇hε(x)|2dx ≥ 0, donc on peut le

négliger dans le membre de gauche dans (3.4.30), puis on applique la lim
ε→0

inf à

gauche et la lim
ε→0

à droite dans (3.4.30) et d’après les résultats de convergence,
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on déduit que :

(3.4.31)
2∑

i=1

∫
Ω µ̂ (T ∗)

∂u∗
i

∂z

∂u∗
i

∂z
dxdz

2

+
∑

i=1
l̂

∫
ω u∗

i (x, h(x))u∗
i (x, h(x))dx+

α̂
∫
Ω

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣ dxdz +
∫

ω k̂|u∗|dx ≤ lim
ε→0

inf

{
2∑

i,j=1

∫
Ω ε2µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

i

∂xj

+
∂ûε

j

∂xi

)
∂ûε

i

∂xj

dxdz+

2
2∑

i=1

∫
Ω µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

i

∂z
+ ε2

∂ûε
3

∂xi

)
∂ûε

i

∂z
dxdz +

∫
Ω 2µ̂

(
T̂ ε

)
ε2

(
∂ûε

3

∂z

)2
dxdz+

2∑
i=1

l̂
∫

ω (ûε
i (x, h(x)))2

√
1 + |∇hε(x)|2dx +

∫
ω k̂|ûε|dx +

√
2α̂

∫
Ω

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣ dxdz

}
.

Puisque T̂ ε est converge presque par tout vers T ∗, et µ̂
(
T̂ ε

)
est continue

donc, µ̂
(
T̂ ε

)
converge presque partout vers µ̂ (T ∗), et on a :

(3.4.32)

lim
ε→0

{
2∑

i,j=1

∫
Ω ε2µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

i

∂xj

+
∂ûε

j

∂xi

)
∂ϕ̂i

∂xj

dxdz +
2∑

i=1

∫
Ω µ̂

(
T̂ ε

) (
∂ûε

i

∂z
+ ε2

∂ûε
3

∂xi

)
∂ϕ̂i

∂z
dxdz+

∫
Ω 2µ̂

(
T̂ ε

)
ε2

∂ûε
3

∂z

∂ϕ̂3
∂z

dxdz +
2∑

j=1

∫
Ω µ̂

(
T̂ ε

)
ε2

(
ε2

∂ûε
3

∂xj

+
∂ûε

j

∂z

)
∂ϕ̂3
∂xj

dxdz+

2∑
i=1

l̂
∫

ω ûε
i (x, h(x))ϕ̂i(x, h(x))

√
1 + |∇hε(x)|2dx +

∫
ω l̂ε2ûε

3(x, h(x))ϕ̂3(x, h(x))
√
1 + |∇hε(x)|2dx+

∫
ω k̂|ϕ̂|dx +

√
2α̂

∫
Ωε

∣∣∣D̃ (ϕ̂)
∣∣∣ dxdz +

2∑
i=1

∫
Ω p̂ε ∂ϕ̂3

∂xi

dxdz +
∫
Ω pε ∂ϕ̂3

∂z
dxdz+

2∑
j=1

∫
Ωε(f̂i, ϕ̂i − ûε

i )dxdz +
∫
Ωε ε(f̂3, ϕ̂3 − ûε

3)dxdz

}
=

2∑
i=1

∫
Ω µ̂ (T ∗)

∂u∗
i

∂z

∂ϕ̂

∂z
dxdz

2

+
∑

i=1
l̂

∫
ω u∗

i (x, h(x))ϕ̂i ((x, h(x)) dx +
∫

ω k̂|ϕ̂|dx+

+
∫

Ω

∣∣∣∣∣
∂ϕ̂

∂z

∣∣∣∣∣ dxdz +
2∑

i=1

∫

Ωε
(f̂i, ϕ̂i − u∗

i )dxdz +
2∑

i=1

∫

Ω
p∗ ∂ϕ̂i

∂xi

dxdz +
∫

Ω
p∗ ∂ϕ̂3

∂z
dxdz

Par la définition 1.7.2, on a :

∫

Ω
p∗ ∂ϕ̂3

∂z
dxdz =

∫

ω

∫ h(x)

0
p∗ ∂ϕ̂3

∂z
dxdz =

∫

ω
p∗ϕ̂3dx (car ϕ̂ (x, 0) = 0) .

D’autre part : ϕ̂1n1 + ϕ̂2n2 + ϕ̂3n3 = 0 sur Γ1 implique que :

ϕ̂3 = − 1

n3
(ϕ̂1n1 + ϕ̂2n2) =

√
1 + |∇h(x)|2 (ϕ̂1n1 + ϕ̂2n2) = ϕ̂1

∂h

∂x1
+ ϕ̂2

∂h

∂x2
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donc

(3.4.33)
∫

Ω
p∗ ∂ϕ̂3

∂z
dxdz =

∫

ω
p∗ (x)

(
2∑

i=1

ϕ̂i (x, h (x))
∂h

∂xi

)
dx.

De (3.4.31) − (3.4.33), on déduit (3.4.28) .

De plus, si ϕ vérifie la condition :

(D′)
∫

Ω

(
ϕ1

∂θ

∂x1
(x) + ϕ2

∂θ

∂x2
(x)

)
dxdz = 0, ∀θ ∈ C1

0 (ω)

on obtient :

(3.4.34)
2∑

i=1

∫

Ω
µ̂ (T ∗)

∂u∗
i

∂z

∂(ϕ̂i − u∗
i )

∂z
dxdz +

2∑

i=1

l̂
∫

ω
u∗

i (x, h(x)) (ϕ̂i(x, h(x)) − u∗
i (x, h(x))) dx+

α̂
∫

Ω

(∣∣∣∣∣
∂ϕ̂

∂z

∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣

)
dxdz +

∫

ω
k̂ (|ϕ̂| − |u∗|) dx ≥

2∑

i=1

∫

Ωε
(f̂i, ϕ̂i − u∗)dxdz

Maintenant, en passant à la limite dans (3.4.2) et en utilisant les résultats

de convergence du théorème 3.4.1, on obtient :

(3.4.35)
∫

Ω
K̂

∂T ∗

∂z

∂ψ̂

∂z
dxdz =

2∑

i=1

∫

Ω
µ̂ (T ∗)

(
∂u∗

i

∂z

)2
ψ̂dxdz+

√
2α̂

∫

Ω

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣ ψ̂dxdz+
∫

Ω
r̂ (T ∗) ψ̂dxdz

L’utilisation de la formule de Green, nous donnons :

−
∫

Ω

∂

∂z

(
K̂

∂T ∗

∂z

)
ψ̂dxdz =

2∑

i=1

∫

Ω
µ̂ (T ∗)

(
∂u∗

i

∂z

)2
ψ̂dxdz+

√
2α̂

∫

Ω

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣ ψ̂dxdz+
∫

Ω
r̂ (T ∗) ψ̂dxdz

par conséquent

− ∂

∂z

(
K̂

∂T ∗

∂z

)
=

2∑

i=1

µ̂ (T ∗)

(
∂u∗

i

∂z

)2
+

√
2α̂

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣ + r̂ (T ∗) ,dans H−1
Γ1∪ΓL

(Ω)

Cette formule est valable dans L2 (Ω), puisque µ̂ et r̂ sont deux fonctions

bornées sur R, et

(
∂u∗

i

∂z

)2
est un élément de L2 (Ω) .
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Lemme 3.4.4. Le problème (3.4.28) est équivalent au problème suivant :

∫
Ω µ̂ (T ∗)

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣

2

dxdz + l̂
∫

ω |u∗(x, h(x))|2 dx +
∫

ω k̂|u∗|dx+(3.4.36)

α̂
∫
Ω

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣ dxdz =
∫
Ω f̂u∗dxdz , ∀u∗ ∈ Σ (V )

∫

Ω
µ̂ (T ∗)

∂u∗

∂z

∂ψ̂

∂z
dxdz + l̂

∫

ω
u∗(x, h(x))ψ̂ (x, h(x)) dx +

∫

ω
k̂|ψ̂|dx +(3.4.37)

α̂
∫
Ω

∣∣∣∣∣∣
∂ψ̂

∂z

∣∣∣∣∣∣
dxdz ≥ ∫

Ω f̂ ψ̂dxdz ∀ψ̂ ∈ Σ (V )

avec

Σ (V ) = {ψ ∈ Π(V ) : ψ satisfie la conditions (D′)} .

Preuve. En remplaçant la fonction ϕ̂ par ϕ̂ = 2u∗ puis par ϕ̂ = 0 dans (3.4.28)

on obtient :

2∑

i,j=1

∫

Ω
µ̂ (T ∗)

∂u∗
i

∂z

∂u∗
i

∂z
dxdz +

2∑

i=1

l̂
∫

ω
u∗

i (x, h(x))u∗
i (x, h(x))dx +(3.4.38)

α̂
∫
Ω

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣ dxdz +
∫

ω k̂|u∗|dx ≥
2∑

j=1

∫
Ωε(f̂i, u∗)dxdz, ∀ϕ̂ ∈ Σ (V )

2∑

i,j=1

∫

Ω
µ̂ (T ∗)

∂u∗
i

∂z

∂u∗
i

∂z
dxdz +

2∑

i=1

l̂
∫

ω
u∗

i (x, h(x))u∗
i (x, h(x))dx +(3.4.39)

α̂
∫
Ω

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣ dxdz +
∫

ω k̂|u∗|dx ≤
2∑

j=1

∫
Ωε(f̂i, u∗)dxdz, ∀u∗ ∈ Σ (K)

De (3.4.38) et (3.4.39) on déduit (3.4.36) .

Pour obtenir (3.4.37) en remplaçant la fonction ψ̂ par ψ̂ = (ϕ̂ − u∗) ∈ Σ (V ).

Théorème 3.4.3. Les solutions (u∗, p∗, T ∗) vérifient les relations suivantes :

σ∗ = −∇p∗ + µ̂ (T ∗)
∂u∗

∂z
+

√
2α̂π(3.4.40)

− ∂

∂z

[
µ̂ (T ∗)

∂u∗

∂z
+

√
2α̂

∂u∗/∂z

|∂u∗/∂z|

]
= f̂ − ∇p∗ dans L2 (Ω)(3.4.41)

Preuve. voir[18]
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Théorème 3.4.4. Sous les même hypothése du théorème 3.4.5, on a :

(3.4.42)
∫

ω

[
h3

12
∇p∗ + F̃ +

∫ h

0

∫ y

0
µ (T ∗ (x, ξ))

∂u∗ (x, ξ)

∂ξ
∂ξdy +

√
2α

∫ h

0

∫ y

0

∂u∗/∂ξ

|∂u∗/∂ξ| (x, ξ) dξdy −

− h

2

∫ h

0
µ (T ∗ (x, ξ))

∂u∗ (x, ξ)

∂ξ
∂ξ −

√
2α̂h

2

∫ h

0

∂u∗/∂ξ

|∂u∗/∂ξ| (x, ξ) dξ

]
.∇ϕ (x) dx = 0, ∀ϕ ∈ H1 (ω)

avec

F (x, y) =
∫ h

0

∫ ξ

0
f̂ (x, t) dtdξ, F̃ (x) =

∫ h

0
F (x, y) dy − h

2
F (x, h)

Preuve.En intégrant (3.4.41) de 0 à z on obtient :

−µ̂ (T ∗ (x; z))
∂u∗

∂z
(x; z)−

√
2α̂

∂u∗/∂z

|∂u∗/∂z|+µ̂ (ζ∗ (x)) τ ∗ (x)+
√
2α̂

τ ∗

|τ ∗| =
∫ z

0
f̂ (x, ξ) dξ−z∇p∗

avec τ ∗ (x) =
∂u∗

∂z
(x, 0) et ζ∗ (x) = T ∗ (x, 0)

En intégrant à nouveau de 0 à z on trouve :

(3.4.43)
− ∫ z

0 µ̂ (T ∗ (x; ξ))
∂u∗

∂ξ
(x; ξ) dξ −

√
2α̂

∫ z
0

∂u∗/∂ξ

|∂u∗/∂ξ|dξ+

µ̂ (ζ∗ (x)) τ ∗ (x) z +
√
2α̂

τ ∗

|τ ∗|z =
∫ z
0

∫ ξ
0 f̂ (x, y) dydξ − z2

2
∇p∗.

En subtituant z par h, on obtient :

(3.4.44)
− ∫ h

0 µ̂ (T ∗ (x; ξ))
∂u∗

∂ξ
(x; ξ) ξ −

√
2α̂

∫ h
0

∂u∗/∂ξ

|∂u∗/∂ξ|dξ+

µ̂ (ζ∗ (x)) τ ∗ (x)h+
√
2α̂

τ ∗

|τ ∗|h =
∫ h
0

∫ ξ
0 f̂ (x, y) dydξ − h2

2
∇p∗

intégrant (3.4.43) , entre 0 et h on trouve :

−
∫ h

0

∫ y

0
µ̂ (T ∗ (x; ξ))

∂u∗

∂z
(x; ξ) dξdy −

√
2α̂

∫ h

0

∫ y

0

∂u∗/∂ξ

|∂u∗/∂ξ|dξdy +(3.4.45)

µ̂ (ζ∗ (x)) τ ∗ (x)
h2

2
+

√
2α̂

τ ∗

|τ ∗|
h2

2
=

∫ h
0

∫ y
0

∫ ξ
0 f̂ (x, t) dtdξdy − h3

6
∇p∗
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De (3.4.44) , on déduit :

µ̂ (ζ∗ (x)) τ ∗ (x)h +
√
2α̂

τ ∗

|τ ∗|h =
∫ h
0 µ̂ (T ∗ (x; ξ))

∂u∗

∂ξ
(x; ξ) ξ+(3.4.46)

√
2α̂

∫ h

0

∂u∗/∂ξ

|∂u∗/∂ξ|dξ +
∫ h

0

∫ ξ

0
f̂ (x, ξ) dydξ − h2

2
∇p∗

De (3.4.46) et (3.4.45) , on obtient :

∫
ω

h3

12
∇p∗ + F̃ +

∫ h
0

∫ y
0 µ (T ∗ (x, ξ))

∂u∗ (x, ξ)

∂ξ
dξdy +

√
2α

∫ h
0

∫ y
0

∂u∗/∂ξ

|∂u∗/∂ξ| (x, ξ) dξdy−

−h

2

∫ h
0 µ (T ∗ (x, ξ))

∂u∗ (x, ξ)

∂ξ
dξ −

√
2α̂h

2

∫ h
0

∂u∗/∂ξ

|∂u∗/∂ξ| (x, ξ) dξ = 0

donc pour ϕ ∈ H1 (ω) on a :

∫
ω

[
h3

12
∇p∗ + F̃ +

∫ h
0

∫ y
0 µ (T ∗ (x, ξ))

∂u∗ (x, ξ)

∂ξ
∂ξdy +

√
2α

∫ h
0

∫ y
0

∂u∗/∂ξ

|∂u∗/∂ξ| (x, ξ) dξdy −

− h

2

∫ h
0 µ (T ∗ (x, ξ))

∂u∗ (x, ξ)

∂ξ
∂ξ −

√
2α̂h

2

∫ h
0

∂u∗/∂ξ

|∂u∗/∂ξ| (x, ξ) dξ

]
.∇ϕ (x) dx = 0.

Ce qui fallait démontrer.

Théorème 3.4.5. La solution (u∗, T ∗) du problème limite (3.4.34) − (3.4.35) est

unique dans
(
W̃z ∩ Bc

)
× Vz pour tout

0 < c < c0 =
(
2Cµ̂β4

)− 1
2

[
K∗

[
1 + (h∗)2

]−1 − Cr̂

] 1
2

avec

Wz =

{
u ∈ Vz :

∂u2

∂z2
∈ L2 (Ω)

}

Bc =

{
u ∈ Wz × Wz :

∥∥∥∥∥
∂u

∂z

∥∥∥∥∥
Vz

≤ c

}

W̃z = {u ∈ Wz × Wz : u satisfait la condition D′}

Preuve. Supposons qu’il existe (u1, T 1) et (u2, T 2) solutions du problème li-
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mite (3.4.34) et (3.4.35). Alors :

(3.4.47)
2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T 1

) ∂u1i
∂z

∂(ϕ̂i − u1i )

∂z
dxdz +

2∑

i=1

l̂
∫

ω
u1i (x, h(x))

(
ϕ̂i(x, h(x)) − u1i (x, h(x))

)
dx+

α̂
∫

Ω

(
|Dz (ϕ̂)| −

∣∣∣Dz

(
u1

)∣∣∣
)

dxdz +
∫

ω
k̂

(
|ϕ̂| − |u1|

)
dx ≥

2∑

i=1

∫

Ω
(f̂i, ϕ̂i − u1i )dxdz

(3.4.48)
2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T 2

) ∂u2i
∂z

∂(ϕ̂i − u2i )

∂z
dxdz +

2∑

i=1

l̂
∫

ω
u2i (x, h(x))

(
ϕ̂i(x, h(x)) − u2i (x, h(x))

)
dx+

α̂
∫

Ω

(
Dz (ϕ̂) − Dz

(
u2

))
dxdz +

∫

ω
k̂

(
|ϕ̂| − |u2|

)
dx ≥

2∑

i=1

∫

Ω
(f̂i, ϕ̂i − u2i )dxdz

avec Dz (ϕ̂) =


 2∑

i=1

(
∂ϕ̂i

∂z

)2

1
2

.

En remplaçant ϕ̂ par u2 dans (3.4.47) et ϕ̂ par u1 dans (3.4.48), on onbtient

(3.4.49)
2∑

i=1

∫
Ω µ̂ (T 1)

∂u1i
∂z

∂(u2i − u1i )

∂z
dxdz +

2∑
i=1

l̂
∫

ω u1i (x, h(x)) (u2i (x, h(x)) − u1i (x, h(x))) dx+

α̂
∫
Ω (|Dz (u

2)| − |Dz (u
1)|) dxdz +

∫
ω k̂ (|u2| − |u1|) dx ≥

2∑
i=1

∫
Ω(f̂i, u2i − u1i )dxdz

(3.4.50)
2∑

i=1

∫
Ω µ̂ (T 2)

∂u2i
∂z

∂(u1i − u2i )

∂z
dxdz +

2∑
i=1

l̂
∫

ω u2i (x, h(x)) (u1i (x, h(x)) − u2i (x, h(x))) dx+

α̂
∫
Ω (Dz (u

1) − Dz (u
2)) dxdz +

∫
ω k̂ (|u1| − |u2|) dx ≥

2∑
i=1

∫
Ω(f̂i, u1i − u2i )dxdz

Par addition de (3.4.49) et (3.4.50), on trouve

2∑

i=1

∫

Ω

[
µ̂

(
T 1

) ∂u1i
∂z

∂(u2i − u1i )

∂z
+ µ̂

(
T 2

) ∂u2i
∂z

∂(u1i − u2i )

∂z

]
dxdz−

2

l̂
∑

i=1

∫

ω

∣∣∣u1i (x, h(x)) − u2i (x, h(x))
∣∣∣
2

dx ≥ 0

et comme

2∑
i=1

∫
Ω

[
µ̂ (T 1)

∂u1i
∂z

∂(u2i − u1i )

∂z
+ µ̂ (T 2)

∂u2i
∂z

∂(u1i − u2i )

∂z

]
dxdz =

−
2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T 1

) ∣∣∣∣∣
∂

∂z
(u2i − u1i )

∣∣∣∣∣

2

dxdz +
2∑

i=1

∫

Ω

[
µ̂

(
T 1

)
− µ̂

(
T 2

)] ∂u2i
∂z

∂

∂z
(u1i − u2i )dxdz
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alors :

2∑
i=1

∫
Ω µ̂ (T 1)

∣∣∣∣∣
∂

∂z
(u2i − u1i )

∣∣∣∣∣

2

dxdz +
2

l̂
∑

i=1
‖u1i − u2i ‖

2
L2(ω) ≤

2∑

i=1

∫

Ω

[
µ̂

(
T 1

)
− µ̂

(
T 2

)] ∂u2i
∂z

∂

∂z
(u1i − u2i )dxdz

car
2

l̂
∑

i=1
‖u1i − u2i ‖

2
L2(ω) ≥ 0, on a :

(3.4.51)
2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T 1

) ∣∣∣∣∣
∂

∂z
(u2i − u1i )

∣∣∣∣∣

2

dxdz ≤
2∑

i=1

∫

Ω

[
µ̂

(
T 1

)
− µ̂

(
T 2

)] ∂u2i
∂z

∂

∂z
(u1i − u2i )dxdz.

Par l’inégalitè de Poincaré, on obtient :

2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T 1

) ∣∣∣∣∣
∂

∂z
(u2i − u1i )

∣∣∣∣∣

2

dxdz ≥ µ∗

2∑

i=1

∥∥∥∥∥
∂

∂z
(u2i − u1i )

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

≥ µ∗

[
1 + (h∗)2

]−1
2∑

i=1

∥∥∥(u2i − u1i )
∥∥∥
2

Vz

Autrement :

(3.4.52)
2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T 1

) ∣∣∣∣∣
∂

∂z
(u2i − u1i )

∣∣∣∣∣

2

dxdz ≥ µ∗

[
1 + (h∗)2

]−1 ∥∥∥u2 − u1
∥∥∥
2

Vz×Vz

et puisque µ̂ est lipschitzienne, il existe Cµ̂ telle que :

∣∣∣∣∣

∫

Ω

[
µ̂

(
T 1

)
− µ̂

(
T 2

)] ∂u2i
∂z

∂

∂z
(u1i − u2i )dxdz

∣∣∣∣∣ ≤

≤ Cµ̂ ‖T 1 − T 2‖L4(Ω)

∥∥∥∥∥
∂u2i
∂z

∥∥∥∥∥
L4(Ω)

∥∥∥∥∥
∂

∂z
(u1i − u2i )

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ β2Cµ̂ ‖T 1 − T 2‖Vz

∥∥∥∥∥
∂u2

i

∂z

∥∥∥∥∥
Vz

∥∥∥∥∥
∂

∂z
(u1

i − u2

i )

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ β2Cµ̂c ‖T 1 − T 2‖Vz
‖(u1

i − u2

i )‖Vz

car u2 ∈ Bc et l’injection compacte de Vz dans L4 (Ω) est continue.
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Et comme
2∑

i=1
ai ≤

(
2∑

i=1
(ai)

2
) 1
2

, on a

(3.4.53)∣∣∣∣∣

2∑

i=1

∫

Ω

[
µ̂

(
T 1

)
− µ̂

(
T 2

)] ∂u2i
∂z

∂

∂z
(u1i − u2i )dxdz

∣∣∣∣∣ ≤
√
2β2Cµ̂c

∥∥∥T 1 − T 2
∥∥∥

Vz

∥∥∥(u1 − u2
∥∥∥

Vz×Vz

En injectant (3.4.53) et (3.4.52) dans (3.4.51), on obtient :

(3.4.54)
∥∥∥u2 − u1

∥∥∥
Vz×Vz

≤
√
2β2Cµ̂µ−1

∗

[
1 + (h∗)2

]
c

∥∥∥T 1 − T 2
∥∥∥

Vz

.

D’autre par :

(3.4.55)
∫

Ω
K̂

∂T 1

∂z

∂ψ̂

∂z
dxdz =

2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T 1

) (
∂u1i
∂z

)2
ψ̂dxdz+

√
2α̂

∫

Ω

∣∣∣Dz

(
u1

)∣∣∣ ψ̂dxdz+
∫

Ω
r̂

(
T 1

)
ψ̂dxdz

(3.4.56)
∫

Ω
K̂

∂T 2

∂z

∂ψ̂

∂z
dxdz =

2∑

i=1

∫

Ω
µ̂

(
T 2

) (
∂u2i
∂z

)2
ψ̂dxdz+

√
2α̂

∫

Ω

∣∣∣Dz

(
u2

)∣∣∣ ψ̂dxdz+
∫

Ω
r̂

(
T 2

)
ψ̂dxdz

par soustraction de (3.4.55) et (3.4.56) , et en choisissant ψ = (T 1 − T 2) ∈

H1
ΓL∪Γ1

(Ω), on trouve :

(3.4.57)
∫

Ω
K̂

∣∣∣∣∣
∂

∂z

(
T 1 − T 2

)∣∣∣∣∣

2

dxdz =
4∑

k=1

Ik

avec

I1 =
2∑

k=1

I i
1, I i

1 =
∫

Ω
µ̂

(
T 1

) ∂

∂z

(
u1i + u2i

) ∂

∂z

(
u1i − u2i

) (
T 1 − T 2

)
dxdz

I2 =
2∑

k=1

I i
2, I i

2 =
∫

Ω

[
µ̂

(
T 1

)
− µ̂

(
T 2

)] (
∂u2i
∂z

)2 (
T 1 − T 2

)
dxdz

I3 =
∫

Ω

(
r̂

(
T 1

)
− r̂

(
T 2

)) (
T 1 − T 2

)
dxdz

I4 =
√
2α̂

∫

Ω

(
Dz

(
u1

)
− Dz

(
u2

)) (
T 1 − T 2

)
dxdz
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En utilisant l’inégalitè de Poincaré, on obtient :

(3.4.58)
∫

Ω
K̂

∣∣∣∣∣
∂

∂z

(
T 1 − T 2

)∣∣∣∣∣

2

dxdz ≥ K∗

[
1 + (h∗)2

]−1 ∥∥∥T 1 − T 2
∥∥∥
2

Vz

et
∣∣∣I i
1

∣∣∣ ≤ µ∗

∥∥∥∥∥
∂

∂z

(
u1i + u2i

)∥∥∥∥∥
L4(Ω)

∥∥∥∥∥
∂

∂z

(
u1i − u2i

)∥∥∥∥∥
L2(Ω)

∥∥∥T 1 − T 2
∥∥∥

L4(Ω)

et comme l’injection compacte de Vz dans L4 (Ω) est continue, alors il existe

une constante β telle que :

∣∣∣I i
1

∣∣∣ ≤ µ∗β2
∥∥∥∥∥

∂

∂z

(
u1i + u2i

)∥∥∥∥∥
Vz

∥∥∥u1i − u2i
∥∥∥

Vz

∥∥∥T 1 − T 2
∥∥∥

Vz

et puisque u1 et u2 sont deux élément de Bc, alors :

∣∣∣I i
1

∣∣∣ ≤ 2µ∗β2c
∥∥∥u1i − u2i

∥∥∥
Vz

∥∥∥T 1 − T 2
∥∥∥

Vz

donc

∣∣∣∣∣

2∑

i=1

I i
1

∣∣∣∣∣ ≤ 2µ∗β2c
∥∥∥T 1 − T 2

∥∥∥
2

Vz

2∑

i=1

∥∥∥u1i − u2i
∥∥∥

Vz

∣∣∣∣∣

2∑

i=1

I i
1

∣∣∣∣∣ ≤ 2
√
2µ∗β2c

∥∥∥u1i − u2i
∥∥∥

Vz×Vz

∥∥∥T 1 − T 2
∥∥∥

Vz

.(3.4.59)

De même comme la fonction µ̂ est lipschitzienne sur R, on a :

∣∣∣I i
2

∣∣∣ ≤ Cµ̂

∫

Ω

∣∣∣T 1 − T 2
∣∣∣
2

(
∂u2i
∂z

)2
dxdz

≤ Cµ̂

∥∥∥T 1 − T 2
∥∥∥
2

L4(Ω)

∥∥∥∥∥
∂u2i
∂z

∥∥∥∥∥

2

L4(Ω)

≤ Cµ̂β4
∥∥∥T 1 − T 2

∥∥∥
2

Vz

∥∥∥∥∥
∂u2

i

∂z

∥∥∥∥∥

2

Vz

≤ Cµ̂β4
∥∥∥T 1 − T 2

∥∥∥
2

Vz

∥∥∥u2

i

∥∥∥
2

Wz
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donc

(3.4.60) |I2| ≤ 2Cµ̂β4c2
∥∥∥T 1 − T 2

∥∥∥
2

Vz

.

La fonction r̂ est lipschitzienne, on a :

(3.4.61) |I3| ≤ Cr̂

∥∥∥T 1 − T 2
∥∥∥
2

Vz

l’inégalitè de Cauchy-Schwartz, nous donnons :

|I4| ≤
√
2α̂

∥∥∥T 1 − T 2
∥∥∥
2

Vz

∥∥∥Dz

(
u2 − u1

)∥∥∥
L2(Ω)

|I4| ≤ 2α̂
∥∥∥T 1 − T 2

∥∥∥
2

Vz

∥∥∥u2 − u1
∥∥∥

Vz×Vz

(3.4.62)

En injectant (3.4.58) − (3.4.62) on trouve :

K∗

[
1 + (h∗)2

]−1 ‖T 1 − T 2‖2Vz
≤ 2

√
2µ∗β2c ‖u1i − u2i ‖Vz×Vz

‖T 1 − T 2‖Vz
+

Cµ̂β4c2 ‖T 1 − T 2‖2Vz
+ Cr̂ ‖T 1 − T 2‖2Vz

+ 2α̂ ‖T 1 − T 2‖2Vz
‖u2 − u1‖Vz×Vz

donc :

∥∥∥T 1 − T 2
∥∥∥

Vz

≤
[
K∗

[
1 + (h∗)2

]−1 − 2Cµ̂β4c2 − Cr̂

]−1 [
2
√
2µ∗β2c + 2α̂

] ∥∥∥u2 − u1
∥∥∥

Vz×Vz

on suppose que

0 < c < c0 =
(
2Cµ̂β4

)− 1
2

[
K∗

[
1 + (h∗)2

]−1 − Cr̂

] 1
2

K∗ >
[
1 + (h∗)2

]
Cr̂

Alors : c2
0

− c2 > 0, donc :

(3.4.63)
∥∥∥T 1 − T 2

∥∥∥
Vz

≤
(
2
√
2µ∗β2c + 2α̂

) (
c2
0

− c2
)−1

∥∥∥u2 − u1
∥∥∥

Vz×Vz
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En injectant (3.4.54) dans (3.4.63), on obtient :

(
1 −

(
2
√
2µ∗β2c + 2α̂

) (
c20 − c2

)−1 √
2β2Cµ̂µ−1

∗

[
1 + (h∗)2

]
c
) ∥∥∥T 1 − T 2

∥∥∥
Vz

≤ 0

si on suppose que
(
1 −

(
2
√
2µ∗β2c + 2α̂

)
(c2

0
− c2)

−1
√
2β2Cµ̂µ−1

∗

[
1 + (h∗)2

]
c
)

> 0,

on a
∥∥∥T 1 − T 2

∥∥∥
Vz

= 0

donc T 1 = T 2 presque partout dans Vz.

D’après (3.4.54), on en déduit que

∥∥∥u2 − u1
∥∥∥
2

Vz×Vz

≤ 0

alors u1 = u2 presque partout dans Vz × Vz.
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CHAPITRE 4

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

D’UN FLUIDE DE

HERSCHEL-BULKLEY DANS UN

DOMAINE MINCE AVEC

FROTTEMENT DE TRESCA

Résumé. Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de l’écoulement iso-

therme d’un fluide de Herschel-Bulkley incompressible en régime station-

naire dans un domaine mince avec les conditions de frottement non linéaires

de type de Tresca sur une partie de la frontière et les conditions de Dirichlet

sur l’autre partie.

Contenu

4.1 Introduction et position du problème ;

4.2 Formulation variationnelle du problème (4.1.1) − (4.1.7) ;
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4.3 Analyse asymptotique ;

4.3.1 Cadre fonctionnel et problème variationnel ;

4.3.2 Estimation à priori et résultats de convergence ;

4.3.3 Problème limite et l’équation généralisée de Reynolds ;

4.3.4 Unicité des solutions.
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4.1 Introduction et Position du problème

Nous considérerons un modèle nonlinéaire qui décrit le comportement

d’un fluide de Herschel-Bulkley dans le cas isothérme dans le domaine

mince Ωε qui est donné par

Ωε =
{
(x, x3) ∈ R

3, x = (x1, x2) ∈ R
2, 0 < x3 < h (x)

}

avec ε ∈ ]0, 1[ est un réel strictement positif à tendre vers zéro et

0 < h∗ < h (x) < h∗ et h ∈ C2 (ω)

La frontière de Ωε sera notée Γε = ω ∪ Γε
L ∪ Γε

1, avec

◮ Γε
1 la frontière supérieure d’équation x3 = εh (x) .

◮ Γε
L la frontière latirale.

◮ ω est un domaine borné de R
3 d’équation x3 = 0 qui constitue la fron-

tière inférieure du domaine Ωε.

La loi de conservation de la quantité de mouvement

∂σε
ij

∂xj

+ f ε
i = 0 dansΩε

avec

σε
ij = −pεδij + αε D(uε)

|D(uε)|
+ 2µ |D (uε)|r−2 D (uε)

|D (uε)| =
(∑3

i,j=1 dij (u
ε) dij (u

ε)
) 1
2

supposons aussi que le fluide est incompressible

div (uε) = 0 dans Ωε
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Nous supposons que la vitesse est connue sur Γε
1 et sur Γ

ε
L

uε = 0 sur Γε
1 ∪ Γε

L

uεn = 0 sur Γε
1 ∪ ω

On utilise les notations usuelles :

uε
n = uε.n = uε

i .ni, uε
τi
= uε

i − uε
nni,

σε
n = (σ.n)n = σε

ijninj, σε
τi
= σε

ijnj − σε
nni,

respectivement, la vitesse normale, la vitesse tangentielle, la composante

normale et tangentielle du tenseur.

Sur ω la vitesse tangentielle est connue et vérifie la loi de Tresca :

|σε
τ | < kε =⇒ uε

τ = 0

|σε
τ | = kε =⇒ ∃β > 0 tel que uε

τ = −βσε
τ





sur ω

Le problème complet consiste donc à trouver le champ de la vitesse uεet la

pression pε,vérifient les équations et les conditions aux limites suivantes :

∂σε
ij

∂xj

+ f ε
i = 0 dans Ωε(4.1.1)

σε
ij = −pεδij + αε dij (u

ε)

|D (uε)| + 2µ |D (uε)|r−2 dij (u
ε)(4.1.2)

div (uε) = 0 dans Ωε(4.1.3)

uε = 0 sur Γε
L

(4.1.4)

uε = 0 sur Γε
1

(4.1.5)

uε.n = 0 sur Γε
1 ∪ ω(4.1.6)

|σε
τ | < kε =⇒ uε

τ = 0

|σε
τ | = kε =⇒ ∃λ > 0 tel que uε

τ = −λσε
τ





sur ω(4.1.7)
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4.2 Formulation variationnelle du problème (4.1.1)−

(4.1.7)

Dans cette section nous définissons le cadre fonctionnel dans lequel nous

allons travailler, et nous obtenons la formulation faible du problème.

Pour l’ouvert Ωε on définit les espaces et les ensembles suivants :

(
W 1,r (Ωε)

)3
=

{
v ∈ (Lr (Ωε))3 :

∂vi

∂xj

∈ Lr (Ωε)

}

l’espace de Sobolev muni de la norme

‖v‖Lr(Ωε) =




3∑

i=1

∫

Ωε

|vi|r dxdx3 +
3∑

i,j=1

∫

Ωε

∣∣∣∣∣
∂vi

∂xj

∣∣∣∣∣

r

dxdx3




1

r

W 1,r
0 (Ωε) designe le sous-espace vectoriel des fonctions de W 1,r (Ωε) nulles

sur Γε. On note W 1,r′

(Ωε) son dual topologique avec 1
r
+ 1

r′
= 1.

V ε (Ωε) =
{

ϕ ∈
(
W 1,r (Ωε)

)3
: ϕ = 0 sur Γε

1 ∪ ΓL; ϕ.n = 0 sur Γε
1 ∪ ω

}

V ε
div (Ω

ε) = {ϕ ∈ V ε (Ωε) ; divϕ = 0}

Lr
0 (Ω

ε) =
{

q ∈ Lr (Ωε) :
∫

Ωε
qdx = 0

}

on introduit également les notations suivantes

a (uε, vε) = 2
∫

Ωε
µ |D (uε)|r−2 D (uε)D (vε) dxdx3

(p, divv) =
∫

Ωε
pdivvdxdx3

J (v) =
∫

ω
kε |v| dx+ αε

∫

Ωε
|D (v)| dxdx3
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Proposition.4.3.1. Si uε, pε sont des solutions régulières du problème (4.1.1)−

(4.1.7), alors elles verifient le problème variationnel

Trouver uε ∈ V ε
div et pε ∈ Lr

0 (Ω
ε) telles que :

(4.2.1) a (uε, ϕ − uε)− (p, divϕ) + J (ϕ)− J (uε) ≥ (f ε, ϕ − uε) ∀ϕ ∈ V ε (Ωε) .

Preuve. En multipliant l’équation (4.1.1) par ϕ − uε, où ϕ ∈ V ε, et en utilisant

la formule de Green, on obtient :

∫

Ωε
σε

ij

∂

∂xj

(ϕ − uε) dxdx3 −
∫

Γε
σε

ijnj (ϕ − uε) ds =
∫

Ωε
f ε (ϕ − uε) dxdx3

D’après les conditions aux limites, on trouve :

(4.2.2)

a (uε, ϕ − uε) + αε
∫
Ωε

dij (u
ε)

|D (uε)|dij (ϕ − uε) dxdx3 − ∫
Ωε pdiv (ϕ − uε) dxdx3+

+
∫

ω kε |ϕ| dx − ∫
ω kε |uε| dx ≥ (f ε, ϕ − uε) ∀ϕ ∈ V ε (Ωε)

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz ; on déduit :

(4.2.3) dij (u
ε) dij (ϕ) ≤ |D (uε)| |D (ϕ)|

en utilisant l’inégalitè (4.2.3) dans (4.2.2) , on obtient (4.2.1) .

Lemme 4.3.1. La solution uε de l’inéquation (4.2.1) vérifie l’estimation sui-

vante

(4.2.4)

a (uε, uε)+αε
∫

Ωε
|D (uε)| dxdx3+

∫

ω
kε |uε| dx ≤ 1

2
µCk ‖∇uε‖r

Lr(Ωε)+
(εh∗)r

′

r′

(
1

2
µCk

) r′

r

‖f ε‖r′

Lr′ (Ωε)
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Preuve. On choisit ϕ = 0 dans (4.2.1) on obtient

(4.2.5) a (uε, uε) + αε
∫

Ωε
|D (uε)| dxdx3 +

∫

ω
kε |uε| dx ≤ (f ε, uε)

En utilisant l’inégalité de Poincaré, on trouve :

(4.2.6) ‖uε‖Lr(Ωε) ≤ εh∗ ‖∇uε‖Lr(Ωε) .

Maintenant les inégalités de Hölder, Young et (4.2.6), nous donnons :

(4.2.7)

(f ε, uε) ≤ εh∗ ‖∇uε‖Lr(Ω) ‖f ε‖Lr′ (Ωε)

≤
(
1

2
µpCk

) 1
r

‖∇uε‖Lr(Ω)

εh∗

(
1

2
µpCk

) 1
r

‖f ε‖Lr′ (Ωε)

≤ 1

2
µCk ‖∇uε‖r

Lr(Ωε) +
(εh∗)r′

r′

(
1

2
µCk

) r′

r

‖f ε‖r′

Lr′ (Ωε)

En utilisant (4.2.7) dans (4.2.5), on obtient (4.2.4).

4.3 Analyse asymptotique

4.3.1 Cadre fonctionnel et problème variationnel

Pour l’analyse asymptotique de notre problème, on utilise le changement

d’échelle z =
x3
ε

, donc le domaine Ωε se transforme à un domaine Ω indépen-

dant de ε.

où

Ω =
{
(x, z) ∈ R

3, x = (x1, x2) ∈ R
2, 0 < z < h (x)

}

Nous définissons maintenant sur Ω des nouvelles inconnues.

ûε
i (x, z) = uε

i (x, x3) , ûε
3 (x, z) = ε−1uε

3 (x, x3) , p̂ε (x, z) = εrpε (x, x3)
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f̂ (x, z) = εrf ε (x, x3) , k̂ = εr−1kε, α̂ =
√
2εrαε

et soit

V (Ω) =
{

ϕ̂ ∈
(
W 1,r (Ω)

)3
: ϕ̂ = 0 sur Γ1 ∪ Γε

L; ϕ̂.n = 0 sur Γ1 ∪ ω
}

Vdiv (Ω) = {ϕ̂ ∈ V (Ω) ; divϕ̂ = 0}

Vz =

{
ϕ̂ ∈ (Lp (Ω))2 ;

∂ϕ̂i

∂z
∈ Lr (Ω) : ϕ̂ = 0 sur Γ1 ∪ Γε

L

}

Ṽz =
{
ϕ̂ ∈ Vz : ϕ̂ vérifie

(
D′

)}

La condition (D’) donnée par

ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈
(
L2 (Ω)

)2
tel que

∫ (
ϕ1

∂θ

∂x1
+ ϕ2

∂θ

∂x2

)
dxdz = 0 ∀θ ∈ C∞

0 (Ω)

Lorsque nous passons au domaine fixé Ω en introduisant les nouvelles va-

riables dans l’inéquation variationnelle (4.2.1) ,et après la multiplication par

εr−1; nous obtenons :

(4.3.1) a(ûε, ϕ̂ − ûε) − (p̂ε , div (ϕ̂ − ûε)) + j(ϕ̂) − j (ûε) ≥ (f̂ , ϕ̂ − ûε), ∀ϕ̂ ∈ V (Ω)

avec

a(ûε, ϕ̂ − ûε) =
2∑

i,j=1

∫

Ω

[
ε2µ

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣
r−2

(
1

2

(
∂ûε

i

∂xj

+
∂ûε

j

∂xi

))
− p̂εδij

]
∂(ϕ̂i − ûε

i )

∂xj

dxdz +

2∑

i=1

∫

Ω
µ

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣
r−2

(
1

2

(
∂ûε

i

∂z
+ ε2

∂ûε
3

∂xi

))
∂(ϕ̂i − ûε

i )

∂z
dxdz +

∫

Ω

(
µ

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣
r−2

ε2
∂ûε

3

∂z
− p̂ε

)
∂(ϕ̂3 − ûε

3)

∂z
dxdz +

2∑

j=1

∫

Ω
ε2µ

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣
r−2

(
1

2

(
ε2

∂ûε
3

∂xj

+
∂ûε

j

∂z

))
∂(ϕ̂3 − ûε

3)

∂xj

dxdz.

j(ϕ̂) =
√
2α̂

∫

Ωε

∣∣∣D̃ (uε)
∣∣∣ dxdz +

∫

ω
k̂|ϕ̂|dx
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(f̂ ε, ϕ̂ − ûε) =
2∑

j=1

∫

Ω
f̂i(ϕ̂i − ûε

i )dxdz +
∫

Ω
εf̂3(ϕ̂3 − ûε

3)dxdz,

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣ =


1

4

2∑

i,j=1

ε2
(

∂ûε
i

∂xj

+
∂ûε

j

∂xi

)2
+

1

2

2∑

i=1

(
∂ûε

i

∂z
+ ε2

∂ûε
3

∂xi

)2
+ ε2

(
∂ûε

3

∂z

)2


1

2

Notre but maintenant est d’obtenir des estimations a priori sur la vitesse et

la pression dans le domaine fixe Ω.

4.3.2 Estimation à priori et résultats de convergence

Lemme 4.4.1. Si (uε, pε) ∈ Kε
div ×Lr

0 (Ω
ε) sont des solutions du problème (4.2.3),

alors il existe une constante strictement positive C indépendant de ε telle que

(4.3.2)
2∑

i,j=1

∥∥∥∥∥ε
∂ûε

i

∂xj

∥∥∥∥∥

r

Lr(Ω)

+

∥∥∥∥∥ε
∂ûε

3

∂z

∥∥∥∥∥

r

Lr(Ω)

+
2∑

i=1




∥∥∥∥∥
∂ûε

i

∂z

∥∥∥∥∥

r

Lr(Ω)

+

∥∥∥∥∥ε2
∂ûε

3

∂xi

∥∥∥∥∥

r

Lr(Ω)


 ≤ C

∥∥∥∥∥
∂p̂ε

∂xi

∥∥∥∥∥
W −1,r′

(Ω)

≤ C ′ pour i = 1, 2(4.3.3)

∥∥∥∥∥
∂p̂ε

∂z

∥∥∥∥∥
W −1,r′ (Ω)

≤ εC ′(4.3.4)

Preuve. En multipliant (4.2.4) par εr−1, on trouve

εr−1a (uε, uε) +
√
2α̂

∫
Ω

∣∣∣D̃ (uε)
∣∣∣ dxdz +

∫
ω k̂ |ûε| dx ≤ 1

2
µCkεr−1 ‖∇uε‖r

Lr(Ωε)+

εp−1 (εh∗)r′

r′

(
1

2
µCk

) r′

r

‖f ε‖r′

Lr′
(Ωε)

et comme εr′ ‖f ε‖r′

L′ (Ωε) = εr
∥∥∥f̂

∥∥∥
r′

Lr′ (Ω)
on a :

(4.3.5)

εp−1a (uε, uε)+
√
2α̂

∫

Ω

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣ dxdz+

∫

ω
k̂ |ûε| dx ≤ 1

2
µCkεr−1 ‖∇uε‖r

Lr(Ωε)+
(h∗)r′

r′

(
1

2
µCk

) r′

r

∥∥∥f̂
∥∥∥

r′

Lr′ (Ω)

en appliquant l’inégalité de Korn, on obtient
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(4.3.6)

1

2
µCkεr−1 ‖∇uε‖r

Lr(Ωε) +
√
2α̂

∫

Ω

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣ dxdz +

∫

ω
k̂ |ûε| dx ≤ (h∗)r′

r′

(
1

2
µCk

) r′

r

∥∥∥f̂
∥∥∥

r′

Lr′
(Ω)

d’où (4.3.2) d’écoule, avec C =
(h∗)r′

r′

(
1

2
µCk

) r′

r

∥∥∥f̂
∥∥∥

r′

Lr′ (Ω)
.

Pour obtenir l’estimation sur les pressions (4.3.3) et (4.3.4), on choisit dans

(4.3.1) ϕ̂ = (ûε
1 ± ψ1, ûε

2, ûε
3), ψ ∈ W 1,r

0 (Ω)3, on trouve :

∣∣∣∣∣

∫

Ω

∂p̂ε

∂x1
ψdxdz

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2

2∑

j=1

∫

Ω
ε2µ

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣
r−2

∣∣∣∣∣
∂ûε

1

∂xj

+
∂ûε

j

∂x1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∂ψ1
∂xj

∣∣∣∣∣ dxdz +

1

2

∫

Ω
µ

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣
r−2

∣∣∣∣∣
∂ûε

1

∂z
+ ε2

∂ûε
3

∂x1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∂ψ1
∂z

∣∣∣∣∣ dxdz +

√
2 α̂

∫

Ω

∣∣∣D̃ (ûε + ψ1)
∣∣∣ dxdz +

√
2α̂

∫

Ω

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣ dxdz +

∣∣∣(f̂1, ψ1)
∣∣∣ ,

et comme |D (ϕ̂)| ≤
√
2 (|D (ûε)| + |D (ψ)|) , on obtient

∣∣∣∣∣

∫

Ω

∂p̂ε

∂x1
ψdxdz

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2

2∑

j=1

∫

Ω
ε2µ

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣
r−2

∣∣∣∣∣
∂ûε

1

∂xj

+
∂ûε

j

∂x1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∂ψ1
∂xj

∣∣∣∣∣ dxdz +

1

2

∫

Ω
µ

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣
r−2

∣∣∣∣∣
∂ûε

1

∂z
+ ε2

∂ûε
3

∂x1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∂ψ1
∂z

∣∣∣∣∣ dxdz +

√
2α̂

∫

Ω

∣∣∣D̃ (ψ1)
∣∣∣ dxdz +

(
2 −

√
2

)
α̂

∫

Ω

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣ dxdz +

∣∣∣∣
∫

Ω
f̂1ψ1dxdz

∣∣∣∣

d’où

∣∣∣∣∣
∂ûε

1

∂xj

+
∂ûε

j

∂x1

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣D̃ (ûε)

∣∣∣ et
∣∣∣∣∣
∂ûε

1

∂z
+ ε2

∂ûε
3

∂x1

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣D̃ (ûε)

∣∣∣ on a

∣∣∣∣∣

∫

Ω

∂p̂ε

∂x1
ψdxdz

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2

2∑

j=1

∫

Ω
ε2µ

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣
r−1

∣∣∣∣∣
∂ψ1
∂xj

∣∣∣∣∣ dxdz +
1

2

∫

Ω
µ

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣
r−1

∣∣∣∣∣
∂ψ1
∂z

∣∣∣∣∣ dxdz + .

√
2α̂

∫

Ω

∣∣∣D̃ (ψ1)
∣∣∣ dxdz +

(
2 −

√
2

)
α̂

∫

Ω

∣∣∣D̃ (ûε)
∣∣∣ dxdz +

∣∣∣∣
∫

Ω
f̂1ψ1dxdz

∣∣∣∣

d’après l’inégalité de Hölder, on trouve
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∣∣∣∣∣
∫
Ω

∂p̂ε

∂x1
ψdxdz

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2
µε2 ‖Dûε‖

r

r′

Lr(Ω) ‖∇ψ1‖
Lr(Ω)

+
1

2
µ ‖∇ûε‖

r

r′

Lr(Ω) ‖∇ψ1‖
Lr(Ω)

+ α̂ (C (Ω))
1
r′

∥∥∥D̃ψ1
∥∥∥

Lr(Ω)

+

+
(√

2 − 1
)

α̂ (C (Ω))
1
r′

∥∥∥D̃ûε
∥∥∥

Lr(Ω)
+

∥∥∥f̂1
∥∥∥

Lr′
(Ω)

‖ψ1‖
Lr(Ω)

.

L’inégalité (4.3.2), nous donnons :

∣∣∣∣∣

∫

Ω

∂p̂ε

∂x1
ψdxdz

∣∣∣∣∣ ≤ µCε2 ‖∇ψ1‖
Lr(Ω)

+ µC ‖∇ψ1‖
Lr(Ω)

+
√
2α̂ (C (Ω))

1
r′

∥∥∥D̃ψ1
∥∥∥

Lr(Ω)

+

(
2 −

√
2

)
α̂ (C (Ω))

1
r′ C +

∥∥∥f̂1
∥∥∥

Lr′
(Ω)

‖ψ1‖
Lr(Ω)

,

donc

∣∣∣∣∣

∫

Ω

∂p̂ε

∂x1
ψdxdz

∣∣∣∣∣ ≤
(

ε2µC + µC +
√
2α̂ (C (Ω))

1
r′ +

∥∥∥f̂1
∥∥∥

Lr′
(Ω)

)
‖ψ1‖

W1,r(Ω)
+

(
2 −

√
2

)
α̂ (C (Ω))

1
r′ C

≤
((

ε2 + 1
)

µC +
√
2α̂ (C (Ω))

1
r′ +

∥∥∥f̂1
∥∥∥

Lr′
(Ω)

)
‖ψ‖

W1,r(Ω)
+

(
2 −

√
2

)
α̂ (C (Ω))

1
r′ C

≤
(
2µC +

√
2α̂ (C (Ω))

1
r′ +

∥∥∥f̂1
∥∥∥

Lr′
(Ω)

)
‖ψ‖

W1,r(Ω)
+

(
2 −

√
2

)
α̂ (C (Ω))

1
r′ C

Alors

∣∣∣∣∣

∫

Ω

∂p̂ε

∂x1
ψdxdz

∣∣∣∣∣ ≤
(
2µC + α̂ (C (Ω))

1
r′ +

∥∥∥f̂1
∥∥∥

Lr′
(Ω)

)
‖ψ‖

W1,r(Ω)
+

(√
2 − 1

)
α̂ (C (Ω))

1
r′ C

donc ∥∥∥∥∥
∂p̂ε

∂x1

∥∥∥∥∥
W −1,r(Ω)

≤ C

Lorsque i = 2 il suffit de choisir (4.3.1) ϕ̂ = (ûε
1, ûε

2 ± ψ2, ûε
3) on obtient

∥∥∥∥∥
∂p̂ε

∂x2

∥∥∥∥∥
W −1,r(Ω)

≤ C

pour obtenir (4.3.4) on prend ϕ̂ = (ûε
1, ûε

2, ûε
3 ± ψ3) on trouve

∥∥∥∥∥
∂p̂ε

∂z

∥∥∥∥∥
W −1,r(Ω)

≤ εC

Section 4.3 Chapitre 4 79



CHAPITRE 4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UN FLUIDE DE

HERSCHEL-BULKLEY DANS UN DOMAINE MINCE AVEC FROTTEMENT DE

TRESCA

Ce qui termine la dèmonstration du lemme 4.4.1.

Théorème 4.4.1. Sous les mêmes hypothèses du lemme 4.4.1 il existe u∗ =

(u∗
1, u∗

2) ∈ Ṽz, et p∗ ∈ Lr′

0 (Ω) telle que

ûε
i ⇀ u∗

i i = 1, 2 dans Ṽz(4.3.7)

ε
∂ûε

i

∂xj

⇀ 0 i, j = 1, 2 dans Lr (Ω)(4.3.8)

ε
∂ûε

3

∂z
⇀ 0 dans Lr (Ω)(4.3.9)

ε2
∂ûε

3

∂xi

⇀ 0 i = 1, 2 dans Lr (Ω)(4.3.10)

εûε
3 ⇀ 0 dans Lr (Ω)(4.3.11)

p̂ε ⇀ p∗ dans Lr′

(Ω) , p∗ dépend seulement de x(4.3.12)

Preuve. D’après (4.3.2) , on obtient (4.3.7) et d’après (4.3.2) et (4.3.7) on touve

(4.3.8) . De (4.3.8), et du fait que div (ûε) = 0 on obtient (4.3.9) , (4.3.10) et

(4.3.11) . De (4.3.3) on déduit (4.3.12).

4.4 Problème limite et l’équation généralisée de

Reynolds

Théorème 4.4.2. Avec les mêmes hypothèses du théorème 4.4.1, u∗, p∗, T ∗

vérifient :

(4.4.1)

µ
2∑

i=1

∫

Ω


1
2

2∑

i=1

(
∂u∗

i

∂z

)2


r−2
2 ∂(u∗

i )

∂z

∂(ϕ̂i − u∗
i )

∂z
dxdz −

∫

Ω
p∗ (x)

(
∂ϕ̂1
∂x1

+
∂ϕ̂2
∂x2

)
dxdz+

α̂
∫

Ω

(∣∣∣∣∣
∂ϕ̂

∂z

∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣

)
dxdz+

∫

ω
k̂ (|ϕ̂| − |u∗|) dx ≥

2∑

i=1

∫

Ω
(f̂i, ϕ̂i−u∗)dxdz, ∀ϕ̂ ∈ WΓ1∪ΓL

(Ω)

avec

WΓ1∪ΓL
(Ω) =

{
ϕ ∈ W 1,r (Ω)2 , ϕ = (ϕ1, ϕ2) , ϕ = 0 sur Γ1 ∪ ΓL

}
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Preuve. D’après le lemme de Minty et comme divûε = 0, le problème (4.3.1)

est équivalant au problème suivant :

a (ϕ̂, ϕ̂ − ûε) − ∫
Ω p̂ε

(
∂ϕ̂1
∂x1

+
∂ϕ̂2
∂x2

)
dxdz − ∫

Ω p̂ε ∂ϕ̂3
∂z

dxdz + J (ϕ̂) − J (ûε) ≥
2∑

i=1

∫

Ω
(f̂i, ϕ̂i − ûε)dxdz +

∫

Ω
εf̂3 (ϕ̂3 − ûε

3) dxdz

en passant à la limite, et comme J est convexe semi-continue et inférieure-

ment, on obtient

µ
2∑

i=1

∫

Ω


1

2

2∑

i=1

(
∂ϕ̂i

∂z

)2


r−2
2

∂(ϕ̂i)

∂z

∂(ϕ̂i − u∗
i )

∂z
dxdz −

∫

Ω
p∗

(
∂ϕ̂1
∂x1

+
∂ϕ̂2
∂x2

)
dxdz −

∫
Ω p∗ ∂ϕ̂3

∂z
dxdz + J (ϕ̂) − J (u∗) ≥

2∑
j=1

∫
Ω(f̂i, ϕ̂i − u∗)dxdz.

Puisque
∫
Ω p∗ ∂ϕ

∂z
dxdz = 0 car p∗ dépend seulement de x, on trouve

(4.4.2)

µ
2∑

i=1

∫
Ω


1

2

2∑
i=1

(
∂ϕ̂i

∂z

)2


r−2
2

∂(ϕ̂i)

∂z

∂(ϕ̂i − u∗
i )

∂z
dxdz − ∫

Ω p∗

(
∂ϕ̂1
∂x1

+
∂ϕ̂2
∂x2

)
dxdz+

+J (ϕ̂) − J (u∗) ≥
2∑

j=1

∫
Ω(f̂i, ϕ̂i − u∗)dxdz.

Donc par le lemme de Minty l’inéquation (4.4.2) est equivalante au (4.4.1).

Théorème 4.4.3 L’inéquation variationnelle (4.4.1) est equivalante :

(4.4.3) µ
∫

Ω

(
1

2

) r
2

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣

r

dxdz +
∫

ω
k̂|u⋆|dx + α̂

∫

Ω

∣∣∣∣∣
∂u⋆

∂z

∣∣∣∣∣ dxdz −
∫

Ω
f̂u⋆dxdz = 0,

et

(4.4.4)
µ

∫
Ω

(
1

2

) r
2

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣

r−2
∂u∗

∂z

∂ψ̂

∂z
dxdz +

∫
ω k̂|ψ̂|dx + α̂

∫
Ω

∣∣∣∣∣∣
∂ψ̂

∂z

∣∣∣∣∣∣
dxdz ≥

≥ ∫
Ω f̂ ψ̂dxdz, ∀ψ̂ ∈ Σ (K) ,
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avec,

Π(K) =
{
ψ̄ =

(
ψ̂1, ψ̂2

)
∈ W 1,r(Ω)2 : ∃ψ̂3 such that ψ =

(
ψ̂1, ψ̂2, ψ̂3

)
∈ K (Ω)

}
.

Σ (K) =
{
ψ̄ ∈ Π(K) : ψ̄ satisfies condition (4.2)

}
.

preuve. ⊲ en choisissant la fonction ϕ̂ par ϕ̂ = 2u⋆ puis par ϕ̂ = 0 dans (4.4.1)

on obtient (4.4.3).

⊲ pour obtenir (4.4.4), en choisisant ϕ̂ = ψ̂ − u∗ for all ψ̂ ∈ Σ (K).

Theorem 4.4.4 Si

σ∗ = σ̃∗ − ∇p∗ et σ̃⋆ =
(
1

2

) r
2

µ

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣

r−2
∂u∗

∂z
+α̂π,(4.4.5)

F


k̂ψ̂,

∂ψ̂

∂z


 =

∫

Ω

(
1

2

) r
2

µ

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣

r−2
∂u∗

∂z

∂ψ̂

∂z
dxdz −

∫

Ω
fψ̂dxdz(4.4.6)

on a :

(4.4.7) − ∂

∂z




(
1

2

) r
2

µ

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣

r−2
∂u∗

∂z
+α̂

∂u⋆/∂z

|∂u⋆/∂z|


 = f̂ − ∇p⋆ in Lr(Ω)2,

Preuve. Si
∂u⋆

∂z
= 0, et d’aprés (4.4.5) on déduit |σ̃⋆| ≤ α̂.

Et comme ψ̂ ∈ Σ (K), en choisissant φ̂ = ψ̂, et φ̂ = −ψ̂ dans (4.4.4), on obtient :

∣∣∣∣∣∣
F


k̂ψ̂,

∂ψ̂

∂z




∣∣∣∣∣∣
≤

∫

ω
k̂|ψ̂|dx′ + α̂

∫

Ω

∣∣∣∣∣∣
∂ψ̂

∂z

∣∣∣∣∣∣
dx′dz.

d’aprés le théorème de Hanh-Banach . i.e. ∃ (χ, π) ∈ L∞ (ω) × L∞ (ω) avec

‖χ‖L∞(ω) ≤ 1, ‖π‖L∞(ω) ≤ 1 on trouve

(4.4.8) F


k̂ψ̂,

∂ψ̂

∂z


 = −

∫

ω
χk̂ψ̂dx − α̂

∫

Ω
π

∂ψ̂

∂z
dxdz.
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D’autre part, d’aprés (4.4.3) et (4.4.8) on obtient :

(4.4.9)
∫

k̂ |u∗| dx + α̂
∫ ∣∣∣∣∣

∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣ dxdz =
∫

ω
χk̂u∗dx + α̂

∫

Ω
π

∂u∗

∂z
dxdz.

Les égalités (4.4.6) et (4.4.8), donnent :

(4.4.10)
∫

Ω

(
1

2

) r
2

µ

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣

r−2
∂u∗

∂z

∂ψ̂

∂z
dxdz+

∫

ω
χk̂u∗dx+ α̂

∫

Ω
π

∂u∗

∂z
dxdz =

∫

Ω
fψ̂dxdz.

Maintenant l’égalité (4.4.9), donnent :

α̂
∫
∣∣∣∣∣
∂u⋆

∂z

∣∣∣∣∣ Ó=0

(∣∣∣∣∣
∂u⋆

∂z

∣∣∣∣∣ − π
∂u⋆

∂z

)
dxdz +

∫

ω
k̂ (|u⋆| − χu⋆) dx = 0,

et comme ‖χ‖ω,∞ ≤ 1 et ‖π‖Ω,∞ ≤ 1, on en déduit que :

∣∣∣∣∣
∂u⋆

∂z

∣∣∣∣∣ = π
∂u⋆

∂z
and |u⋆| = χu⋆.

D’autre part, si

∣∣∣∣∣
∂u⋆

∂z

∣∣∣∣∣ Ó= 0 et d’aprés (4.4.5), on obtient :

σ̃⋆ =
(
1

2

) r
2

µ

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣

r−2
∂u∗

∂z
+α̂

∂u⋆/∂z

|∂u⋆/∂z| ,

donc

|σ̃⋆| =



(
1

2

) r
2

µ

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣

r−2

+
α̂

|∂u⋆/∂z|




∣∣∣∣∣
∂u⋆

∂z

∣∣∣∣∣ =
(
1

2

) r
2

µ

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣

r−1

+ α̂ > α̂,

Alors

(4.4.11)
(
1

2

) r
2

µ

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣

r−2
∂u∗

∂z
=





0, si |σ̃⋆| ≤ α̂

σ̃⋆ − α̂
∂u⋆/∂z

|∂u⋆/∂z| , si |σ̃⋆| > α̂,

De (4.4.10), il existe p⋆ ∈ Lr′

(Ω)2 telle que :
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(4.4.12)

∫
Ω

(
1

2

) r
2

µ

∣∣∣∣∣
∂u∗

∂z

∣∣∣∣∣

r−2
∂u∗

∂z

∂ψ̂

∂z
dx′dz +

∫
ω nk̂ψ̂dx′ + α̂

∫
Ω m

∂ψ̂

∂z
dx′dz−

∫
Ω f̂ ψ̂dx′dz = − ∫

Ω ∇p⋆ψ̂dx′dz, ∀ψ̂ ∈ Π(K) .

De (4.4.11), (4.4.12) on déduit :

(4.4.13)
∫

Ω
σ̃⋆ ∂ψ̂

∂z
dx′dz +

∫

ω
nk̂ψ̂dx′ =

∫

Ω
f̂ ψ̂dx′dz −

∫

Ω
∇p⋆ψ̂dx′dz, ∀ψ̂ ∈ Π(K) ,

d’aprés (4.4.13) on déduit (4.4.7) avec ψ̂ ∈ W 1,r
0 (Ω)2. �

Théorème 4.4.5. Sous les mêmes hypothèse du théorème 4.4.4, on a :

(4.4.14)
∫

ω

[
h3

12
∇p∗ + F̃ + µ

∫ h

0

∫ y

0
A∗ (x, ζ)

∂u∗ (x, ξ)

∂ξ
dξdy + α̂

∫ h

0

∫ y

0

∂u⋆/∂z

|∂u⋆/∂z| (x, ξ) dξdy −

hµ

2

∫ h

0
A∗ (x, ζ)

∂u∗ (x, ξ)

∂ξ
dξ − α̂h

2

∫ h

0

∂u⋆/∂z

|∂u⋆/∂z| (x, ξ) dξ

]
.∇ϕ (x) dx = 0, ∀ϕ ∈ W 1,p (ω) ,

avec

F̃ (x) =
∫ h

0
F (x, y) dy − h

2
F (x, h) ,

F (x, y) =
∫ h

0

∫ ξ

0
f̂ (x, t) dtdξ,

A∗ (x, ξ) =


1
2

2∑

i=1

(
∂u∗

∂z
(x, ξ)

)2


r−2
2

,

τ ∗ = A∗ (x, 0) =


1
2

2∑

i=1

(
∂u∗

∂z
(x, 0)

)2


r − 2

2 ∂u∗

∂z
(x, 0) ,

ρ∗ =
∂u∗

∂z
(x, 0) .

Preuve. En intégrant (4.4.7) de 0 à z, on obtient :

−µ


1
2

2∑

i=1

(
∂u∗

i

∂z

)2


r−2
2

∂u∗

∂z
− α̂

∂u⋆/∂z

|∂u⋆/∂z| + µτ ∗ (x) + α̂
ρ∗

|ρ∗| =
∫ z

0
f̂ (x, ξ) dξ − z∇p∗.
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En intégrant à nouveau de 0 à z, on trouve :

(4.4.15)
− ∫ z

0 µA∗ (x, ξ)
∂u∗

∂ξ
(x; ξ) dξ − α̂

∫ z
0

∂u⋆/∂z

|∂u⋆/∂z|dξ+

µτ ∗ (x) z + α̂
ρ∗

|ρ∗|z =
∫ z
0

∫ ξ
0 f̂ (x, y) dydξ − z2

2
∇p∗

si z = h, on obtient :

(4.4.16)
− ∫ h

0 µA∗ (x, ξ)
∂u∗

∂ξ
(x; ξ) dξ − α̂

∫ h
0

∂u⋆/∂z

|∂u⋆/∂z|dξ+

µτ ∗ (x)h + α̂
ρ∗

|ρ∗|h =
∫ h
0

∫ ξ
0 f̂ (x, y) dydξ − h2

2
∇p∗

intégrant (4.4.15) entre 0 et h on trouve :

(4.4.17)
− ∫ h

0

∫ y
0 µA∗ (x, ξ)

∂u∗

∂z
(x; ξ) dξdy − α̂

∫ h
0

∫ y
0

∂u⋆/∂z

|∂u⋆/∂z|dξdy+

µτ ∗ (x)
h2

2
+ α̂

ρ∗

|ρ∗|
h2

2
=

∫ h
0

∫ y
0

∫ ξ
0 f̂ (x, t) dtdξdy − h3

6
∇p∗.

De (4.4.16), on déduit :

(4.4.18)
µτ ∗ (x)

h2

2
+ α̂

ρ∗

|ρ∗|
h2

2
=

µh

2

∫ h
0 A∗ (x, ξ)

∂u∗

∂ξ
(x; ξ) dξ

+
1

2
hα̂

∫ h
0

∂u⋆/∂z

|∂u⋆/∂z|dξ +
h

2

∫ h
0

∫ ξ
0 f̂ (x, ξ) dydξ − h3

4
∇p∗.

De (4.4.18) et (4.4.17), on obtient :

h3

12
∇p∗ + F̃ +

∫ h

0

∫ y

0
µA∗ (x, ξ)

∂u∗ (x, ξ)

∂ξ
dξdy + α̂

∫ h

0

∫ y

0

∂u⋆/∂z

|∂u⋆/∂z| (x, ξ) dξdy−

µh

2

∫ h

0
A∗ (x, ξ)

∂u∗ (x, ξ)

∂ξ
dξ − α̂h

2

∫ h

0

∂u⋆/∂z

|∂u⋆/∂z| (x, ξ) dξ = 0

donc pour ϕ ∈ W 1,r (ω), on a :

∫

ω

[
h3

12
∇p∗ + F̃ + µ

∫ h

0

∫ y

0
A∗ (x, ξ)

∂u∗ (x, ξ)

∂ξ
dξdy + α̂

∫ h

0

∫ y

0

∂u⋆/∂z

|∂u⋆/∂z| (x, ξ) dξdy −
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µh

2

∫ h

0
A∗ (x, ξ)

∂u∗ (x, ξ)

∂ξ
dξ − α̂h

2

∫ h

0

∂u⋆/∂z

|∂u⋆/∂z| (x, ξ) dξ

]
.∇ϕ (x) dx = 0

Ce qui fallait de prouver.

4.5 Unicité des solutions

Théorème 4.4.6. La solution (u∗, p∗) du problème limite (4.4.1) et (4.4.14)

est unique dans Vz × Lr′

0 (ω).

Preuve. Supposons qu’il existe deux solutions (u1; p1) et (u2; p2) du problème(4.4.1) ;

(4.5.1)

µ
2∑

i=1

∫
Ω


1

2

2∑
i=1

(
∂u1i
∂z

)2


r−2
2

∂(u1i )

∂z

∂(ϕ̂i − u1i )

∂z
dxdz − ∫

Ω p∗ (x)

(
∂ϕ1
∂x1

+
∂ϕ2
∂x2

)
dxdz+

α̂
∫
Ω

(∣∣∣∣∣
∂ϕ̂

∂z

∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣
∂u1

∂z

∣∣∣∣∣

)
dxdz +

∫
ω k̂ (|ϕ̂| − |u2|) dx ≥

2∑
i=1

∫
Ω(f̂i, ϕ̂i − u1)dxdz, ∀ϕ̂ ∈ V (Ω)

(4.5.2)

µ
2∑

i=1

∫
Ω


1
2

2∑
i=1

(
∂u2i
∂z

)2


r−2
2

∂(u2i )

∂z

∂(ϕ̂i − u2i )

∂z
dxdz − ∫

Ω p∗ (x)

(
∂ϕ1
∂x1

+
∂ϕ2
∂x2

)
dxdz+

α̂
∫
Ω

(∣∣∣∣∣
∂ϕ̂

∂z

∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣
∂u2

∂z

∣∣∣∣∣

)
dxdz +

∫
ω k̂ (|ϕ̂| − |u2|) dx ≥

2∑
i=1

∫
Ω(f̂i, ϕ̂i − u2i )dxdz, ∀ϕ̂ ∈ V (Ω) .

On prend ϕ = u2 dans (4.5.1) et ϕ = u1 dans (4.5.2), on obtient :

(4.5.3)

µ
2∑

i=1

∫
Ω


1
2

2∑
i=1

(
∂u1i
∂z

)2


r−2
2

∂(u1i )

∂z

∂(u2i − u1i )

∂z
dxdz − ∫

Ω p∗ (x)

(
∂u21
∂x1

+
∂u22
∂x2

)
dxdz+

α̂
∫
Ω

(∣∣∣∣∣
∂u2

∂z

∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣
∂u1

∂z

∣∣∣∣∣

)
dxdz +

∫
ω k̂ (|u2| − |u2|) dx ≥

2∑
i=1

∫
Ω(f̂i, u2i − u1i )dxdz, ∀ϕ̂ ∈ V (Ω) .

(4.5.4)

µ
2∑

i=1

∫
Ω


1
2

2∑
i=1

(
∂u2i
∂z

)2


r−2
2

∂(u2i )

∂z

∂(u1i − u2i )

∂z
dxdz − ∫

Ω p∗ (x)

(
∂u11
∂x1

+
∂u12
∂x2

)
dxdz+

α̂
∫
Ω

(∣∣∣∣∣
∂u1

∂z

∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣
∂u2

∂z

∣∣∣∣∣

)
dxdz +

∫
ω k̂ (|u1| − |u2|) dx ≥

2∑
i=1

∫
Ω(f̂i, u1i − u2i )dxdz, ∀ϕ̂ ∈ V (Ω) .
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En sommant les deux inéquations (4.5.3) et (4.5.4), on trouve :

µ
2∑

i=1

∫

Ω




(
1

2

) r
2




2∑

i=1

(
∂u1i
∂z

)2


r−2
2

∂u1i
∂z

−
(
1

2

) r
2




2∑

i=1

(
∂u2i
∂z

)2


r−2
2

∂u2i
∂z




∂

∂z
(u1i −u2i )dxdz ≤ 0.

Nous utilisons l’inégalité suivante :

(
|x|r−2 x − |y|r−2 y, x − y

)
≥ (r − 1) (|x| + |y|)r−2 |x − y|2 x, y ∈ R

n, ∀ 1 < r ≤ 2,

on obtient :

(4.5.5)
∫

Ω

[∣∣∣∣∣
∂u1

∂z

∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣
∂u2

∂z

∣∣∣∣∣

]r−2 ∣∣∣∣∣
∂u1

∂z
− ∂u2

∂z

∣∣∣∣∣

2

dxdz = 0,

avec

∣∣∣∣∣
∂ui

∂z

∣∣∣∣∣ =


 2∑

i=1

(
∂u1i
∂z

)2


1

2
.

L’inégalité de Hölder, nous donnons :

(4.5.6)

∫
Ω

[
∂

∂z
(u1 − u2)

]r

dxdz ≤ C


∫

Ω

[∣∣∣∣∣
∂u1

∂z

∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣
∂u2

∂z

∣∣∣∣∣

]r−2 ∣∣∣∣∣
∂u1

∂z
− ∂u2

∂z

∣∣∣∣∣

2

dxdz




r
2

×
(

∫
Ω

[∣∣∣∣∣
∂u1

∂z

∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣
∂u2

∂z

∣∣∣∣∣

]r

dxdz

)2−r
2

.

Par l’utilisation de (4.5.5) et (4.5.6), on déduit que :

∥∥∥u1 − u2
∥∥∥

Vz

= 0.

Enfin, pour prouver l’unicité de la pression, on utilise l’équation (4.4.14)

avec les deux pressions p1 et p2, on trouve :

∫

ω

h3

12
∇

(
p1 − p2

)
∇ϕdx = 0.
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Lorsque ϕ = p1−p2, et par l’inégalité de Poincaré, en déduit que ‖p1 − p2‖Lr′
(ω) =

0. donc : p1 = p2.

Donc le théorème est démontré.
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