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Résumé

Dans cette thèse, on considère quelques problèmes aux limites semi
linéaires intervenant en mécanique des milieux continus hyperbo-
liques ou paraboliques. Le premier est un problème hyperbolique
pour les équations de l’élasticité linéaire avec un terme source et un
terme dissipatif non linéaire, tandis que le second est un problème
parabolique fortement non linéaire sans dissipation. Le troisième est
un problème hyperbolique non linéaire pour les équations de vis-
coélasticité non linéaire. Sous certaines conditions sur les données
initiales, en se basant sur les approximations de Faedo-Galerkin,
théorème de compacité et celle de monotonie ainsi que quelques
techniques récentes d’analyse mathématique, des résultats impor-
tants sur l’existence locale et globale, le comportement asymptotique
et l’explosion en temps fini des solutions ont été obtenus.



Abstract

In this thesis, we consider some semilnear hyperbolic or parabolic
problems. The first is an hyperbolic problem for the linear elasticity
equations with source and nonlinear dissipative terms, however the
second is a parabolic problem for a strongly nonlinear elliptic ope-
rator without dissipative term. The third is a nonlinear hyperbolic
problem for nonlinear viscoelastic equations. Under some hypothe-
sis on the initial data, by basing on Faedo-Galerkin approximations,
compactness and monotonicity theorems, the important results on
the local and global existence, asymptotic behavior and the explosion
in finite time of solutions are gotten in this work.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Notre compréhension des phénomènes du monde réel et notre technologie sont au-
jourd’hui en grande partie basés sur les équations aux dérivées partielles, qui seront notées
en abrégé EDP dans la suite. C’est en effet grâce à la modélisation de ces phénomènes à
travers d’EDP que l’on a pu comprendre le rôle de tel ou tel paramètre, et surtout obtenir
des prévisions parfois extrêmement précises. L’étude mathématique des EDP nous a aussi
appris à faire preuve d’un peu de modestie : on a découvert l’impossibilité de prévoir à
moyen terme certains phénomènes gouvernés par des EDP non linéaires.

L’une des choses qu’il faut avoir à l’esprit à propos des EDP, c’est qu’il n’est en général
pas question d’obtenir leurs solutions explicitement ! Ce que les mathématiques peuvent
faire par contre, c’est à dire si une ou plusieurs solutions existent, et d’écrire parfois
très précisément certaines propriétés de ces solutions telles que l’existence globale, le
comportement asymptotique, l’explosion de la solution en temps fini,. . .

Dans ce travail, en se basant sur les techniques utilisées par [38, 39, 30, 29, 32, 31, 21, 22,
1, 65, 27, 3, 4, 47, 49, 25, 20, 40, 37], pour démontrer quelques résultats d’existence locale et
globale, régularité, comportement asymptotique et comportement à l’infini de la solution
de quelques problèmes semi linéaires hyperboliques ou paraboliques à savoir :

1. Problèmes aux limites semi linéaires hyperboliques pour les équations élastiques
linéaires avec terme source et terme dissipatif,

2. Problèmes aux limites hyperboliques ou paraboliques non linéaires sans terme dis-
sipatif.

Plus précisément, on s’intéresse à l’étude de l’existence locale et globale, le comporte-
ment asymptotique et l’explosion en temps fini de la solution d’une équation d’onde, et
d’une équation semi linéaire pour l’opérateur de l’élasticité et pour l’opérateur fortement
elliptique non linéaire.

Cette thèse est constituée de deux parties :

iii



La première est consacrée à l’étude théorique d’un problème aux limites gouverné
par des équations décrivant l’évolution des matériaux ayant une loi de comportement
élastique et avec termes source et dissipatif :

∂2u
∂t2 − divσ (u) + |u|ρ u + αg (u′) = f dans Ω × (0,T) , (1)

avec des conditions aux limites de Dirichlet-Neumann homogènes, où α ≥ 0, p = ρ+2 > 1,
σ (u) = F (ε(u)) et ε(u) désignent respectivement le tenseur des contraintes et le tenseur des
déformations linéarisé, où F est une fonction linéaire et g est une fonction vérifie certaines
conditions.

1. Dans le cas de la loi de Hook suivante :

σ(u) = F (ε(u)) = 2µεi j(u) + λtrac(ε(u))I,

où λ et µ désignent les coefficients de l’élasticité, et dans le cas où σ(u) = ∇u.
Les deux problèmes liés aux (1) avec des conditions aux limites et initiales et sans
le terme dissipatif ont été considérés par plusieurs auteurs pour lesquels ils ont
démontré l’unicité en imposant une condition sur le nombre ρ, voir Lions [38] .

2. Dans le cas σ(u) = ∇u et sans le terme source |u|ρ u, avec g (.) , 0, le problème a été
étudié par plusieurs auteurs, à savoir les conditions imposées sur la fonction g, on
cite par exemple [47], [51], [1], [43], [57], [30], [49], [48], [25]. Précisément dans [47]
et sous certaines conditions initiales arbitraires dans un espace convenable, Nakao
Mitsuhiro a démontré que la solution faible est bornée ou bien existe globalement à
cause du terme dissipatif non linéaire g (u′). Dans [43], où g (v) = a

(
1 + |v|p−2

)
v, avec

a > 0, p > 2, Massaoudi a démontré que le problème admet une solution globale
unique, et que l’énergie se comporte exponentiellement. Finalement, dans [48], pour
le même problème de Messaoudi, des résultats sur l’existence globale d’une solution
locale pour 0 ≤ p− 2 ≤ 2

n−2 , n ≥ 3 et sur l’existence globale d’une solution forte pour
p − 2 > 2

n−2 , n ≥ 3 ont été obtenus.

Cette partie se décompose de trois chapitres :
Dans le premier et sous certaines hypothèses sur les données en se basant sur les

approximations de Faedo-Galerkin, la méthode de compacité ainsi que et la méthode
de monotonie, nous allons démontrer l’existence locale et l’unicité d’une solution faible.
Ensuite, sous certaines conditions supplémentaires sur la fonction g nous allons démontrer
la régularité et la dépendance continue de la solution par rapport aux données.

Dans le second chapitre, en se basant sur les techniques introduites et développées par
[10], [30], [32], [29], [1], [21], [22], [65], [1], [27], [31], [3, 4] nous allons prouver l’existence
globale et la stabilité non linéaire des solutions. Les techniques utilisées sont celles de
Liapounov basées sur l’application des inégalités et des intégrales appliquées dans [30],

iv



[32], [29], [1], [21], [22], [10] et [25] en affaiblissant les conditions sur g et l’hypothèse
p′ ≤ n+2

n−2 si n ≥ 3 où p′ désigne l’exposant conjugué de p.
Dans le dernier chapitre, sous certaines conditions sur la fonction g, différentes à celles

considérées auparavant, on démontre que la solution trouvée s’explose en temps fini T∗

qu’on va déterminer.
Il est important de signaler que les conditions sur la fonction g jouent un rôle très

important sur le comportement de la solution. En effet,

1. Ma, et Soriano dans [41] ont considéré les hypothèses suivantes :{
p = n, g (x) x ≥ 0,∣∣∣g (x)

∣∣∣ ≤ Cβ exp
(
β |x|

n
n−1

)
, x ∈ Rn,

pour démontrer l’existence globale pour des problèmes similaires à ceux considérés
dans ce travail en se basant sur les mêmes techniques.

2. Vitilaro dans [63] a imposé la condition
g ∈ C1,

xg (x) ≥ k0 |x|m , ∀x ∈ Rn, m > 2,∣∣∣g (x)
∣∣∣ ≤ k1 |x|

(
1 + |x|m−1

)
, ∀x ∈ Rn, m ≥ 2,

il a obtenu des résultats similaires à ceux obtenus dans ce travail.
La deuxième partie est consacrée à l’étude de l’existence locale et globale, explosion en

temps fini, comportement asymptotique des solutions de quelques problèmes aux limites
hyperboliques ou paraboliques non linéaires sans terme dissipatif et avec un terme source,
à savoir :

* Problème hyperbolique semi linéaire associé aux équations élastiques linéaires avec
terme source ;

* Problème aux limites parabolique non linéaire associé aux équations élastiques non
linéaires ;

* Problème aux limites hyperbolique non linéaire associé aux équations viscoélastiques.

Cette partie se divise de trois chapitres.
Dans le premier chapitre on analyse la question d’existence globale et explosion en

temps fini des solutions pour un problème hyperbolique semi linéaire associé aux équa-
tions élastiques avec terme source, suivant :

∂2u
∂t2 − divσ (u) + |u|ρ u = f , x ∈ Ω, t ∈ ]0,T[ , (2)

σ (u) = F (ε(u)) . (3)
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La fonction u cherchée vérifie en outre les conditions initiales et les conditions aux limites
suivantes :

u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω, (4)

u = 0 sur Σ1, σ(u)η = 0 sur Σ2, (5)

où les fonctions u0 et u1 sont données.
Un problème particulier de (2)-(5) a été considéré par J.L. Lions dans [38]. Les tech-

niques employées dans ce chapitre sont celles trouvées dans [3].
Le deuxième chapitre est consacré à l’étude du comportement à l’infini de la solu-

tion d’un problème aux limites parabolique non linéaire pour l’opérateur d’élasticité non
linéaire.

∂u
∂t
− µdivσ (u) + λAu = f , x ∈ Ω, t ∈ ]0,T[ ,

OùA, F sont des fonctions non linéaires et λ > 0 et µ > 0. Dans le cas où µ = 0 et λ , 0 et

Au = −
n∑

i=1

∂
∂xi

(∣∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣∣p−2
∂u
∂xi

)
, J.L. Lions dans [38] a étudié l’existence locale et l’unicité d’une

solution faible du problème particulier suivant :
∂u
∂t −

n∑
i=1

∂
∂xi

(∣∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣∣p−2
∂u
∂xi

)
= f , x ∈ Ω, t ∈ ]0,T[ , p ≥ 2,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

Les approximations de Faedo-Galerkin combinées aux méthodes de monotonie et de
compacité, voir [54, 55], nous permettent de prouver l’existence locale et l’unicité de
la solution du problème considéré. Ensuite, sous certaines hypothèses supplémentaires
convenables sur les données nous allons analyser le comportement à l’infini de la solution
et nous prouvons que la solution u reste bornée pour t −→ +∞.

Dans le dernier chapitre nous allons considérer un problème aux limites hyperbolique
non linéaire associé aux équations ayant une loi du comportement viscoélastique non
linéaire :

σ (u) = λF (ε(u)) + µG (ε(u′)) , dans Ω × (0,T) ,

avec les conditions aux limites et initiales (4) et (5). Où F et G sont des fonctions non
linéaires et ρ, λ, µ des nombres réels positifs.

Dans les cas où µ = 0 et λ = 1, avec σ (u) = ∇u ou µ = 1 et λ = 0, avec σ (u) = ∇u′ les
problèmes correspondants ont été considérés par J.L. Lions [38]. Plus précisément, sous la
supposition ρ ≤ 2

n−2 , il a montré l’existence, l’unicité et la régularité d’une solution faible.
Pour λ = 1, µ = 0, où F est une fonction linéaire, le problème élastique associé a été étudié
par R. Abita et B, Benyattou dans [56].

Sous certaines hypothèses sur les données en se basant sur les approximations de
Faedo-Galerkin, la méthode de compacité et le théorème du monotonie, nous allons dé-
montrer l’existence locale et l’unicité d’une solution faible. Ensuite nous allons montrer la
dépendance continue de la solution par rapport aux données.
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Notations

Si Ω est un ouvert borné de Rn on a

Ω L’adhérence de Ω
Γ La frontière de Ω supposée souvent régulière
Γi (i = 1, 2) Une partition de la frontière Γ
mes Γi La mesure de Lebesgue (n − 1) dimensionnelle de Γi
η La normale extérieure unitaire à Γ
vη, vτ Les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v
ση, στ Les composantes normale et tangentielle du champ tensoriel σ
C1(Ω) L’espace des fonctions réelles continûment différentiables sur Ω
D(Ω) L’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables

et à support compact contenu dans Ω.
D′(Ω) L’espace des distributions sur Ω.
D′(0,T; X) L’espace des distributions des fonctions u : [0,T]→ X
H

1
2 (Γ) L’espace de Sobolev d’ordre 1
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∫
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∥∥∥

Lp(0,T;X) =

 T∫
0

∣∣∣∣∣∣ f (s)
∣∣∣∣∣∣p
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Première partie

Problème hyperbolique semi linéaire
associé aux équations élastiques avec

terme source et terme dissipatif



Introduction

Soit Ω un ouvert borné de Rn, de frontière Γ régulière. Dans cette première partie,
on s’intéresse à l’existence locale et globale, comportement asymptotique et explosion en
temps fini T∗ de la solution d’un problème hyperbolique semi linéaire pour l’élasticité
linéaire et avec une dissipation non linéaire :

∂2u
∂t2 − divσ (u) + |u|ρ u + αg (u′) = f dans Ω × (0,T) , (6)

où u, f et σ (u) = F (ε(u)) et ε(u) désignent le vecteur du déplacement, la densité des
forces volumiques, le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations linéarisé,
respectivement, où F est une fonction linéaire et g : Rn

→ Rn est une fonction monotone
et globalement Lipschitz telle que g (0) = 0, α ≥ 0.

La fonction u cherchée doit vérifier en outre les conditions aux limites et les conditions
initiales suivantes :

u = 0 sur Σ1, σ(u)η = 0 sur Σ2. (7)

u′(x, 0) = u1(x), u(x, 0) = u0(x), dans Ω, (8)

avec u0(x), u1(x), sont des fonctions données.
Cette partie se décompose de trois chapitres :
Dans le premier chapitre de cette partie et sous certaines hypothèses sur les données

en se basant sur les approximations de Faedo-Galerkin, la méthode de compacité ainsi
que et le théorème monotonie, nous allons démontrer l’existence locale et l’unicité d’une
solution faible. Ensuite, sous certaines conditions supplémentaires sur la fonction g nous
allons démontré la régularité et la dépendance continue de la solution par rapport aux
données.

Dans le second chapitre, en se basant sur les techniques introduites et développées par
[10], [30], [32], [29], [1], [21], [22], [65], [27], [31], [3, 4] nous allons prouver l’existence

globale et la stabilité non linéaire des solutions. Les techniques utilisées sont celles de
Liapounov basées sur l’application des inégalités et des intégrales appliquées dans [30],
[32], [29], [1], [21], [22], [10] et [25] en affaiblissant les conditions |g(x)| → ∞ quand |x| → ∞
et l’hypothèse p′ ≤ n+2

n−2 si n ≥ 3, où p′ est le conjuguée exponentielle de p.
Dans le dernier chapitre, sous certaines conditions sur la fonction g nous allons dé-

montré queque la solution trouvée s’explose en temps fini T∗ qu’on déterminera.
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CHAPITRE 1

EXISTENCE LOCALE, RÉGULARITÉ ET DÉPENDANCE
CONTINUE DE LA SOLUTION PAR RAPPORT AUX DONNÉES

Sommaire
1.1 Notations et formulation variationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.1.1 Hypothèses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2 Formulation variationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3 Existence et Unicité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3.1 Existence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3.2 Unicité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.4 Régularité de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.5 Dépendance continue de la solution par rapport aux données . . . . . 22

Dans ce chapitre, on considère un problème aux limites non linéaire gouverné par des
équations décrivant l’évolution des matériaux ayant une loi de comportement élastique
linéaire avec un terme source et un terme dissipatif. On démontre que ce problème, sous
certaines hypothèses sur les données est équivalent au problème variationnel qu’on déter-
minera explicitement. Les approximations de Faedo-Galerkin et la méthode de compacité
assurent que ce problème possède au moins une solution faible dans un intervalle borné
[0,T]. L’unicité de la solution est obtenue en éliminant quelques conditions qui ont été
imposées par plusieurs auteurs [Lions, Meflah,......] pour des problèmes particuliers. A la
fin de ce chapitre on s’intéresse à la régularité de la solution et la dépendance continue de
la solution par rapport aux données.

1.1 Notations et formulation variationnelle

Soit Ω un ouvert borné de Rn, à frontière régulière Γ, on désigne par u un vecteur
(u1,u2, ...,un), où ∀i , ui : Q = Ω× ]0,T[→ R. Soit {Γ1,Γ2} une partition de Γ, i.e. Γ = Γ1 ∪ Γ2
et Γ1 ∩ Γ2 = ∅. On suppose que mes Γ1 > 0 et on pose Σ1 = Γ1 × ]0,T[ et Σ2 = Γ2 × ]0,T[ où
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A. Rahmoune 1.1 Notations et formulation variationnelle

T est un réel fini quelconque. On dénote par

∂2u
∂t2 = u′′ =

{
u′′1 ,u

′′

2 , ...,u
′′

n

}
=

{
∂2u1

∂t2 ,
∂2u2

∂t2 , ...,
∂2un

∂t2

}

ε(u) =
1
2

(
∂ui

∂x j
+
∂u j

∂xi

)
désigne le tenseur des déformations linéarisé

Pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonc-
tions u, σ par rapport à x ∈ Ω et t ∈ [0,T]. L’objet de ce chapitre est de chercher le couple
(u, σ) ∈ Rn

× Sn solution du problème (1.1)-(1.4) suivant :

Problem 1.1 Trouver un champ des déplacements u : Q → Rn, un champ des contraintes
σ : Q→ Sn, tels que

∂2u
∂t2 − divσ (u) + |u|ρ u + αg (u′) = f dans Q, (1.1)

σ (u) = F (ε(u)) dans Q, (1.2){
a) u = 0 sur Σ1,
b) σ(u)η = 0 sur Σ2.

(1.3){
a) u(x, 0) = u0(x),
b) u′(x, 0) = u1(x), dans Ω. (1.4)

Où g : Rn
→ Rn est une fonction monotone et globalement Lipschitz telle que g (0) = 0. La

première équation, sans le terme non linéaire |u|ρu + αg (u′), décrit l’évolution d’un corps
ayant une loi de comportement élastique (1.2), où F est une fonction linéaire. Les relations
(1.3) et (1.4) sont les conditions aux limites homogène Dirichlet-Neumann et les conditions
initiales, respectivement.

En absence du terme dissipatif, pour α = 0, le problème a été étudié par Rahmoune et
Benabderrahmane dans [54, 55], ils ont démontré l’existence locale d’une solution faible
et ils ont obtenu l’unicité de la solution en affaiblissant quelques hypothèses qui ont été
considérées par plusieurs auteurs pour des problèmes particuliers, par exemple dans le cas
où σ (u) = ∇u, Lions dans [38, 39] a étudié le problème de Dirichlet associé. Il a démontré
l’existence d’une solution faible en se basant sur les approximations de Faedo-Galerkin
et la méthode de compacité, puis il a démontré l’unicité de la solution en supposons des
conditions sur ρ où ρ = p − 2 > −1.

Pour l’étude de ce problème on aura besoin des hypothèses suivantes :

1.1.1 Hypothèses

Nous supposons que la fonction linéaire F : Ω × Sn → Sn satisfait les hypothèses
suivantes :

(a) Il existe m > 0 telle que
(F(x, ε), ε) ≥ m |ε|2 , ∀ε,∈ Sn, p.p. x ∈ Ω.
(b) (F(x, ε), τ) = (F(x, τ), ε), ∀ε, τ ∈ Sn, p.p. x ∈ Ω;
(c) L’application x 7→ F(x, ε) est Lebesgue mesurable sur Ω, pour tout ε ∈ Sn,

(1.5)

où Sn représente l’espace de tenseurs symétriques d’ordre n .
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A. Rahmoune 1.1 Notations et formulation variationnelle

Nous supposons aussi que les données initiales aient la régularité suivante :

f ∈ L2(Q), (1.6)

u0 ∈ V ∩ Lp(Ω), (1.7)

u1 ∈ L2(Ω). (1.8)

où
V =

{
v ∈ H1(Ω), v = 0 sur Σ1

}
.

On dénote par
H=L2(Ω)n×n

s =
{
σ = (σi j)/σi j = σ ji ∈ L2(Ω)

}
,

qui est un espace de Hilbert muni de produit scalaire donné par

(σ, τ)H =

∫
H

σi jτi jdx.

et avec la norme associée ‖.‖H .
On a les remarques suivantes

Remarque 1.1 Les hypothèses (1.5) nous permettent de considérer l’opérateur, noté encore F,
défini par

F : H −→ H , F (ε(.)) = F (., ε(.)) , ∀ε ∈ H , p.p.dans Ω

Démonstration. Si ε ∈ H , en utilisant le fait que F est continu et ((1.5),c) il résulte que
x→ F (x, ε(.)) est une fonction mesurable de Ω à valeur dans Sn, et comme F (x, 0n) = 0, on
conclut que F (x, ε(.)) ∈ H . On remarque également que, d’après (1.5), l’opérateur F est un
opérateur continu, linéaire et fortement monotone car il satisfait aux inégalités suivantes :∫

Ω

|F((ε(u))|2 dx ≤ C
∫
Ω

|(ε(u)|2 dx ≤ C, donc F ((ε(u)) ∈ H

et
(F(ε), ε)

H ≥ m |ε|2
H
∀ε ∈ H .

Remarque 1.2 Comme l’opérateur F est linéaire et positive, i.e. ((F(ε), ε) ≥ 0, ∀ε ∈ H), alors F
est continu surH fort.

Remarque 1.3 Etant donné que l’opérateur F : H →H est fortement monotone et linéaire, alors
F est inversible et F−1 : H →H est également fortement monotone et linéaire. Donc

σ (u) = F (ε(u)) est équivalent au ε(u) = F−1 (σ (u)) .
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A. Rahmoune 1.2 Formulation variationnelle

1.2 Formulation variationnelle

Dans ce paragraphe on démontre que sous les hypothèses précédentes le problème
(1.1)-(1.4) est équivalent à un problème variationnel, noté (P.V).

Lemme 1.1 Sous les hypothèses (1.5)-(1.8), le problème (1.1)-(1.4) est, formellement, équivalent
au problème variationnel suivant :

(P.V) :


Trouver u ∈ V ∩ Lp(Ω) tel que

(u′′, v) + a (u, v) + (|u|ρ u, v) + α
(
g (u′) , v

)
=

(
f , v

)
, ∀v ∈ V ∩ Lp(Ω)

u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω

Où
V =

{
v ∈ H1(Ω)/v = 0 sur Σ1

}
et

a(u, v) =

∫
Ω

σ(u)ε(v)dx =

n∑
i, j=1

∫
Ω

σi j (u)
∂vi

∂x j
dx.

Démonstration. Soit u une solution du problème (1.1)-(1.4), en multipliant l’équation (1.1)
par v ∈ H1 (Ω) ∩ Lp(Ω) il vient

(u′′, v) − (divσ (u) , v) + (|u|ρ u, v) + α
(
g (u′) , v

)
=

(
f , v

)
,

ou encore

(u′′, v) −
n∑

i, j=1

∫
Ω

∂σi j (u)

∂x j
vidx + (|u|ρ u, v) +

+α
(
g (u′) , v

)
=

(
f , v

)
, ∀v ∈ H1(Ω) ∩ Lp(Ω).

En utilisant la formule de Green, on obtient pour tout v ∈ H1(Ω) ∩ Lp(Ω)

(u′′, v) +

n∑
i, j=1

∫
Ω

σi j (u)
∂vi

∂x j
dx −

n∑
i, j=1

∫
Σ

σi j (u) η jvidΣ + (|u|ρ u, v) + α
(
g (u′) , v

)
=

(
f , v

)
En utilisant le fait que {Σ1,Σ2} est une partition de Σ on en déduit

(u′′, v) +

n∑
i, j=1

∫
Ω

σi j (u)
∂vi

∂x j
dx −

n∑
i, j=1

∫
Σ1

σi j (u) η jvidΣ1−

−

n∑
i, j=1

∫
Σ2

σi j (u) η jvidΣ2 + (|u|ρ u, v) + α
(
g (u′) , v

)
=

(
f , v

)
En posant v = 0 sur Σ1, il en résulte

(u′′, v) +

n∑
i, j=1

∫
Ω

σi j (u)
∂vi

∂x j
dx −

n∑
i, j=1

∫
Σ2

σi j (u) η jvidΣ2 + (|u|ρ u, v) +

+α
(
g (u′) , v

)
=

(
f , v

)
, ∀v ∈ V ∩ Lp(Ω).
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A. Rahmoune 1.2 Formulation variationnelle

En prenant en considération la condition (1.4) sur Σ2, on obtient le problème variationnel
suivant :

(u′′, v) + a (u, v) + (|u|ρ u, v) + α
(
g (u′) , v

)
=

(
f , v

)
, ∀v ∈ V ∩ Lp(Ω)

Finalement tenant compte des conditions (1.3), on conclut que u est une solution du
problème (P.V).
Montrons l’implication inverse.

Soit u une solution variationnelle du problème (P.V), on a

(u′′, v) + a (u, v) + (|u|ρ u, v) + α
(
g (u′) , v

)
=

(
f , v

)
, ∀v ∈ V ∩ Lp(Ω).

En utilisant la formule de Green, on trouve

(u′′, v) −
n∑

i, j=1

∫
Ω

∂σi j (u)

∂x j
.vidx +

n∑
i, j=1

∫
Σ

σi j (u) η jvidx + (|u|ρ u, v) + (1.9)

+α
(
g (u′) , v

)
=

(
f , v

)
, ∀v ∈ V ∩ Lp(Ω).

Pour v = ψ ∈ D (Ω) il vient

(
u′′, ψ

)
−

n∑
i, j=1

∫
Ω

∂σi j (u)

∂x j
.ψidx +

(
|u|ρ u, ψ

)
+ α

(
g (u′) , ψ

)
=

(
f , ψ

)
, ∀ψ ∈ D (Ω) ,

ou encore sous forme(
u′′, ψ

)
−

∫
Ω

divσ (u) .ψdx +
(
|u|ρ u, ψ

)
+ α

(
g (u′) , ψ

)
=

(
f , ψ

)
, ∀ψ ∈ D (Ω) ,

d’où l’équation
u′′ − divσ + |u|ρ u + αg (u′) = f , p.p. dans Q.

Reste à vérifier les conditions (1.4).
Pour tout v ∈ V ∩ Lp(Ω) on a v = 0 sur Σ1, de plus en remplaçant l’équation (1.1) dans

(1.9), on trouve
n∑

i, j=1

∫
Σ2

σi j (u) η jvidΣ2 = 0, ∀v ∈ V ∩ Lp(Ω).

En admettant que l’espace des traces sur Σ2 est dense dans L2 (Σ2) on trouve

∀w ∈ L2 (Σ2) ,
∫
Σ2

σ (u) ηwdΣ2 = 0.

D’où il résulte que σ (u) η = 0 sur Σ2.
Si on pose

‖u‖1 = (a(u,u))
1
2 =


∫
Ω

σ(u)ε(u)dx


1
2

.

Il est clair que ‖u‖1 définie une semi norme sur V et de plus on a :
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A. Rahmoune 1.3 Existence et Unicité

Lemme 1.2 Sous l’hypothèse (1.5), ‖u‖1 est une semi norme équivalente à la norme ‖u‖ sur H1
0(Ω).

Démonstration. En utilisant la remarque 1.3, il vient

|a(u,u)| ≤

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

F(ε(u))ε(u)dx

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Ω

|F(ε(u))| |ε(u)| dx ≤

≤ C
∫
Ω

|ε(u)|2 dx ≤ C |ε(u)|2 ≤ C2 ‖u‖2

Grâce à l’inégalité de Korn, de ((1.5), a) on tire

a(u,u) ≥ m
∫
Ω

|ε(u)|2 dx ≥ C′2 ‖u‖
2

Donc
C′

1
2

2 ‖u‖ ≤ (a(u,u))
1
2 ≤ C

1
2
2 ‖u‖ .

1.3 Existence et Unicité

Dans ce paragraphe et sous les hypothèses que nous avons cité précédemment, l’exis-
tence locale et l’unicité d’une solution faible seront obtenues en se basant sur les approxi-
mations de Faedo-Galerkin, méthode de compacité et les propriétés d’un opérateur semi
continu inférieurement. L’unicité de la solution est démontrée sans aucune condition sur
le nombre ρ.

Nous commençons par démontrer l’existence d’une solution faible du problème (1.1)–
(1.4).

1.3.1 Existence

Théorème 1.1 Supposons que les hypothèses (1.5)-(1.8) sont vérifiées. Alors le problème (1.1)
possède au moins une solution pour tout T fini quelconque et tout ρ > −1. En outre, la solution
satisfait

u ∈ L∞(0,T; V ∩ Lp(Ω)), (1.10)

u′ ∈ L∞(0,T; L2(Ω)), (1.11)

g (u′) u′ ∈ L1(0,T). (1.12)

Avant de donner la démonstration explicite de ce théorème nous commençons par justifier
que le problème variationnel (P.V) a un sens.

Lemme 1.3 Sous les hypothèses (1.5)-(1.8), le problème (P.V) a bien un sens.
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A. Rahmoune 1.3 Existence et Unicité

Démonstration. Notons que si u : t → u (t) est une fonction de L2 (0,T; V ∩ Lp(Ω)) et si v
est un élément de V ∩ Lp(Ω), la fonction t→ (u (t) , v)V appartient à L2 (0,T). Tout d’abord
puisque u est une fonction de L∞ (0,T; V ∩ Lp(Ω)) et pour u′ ∈ L∞(0,T; L2(Ω)), les fonctions
t 7−→ (u (t) , v), t 7−→ a (u (t) , v) appartiennent à L2 (0,T) et t 7−→

(
g (u′ (t)) , v

)
appartient à

L1 (0,T). Aussi la fonction t 7−→
(
|u (t)|ρ u (t) , v

)
appartient à L1 (0,T) pour tout v ∈ V∩Lp(Ω),

car en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve∫
Ω

∣∣∣|u|ρ u (t) v (t)
∣∣∣ dx ≤

∥∥∥|u|ρ u (t)
∥∥∥

Lp′ (Ω) ‖v (t)‖Lp(Ω) ≤

≤ C ‖u (t)‖Lp(Ω) ‖v (t)‖Lp(Ω) ≤ C.

De même, puisque f est une fonction de L2 (Q), la fonction t 7−→
(

f (t) , v
)

est dans L2 (0,T)
pour tout v ∈ V. Il en résulte que le problème variationnel (P.V) a un sens dans D′ (]0,T[).

Lemme 1.4 Sous les hypothèses (1.5)-(1.8), les conditions (1.3) ont un sens.

Démonstration. Tenant compte de (1.10) et (1.11) on a

u ∈ L∞
(
0,T; L2(Ω)

)
et
∂u
∂t
∈ L∞

(
0,T; L2(Ω)

)
.

En particulier, après modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle, u est
continue de [0,T]→ L2(Ω), donc ((1.3), a) a un sens.
Reste à vérifier que ((1.3), b) a un sens, pour cela on revient à l’équation (1.1) qui donne

∂2u
∂t2 = f + divσ − |u|ρ u + αg (u′) .

En utilisant (1.10) on déduit
ε(u) ∈ L∞

(
0,T; L2(Ω)

)
.

Tenant compte du fait que F est continu, il résulte que

F (ε(u)) ∈ L∞
(
0,T; L2(Ω)

)
,

d’où il vient
divF (ε (u)) = divσ ∈ L∞

(
0,T; H−1(Ω)

)
.

D’autre part en utilisant (1.10) il vient∫
Ω

∣∣∣(|u|ρ u)
∣∣∣p′ dx =

∫
Ω

|u|(ρ+1)p′ dx =

∫
Ω

|u|(ρ+1) p
p−1 dx =

=

∫
Ω

|u|(p−1) p
p−1 dx =

∫
Ω

|u|p dx = ‖u‖p
LP(Ω)

≤ C

et par conséquent

|u|ρ u ∈ L∞
(
0,T; Lp′(Ω)

)
,

1
p

+
1
p′

= 1.
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De (1.11) on a
g (u′) ∈ L∞

(
0,T; L2(Ω)

)
.

Donc, il en résulte que

u′′ ∈ L2
(
0,T; L2(Ω)

)
+ L∞

(
0,T; H−1(Ω) + Lp′(Ω)

)
.

D’où, en particulier
u′′ ∈ L2

(
0,T; H−1(Ω) + Lp′(Ω)

)
.

Ceci joint à (1.13), en particulier, ∂u
∂t est continue de [0,T] −→ H−1(Ω) + Lp′(Ω), de sorte que

((1.3); b) a un sens.
Démonstration du Théorème 1.1. La démonstration du Théorème 1.1 sera effectuée dans
quatre étapes :

a) Solution approchée : on construit des solutions approchées par la méthode de Faedo
Galerkin ;

b) Estimations à priori : on établit sur ces solutions approchées des estimations (majo-
rations) à priori ;

c) Passage à la limite : en utilisant la propriété de compacité dans les termes non li-
néaires et les propriétés d’un opérateur semi continu inférieurement.

d) Vérifications des conditions initiales.

A cet effet, nous assumons dans la suite que (1.5)-(1.8) sont satisfaites ; ci-après, C est
une constante générique positive qui peut dépendre de Ω, Γ1, Γ2, L, m, dont la valeur peut
changer d’un endroit à l’autre.

a) Etape 1 : Solution approchée.
On introduit une suite (wn) de fonctions ayant les propriétés suivantes :
∗ ∀ j; w j ∈ V ∩ Lp(Ω);
∗ La famille {w1,w2, ...,wm} est linéairement indépendante ;
∗ L’espace Vm = span {w1,w2, ...,wm} engendré par la famille {w1,w2, ...,wm} est dense dans
V ∩ Lp(Ω).
Pour tout m ∈N∗ on note (P1m) le problème suivant : trouver um = um(t) dans Vm, sous la
forme

um(t) =

m∑
i=1

Kim(t)wi, (1.13)

où les K jm sont déterminés par le système (Pm) suivant :

(Pm) :


(u′′m(t),w j) + a(um,w j) +

(
|um|

ρ um,w j

)
+

+α(g
(
u′m

)
,w j) = ( f ,w j), 1 ≤ j ≤ m,

um(0) = u0m, u′(0) = u1m,

(1.14)

où

um(0) = u0m =

m∑
i=1

αimwi
m−→∞
−→ u0, dans V (1.15)
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et

u′m(0) = u1m =

m∑
i=1

βimwi
m−→∞
−→ u1, dans L2(Ω). (1.16)

Comme la famille {w1,w2, ...,wm} est linéairement indépendante, le problème (Pm) possède
au moins une solution um dans l’intervalle [0, tm] ayant la régularité suivante :

um (t) ∈ L2 (0, tm; Vm) ,u′m (t) ∈ L2 (0, tm; Vm) .

Les estimations à priori sur (um (t))m qui suivent montreront que tm est indépendant de m.
(i.e. tm = T.)

b) Estimations sur (um (t))m.

On multiplie l’équation (1.14) d’indice j par K′jm(t) et l’on somme en j il vient(
u′′m(t),u′m(t)

)
+ a

(
um(t),u′m(t)

)
+

(
|um|

ρ um,u′m(t)
)
+ (1.17)

+α
(
g
(
u′m

)
,u′m(t)

)
=

(
f ,u′m(t)

)
.

Mais comme
um ∈ L2 (0, tm; Vm) , u′m ∈ L2 (0, tm; Vm)

Donc
ε(um), ε(u′m) ∈ L2

(
0,T; L2 (Ω)

)
Par conséquent

F(ε(um)),F(ε(u′m)) ∈ L2
(
0,T; L2 (Ω)

)
.

D’autre part comme

d
dt

a (um(t),um(t)) =

(
d
dt

F (ε(um (t))) , ε(um (t))
)
+

+

(
F (ε(um (t))) ,

d
dt
ε(um (t))

)
=

(
F
(
ε(u′m (t))

)
, ε(um (t))

)
+

+
(
F (ε(um (t))) , ε(u′m (t))

)
= a

(
u′m(t),um(t)

)
+ a

(
um(t),u′m(t)

)
.

En utilisant ((1.5), b) il en résulte(
F
(
ε(u′m (t))

)
, ε(um (t))

)
=

(
F (ε(um (t))) , ε(u′m (t))

)
Donc

a
(
um(t),u′m(t)

)
=

1
2

d
dt

a (um(t),um(t)) ≥
1
2

d
dt
‖um (t)‖21 . (1.18)

Aussi  1
2

d
dt

∣∣∣u′m(t)
∣∣∣2 = (u′′m(t),u′m(t));

1
p

d
dt ‖um(x, t))‖pLp(Ω) = (|um|

ρ um(t),u′m(t)), p = ρ + 2.

En utilisant (1.18) et le Lemme 1.2, (1.17) devient

1
2

d
dt

∣∣∣u′m(t)
∣∣∣2 +

1
2

C1
d
dt
‖um (t)‖2 +

1
p

d
dt
‖um (t)‖pLp(Ω) + (1.19)

+α
(
g
(
u′m(t)

)
,u′m(t)

)
≤

(
f (t),u′m(t)

)
.
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Grâce aux inégalités de Cauchy-Schwarz et Young, de (1.19) on conclut que

1
2

d
dt

(∣∣∣u′m(t)
∣∣∣2 + C1 ‖um (t)‖2 +

2
p
‖um (t)‖pLp(Ω)

)
+ α

(
g
(
u′m(t)

)
,u′m(t)

)
≤ (1.20)

≤
1
2

∣∣∣( f (t)
∣∣∣2 +

1
2

∣∣∣u′m(t)
∣∣∣2 .

En intégrant (1.20) sur (0, t) il résulte

1
2

(∣∣∣u′m(t)
∣∣∣2 + C1 ‖um(t)‖2 +

2
p
‖um (t)‖pLp(Ω)

)
+ α

t∫
0

(
g
(
u′m(t)

)
,u′m(t)

)
dt ≤

≤
1
2
|u1m|

2 +
1
2

C1 ‖u0m‖
2 +

1
p
‖u0m‖

p
Lp(Ω) + (1.21)

+
1
2

t∫
0

∣∣∣( f (s)
∣∣∣2 ds +

1
2

t∫
0

∣∣∣u′m(s)
∣∣∣2 ds.

Moyennant (1.15), (1.16) et (1.6) il résulte de (1.21) que

∣∣∣u′m(t)
∣∣∣2 + C1 ‖um(t)‖2 +

2
p
‖um(t)‖pLp(Ω) + 2α

t∫
0

(
g
(
u′m(t)

)
,u′m(t)

)
dt ≤ (1.22)

≤ C2 +

t∫
0

∣∣∣u′m(s)
∣∣∣2 ds.

En utilisant les propriétés de la fonction g on voit que pour tout x ∈ Rn on a xg(x) ≥ 0, et
par conséquent (

g
(
u′m(t)

)
,u′m(t)

)
≥ 0, ∀t ≥ 0. (1.23)

Par conséquent, on a en particulier,

∣∣∣u′m(t)
∣∣∣2 ≤ C2 +

t∫
0

∣∣∣u′m(s)
∣∣∣2 ds, ∀t ∈ [0,T] . (1.24)

En utilisant l’inégalité de Gronwall pour déduire de l’inégalité précédente que∣∣∣u′m(t)
∣∣∣ ≤ C (indépendant de m). (1.25)

Reprenant (1.22) on en déduit que

‖um(t)‖ + ‖um(t)‖Lp(Ω) +

t∫
0

(
g
(
u′m(t)

)
,u′m(t)

)
dt ≤ C. (indépendant de m) (1.26)

D’où l’indépendance de tm par rapport à m.
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En utilisant (1.25), (1.26) pour conclure
um demeure dans un borné de L∞ (0,T; V ∩ Lp(Ω)) ,
u′m demeure dans un borné de L∞

(
0,T; L2(Ω)

)
,(

g
(
u′m(t)

)
,u′m(t)

)
demeure dans un borné de L1 (0,T) .

(1.27)

c) Passage à la limite.
De (1.27), on déduit qu’on peut extraire une sous suite

(
uµ

)
de (um) telle que

uµ → u dans L∞ (0,T; V ∩ Lp(Ω)) , faible étoile, (1.28)

u′µ → u′ dans L∞
(
0,T; L2(Ω)

)
, faible étoile. (1.29)

Puisque V ∩ Lp(Ω) ⊂ L2(Ω), il résulte en particulier de (1.27) que les suites (um) ,
(
u′m

)
sont

bornées dans L2(0,T; V) ⊂ L2
(
0,T; L2(Ω)

)
= L2 (Q) , L2 (Q) , respectivement, en particulier

(um) demeure dans un borné de H1(Q).
En utilisant le fait que l’injection de H1(Q) dans L2(Q) est compact, voir [20, 38], on déduit
que

uµ −→ u in L2(Q) fort. (1.30)

En utilisant le fait que g
(
u′m

)
demeure dans un borné de L∞

(
0,T; L2(Ω)

)
, on conclut que

g
(
u′µ

)
→ χ dans L∞

(
0,T; L2(Ω)

)
, faible étoile (1.31)

et comme |um|
ρ um demeure dans un borné de L∞

(
0,T; Lp′(Ω)

)
, 1

p + 1
p′ = 1, alors on a∣∣∣uµ∣∣∣ρ uµ → |u|ρ u dans L2

(
0,T; Lp′(Ω)

)
, faible étoile. (1.32)

Soit j fixé, et µ > j, alors d’après (1.14) on a(
u′′µ (t),w j

)
+ a

(
uµ,w j

)
+

(∣∣∣uµ∣∣∣ρ uµ(t),w j

)
+ α

(
g
(
u′µ

)
,w j

)
=

(
f ,w j

)
, j = 1, ...,m. (1.33)

Mais d’après (1.28), (1.29) il résulte{
a(uµ,w j)→ a(u,w j) dans L∞(0,T), faible étoile,
(u′µ,w j)→ (u′,w j) dans L∞(0,T), faible étoile.

Et donc, (
u′′µ (t),w j

)
−→

(
u′′(t),w j

)
dansD′(0,T).

Moyennant (1.29), (1.31) on en déduit que(
g
(
u′µ

)
,w j

)
→

(
χ,w j

)
dans L∞(0,T). faible étoile

Et de (1.28), (1.32) on a(∣∣∣uµ∣∣∣ρ uµ,w j

)
−→

(
|u|ρ u,w j

)
dans L2(0,T) faible étoile.

Par conséquent, (1.33) devient

∂2

∂t2 (u,w j) + a(u,w j) +
(
|u|ρ u,w j

)
+

(
αχ,w j

)
=

(
f ,w j

)
,
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pour tout w j ∈ Vm et tout 1 ≤ j ≤ m.
Par densité de Vm dans V ∩ Lp(Ω) on conclut que

(u′′, v) + a (u, v) + (|u|ρ u, v) + (αχ, v) =
(

f , v
)
, ∀v ∈ V.

D’où il résulte que u satisfait

u′′ − divσ (u) + |u|ρ u + αχ = f dans Q. (1.34)

d) Vérifications des conditions initiales.
D’après (1.28), (1.29),

uµ(0)→ u(0) dans L2(Ω) faible.

Alors, de (1.16) on en déduit, en particulier, que

uµ(0) = u0µ → u0 dans V.

D’où la première condition dans (1.4).
D’autre part, nous avons(

u′′µ (t),w j

)
→

(
u′′(t),w j

)
dans L∞(0,T) faible étoile.

Par conséquent, (
u′µ(0),w j

)
−→ (u′(0),w j).

Comme
(
u′µ(0),w j

)
−→ (u1,w j), on a

(
u′(0),w j

)
= (u1,w j),∀ j. Alors la deuxième condition

dans (1.4) est satisfaite.
Pour finir la preuve du Théorème 1.1 nous devons montrer que

χ = g(u′(t)).

En effet :
Pour tout v ∈ L2 (0,T; V) on a

Xµ =

t∫
0

(
αg

(
u′µ (s)

)
− αg (v′ (s)) ,u′µ (s) − v′ (s)

)
ds ≥ 0. (1.35)

De (1.14) il découle

t∫
0

(
αg

(
u′µ (s)

)
,u′µ (s)

)
ds = −

1
2

∣∣∣u′µ (t)
∣∣∣2 − 1

2
C1

∥∥∥uµ (t)
∥∥∥2
−

−
1
p

∥∥∥uµ(x, t))
∥∥∥p

Lp(Ω) +
1
2

∣∣∣u1µ

∣∣∣2 +
1
2

C1

∥∥∥u0µ
∥∥∥2

+

+
1
p

∥∥∥u0µ
∥∥∥p

Lp(Ω) +

t∫
0

(
f (s) ,u′µ

)
ds,
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d’où

Xµ = −
1
2

∣∣∣u′µ (t)
∣∣∣2 − 1

2
C1

∥∥∥uµ (t)
∥∥∥2
−

1
p

∥∥∥uµ(x, t))
∥∥∥p

Lp(Ω) +

+
1
2

∣∣∣u1µ

∣∣∣2 +
1
2

C1

∥∥∥u0µ
∥∥∥2

+
1
p

∥∥∥u0µ
∥∥∥p

Lp(Ω) +

t∫
0

(
f ,u′µ

)
ds−

−

t∫
0

(
g
(
u′µ (s)

)
, v′ (s)

)
ds −

t∫
0

(
g (v′ (s)) ,u′µ (s) − v′ (s)

)
ds.

Comme les fonctions t 7−→
∣∣∣u′µ (t)

∣∣∣2 , ∥∥∥uµ(x, t))
∥∥∥p

Lp(Ω) ,
∥∥∥uµ (t)

∥∥∥2
sont semi continues inférieu-

rement alors

lim
µ

sup Xµ ≤ −
1
2
∣∣u′ (t)∣∣2 − 1

2
C1 ‖u (t)‖2 −

1
p
‖u(x, t))‖pLp(Ω) +

+
1
2
|u1|

2 +
1
2

C1 ‖u0‖
2 +

1
p
‖u0‖

p
Lp(Ω) +

t∫
0

(
f ,u′µ

)
ds− (1.36)

−

t∫
0

(χ, v′ (s)) ds −

t∫
0

(
g (v′ (s)) ,u′ (s) − v′ (s)

)
ds.

En multipliant (1.34) par u′ et intégrant par partie sur (0,T) on trouve

t∫
0

(χ,u′ (s)) ds =

t∫
0

(
f ,u′

)
ds −

1
2
∣∣u′ (t)∣∣2 − 1

2
C1 ‖u (t)‖2 −

1
p
‖u(x, t))‖pLp(Ω) +

+
1
2
|u1|

2 +
1
2

C1 ‖u0‖
2 +

1
p
‖u0‖

p
Lp(Ω) .

La dernière égalité, en utilisant (1.35) et (1.36), donne

t∫
0

(
χ − αg (v′ (s)) ,u′ (s) − v′ (s)

)
dt ≥ 0. (1.37)

Pour tout w ∈ L2 (Q), nous posons v′ = u′ − λw, λ > 0, donc (1.37) devient

t∫
0

(
χ − αg (u′ (s) − λw (s)) ,w (s)

)
dt ≥ 0.

Finalement, quand λ→ 0 il résulte que

t∫
0

(
χ − αg (u′ (s)) ,w (s)

)
ds ≥ 0, ∀w ∈ L2 (Q) .

Et par conséquent χ = αg (u′) .
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1.3.2 Unicité

On va donner dans ce paragraphe un résultat nouveau concernant l’unicité de la
solution du problème considéré. Ce résultat consiste à démontrer l’unicité de la solution
en éliminant l’hypothèse :

ρ ≤
2

n − 2
, n ≥ 3, (ρ fini quelconque si n ≤ 2).

Cette hypothèse a été imposée pour démontrer l’unicité de la solution pour différents
problèmes particuliers, plus précisément dans le cas où σ(u) = ∇u.

Théorème 1.2 Sous les hypothèses du Théorème 1.1. Alors pour tout ρ > −1, la solution u
obtenue dans le Théorème 1.1 est unique.

Démonstration. Soient u, v deux solutions du problème (1.1), au sens du Théorème 1.1.
En posant w = u − v, alors w doit vérifier le système suivant :

w′′ (t) − divF(ε(w)) + (|u|ρ u − |v|ρ v) + α(g (u′) − g (v′)) = 0, dans Q, (1.38)

w(0) = w′(0) = 0, dans Ω, (1.39)

w = 0 sur Σ1, σ(w)η = 0 sur Σ2, (1.40)

w (t) ∈ L∞(0,T; V ∩ Lp(Ω)), (1.41)

w′ (t) ∈ L∞(0,T; L2(Ω)). (1.42)

Multiplions les deux membres de (1.38) par w′ ; alors ; ce qui est correct lorsque les in-
tégrales ci-après ont un sens ; on aura après utilisation de la formule de Green et les
conditions (1.40) :

1
2

d
dt

∣∣w′(t)∣∣2 + a (w(t),w′(t)) + (1.43)

+α

∫
Ω

(g (u′) − g (v′)) (u′ − v′) dx = (|v|ρ v − |u|ρ u,w′(t)).

L’analogue de (1.18) et (1.23) donne

a (w(t),w′(t)) ≥
1
2

C1
d
dt
‖w(t)‖2 ,

et ∫
Ω

(g (u′(t)) − g (v′(t))) (u′(t) − v′(t)) dx ≥ 0.

Le deuxième membre de (1.43) est majoré en valeur absolue par

(
ρ + 1

)
sup

∫
Ω

(|u|ρ , |v|ρ) |w|
∣∣w′∣∣ dx.

ce qui est majoré d’après l’inégalité de Hölder par

C
(∥∥∥|u|ρ∥∥∥Ln(Ω) +

∥∥∥|v|ρ∥∥∥Ln(Ω)

)
‖w‖Lq(Ω)

∥∥w′
∥∥

L2(Ω) ,
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où 1
n + 1

q + 1
2 = 1

Alors, en se renvoyant à [8], nous avons

‖v‖Lkq(Ω) =
∥∥∥|v|k∥∥∥ 1

k

Lq(Ω) ∀k, q ∈N∗. (1.44)

Pour tout ρ > −1, posons

k = Ent
(
ρ (n − 2)

2

)
+ 1, k ∈N∗, ∀n ≥ 2, (1.45)

où Ent (x), dénote la partie entière de x. Alors, de (1.45), k doit vérifier

ρ ≤
2k

n − 2
, k ∈N∗, n , 2 (ρ fini quelconque si n = 2). (1.46)

Donc, si 1
n + 1

q + 1
2 = 1, (le cas n = 2, d’ailleurs plus facile, se traitera de la même manière),

alors ρn ≤ qk, et par conséquent, voir [38], on a

H1 (Ω) ⊂ Lq(Ω). (1.47)

Alors, en utilisant (1.44)-(1.47) on obtient∥∥∥|v|ρ∥∥∥Ln(Ω) = ‖v‖ρLρn(Ω) ≤ ‖v‖
ρ

Lkq(Ω)
=

∥∥∥|v|k∥∥∥ ρkLq(Ω) ≤
∥∥∥|v|k∥∥∥ ρk ≤ C ‖v‖ρ ,

ce qui implique que∣∣∣∣∣∫
Ω

(|v|ρ v − |u|ρ u) w′dx
∣∣∣∣∣ ≤ C (‖u‖ρ + ‖v‖ρ) ||w||

∣∣w′∣∣ ≤ C ‖v‖ρ ||w||
∣∣w′∣∣ .

Puisque u, v ∈ L∞ (0,T; V ∩ Lp(Ω)) , donc ‖u‖ρ + ‖v‖ρ ≤ C, par conséquent∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(|v|ρ v (t) − |u|ρ u (t))w′ (t) dxdt

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C ||w (t)||
∣∣w′ (t)∣∣ . (1.48)

En utilisant l’inégalité de Young, de (1.43) on tire

1
2

d
dt

(∣∣w′(t)∣∣2 + C1 ‖w‖2
)
≤

1
2

C ||w (t)||2 +
1
2

C
∣∣w′ (t)∣∣2 . (1.49)

Par intégration de (1.49) sur (0, t) , en utilisant les conditions initiales (1.39) et le lemme de
Gronwall il résulte ∣∣w′(t)∣∣2 + ‖w‖2 ≤ 0.

D’où w = 0 ce qui achève la démonstration.

1.4 Régularité de la solution

Dans ce paragraphe et sous certaines hypothèses supplémentaires sur les données
initiales et la fonction g on démontre la régularité de la solution obtenue au théorème
précédent.
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Théorème 1.3 On se place dans les conditions du Théorème 1.1, avec en outre

f ′ ∈ L2 (Q), (1.50)

u0 ∈ V ∩H2(Ω), (1.51)

u1 ∈ V, (1.52)

g(u1) ∈ L2 (Ω). (1.53)

Alors pour tout ρ > −1, il existe une solution u et une seule du système (1.13)-(1.16) ayant la
régularité suivante :

u ∈ L∞
(
0,T; V ∩H2(Ω)

)
, (1.54)

u′ ∈ L∞ (0,T; V) , (1.55)

u′′ ∈ L∞
(
0,T; L2(Ω)

)
. (1.56)

Démonstration. Considérez la suite de fonctions (wn) telles que :
∗ ∀ j; w j ∈ V ∩H2(Ω);
∗ La famille {w1,w2, ...,wm} est linéairement indépendante ;
∗ L’espace Vm = span[w1,w2, ...,wm] engendré par la famille {w1,w2, ...,wm} est dense dans
V ∩H2(Ω).
On suppose que les conditions initiales vérifient :

u0m −→ u0 dans V ∩H2(Ω), (1.57)

u1m −→ u1 dans V, (1.58)

g(u1m) −→ g(u1) dans L2 (Ω). (1.59)

Alors, pour tout j : 1 ≤ j ≤ m de (1.14) il découle(
u′′m(0),w j

)
=

(
f (0) + divF (ε (u0m)) − |u0m|

ρ u0m − αg (u1m) ,w j

)
. (1.60)

En utilisant (1.57), (1.59) et le fait que F est continue on obtient

|divF (ε (u0m))| + α
∣∣∣g (u1m)

∣∣∣ ≤ C.

De l’inégalité de Hölder on a∫
Ω

∣∣∣|u0m|
ρ u0m

∣∣∣ dx ≤

∥∥∥|u0m|
ρ
∥∥∥

Ln(Ω) ‖u0m‖L2(Ω)
(volΩ)

1
q ≤

≤ C
∥∥∥∥∥|u0m|

ρ
k

∥∥∥∥∥k

Ln(Ω)

‖u0m‖L2(Ω)
,

1
n

+
1
q

+
1
2

= 1.

Prenant en considération (1.48) on a∥∥∥∥∥|u0m|

ρ
k

∥∥∥∥∥k

Ln(Ω)

≤ ‖u0m‖
ρ

L
ρn
k (Ω)

.

Utilisant (1.45) et (1.46), le nombre ρ vérifie l’inégalité ρn
k ≤ q et comme H1(Ω) ⊂ Lq(Ω)

donc
‖u0m‖

ρ

L
ρn
k (Ω)

≤ C ‖u0m‖
ρ .
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Donc de (1.57) nous concluons que∫
Ω

∣∣∣|u0m|
ρ u0m

∣∣∣ dx ≤ C.

Alors,
|u0m|

ρ u0m demeure dans un borné de L2(Ω). (1.61)

Multipliant l’équation (1.60) par K′′jm(0) et sommant sur j = 1 à m, il vient(
u′′m(0),u′′m(0)

)
=

(
f (0) + divF (ε (u0m)) − |u0m|

ρ u0m − αg (u1m) ,u′′m(0)
)
.

Alors, ∣∣∣u′′m(0)
∣∣∣2 ≤ (∣∣∣ f (0)

∣∣∣ + |divF (ε (u0m))| +
∣∣∣|u0m|

ρ u0m
∣∣∣ + α

∣∣∣g (u1m)
∣∣∣) ∣∣∣u′′m(0)

∣∣∣ .
Utilisant (1.6) et (1.50), on obtient f (0) ∈ L2(Ω).

Et par conséquent on a ∣∣∣u′′m(0)
∣∣∣ ≤ C2. (1.62)

D’autre part, par dérivation par rapport à t, de (1.14) il découle(
u′′′m (t),w j

)
+ a

(
u′m(t),w j

)
+

(
ρ + 1

) (
|um|

ρ u′m(t),w j

)
+ (1.63)

+α
(
g′

(
u′m(t)

)
u′′m(t),w j

)
=

(
f ′ (t) ,w j

)
.

En multipliant (1.63) par K′′jm(t) et en sommant en j = 1 de m, il vient

1
2

d
dt

∣∣∣u′′m(t)
∣∣∣2 + a

(
u′m(t),u′′m

)
= −α

(
g′

(
u′m(t)

)
u′′m(t),u′′m (t)

)
+ (1.64)

+
(

f ′ (t) ,u′′m
)
−

(
ρ + 1

) (
|um|

ρ u′m(t),u′′m(t)
)
.

En utilisant les propriétés de la fonction g et d’après (1.11) on a∣∣∣(g′ (u′m(t)
)

u′′m(t),u′′m (t)
)∣∣∣ ≤ C

∥∥∥g′
(
u′m(t)

)∥∥∥
L∞(Ω)

∥∥∥u′′m (t)
∥∥∥2

L2(Ω) ≤ C
∣∣∣u′′m (t)

∣∣∣2 . (1.65)

Puisque 1
n + 1

q = 1
2 , donc par l’inégalité de Hölder on conclut que∣∣∣(ρ + 1)
(
|um (t)|ρ u′m(t),u′′m (t)

)∣∣∣ ≤ C
∥∥∥|um (t)|ρ

∥∥∥
Ln(Ω)

∥∥∥u′m (t)
∥∥∥

Lq(Ω)

∣∣∣u′′m (t)
∣∣∣ .

D’après (1.10) et comme ρn ≤ kq, d’après (1.45) alors∥∥∥|um (t)|ρ
∥∥∥

Ln(Ω) ≤ C ‖um (t)‖ρ ≤ C.

Par conséquent
(ρ + 1)

∣∣∣(|um (t)|ρ u′m (t) ,u′′m (t)
)∣∣∣ ≤ C

∥∥∥u′m (t)
∥∥∥ ∣∣∣u′′m (t)

∣∣∣ . (1.66)

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young et (1.65), (1.66), (1.18), l’équation
(1.64) en valeurs absolue devient

1
2

d
dt

(∣∣∣u′′m(t)
∣∣∣2 + C1

∣∣∣∣∣∣u′m(t)
∣∣∣∣∣∣2) ≤ (1.67)

≤
1
2

∣∣∣ f ′ (t)∣∣∣2 +
1
2

C2
∣∣∣u′′m (t)

∣∣∣2 +
1
2

C3
∥∥∥u′m (t)

∥∥∥2
.
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Par intégration sur [0, t] de (1.67) il résulte

∣∣∣u′′m(t)
∣∣∣2 + C1

∣∣∣∣∣∣u′m(t)
∣∣∣∣∣∣2 ≤ t∫

0

∣∣∣ f ′(s)
∣∣∣2 ds +

∣∣∣u′′m(0)
∣∣∣2 + (1.68)

+C1 ||u1m||
2 + (C2 + C3)

t∫
0

(∥∥∥u′m (s)
∥∥∥2

+
∣∣∣u′′m(s)

∣∣∣2) ds.

Donc en particulier, moyennant (1.50), (1.58), (1.62), de (1.68) il vient

∣∣∣u′′m(t)
∣∣∣2 +

∣∣∣∣∣∣u′m(t)
∣∣∣∣∣∣2 ≤ C4

1 +

t∫
0

(∣∣∣u′′m(s)
∣∣∣2 +

∣∣∣∣∣∣u′m(s)
∣∣∣∣∣∣2) ds

 . (1.69)

En utilisant le Lemme de Gronwall pour conclure que∣∣∣u′′m(t)
∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣u′m(t)
∣∣∣∣∣∣ ≤ C (indépendant de m) (1.70)

Par conséquent, {
u′m(t) demeure dans un borné de L∞ (0,T; V) ,
u′′m(t) demeure dans un borné de L∞

(
0,T; L2(Ω)

)
.

(1.71)

D’où, on déduit qu’on peut extraire une sous suite
(
uµ

)
de (um) telle que u′µ(t) −→ u′(t) dans L∞ (0,T; V) faible étoile.

u′′µ (t) −→ u′′(t) dans L∞
(
0,T; L2(Ω)

)
faible étoile.

(1.72)

Ce qui nous permet de supposer que la sous suite extraite
(
uµ

)
vérifie, outre que (1.30),

(1.72)  u′µ −→ u′ dans L2(Q) fort,
g
(
u′µ

)
−→ g (u′) dans L∞(0,T; L2(Ω)) faible étoile.

(1.73)

Soit j fixé, et µ > j, alors d’après (1.30), (1.72) et (1.73), on déduit que

a
(
uµ(t),w j

)
−→ a

(
u(t),w j

)
dans L∞(0,T) faible étoile,(∣∣∣uµ∣∣∣ρ uµ,w j

)
−→

(
|u|ρ u,w j

)
dans L2(0,T) faible étoile,(

u′′µ (t),w j

)
−→

(
u′′(t),w j

)
dans L∞(0,T) faible étoile,(

g
(
u′µ

)
,w j

)
−→

(
g (u′) ,w j

)
dans L∞(0,T) faible étoile,

Alors, en passant à la limite lorsque µ→∞, on conclut, pour tout w j que

(u′′(t),w j) + a(u(t),w j) +
(
|u|ρ u,w j

)
+ α(g (u′(t)) ,w j) = ( f ,w j).

Par densité de Vm dans V ∩H2(Ω), en déduit que pour tout v ∈ V ∩H2(Ω) on a

(u′′(t), v) + a (u(t), v) + (|u|ρ u, v) +
(
αg (u′) , v

)
=

(
f (t), v

)
,
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d’où u satisfait (1.1), (1.55) et (1.56).

De l’autre côté, moyennant (1.6), (1.10), (1.11), (1.50) et (1.56) on a

g (u′) , f , |u|ρ u ∈ L∞
(
0,T; L2(Ω)

)
.

D’où de (1.1) il résulte

h = divσ (u) = u′′ + |u|ρ u + αg (u′) − f ∈ L∞
(
0,T; L2(Ω)

)
. (1.74)

Comme divσ (u), voire [20], est un isomorphisme de V sur V′. Soit G son inverse. Alors,
comme u ∈ L∞ (0,T; V) on a

u(t) = Gh(t). (1.75)

Comme Ω est supposé régulier. Donc, en se référant à [20] et [39] on a G ∈ L
(
V′; H2(Ω)

)
,

ce qui implique (1.54).

1.5 Dépendance continue de la solution par rapport aux données

Dans ce paragraphe, on analyse la dépendance continue de la solution par rapport aux
données.

Pour cela, on définit l’espace de Banach suivant :

W (Q) =
{
ϕ/ϕ ∈ L∞ (0,T; V) , ϕ′ ∈ L∞

(
0,T; L2 (Ω)

)}
,

muni de la norme ∥∥∥ϕ∥∥∥
W(Q) =

∥∥∥ϕ∥∥∥
L∞(0,T;V) +

∥∥∥ϕ′∥∥∥L∞(0,T;L2(Ω)) .

On considère l’application π définie par :{
π : L2 (Q) × V × L2 (Ω)→W (Q){

f ,u0,u1
}
7→ u, (1.76)

où u est une solution du problème (1.1). Relativement à cette notation, on a le Théorème 1.4
suivant :

Théorème 1.4 Sous les hypothèses des Théorème 1.1 et Théorème 1.2. Alors, l’applicationπ définie
par (1.76) est continue, autrement dit pour tout u, v ∈W (Q), on a∣∣u′ − v′

∣∣2 + ‖u − v‖2 ≤

≤ C (u, v)

|u1 − v1|
2 + ‖u0 − v0‖

2 +

t∫
0

∣∣∣( f − h
)

(s)
∣∣∣2 ds

 ,
où π

({
f ,u0,u1

})
= u et π ({h, v0, v1}) = v.

Démonstration. Soit v = π ({h, v0, v1}) tel que

{h, v0, v1} →
{
f ,u0,u1

}
dans L2 (Q) × V × L2 (Ω) .
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Donc v demeure dans un borné de W (Q).
Posant w = u − v, alors w doit vérifier

w′′ − div (F(ε(w))) + α
(
g (u′) − g (v′)

)
= f − h,

Multipliant les deux membres de la dernière équation par w′, et intégrant sur Ω alors,
après utilisation de la formule de Green et les conditions aux limites (1.40), on aura

1
2

d
dt

(∣∣w′(t)∣∣2 + C1 ‖w (t)‖2
)
+

+ (|u|ρ u − |v|ρ v,w′) + α

∫
Ω

(
g (u′) − g (v′)

)
w′dx =

(
f − h,w′

)
. (1.77)

Utilisant (1.18), (1.23), (1.49) avec les inégalités de Hölder et Young, en intégrant (1.77) sur
(0, t) on obtient

1
2

t∫
0

d
ds

(∣∣w′(s)
∣∣2 ds + C1 ‖w (s)‖2

)
ds ≤

≤
1
2

C3

t∫
0

(
||w (s)||2 +

∣∣w′ (s)
∣∣2) ds +

t∫
0

∣∣∣( f − h
)

(s)
∣∣∣2 ds.

Par conséquent ∣∣w′(t)∣∣2 + C1 ‖w (t)‖2 ≤ |u1 − v1|
2 + C1 ‖u0 − v0‖

2 +

+

t∫
0

∣∣∣( f − h
)

(s)
∣∣∣2 ds +

t∫
0

∣∣w′(s)
∣∣2 ds,

d’où il vient ∣∣w′(t)∣∣2 + ‖w (t)‖2 ≤

≤ C (u, v)

|u1 − v1|
2 + ‖u0 − v0‖

2 +

t∫
0

∣∣∣( f − h
)

(s)
∣∣∣2 ds

 ,
où C (u, v) est une fonction de u et v, bornée sur les bornés de Q, donc la fonction π est
continue.
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CHAPITRE 2

EXISTENCE GLOBALE ET STABILITÉ DE LA SOLUTION

Sommaire
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2.4 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence globale et le comportement de la
solution u trouvée dans le premier chapitre pour le système (1.1)–(1.4) avec f = 0. Les
techniques utilisées sont celles trouvées dans [32], [30], [34], [27], [21, 22], [1]. Aussi, le
comportement asymptotique des solutions fortes est montré sans prendre en considération
la condition |g(x)| → ∞ quand |x| → ∞, et sans l’hypothèse p′ ≤ n+2

n−2 , si n ≥ 3. Ces
hypothèses ont été supposées par plusieurs auteurs, par exemple dans [34], [32], [29],
[21, 22] pour des problèmes particuliers.

2.1 Introduction

Pour démontrer la stabilité de la solution locale u du problème (1.1)–(1.4) donnée par
le Théorème 1.1, on définit la fonction d’énergie comme suit :

E (t) =
1
2
|ut|

2 +
1
2
‖u(t)‖21 +

1
p
‖u (t)‖pLp(Ω) , t ∈ R+. (2.1)

E est une fonction positive.
Et pour obtenir la stabilité du système (1.1)–(1.4), on va supposer, en outre, qu’il existe

des constantes Ci, i = 1, ..., 4 telles que

C1 |x|p ≤
∣∣∣g (x)

∣∣∣ ≤ C2 |x|
1
p , p ≥ 1, si |x| ≤ 1, (2.2)

C3 |x| ≤
∣∣∣g (x)

∣∣∣ , (n = 1, 2, 3, ...) , si |x| > 1, (2.3)∣∣∣g (x)
∣∣∣ ≤ C4 |x|p

′

, n ≥ 3, p′ > 1, si |x| > 1. (2.4)
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Lemme 2.1 L’énergie E : R+
→ R+ est décroissante et absolument continue et on a

E′ (t) = −α

∫
Ω

utg (ut) dx ≤ 0, ∀t ∈ R+. (2.5)

Démonstration. Pour tout 0 ≤ S < T < ∞, d’après (1.1), (1.2), (1.3) et (2.1) on a

0 =

T∫
S

∫
Ω

ut
(
utt − divσ (u) + |u|ρ u(t) + αg (ut)

)
dxdt =

=

T∫
S

∫
Ω

(
ututt − utdivσ (u) + |u|ρ u(t)ut + αutg (ut)

)
dxdt =

=

T∫
S

E′ (t) dt + α

T∫
S

∫
Ω

utg (ut) dxdt = E (T) − E (S) + α

T∫
S

∫
Ω

utg (ut) dxdt,

donc

E (T) − E (S) = −α

T∫
S

∫
Ω

utg (ut) dxdt, 0 ≤ S < T < ∞. (2.6)

Comme la fonction g est monotone et g (0) = 0 alors xg (x) ≥ 0, ∀x ∈ Rn, donc E est
décroissante.

D’autre part, de (2.6) on conclut que E est localement absolument continue alors (2.5)
est satisfaite.

2.2 Existence globale

Théorème 2.1 Sous les hypothèses du Théorème 1.1 la solution du système (1.1)–(1.4) vérifie :

u ∈ C(R+; V ∩ Lp(Ω)), (2.7)

u′ ∈ C(R+; L2(Ω)). (2.8)

Démonstration du Théorème 2.1. Il suffit de montrer que 1
2 |ut|

2 + 1
2 ‖u(t)‖21 + 1

p ‖u (t)‖pLp(Ω)
est uniformément bornée par rapport à t. Sous les hypothèses du Théorème 1.1 on obtient
que (u,u′) ∈ (V ∩ Lp(Ω)) × L2(Ω) sur [0,T) . Alors de l’identité (2.5) on conclut que

1
2
|ut|

2 +
1
2
‖u(t)‖21 +

1
p
‖u (t)‖pLp(Ω) ≤ E (0) , ∀t ≥ 0. (2.9)

L’inégalité précédente et le principe de la continuité conduisent à l’existence globale de la
solution, d’où les relations (2.7), (2.8).
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2.3 Stabilité des solutions

Notre but dans cette section est d’obtenir, sous certaines hypothèses plus faibles, la
stabilité du système considéré.

Théorème 2.2 Supposons que les hypothèses (2.2)–(2.4) sont vérifiées. Alors pour toute solution
forte du problème (1.1)–(1.4), il existe une constante C > 0 dépend uniquement de E(0) et une
constante $ > 0 telles que :

E (t) ≤ Ct
−2

p−1 , ∀t ∈ R+, si p > 1, (2.10)

et
E (t) ≤ E (0) e1−$t, ∀t ∈ R+ si p = 1, (2.11)

où la constante $ est indépendante de E(0).

Théorème 2.3 Supposons que les hypothèses (2.2) et (2.4) sont vérifiées avec,{
p ≥ 1 si (n = 1) et n ≥ 3,
p > 1 si n = 2.

Alors pour toute solution forte du système (1.1)–(1.4), il existe des constantes positives C et $
telles que les estimations (2.10) et (2.11) ont lieu.

Démonstration du Théorème 2.2. Pour mieux présenter la démonstration de ce Théo-
rème 2.2, nous allons commencer par démontrer les lemmes suivants :

Lemme 2.2 Pour tout 0 ≤ S < T < ∞, on a les estimations suivantes :

2

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt ≤ −

E p−1
2 (t)

∫
Ω

utudx


T

S

+
p − 1

2

T∫
S

E
p−3

2 (t) E′ (t)
∫
Ω

utudxdt + (2.12)

+

T∫
S

E
p−1

2 (t)
∫
Ω

(
2 (ut)2

− αug (ut)
)

dxdt.

Démonstration. Utilisons le fait que∫
Ω

uttudx =
d
dt

∫
Ω

utudx −
∫
Ω

(ut)2 dx,

pour déduire

0 =

T∫
S

E
p−1

2 (t)
∫
Ω

u
(
utt − divσ (u) + |u|ρ u(t) + αg (ut)

)
dxdt =

=

E p−1
2 (t)

∫
Ω

utudx


T

S

−
p − 1

2

T∫
S

E
p−3

2 (t) E′ (t)
∫
Ω

uutdxdt+ (2.13)

+

T∫
S

E
p−1

2 (t)
∫
Ω

((
−u.divσ (u) + |u|ρ u2(t)

)
+ αug (ut) − (ut)2

)
dxdt.
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Donc de la définition (2.1) on tire que∫
Ω

(
−udivσ (u) + |u|ρ u2(t)

)
dx ≥ 2E (t) −

∫
Ω

(ut)2 dx. (2.14)

En substituant (2.14) dans (2.13) il vient

0 ≥

E p−1
2 (t)

∫
Ω

utudx


T

S

−
p − 1

2

T∫
S

E
p−3

2 (t) E′ (t)
∫
Ω

uutdxdt+

+

T∫
S

E
p−1

2 (t)
∫
Ω

(
2E (t) − (ut)2 + αug (ut) − (ut)2

)
dxdt.

Par conséquent, on a

0 ≥

E p−1
2 (t)

∫
Ω

utudx


T

S

−
p − 1

2

T∫
S

E
p−3

2 (t) E′ (t)
∫
Ω

uutdxdt+

+2

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt −

T∫
S

E
p−1

2 (t)
∫
Ω

(
2 (ut)2

− αug (ut)
)

dxdt,

d’où (2.12).

Lemme 2.3 Il existe une constante positive C telle que pour tout 0 ≤ S < T < ∞, on a

2

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt ≤ CE
p+1

2 (S) +

T∫
S

E
p−1

2 (t)
∫
Ω

(
2 (ut)2

− αug (ut)
)

dxdt, (2.15)

Démonstration. La condition (1.3) avec les hypothèses (1.5) impliquent que∫
Ω

−udivσ (u) dx = C1 ‖u‖2 ≥ c
∫
Ω

u2dx (2.16)

Utilisant les inégalités de Young et (2.16) par la définition de l’énergie (2.1) on a∣∣∣∣∣∣∣∣E p−1
2 (t)

∫
Ω

uutdx

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ CE
p−1

2 (t)
∫
Ω

(
(u)2 + (ut)2

)
dx ≤

≤ CE
p−1

2 (t)
∫
Ω

(
−udivσ (u) + (ut)2

)
dx ≤ CE

p−1
2 (t) E (t) = CE

p+1
2 (t) .

Comme E est décroissante on conclut queE p−1
2 (t)

∫
Ω

uutdx


T

S

≤ C
(
E

p+1
2 (T) + E

p+1
2 (S)

)
≤ CE

p+1
2 (S) .
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D’autre part on a∣∣∣∣∣∣∣∣p − 1
2

T∫
S

E
p−3

2 (t) E′ (t)
∫
Ω

uutdxdt

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C

T∫
S

E
p−3

2 (t) (−E′ (t)) E (t) dt =

= CE
p+1

2 (S) − CE
p+1

2 (T) ≤ CE
p+1

2 (S) ,

En remplaçant les deux dernières estimations dans (2.12) on trouve (2.15).

Lemme 2.4 Soient 0 ≤ S < T < ∞, pour tout ε > 0 on a l’estimation suivante

T∫
S

E
p−1

2 (t)
∫
Ω

(ut)2 dxdt ≤ ε

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt + C (ε) E (s) + CE
p+1

2 (S) . (2.17)

Démonstration. Soit t ∈ R+ fixé, on a∫
Ω

(ut)2 dx =

∫
|ut|≤1

(ut)2 dx +

∫
|ut|>1

(ut)2 dx.

Utilisant l’inégalité de Hölder on trouve

∫
Ω

(ut)2 dx ≤ C


∫
|ut|≤1

|ut|
p+1 dx


2

p+1

+

∫
|ut|>1

(ut)2 dx.

En utilisant les inégalités (2.2), (2.3) et l’identité (2.5) on trouve

∫
Ω

(ut)2 dx ≤ C


∫
|ut|≤1

|ut|
p
|ut| dx


2

p+1

+

∫
|ut|>1

ututdx ≤

≤ C


∫
|ut|≤1

∣∣∣utg (ut)
∣∣∣ dx


2

p+1

+ C
∫
|ut|>1

∣∣∣utg (ut)
∣∣∣ dx ≤

≤ C (−E′ (t))
2

p+1 − CE′ (t) ,

d’où

T∫
S

E
p−1

2 (t)
∫
Ω

(ut)2 dxdt ≤ C

T∫
S

E
p−1

2 (t) (−E′ (t))
2

p+1 dt − C

T∫
S

E
p−1

2 (t) E′ (t) dt.
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De l’inégalité de Young on obtient

C

T∫
S

E
p−1

2 (t) (−E′ (t))
2

p+1 dt ≤ C
p − 1
p + 1

T∫
S

E
p−1

2
p+1
p−1 (t) dt+

+C
2

p + 1

T∫
S

(−E′ (t))
2

p+1
p+1

2 dt = ε

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt − C (ε)

T∫
S

E′ (t) dt ≤

≤ ε

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt + C (ε) E (S) .

Alors
T∫

S

E
p−1

2 (t)
∫
Ω

(ut)2 dxdt ≤ ε

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt + C (ε) E (S) + CE
p+1

2 (S) .

D’où (2.17).

Lemme 2.5 Soit 0 ≤ S < T < ∞, on a pour tout ε > 0∣∣∣∣∣∣∣∣
T∫

S

E
p−1

2 (t)
∫
Ω

ug (ut) dxdt

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε
T∫

S

E
p+1

2 (t) dt + C (ε) E (S) . (2.18)

Démonstration. En utilisant l’inégalité de Young on trouve pour tout ε′ > 0∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
|ut|≤1

ug (ut) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε′
∫
|ut|≤1

u2dx + C (ε′)
∫
|ut|≤1

g2 (ut) dx.

Aussi, de (2.2), (2.16) on conclut∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
|ut|≤1

ug (ut) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε′
∫
|ut|≤1

−udivσ (u) dx + C (ε′)
∫
|ut|≤1

g2 (ut) dx ≤

≤ 2ε′E (t) + C (ε′)


∫
|ut|≤1

∣∣∣g (ut)
∣∣∣p+1

dx


2

p+1

=

= 2ε′E (t) + C (ε′)


∫
|ut|≤1

∣∣∣g (ut)
∣∣∣p ∣∣∣g (ut)

∣∣∣ dx


2

p+1

≤

≤ 2ε′E (t) + C (ε′)


∫
|ut|≤1

∣∣∣g (ut)
∣∣∣ |ut| dx


2

p+1

=

= 2ε′E (t) + C (ε′)


∫
|ut|≤1

utg (ut) dx


2

p+1

= 2ε′E (t) + C (ε′) (−E (t))
2

p+1 .
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Donc ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
|ut|≤1

ug (ut) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2ε′E (t) + C (ε′) (−E (t))
2

p+1 . (2.19)

On sait d’après [38], que si 1
q + 1

2 + 1
n = 1, alors H1(Ω) ⊂ Lq(Ω). Ceci joint au fait que, voir

[8],

‖v‖Lkq(Ω) =
∥∥∥|v|k∥∥∥ 1

k

Lq(Ω) .

Pour tout p′ > 1, pour tout n > 2, on pose k = Ent
(
(p′+1)(n−2)

2n

)
+ 1, et par conséquent k doit

vérifier la condition
p′ + 1 ≤

2nk
n − 2

, k ∈N∗, n , 2.

D’où il vient
p′ + 1 ≤ kq, k ∈N∗.

Par conséquent, on a

‖v‖Lp′+1(Ω) ≤ ‖v‖Lkq(Ω) =
∥∥∥|v|k∥∥∥ 1

k

Lq(Ω) ≤ C ‖v‖Lq(Ω) ≤ C ‖v‖H1(Ω) , ∀v ∈ H1(Ω).

Donc, il en résulte que 
∫
|ut|>1

|u|p
′+1 dx


1

p′+1

≤ C ‖u‖H1(Ω) ≤ CE (t)
1
2 .

Par la même manière de (2.19) en utilisant (2.4) on trouve


∫
|ut|>1

∣∣∣g (ut)
∣∣∣ p′+1

p′ dx


p′

p′+1

=


∫
|ut|>1

∣∣∣g (ut)
∣∣∣ ∣∣∣g (ut)

∣∣∣ 1
p′ dx


p′

p′+1

≤

≤


∫
|ut|>1

∣∣∣utg (ut)
∣∣∣ dx


p′

p′+1

≤ C (−E′ (t))
p′

p′+1 .

D’où, il découle∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
|ut|>1

ug (ut) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤

∫
|ut|>1

|u|p
′+1 dx


1

p′+1

∫
|ut|>1

∣∣∣g (ut)
∣∣∣ p′+1

p′ dx


p′

p′+1

≤ (2.20)

≤ CE (t)
1
2 (−E′ (t))

p′

p′+1 .
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Alors, de (2.19) et (2.20) on trouve∣∣∣∣∣∣∣∣
T∫

S

E
p−1

2 (t)
∫
Ω

ug (ut) dxdt

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2ε′
T∫

S

E
p−1

2 (t) E (t) dt+

+C (ε′)

T∫
S

E
p−1

2 (t) (−E′ (t))
2

p+1 dt + C

T∫
S

E
p−1

2 (t) E (t)
1
2 (−E′ (t))

p′

p′+1 dt,

ou encore sous la forme∣∣∣∣∣∣∣∣
T∫

S

E
p−1

2 (t)
∫
Ω

ug (ut) dxdt

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2ε′
T∫

S

E
p+1

2 (t) dt+

+C (ε′)

T∫
S

E
p−1

2 (t) (−E′ (t))
2

p+1 dt + C

T∫
S

E
p
2 (t) (−E′ (t))

p′

p′+1 dt.

Comme 2
p+1 +

p−1
p+1 = 1, alors en utilisant l’inégalité de Young on obtient

C (ε′)

T∫
S

E
p−1

2 (t) (−E′ (t))
2

p+1 dt ≤ C (ε′)

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt + C (ε′)

T∫
S

(−E′ (t)) dt. (2.21)

De même comme 1
p′+1 +

p′

p′+1 = 1, alors on a

C

T∫
S

E
p
2 (t) (−E′ (t))

p′

p′+1 dt ≤ C

T∫
S

E (t)
p(p′+1)

2 dt + C

T∫
S

(−E′ (t)) dt. (2.22)

Utilisons (2.21) et (2.22) pour arriver à∣∣∣∣∣∣∣∣
T∫

S

E
p−1

2 (t)
∫
Ω

ug (ut) dxdt

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2ε′
T∫

S

E
p+1

2 (t) dt + C (ε′)

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt+

+C (ε′)

T∫
S

(−E′ (t)) dt + C

T∫
S

E (t)
p(p′+1)

2 dt + C

T∫
S

(−E′ (t)) dt ≤ (2.23)

≤ 3ε′
T∫

S

E
p+1

2 (t) dt − C (ε′)

T∫
S

E′ (t) dt + C

T∫
S

E (t)
p(p′+1)

2 dt.

En utilisant le fait que E est décroissante et p
(
p′ + 1

)
≥ p + 1 on déduit que

T∫
S

E (t)
p(p′+1)

2 dt ≤ C

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt. (2.24)
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Finalement, moyennant (2.24) de (2.23) on obtient∣∣∣∣∣∣∣∣
T∫

S

E
p−1

2 (t)
∫
Ω

ug (ut) dxdt

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε
T∫

S

E
p+1

2 (t) dt + C (ε) E (s) ,

ce qui achève la démonstration de (2.18).

Lemme 2.6 On a l’estimation

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt ≤ C
(
1 + E

p−1
2 (0)

)
E (s) , 0 ≤ S ≤ T < ∞. (2.25)

Démonstration. Choisissons ε = 1
3 , alors de (2.17) et (2.18) il découle

T∫
S

E
p−1

2 (t)
∫
Ω

2u2
t dxdt ≤

2
3

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt + CE (s) + CE
p+1

2 (s) , (2.26)

et

−

T∫
S

E
p−1

2 (t)
∫
Ω

ug (ut) dxdt ≤
1
3

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt + CE (s) . (2.27)

Donc par sommation (2.26) et (2.27) il vient

T∫
S

E
p−1

2 (t)
∫
Ω

(
2u2

t − ug (ut)
)

dxdt ≤

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt + CE (s) + CE
p+1

2 (s) . (2.28)

Utilisant (2.28), de (2.15) on trouve que

2

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt ≤ CE
p+1

2 (s) +

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt + CE (s) + CE
p+1

2 (s) .

Par conséquent,

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt ≤ C
(
1 + E

p−1
2 (s)

)
E (s) ≤ C

(
1 + E

p−1
2 (0)

)
E (s) , 0 ≤ S ≤ T < ∞.

Les lemmes 2.1 et 2.6 impliquent que la fonction E : R+
→ R+ est décroissantes et vérifie

l’inégalité :
∞∫

t

E
p+1

2 (s) ds ≤ CE (t) , ∀t ∈ R+.

Par conséquent les estimations (2.10) et (2.11) sont suffisantes avec β =
p−1

2 , pour
appliquer la proposition suivante :
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Proposition 2.1 Soit E : R+
→ R+ est une fonction décroissante. S’il existe β ≥ 0 et T > 0 tels

que
∞∫

t

Eβ+1 (s) ds ≤ TEβ (0) E (t) , ∀t ∈ R+,

alors

E (t) ≤ E (0)
(

T + βt
T + βT

)−1
β

, ∀t ∈ R+ si β > 0,

et
E (t) ≤ E (0) e1− 1

T t, ∀t ∈ R+ si β = 0.

Voire [30].

Ce qui achève la démonstration du théorème Théorème 2.2.

Démonstration du Théorème 2.3. Soit (u0,u1) ∈ V ∩ H2(Ω) × V tel que g (u1) ∈ L2 (Ω) ,
alors la solution du système (1.1)–(1.4) vérifie les régularités (1.55) et (1.56) obtenues au
Théorème 1.3.

Pour ε = 1, de (2.18) on tire

T∫
S

E
p−1

2 (t)
∫
Ω

(
−ug (ut)

)
dxdt ≤

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt + CE (S) . (2.29)

En utilisant (2.29), de l’estimation (2.15) on conclut que

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt ≤ CE
p+1

2 (S) + CE (S) + 2

T∫
S

E
p−1

2 (t)
∫
Ω

u2
t dxdt (2.30)

Comme dans la démonstration du Lemme 2.4 on a

T∫
S

E
p−1

2 (t)
∫
|u′|≤1

u2
t dxdt ≤ ε

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt + C (ε) E (S) ,∀ε > 0. (2.31)

D’autre part, on distinguera deux cas :
Premier cas, n = 1. En utilisant (2.3) (1.54), (1.56) et (2.5) et l’injection de Sobolev

V ⊂ H1 (Ω) ⊂ L∞ (Ω) on obtient∫
|u′|>1

u2
t dx ≤ C

∫
|u′|>1

|ut|
∣∣∣utg (ut)

∣∣∣ dx ≤ C ‖ut‖L∞(Ω) (−E′ (t)) ≤ −CE′ (t) .

D’où il résulte

T∫
S

E
p−1

2 (t)
∫
|u′|>1

u2
t dxdt ≤ −C

T∫
S

E
p−1

2 (t) E′ (t) dt ≤ CE
p+1

2 (S) . (2.32)
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Deuxième cas, n ≥ 2. On a∫
|u′|>1

|ut|
2 dx ≤ C

∫
|u′|>1

|ut|
2p

p+1
∣∣∣utg (ut)

∣∣∣ 2
p+1 dx ≤

≤ C


∫
|u′|>1

|ut|
2p

p−1 dx


p−1
p+1


∫
|u′|>1

utg (ut) dx


2

p+1

≤ (2.33)

≤ C ‖ut‖

2p
p+1

L
2p

p−1 (Ω)

(−E′ (t))
2

p+1 .

pour tout p > 1, et tout n > 2, si on pose k = Ent
( 2p

p−1
(n−2)

2n

)
+ 1, alors k doit satisfaire la

condition 2p
p−1 ≤

2nk
n−2 = kq. Comme 1

n + 1
q + 1

2 = 1 alors H1(Ω) ⊂ Lq(Ω), et par conséquent de
(1.48) et (1.55) on trouve

‖ut‖

2p
p+1

L
2p

p−1 (Ω)
≤ ‖ut‖

2p
p+1

Lkq(Ω)
=

∥∥∥|ut|
k
∥∥∥ 1

k
2p

p+1

Lq(Ω) ≤ C ‖ut‖

2p
p+1

Lq(Ω) ≤ C ‖ut‖

2p
p+1

H1(Ω)
≤ C,

alors on conclut de (2.33) que ∫
|u′|>1

|ut|
2 dx ≤ C (−E′ (t))

2
p+1 ,

comme p−1
p+1 + 2

p+1 = 1, alors par l’inégalité de Young et (2.23) on trouve

T∫
S

E
p−1

2 (t)
∫
|u′|>1

u2
t dxdt ≤ C

T∫
S

E
p−1

2 (t) (−E′ (t))
2

p+1 dt ≤ ε

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt − C (ε)

T∫
S

E′ (t) dt.

D’où, il vient
T∫

S

E
p−1

2 (t)
∫
|u′|>1

u2
t dxdt ≤ ε

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt + C (ε) E (S) . (2.34)

Les inégalités (2.32) et (2.34) impliquent pour tout n ∈N∗ que

T∫
S

E
p−1

2 (t)
∫
|u′|>1

u2
t dxdt ≤ ε

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt + C (ε) E (S) + CE
p+1

2 (S) . (2.35)

Choisissons ε = 1
8 , de (2.31) et (2.35) il résulte

T∫
S

E
p−1

2 (t)
∫
|u′|≤1

u2
t dxdt ≤

1
8

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt + C (ε) E (S) (2.36)

et
T∫

S

E
p−1

2 (t)
∫
|u′|>1

u2
t dxdt ≤

1
8

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt + C (ε) E (S) + CE
p+1

2 (S) . (2.37)
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Donc l’inégalité (2.30) devient

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt ≤ CE
p+1

2 (S) + CE (S) + 2

T∫
S

E
p−1

2 (t)
∫
Ω

u2
t dxdt =

= CE
p+1

2 (S) + CE (S) + 2

T∫
S

E
p−1

2 (t)


∫
|u′|>1

u2
t dx +

∫
|u′|≤1

u2
t dx

 dt ≤

≤
1
2

T∫
S

E
p+1

2 (t) dt + CE (S) + CE
p+1

2 (S) ,

ou encore
T∫

S

E
p+1

2 (t) dt ≤ CE (S)
(
1 + E

p−1
2 (0)

)
, (2.38)

d’où (2.25). Ainsi que les estimations (2.10) et (2.11) se déduisent en appliquant la propo-
sition 2.1 avec β =

p−1
2 .

2.4 Exemples

1. Si on pose
σ (u) = F (ε(u)) = Ou,

alors le problème (1.1)–(1.4) devient
u′′ − ∆u + |u|ρ u + αg (u′) = 0 dans Q,

u = 0 sur Γ1, σ(u)η = 0 sur Γ2,
u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x) dans Ω.

2. Si on pose
σ (u) = F (ε(u)) = αε(u) +

(
α + β

)
Tr(ε(u))I,

où I dénote l’opérateur d’identité et Tr dénote l’opérateur trace. Alors, le problème
(1.1)–(1.4) se ramène au problème :

u′′ − Lu + |u|ρ u + αg (u′) = 0 dans Q,
u = 0 sur Γ1, σ(u)η = 0 sur Γ2,

u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x) dans Ω,

où L désigne l’opérateurs de Lamé, défini par les coefficients de l’élasticité α et β par

L : α∆ +
(
α + β

)
O.div.

3. Si on pose

σ (u) = F (x, ε(u)) =

n∑
i, j=1

ai j
∂u
∂x j

,
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où 
ai j = a ji ∈ C1

(
Ω

)
,

n∑
i, j=1

ai j (x, t) ζiζ j ≥ m |ζ|2 , m > 0, ζi ∈ R,

on trouve le problème suivant :
u′′ −

n∑
i, j=1

∂
∂x j

(
ai j

∂u
∂xi

)
+ |u|ρ u + αg (u′) = 0 dans Q,

u = 0 sur Γ1, σ(u)η = 0 sur Γ2,
u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x) dans Ω.

Donc touts les résultats obtenus dans les Théorème 1.1–Théorème 2.3 sont valables
pour ces problèmes particuliers.
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CHAPITRE 3

EXPOSION EN TEMPS FINI DE LA SOLUTION

Sommaire
3.1 Explosion en temps fini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.1.1 Résultats et préliminaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’explosion en temps fini de la solution du système
(1.1)–(1.4). Dans le cas d’une dissipation forte en supposant que la fonction g vérifie les
conditions suivantes : 

g ∈ C1,
xg (x) ≥ k0 |x|m , ∀x ∈ Rn, m > 2,∣∣∣g (x)
∣∣∣ ≤ k1

(
1 + |x|m−1

)
, ∀x ∈ Rn, m ≥ 2.

(3.1)

et avec des choix convenables des données initiales, en se basant sur les techniques utilisées
dans [65], [63], [7] et [40], nous montrons que la solution locale obtenue par le Théorème 1.1
s’explose en temps fini T ∗, qu’on déterminera.

Remarquons que les hypothèses sur la fonction g définies en (3.1) sant différentes à
celles définies par [63] et [40].

3.1 Explosion en temps fini

Dans ce paragraphe on démontre que la solution u obtenue au Théorème 1.1 s’explose
en temps fini T∗.

3.1.1 Résultats et préliminaire

Nous introduisons les constantes suivantes :

λ0 =

C1

Bp
0


1

p−2

(3.2)
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E0 = C1

(
1
2
−

1
p

)
λ2

0, p > 2, (3.3)

avec B0 est la plus petite constante vérifie l’inégalité de Poincaré suivante :

‖u (t)‖Lp(Ω) ≤ B0 |∇u(t)| , p ≤
2n

n − 2
(
p fini quelconque si n ≤ 2

)
. (3.4)

Théorème 3.1 Supposons que

2 ≤ m ≤ 2
n − 1
n − 2

, n ≥ 3 (3.5)

et que les conditions initiales (1.4) vérifient les estimations suivants :

E (0) =
1
2
|u1|

2 +
1
2
‖u0‖

2
1 +

1
p
‖u0‖

p
Lp(Ω) < E0, p > 2, |∇u0| > λ0. (3.6)

Alors il existe un T∗, telle que

lim
t <→T∗

(
1
2
|ut|

2 +
1
2
‖u(t)‖21 +

1
p
‖u (t)‖pLp(Ω)

)
= +∞. (3.7)

Pour mieux présenter la démonstration de ce théorème nous allons commencer par dé-
montrer les lemmes suivants :

Lemme 3.1 Supposons que les données initiales vérifient les conditions (3.6). Alors, il existe une
constante λ1 > λ0 telle que

|∇u (t)| > λ1, ‖u (t)‖p > λ1B0, ∀t ∈ [0,T] , (3.8)

où u est la solution du problème (1.1)–(1.4).

Démonstration. De la définition de la fonctionnelle d’énergie (2.1) on a

E (t) =
1
2
|ut|

2 +

(
1
2
‖u(t)‖21 −

1
p
‖u (t)‖pLp(Ω)

)
+

2
p
‖u (t)‖pLp(Ω) , t ∈ R+. (3.9)

Donc en déduit que

E (t) ≥
1
2
‖u(t)‖21 −

1
p
‖u (t)‖pLp(Ω) , t ∈ R+, (3.10)

ou encore par (3.4)

E (t) ≥
1
2

C1 |∇u(t)|2 −
Bp

0

p
|∇u(t)|p = Q (|∇u(t)|) , t ∈ R+, (3.11)

où Q est une fonction réelle monotone définie par

Q (x) =
1
2

C1x2
−

Bp
0

p
xp, p > 2.

Cette fonction possède une seule valeur maximum Q (λ0) = E0, et lim
x→∞

Q (x) = −∞, donc et

comme E (0) < E0, alors il existe une constante λ1 > λ0 telle que Q (λ1) = E (0) .
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Si on suppose qu’il existe un t0 tel que |∇u(t0)| < λ1, Par la continuité, il existe un
premier t∗0, tel que

∣∣∣∇u(t∗0)
∣∣∣ = λ1, et comme E est décroissante et de (3.11) on a E (t) ≥

E
(
t∗0
)
≥ Q

(∣∣∣∇u(t∗0)
∣∣∣) = Q (λ1) = E (0) , ∀t ∈

[
0, t∗0

]
, ce qui contredit la définition de la

fonction E, et par conséquent de (3.10) il découle que

E (0) ≥ E (t) ≥
1
2
‖u(t)‖21 −

1
p
‖u (t)‖pLp(Ω) , t ∈ R+, (3.12)

ou encore
‖u (t)‖pLp(Ω) ≥

p
2

C1 |∇u(t)|2 − pE (0) ≥
p
2

C1λ
2
1 − pQ (λ1) = Bp

0λ
p
1 (3.13)

Démonstration du Théorème 3.1. Par l’absurde, on suppose pour la solution du problème
(1.1)–(1.4), qu’il existe une constante C0 telle que

1
2
|ut|

2 +
1
2
‖u(t)‖21 +

1
p
‖u (t)‖pLp(Ω) ≤ C0,∀t ∈ [0,T] (3.14)

On pose
H (t) = E0 − E (t) ,∀t ∈ [0,T] , (3.15)

en utilisant le fait que H′ (t) > 0, ∀t ∈ [0,T] , on a

H (t) > H (0) = E0 − E (0) > 0, (3.16)

de (3.12) et (3.8), l’équation (3.15) devient

H (t) ≤ E0 −
1
2
‖u(t)‖21 +

1
p
‖u (t)‖pLp(Ω) ≤

≤ E0 −
1
2

C1 |∇u(t)|2 +
1
p
‖u (t)‖pLp(Ω) ≤ (3.17)

≤ E0 −
1
2

C1λ
2
0 +

1
p
‖u (t)‖pLp(Ω) ,

alors
H (0) ≤ H (t) ≤

1
p
‖u (t)‖pLp(Ω) ,∀t ∈ [0,T] . (3.18)

On pose 
F (t) = |u (t)|2 =

∫
|u (x, t)|2 dx,

F′ (t) = 2 (u (t) ,u′ (t)) ,
F′′ (t) = 2 |u′ (t)|2 + 2 (u (t) ,u′′ (t)) ,

(3.19)

et pour tout ε > 0, bien choisi, on définit la fonction

G (t) = H1−α (t) + εF′ (t) , (3.20)

où

0 < α ≤ min
(

p − 2
2p

,
p −m

p (m − 1)

)
. (3.21)

Thèse de doctorat en Sciences : Problèmes aux limites non linéaires page 38



A. Rahmoune 3.1 Explosion en temps fini

Utilisant (3.19) et la formulation variationnelle, de (3.20) on tire

d
dt

G (t) = (1 − α) H−α (t) H′ (t) + εF′′ (t) =

= (1 − α) H−α (t) H′ (t) + 2ε
∣∣u′ (t)∣∣2 + 2ε (u (t) ,u′′ (t)) =

= (1 − α) H−α (t) H′ (t) + 2ε
∣∣u′ (t)∣∣2 − 2ε ‖u(t)‖21 − (3.22)

−2ε ‖u (t)‖pLp(Ω) − 2ε
∫
Ω

ug (ut) dx,

En ajoutant le terme 2εpH(t) − 2εpH(t) dans (3.22) en utilisant (2.1) on en déduit que

d
dt

G (t) = (1 − α) H−α (t) H′ (t) + 2ε
∣∣u′ (t)∣∣2 + 2εpH(t) − 2ε ‖u(t)‖21 −

−2ε ‖u (t)‖pLp(Ω) − 2ε
∫
Ω

ug (ut) dx + εp
∣∣u′ (t)∣∣2 + εp ‖u(t)‖21 + (3.23)

+2ε ‖u (t)‖pLp(Ω) − 2εpE0.

De (3.23) on déduit que

d
dt

G (t) ≥ (1 − α) H−α (t) H′ (t) +
(
p + 2

)
ε
∣∣u′ (t)∣∣2 + 2εpH(t)+

+
(
p − 2

)
εC1 |∇u(t)|2 − 2ε

∫
Ω

ug (ut) dx − 2εpE0, (3.24)

Utilisons les inégalités de Young, Hölder et (3.1) pour conclure∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

ug (ut) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ k1

∫
Ω

|u (t)| dx + k1

∫
Ω

∣∣u′ (t)∣∣m−1
|u (t)| dx ≤

≤ k1C∗
2
C (λ) |∇u (t)|2 + k1

δm

m
||u (t)||mm + (3.25)

+k1
m − 1

m
δ

1−m
m

∣∣∣∣u′ (t)∣∣∣∣mm , avec δ, C (λ) > 0.

Combinant (3.22), (3.23), (3.24) et (3.25), on trouve

d
dt

G (t) ≥ (1 − α) H−α (t) H′ (t) +
(
p + 2

)
ε
∣∣u′ (t)∣∣2 + 2εpH(t) +

+
(
p − 2

)
εC1 |∇u(t)|2 − 2εk1C∗

2
C (λ) |∇u (t)|2 − (3.26)

−2εk1
δm

m
||u (t)||mm − 2εk1

m − 1
m

δ
m

1−m
∣∣∣∣u′ (t)∣∣∣∣m−1

m − 2εpE0,

ou encore
d
dt

G (t) ≥ (1 − α) H−α (t) H′ (t) + 2εpH(t)+

+ε
((

p − 2
)

C1 − 2k1C∗
2
C (λ)

)
|∇u (t)|2 +

+ε
(
p + 2

) ∣∣u′ (t)∣∣2 − 2εk1
δm

m
||u (t)||mm − (3.27)

−2εk1
m − 1

m
δ

m
1−m

∣∣∣∣u′ (t)∣∣∣∣mm − 2εpE0,
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d’autre part on a

(
p − 2

)
C1 |∇u (t)|2 − 2pE0 =

(
p − 2

)
C1
λ2

1 − λ
2
0

λ2
1

|∇u (t)|2 + (3.28)

+

(p − 2
)

C1
λ2

0

λ2
1

|∇u (t)|2 − 2pE0

 ,
où λ1 est donné par la relation (3.8).

Donc il vient (
p − 2

)
C1 |∇u (t)|2 − 2pE0 = C3 |∇u (t)|2 + C4, (3.29)

où 
C3 =

(
p − 2

)
C1

λ2
1−λ

2
0

λ2
1
> 0

C4 =
(
p − 2

)
C1

λ2
0
λ2

1
|∇u (t)|2 − 2pE0 > 0.

(3.30)

De (3.1) et de (2.5) on a

H′ (t) = −E′ (t) =

∫
Ω

utg (ut) dx ≥ k0
∣∣∣∣u′ (t)∣∣∣∣mm (3.31)

Par (3.29) et (3.31), l’inéquation (3.27) devient

d
dt

G (t) ≥
(
(1 − α) H−α (t) − 2εk1

m − 1
k0m

δ
m

1−m

)
H′ (t) + 2εpH(t)+

+ε
(
C3 − 2k1C∗

2
C (λ)

)
|∇u (t)|2 + (3.32)

+ε
(
p + 2

) ∣∣u′ (t)∣∣2 − 2εk1
δm

m
||u (t)||mm ,

Choisissons δ de façons que δ
m

1−m = MH−α (t) , où M est une constante bien définie, par ce
choix la dernière inégalité donne

d
dt

G (t) ≥
(
(1 − α) − 2εk1

m − 1
k0m

M
)

H−α (t) H′ (t) + 2εpH(t) +

+ε
(
C3 − 2k1C∗

2
C (λ)

)
|∇u (t)|2 + (3.33)

+ε
(
p + 2

) ∣∣u′ (t)∣∣2 − 2εk1
M1−m

m
Hα(m−1) (t) ||u (t)||mm ,

Comme p > m, on a
||u (t)||mm ≤ C5 ||u (t)||mp . (3.34)

De (3.18) il découle

Hα(m−1) (t) ||u (t)||mm ≤ C5

(
1
p

)α(m−1) (
||u (t)||pp

)α(m−1)+ m
p . (3.35)

Grace au (3.21), on a pα (m − 1) + m ≤ p, donc

Hα(m−1) (t) ||u (t)||mm ≤ C
(
||u (t)||pp

)α(m−1)+ m
p
≤

≤ C
(
1 +

1
H (0)

) (
||u (t)||pp + H (0)

)
≤ (3.36)

≤ C6

(
||u (t)||pp + H (t)

)
, ∀t ∈ [0,T] ,
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substituons (3.36) dans (3.33), il découle

d
dt

G (t) ≥
(
(1 − α) − 2εk1

m − 1
k0m

M
)

H−α (t) H′ (t) +

+ε
(
C3 − 2k1C∗

2
C (λ)

)
|∇u (t)|2 +

+ε
(
p + 2

) ∣∣u′ (t)∣∣2 +

+2ε

p H(t)
||u (t)||pp + H (t)

− k1
M1−m

m
C6

 (||u (t)||pp + H (t)
)
≥ (3.37)

≥

(
(1 − α) − 2εk1

m − 1
k0m

M
)

H−α (t) H′ (t) +

+ε
(
C3 − 2k1C∗

2
C (λ)

)
|∇u (t)|2 +

+ε
(
p + 2

) ∣∣u′ (t)∣∣2 +

+2ε

p H(0)(
1
p + 1

)
C0

− k1
M1−m

m
C6

 (||u (t)||pp + H (t)
)
,

on choisit λ > 0 et M >
(

pm
k1C6

H(0)
(p+1)C0

) 1
m−1

suffisamment grand de sorte que (3.37) donne

d
dt

G (t) ≥
(
(1 − α) − 2εk1

m − 1
k0m

M
)

H−α (t) H′ (t) +

+εK1 |∇u (t)|2 +

+ε
(
p + 2

) ∣∣u′ (t)∣∣2 + (3.38)

+εK3

(
||u (t)||pp + H (t)

)
,

où
K1 = C3 − 2k1C∗

2
C (λ) > 0.

Lorsque M est fixé on choisit ε assez petit de sorte que :{
G (0) = H1−α (0) + εF′ (0) > 0,
β = (1 − α) − 2εk1

m−1
k0m M > 0

Donc (3.38) devient

d
dt

G (t) ≥ βH−α (t) H′ (t) +

+εK1 |∇u (t)|2 + εK2
∣∣u′ (t)∣∣2 + εK3

(
||u (t)||pp + H (t)

)
, (3.39)

De (3.39) on conclut que

d
dt

G (t) ≥ Kε
(
|∇u (t)|2 +

∣∣u′ (t)∣∣2 + ||u (t)||pp + H (t)
)
≥ 0, (3.40)

par conséquent
G (t) ≥ G (0) > 0,∀t ∈ [0,T] . (3.41)
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De (3.20) on a

G
1

1−α (t) =
(
H1−α (t) + εF′ (t)

) 1
1−α
≤ C

H (t) +

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

u (t) u′ (t) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

1−α
 . (3.42)

Moyennant aux inégalités de Hölder et de Young on trouve∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

u (t) u′ (t) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

1−α

≤
∣∣∣∣u′ (t)∣∣∣∣ 1

1−α
2 ||u (t)||

1
1−α
2 ≤ (3.43)

≤ C7

(∣∣∣∣u′ (t)∣∣∣∣22 +
(
||u (t)||pp

) 2
(1−2α)p

)
.

Utilisant (3.36) et (3.21) on a(
||u (t)||pp

) 2
(1−2α)p

≤

(
1 +

1
H (0)

) (
||u (t)||pp + H (t)

)
≤ (3.44)

≤

(
1 +

1
H (0)

) (
||u (t)||pp + H (t) + |∇u (t)|2

)
.

Par conséquent (3.43) devient∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

u (t) u′ (t) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

1−α

≤
∣∣∣∣u′ (t)∣∣∣∣ 1

1−α
2 ||u (t)||

1
1−α
2 ≤ (3.45)

≤ C8

(∣∣∣∣u′ (t)∣∣∣∣22 + ||u (t)||pp + H (t) + |∇u (t)|2
)
.

Combinant (3.42), (3.45), on trouve

G
1

1−α (t) ≤ C9

(∣∣∣∣u′ (t)∣∣∣∣22 + ||u (t)||pp + H (t) + |∇u (t)|2
)
. (3.46)

En comparaissant (3.40) avec (3.46) on trouve que

d
dt

G (t) ≥ εC10G
1

1−α (t) ,∀t ∈ [0,T] . (3.47)

Intégrons (3.47) sur (0, t) on trouve que

G
α

1−α (t) ≥
1

G
−α
1−α (0) − α

1−αεt
,∀t ∈ [0,T] (3.48)

Par conséquent
lim
t→T∗

G (t) = ∞,

ou encore

lim
t <→T∗

(
1
2
|ut|

2 +
1
2
‖u(t)‖21 +

1
p
‖u (t)‖pLp(Ω)

)
= +∞, (3.49)

où

T∗ =
(1 − α) G

−α
1−α (0)

αε
. (3.50)
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A. Rahmoune 3.1 Explosion en temps fini

Remarque 3.1 Dans plusieurs cas où la fonction g vérifie certaines conditions déférentes à celles
définies dans (2.2)-(2.4), ou dans (3.1), on omet ici les détails on peut montrer des résultats similaires
comme ceux trouvés dans les Théorème 2.2, Théorème 2.3, et Théorème 3.1, nous n’indiquons pas
ces résultats ici pour éviter les répétitions des techniques sans intérêt.

Voici quelques exemples dont on cite les hypothèses qui ont été imposées par plusieurs auteurs :

1. Ma, et Soriano dans [41] considère les hypothèses suivantes{
p = n, g (x) x ≥ 0,∣∣∣g (x)

∣∣∣ ≤ Cβ exp
(
β |x|

n
n−1

)
, x ∈ Rn,

pour démontrer un résultats d’existence globale pour des problèmes similaires en utilisant les mêmes
techniques.

2. Vitilaro dans [63] a supposé que la fonction g vérifie
g ∈ C1,

xg (x) ≥ k0 |x|m , ∀x ∈ Rn, m > 2,∣∣∣g (x)
∣∣∣ ≤ k1 |x|

(
1 + |x|m−1

)
, ∀x ∈ Rn, m ≥ 2,

il a prouvé les mêmes résultats obtenus au Théorème 3.1.
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Deuxième partie

Problèmes aux limites semi linéaires
associés aux équations élastiques ou

viscoélastiques avec terme source.



Introduction

Cette partie est consacrée à l’étude de l’existence locale et globale, explosion en temps
fini, comportement asymptotique des solutions de quelques problèmes aux limites hyper-
boliques ou paraboliques semi linéaires sans terme dissipatif et avec un terme source, à
savoir :

* Problème hyperbolique semi linéaire associé aux équations élastiques linéaires avec
terme source ;

* Problème aux limites parabolique non linéaire associé aux équations élastiques non
linéaires ;

* Problème aux limites hyperbolique non linéaire associé aux équations viscoélastiques
non linéaires.

Cette partie se divise de trois chapitres.
Dans le premier chapitre on analyse la question d’existence globale et explosion en

temps fini des solutions pour un problème hyperbolique semi linéaire associé aux équa-
tions élastiques avec terme source :

∂2u
∂t2 − divσ (u) + |u|ρ u = f , x ∈ Ω, t ∈ ]0,T[ , (3.51)

σ (u) = F (ε(u)) . (3.52)

La fonction u cherchée vérifie en outre les conditions aux limites et les conditions initiales
suivantes :

u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω, (3.53)

u = 0 sur Σ1, σ(u)η = 0 sur Σ2, (3.54)

où les fonctions u0 et u1 sont données.
Le deuxième chapitre est consacré à l’étude du comportement à l’infini de la solution

d’un problème aux limites parabolique non linéaire associé aux équations élastiques,
suivant :

∂u
∂t
− µdivσ (u) + λAu = f , x ∈ Ω, t ∈ ]0,T[ ,

avec les mêmes conditions initiales et aux limites (3.53) et (3.54). OùA,F sont des fonctions
non linéaires et λ > 0 et µ > 0.

Dans le cas où µ = 0, λ = 1 etAu = −
n∑

i=1

∂
∂xi

(∣∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣∣p−2
∂u
∂xi

)
, J.L. Lions dans [38] a étudié

l’existence locale et l’unicité d’une solution faible du problème résultant
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Les approximations de Faedo-Galerkin combinées aux méthodes de monotonie et de
compacité, voir [54, 55], nous permettent de prouver l’existence locale et l’unicité de
la solution du problème considéré. Ensuite, sous certaines hypothèses supplémentaires
convenables sur les données nous allons analyser le comportement à l’infini de la solution
et nous allons prouver que la solution u reste bornée pour t −→ +∞.

Dans le dernier chapitre nous allons considérer un problème aux limites hyperbolique
non linéaire associé aux équations ayant une loi du comportement viscoélastique non
linéaire :

σ (u) = λF (ε(u)) + µG (ε(u′)) , dans Ω × (0,T) ,

avec les conditions (3.53) et (3.54). Où F et G sont des fonctions non linéires et ρ, λ, µ des
nombres réels positifs.

Sous certaines hypothèses sur les données en se basant sur les approximations de
Faedo-Galerkin, la méthode de compacité et le théorème du monotonie, nous allons dé-
montrer l’existence locale et l’unicité d’une solution faible. Ensuite nous allons étudier la
dépendance continue de la solution par rapport aux données.
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CHAPITRE 4

EXISTENCE GLOBALE ET EXPLOSION EN TEMPS FINI DE LA
SOLUTION D’UN PROBLÈME HYPERBOLIQUE SEMI LINÉAIRE

ASSOCIÉ AUX ÉQUATIONS ÉLASTIQUES AVEC TERME
SOURCE.

Sommaire
4.1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.2 Existence globale de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.3 Non-existence globale de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.4 Explosion en temps fini de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

Ce chapitre est dédié à l’étude de l’existence globale, l’instabilité ainsi que l’explosion
en temps fini de la solution d’un problème aux limites hyperbolique semi linéaire et avec
terme source. Sous certaines conditions sur les données initiales, en se basant sur les
techniques trouvées dans [3], [30] et [37] pour des problèmes particuliers, nous allons
montrer que la solution locale du problème considéré est instable.

Aussi nous allons démontrer que cette solution s’explose en temps fini T∗ qu’on dé-
terminera. Les techniques utilisées dans ce chapitre sont basées sur quelques estimations
comme celles considérées dans [3], [4], [17] et [37].

4.1 Position du problème

Dans le cas α = 0, le problème(1.1) se ramène au problème(4.1) suivant :

Problem 4.1 Trouver le champ des déplacements u : Q = Ω × [0,T] → Rn et le champ des
contraintes σ : Q = Ω × [0,T]→ Sn, tels que

∂2u
∂t2 − divσ (u) + |u|ρ u = f , x ∈ Ω, t ∈ ]0,T[ (4.1)

σ (u) = F (ε(u)) , x ∈ Ω, t ∈ ]0,T[ (4.2)
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A. Rahmoune 4.1 Position du problème

{
a) u(x, 0) = u0(x)
b) u′(x, 0) = u1(x) , x ∈ Ω (4.3){

u = 0 sur Σ1
σ(u)η = 0 sur Σ2

(4.4)

Dans ce cas, α = 0, les résultats d’existence, d’unicité et de régularité qui ont été démontrés
dans la première partie ne seront pas redémontrés dans ce chapitre, car la présence ou
l’absence du terme dissipatif g (u′) ne pose aucun problème pour l’existence locale, l’unicité
et la régularité de la solution obtenue. Par conséquent, les résultats concernant l’existence
locale, l’unicité et la régularité de la solution seront donnés sans démonstration.

Théorème 4.1 Supposons que les hypothèses (1.5)-(1.8) sont vérifiées. Alors le problème (4.1)
possède une solution unique pour T fini quelconque et pour tout ρ > −1. En outre, la solution
satisfait

u ∈ L∞ (0,T; V ∩ Lp(Ω)) , p = ρ + 2 (4.5)

u′ ∈ L∞
(
0,T; L2(Ω)

)
(4.6)

Théorème 4.2 On se place dans les conditions du Théorème 4.1 avec en outre

f ′ ∈ L2 (Q), (4.7)

u0 ∈ V ∩H2(Ω), (4.8)

u1 ∈ V. (4.9)

Alors pour tout ρ > 0 il existe une solution u et une seule du système (5.12)-(5.15) ayant la
régularité suivante :

u ∈ L∞
(
0,T; V ∩H2(Ω)

)
, (4.10)

u′ ∈ L∞ (0,T; V) , (4.11)

u′′ ∈ L∞
(
0,T; L2(Ω)

)
. (4.12)

Notre but dans ce chapitre est d’examiner la question d’existence globale, l’instabilité du
système et explosion en temps fini de la solution du problème (5.12)-(5.15).

On définit la fonctionnelle d’énergie par la formule

E (t) =
1
2
|ut|

2 +
1
2

C1 ‖u(t)‖2 +
1
p
‖u (t)‖pLp(Ω) , t ∈ R+ p ≥ 2. (4.13)

On note par d > 0 la constante d’injection

V → L2 (Ω) , d |v| ≤ ‖v‖ , ∀v ∈ V

et par C1 la constante positive telle que

a(v, v) = C1 ‖v‖2 , ∀v ∈ V.

On pose

E (0) =
1
2
|u1|

2 +
1
2

C1 ‖u0‖
2 +

1
p
‖u0‖

p
Lp(Ω)
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A. Rahmoune 4.2 Existence globale de la solution

Lemme 4.1 L’énergie E : R+
→ R+ est constante, absolument continue et on a

E′ (t) = 0, ∀t ∈ R+. (4.14)

De plus
‖E (t)‖L∞(0,+∞) = E (0) . (4.15)

Démonstration. Pour tout 0 ≤ S < T < ∞, d’après (4.1)-(4.4) on a

0 =

T∫
S

∫
Ω

ut (utt − divσ (u) + |u|ρ u(t)) dxdt =

=

T∫
S

∫
Ω

(ututt − utdivσ (u) + |u|ρ u(t)ut) dxdt =

=

T∫
S

E′ (t) dt = E (T) − E (S) .

Donc
E (T) − E (S) = 0, 0 ≤ S < T < ∞. (4.16)

On note que

E (t) = E (0) =
1
2
|ut|

2 +
1
2

C1 ‖u(t)‖2 +
1
p
‖u (t)‖pLp(Ω) , t ∈ R+. (4.17)

4.2 Existence globale de la solution

Théorème 4.3 Soit u une solution du problème (4.1)–(4.4) avec f = 0. En outre on suppose que

(u0,u1) < 0 (4.18)

et

0 < E (0) ≤
(
2p − 3

)
C1d |Ω|

−1
4

4
(
2p + 1

) . (4.19)

Alors |u (t)|2 est strictement décroissante et uniformément bornée : |u (t)|2 ≤ |u (0)|2 pour tout t > 0.

Démonstration. On définit la fonction F comme suit :

F (t) = |u (t)|2 =

∫
Ω

|u (x, t)|2 dx (4.20)

D’où il vient
F′ (t) = 2 (u,u′) . (4.21)

Thèse de doctorat en Sciences : Problèmes aux limites non linéaires page 49



A. Rahmoune 4.2 Existence globale de la solution

En utilisant la formule de Green et les conditions aux limites (4.4), de (4.1) on conclut

F′′ (t) = 2
∣∣u′ (t)∣∣2 + 2 (u,u′′) = 2

∣∣u′ (t)∣∣2 + 2 (u, divσ (u) − |u|ρ u(t)) =

= 2
∣∣u′ (t)∣∣2 + 2 (u, divσ (u)) + 2 (u,− |u|ρ u(t)) = (4.22)

= 2
∣∣u′ (t)∣∣2 − 2C1 ‖u (t)‖2 − 2 ‖u (t)‖pLp(Ω) .

Pour tout λ > 0 de (4.17) et (4.22) il résulte

F′′ (t) − λE (0) = 2
∣∣u′ (t)∣∣2 − 2C1 ‖u (t)‖2 − 2 ‖u (t)‖pLp(Ω) +

+
λ
2

∣∣u′∣∣ +
λ
2

C1 ‖u(t)‖2 +
λ
p
‖u (t)‖pLp(Ω) − 2λE (0) =(

2 +
λ
2

) ∣∣u′∣∣2 +
(
λ
2
− 2

)
C1 ‖u(t)‖2 +

(
λ
p
− 2

)
‖u (t)‖pLp(Ω) − 2λE (0)

Posant λ = 2p + 1, où p ≥ 2 il vient que

F′′ (t) ≥
2p + 5

2
∣∣u′ (t)∣∣2 +

2p − 3
2

C1 ‖u(t)‖2 − 2
(
2p + 1

)
E (0) . (4.23)

Grâce à l’injection de Sobolev, on conclut qu’il existe une constante d > 0 telle que

‖u(t)‖2 ≥ d |u (t)|2 . (4.24)

Donc (4.23) devient

F′′ (t) ≥
2p + 5

2
∣∣u′ (t)∣∣2 +

2p − 3
2

C1d |u (t)|2 − 2
(
2p + 1

)
E (0) . (4.25)

En multipliant (4.25) par F (t) on obtient

F′′ (t) F (t) ≥
(

2p + 5
2

) ∣∣u′ (t)∣∣2 |u (t)|2 + (4.26)

+

(
2p − 3

2

)
C1d |u (t)|4 − 2

(
2p + 1

)
E (0) |u (t)|2 .

Comme
|u (t)|4 ≥ |Ω|

−1
4 |u (t)|2 , (4.27)

alors (4.26) devient

F′′ (t) F (t) ≥
(

2p + 5
2

) ∣∣u′ (t)∣∣2 |u (t)|2 + (4.28)

+

(
2p − 3

2

)
C1d |Ω|

−−1
4 |u (t)|2 − 2

(
2p + 1

)
E (0) |u (t)|2 .

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz de (4.21) il découle

(F′ (t))2
≤ 4

∣∣u′ (t)∣∣2 |u (t)|2 . (4.29)

Thèse de doctorat en Sciences : Problèmes aux limites non linéaires page 50



A. Rahmoune 4.2 Existence globale de la solution

Par conséquent, pour tout θ > 0 l’inégalité (4.28) implique

F′′ (t) F (t) −
θ
2

(F′ (t))2
≥

(
2p + 5

2

) ∣∣u′ (t)∣∣2 |u (t)|2 + (4.30)

+

(
2p − 3

2

)
C1d |Ω|

−1
4 |u (t)|2 − 2

(
2p + 1

)
E (0) |u (t)|2 − 2θ

∣∣u′ (t)∣∣2 |u (t)|2 ,

ou encore

F′′ (t) F (t) −
θ
2

(F′ (t))2
≥

(
2p + 5

2
− 2θ

) ∣∣u′ (t)∣∣2 |u (t)|2 + (4.31)

+

((
2p − 3

2

)
C1d |Ω|

−1
4 − 2

(
2p + 1

)
E (0)

)
|u (t)|2 .

Choisissons θ telle que
2p + 5

4
≥ θ > 2, (4.32)

alors de (4.31) il en résulte

F′′ (t) F (t) −
θ
2

(F′ (t))2
≥

((
2p − 3

2

)
C1d |Ω|

−1
4 − 2

(
2p + 1

)
E (0)

)
F (t) . (4.33)

Si nous choisissons E (0) tel que((
2p − 3

2

)
C1d |Ω|

−1
4 − 2

(
2p + 1

)
E (0)

)
≥ 0,

ou encore sous la forme

0 < E (0) ≤
(
2p − 3

)
C1d |Ω|

−1
4

4
(
2p + 1

) . (4.34)

En utilisant (4.19), l’inéquation (4.34) devient

1
2
|u1|

2 +
1
2

C1 ‖u0‖
2 +

1
p
‖u0‖

p
Lp(Ω) ≤

1
2

(
2p − 3

)
C1d |Ω|

−1
4

2
(
2p + 1

) . (4.35)

Donc de l’inégalité (4.33) on arrive à

F′′ (t) F (t) ≥
θ
2

(F′ (t))2 . (4.36)

D’où il en découle
F′′ (t)

(F′ (t))2 ≥
θ
2

1
F (t)

. (4.37)

Par l’intégration sur (0, t) on obtient

1
F′ (t)

≤
1

F′ (0)
−
θ
2

t∫
0

1
F (s)

ds ≤
1

F′ (0)
. (4.38)

Moyennant (4.18) on déduit de (4.38) que

F′ (t) < 0, ∀t ≥ 0. (4.39)
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En utilisant (4.39), par intégration sur (0, t) de (4.36) il résulte

ln
(

F′ (t)
F′ (0)

)
=

t∫
0

F′′ (s)
F′ (s)

ds ≤
θ
2

t∫
0

F′ (s)
F (s)

ds =
θ
2

ln
(

F (t)
F (0)

)
, (4.40)

ou encore
F′ (t)
F′ (0)

≤

(
F (t)
F (0)

) θ
2

. (4.41)

Par intégration une autre fois sur (0, t) en tenant en compte (4.39), l’inégalité (4.41) donne

(
(F (t))

2−θ
2 − (F (0))

2−θ
2

)
=

t∫
0

F′ (s) (F (s))
−θ
2 ds ≤ (4.42)

≤
θ − 2

2
F′ (0)

t∫
0

F′ (0) (F (0))
−θ
2 ds = t

θ − 2
2

∣∣F′ (0)
∣∣ (F (0))

−θ
2 .

Finalement on arrive à l’estimation suivante :

F (t) ≤ F (0)
(
1 +

θ − 2
2

t
∣∣F′ (0)

∣∣ F (0)
) −2
θ−2

≤ F (0) , (4.43)

ce qui achève la démonstration du Théorème 4.3.

4.3 Non-existence globale de la solution

Théorème 4.4 Soit u une solution du problème (4.1)–(4.4) avec f = 0. En outre on suppose que

(u0,u1) > 0 (4.44)

et

0 < E (0) <
1
2

(
2p − 3

)
C1d |Ω|

1
4

2
(
2p + 1

) . (4.45)

Alors
lim
t→∞
|u (t)| = ∞.

Démonstration. Choisissons θ tel que

0 < θ < 2 (4.46)

on a
2p + 5

2
− 2θ >

2p − 3
2

> 0, p ≥ 2, (4.47)

et par suite (4.31) devient

F′′ (t) F (t) −
θ
2

(F′ (t))2
≥

((
2p − 3

2

)
C1d |Ω|

−1
4 − 2

(
2p + 1

)
E (0)

)
F (t) . (4.48)
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En utilisant (4.45) de (4.48 on conclut

F′′ (t) F (t) ≥
θ
2

(F′ (t))2 . (4.49)

Comme 0 < θ < 2, de la dernière inégalité il découle

d2

dt2 Fγ ≥ 0 (4.50)

où
1 > γ =

2 − θ
2

> 0. (4.51)

Donc par intégration deux fois sur (0, t), il résulte

Fγ (t) ≥
γ−1F (0) + tF′ (0)
γ−1F1−γ (0)

. (4.52)

Par l’hypothèse (4.44) on conclut que Fγ devient non bornée à l’infini, et par conséquent
lim
t→∞
|u (t)| = ∞, d’où le Théorème 4.4.

4.4 Explosion en temps fini de la solution

Théorème 4.5 Soit u une solution du problème (4.1)–(4.4) avec f = 0. En outre on suppose que

(u0,u1) > 0 (4.53)

et

E (0) =
1
2

(
2p − 3

)
C1d |Ω|

1
4

2
(
2p + 1

) . (4.54)

Alors la solution u s’explose en temps fini T∗ = |u0|
2

γ(u0,u1) , et par conséquent lim
t <→T∗
|u (t)| = ∞.

Démonstration. Choisissons θ tel que

2 < θ ≤
2p + 5

4
. (4.55)

Donc l’inégalité (4.31) donne

F′′ (t) F (t) −
θ
2

(F′ (t))2
≥

(
−2

(
2p + 1

)
E (0) +

2p − 3
2

C1d |Ω|
1
4

)
F (t) . (4.56)

Puisque θ > 2, la dernière inégalité devient

d2

dt2 F−γ ≤ −γF−(1+γ)
(
−2

(
2p + 1

)
E (0) +

2p − 3
2

C1d |Ω|
1
4

)
, (4.57)

où
γ =

θ − 2
2

> 0.
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Si nous choisissons E (0) de la forme (4.54) l’inégalité (4.57) montre que F−γ est une fonction
concave. Nous avons donc par intégration deux fois sur (0, t)

F (t) ≥ F (0)
(
1 − γtF−1 (0) F′ (0)

)−1
γ . (4.58)

Par l’hypothèse (4.53), l’inégalité (4.58) affirme que si on choisit T∗ de la forme

T∗ =
F (0)
γF′ (0)

, (4.59)

alors F devient non bornée pour t < T∗ ce qui montre l’explosion en temps fini de la
solution.
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EXISTENCE LOCALE ET COMPORTEMENT À L’INFINI POUR
UN PROBLÈME AUX LIMITES PARABOLIQUE NON LINÉAIRE

ASSOCIÉ AUX ÉQUATIONS ÉLASTIQUES
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Ce chapitre est consacré à l’étude du comportement à l’infini de la solution d’un
problème aux limites parabolique non linéaire.

∂u
∂t − µdivσ (u) + λAu = f , x ∈ Ω, t ∈ ]0,T[ ,

σ (u) = F (x, ε(u)) , x ∈ Ω, t ∈ ]0,T[ ,
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

u = 0 sur Σ1, σ(u)η = 0 sur Σ2,

(5.1)

oùA est une fonction non linéaire et F est une fonction linéaire, λ > 0 et µ > 0.
Ce chapitre est organisé comme suit : Dans les Sections 2 et 3, nous allons utiliser les

approximations de Faedo-Galerkin combinées aux méthodes de monotonie et de compa-
cité, voir [54, 55], pour prouver l’existence locale et l’unicité de la solution du problème
considéré. Dans la section 4, sous certaines hypothèses supplémentaires convenables sur
les données nous allons analyser le comportement à l’infini de la solution et nous allons
prouver que la solution u reste bornée pour t −→ +∞.

5.1 Formulation variationnelle et préliminaires.
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Soit Ω ouvert borné de Rn, de frontière Γ (régulière) ; on désigne par u un vecteur
(u1,u2, ...,un), où ∀i ui : Q = Ω × ]0,T[→ R. Soit {Γ1,Γ2} une partition de Γ, i.e. Γ = Γ1 ∪ Γ2
et Γ1 ∩ Γ2 = ∅. On suppose que mes Γ1 > 0 et on pose Σ1 = Γ1 × ]0,T[ et Σ2 = Γ2 × ]0,T[
ou T est un réel fini, p′ est l’exposant conjugué de p, i.e.

(
1
p + 1

p′ = 1
)
.

Le problème considéré dans ce chapitre consiste à chercher le couple (u, σ) tel que
u : Q→ Rn, σ : Q→ Sn satisfaisant :

∂u
∂t
− µdivσ (u) + λAu = f , x ∈ Ω, t ∈ ]0,T[ , (5.2)

σ (u) = F (x, ε(u)) , x ∈ Ω, t ∈ ]0,T[ , (5.3)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (5.4){
u = 0 sur Σ1,
σ(u)η = 0 sur Σ2,

(5.5)

où u0(x) est une fonction donnée. u, f , σ et ε(u) désignent le vecteur du déplacement, la
densité des forces volumiques, le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations
linéarisé, respectivement. F est une fonction non linéaire etA est un opérateur non linéaire.

Les relations (5.4) et (5.5) sont les conditions initiales et les conditions aux limites
Dirichlet-Neumann, respectivement. On dénote par Sn l’espace de tenseurs symétriques
d’ordre n.

Pour donner la formulation variationnelle du problème considéré, nous définissons
l’espace

H= L2(Ω)n×n =
{
σ =

(
σi j

)
∈ Sn : σi j = σ ji ∈ L2(Ω)

}
,

qui est un espace de Hilbert muni du produit scalaire donné par

〈σ,τ〉 =

∫
Ω

σi jτi jdx.

et avec la norme associée ‖.‖H .
Aussi, on définit l’espace

W1,p (Ω) = {v | v ∈ Lp (Ω) , Div ∈ Lp (Ω) , i = 1, ...,n} , 1 ≤ p < +∞

qui est un espace de Banach muni de la norme

‖v‖W1,p(Ω) = ‖v‖Lp(Ω) +

n∑
i=1

‖Div‖Lp(Ω) .

On désigne par W1,p
0 (Ω) la fermeture deD (Ω) dans W1,p (Ω) et qui est défini comme suit :

W1,p
0 (Ω) =

{
v | v ∈W1,p (Ω) , v = 0 sur Γ

}
et son dual est défini par W−1,p′(Ω).

Pour l’étude de ce problème, on suppose que l’opérateur élastique linéaire F : Ω×Sn →

Sn vérifie : 
(a) ∃ m > 0; (F(., ε), ε) ≥ m |ε|2 , ∀ε ∈ Sn p.p. x ∈ Ω
(b) x→ F(x, ε) est mesurable sur Ω, ∀ ε ∈ Sn p.p. x ∈ Ω
(c) x→ F(x, 0n) ∈ H

(5.6)
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Aussi, supposons que A : W1,p (Ω) → W−1,p′ (Ω) est un opérateur non linéaire de second
ordre ayant les propriétés suivantes : (a) Amonotone hémicontinu et ‖Av‖W−1,p′ (Ω) ≤ C ‖v‖p−1

W1,p(Ω)
;

(b) ∃ α > 0; (Av, v) ≥ α ||v||p
W1,p(Ω)

∀v ∈W1,p (Ω) .
(5.7)

De plus les données f et u0 doivent satisfaire

f ∈ Lp′(0,T; W−1,p′ (Ω)),
1
p

+
1
p′

= 1, 2 ≤ p < ∞; (5.8)

u0 ∈ L2(Ω). (5.9)

Sous les hypothèses (5.6)–(5.9), en multipliant l’équation (5.2) par v ∈ V et par intégration
sur Ω, la formule de Green nous permet de vérifier facilement que le problème (5.2)–(5.5)
est équivalent au problème variationnel suivant :

(P.V) :


Trouver u ∈ V tel que :

(u′, v) + a (u, v) + (Au, v) =
(

f , v
)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω.
∀v ∈ V (5.10)

Où
V =

{
v ∈W1,p (Ω) : v = 0 sur Γ1

}
a(u, v) =

∫
Ω

σ(u)ε(v)dx =

n∑
i, j=1

∫
Ω

σi j (u)
∂vi

∂x j
dx.

Remarque 5.1 Si on pose

‖v‖1 = (a(v, v))
1
2 =


∫
Ω

σ(v)ε(v)dx


1
2

pour tout v ∈ V.

Sous l’hypothèse (5.6) il vient

m |ε(u)|2 ≤ (F(ε(u)), ε(u)) ≤ K |ε(u)|2 .

Grâce à l’inégalité de Korn et l’inégalité de Poincaré on en déduit qu’il existe des constantes C1,
K > 0 telles que

C1 ‖v‖2 ≤ a(v, v) ≤ K ‖v‖2 . (5.11)

5.2 Existence et Unicité de la solution

5.2.1 Existence locale

Théorème 5.1 Sous les hypothèses (5.6)–(5.9), le problème (5.2)–(5.5) admet au moins une solu-
tion u pour tout T > 0 fini quelconque vérifiant

u ∈ Lp (0,T; V) , (5.12)

∂u
∂t
∈ Lp′

(
0,T; V′ ∩W−1,p′ (Ω)

)
, (5.13)

où 1
p + 1

p′ = 1, 2 ≤ p < ∞.
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Lemme 5.1 Le problème (P.V) est bien défini.

Démonstration du Lemme 5.1. Puisque u est une fonction de L2 (0,T; V), les fonctions
t 7−→ (u (t) , v) et t 7−→ a (u (t) , v) appartiennent à L2 (0,T). Aussi la fonction t 7−→ (Au (t) , v)
appartient à L1 (0,T) pour tout v ∈ V, car en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on
trouve ∫

Ω
|Au (t) v (t)| dx ≤ ‖Au (t)‖W−1,p′ (Ω) ‖v (t)‖W1,p(Ω) ≤

≤ C ‖Au (t)‖W−1,p′ (Ω) ‖v (t)‖V ≤ C.

Et par conséquent t 7−→ (Au (t) , v) ,∀v ∈ V est bien dans L1 (0,T). De même, puisque f est
une fonction de Lp′

(
0,T; W−1,p′ (Ω)

)
, la fonction t 7−→

(
f (t) , v

)
est dans Lp′ (0,T) pour tout

v ∈ V. Il en résulte que le problème variationnel (P.V) a un sens dans D′ (]0,T[).
Démonstration du Théorème 5.1. La démonstration de ce théorème est organisée comme
suit

– On construit des solutions "approchées" par la méthode de Faedo-Galerkin ;
– On établit, pour ces solutions approchées, des estimations à priori ;
– On passe à la limite (dans les termes non linéaires) en se basant sur la méthode de

compacité et celle de monotonie.
Etape 1 :
Commençons par introduire la suite

(
w j

)
de fonctions ayant les propriétés suivantes

w j ∈ V, j = 1, ...,m;
La famille {w1,w2, ...,wm} est linéairement indépendante ;

L’espace Vm = span{w1,w2, ...,wm} est dense dans V.

On cherche alors une suite um(t) sous la forme

um(t) =

m∑
i=1

Kim(t)wi. (5.14)

solution du problème variationnel approché, associé au problème (5.2)–(5.5), suivant

(Pm) :
{ (

u′m(t),w j

)
+ µa

(
um (t) ,w j

)
+ λ

(
Aum (t) ,w j

)
=

(
f (t) ,w j

)
, 1 ≤ j ≤ m

um(0) = u0m
(5.15)

avec les conditions initiales

u0m =

m∑
i=1

αimwi −→ u0 quand m −→ ∞ dans V. (5.16)

On obtient un système d’équations différentielles non linéaires du second ordre. D’après
le théorème de Carathéodorie, il existe une unique solution um du système (5.14), (5.15) et
(5.16) dans [0, tm] ayant la régularité suivante :

um (t) ∈ L2 (0, tm; Vm) , u′m (t) ∈ L2 (0, tm; Vm) .

Les estimations à priori qui suivent montrent que tm est indépendant de m.
Etape 2 :
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Multiplions l’équation (5.15) d’indice j par K jm(t), et sommons sur j, il vient que(
u′m(t),um(t)

)
+ µa (um(t),um(t)) + λ (Aum,um(t)) =

(
f ,um(t)

)
. (5.17)

Comme
1
2

d
dt
|um(t)|2 =

(
u′m(t),um(t)

)
.

Utilisons (5.11) et (5.7), donc (5.17) devient

1
2

d
dt
|um(t)|2 + µC1 ‖um (t)‖2 + λα ‖um‖

p
W1,p(Ω)

≤

∣∣∣( f (t) ,um(t))
∣∣∣ . (5.18)

Pour tout t dans [0,T], par intégration par partie sur (0, t) et par utilisation des inégalités
de Hölder et de Young de (5.18) il vient

1
2
|um(t)|2 + µC1

t∫
0

‖um (s)‖2 ds + λα

t∫
0

‖um(s)‖p
W1,p(Ω)

ds ≤

≤
1
2
|u0m|

2 +

t∫
0

(∣∣∣∣∣∣ f (s)
∣∣∣∣∣∣

W−1,p′ (Ω) ||um(s)||W1,p(Ω)

)
ds ≤ (5.19)

≤
1
2
|u0m|

2 +
1
2

t∫
0

( 1
λα

) p′

p ∣∣∣∣∣∣ f (s)
∣∣∣∣∣∣p′

W−1,p′ (Ω) + λα ||um(s)||p
W1,p(Ω)

 ds.

Par conséquent nous avons

1
2
|um(t)|2 + µC1

t∫
0

‖um (s)‖2 ds +
1
2
λα

t∫
0

‖um(s)‖p
W1,p(Ω)

ds ≤ (5.20)

≤
1
2
|u0m|

2 +
1
2

( 1
λα

) p′

p
t∫

0

(∣∣∣∣∣∣ f (s)
∣∣∣∣∣∣p′

W−1,p′ (Ω)

)
ds.

De la dernière inégalité on obtient

|um(t)|2 ≤ |u0m| +
( 1
λα

) p′

p
t∫

0

∣∣∣∣∣∣ f (s)
∣∣∣∣∣∣p′

W−1,p′ (Ω) ds. (5.21)

De (5.8) et (5.16), on conclut qu’il existe une constante C2 > 0 telle que :

|u0m| +
( 1
λα

) p′

p
t∫

0

∣∣∣∣∣∣ f (s)
∣∣∣∣∣∣p′

W−1,p′ (Ω) ds ≤ C2.

Par conséquent, en utilisant l’inégalité de Gronwall, on en déduit l’existence d’une constante
positive C indépendante de m et de [0, tm] telle que

|um(t)| ≤ C (indépendante de m). (5.22)
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De (5.20) on en déduit

t∫
0

(
‖um (s)‖2 + ‖um (s)‖p

W1,p(Ω)

)
ds ≤ C (indépendante de m). (5.23)

De cette dernière estimation (5.23), on conclut que t est indépendant de m, et par conséquent
∀m, tm = T.

En passant à la limite lorsque m→∞, de (5.22) on conclut que

(um) est bornée dans L∞
(
0,T; L2(Ω)

)
∩ Lp (0,T; V) . (5.24)

Etape 3 :
De (5.24), on déduit qu’on peut extraire un sous suite

(
uµ

)
de (um) telle que :

uµ −→ u faible étoile dans L∞
(
0,T; L2(Ω)

)
, (5.25)

uµ −→ u faible étoile dans Lp (0,T; V) , (5.26)

uµ (T) −→ ζ faible étoile dans L2 (Ω) . (5.27)

Aussi et comme ‖Av‖W−1,p′ (Ω) ≤ C ‖v‖p−1
W1,p(Ω)

, donc A (um) demeure dans un borné de

Lp′
(
0,T; W−1,p′ (Ω)

)
, on a alors

A

(
uµ

)
−→ χ faible étoile dans Lp′

(
0,T; W−1,p′ (Ω)

)
. (5.28)

Soit j fixé, et µ > j, alors d’après (5.17) on obtient(
u′µ(t),w j

)
+ µa

(
uµ (t) ,w j

)
+ λ

(
Auµ (t) ,w j

)
=

(
f (t) ,w j

)
. (5.29)

De (5.25), on a
a(uµ (t) ,w j) −→ a(u (t) ,w j) faible étoile dans L∞(0,T),(
Auµ (t) ,w j

)
→

(
χ,w j

)
faible étoile dans L∞(0,T),

(u′µ (t) ,w j) =
d
dt

(uµ (t) ,w j) −→ (u′ (t) ,w j) faible étoile dans D′(0,T).

Par passage à la limite de (5.15), on déduit{
(u′(t), v) + µa (u (t) , v) + λ (χ, v) =

(
f (t) , v

)
, ∀v ∈ V,

u(0) = u0.

Par comparaison avec le problème variationnel (5.10), on conclut que

u′ − µdivσ (u) + λχ = f , (5.30)

et
u (T) = ζ. (5.31)

Pour compléter la preuve du théorème (Théorème 5.1) nous allons besoin de prouver que
χ = A (u(t)).
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En effet, commeA est monotone alors on a

Xµ =

T∫
0

(
(
A

(
uµ (t)

)
−A (v (t)) ,uµ (t) − v (t)

)
≥ 0 ∀v ∈ Lp (0,T; V) . (5.32)

En utilisant (5.15) pour déduire que

λ

T∫
0

(
A

(
uµ (t)

)
,uµ (t)

)
dt =

T∫
0

(
f ,uµ

)
dt − µ

T∫
0

a
(
uµ(t),uµ(t)

)
dt +

1
2

∣∣∣u0µ
∣∣∣2 − 1

2

∣∣∣uµ (T)
∣∣∣2 .

Par conséquent

Xµ =

T∫
0

(
f ,uµ

)
dt − µC1

T∫
0

∥∥∥uµ(t)
∥∥∥2

dt +
1
2

∣∣∣u0µ
∣∣∣2 − 1

2

∣∣∣uµ (T)
∣∣∣2 −

−λ

T∫
0

(
A

(
uµ (t)

)
, v

)
dt − λ

T∫
0

(
A (v) ,uµ − v

)
dt.

On sait que 
lim
µ

inf
∣∣∣uµ (T)

∣∣∣2 ≥ |u (T)|2 ,

lim
µ

inf
T∫

0

∥∥∥uµ(t)
∥∥∥2

dt ≥
T∫

0
‖u(t)‖2 dt,

donc

lim
µ

sup Xµ ≤

T∫
0

(
f ,u

)
dt − µC1

T∫
0

‖u(t)‖2 dt +
1
2
|u0|

2
− (5.33)

−
1
2
|u (T)|2 − λ

T∫
0

(χ, v) dt − λ

T∫
0

(A (v) ,u − v) dt.

Par intégrations par parties sur (0,T) de (5.30) on trouve

T∫
0

(
f ,u

)
dt − µC1

T∫
0

‖u(t)‖2 dt +
1
2
|u0|

2
−

1
2
|u (T)|2 = λ

T∫
0

(χ,u) dt.

Ceci joint aux (5.32) et (5.33) nous donnent

λ

T∫
0

(χ −A (v) ,u − v) dt ≥ 0. (5.34)

Pour w ∈ Lp (0,T; V), on prend v = u − θw, θ > 0, alors (5.34) donne

T∫
0

(χ −A (u − θw) ,w) dt ≥ 0, pour tout θ > 0. (5.35)

Thèse de doctorat en Sciences : Problèmes aux limites non linéaires page 61



A. Rahmoune 5.2 Existence et Unicité de la solution

En utilisant la hémicontinuité et passant à la limite quand θ → 0 alors de (5.35) il vient

T∫
0

(χ −A (u) ,w) dt ≥ 0 ∀w ∈ Lp (0,T; V) ,

ce qui implique que
χ = A (u) .

De (5.29) il découle

d
dt

(u (t) ,w j) + µa(u (t) ,w j) + λ
(
Au (t) ,w j

)
=

(
f (t) ,w j

)
.

Pour tout w j ∈ Vm et tout 1 ≤ j ≤ m.
En utilisant la densité de Vm dans V on trouve que

(u′ (t) , v) + µa (u (t) , v) + λ (Au (t) , v) =
(

f (t) , v
)
∀v ∈ V. (5.36)

D’où il résulte que u satisfait (5.2).
Vérifions que (5.13) est satisfaite.
De (5.2) on a

u′ = f + µdivσ (u) − λAu.

Par passage à la limite de (5.12) il résulte que

ε(u) ∈ L2
(
0,T; L2 (Ω)

)
.

Comme F est continue, alors on a

F (ε(u)) ∈ L2
(
0,T; L2 (Ω)

)
.

Par conséquent
divF (ε (u)) = divσ (u) ∈ L2 (0,T; V′) .

Comme u vérifie (5.12), alors de (5.7) il résulte

T∫
0

‖A (u)‖p
′

W−1,p′ (Ω)
dx ≤ C

T∫
0

‖u‖
p(p−1)

p−1

W1,p(Ω)
dx ≤ C

T∫
0

‖u‖pV dx ≤ C.

Utilisons le fait queA (u) ∈ Lp′
(
0,T; W−1,p′ (Ω)

)
pour déduire

u′ ∈ Lp′(0,T; W−1,p′ (Ω)) + Lp′(0,T; V′) + Lp′
(
0,T; W−1,p′ (Ω)

)
,

Ce qui montre que
u′ ∈ Lp′

(
0,T; V′ ∩W−1,p′ (Ω)

)
,

D’où (5.13), et donc u (0) et u (T) ont un sens et que u (0) = u0 et u (T) = ζ.
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5.2.2 Unicité

Théorème 5.2 Sous les hypothèses (5.6)–(5.9), la solution u obtenue dans Théorème 5.1 est unique.

Démonstration. Soient u, v deux solutions du problème (5.2)–(5.5). En posant w = u− v, il
vient

w′ − µdivF(ε(w)) + λ (Au −Av) = 0, (5.37)

w(0) = 0, (5.38)

w = 0 sur Σ1, σ(w)η = 0 sur Σ2, (5.39)

w ∈ L∞(0,T; V). (5.40)

Multiplions les deux membres de (5.37) par w, alors on aura après utilisation de la formule
de Green et les conditions (5.39) :

1
2

d
dt
|w(t)|2 + µa (w(t),w(t)) + λ (Au −Av,u − v) = 0. (5.41)

En utilisant (5.6) et (5.7), pour tout u, v ∈ L∞(0,T; V) on a les inégalités suivantes{
a (w(t),w(t)) ≥ 0,
(Au −Av,u − v) ≥ 0.

Par conséquent de (5.41) on déduit

1
2

d
dt
|w(t)|2 ≤ 0.

D’où w = 0.

5.3 Comportement à l’infini en t

Dans cette section et sous certaines conditions supplémentaire sur les données nous
allons analyser le comportement de la solution lorsque t→∞ et nous allons montrer que
la solution u reste bornée lorsque t→∞.

Supposons que f vérifie

f ∈ Lp′

loc

(
0,∞; W−1,p′ (Ω)

)
, (5.42)

t+1∫
t

∥∥∥ f (t)
∥∥∥p′

W−1,p′ (Ω) ≤ C2 ∀t ≥ 0. (5.43)

Grâce aux (Théorème 5.1) et (Théorème 5.2), pour tout T > 0 fini il existe une solution
unique u du système suivant :

∂u
∂t − µdivσ (u) + λAu = f , x ∈ Ω, t ∈ ]0,T[ ,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,
u = 0 sur Σ.

(5.44)

Comme T est fini quelconque on a

u ∈ Lp
loc

(
0,∞; W1,p (Ω)

)
.

Lorsque t→∞ nous allons démontrer le résultat suivant
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Théorème 5.3 Supposons que (5.7), (5.42), (5.43) sont satisfaites. Soit u la solution unique de
(5.44). Alors il existe deux constantes C3, C4 telles que

|u (t)| ≤ C3 quand t→∞, (5.45)

t+1∫
t

‖u (ζ)‖p
W1,p(Ω)

dζ ≤ C4, ∀t ≥ 0. (5.46)

Démonstration. On subdivise l’intervalle [0,∞[ par les intervalles
[
j − 1, j

[
, j = 1, 2, ....

En utilisant le fait que la fonction t→ u (t) est continue de [0,∞[→H , on peut définir∣∣∣∣u (
t j

)∣∣∣∣ comme suit : ∣∣∣∣u (
t j

)∣∣∣∣ = sup
t∈[ j−1, j[

|u (t)| ,pour t j ∈
[
j − 1, j

]
, j = 1, 2, ... (5.47)

On déduit de (5.2) que, pour tout s, t : 0 < s < t on a :

1
2
|u(t)|2 −

1
2
|u(s)|2 + µ

t∫
s

(Fε (u) , ε (u)) dζ + λ

t∫
s

(A (u) ,u) dζ =

t∫
s

(
f ,u

)
dζ. (5.48)

En utilisant (5.6), (5.7) et (5.11), de (5.48) il vient

1
2
|u(t)|2 −

1
2
|u(s)|2 + µC1

t∫
s

‖u (ζ)‖2 dζ + λα

t∫
s

‖u(ζ))‖p
W1,p(Ω)

dζ ≤ (5.49)

≤

t∫
s

(
f ,u

)
dζ ≤


t∫

s

∥∥∥ f (ζ)
∥∥∥p′

W−1,p′ (Ω) dζ


1
p′


t∫

s

‖u(ζ))‖p
W1,p(Ω)

dζ


1
p

.

Pour des raisons purement techniques on pose

M =

( 3C2

(λα)p′

) 2
p

d2 +
6C2

(λα)
p
p
′


1
2

, (5.50)

où d est la constante d’injection |v| ≤ d ‖v‖ , et C2 est donnée par (5.43).
On va montrer que∣∣∣∣u (

t j+2

)∣∣∣∣ ≤ max
(∣∣∣∣u (

t j

)∣∣∣∣ ,M)
, pour tout j = 1, 2, .... (5.51)

Si
∣∣∣∣u (

t j+2

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣u (
t j

)∣∣∣∣ la preuve est évidente.

Supposons que
∣∣∣∣u (

t j+2

)∣∣∣∣ > ∣∣∣∣u (
t j

)∣∣∣∣, alors on a

1
2

∣∣∣u(t j+2)
∣∣∣2 + µC1

t j+2∫
t j

‖u (ζ)‖2 dζ + λα

t j+2∫
t j

‖u(ζ))‖p
W1,p(Ω)

dζ > (5.52)

>
1
2

∣∣∣u(t j)
∣∣∣2 + µC1

t j+2∫
t j

‖u (ζ)‖2 dζ + λα

t j+2∫
t j

‖u(ζ))‖p
W1,p(Ω)

dζ.
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Pour t = t j+2 et s = t j, de (5.49) il découle

1
2

∣∣∣u(t j+2)
∣∣∣2 + µC1

t j+2∫
t j

‖u (ζ)‖2 dζ + λα

t j+2∫
t j

‖u(ζ))‖p
W1,p(Ω)

dζ ≤

≤
1
2

∣∣∣u(t j)
∣∣∣2 +

t j+2∫
t j

(
f ,u

)
dζ ≤ (5.53)

≤
1
2

∣∣∣u(t j)
∣∣∣2 +


t j+2∫
t j

∥∥∥ f (ζ)
∥∥∥p′

W−1,p′ (Ω) dζ


1
p′


t j+2∫
t j

‖u(ζ))‖p
W1,p(Ω)

dζ


1
p

.

En combinant (5.52) et (5.53) on en déduit

λα

t j+2∫
t j

‖u(ζ))‖p dζ <


t j+2∫
t j

∥∥∥ f (ζ)
∥∥∥p′

W−1,p′ (Ω) dζ


1
p′


t j+2∫
t j

‖u(ζ))‖p
W1,p(Ω)

dζ


1
p

.

D’où il vient

λα


t j+2∫
t j

‖u(ζ))‖p
W1,p(Ω)

dζ


1
p′

<


t j+2∫
t j

∥∥∥ f (ζ)
∥∥∥p′

W−1,p′ (Ω) dζ


1
p′

. (5.54)

En utilisant le fait que t j+2 − t j ≤ 3 de (5.43) il résulte

t j+2∫
t j

∥∥∥ f (ζ)
∥∥∥p′

W−1,p′ (Ω) dζ < 3C2.

Et par conséquent, de (5.54) il s’ensuit

t j+2∫
t j

‖u(ζ))‖p
W1,p(Ω)

dζ <
3C2

(λα)p′ . (5.55)

Comme t j+2 − t j ≥ 1, de (5.55) on conclut qu’il existe τ ∈
[
t j, t j+2

[
tel que

‖u (τ)‖W1,p(Ω) ≤

(
3C2

(λα)p′

) 1
p

, (5.56)

d’où nous déduisons

|u (τ)| ≤
(

3C2

(λα)p′

) 1
p

d. (5.57)

En utilisant (5.55), pour t = t j+2 et s = τ, de (5.49) il vient

1
2

∣∣∣u(t j+2)
∣∣∣2 ≤ 1

2
|u(τ)|2 + (3C2)

1
p′

(3C2)
1
p

(λα)
p
p
′
,

Thèse de doctorat en Sciences : Problèmes aux limites non linéaires page 65



A. Rahmoune 5.4 Exemples

Substituons (5.57) dans la dernière inégalité

∣∣∣u(t j+2)
∣∣∣2 ≤ (

3C2

(λα)p′

) 2
p

d2 +
6C2

(λα)
p
p
′

= M2.

D’où la preuve de (5.51) et de plus on a

|u (t)| ≤ max

 max
t∈[t j,t j+2[

∣∣∣∣u (
t j

)∣∣∣∣ ,M = C3.

Ce qui achève la preuve de l’estimation (5.45).
D’un autre coté, en appliquant (5.49) avec s = t + 1, on déduit

λα

t+1∫
t

‖u(ζ))‖p
W1,p(Ω)

dζ ≤
1
2

C2
3 + C

1
p′

2


t+1∫
t

‖u(ζ))‖p
W1,p(Ω)

dζ


1
p

,

d’où par l’inégalité de Young il vient que

t+1∫
t

‖u(ζ))‖p
W1,p(Ω)

dζ ≤ C4,

et par conséquent la preuve de l’estimation (5.46).

5.4 Exemples

1. Dans le cas où µ = 0, λ = 1 et

Au = −

n∑
i=1

∂
∂xi

(∣∣∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣∣∣p−2 ∂u
∂xi

)
+ |u|p−2 u,

de (5.2)–(5.5) on obtient le problème suivant :
∂u
∂t −

n∑
i=1

∂
∂xi

(∣∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣∣p−2
∂u
∂xi

)
+ |u|p−2 u = f , x ∈ Ω, t ∈ ]0,T[ ,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

(P1)

On note que l’opérateur −
n∑

i=1

∂
∂xi

(∣∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣∣p−2
∂u
∂xi

)
+ |u|p−2 u est le prolongement de l’opé-

rateur −
n∑

i=1

∂
∂xi

(∣∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣∣p−2
∂u
∂xi

)
à W1,p (Ω) qui applique W1,p (Ω) dans W−1,p′ (Ω) .

2. Si on pose σ (u) = ∇u etAu = −
n∑

i=1

∂
∂xi

(∣∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣∣p−2
∂u
∂xi

)
avec λ = µ = 1, alors le problème

(5.2)–(5.5) se ramène au problème
∂u
∂t − ∆u −

n∑
i=1

∂
∂xi

(∣∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣∣p−2
∂u
∂xi

)
= f dans Ω × (0,T) ,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

(P2)
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3. Si on pose σ (u) =
n∑

i, j=1
ai j(x, t) ∂u

∂x j
où


ai j = a ji ∈ C1

(
Ω × (0,T)

)
,

n∑
i, j=1

ai j (x, t) ζiζ j ≥ m |ζ|2 , m > 0, ζi ∈ R

et

Au = −

n∑
i=1

∂
∂xi

(∣∣∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣∣∣p−2 ∂u
∂xi

)
, p ≥ 2,

alors le problème (5.2)–(5.5) devient
∂u
∂t −

n∑
i, j=1

∂
∂x j

(
ai j

∂u
∂xi

)
−

n∑
i=1

∂
∂xi

(∣∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣∣p−2
∂u
∂xi

)
= f dans Q,

u(x, 0) = u0(x), dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

(P3)

Tous les résultats des Théorème 5.1 et Théorème 5.3 sont valables pour ces problèmes
particuliers P1–P3.
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CHAPITRE 6

EXISTENCE LOCALE ET DÉPENDANCE CONTINUE DE LA
SOLUTION PAR RAPPORT AUX DONNÉES POUR UN

PROBLÈME VISCOÉLASTIQUE NON LINÉAIRE.
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Dans ce chapitre nous considérons un problème aux limites hyperbolique non linéaire
associé aux équations viscoélastiques non linéaires :

∂2u
∂t2 − divσ (u) + |u|ρ u = f , dans Ω × (0,T) ,

σ (u) = λF (ε(u)) + µG (ε(u′)) , dans Ω × (0,T) ,
u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,

u = 0 sur Γ1 × (0,T) , σ(u)η = 0 sur Γ2 × (0,T) ,

(6.1)

où F, et G sont des fonctions non linaires et ρ, λ, µ des nombres réels positifs.
Sous certaines hypothèses sur les données en se basant sur les approximations de

Faedo-Galerkin, la méthode de compacité et le théorème du monotonie, nous allons dé-
montrer l’existence locale et l’unicité d’une solution faible. On termine par étudier la
dépendance continue de la solution par rapport aux données.

6.1 Position du Problème et Hypothèses
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6.1.1 Position du Problème

Le problème non linéaire considéré dans ce chapitre consiste à chercher le couple (u, σ)
solution du problème suivant :

Problem 6.1 Trouver un champ des déplacements u : Q = Ω × [0,T] → Rnet un champ des
contraintes σ : Q = Ω × [0,T]→Sn, tels que

u′′ − divσ (u) + |u|ρ u = f dans Q, ρ > 0, (6.2)

σ (u) = λF (x, ε(u)) + µG (x, ε(u′)) dans Q, (6.3){
u = 0 sur Σ1,
σ(u)η = 0 sur Σ2,

(6.4){
u(x, 0) = u0(x) dans Ω,
u′(x, 0) = u1(x) dans Ω.

(6.5)

où u et f représentent le champ de déplacements et la densité des forces volumiques,
respectivement. L’équation (6.2), sans le terme source |u|ρ u est une équation d’évolution,
"div" dénote l’opérateur divergence pour le tenseur des contraintes σ = (σi j), i, j = 1, 2, ...,n,
la relation (6.3) représente la loi de comportement du type viscoélastique. Les relations
(6.4) et (6.5) sont les conditions les conditions aux limites Dirichlet-Neumann et les condi-
tions initiales, respectivement . Pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas la
dépendance explicite des fonctions u et σ par rapport à x ∈ Ω et t ∈ (0,T).

6.1.2 Hypothèses

Pour l’étude de ce problème, nous considérons les hypothèses suivantes : Nous sup-
posons que l’opérateur élastique non linéaire F : Ω × Sn → Sn satisfait les hypothèses
suivantes : 

(a) Il existe m1 > 0 telle que
(F(x, ε1) − F(x, ε2)) . (ε1 − ε2) ≥ m1 |ε1 − ε2|

2 ,
∀ε1, ε2 ∈ Sn, p.p. x ∈ Ω;
(b) Il existe L > 0 telle que
|F(x, ε1) − F(x, ε2)| ≤ L |ε1 − ε2| ,
∀ε1, ε2 ∈ Sn,p.p. x ∈ Ω;
(c) L’application x→ F(x, ε)
est mesurable, au sens de Lebesgue, dans Ω, pour tout ε ∈ Sn;
(d) F(x; 0) = 0.

(6.6)

L’opérateur viscoélastique non linéaire G : Ω × Sn → Sn vérifie :
(a) Il existe m2 > 0 telle que
(G(ε1) − G(ε2)) . (ε1 − ε2) ≥ m2 |ε1 − ε2|

2 ,
∀ε1, ε2 ∈ Sn, a.e. x ∈ Ω;
(b) L’application x→ G(x, ε)
est mesurable, au sens de Lebesgue, sur Ω, pour tout ε ∈ Sn.

(6.7)

Aussi on suppose que les donnée f , u0 et u1 vérifient :

f ∈ L2(Q), (6.8)
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u0 ∈ V ∩ Lp(Ω), p = ρ + 2, (6.9)

u1 ∈ L2(Ω). (6.10)

En se référant au [54, 55], il est facile de vérifier le résultat suivant.

Lemme 6.1 Supposons que les hypothèses (6.6) et (6.7) sont vérifiées. Alors les fonctions, notées
encore F, G : H −→ H , définies par

F (ε(.)) = F (., ε(.)) , G (ε(.)) = G (., ε(.)) , p.p. dans Ω

sont continues surH .

6.2 Formulation variationnelle

Lemme 6.2 Sous les hypothèses (6.6)-(6.10), le problème (6.1) est équivalent au problème varia-
tionnel suivant :

(P.V) :


Trouver u ∈ V ∩ Lp(Ω), p = ρ + 2 tel que pour tout v ∈ V ∩ Lp(Ω) on a

(u′′, v) + λa (u, v) + µ (G (ε(u′)) , ε(v)) + (|u|ρ u, v) = ( f , v),
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,
u′(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,

où
V =

{
v ∈ H1(Ω), v = 0 sur Γ1

}
et

a(u, v) =

∫
Ω

F (ε(u)) ε(v)dx.

Lemme 6.3 Sous les hypothèses (6.6), ‖u‖1 = a(u,u)
1
2 est une semi norme équivalente à la norme

‖u‖ sur H1(Ω).

Démonstration. En utilisant la remarque 1.3., il vient

|a(u,u)| ≤

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

F(ε(u))ε(u)dx

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Ω

|F(ε(u))| |ε(u)| dx ≤

≤ L
∫
Ω

|ε(u)|2 dx = L |ε(u)|2 ≤ C ‖u‖2 .

Grâce à l’inégalité de Korn on obtient

a(u,u) ≥ m
∫
Ω

|ε(u)|2 dx ≥ C′2 ‖u‖
2

Donc
C′

1
2 ‖u‖ ≤ (a(u,u))

1
2 ≤ C

1
2 ‖u‖ , ∀u ∈ H1(Ω).
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6.3 Existence locale et unicité de la solution

Notre but principal dans cette section est, en se basant sur l’approximation de Faedo-
Galerkin et l’argument de compacité, de prouver l’existence et l’unicité d’une solution
faible.

6.3.1 Existence locale des solutions

Théorème 6.1 Supposons que les hypothèses (6.6)–(6.10) sont vérifiées. Alors il existe au moins
une solution du problème (6.1) pour T fini quelconque. En outre, la solution satisfait :

u ∈ L∞(0,T; V ∩ Lp(Ω)), p = ρ + 2, (6.11)

u′ ∈ L∞
(
0,T; L2(Ω)

)
∩ L2 (0,T; V) . (6.12)

Supposons que le résultat du Théorème 6.1 est vérifié, alors le résultat suivant a lieu.

Lemme 6.4 Supposons que (6.6)–(6.10) sont vérifiées. Alors les conditions initiales (6.5) ont un
sens.

Démonstration. Utilisons les hypothèses (6.6)–(6.10), d’après le Théorème 6.1, on a

u ∈ L2 (0,T; V) et u′ ∈ L2 (0,T; V) .

En utilisant (6.11) et (6.12) on déduit que

ε(u), ε(u′) ∈ L∞
(
0,T; L2(Ω)

)
.

Donc, comme F et G sont continues et L2(Ω) ⊂ V′, on a F (ε(u)) , G (ε(u′)) ∈ L∞
(
0,T; L2(Ω)

)
.

Alors,
divσ (u) = div

(
λF (ε(u)) + µG (ε(u′))

)
∈ L∞ (0,T; V′) .

Aussi, on a∫
Ω

∣∣∣(|u|ρ u)
∣∣∣p′ dx =

∫
Ω
|u|(ρ+1)p′ dx =

∫
Ω
|u|(ρ+1) p

p−1 dx =

=

∫
Ω
|u|(p−1) p

p−1 dx =

∫
Ω
|u|p dx = ‖u‖p

LP(Ω)
,

1
p

+
1
p′

= 1,

ce qui implique que
|u|ρ u ∈ L∞

(
0,T; Lp′(Ω)

)
, ∀u ∈ Lp(Ω).

Donc, de (6.2) il vient

u′′ = f + divσ (u) − |u|ρ u ∈ L2
(
0,T; L2(Ω)

)
+ L∞

(
0,T; V′ + Lp′(Ω)

)
,

où V′ est l’espace dual deV et

V′ + Lp′(Ω) =
{
u + v; u ∈ V′et v ∈ Lp′(Ω)

}
.
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Puisque L2(Ω) ⊂ V′ + Lp′(Ω) alors dans le cas particulier nous avons

u′′ ∈ L2
(
0,T; V′ + Lp′(Ω)

)
. (6.13)

Renvoyons à [38] et joint au (6.12) il en résulte que

u′ : [0,T] −→ V′ + Lp′(Ω)

est continue, après modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de [0,T],
donc u′ (0) est bien défini , par conséquent la deuxième condition dans (6.5) a un sens.
Démonstration du Théorème 6.1.
Etape 1 : Solution approchée.
On introduit une suite (wn) des fonctions ayant les propriétés suivantes :
∗ ∀ j; w j ∈ V ∩ Lp(Ω);
∗ La famille {w1,w2, ...,wm} est linéairement indépendante ;
∗ L’espace Vm = span {w1,w2, ...,wm} engendré par la famille {w1,w2, ...,wm} est dense dans
V ∩ Lp(Ω).
Pour tout m ∈ N∗, on note (Pm4) le problème suivant ; trouver um = um(t) dans Vm sous la
forme

um(t) =

m∑
i=1

K jm(t)w j. (6.14)

Les K jm sont déterminés par l’expression suivante :

(u′′m(t),w j) + λa(um(t),w j) + µ
(
G

(
ε(u′m(t))

)
, ε(w j)

)
+ (6.15)

+(|um|
ρ um(t),w j) = ( f (t),w j), 1 ≤ j ≤ m,

qui est un système d’équations différentielles non linéaires du second ordre surRm et sera
complété par les conditions initiales suivantes :

um(0) = u0m =

m∑
i=1

αimwi
m−→∞
−→ u0 dans V ∩ Lp(Ω), (6.16)

u′m(0) = u1m =

m∑
i=1

βimwi
m−→∞
−→ u1 dans L2(Ω). (6.17)

Comme la famille {w1,w2, ...,wm} est linéairement indépendante, et d’après les arguments
standards des systèmes d’équations différentielles ordinaires non linéaires nous concluons
que le système (6.14)-(6.17) possède au moins une solution.

D’où l’existence d’une suite de solutions (um) du système dans [0, tm] telles que :

um ∈ L2 (0, tm; Vm) , u′m ∈ L2 (0, tm; Vm) .

Les estimations à priori qui suivent montreront que tm est indépendant de m.

Etape 2 : Estimations sur (um)m.
On multiplie l’équation (6.15) d’indice j par K′jm(t) et l’on somme en j il vient(

u′′m(t),u′m(t)
)

+ λa
(
um(t),u′m(t)

)
+ µ

(
G

(
ε(u′m(t))

)
, ε(u′m(t))

)
+ (6.18)

+
(
|um|

ρ um(t),u′m(t)
)

=
(

f (t) ,u′m(t)
)
.
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Comme um ∈ L2 (0, tm; Vm) , u′m ∈ L2 (0, tm; Vm), donc ε(um), ε(u′m) ∈ L2
(
0,T; L2 (Ω)

)
.

Du Lemme 6.1 il vient

F (ε(um)) , F
(
ε(u′m)

)
∈ L2

(
0,T; L2 (Ω)

)
.

Il est facile d’avoir que

d
dt

a (um(t),um(t)) =
(
Fε(um (t)), ε(u′m (t))

)
+

(
d
dt

(Fε(um (t))) , ε(um (t))
)
.

Utilisant le Lemme 6.3 il découle que

(
F (ε(um (t))) , ε(u′m (t))

)
=

d
dt
‖um (t)‖21 −

(
d
dt

F (ε(um (t))) , ε(um (t))
)
.

Grâce aux inégalités de Cauchy -Schwarz et Hölder et les hypothèses (6.6) on conclut que∣∣∣∣∣∣
(

d
dt

F (ε(um (t))) , ε(um (t))
)∣∣∣∣∣∣ ≤ L

∣∣∣ε(u′m (t))
∣∣∣ |ε(um (t))| ≤ (6.19)

≤ C3
∥∥∥u′m (t)

∥∥∥ ‖um (t)‖ .

Aussi, nous avons

1
2

d
dt

∣∣∣u′m(t)
∣∣∣2 =

(
u′′m(t),u′m(t)

)
,

1
p

d
dt
‖um(x, t))‖pLp(Ω) =

(
|um|

ρ um(t),u′m(t)
)
, p = ρ + 2,

Moyennant les hypothèses (6.7), il existe une constante C2 > 0 telle que

(G(ε
(
u′m (t)

)
), ε

(
u′m (t)

)
) ≥ C2

∥∥∥u′m (t)
∥∥∥2
.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, l’inégalité de Young et (6.19) l’équation (6.18)
devient

d
dt

[1
2

∣∣∣u′m(t)
∣∣∣2 + λC1 ‖um (t)‖2

]
+ µC2

∥∥∥u′m (t)
∥∥∥2

+
1
p

d
dt
‖um(x, t))‖pLp(Ω) ≤

≤

∣∣∣( f (t)
∣∣∣ ∣∣∣u′m(t)

∣∣∣ + C3
∥∥∥u′m (t)

∥∥∥ ‖um (t)‖ ≤ (6.20)

≤
1
2

∣∣∣ f (t)
∣∣∣2 +

1
2

∣∣∣u′m(t)
∣∣∣2 +

1
2
µC2

∥∥∥u′m (t)
∥∥∥2

+
1
2

C2
3

µC2
‖um (t)‖2 .

En intégrant (6.20) sur (0, t), nous déduisons

1
2

∣∣∣u′m(t)
∣∣∣2 + λC1 ‖um(t)‖2 +

1
2
µC2

t∫
0

∥∥∥u′m (s)
∥∥∥2

ds +
1
p
‖um(t)‖pLp(Ω) ≤

≤
1
2
|u1m|

2 + λC1 ‖u0m‖
2 +

1
p
‖u0m‖

p
Lp(Ω) + (6.21)

+
1
2

t∫
0

∣∣∣ f (s)
∣∣∣2 ds +

1
2

t∫
0

∣∣∣u′m(s)
∣∣∣2 ds + C4

t∫
0

‖um (s)‖2 ds,
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où C4 = 1
2

C2
3

µC2
.

En utilisant les hypothèses (6.17), (6.16) et (6.8) alors il existe une constante C5 > 0 telle
que

1
2
|u1m| + λC1 ‖u0m‖

2 +
1
p
‖u0m‖

p
Lp(Ω) +

1
2

t∫
0

∣∣∣ f (s)
∣∣∣2 ds ≤ C5.

D’où (6.21) devient

∣∣∣u′m(t)
∣∣∣2 + ‖um(t)‖2 +

t∫
0

∥∥∥u′m (s)
∥∥∥2

ds + ‖um(t)‖pLp(Ω) ≤ (6.22)

≤ C6 + C7

t∫
0

(∣∣∣u′m(s)
∣∣∣2 + ‖um(s)‖2

)
ds, ∀m ∈N∗,

où C6 = C5

min
(

1
2 ,λC1,

1
2µC2,

1
p

) et C7 =
max( 1

2 ,C4)
min

(
1
2 ,λC1,

1
2µC2,

1
p

) .
Par conséquent pour tout t ∈ (0,T) on a

∣∣∣u′m(t)
∣∣∣2 + ‖um(t)‖2 ≤ C6 + C7

t∫
0

(∣∣∣u′m(s)
∣∣∣2 + ‖um (s)‖2

)
ds

Appliquons le Lemme de Gronwall pour déduire∣∣∣u′m(t)
∣∣∣ + ‖um(t)‖ ≤ C (indépendant de m). (6.23)

De (6.22) on conclut

‖um(t)‖Lp(Ω) +

t∫
0

∥∥∥u′m (s)
∥∥∥2

ds ≤ C (indépendant de m). (6.24)

D’où, nous déduisons l’indépendance de tm par rapport à m, et on peut maintenant écrire
tm = T.

En passant à la limite quand m −→ ∞, de (6.23) et (6.24) on conclut que{
(um) demeure dans un borné de L∞ (0,T; V ∩ Lp(Ω)) ,(
u′m

)
demeure dans un borné de L∞

(
0,T; L2(Ω)

)
∩ L2 (0,T; V) .

(6.25)

Etape 3 : Passage à la limite .
De (6.25), on déduit qu’on peut extraire une sous suite

(
uµ

)
de (um) telle que

uµ −→ u dans L∞ (0,T; V ∩ Lp(Ω)) faible étoile, (6.26)

u′µ −→ u′ dans L∞
(
0,T; L2(Ω)

)
∩ L2 (0,T; V) faible étoile. (6.27)

Il résulte en particulier de (6.25), que les suites (um) ,
(
u′m

)
sont bornées dans L2(0,T; V) ⊂

L2(0,T; L2(Ω)) = L2(Q) et L2
(
0,T; L2(Ω)

)
∩ L2 (0,T; V) ⊂ L2(0,T; L2(Ω)) = L2(Q), respective-

ment.
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En particulier (um) demeure dans un borné de H1(Q).
On sait, voir [39], que l’injection de H1(Q) dans L2(Q) est compact ce qui nous permet

de supposer que la sous suite
(
uµ

)
extraite vérifie, outre que (6.26) et (6.27)

uµ −→ u dans L2(Q) fort. (6.28)

De (6.25) il résulte que (|um|
ρ um) demeure dans un borné de L∞

(
0,T; Lp′(Ω)

)
, alors, il est

facile de montrer que,∣∣∣uµ∣∣∣ρ uµ → |u|ρ u dans L∞
(
0,T; Lp′(Ω)

)
faible étoile, (6.29)

où 1
p + 1

p′ = 1 et p = ρ + 2.
Soit j fixé, et µ > j, alors d’après (6.15) on a(

u′′µ (t),w j

)
+ λa

(
uµ(t),w j

)
+ µ

(
−divG

(
ε(u′µ(t))

)
,w j

)
+ (6.30)

+
(∣∣∣uµ∣∣∣ρ uµ(t),w j

)
=

(
f (t),w j

)
.

Par conséquent, (6.26) et (6.27) implique
a(uµ,w j) −→ a(u,w j) dans L∞(0,T) faible étoile,
(u′µ,w j) −→ (u′,w j) dans L∞(0,T) faible étoile,(
−divG

(
ε(u′µ(t))

)
,w j

)
→

(
χ,w j

)
dans L∞(0,T) faible étoile.

Et (
u′′µ (t),w j

)
−→

(
u′′(t),w j

)
dansD′(0,T).

Aussi, de (6.29) on a(∣∣∣uµ∣∣∣ρ uµ,w j

)
−→

(
|u|ρ u,w j

)
dans L∞(0,T) faible étoile.

On déduit donc de (6.30) que

(u′′(t),w j) + λa(u(t),w j) + µ
(
χ,w j

)
+

(
|u|ρ u(t),w j

)
=

(
f (t),w j

)
.

Cela pour j fixé quelconque.
Donc d’après la densité de Vm dans V ∩ Lp(Ω) on déduit

(u′′(t), v) + λa (u(t), v) + µ (χ, v) + (|u|ρ u(t), v) =
(

f (t), v
)
, ∀v ∈ V ∩ Lp(Ω).

D’où il résulte que u vérifie

u′′(t) − λdivF (ε(u)) + µχ + |u|ρ u = f . (6.31)

Etape 4 : Vérifications des conditions initiales.

D’après (6.26) et (6.27) on a, en particulier,

uµ(0)→ u(0) dans L2(Ω) faible.

Par ailleurs, d’après (6.16) nous déduisons que

uµ(0) = u0µ → u0 dans V ∩ Lp(Ω).
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Donc, la première condition dans (6.5) est obtenue.
De l’autre côté, en utilisant (6.13) nous avons

d
dt

(
u′µ(t),w j

)
−→

(
f (t),w j

)
− λa

(
u(t),w j

)
−

(
χ,w j

)
=

=
d
dt

(
u′(t),w j

)
dans L2 (0,T) + Lp′(0,T) faible étoile,

alors (
u′µ(0),w j

)
=

(
u1µ,w j

)
−→ (u′(0),w j).

Par conséquent (
u1,w j

)
= (u′(0),w j) ∀ j.

D’où la deuxième condition dans (6.5) est satisfaite.
Pour compléter la démonstration de l’existence on doit vérifier que :

χ = −divG (ε(u′(t)))

Pour tout ϕ ∈ L2 (0,T; V), si nous considéronsA
(
ϕ(t)

)
= −divG

(
ε(ϕ(t))

)
, notre but, dans la

suite, est de vérifier que χ = A (u′(t)).
En utilisant la formule du Green et les conditions aux limites (6.4), alors pour tout

v ∈ L2 (0,T; V) , de (6.7) il découle

Xµ =

t∫
0

(
A

(
u′µ (s)

)
−A (v′ (s)) ,u′µ (s) − v′ (s)

)
ds ≥ 0. (6.32)

Tenant compte (6.15) il résulte

t∫
0

(
A

(
u′µ (s)

)
,u′µ (s)

)
ds = −

1
2

∣∣∣u′µ (t)
∣∣∣2 − λ t∫

0

a
(
uµ (s) ,u′µ (s)

)
ds −

1
p

∥∥∥uµ(x, t))
∥∥∥p

Lp(Ω) +

+
1
p

∥∥∥u0µ
∥∥∥p

Lp(Ω) +
1
2

∣∣∣u1µ

∣∣∣2 +

t∫
0

(
f ,u′µ

)
ds.

D’où

Xµ = −
1
2

∣∣∣u′µ (t)
∣∣∣2 − λ t∫

0

a
(
uµ (s) ,u′µ (s)

)
ds −

1
p

∥∥∥uµ(x, t))
∥∥∥p

Lp(Ω) +

+
1
p

∥∥∥u0µ
∥∥∥p

Lp(Ω) +
1
2

∣∣∣u1µ

∣∣∣2 +

t∫
0

(
f ,u′µ

)
ds −

t∫
0

(
A

(
u′µ (t)

)
, v′

)
ds −

−

t∫
0

(
A (v′) ,u′µ − v′

)
ds.
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En utilisant les inégalités suivantes
lim
µ

inf
∣∣∣u′µ (t)

∣∣∣2 ≥ |u′ (t)|2 ,
lim
µ

inf
∥∥∥uµ(x, t))

∥∥∥p
Lp(Ω) ≥ ‖u(x, t))‖pLp(Ω) ,

lim
µ

inf
t∫

0
a
(
uµ (s) ,u′µ (s)

)
ds ≥

t∫
0

a (u (s) ,u′ (s)) ds,

nous obtenons

lim
µ

sup Xµ ≤ −
1
2
∣∣u′ (t)∣∣2 − λ t∫

0

a (u (s) ,u′ (s)) ds −

−
1
p
‖u(x, t))‖pLp(Ω) +

1
p
‖u0‖

p
Lp(Ω) +

1
2
|u1|

2 + (6.33)

+

t∫
0

(
f ,u′

)
ds − µ

t∫
0

(χ, v′) ds −

t∫
0

(A (v′) ,u′ − v′) ds.

Multipliant (6.31) par u′, alors l’intégration par parties donne

µ

t∫
0

(χ,u′) ds =

t∫
0

(
f ,u′

)
ds −

1
2
∣∣u′ (t)∣∣2 − λ t∫

0

a (u (s) ,u′ (s)) ds −

−
1
p
‖u(x, t))‖pLp(Ω) +

1
p
‖u0‖

p
Lp(Ω) +

1
2
|u1|

2 .

Utilisant la dernière égalité avec (6.32) et (6.33) pour obtenir

t∫
0

(
µχ −A (v′) ,u′ − v′

)
dt ≥ 0. (6.34)

Pour tout w ∈ L2 (0,T; V), posons v′ = u′ − αw, α > 0, alors (6.34) devient

t∫
0

(
µχ −A (u′ − αw′) ,w (s)

)
ds ≥ 0. (6.35)

Faisant α→ 0 dans (6.35) il vient

t∫
0

(
µχ −A (u′) ,w (s)

)
ds ≥ 0 ∀w ∈ L2 (0,T; V) .

D’où,
χ = A (u′) .

Par conséquent de (6.30) on tire

d2

dt2 (u (t) ,w j) + λa(u (t) ,w j) + µ
(
−divG (ε(u′(t))) ,w j

)
=

(
f (t) ,w j

)
.
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Pour tout w j ∈ Vm et pour tout 1 ≤ j ≤ m, la densité de Vm dans V implique que

(u′′ (t) , v) + λa (u (t) , v) + µ (−divG (ε(u′(t))) , v) =
(

f (t) , v
)
∀v ∈ V. (6.36)

D’où (6.2).

6.3.2 Unicité

Ce paragraphe est consacré à la démonstration de l’unicité de la solution sans prendre
en considération l’hypothèse ρ ≤ 2

n−2 .

Théorème 6.2 Sous les hypothèses de Théorème 6.1, pour tout ρ > −1. La solution u obtenue
dans Théorème 6.1 est unique.

Démonstration. Soient u, v deux solutions du problème (6.1).
En posant w = u − v, donc w doit vérifier le système suivant :

w′′ − λdiv (F(ε(u)) − F(ε(v)))−
−µdiv (G (ε(u′)) − G (ε(v′))) + (6.37)
+(|u|ρ u − |v|ρ v) = 0 dans Q,

w(0) = w′(0) = 0 dans Ω, (6.38)

w = 0 sur Σ1, σ(w)η = 0 sur Σ2, (6.39)

w ∈ L∞(0,T; V ∩ Lp(Ω)), p = ρ + 2, (6.40)

w′ ∈ L∞
(
0,T; L2(Ω)

)
∩ L2 (0,T; V) . (6.41)

Multipliant les deux membres de (6.37) par w′, et intégrant sur Ω alors on aura après
utilisation de la formule de Green et les conditions aux limites (6.39)

1
2

d
dt

∣∣w′(t)∣∣2 + λ (F(ε(u)) − F(ε(v)), ε(u′) − ε(v′)) +

+µ (G (ε(u′)) − G (ε(v′)) , ε(u′) − ε(v′)) = (6.42)

=

∫
Ω

(|v|ρ v − |u|ρ u) w′dx.

Utilisant (6.6), (6.38) et le Lemme 6.3 nous trouvons

(F(ε(u)) − F(ε(v)), ε(u′) − ε(v′)) =

=
d
dt

(F(ε(u)) − F(ε(v)), ε(u) − ε(v))−

−

(
d
dt

(F(ε(u)) − F(ε(v))) , ε(u) − ε(v)
)
≥

≥ C1
d
dt
‖w‖2 −

(
d
dt

(F(ε(u)) − F(ε(v))) , ε(u) − ε(v)
)
.

De (6.7) on conclut qu’il existe une constante C2 > 0 telle que

(G (ε(u′)) − G (ε(v′)) , ε(u′) − ε(v′)) ≥ C2
∥∥w′

∥∥2 .
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Alors (6.42) devient

d
dt

(1
2
∣∣w′(t)∣∣2 + λC1 ‖w‖2

)
+ µC2

∥∥w′
∥∥2
≤

≤

∫
Ω

(|v|ρ v − |u|ρ u)w′dx+ (6.43)

+

∫
Ω

d
dt

(F(ε(u)) − F(ε(v))) (ε(u) − ε(v)) dx.

Utilisons les hypothèses (6.6) pour conclure les estimations suivantes :∣∣∣∣∣∫
Ω

d
dt

(F(ε(u)) − F(ε(v))) (ε(u)) − (ε(v)) dx
∣∣∣∣∣ ≤ (6.44)

≤ L
∫

Ω

∣∣ε(u′) − ε(v′)
∣∣ |ε(u) − ε(v)| dx ≤ C3

∥∥w′
∥∥ ‖w‖ .

Le premier terme du deuxième membre de (6.43) est majoré comme suit :∣∣∣∣∣∫
Ω

(|v|ρ v − |u|ρ u)w′dx
∣∣∣∣∣ ≤ (

ρ + 1
) ∫

Ω

sup (|u|ρ , |v|ρ) |w|
∣∣w′∣∣ dx.

En utilisant l’inégalité de Hölder nous avons∣∣∣∣∣∫
Ω

(|v|ρ v − |u|ρ u)w′dx
∣∣∣∣∣ ≤

≤ C
(∥∥∥|u|ρ∥∥∥Ln(Ω) +

∥∥∥|v|ρ∥∥∥Ln(Ω)

)
||w (t)||Lq(Ω)

∣∣w′ (t)∣∣ .
Aussi, si 1

n + 1
q + 1

2 = 1, voir [8], alors

‖v‖Lkq(Ω) =
∥∥∥|v|k∥∥∥ 1

k

Lq(Ω) ∀k, q ∈N∗. (6.45)

Pour tout n > 2, et pour tout ρ > −1 si on pose k = E
(
ρ(n−2)

2

)
+ 1, où E (x) dénote la partie

entière de x. Alors k doit vérifier la condition

ρ ≤
2k

n − 2
, k ∈N∗, n , 2. (6.46)

Utilisant (6.46) on a ρn ≤ kq. Comme 1
n + 1

q + 1
2 = 1, voir [38] on a H1(Ω) ⊂ Lq(Ω), donc de

(6.45) nous trouvons∥∥∥|v|ρ∥∥∥Ln(Ω) = ‖v‖ρLρn(Ω) ≤ ‖v‖
ρ

Lkq(Ω)
=

∥∥∥|v|k∥∥∥ ρkLq(Ω) ≤

≤ C ‖v‖ρLq(Ω) ≤ C ‖v‖ρ .

Par conséquent ∥∥∥|v|ρ∥∥∥Ln(Ω) ≤ C ‖v‖ρ , (6.47)

ce qui entraine ∣∣∣∣∣∫
Ω

(|v|ρ v − |u|ρ u) w′dx
∣∣∣∣∣ ≤ C (||u||ρ + ‖v‖ρ) ||w||

∣∣w′∣∣ ,
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où C est une constante positive.
Utilisant l’estimation (6.11) on obtient :∣∣∣∣∣∫

Ω

(|v|ρ v − |u|ρ u)w′dx
∣∣∣∣∣ ≤ C4 ||w||

∣∣w′∣∣ . (6.48)

En utilisant (6.43), (6.44), (6.48) et les inégalités de Young et Hölder on obtient

d
dt

(1
2
∣∣w′(t)∣∣2 + λC1 ‖w(t)‖2

)
+ µC2

∥∥w′
∥∥2
≤

≤ C3
∥∥w′

∥∥ ‖w‖ + C4 ||w||
∣∣w′∣∣ ≤ 1

2
µC2

∥∥w′
∥∥2 +

+C5 ‖w(t)‖2 +
1
2

C6

(∣∣w′(t)∣∣2 + ‖w(t)‖2
)
.

En intégrant la dernière inégalité sur (0, t) de (6.38) il résulte

1
2
∣∣w′(t)∣∣2 + λC1 ‖w(t)‖2 + µC2

t∫
0

∥∥w′ (s)
∥∥2 ds ≤

≤ 0 + C7

t∫
0

(∣∣w′(s)
∣∣2 + ‖w(s)‖2

)
ds.

Appliquant le Lemme de Gronwall pour trouver w = 0.

6.4 Dépendance continue de la solution par rapport aux données

Dans ce paragraphe, on analyse la dépendance continue de la solution par rapport aux
données.

On définit l’espace de Banach suivant :

W (Q) =
{
ϕ/ϕ ∈ L∞ (0,T; V) , ϕ′ ∈ L∞

(
0,T; L2 (Ω)

)}
,

muni de la norme ∥∥∥ϕ∥∥∥
W(Q) =

∥∥∥ϕ∥∥∥
L∞(0,T;V) +

∥∥∥ϕ′∥∥∥L∞(0,T;L2(Ω)) .

On considère l’application π définie par :{
π : L2 (Q) × V × L2 (Ω)→W (Q){

f ,u0,u1
}
7→ u, (6.49)

où u est une solution du problème (6.1). Relativement à cette notation on a le théorème
suivant :

Théorème 6.3 Sous les hypothèses des Théorème 6.1 et Théorème 6.2, l’application π définie en
(6.49) est continue, autrement dit pour tout u, v ∈W (Q) on a∣∣u′ − v′

∣∣2 + ‖u − v‖2 ≤

≤ C (u, v)

|u1 − v1|
2 + ‖u0 − v0‖

2 +

t∫
0

∣∣∣( f − g
)

(s)
∣∣∣2 ds

 ,
où π

({
f ,u0,u1

})
= u et π

({
g, v0, v1

})
= v et C (u, v) est une fonction de u et v.
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Démonstration. Soit v = π
({

g, v0, v1
})

telle que{
g, v0, v1

}
→

{
f ,u0,u1

}
dans L2 (Q) × V × L2 (Ω) .

Donc w = u − v doit satisfaire au

w′′ − λdiv (F(ε(u)) − F(ε(v))) − µdiv (G(ε(u′)) − G(ε(v′))) = (6.50)
= f − g − (|u|ρ u − |v|ρ v) ,

Multipliant les deux membres de (6.50) par w′, et intégrant sur Ω on aura après utilisation
de la formule de Green et les conditions aux limites (6.39)

1
2

d
dt

∣∣w′(t)∣∣2 + λ

∫
Ω

(F(ε(u)) − F(ε(v))) ε(w′)dx+

+µ

∫
Ω

(G(ε(u′)) − G(ε(v′))) ε(w′)dx =
(

f − g,w′
)
+ (6.51)

+

∫
Ω

(|v|ρ v − |u|ρ u) w′dx.

De (6.6) nous obtenons ∫
Ω

(F(ε(u)) − F(ε(v))) ε(w′)dx ≥

≥
d
dt

C1 ‖w‖2 −
∫
Ω

(
d
dt

(F(ε(u)) − F(ε(v)))
)
ε(w)dx;

et ∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(
d
dt

(F(ε(u)) − F(ε(v)))
)
ε(w)dx

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C3
∥∥w′

∥∥ ‖w‖ .
Aussi, en utilisant (6.7) nous trouvons∫

Ω

(G(ε(u′)) − G(ε(v′))) ε(w′)dx ≥ C2
∥∥w′

∥∥2 .

Utilisant les inégalités de Hölder et de Young alors par intégration sur (0, t) de (6.51) il
vient

1
2
∣∣w′(t)∣∣2 + λC1 ‖w (t)‖2 + µC2

t∫
0

∥∥w′ (s)
∥∥2 ds ≤

≤
1
2
|u1 − v1|

2 + λC1 ‖u0 − v0‖
2 +

+
1
2

t∫
0

∣∣∣( f − g
)

(s)
∣∣∣2 ds +

1
2

t∫
0

∣∣w′(s)
∣∣2 ds +

1
2

C4

t∫
0

‖w (s)‖2 ds+ (6.52)

+
1
2
µC2

t∫
0

∥∥w′ (s)
∥∥2 ds +

t∫
0

∫
Ω

(|v|ρ v − |u|ρ u) w′dxds.
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Moyennant (6.48), de (6.52) on obtient

∣∣w′(t)∣∣2 + 2λC1 ‖w(t)‖2 + 2µC2

t∫
0

∥∥w′(s)
∥∥2 ds ≤ |u1 − v1|

2 + 2C1λ ‖u0 − v0‖
2 +

+

t∫
0

∣∣∣( f − g
)

(s)
∣∣∣2 ds +

t∫
0

∣∣w′(s)
∣∣2 ds + C4

t∫
0

‖w(s)‖2 ds+

+C5

t∫
0

(
||w(s)||2 +

∣∣w′(s)
∣∣2) ds.

Ou encore∣∣w′(t)∣∣2 + 2λC1 ‖w‖2 ≤ |u1 − v1|
2 + 2λC1 ‖u0 − v0‖

2 +

+

t∫
0

∣∣∣( f − g
)

(s)
∣∣∣2 ds + 2C6

t∫
0

(∣∣w′(s)
∣∣2 + ‖w (s)‖2

)
ds.

Le lemme de Gronwall entraîne

∣∣w′(t)∣∣2 + ‖w‖2 ≤ C (u, v)

|u1 − v1|
2 + ‖u0 − v0‖

2 +

t∫
0

∣∣∣( f − g
)

(s)
∣∣∣2 ds

 ,
où C (u, v) est une fonction de u et v, bornée sur les bornés Q, donc la fonction π est
continue.

6.5 Exemples

1. Si on pose
σ (u) = ∇u + ∇u′

alors le problème (6.2)–(6.5) devient
u′′ − ∆u − ∆u′ + |u|ρ u = f , dans Q,

u = 0 sur Γ1, σ(u)η = 0 sur Γ2,
u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x), dans Ω.

(P1)

2. Si on considère
σ (u) = αε(u) +

(
α + β

)
Trace(ε(u))I + ∇u′,

où I dénote l’opérateur d’identité et Trace dénote l’opérateur trace.
Alors, le problème (6.2)–(6.5) se ramène au problème :

u′′ − Lu + |u|ρ u − ∆u′ = f , dans Q,
u = 0 sur Γ1, σ(u)η = 0 sur Γ2,

u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x), dans Ω,

où L désigne l’opérateurs de Lamé, défini par les coefficients de l’élasticité α et β par
L : α∆ +

(
α + β

)
O.div,
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3. Si on pose
σ (u) = A∇u + ∇u′,

où 
A =

(
ai j(x, t)

)
i, j=1,...,n

,

ai j = a ji ∈ C1
(
Ω

)
,

n∑
i, j=1

ai j (x, t) ζiζ j ≥ m |ζ|2 , m > 0, ζi ∈ R

on trouve le problème suivant :
u′′ −

n∑
i, j=1

∂
∂x j

(
ai j

∂u
∂xi

)
− ∆u′ + |u|ρ u = 0, dans Q,

u = 0 sur Γ1, σ(u)η = 0 sur Γ2,
u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x), dans Ω.

(P3)

Donc tous les résultats obtenus dans les Théorème 6.1–Théorème 6.3 sont valables
pour ces problèmes particuliers.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans la première partie de cette thèse après avoir, analysé la question d’existence locale
des solutions faibles, la régularité ainsi que la dépendance continue de la solution

par rapport aux données pour un problème aux limites semi linéaire hyperbolique avec
termes source et dissipatif, nous avons étudié l’existence globale, la stabilité ainsi que
l’explosion en temps fini de la solution. Dans la deuxième partie, nous avons commencé
par étudier l’existence globale, l’instabilité et l’explosion en temps fini des solutions.
Ensuite, nous nous sommes intéressés par le comportement à l’infini des solutions pour un
problème aux limites parabolique non linéaire associé aux équations élastiques linéaires.
Nous avons terminé cette partie par montrer un résultat sur l’existence locale et l’unicité de
la solution pour un problème aux limites hyperbolique non linéaire associé aux équations
viscoélastique non linéaires. Comme perspective, beaucoup des travaux importants sont
visés par la suite tels que l’affaiblissement des hypothèses sur les fonctions F, G, g et
sur les nombres p, n ainsi que la prise en considération des conditions de contact avec
ou sans frottement sur la frontière pour quelques problèmes, notamment les problèmes
piézoélectriques.
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