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Résumé

Dans cette these, on considere quelques problemes aux limites semi
linéaires intervenant en mécanique des milieux continus hyperbo-
liques ou paraboliques. Le premier est un probleme hyperbolique
pour les équations de I'élasticité linéaire avec un terme source et un
terme dissipatif non linéaire, tandis que le second est un probléme
parabolique fortement non linéaire sans dissipation. Le troisieme est
un probleme hyperbolique non linéaire pour les équations de vis-
coélasticité non linéaire. Sous certaines conditions sur les données
initiales, en se basant sur les approximations de Faedo-Galerkin,
théoréme de compacité et celle de monotonie ainsi que quelques
techniques récentes d’analyse mathématique, des résultats impor-
tants sur l'existence locale et globale, le comportement asymptotique
et I’explosion en temps fini des solutions ont été obtenus.



Abstract

In this thesis, we consider some semilnear hyperbolic or parabolic
problems. The first is an hyperbolic problem for the linear elasticity
equations with source and nonlinear dissipative terms, however the
second is a parabolic problem for a strongly nonlinear elliptic ope-
rator without dissipative term. The third is a nonlinear hyperbolic
problem for nonlinear viscoelastic equations. Under some hypothe-
sis on the initial data, by basing on Faedo-Galerkin approximations,
compactness and monotonicity theorems, the important results on
the local and global existence, asymptotic behavior and the explosion
in finite time of solutions are gotten in this work.
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INTRODUCTION GENERALE

Notre compréhension des phénomenes du monde réel et notre technologie sont au-
jourd’hui en grande partie basés sur les équations aux dérivées partielles, qui seront notées
en abrégé EDP dans la suite. C’est en effet grace a la modélisation de ces phénomenes a
travers d’EDP que 1’on a pu comprendre le role de tel ou tel parametre, et surtout obtenir
des prévisions parfois extrémement précises. L'étude mathématique des EDP nous a aussi
appris a faire preuve d’un peu de modestie : on a découvert I'impossibilité de prévoir a
moyen terme certains phénomeénes gouvernés par des EDP non linéaires.

L’une des choses qu’il faut avoir a I'esprit a propos des EDP, c’est qu’il n’est en général
pas question d’obtenir leurs solutions explicitement! Ce que les mathématiques peuvent
faire par contre, c’est a dire si une ou plusieurs solutions existent, et d’écrire parfois
trés précisément certaines propriétés de ces solutions telles que l'existence globale, le
comportement asymptotique, 1’explosion de la solution en temps fini,. . .

Dans ce travail, en se basant sur les techniques utilisées par [38, 39,130, 29,132, 31, 21, 22,
1,165, 27, 3] 4} 47,149, 25, 20, 40, [37], pour démontrer quelques résultats d’existence locale et
globale, régularité, comportement asymptotique et comportement a I'infini de la solution
de quelques problémes semi linéaires hyperboliques ou paraboliques a savoir :

1. Problémes aux limites semi linéaires hyperboliques pour les équations élastiques
linéaires avec terme source et terme dissipatif,

2. Problemes aux limites hyperboliques ou paraboliques non linéaires sans terme dis-
sipatif.

Plus précisément, on s’intéresse a 1’étude de l'existence locale et globale, le comporte-
ment asymptotique et ’explosion en temps fini de la solution d"une équation d’onde, et
d’une équation semi linéaire pour I'opérateur de 1'élasticité et pour 1'opérateur fortement
elliptique non linéaire.

Cette thése est constituée de deux parties :
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La premiere est consacrée a I'étude théorique d’un probleme aux limites gouverné
par des équations décrivant 1’évolution des matériaux ayant une loi de comportement
élastique et avec termes source et dissipatif :

Fu .

Eri divo (u) + ulP u +ag (') = f dans Q x (0, T), (1)
avec des conditions aux limites de Dirichlet-Neumann homogenes, ot > 0,p = p+2 > 1,
o (u) = F (e(u)) et (1) désignent respectivement le tenseur des contraintes et le tenseur des
déformations linéarisé, ot1 F est une fonction linéaire et ¢ est une fonction vérifie certaines
conditions.

1. Dans le cas de la loi de Hook suivante :
o(u) = F(e(u)) = 2ue;j(u) + Atrac(e(u))l,

ou A et p désignent les coefficients de 1’élasticité, et dans le cas ot o(u) = Vu.

Les deux problemes liés aux (1) avec des conditions aux limites et initiales et sans
le terme dissipatif ont été considérés par plusieurs auteurs pour lesquels ils ont
démontré 1'unicité en imposant une condition sur le nombre p, voir Lions [38] .

2. Dans le cas o(u) = Vu et sans le terme source [ulf u, avec g (.) # 0, le probleme a été
étudié par plusieurs auteurs, a savoir les conditions imposées sur la fonction g, on
cite par exemple [47], [51], [1], [43]], [57], [30], [49], [48]], [25]. Précisément dans [47]
et sous certaines conditions initiales arbitraires dans un espace convenable, Nakao
Mitsuhiro a démontré que la solution faible est bornée ou bien existe globalement a
cause du terme dissipatif non linéaire g (1”). Dans [43], ot g (v) = a (1 + [off _2) v, avec
a > 0,p > 2, Massaoudi a démontré que le probléme admet une solution globale
unique, et que I'énergie se comporte exponentiellement. Finalement, dans [48], pour
le méme probléeme de Messaoudi, des résultats sur I’existence globale d"une solution
locale pour 0 < p —2 < -2, 1 > 3 et sur l'existence globale d"une solution forte pour

2

p—2> -5, n > 3 ont été obtenus.

Cette partie se décompose de trois chapitres :

Dans le premier et sous certaines hypothéses sur les données en se basant sur les
approximations de Faedo-Galerkin, la méthode de compacité ainsi que et la méthode
de monotonie, nous allons démontrer ’existence locale et 1'unicité d’une solution faible.
Ensuite, sous certaines conditions supplémentaires sur la fonction g nous allons démontrer
la régularité et la dépendance continue de la solution par rapport aux données.

Dans le second chapitre, en se basant sur les techniques introduites et développées par
[10], [301], [32], [29], [1], [211, [22], [65], [T], [27], [31], [3, 4] nous allons prouver l’existence
globale et la stabilité non linéaire des solutions. Les techniques utilisées sont celles de
Liapounov basées sur 1’application des inégalités et des intégrales appliquées dans [30],
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[32], [29], [1]], [21], [22], [10] et [25] en affaiblissant les conditions sur g et I’hypothése
p’ < ™2 sin >3 ot p’ désigne I'exposant conjugué de p.

Dans le dernier chapitre, sous certaines conditions sur la fonction g, différentes a celles
considérées auparavant, on démontre que la solution trouvée s’explose en temps fini T*
qu’on va déterminer.

Il est important de signaler que les conditions sur la fonction g jouent un role trés

important sur le comportement de la solution. En effet,

1. Ma, et Soriano dans [41] ont considéré les hypotheses suivantes :

p=mn,gx)x=0,
{ ()| < Cpexp (BI™T), xe R",

pour démontrer I'existence globale pour des problémes similaires a ceux considérés
dans ce travail en se basant sur les mémes techniques.

2. Vitilaro dans [63] a imposé la condition

geCl,
xg (x) = ko|x|", Vx e R", m > 2,
|g(x)| < kq x| (1 + |x|m'1), YxeR", m>2,

il a obtenu des résultats similaires a ceux obtenus dans ce travail.

La deuxieme partie est consacrée a 1’étude de I'existence locale et globale, explosion en
temps fini, comportement asymptotique des solutions de quelques problémes aux limites
hyperboliques ou paraboliques non linéaires sans terme dissipatif et avec un terme source,
a savoir :

* Probléeme hyperbolique semi linéaire associé aux équations élastiques linéaires avec
terme source;

* Probléme aux limites parabolique non linéaire associé aux équations élastiques non
linéaires ;

* Probléeme aux limites hyperbolique non linéaire associé aux équations viscoélastiques.

Cette partie se divise de trois chapitres.

Dans le premier chapitre on analyse la question d’existence globale et explosion en
temps fini des solutions pour un probléme hyperbolique semi linéaire associé aux équa-
tions élastiques avec terme source, suivant :

P _

T divo (u) +ufPu=f, xeQ, tel0,T[, ()

o (u) = F(e(u)) . ®)



La fonction u cherchée vérifie en outre les conditions initiales et les conditions aux limites
suivantes :

M(X, O) = uO(-x)/ u'(x, O) = Ml(X), X € Q/ (4-)

u=0sur X, o(u)n =0sur Xy, 5)

o1 les fonctions ug et 17 sont données.

Un probleme particulier de (2)-(5) a été considéré par J.L. Lions dans [38]. Les tech-
niques employées dans ce chapitre sont celles trouvées dans [3].

Le deuxiéme chapitre est consacré a 'étude du comportement a l'infini de la solu-
tion d"un probléme aux limites parabolique non linéaire pour 1'opérateur d’élasticité non
linéaire.

)
a—‘t‘ — udivo (u) + AAu = f, x€Q, t€]0,T],
Ou A, F sont des fonctions non linéaires et A > 0 et u > 0. Danslecasou y =0et A #0et
n
Au=-7Y, % ( % %), J.L. Lions dans [38] a étudié 1'existence locale et 'unicité d'une
1:1 1 1 1

solution faible du probleme particulier suivant :

du _ f 2 (| au
ot Z,_laxi

ox;
u('xl 0) = MQ(X), x €Q,
u =0sur JQ.

Les approximations de Faedo-Galerkin combinées aux méthodes de monotonie et de
compacité, voir [54, 55], nous permettent de prouver l'existence locale et 1'unicité de
la solution du probléme considéré. Ensuite, sous certaines hypotheses supplémentaires
convenables sur les données nous allons analyser le comportement a I'infini de la solution
et nous prouvons que la solution u reste bornée pour t — +oco.

Dans le dernier chapitre nous allons considérer un probléme aux limites hyperbolique
non linéaire associé aux équations ayant une loi du comportement viscoélastique non
linéaire :

p_za
T;):f,xeg,te]o,ﬂ,pzz,

o (u) = AF (e(u)) + uG (e(u’)), dans Q x (0, T),

avec les conditions aux limites et initiales () et (5). Ou F et G sont des fonctions non
linéaires et p, A, u des nombres réels positifs.

Danslescasotty =0etA =1,aveco(u) =Vu oup=1etA =0,aveco (u) = Vu'les
problémes correspondants ont été considérés par J.L. Lions [38]. Plus précisément, sous la
supposition p < -2, il a montré l'existence, I'unicité et la régularité d"une solution faible.
Pour A =1, u = 0, ou F est une fonction linéaire, le probleme élastique associé a été étudié
par R. Abita et B, Benyattou dans [56].

Sous certaines hypothéses sur les données en se basant sur les approximations de
Faedo-Galerkin, la méthode de compacité et le théoréeme du monotonie, nous allons dé-
montrer 1’existence locale et 1'unicité d"une solution faible. Ensuite nous allons montrer la

dépendance continue de la solution par rapport aux données.
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Notations

Si Q est un ouvert borné de R” on a

Q L’adhérence de Q)
r La frontiere de Q) supposée souvent réguliére
Iii=1,2) Une partition de la frontiere I’
mes I'; La mesure de Lebesgue (n — 1) dimensionnelle de I';
n La normale extérieure unitaire a I’
Uy, Ut Les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v
oy, Ot Les composantes normale et tangentielle du champ tensoriel o
Ccl(Q) L’espace des fonctions réelles contintiment différentiables sur Q
D(Q) L’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables
et a support compact contenu dans €.
D’(Q)) L'espace des distributions sur €.
D’(0,T; X) L’espace des distributions des fonctions u : [0, T] — X
H> (I L’espace de Sobolev d’ordre % surT.
(. )x Le produit scalaire d"un espace de Hilbert X
Xy — x, (x, = x) La convergence faible (fort) de la suite (x,) ver ’élément x
1815% La norme de X
1127 0,7:3) La norme de l'espace de Sobolev L7 (0, T; X)
L(X) L’espace des applications linéaires et continues de X dans X
H= LZ(Q)S”XH = {G = (Gl‘]‘) \ 0ij=0j € LZ(Q) }
(0,0 = fq_[ 0ijTijdx
HY Q) = {v/e(v) € H}
(u, V) = (e(u), €(0)
WWW(Q)={v|velP(Q), Doelf(Q),i=1,.,n}, 1<p<+o
ol = 10llr ) + Licq ID©lly)
C(0,T.H) L’espace des fonctions continues sur [0, T] dans H
', f” Les dérivées premieres et secondes de f par rapport aux temps
Jif La dérivée partielle de f par rapport a la i éme composante x;
Vf = gradf Le gradient de f
div f La divergence de f,i.e. divo = (%)
L(X,Y) L’espace des applications linéaires et continues de X dans Y
Sy L’espace des tenseurs symétriques de seconde ordre sur IR"
I, Le tenseur identité du second ordre sur R"

) = e(u:) = L[ o 2% . .
e(u)=c¢ (ulj) =3 ( 7x, + o ) tenseur des déformations linéairisé
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Premiere partie

Probleme hyperbolique semi linéaire
associé aux équations élastiques avec
terme source et terme dissipatif



Introduction

Soit Q) un ouvert borné de R", de frontiere I' réguliere. Dans cette premiére partie,
on s’intéresse a 1’existence locale et globale, comportement asymptotique et explosion en
temps fini T de la solution d'un probleme hyperbolique semi linéaire pour 1’élasticité
linéaire et avec une dissipation non linéaire :

d%u

or?

o u, f et o(u) = F(e(u)) et e(u) désignent le vecteur du déplacement, la densité des
forces volumiques, le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations linéarisé,
respectivement, ot F est une fonction linéaire et g : R" — R" est une fonction monotone
et globalement Lipschitz telle que g(0) =0, a > 0.

La fonction u cherchée doit vérifier en outre les conditions aux limites et les conditions
initiales suivantes :

divo (u) + ulP u+ag (') = f dans Q x (0, T), (6)

u=0sur Xy, o(u)n =0sur L. (7)
u’(x,0) = u1(x), u(x,0) = up(x), dans Q, (8)

avec ug(x), u1(x), sont des fonctions données.

Cette partie se décompose de trois chapitres :

Dans le premier chapitre de cette partie et sous certaines hypotheses sur les données
en se basant sur les approximations de Faedo-Galerkin, la méthode de compacité ainsi
que et le théoreme monotonie, nous allons démontrer 1’existence locale et 1'unicité d"une
solution faible. Ensuite, sous certaines conditions supplémentaires sur la fonction ¢ nous
allons démontré la régularité et la dépendance continue de la solution par rapport aux
données.

Dans le second chapitre, en se basant sur les techniques introduites et développées par
[10], [30], [32], [291, [1], [211], [22], [65], [27], [31], [3} 4] nous allons prouver I’existence

globale et la stabilité non linéaire des solutions. Les techniques utilisées sont celles de
Liapounov basées sur I'application des inégalités et des intégrales appliquées dans [30],
[32], 291, [1], [21]], [22], [10] et [25] en affaiblissant les conditions |g(x)| — o quand |x| — oo
et 'hypothese p’ < 2 si n > 3, ot1 p’ est le conjuguée exponentielle de p.

Dans le dernier chapitre, sous certaines conditions sur la fonction ¢ nous allons dé-
montré queque la solution trouvée s’explose en temps fini T* qu’on déterminera.

These de doctorat en Sciences : Problemes aux limites non linéaires page 2



CHAPITRE 1

EXISTENCE LOCALE, REGULARITE ET DEPENDANCE
CONTINUE DE LA SOLUTION PAR RAPPORT AUX DONNEES

Sommaire
Notations et formulation variationnellel . ... .............. 4
(I.1.1  Hypotheses| . . . . ... ......... .. ... .. .. ... 5
[I.2__Formulation variationnelle . . . ... .................... 6
1.3 Existen nicitél. . . ... e 9
131 Existencel. .. ... ... ... ... ... ... ... 9
132 Unicité] . . . . . .. 16
[1.4 Régularité delasolution| . ... ........... ... .. ...... 18
[1.5 Dépendance continue de la solution par rapport aux données| . . . .. 22

Dans ce chapitre, on considére un probleme aux limites non linéaire gouverné par des
équations décrivant I’évolution des matériaux ayant une loi de comportement élastique
linéaire avec un terme source et un terme dissipatif. On démontre que ce probleme, sous
certaines hypotheses sur les données est équivalent au probléme variationnel qu’on déter-
minera explicitement. Les approximations de Faedo-Galerkin et la méthode de compacité
assurent que ce probleme posséde au moins une solution faible dans un intervalle borné
[0, T]. L'unicité de la solution est obtenue en éliminant quelques conditions qui ont été
imposées par plusieurs auteurs [Lions, Meflah,......] pour des problémes particuliers. A la
fin de ce chapitre on s’intéresse a la régularité de la solution et la dépendance continue de
la solution par rapport aux données.

1.1 Notations et formulation variationnelle

Soit QO un ouvert borné de R", a frontiere réguliere I', on désigne par u un vecteur
(u1,u2, ..., uy),ou Vi, u; : Q =Qx]0, T[ — R. Soit {I'1, I'2} une partitiondeI’,ie. I =T UI
etI'1' NI = @. On suppose que mes I'y > 0 etonpose X1 =11 X]0, T[et Xy =T, % ]0,T[ out

These de doctorat en Sciences : Problemes aux limites non linéaires page 3



A. Rahmoune 1.1 Notations et formulation variationnelle

T est un réel fini quelconque. On dénote par

*u o o om . _{82111 %uy 82un}
=u _{ }_

i R N (PR TR T2

1 (Ju; auj
eu)=z|=—+=
( ) 2 (836]‘ 8xi
Pour simplifier les notations, nous n'indiquons pas explicitement la dépendance des fonc-

tions u, o par rapport a x € Q et t € [0, T]. L'objet de ce chapitre est de chercher le couple
(u,0) € R" X S, solution du probleme (L.1)-(L.4) suivant :

) désigne le tenseur des déformations linéarisé

Problem 1.1 Trouver un champ des déplacements u : Q — IR", un champ des contraintes
0:Q — Sy, tels que

azu j P ’
Fre divo (u) + [ul’ u + ag (') = f dans Q, (1.1)
o (1) = F(e(n)) dans Q, (1.2)
a)u = 0surXy,
{ b)o(u)yn =0 Sbltr . (1.3)
a) u(x,0) = up(x),
{ b) i’ (x,0) = 131(x), dans Q. (1.4)

Ou g: R" — R" est une fonction monotone et globalement Lipschitz telle que g (0) = 0. La
premiere équation, sans le terme non linéaire |u|’u + ag ('), décrit 1’évolution d"un corps
ayant une loi de comportement élastique , ot F est une fonction linéaire. Les relations
et sont les conditions aux limites homogene Dirichlet-Neumann et les conditions
initiales, respectivement.

En absence du terme dissipatif, pour a = 0, le probleme a été étudié par Rahmoune et
Benabderrahmane dans [54, 53], ils ont démontré ’existence locale d’une solution faible
et ils ont obtenu l'unicité de la solution en affaiblissant quelques hypotheses qui ont été
considérées par plusieurs auteurs pour des problemes particuliers, par exemple dans le cas
ou o (1) = Vu, Lions dans [38,39] a étudié le probléeme de Dirichlet associé. Il a démontré
'existence d'une solution faible en se basant sur les approximations de Faedo-Galerkin
et la méthode de compacité, puis il a démontré 1'unicité de la solution en supposons des
conditions sur poup=p—-2> -1.

Pour I'étude de ce probléme on aura besoin des hypotheses suivantes :

1.1.1 Hypotheéses

Nous supposons que la fonction linéaire F : () X S, — S, satisfait les hypotheses
suivantes :

(a) Il existe m > 0O telle que

(F(x,¢),e) 2m lel>, Ve, € S, p-p-x € Q.

(b) (F(x,¢€),7) = (F(x,7),€), Ve, T €Sy, pp-x €

(c) 'application x = F(x, ¢) est Lebesgue mesurable sur ), pour tout ¢ € S,

(1.5)

ou S, représente 1'espace de tenseurs symétriques d’ordre 7 .
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A. Rahmoune 1.1 Notations et formulation variationnelle

Nous supposons aussi que les données initiales aient la régularité suivante :

fel*Q), (1.6)
1y € VN LP(Q), (1.7)
u1 € L*(Q). (1.8)

V={veH (Q),v=0surX}.

On dénote par
H=L*(Q)" = {0 = (0ij)/0ij = 0ji € LZ(Q)},

qui est un espace de Hilbert muni de produit scalaire donné par

(O',T)(Hsz'i]‘Tijdx.
H

et avec la norme associée ||.||4-
On a les remarques suivantes

Remarque 1.1 Les hypotheses nous permettent de considérer I'opérateur, noté encore F,
défini par
F:H— H, F(e(.)) =F(,e(.)), Ye € H, pp.dans Q

Démonstration. Si ¢ € H, en utilisant le fait que F est continu et ((1.5),¢c) il résulte que
x — F(x, &(.)) est une fonction mesurable de Q) a valeur dans S, et comme F (x,0,) = 0, on
conclut que F (x, &(.)) € H. On remarque également que, d’apres (L.5), I'opérateur F est un
opérateur continu, linéaire et fortement monotone car il satisfait aux inégalités suivantes :

f IF((e(u))?dx < C f l(e()|* dx < C, donc F ((e(u)) € H
Q Q

et
(F(e), &)y =2 m |£|§{ Ve e H.

Remarque 1.2 Comme I'opérateur F est linéaire et positive, i.e. (F(e), €) > 0, Ve € H), alors F
est continu sur H fort.

Remarque 1.3 Etant donné que 'opérateur F : H — H est fortement monotone et linéaire, alors
F est inversible et F™! : H — H est également fortement monotone et linéaire. Donc

o (u) = F(e(u)) est équivalent au e(u) = (o).
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A. Rahmoune 1.2 Formulation variationnelle

1.2 Formulation variationnelle

Dans ce paragraphe on démontre que sous les hypothéses précédentes le probleme
(1.1)-(1.4) est équivalent a un probléme variationnel, noté (P.V).

Lemme 1.1 Sous les hypotheses (1.5)-(1.8), le probleme (1.1)-(1.4) est, formellement, équivalent
au probleme variationnel suivant :

Trouver u € VN LP(Q) tel que
(PV): S W, v)+a(,o)+ (ulfu,v)+a(gW),v)=(fv), Yoe VNL(Q)
u(x,0) = up(x), u'(x,0) = u1(x), x € Q

V= {v e HY(Q)/v = 0 sur Zl}

a(u,v) = fa(u)e(v)dxz Zfaij (u) %dx.
]

Q L=l

et

Démonstration. Soit u une solution du probleme (1.1)-(1.4), en multipliant 1’équation (1.1)
par v € H! (Q) N LP(Q) il vient

w"”,v) — (divo (1) ,v) + ([ul’ w,v) + a (g W'),v) = (f,v),

ou encore

n
d00;;
w"”,v) - Z f Gajx(‘u)vidx + (Jul’ u,v) +
]

j=1g
+a(gW’),v) = (f,0), Yo e H(Q) NIP(Q).

En utilisant la formule de Green, on obtient pour tout v € HY(Q)NLF(Q)
n a’() n
(u”,v) + Z foij (u) a—;dx - Z foi]- (u) njoidZ + (Jul’ u,v) + a (g ('), v) = (f,0)
=13 J 0j=1%
En utilisant le fait que {Z;, X} est une partition de X on en déduit

n a ’ n
(u”,v)+Zf0ij(u) a_;dx_ngij(u)njvidzl—
j

=1y =15,
n
- Z faij (W) njoidLs + (jul’ u,v) + a (g ('), v) = (f,v)
=1y
En posant v = 0 sur Xy, il en résulte

” - avi -
W+ Y [ow a_xj"’x‘i; [ s mpdza + o)+
J=y,

=1y
+a(gW'),v) =(f,v), Yo e VNLP(Q).
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A. Rahmoune 1.2 Formulation variationnelle

En prenant en considération la condition (1.4) sur X, on obtient le probléme variationnel
suivant :

w"”,v)+a o)+ (ufuov)+a(gW),v)=(f,v), Yoe VNL(Q)

Finalement tenant compte des conditions (1.3), on conclut que u est une solution du
probleme (P.V).
Montrons I'implication inverse.

Soit 1 une solution variationnelle du probleme (P.V), on a

(", 0) +a(,0) + (ulf 1,0) + a (g ('), 0) = (£,0), YoeVNLIQ).
En utilisant la formule de Green, on trouve

n P i n
w”,v) - Z f oa;iu) oidx + Z faij (u) njvidx + (JulP u,v) + (1.9

=19 ij=1%
+a(g@),0) = (f,0), Yoe VNII(Q).

Pour v = ¢ € D (Q) il vient

W)~y |

=19

u).tpidx +(ulPu, ) +a(gW’),v)=(f,¢y), Yy e D(Q),

daij (
ox;

ou encore sous forme

W’ , ) - fdiva (u) Ydx + ([ulP u, ) +a(g@w’), ) = (f,¢), YY e D(Q),
Q

d’ou I’équation
u” —divo +ulPu+ag')=f, p.p.dans Q.
Reste a vérifier les conditions (1.4).
Pour toutv € VN LP(Q)) ona v = 0 sur 1, de plus en remplacant 1’équation (1.1) dans
(1.9), on trouve

n
Z fo‘i]' (u) T]]'Z)idZQ =0, Yo e VNILP(Q).
iy,

En admettant que I'espace des traces sur X, est dense dans L2 (X,) on trouve

Yw e L2 (X)), fo (1) nwdX, = 0.
)
D’ottil résulte que o (1) =0 sur Lo. m

Si on pose

1
2

= fa(u)e(u)dx

Q

NI=

llully = (a(u, u))

Il est clair que ||u||; définie une semi norme sur V et de plusona:
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A. Rahmoune ’ 1.3 Existence et Unicité \

Lemme 1.2 Sous I'hypothese (1.5), ||ull, est une semi norme équivalente a la norme ||u|| sur H:(Q).
yp q 0

Démonstration. En utilisant la remarque (1.3} il vient

()| < f F(e())e(u)dx]| < f (el el dx <
Q

Q

<c f e dx < Cle()P < Ca [lull
Q

Grace a I'inégalité de Korn, de ((1.5), a) on tire

uwmszkwﬁwzc”wz
Q

Donc , ,
iz 1 5
Cy2 llull < (au, u))? < C2 jull.

1.3 Existence et Unicité

Dans ce paragraphe et sous les hypotheses que nous avons cité précédemment, 1'exis-
tence locale et I'unicité d"une solution faible seront obtenues en se basant sur les approxi-
mations de Faedo-Galerkin, méthode de compacité et les propriétés d"un opérateur semi
continu inférieurement. L'unicité de la solution est démontrée sans aucune condition sur
le nombre p.

Nous commengons par démontrer 1’existence d"une solution faible du probleme (I.1)-

T3,

1.3.1 Existence

Théoreme 1.1 Supposons que les hypotheses (1.5)-(1.8) sont vérifiées. Alors le probleme
possede au moins une solution pour tout T fini quelconque et tout p > —1. En outre, la solution

satisfait

ueL®0,T;VNLI(Q)), (1.10)
u' € L0, T; L*(Q)), (1.11)
g W) u' e LY, T). (1.12)

Avant de donner la démonstration explicite de ce théoréme nous commencons par justifier
que le probleme variationnel (P.V) a un sens.

Lemme 1.3 Sous les hypotheses (1.5)-(1.8), le probleme (P.V) a bien un sens.

These de doctorat en Sciences : Problemes aux limites non linéaires page 8



A. Rahmoune ’ 1.3 Existence et Unicité \

Démonstration. Notons que si u : t — u (f) est une fonction de L2(0, T; V N LP(Q)) et si v
est un élément de V N LP(Q), la fonction t — (u (t),v)y appartient a L2 (0, T). Tout d’abord
puisque u est une fonction de L (0, T; V N LF(QQ)) et pour u’ € L=(0, T; L?(Q)), les fonctions
t — (u(t),v), t — a(u(t),v) appartiennent a L2(0, T) et t —> (g (1’ ()),v) appartient a
L' (0, T). Aussila fonction t — (|u (£)|° u (t), v) appartienta L! (0, T) pour toutv € VNLP(Q),
car en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve

o (t)”LP(Q) S

f||u|pu(t)v(t)|dx < e u )
Q

IA

Cllu AOllzp o Dllr ) < C.

De méme, puisque f est une fonction de L? (Q), la fonction t — (f (), v) est dans L? (0, T)
pour tout v € V. Il en résulte que le probleme variationnel (P.V) a un sens dans D’ (]0, T[).

]
Lemme 1.4 Sous les hypotheses (1.5)-(1.8), les conditions ont un sens.

Démonstration. Tenant compte de (1.10) et (I.1I) on a
ueL®(0,T;L(Q)) et LT (0, T;L3(D)).
4 4 at 4 7

En particulier, apres modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle, u est
continue de [0, T] — L*(Q), donc ((1.3), 4) a un sens.
Reste a vérifier que ((1.3), b) a un sens, pour cela on revient a I'équation (1.1) qui donne

2
g—tl; = f +divo—|ulPu+ag).

En utilisant (1.10) on déduit
e(u) € L™ (0, T; L*(D)).

Tenant compte du fait que F est continu, il résulte que
F(e(w) € L™ (0, T; LX(QY)),

d’ou il vient
divF (e (w)) = divo € L™ (0, T; H(Q)).
D’autre part en utilisant (1.10) il vient

4 ’ _r
f [(ulP w)|” dx f ul @O dx = f [l V7T dx =
Q
f|u|(p D dx = f|”|p dx = |ull] ) <

julP u € L= (0, T; 17 (QD)),

et par conséquent

1
—,:1.
p

‘GI*—‘
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A. Rahmoune ’ 1.3 Existence et Unicité

De (I.1T) on a
g e L (0, T;LX(QY)).

Dong, il en résulte que
u” € L2(0, T; L) + L= (0, T, HH(Q) + L7 (QY)).

D’ou, en particulier
uw” e L2(0, T;H(Q) + L (Q).

Ceci joint a , en particulier, %—”t‘ est continue de [0, T] — H‘l(Q) +17 (Q)), de sorte que
((1.3);b) aun sens. m
Démonstration du La démonstration du sera effectuée dans
quatre étapes :

a) Solution approchée : on construit des solutions approchées par la méthode de Faedo
Galerkin ;

b) Estimations a priori : on établit sur ces solutions approchées des estimations (majo-
rations) a priori;

¢) Passage a la limite : en utilisant la propriété de compacité dans les termes non li-
néaires et les propriétés d'un opérateur semi continu inférieurement.

d) Vérifications des conditions initiales.

A cet effet, nous assumons dans la suite que (1.5)-(1.8) sont satisfaites ; ci-apres, C est
une constante générique positive qui peut dépendre de (3, I'1, I', L, m, dont la valeur peut
changer d’un endroit a I'autre.

a) Etape 1 : Solution approchée.

On introduit une suite (w,,) de fonctions ayant les propriétés suivantes :

+Yj,w; € VNLP(Q);

+ La famille {wy, wy, ..., w;,} est linéairement indépendante ;

+ L'espace V,, = span {wy, wo, ..., wy,} engendré par la famille {w;, wy, ..., w;,} est dense dans
VNILP(Q).

Pour tout m € IN* on note (P1m) le probléeme suivant : trouver u,, = u,,(t) dans V,,, sous la
forme

m
tn(t) = ) Kin(t)ew; (1.13)
i=1
ot les K, sont déterminés par le systeme (Py,;) suivant :
(1 (8), 07) + A, ;) + ([t th,05) +

(Pm) : +a(g (up,), wy) = (fw),1<j<m, (1.14)
U (0) = uom, u'(0) = w1y,

m
1n(0) = gy = Z Qimtv; =" 1o, dans V (1.15)
i=1
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A. Rahmoune 1.3 Existence et Unicité

et

m
1, (0) = tgy = Z Bimt0i "=>" 111, dans L2(Q). (1.16)
i=1

Comme la famille {wy, wy, ..., wy,} est linéairement indépendante, le probleme (P,,) possede
au moins une solution u,, dans l'intervalle [0, t,,] ayant la régularité suivante :

Uy (t) € L? O, tn; Vi), u;n (t) L? 0, tn; Vi) .

Les estimations a priori sur (uy, (t)),, qui suivent montreront que t,, est indépendant de m.
(e t,, =T)
b) Estimations sur (uy, (t)),,-

On multiplie I'équation 1i d’indice j par K;.m(t) et ]’'on somme en j il vient

(v (8), 13, (D) + @ (i (£), 147, (1)) + (Itt]” 1, 117, (£)) + (1.17)
+a (g (), 1y, (1) = (f, up, (1)) -
Mais comme
U € L2(0, t; Vi), 1, € L2(0, ty; Vi)

Donc
e(um), £(u,) € L2 (0, T; L (Q))

Par conséquent
F(e(um)), F(e(u},) € L2 (0, T; L2 (Q)).
D’autre part comme

10 0,0 = e ), )

(F(é(um(f))) 4 &(tm t))) (F (e(uy, (1)), € (£))) +
+ (F (e(um (1)) , €y, (£))) = a (1, (£), () + @ (i (£), 143, (1)) -

En utilisant ((1.5), b) il en résulte

(F (&, (), € (£))) = (F (e(utm (1)), €y, (1))

Donc 14 14
@ (0, 11, (8) = 5258 (WD), 1 (8) = 52 s O (1.18)
Aussi

@) = ly(1);
14 ltx, t»nm = <|um|p um<t> (), p=p+2.

En utilisant (I.18) et le Lemme[1.2} (1.17) devient

O + 5C1 5 e P +l;—||um(t>||U,(Q)+ (1.19)

+a (g (u, (1), u, 1) < (f(£), up,()).
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Grace aux inégalités de Cauchy-Schwarz et Young, de (1.19) on conclut que

2 = (I L OF + Crllu DI + = ||um<t>||Lp(Q))+a(g(u;1<t>),u;n<t>>s (1.20)

RN
< 2| + 3 |uof
En intégrant (1.20) sur (0, ¢) il résulte

t
(Iumul + C1 llum(B)IP +—||um (t>||Lp(Q))+a f (g (up (), up (D) dt <

1
SC lhuon + ||u0m||U,(Q) (1.21)

t
+%f|(f(s)|2ds+%f|u;n(s)|2ds.
0 0

Moyennant (I.15), (1.16) et (1.6) il résulte de (1.21) que

< L +
2 1m

[, () + Ci (I + ||um(t>||m)+2a f (g (5, (8)) , (D) dt < (1.22)
0

t
<Cp+ f’u;n(s)|2 ds.
0

En utilisant les propriétés de la fonction g on voit que pour tout x € IR” on a xg(x) > 0, et

par conséquent
(8 (up (1), up, () 2 0, ¥t > 0. (1.23)

Par conséquent, on a en particulier,

|u,'n(t)|2 <G+ f |u;n(s)|2ds, Vte[0,T]. (1.24)

En utilisant 1'inégalité de Gronwall pour déduire de 1'inégalité précédente que
|uj,,(t)| < C (indépendant de m). (1.25)

Reprenant (1.22) on en déduit que

[t (B)] + ||um(t)||Lp(Q) + f(g (17, (1)), up,(£)) dt < C. (indépendant de ) (1.26)

D’ot I'indépendance de t,, par rapport a m.
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En utilisant (1.25)), (1.26) pour conclure

U, demeure dans un borné de L* (0, T; V N L7 (QY)),
u;, demeure dans un borné de L* (0, T; Lz(Q)) , (1.27)
(g (up, (1)), ul,(t)) demeure dans un borné de L' (0,T).

c) Passage a la limite.

De (1.27), on déduit qu’on peut extraire une sous suite (uy) de (uy,) telle que

u, — udans L (0, T; V N [F(Q)), faible étoile, (1.28)
u, — ' dans L (o, T; LZ(Q)), faible étoile. (1.29)

Puisque V N LP(Q) c L*(Q), il résulte en particulier de que les suites (uy,), (u},) sont
bornées dans L*(0,T; V) c L? (O, T; LZ(Q)) =12(Q), L*(Q), respectivement, en particulier
(4,,) demeure dans un borné de H'(Q).
En utilisant le fait que I'injection de H'(Q) dans L*(Q) est compact, voir [20,38], on déduit
que

Uy, — uin L*(Q) fort. (1.30)

En utilisant le fait que g (u},) demeure dans un borné de L® (O, T; LZ(Q)) , on conclut que

g(u}) = x dans L™ (0, T; L*(2)), faible étoile (1.31)
et comme |u;,|” u,,, demeure dans un borné de L® (0, T, LV (Q)) , rl—] + r% =1, alorsona
|uy|p u, = |ul’ u dans 12 (O, T; LV (Q)) , faible étoile. (1.32)

Soit j fixé, et yu > j, alors d’apres ona
(u;{(t), w]-) +a (uy,wj) + (|uy|p uy(t), w]-) +a (g (u;l),w]-) = (f, w]-), j=1,..,m. (1.33)

Mais d’apres (1.28), (1.29) il résulte

a(uy, wj) — a(u,w;) dans L*(0, T), faible étoile,
(u;l, wj) — (u’,w;) dans L=(0, T), faible étoile.

Et dong,
(u;j(t), w]-) — (u”(t), w]-) dans D'(0, T).

Moyennant (1.29), on en déduit que
(g (u;l) , w]-) - ()(, w]-) dans L*(0, T). faible étoile
Et de (1.28), ona
(|u”|p uH,wj) — (|u|p u, wj) dans LZ(O, T) faible étoile.
Par conséquent, devient
o)

ﬁ(u, w;) + a(u, w;) + (|u|p u, wj) + (oc)(, w]-) = (f, wj),
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pour tout w; € Vy, ettout 1 < j <m.
Par densité de V,, dans V N LP(Q) on conclut que

W”,0) +a(u,v) + (ul’u,0) + (ax,0) = (f,v), Yoe V.
D’our il résulte que u satisfait
u’ —dive (u) + [ul’ u+ ax = f dans Q. (1.34)

d) Vérifications des conditions initiales.

D’apres (1.28), (1.29),
1,(0) = u(0) dans L*(Q) faible.

Alors, de (1.16) on en déduit, en particulier, que
1y (0) = upy — up dans V.

D’ot1 la premiere condition dans (1.4).
D’autre part, nous avons

(u;l’(t), wj) — (u"(t), wj) dans L*(0, T) faible étoile.

Par conséquent,
(1,(0), ;) — ('(0), w)).

Comme u;(O), wj) — (u1,wj), ona (u’(O), wj) = (u1,wj),¥j. Alors la deuxieme condition
dans est satisfaite.

Pour finir la preuve du[Théoreme 1.1lnous devons montrer que

x = g’ (1))
En effet :
Pour toutv € L?(0,T; V) on a
t
X, = f(ag (”;1 (s)) —ag (@ (s), ufu (s) -7 (s)) ds > 0. (1.35)
0

De (1.14) il découle

t

f(ag(u;, (s)),u;l (s)) ds = —% |u; (i,‘)|2 - %Cl ||uy (t)”2 -

0
1 1 1
= M 00l )+ 3 il + 51 o+
t

1 ’
el + [ (0
0
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d'ot
1,
Xy =—5 [u of - 2 SCi [l 0 - ||“H(x Dl +

t

e bl 3+ 5 ol + [ (50 o=
0

t

t
- [ (3(,0), 7 ©)a f § (W 6),1,(9) — v/ (5)) s
0

0

Comme les fonctions f —

rement alors

1
hmsuPX <-5 |M B - —Clllu @I - —IIU(x t))lle(Q

t

1 2 1 2 1 p ’
+5 Il + Sl + 2 ol o + f (f, ) ds (1.36)

t t '
—f()(,v’ (s))ds—f(g(v’ ()),u’ (s) —v'(s))ds.
0 0

En multipliant (1.34) par u’ et intégrant par partie sur (0, T) on trouve

t

[ s f (s = 5 ' OF = 3 OF = 5 s )y o +
0
3+ 51wl + ol .

La derniere égalité, en utilisant (1.35) et (1.36), donne
f()( —ag @' (s),u’ (s)—7'(s))dt > 0. (1.37)
Pour tout w € L% (Q), nous posons v’ = u’ — Aw, A > 0, donc 1i devient

f (x —ag (W' (s) — Aw(s)),w(s))dt > 0.
0

Finalement, quand A — 0 il résulte que

f()( —ag W (), w(s))ds =0, Yw € L2(Q).

Et par conséquent y = ag(u’). m

These de doctorat en Sciences : Problemes aux limites non linéaires page 15



A. Rahmoune 1.3 Existence et Unicité

1.3.2 Unicité

On va donner dans ce paragraphe un résultat nouveau concernant 'unicité de la
solution du probleme considéré. Ce résultat consiste a démontrer 1"unicité de la solution
en éliminant I’hypothese :

p=< - 3 5 7 > 3, (p fini quelconque sin < 2).

Cette hypothese a été imposée pour démontrer 1'unicité de la solution pour différents
problémes particuliers, plus précisément dans le cas ot o(u) = Vu.

Théoréme 1.2 Sous les hypotheses du Alors pour tout p > =1, la solution u
obtenue dans le est unique.

Démonstration. Soient 1, v deux solutions du probleme (I.1), au sens du[Théoréme 1.1
En posant w = u — v, alors w doit vérifier le systéme suivant :

w"” (t) — divF(e(w)) + ([ul’ u — vl v) + a(g (") — g (v")) =0, dans Q, (1.38)

w(0) = w’(0) =0, dans Q, (1.39)

w = 0sur Xy, o(w)n =0 sur Xy, (1.40)
w(t) € L0, T, V N LF(Q)), (1.41)
w' (t) € L*(0, T; L2(QY). (1.42)

Multiplions les deux membres de (1.38) par w’; alors; ce qui est correct lorsque les in-
tégrales ci-aprés ont un sens; on aura apres utilisation de la formule de Green et les
conditions (1.40) :

1d 742 ’
T [w’ (5] + a (w(t), w'(t)) + (1.43)
[ (g) =g @D 0 =) = (b0 =l /)
L’analogue de et donne
@ (@lt) /() = 2C1 0 O,

et

fQ (' () — g @ () /(1) — o (1) dx = 0.

Le deuxieme membre de (1.43) est majoré en valeur absolue par
(p+1)sup f(lulp,lvlp) [l || dx.
Q

ce qui est majoré d’apres l'inégalité de Holder par

C (18l + 11l ety 2y
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A. Rahmoune 1.4 Régularité de la solution

y1,.1,1_
oty + ;+ 7 = 1
Alors, en se renvoyant a [8]], nous avons

1
olay = [lIoF]|fs ) YV g € N*. (1.44)
Pour tout p > -1, posons

p(n-2)

k=E
nt( >

) +1,ke N, Vn>2, (1.45)

ot Ent (x), dénote la partie entiere de x. Alors, de (1.45), k doit vérifier

p= nz_kzl k€ N, n # 2 (p fini quelconque si n = 2). (1.46)

Dong, si % + % + % =1, (le cas n = 2, dailleurs plus facile, se traitera de la méme manieére),
alors pn < gk, et par conséquent, voir [38], on a

H' (Q) c LY(Q). (1.47)
Alors, en utilisant ((1.44))-(1.47) on obtient

ot = lloFl o < 1] < Clrire,

_ p p
iy = Iy < 10103 )

ce qui implique que

< C(lullP + Mol llwll ' < CllollP llwll '] -

‘f (JoIP v — |u|P u) w’'dx
Q

Puisque u, v € L* (0, T; V N LF(Q)), donc [|u||’ + ||v||P < C, par conséquent
f(|0|p o (£) = ulf u (t)w’ (t) dxdt| < Cllw @®)|| [’ (£)] . (1.48)
Q

En utilisant 1'inégalité de Young, de (1.43) on tire

1d

24t
Par intégration de (1.49) sur (0, t), en utilisant les conditions initiales (1.39) et le lemme de
Gronwall il résulte

(1w () + C IkelP) < 5C llwo @1 + 5C ! (O (1.49)

o’ (1) + [[w]* < 0.

D’ott w = 0 ce qui achéve la démonstration. m

1.4 Régularité de la solution

Dans ce paragraphe et sous certaines hypotheses supplémentaires sur les données
initiales et la fonction ¢ on démontre la régularité de la solution obtenue au théoreme
précédent.
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A. Rahmoune 1.4 Régularité de la solution

Théoréme 1.3 On se place dans les conditions du avec en outre

f eL?(Q), (1.50)
up € VN H*Q), (1.51)
u ev, (1.52)
g(uy) € L* (Q). (1.53)

Alors pour tout p > —1, il existe une solution u et une seule du systeme - ayant la
régularité suivante :

ueL®(0,T;VNHYQ), (1.54)
W €L¥(0,T; V), (1.55)
u” € L™ (0, T; LX(Q)). (1.56)

Démonstration. Considérez la suite de fonctions (w;,) telles que :

*VjwieVn H*(Q);

+ La famille {wy, wy, ..., w,} est linéairement indépendante ;

+ L'espace V, = span[wy, wo, ..., wy,] engendré par la famille {wy, w», ..., wy,} est dense dans
V N H%(Q).

On suppose que les conditions initiales vérifient :

Uom — 1o dans V N H2(Q), (1.57)
U1, — u1 dans V, (1.58)
g(u1,) — g(u1) dans L? (Q). (1.59)

Alors, pour tout j : 1 < j < m de (1.14) il découle
(17700, w;) = (f(0) + divF (¢ (uom)) = lttoml” om — g (1) , ;) (1.60)
En utilisant (1.57), (T.59) et le fait que F est continue on obtient
|divF (¢ (uom))| + a |g (u1m)| < C.

De l'inégalité de Holder on a

f ||1'10m|p u0m| dx
Q

(volQ)% <

IA

([ g 7

12(Q)

o1k

I3
|tdom| l[t40ml|

L(Q)

IA

C

1 1 1
- +-+=-=1
n g 2

2@’

Prenant en considération (1.48) on a

o1k

k
|u0m| < ||u0m||ppn

Q) Lk (©Q

Utilisant lh et lb le nombre p vérifie I'inégalité % < g et comme H(Q) c L1(Q)
donc

lomll’se < Clluomll? .
Lk (Q)
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1.4 Régularité de la solution

Donc de (1.57) nous concluons que

f ||u0m|p Ll()m| dx < C.
Q

Alors,

|tuom|? 110, demeure dans un borné de L*(Q). (1.61)

Multipliant 1’équation (1.60) par K’/ (0) et sommant sur j = 1 a m, il vient
P q par &, ]

(1(0), 13,,(0)) = (£(0) + divF (& (uom)) — luom!” tiom — ag (uam) , uy,(0)).

Alors,

Utilisant (1.6) et (1.50), on obtient £(0) € L?(Q).
Et par conséquent on a
|M” 0)| < Cy.

) < (|FO)] + IdivF (e (uomD| + luonl? ttom| + a |g (u1)]) [172(0)].

(1.62)

D’autre part, par dérivation par rapport a t, de (I.14) il découle

(u;;’(t), wj) +a (u;n(t), w]-) +(p+1) (|Mm|p Uy (1), w]-) + (1.63)
+a (g () w0, w7) = (£ (6, ;).

En multipliant (1.63)) par K’/ (f) et en sommant en j = 1 de m, il vient
p par &5, J

1d
24t

+(f" (), u) = (p + 1) (Il 13, (8), 0

WO +a () (B), 1)) = —a (g (D) ull(t), ul (1)) + (1.64)

Uy (£)) -

En utilisant les propriétés de la fonction g et d’apres (1.11) on a

(" () up (), (1))] <

m(t))”Loo(Q)

|”” (t)”LZ(Q) <C

@) . (1.65)

Puisque 1 + 1 = 1 donc par I'inégalité de Holder on conclut que
q n 2 P g q

q
|<p 1) (e (1 03,8, 155, )] < C e (I
D’apres (1.10) et comme pn < kg, d’apres (1.45) alors

(™G

Par conséquent

(o + 1) (It (DI 0}, (8, ]} (1))] <

Q) ||an (t)”Lq(Q) |”7/1; (t)l :

iy < Clltt DI < C.

ujy (8)|. (1.66)

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young et (1.65), (1.66), (1.18), 1’équation

(1.64) en valeurs absolue devient

3 51 (0 + ) <

(1.67)

<2 | @F + 3¢ luty 0 + 365 [ 0
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A. Rahmoune 1.4 Régularité de la solution

Par intégration sur [0, ] de (1.67) il résulte

t
WO + @) < f G| ds + |u, ) + (1.68)
0

t
+Ci [lu1ml? + (Ca2 + C3) f (Iu,’n (s)||2+|u;;(s)|2)ds.
0

Donc en particulier, moyennant (1.50), (1.58), (1.62), de (1.68) il vient

t
W@ + ||, )] < Co [1 ; f ( W) +| u,'ﬂ(s)Hz)dsJ. (1.69)
0
En utilisant le Lemme de Gronwall pour conclure que
|y ()] + ||, (8)]| < C (indépendant de m) (1.70)

Par conséquent,

{ uy,(t) demeure dans un borné de L* (0, T; V), 1.71)

u;(t) demeure dans un borné de L™ (O, T; LZ(Q)) .
D’ot1, on déduit qu’on peut extraire une sous suite (uy) de (uy,) telle que

{ u;l(t) — u/(t) dans L™ (0, T; V) faible étoile.

w/(t) — w(t) dans L* (0, T; L¥(Q)) faible étoile. (1.72)

Ce qui nous permet de supposer que la sous suite extraite (uy) vérifie, outre que (1.30),
(1.72)

u, —> ' dans L2 fort,
{ v © (1.73)

g(u,) — g () dans L™(0, T; LX(Q)) faible étoile.
Soit j fixé, et u > j, alors d’apres (1.30), (1.72) et (1.73), on déduit que

a (uy(t), wj) —a (u(t), wj) dans L™(0, T) faible étoile,
(|uy P Uy, w]-) — (|u|p u, w]-) dans L*(0, T) faible étoile,
(”L’ (1), w]-) — (u”(t), w]-) dans L*(0, T) faible étoile,

(g (u;,) ,wj) — (g ) ,wj) dans L*(0, T) faible étoile,

Alors, en passant a la limite lorsque p — o0, on conclut, pour tout w; que
(' (1), ;) + a(u(t), w;) + (jul° u, ;) + a(g @' (), wj) = (f, ).
Par densité de V,, dans V N H?(Q), en déduit que pour tout v € V N H*(Q) on a

W (t),v) +au@),v) + (ulP u,0) + (ag '), v) = (f(t),0),
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A. Rahmoune 1.5 Dépendance continue de la solution par rapport aux données

d’ou u satisfait (I.1)), (1.55) et (I.56).

De l'autre c6té, moyennant (I.6), (T.I0), (T.11), (T.50) et (T.56) on a
gy, f, lulfueL™(0,T;L3(QY).

D’ott de il résulte
h=divo(u) =u" +[ulPu+ag@)—-feL” (0, T; LZ(Q)). (1.74)

Comme divo (1), voire [20], est un isomorphisme de V sur V’. Soit G son inverse. Alors,
commeu € L*(0,T;V)ona
u(t) = Gh(t). (1.75)

Comme Q est supposé régulier. Donc, en se référant a [20] et [39] ona G € L (V’ ;HZ(Q)),
ce qui implique (1.54). m

1.5 Dépendance continue de la solution par rapport aux données

Dans ce paragraphe, on analyse la dépendance continue de la solution par rapport aux
données.
Pour cela, on définit I'espace de Banach suivant :

W(Q) ={p/p € L™ (0,T;V), ¢’ €L (0,T; 2 ()},

muni de la norme
”(P“W(Q) = ”(P”L‘”(O,T;V) + ||(P,||L°°(O,T;L2(Q)) :

On considere 1'application 7 définie par :

{ m:L2(Q)x VX L2(Q) » W(Q) (1.76)

{f, uo,m1} — u,

ot u est une solution du probléme (1.1). Relativement a cette notation, on a le
suivant :

Théoreme 1.4 Sous les hypotheses des|Théoreme 1.1|et[I'héoreme 1.2} Alors, I'application 1t définie
par est continue, autrement dit pour tout u,v € W(Q), on a

W =o' +|lu - ol <
t
2 2 2
< Cluw o) |l =P + o —oolP + [ (7 =W O ds],
0
oit Tt ({f, uo, u1}) = u et m({h,vo,v1}) = 0.

Démonstration. Soit v = 7 ({h, vy, v1}) tel que

{h,v0,01} = {f, o, u1} dans L*(Q) x V x L2(Q).
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A. Rahmoune 1.5 Dépendance continue de la solution par rapport aux données

Donc v demeure dans un borné de W (Q).
Posant w = u — v, alors w doit vérifier

w”’ — div (F(e(w))) + a(g (W) — g (@)= f—h,

Multipliant les deux membres de la derniere équation par w’, et intégrant sur € alors,
apres utilisation de la formule de Green et les conditions aux limites (1.40), on aura

S (1@ ®F + Gl 0IP) +

+ ([ul’ u— v v,w’) + f(g W)-g@)wdx=(f-huw'). (1.77)

Utilisant (1.18), (1.23), (1.49) avec les inégalités de Holder et Young, en intégrant (1.77) sur
(0,t) on obtient

t
1(d, ,
Ef%(nu ()1 ds + Cy [|w (5)|I%) ds <

t

t
<3Gy f (I @)1 + l2” () ds + f (f = O ds
0

0

Par conséquent
2 2
|’ (B + C1llw (B)II* < lug = 01 + Ca lJug — ol +

t t
+ [ 1F-m e ds+ | ' s)Pds,
/ /

0
d’otr il vient

o’ () + llw (DI <

t
2
< C(u,0)|lur = v1l* + llug — vol? +f|(f—h) o) ds|,
0

ot C (u,v) est une fonction de u et v, bornée sur les bornés de Q, donc la fonction 7 est
continue. m
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CHAPITRE 2

LEXISTENCE GLOBALE ET STABILITE DE LA SOLUTION
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Ce chapitre est consacré a 1'étude de l'existence globale et le comportement de la
solution u trouvée dans le premier chapitre pour le systeme (1.I)-(1.4) avec f = 0. Les
techniques utilisées sont celles trouvées dans [32], [30], [34], [27], [21, 22], [1]]. Aussi, le
comportement asymptotique des solutions fortes est montré sans prendre en considération
la condition |g(x)] — o quand |x| — oo, et sans I'hypothese p’ < 2 sin > 3. Ces
hypothéses ont été supposées par plusieurs auteurs, par exemple dans [34], [32], [29],
[21, 22]] pour des problémes particuliers.

2.1 Introduction

Pour démontrer la stabilité de la solution locale  du probléme (1.1)—(1.4) donnée par
le on définit la fonction d’énergie comme suit :

1 5, 1 > 1 p +
E (t) = 5 |1/lt| + 5 ”M(t)”] + ;; ||u (t)”LP(Q) , te R™. (21)
E est une fonction positive.
Et pour obtenir la stabilité du systéme (1.1)—(1.4), on va supposer, en outre, qu’il existe
des constantes C;,i = 1, ..., 4 telles que

CiiP <|g@| <Colnlr, p=1,si W <1, 2.2)
Clv < |g@)], 1=1,2,3,.),si]x>1, (2.3)
lg )| < Calxl’, n>3,p > 1, si x| > 1. (2.4)
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Lemme 2.1 L'énergie E : R* — R* est décroissante et absolument continue et on a

E'(t) = —afutg (us)dx <0, YVt e R*. (2.5)
Q

Démonstration. Pour tout 0 < S < T < oo, d’apres (1.1), (1.2), (1.3) et 2.I) on a

T
0= !qut (uy — divo (u) + [ulP u(t) + ag (uy)) dxdt =

T

= ff(ututt — wdive (u) + [ul’ u(F)uy + aurg (uy)) dxdt =
Q

S

T T T
= | EE(t)dt+a u;g () dxdt = E(T) —E(S) +a ur g (1) dxdt,
Jroaee] | Il

donc

T
E(T)-E(S) = -« urg () dxdt, 0 < S < T < oo. (2.6)
Il

Comme la fonction g est monotone et g(0) = 0 alors xg(x) > 0, Vx € R", donc E est
décroissante.

D’autre part, de on conclut que E est localement absolument continue alors
est satisfaite. m

2.2 Existence globale
Théoréme 2.1 Sous les hypotheses du la solution du systeme (IL.1)—(L.4) vérifie :

ue C(R*; VN LAQ)), 2.7)
u’ € C(RY; L*(Q)). (2.8)
Démonstration du [Théoreme 2.1} 11 suffit de montrer que % lud? + % ||u(t)||% + % [|ue (t)llzp(g)

est uniformément bornée par rapport a t. Sous les hypotheses du[Théoréme 1.1 on obtient
que (u,u') € (VN LP(Q)) x L2(Q) sur [0, T) . Alors de l'identité @ on conclut que

1

1 1
3 P+ 3 O + 2 O ) <E ), Ve 20 29)

L/(Q)

L'inégalité précédente et le principe de la continuité conduisent a 1’existence globale de la
solution, d’ou les relations (2.7), (2.8). m
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2.3 Stabilité des solutions

Notre but dans cette section est d’obtenir, sous certaines hypotheses plus faibles, la
stabilité du systéme considéré.

Théoréme 2.2 Supposons que les hypotheses [2.2)—(2.4) sont vérifiées. Alors pour toute solution
forte du probleme (I.1)—(1.4), il existe une constante C > 0 dépend uniquement de E(0) et une
constante @ > 0 telles que :

E(t) < Ct, VteRY, sip > 1, (2.10)

et
E(t) <E(0)e™®, Vte R sip =1, (2.11)

ot la constante @ est indépendante de E(0).
Théoréme 2.3 Supposons que les hypotheéses et sont vérifiées avec,

p=1lsi(n=1)etn=>3,
p>1lsin=2.

Alors pour toute solution forte du systeme (L.I)-(T.4), il existe des constantes positives C et @
telles que les estimations et ont lieu.

Démonstration du [Théoreme 2.2, Pour mieux présenter la démonstration de ce

réme 2.2}, nous allons commencer par démontrer les lemmes suivants :

Lemme 2.2 Pour tout 0 < S < T < o0, on a les estimations suivantes :
T

T T
pH p p—-1 P,
2 | EZ (®)dt < —|EZ () | wpudx +T EZ ()E' (t) | wudxdt+ (2.12)
0 S S Q
T

S

+fE% (t)f(Z(ut)z—aug(ut))dxdt.

S Q

Démonstration. Utilisons le fait que

futtudx= %futudx—f(ut)z dx,
Q

Q Q

pour déduire

T
0= fE%l ) fu (uy — dive (u) + [u|P u(t) + ag (uy)) dxdt =

S Q
T T
p1 p—1 =3 ,
=|EZ () | wudx -5 EZ (HE (t) | uudxdt+ (2.13)
Q Q

S S

+

m%ﬂ

T (t)f((—u.divo () + [ulf Mz(t)) + g (uy) — (”f)z) dxdt.
O
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Donc de la définition (2.T) on tire que

f(—udiva (u) + |ulf uZ(t)) dx > 2E(t) - f(ut)2 dx
Q

Q

En substituant (2.14) dans (2.13) il vient

T
pl p—-1 S W E
0=>|EZ (t) | wudx| - > T (HE' (t) | uudxdt+
Q S 0
T

P-

+ f EZ () f 2E (1) — () + auug (uy) — (ur)”) dcdt.
S

Par conséquent, on a

T

-1 s
0> [E 7 (1) f utudx] —”T f EZ () E (8) f s+
Q

S S

Q
T
ET ()dt— | E7 () | (20u)? - aug (uy)) dxdt,

d’ou (2.12). m

Lemme 2.3 ] existe une constante positive C telle que pour tout 0 < S < T < oo, 0na

T T
ZSfE 2 (t)dt<CE (S)+SprTl(t)Qf(Z(ut)Z—aug(uf))dxdt,

Démonstration. La condition (I.3) avec les hypotheses (L.5) impliquent que

f—udiva (u)dx = Cq|lull* = ¢ fuzdx

Q Q

Utilisant les inégalités de Young et (2.16)) par la définition de I'énergie (2.1) on a

p-1
E7Z (1) f uudx

Q

<CE'Z (1 f () + (u)?) dx <
Q
< CE™ (1) f (~udive (u) + (u)?) dx < CE'™ ()E(t) = CE'= (b).

Comme E est décroissante on conclut que

E;%l(t) uupdx
ol

T

< C(E’%l (T) + E'7 (S)) <CEZ (5).

S

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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D’autre part on a

T

%f pT(t)E’ (t)fuutdxdt

S

T

<cf E (1) (—E' () E (1) dt =

S
= CE'T (5)-CE'7 (T) < CE™ (5),

En remplagant les deux dernieres estimations dans (2.12) on trouve (2.15). m

Lemme 2.4 Soient 0 < S < T < oo, pour tout € > 0 on a l'estimation suivante

f E ( t)f(ut dxdt<sf E™ (t)dt + C(¢)E(s) + CE™F (5). 2.17)

Démonstration. Soit t € R* fixé, on a

f (up)* dx = f (up)* dx + f (ur)? dx.

Q [ur|<1 [u|>1

Utilisant I'inégalité de Holder on trouve

p+1
f(ut ) dx < C flu Pt dx f(ut

u|<1 Jug|>1

En utilisant les inégalités (2.2), (2.3) et I'identité (2.5) on trouve

+1

P
f(ut ) dx < C flutlplutldx + fututdxs

ut|<1 Iut|>1
5T
<C f|utg(ut)|dx +Cf|utg(ut)|dxs
<1 [u|>1

< C(=E' ()™ = CE' (¥),

m%’\]

T T
ET ) | w)Pdxdt<C | EZ () (—F ®)ydt—C | E= (1) E' (1) dt.
Jormise] /
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De l'inégalité de Young on obtient
T T

pT 4 p+1 P- pr_l
Cf (t) (=E’ (t))r+T dt<CP 1‘[ (t) dt+

S

c—f( E ()7 T dt fE”T (t)dt — C(e)fE’(t)dt<

T
<e | B (0)dt +C(e)E(S).
/
Alors
T T
EZ () | w)?dxdt <e | ES (Hdt+C(e) E(S) + CE™™ (S).
[0 [wrase ]
D'ou 2.17). m

Lemme 2.5 S0it 0 < S < T < o0, on a pour tout € > 0
T

fET(t)!ug(ut)dxdt

S

T

sef E% (hdt + C(e)E(S).

S

Démonstration. En utilisant 'inégalité de Young on trouve pour tout ¢’ > 0

fug(ut)dx <& fuzdx+C(e’) fgz(ut)dx.

<1 [u¢|<1 Jue|<1

Aussi, de (2.2), (2.16) on conclut
f ug (updx| < ¢ f —udivo (u)dx + C(¢') f g% (uy) dx <

<1 Jug|<1 Jug|<1
<2'E(t)+C(e") f |g (ut)|p+1 dx =

u|<1

2
p+1

=2¢/E(t) + C(e) f|g(ut)|p|g(ut)|dx <
ug|<1
2
p+1

<2¢E(t) + C(&) f |g(ut)||ut|dx =

ur|<1

2
p+1

=2'E(t) + C(¢) f wg (up)dx| =2e'E(t)+C(e")(-E (t))% .

u|<1

(2.18)
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Donc

2

f ug (up)dx| < 2¢’E(t) + C(¢) (-E (1)1 . (2.19)

<1
On sait d’apres [38], que si % + 1+ 1 =1, alors H{(Q) c LY(Q). Ceci joint au fait que, voir
Bl 1
!
ol = 07| g -

Pour tout p” > 1, pour tout n > 2, on pose k = Ent (W) + 1, et par conséquent k doit

vérifier la condition
2nk

"+1< ,
P “n-2

ke IN*, n +2.
D’ou il vient
p'+1<kqg, keN".

Par conséquent, on a

1
Iollyy1y < ellpsacay = [[101]| oy < Cllollaey < Clollngy , Yo € H'(Q).

Dong, il en résulte que

1
p+1

f |M|p,+1 dx < Cllu”Hl(Q) <CE (t)% )

ug|>1

Par la méme maniere de (2.19) en utilisant (2.4)) on trouve

’ ’

/ 1 p+1
f 9|7 dx| = f g |[g )l dx| <
w|>1 ut|>1
< f|utg(ut)|dx < C(-E (t)7.
u|>1
D’oty, il découle
ﬁ 't pf:rl
f ug (uy) dx| < f ™" dx f )| 7 dx| < (2.20)
>1 w1 uil>1

< CE(D)? (-F’ (t))/ﬂf_;l .
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Alors, de (2.19) et (2.:20) on trouve
T T
f ET () f ug (1) dxdt| < 2¢’ f E'T () E () dt+
S Q S

T
wc@) [EF 0CEoF arc [EF OE0CE 0 a,
S

ou encore sous la forme

T

f E= () Qf ug (uy) dxdt

S

T

<2¢ f E () dt+

S

T
+C (&) IE% (f) (-E (t))ﬁ dt+C ng (t) (-E’ (t‘))ff+1 dt.
S

Comme m + Z +i =1, alors en utilisant I'inégalité de Young on obtient

T T T
ce) | EZ ) F@Fdi<c() | EF ®di+c(e) | (<F @)t
/ / /

’

De méme comme % 11 + =1, alorson a
T T T
r 7 p(p’+1)
CfEZ t) (E" (t))r+1dt < CfE 7 dt+ Cf(—E' (1)) dt.
S S S

Utilisons (2.21) et (2.22) pour arriver a

T

f E'T (1) f g (i) dxdt

S

T

T
szs'fE%l (t)dt+C(e')fE’%l(t)dt+
S

T T

+C(s)f( E'( t))dt+Cf f( E’' (t)dt <

S S

p(’ +1)

T T T
<3¢ fE”T (H)dt — C () fE’ (Hdt+C | E()
S S

S

En utilisant le fait que E est décroissante et p (p” + 1) > p + 1 on déduit que

T T
p(p’+1 p+l
fE(t 2 fET () dt.
S S

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)
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Finalement, moyennant (2.24) de (2.23) on obtient

T

f ET () Qf ug (1) dxdt

S

T

< efE’%l(t)dHC(e)E(s),

S

ce qui acheve la démonstration de (2.18)). m

Lemme 2.6 On a l'estimation
T
prTH(t)dtSC(1+E’%1(O))E(s),OSSST<oo. (2.25)
S

Démonstration. Choisissons ¢ = %, alors de 1) et l) il découle

T
f EZ () f 2uldxdt < % f "% (t)dt + CE (s) + CE™> (s), (2.26)
S Q S
et T T
ET () | ug(u)dxdt < = | EF () dt + CE(s). 2.27)
J e [rsesnss ]
Donc par sommation (2.26) et @) il vient
T T
ET (1) | (22 - ug (ur)) dxdt < E™ (t)dt + CE(s) + CE™> (s). (2.28)
Jo]l I

Utilisant (2.28), de (2.15) on trouve que
T T
2IE¥ (tdt < CE'T (5) +f E'T (t)dt + CE(s) + CE'T (s).
S S

Par conséquent,

fTEz (t)dt<C(1+E2 (s))E(s)<C(1+E (0))E(s) 0<S<T< oo
S

Les lemmes 2.1] et 2.6]impliquent que la fonction E : R* — IR* est décroissantes et vérifie
I'inégalité :
(o]
p+1 +
E7 (s)ds <CE(t), Vte R".
t
u
Par conséquent les estimations et ( sont suffisantes avec f = 1 , pour
appliquer la proposition suivante :
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Proposition 2.1 Soit E : R* — R" est une fonction décroissante. S’il existe f > 0 et T > 0 tels
que

(o]

f EF*l(s)ds < TEF (0)E(t), Yt € RY,

t

alors .
EO<EO[(L)" viertsigso0
= T+pT) stp>0,
et )
E(t) <E(0)e" T, Vte R*si = 0.
Voire [130].

Ce qui achéve la démonstration du théoreme [Théoreme 2.2\ m

Démonstration du M Soit (1o, 1) € VN H*(Q) x V tel que g(ul) e L2(Q),
alors la solution du systeme (1.T)-(T.4) vérifie les régularités (1.59) et (1.56) obtenues au

Pour e =1, de (2.18) on tire

T T
f EZ (1) f (—ug (up)) dxdt < f E™ (t)dt + CE(S). (2.29)
S Q S
En utilisant (2.29), de I'estimation (2.15) on conclut que
T
f E™ (t)dt < CE™> (S) + CE(S) +2 f E7 (¢ f wldxdt (2.30)
S Q
Comme dans la démonstration du Lemme[2.4/on a
T T
f EZ () f 12dxdt < e f E™ (t)dt + C(¢) E(S), Ve > 0. (2.31)
S lu’'|<1 S

D’autre part, on distinguera deux cas :
Premier cas, n = 1. En utilisant 2.3) (1.54), (1.56) et 2.5) et l'injection de Sobolev
V c H' (Q) c L™ (QQ) on obtient

[ i< [ g @l ax < Clhudioi (-E 0) < -CE 0.

|u/|>1 |u/|>1

D’ou il résulte

T T
f E (1) f 12dxdt < —C f E (1) F' (t)dt < CE'™ (S). (2.32)
S S

|u’|>1
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Deuxieme cas, n > 2. On a

2 2
f lu? dx < C f | P71 g (ug) |7 dx <
lu’|>1 lu’|>1
p-1 2
p+l p+1
2
<C f [ty 7T dx f u; g (uy) dx < (2.33)
u'|>1 w'|>1
=2 2
<Cludl™), (= (#)1 .
LP-1(Q)
2p (n-2)

pour tout p > 1, et tout n > 2, si on pose k = Ent( ) + 1, alors k doit satisfaire la

p-1 2n

condition 2—’71 < 5“'; = kg. Comme + }] +1 =1alors H(Q) c L1(Q), et par conséquent de
(T48) et on trouve
2 2
lull™, < llu t||;j:;(0) (i f|’<||;,;;g) < c||ut||;j;gg) < Clluellp) < G
Lr-1 (Q)
alors on conclut de (2.33) que
[ b cee o,
lu’|>1
comme Zﬁ + Pﬁ =1, alors par 'inégalité de Young et (2.23) on trouve
T T T
fE”%l *) f 12dxdt < CIE@ (£) (=E/ ()71 dt < ef E (t)dt - C(e) fE’ (t)d
5 w’[>1 S S
D’ou, il vient
T T
f EZ () f 12dxdt < e f E™ (t)dt + C(e)E(S). (2.34)
S ju’|>1 S
Les inégalités (2.32) et (2.34) impliquent pour tout n € N* que
f ET () f 2xdt < e f T (B dt+ C(e)E(S) + CE™ (8). (2.35)
|u’|>1
Choisissons ¢ = 3, de (2.31) et (2.35) il résulte
f T (1) f Wdxdt < % f E'T (Bdt+ C(e) E(S) (2.36)
u’|<1
et
T T
=) ) 1 (e =)
E7 (t) updxdt < 3 E7 (t)dt+C(e)E(S)+CE7 (S). (2.37)
S w’[>1 S
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Donc I'inégalité (2.30) devient

T T
p1 pe1 p1 >
E'S (t)dt < CE'T (S)+ CE(S)+2 | ET (1) | wlddt =
S S Q
T
p+l p1 2 2
=CEZ (S)+CE(S)+2 | E7 (b uydx + updx |dt <
S w|>1 lu’|<1
T
1 p+l p+l
< EfE + (t)dt + CE(S) + CET (S),
S
Ou encore
T
f E™ (f)dt < CE(S) (1 +ET (0)), (2.38)
S

d’ou (2.25). Ainsi que les estimations (2.10) et (2.11)) se déduisent en appliquant la propo-
sition|2.1javec f = ’%1. u

2.4 Exemples

1. Si on pose
o (u) = F(e(w)) = vu,

alors le probléme (1.1)—(1.4) devient

uw’ —Au+ul’ u+ag W) =0dans Q,
u=0surI'y, o(u)n=0surly,
u(x,0) = ug(x), u’(x,0) = u1(x) dans Q.

2. Sion pose
o (u) = F(e(u)) = ae(u) + (a + p) Tr(e(w))],
ou I dénote I'opérateur d’identité et Tr dénote I'opérateur trace. Alors, le probleme

(1.1)—(1.4) se rameéne au probleme :

w’ —Lu+ulPu+ag@)=0dansQ,
u=0surI'y, o(u)n=0surly,
u(x,0) = up(x), u'(x,0) = u1(x) dans Q,

ou L désigne I'opérateurs de Lamé, défini par les coefficients de 1’élasticité a et  par

L:aA+ (a+p)v.div.

3. Sion pose

o(u) =F(x,e(u) = Z aij%r
j

i,j=1
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ajj = aji [S Cl (ﬁ),

n
Z aij (xlt) ClC] = m|C|2/ m > 0/ Ci € IR/
i,j=1

on trouve le probléme suivant :

n
u’ - ijzﬂ a%j (aijg—;) + |ulP u+ag () =0dans Q,
u=0surly, o(u)n=0surly,

u(x,0) = up(x), u’(x,0) = u1(x) dans Q.

Donc touts les résultats obtenus dans les[Théoreme 1.1HThéoréme 2.3 sont valables
pour ces problémes particuliers.
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CHAPITRE 3

EXPOSION EN TEMPS FINI DE LA SOLUTION

Sommaire
B.1 Explosionentempsfini . . ................ ... ... 37

[3.1.1 Résultats et préliminaire| . . . . . . ... ............... 37

Ce chapitre est consacré al’étude de 1’explosion en temps fini de la solution du systeme
(1.1)—(1.4). Dans le cas d'une dissipation forte en supposant que la fonction g vérifie les
conditions suivantes :

geCl,
xg (x) = ko|x|", Vx e R", m > 2, (3.1)
lg )| < ki (1 + "), VX e R, m 22,

etavec des choix convenables des données initiales, en se basant sur les techniques utilisées

dans [65], [63], [7] et [40], nous montrons que la solution locale obtenue par le

s’explose en temps fini T *, qu’on déterminera.
Remarquons que les hypotheses sur la fonction ¢ définies en (3.1) sant différentes a
celles définies par [63] et [40].

3.1 Explosion en temps fini

Dans ce paragraphe on démontre que la solution u obtenue au s’explose
en temps fini T".

3.1.1 Résultats et préliminaire

Nous introduisons les constantes suivantes :

1

Ao = (Cl)pz (3.2)

P
By
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1 1
Eo=Ci|s-=|A3, p>2, 3.3
0 1 (2 P) o P (3.3)
avec By est la plus petite constante vérifie 'inégalité de Poincaré suivante :
2
llu (Ollrrq) < Bo [Vu()l, p < n——nz (p fini quelconque sin < 2). (3.4)
Théoreme 3.1 Supposons que
-1
2§m§2n_2,n23 (3.5)
et que les conditions initiales vérifient les estimations suivants :
Lo Ly o 1 p
E(O) = E |ul| + E ”uO”] + 5 ||u0||LF’(Q) < EO/ p > 2/ |Vu0| > /\0' (36)

Alors il existe un T, telle que

(1,01 2 1 P _
g;l 5 |ue|” + > lu(®lly + ’ |i% (f)lle(Q)) = +00. (3.7)

Pour mieux présenter la démonstration de ce théoréme nous allons commencer par dé-
montrer les lemmes suivants :

Lemme 3.1 Supposons que les données initiales vérifient les conditions (3.6). Alors, il existe une
constante A1 > Ay telle que

Vu ()l > A1, |l @I, > MBo, Yt € [0,T], (3.8)
oit u est la solution du probleme (I.1)-(T.4).

Démonstration. De la définition de la fonctionnelle d’énergie (2.1) on a

E® = 5 + (31001 - SOl )+ > O, ) teR 69
Donc en déduit que
E® 2 5 IO - SO, R, (310)
ou encore par (3.4)
1 2B
E(t) = §C1 Vu(t)|” — ? [Vu®)l = Q(Vu(t)), te€R*, (3.11)

ot Q est une fonction réelle monotone définie par
1 By
Q) = EClxz - ?Ox"’, p>2.

Cette fonction possede une seule valeur maximum Q (Ag) = Eo, et lim Q (x) = —oo, donc et
X—00

comme E (0) < Ey, alors il existe une constante A; > Ag telle que Q (A1) = E(0).
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Si on suppose qu’il existe un ty tel que |[Vu(tp)] < Ay, Par la continuité, il existe un
premier £7, tel que |Vu(t] et comme E est décroissante et de 1) ona E(t) >

E(ts) = Q(|Vu(ty)|) = QM) = E(0), Vt € [0,£5], ce qui contredit la définition de la
fonction E, et par conséquent de (3.10) il découle que
1 2
EQ)2E®) 2 5 llu®lly - IIM(t)IILp(Q), teR", (8.12)
ou encore .
e (I ) = 2C1 Vu(®)® = pE (0) > ECMf - pQ (A1) = BpA, (3.13)
]

Démonstration du Par I'absurde, on suppose pour la solution du probleme
(1.1)—(1.4), qu’il existe une constante Cy telle que

1 1
>+ S )l + ||u O}, < Co, ¥t €10, T] (3.14)

On pose
H(t)=Ey—-E(),V¥te]0,T], (3.15)

en utilisant le fait que H’ (t) > 0, Vt € [0,T], on a

H(t)>H(0)=Ey—-E(0) >0, (3.16)
de (3.12) et (3.8), I'équation (3.15) devient
1
H(t) < Eo— 5 luli + |mamm@
1
< m—zqwmmz-wwmmm (3.17)
1o 12
< EO - Ecl/\o ||1/l (t)”LP(Q) ’
alors
H@O) <H() < ||u (t)||U,(Q) ,Vtel0,T]. (3.18)
On pose

F(t) = lu®F = [lu(x, ) dx,
F®=2wu®),u®), (3.19)
F7(t) =2 (OF +2@u(t),u” (1),

et pour tout ¢ > 0, bien choisi, on définit la fonction

G(H) = H" (1) + ¢F' (1), (3.20)
ou )
. [P~ p—m
O<ac< mm(?, m) . (321)
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Utilisant (3.19) et la formulation variationnelle, de (3.20) on tire
d

ﬁG(t) =(1-a)H*(t)H (t)+eF" (t) =

=(1-a)H*({)H (t) +2¢|u’ (t)|2 +2e(u(t),u” () =
= (1—a)H™ () H' (1) + 2¢ |u’ () — 2¢ u(t)IP —

—2¢||u (t)||Z,(Q)—2£fug(ut)dx,
Q

(3.22)

En ajoutant le terme 2epH(t) — 2epH(t) dans (3.22) en utilisant (2.1) on en déduit que

%G () = (1 — ) H™ (t) H' () + 2¢ [u’ (£)]* + 2epH(¢) — 2 ||u(t)| -

—2¢||u (t)”rlip(()) —-2¢ fug (up)dx + ep v’ 0> + ep ||u(t)||% +
Q
+2¢ ||u (t)||FL7,,(Q) — 2¢pEy.

De (3.23) on déduit que

%G )= 1-a)HCOH )+ (p+2) el (B + 2epH()+

+(p—2)eCq IVu(t)? — 2¢ fug (uy) dx — 2epEy,
Q
Utilisons les inégalités de Young, Holder et (3.1) pour conclure

fug (up) dx

Q

<k f lu () dx + ky f I/ ()" |u (#)| dx <
Q

Q
%2 2 6771 m
Sk CVuOF +k— llu @)l +

m- 161;_lm I ()l , avec 5, C(A) > 0.

m

Combinant (3.22), (3.23), (3.24) et (3.25), on trouve

%G ) > 1—a)H @O H )+ (p+2) el ()] +2epH(t) +

+(p = 2) Cy [Vu(t)? = 2ek,C7C (A) [Vu (D -

o m—1_m , -
—2ek— [l (Bl — 2k ——0 7 |lu’ (DIl - 2epEo,

m

ou encore

%G () > (1 — a) H* (t) H' (t) + 2epH(t)+

+&((p—2)C1— 26 C7C () Vu (O +

: o
+e(p+ )l OF - 26k — lu (Ol -

m-—1

~2¢ky o™ ||’ (E)llyy — 2¢pEo,

m

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

These de doctorat en Sciences : Problemes aux limites non linéaires

page 39



A. Rahmoune 3.1 Explosion en temps fini

d’autre part on a
2_ 32

(p=2)Ci V(O = 2pEo = (p = 2) Cr——— Vu () + (3.28)

2
1

A5
+[(p-2) clﬁ IVu () = 2pEo |,
1
ot A est donné par la relation (3.8).
Donc il vient

(p —2) C1 [Vu ()* = 2pEo = C3 |[Vu ()* + Cy, (3.29)
ou -
C3 = (p - 2) Cl Al/\_z/\o >0
12 12 (3.30)
Cy = (p - 2) ClA—g |Vu (t)| - ZPE() > 0.
De etde ona
H'(t)=-E'(t) = futg (ur) dx > ko llu” (£)ll3y (3.31)
Q
Par (3.29) et (3.31), I'inéquation (3.27) devient
d —a m-—1 _m_ ,
262 ((1 — @) H™ () - 26k TS )H () + 2epH () +
+&(C3 = 24 C7C(N)) [Vu (B + (3.32)

67’1
+e(p+2) ' (OF - 2k —llu (),
Choisissons 6 de fagons que 5Tm = MH™® (), ot M est une constante bien définie, par ce
choix la derniere inégalité donne

m-—1
koﬂ’l
+&(C3 = 2 C7C () Vu (D + (3.33)

%G # > ((1 —a) - 2eky M) H™ (t)H’ () + 2epH(t) +

’ 2 Ml_m a(m-1) m
+e(p+2)[u ) —2¢ek TH () e ()11,

Commep >m,ona
llu (Ol < Cs Il Bl - (3.34)

De (3.18) il découle
a(m=1) m a(m=1) p a(m—1)+%
HD (0 I (0l < Cs| (It OIE) . (3.35)

Grace au (3.21), on a pa (m — 1) + m < p, donc

1)+
a(m 1)+p

HD @ Ju @l < C (I @) <
1
< C(1+m)(||u(t)||§+H(0))s (3.36)

IA

Co (Il I + H (®), ¥t €[0,T1,
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substituons (3.36) dans (3.33), il découle

d

ZG@®) > ((1—a)—2gk1m_1

kgm
+¢(Cs - 2k C7C (M) Vu (P +
+e(p+2) (t‘)l2 +
H(t) M-
—k
hww%+Hw 1

M) H™ () H' (£) +

cél (Il I, + H (1)) = (3.37)

> ((1 — ) — 26k, "1
kom

M) H () H' (t) +

+&(Cs = 2 C°C (V) Vu (B +
+e(p+2) (t)l2 +

H(0)

Ml—m
[”<,%+1><:o -

-k

(Il Iy + H®),

. pm__HO)
on choisit A >0et M > (klc6 (p+1)Co

1
)Wl suffisamment grand de sorte que (3.37) donne

m-—1

%G(t) > ((1—a)—2£k1 M)H“" O H () +

kom
+eKy [Vu (1) +
+e(p+2) I () + (3.38)
+eKs (Il ()l + H (1),

ou
K; = C3 = 2k C°C(A) > 0.

Lorsque M est fixé on choisit ¢ assez petit de sorte que :

G (0) = H*=*(0) + ¢F’ (0) > 0,
B= (1—a)—2sk1'go——n}M>o

Donc (3.38) devient
C%G(t) > BH™(HH (t) +
+eKy [Vu () + eKa [ (1) + eKa ([l DI, + H (1)), (3.39)
De (3.39) on conclut que
d ,
G () = Ke (IVu OF + I’ OF + lu ()l + H () 2 0, (3.40)
par conséquent
G({t)>G(0)>0,Vte[0,T]. (3.41)
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A. Rahmoune 3.1 Explosion en temps fini

De (3.20) on a

1
I-a

G (t) = (H1‘“ (t) + eF’ (1%))ﬁ <C[H()+

fu B u' (t)dx

Q

Moyennant aux inégalités de Holder et de Young on trouve

fu B u' (t)dx

Q

1
1-a

IA

I (t)ll1 “ lue (t)ll1 ¢ <

IA

2
@@wmﬁ+mmmw“W)
Utilisant (3.36) et (3.21) on a

(e OIE) ™ < @+ﬁ%ﬂ0mmW+Hm)
< (1 - %)(Iu O+ H (®) + [Vu (1))

Par conséquent (3.43) devient

fu ®u’ (t)dx

Q

1
1-a

IA

[l (t)lll lu (t)||1 @<

IA

Combinant (3.42), (3.45), on trouve
L ,
G™= () < Co (Il (t)II5 + llu (1)) + H () + [Vu (D).
En comparaissant (3.40) avec (3.46) on trouve que

%G(t) > ¢C1oG T (1), Vt € [0, T].

Intégrons (3.47) sur (0,t) on trouve que

. 1
GT% () > — Nte[0,T]
GT5 (0) — ~L et

1-a

Par conséquent
lil?G (f) =00
t—>T*

ou encore
1 2 1 2
E? 2|ut| +§||u(t)||1 ||u(t)||L,,(Q)) +09,
ou —a
[0S
| ]

Cs (Il ()15 + 1 (DI, + H (8) + [Vu (D).

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)
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A. Rahmoune 3.1 Explosion en temps fini

Remarque 3.1 Dans plusieurs cas oil la fonction g vérifie certaines conditions déférentes a celles
définies dans @)—, ou dans @, on omet ici les détails on peut montrer des résultats similaires
comme ceux trouvés dans les[Théoreme 2.2} [Théoréme 2.3 et [Théoréme 3.1} nous n’indiquons pas
ces résultats ici pour éviter les répétitions des techniques sans intérét.

Voici quelques exemples dont on cite les hypothéses qui ont été imposées par plusieurs auteurs :

. Ma, et Soriano dans [41] considére les hypotheses suivantes

p=mn,gx)x=0,
{ §(@)| < Cpexp (BIx7T), xe R",

pour démontrer un résultats d’existence globale pour des problemes similaires en utilisant les mémes
techniques.
. Vitilaro dans [63] a supposé que la fonction g vérifie
geCl,
xg (x) = ko |x|", Yx € R", m > 2,
|g (x)| < ki x| (1 + le’”'l), VxeR", m>2,

il a prouvé les mémes résultats obtenus au |Théoreme 3.
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Deuxieme partie

Problémes aux limites semi linéaires
associés aux équations élastiques ou
viscoélastiques avec terme source.



Introduction

Cette partie est consacrée a I’étude de I’existence locale et globale, explosion en temps
fini, comportement asymptotique des solutions de quelques problémes aux limites hyper-
boliques ou paraboliques semi linéaires sans terme dissipatif et avec un terme source, a
Savoir :

* Probleme hyperbolique semi linéaire associé aux équations élastiques linéaires avec
terme source;

* Probleme aux limites parabolique non linéaire associé aux équations élastiques non
linéaires ;

* Probleme aux limites hyperbolique non linéaire associé aux équations viscoélastiques
non linéaires.

Cette partie se divise de trois chapitres.

Dans le premier chapitre on analyse la question d’existence globale et explosion en
temps fini des solutions pour un probléme hyperbolique semi linéaire associé aux équa-
tions élastiques avec terme source :

Pu

Ere divo (u) + ufPu=f, xeQ, te]0,T], (3.51)

o (u) = F(e(u)). (3.52)

La fonction u cherchée vérifie en outre les conditions aux limites et les conditions initiales
suivantes :
u(xl 0) = uO(x)l u’(xl 0) = ul(x)l X € Q/ (353)

u=0sur Xy, o(u)n = 0sur Xy, (3.54)

ol les fonctions ug et 11 sont données.
Le deuxiéme chapitre est consacré a I'étude du comportement a 1'infini de la solution
d’un probléme aux limites parabolique non linéaire associé aux équations élastiques,

suivant :
Ju

ot

avec les mémes conditions initiales et aux limites (3.53)) et (3.54). Ot A, F sont des fonctions
non linéaires et A > 0 et p > 0.

—udive (u) + AAu = f, x€ Q, t€]0,T][,

u
8xl-

I'existence locale et I'unicité d’une solution faible du probléme résultant

n p—2
Danslecasoupu=0,A=1et Au= -}, % ( %), J.L. Lions dans [38]] a étudié
i=1 " '
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Les approximations de Faedo-Galerkin combinées aux méthodes de monotonie et de
compacité, voir [54, 55], nous permettent de prouver l'existence locale et 1'unicité de
la solution du probléme considéré. Ensuite, sous certaines hypotheses supplémentaires
convenables sur les données nous allons analyser le comportement a I'infini de la solution
et nous allons prouver que la solution u reste bornée pour t — +oco.

Dans le dernier chapitre nous allons considérer un probléme aux limites hyperbolique
non linéaire associé aux équations ayant une loi du comportement viscoélastique non
linéaire :

o (u) = AF (e(u)) + uG (e(u’)), dans Q x (0, T),
avec les conditions et (3.54). Ot F et G sont des fonctions non linéires et p, A, u des
nombres réels positifs.

Sous certaines hypothéses sur les données en se basant sur les approximations de
Faedo-Galerkin, la méthode de compacité et le théoréeme du monotonie, nous allons dé-
montrer l'existence locale et 1'unicité d’une solution faible. Ensuite nous allons étudier la
dépendance continue de la solution par rapport aux données.
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cHAPITRE 4

LEXISTENCE GLOBALE ET EXPLOSION EN TEMPS FINI DE LA
SOLUTION D’UN PROBLEME HYPERBOLIQUE SEMI LINEAIRE
ASSOCIE AUX EQUATIONS ELASTIQUES AVEC TERME

SOURCE.
Sommaire
@1 Positionduprobleme| . .......... ... ... . o oL, 48
4.2 Existence globaledelasolution| . . ..................... 50
.3 Non-existence globaledelasolution| . . .................. 53
.4 Explosion en temps finidelasolution| . .................. 54

Ce chapitre est dédié a I’étude de 1’existence globale, I'instabilité ainsi que 1’explosion
en temps fini de la solution d"un probleme aux limites hyperbolique semi linéaire et avec
terme source. Sous certaines conditions sur les données initiales, en se basant sur les
techniques trouvées dans [3], [30] et [37] pour des problemes particuliers, nous allons
montrer que la solution locale du probleme considéré est instable.

Aussi nous allons démontrer que cette solution s’explose en temps fini T* qu’on dé-
terminera. Les techniques utilisées dans ce chapitre sont basées sur quelques estimations
comme celles considérées dans [3], [4]], [17] et [37].

4.1 Position du probléme

Dans le cas a = 0, le probleme(I.1) se ramene au probleme(#.1)) suivant :
Problem 4.1 Trouver le champ des déplacements u : Q = Q x [0,T] — R" et le champ des
contraintes 0 : Q = QX [0, T] — Sy, tels que
Pu . 0
2 divo (u) + ufPu=f, x€Q, te]0,T][ 4.1)

o) =F(e(w), x€Q, te]0,T[ (4.2)
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A. Rahmoune 4.1 Position du probléeme

a) u(x,0) = up(x)

{ b) u’(xl 0) = uol(x) , X € Q (43)
u=0surX

{ o(uyn =0 snltr p) (4.4)

Dans ce cas, @ = 0, les résultats d’existence, d"unicité et de régularité qui ont été démontrés
dans la premiére partie ne seront pas redémontrés dans ce chapitre, car la présence ou
I’absence du terme dissipatif g (1”) ne pose aucun probleme pour I'existence locale, I'unicité
et la régularité de la solution obtenue. Par conséquent, les résultats concernant ’existence
locale, 'unicité et la régularité de la solution seront donnés sans démonstration.

Théoreme 4.1 Supposons que les hypotheses (1.5)-(1.8) sont vérifiées. Alors le probleme
possede une solution unique pour T fini quelconque et pour tout p > —1. En outre, la solution
satisfait

uel®(0,T;VNLI(Q), p=p+2 (4.5)

w € L (0, T; LA(Q)) (4.6)

Théoréme 4.2 On se place dans les conditions du avec en outre

frel?(Q), (4.7)
uy € VN HA(Q), (4.8)
u € V. (49)

Alors pour tout p > 0 il existe une solution u et une seule du systeme (5.12)-(5.15) ayant la
régularité suivante :

ueL®(0,T;VnHYQ), (4.10)
W €L¥(0,T; V), 4.11)
u” € L™ (0, T;1X(Q)). (4.12)

Notre but dans ce chapitre est d’examiner la question d’existence globale, I'instabilité du
systéme et explosion en temps fini de la solution du probleme (5.12)-(5.15).
On définit la fonctionnelle d’énergie par la formule

1 1 1
E(®) =S hul* + SCrlu®IF + , It ()1 £ € RY p > 2. (4.13)

On note par d > 0 la constante d’injection
V> L2Q), dlvl <[, YoeV
et par C; la constante positive telle que
a(v,v) = C1||[v|l*, Yo e V.
On pose

1, 1 2 1 p
E(0) = 5 [u]” + §C1 lluoll” + , lollyp
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A. Rahmoune 4.2 Existence globale de la solution

Lemme 4.1 L'énergie E : RY — R* est constante, absolument continue et on a
E'(t) =0, Vt e R*. (4.14)

De plus
IE (OllLo(0,+00) = E (0)- (4.15)

Démonstration. Pour tout 0 < S < T < oo, d’apres (4.1)-(4.4) on a

T
0= !!ut (uy — divo (1) + |ulP u(t)) dxdt =

T
= ff(ututt — uydivo (1) + |ulP u(t)uy) dxdt =
S Q
T
- fE’(t)dt:E(T)—E(S).
S
Donc
E(T)-E(S)=0,0<S<T < c. (4.16)
=
On note que
E()=E(0) =~ [ul? + 2Cy lu@®IP + - lu O, , t € R* (4.17)
B L p Q) ' '

4.2 Existence globale de la solution

Théoréme 4.3 Soit u une solution du probleme (#.1)—(4.4) avec f = 0. En outre on suppose que
(uo,u1) <0 (4.18)

et B
(2p —3)C1d|Q*
4 (Zp +1)

0<E(0)< (4.19)

Alors |u (f)|? est strictement décroissante et uniformément bornée : [u P < lu ) pour tout t > 0.

Démonstration. On définit la fonction F comme suit :

F(t) = u(®)f = f | (x, £)* dx (4.20)
Q

D’ou il vient
Ft)=2(u,u’). (4.21)
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A. Rahmoune 4.2 Existence globale de la solution

En utilisant la formule de Green et les conditions aux limites (4.4), de (4.1I) on conclut

') =21 OF +2w,u”) =21 &P + 2w, dive (1) — |ulf u(t)) =
=2’ (O + 2 (u, dive () + 2 (u, — |ulP u(t)) = (4.22)
=20/ (OF = 2Cy [l (I = 21l (B -
Pour tout A > 0 de (£.17) et (£.22) il résulte
F” (t) - AE (O) 2 |M (t)| - ZC] ||1/l (t)” -2 ||1/l (t)”U”(Q)
2+ 2 C IR + ||u Bl ) ~ 2AE(0) =

(2 + %) I/ + (% - 2) Ci ||u(t)||2 (% - z) ||u(t)||U,(Q) 2AE (0)

Posant A = 2p + 1, ot p > 2 il vient que

F”(t) | " +

C1 lu(t)l*> =2 (2p + 1) E(0). (4.23)

Grace a I'injection de Sobolev, on conclut qu’il existe une constante d > 0 telle que

(I > du (B . (4.24)
Donc (4.23) devient
2p+5 2p -3
@) > pT W OP+ L 2cidu P -22p +1)E0). (4.25)
En multipliant (4.25) par F (t) on obtient
2 +5
F'OF(E) > (’“—) W (P 1 (1) + (4.26)

+( ’”2_3)c dlu®* —2@2p + 1) E(0) [u (1)

Comme
(O > Q17 |u )P, (4.27)

alors (4.26) devient

F/(OF(@®) 2 (@) o (O e () + (4.28)

2
(2

En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwartz de (4.21) il découle

3)C1d|Q| (O =2 2p +1)E0) [u (1)

(F' () < 4w (O |ut)P. (4.29)
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A. Rahmoune 4.2 Existence globale de la solution

Par conséquent, pour tout 6 > 0 I'inégalité (4.28) implique

2p+5
VOW@—%G%WZ(p;)WWWW®F+
2p -3 -1
+(1%—jcmmnfhunﬁ—2@p+nE«»maW—29m%nﬁwuw,
ou encore
FORO-SEOF > (22 - 20) i 0P o

+ ((?) CidIQIF —2(2p+1)E (0)) ju (B

Choisissons 0 telle que
2p+5

>0>2,
alors de (4.31) il en résulte

2p -3

F’ (H)F(t) - g (F' (1)* = ((T) Cid|QIF —2(2p +1)E (0))F(t).

Si nous choisissons E (0) tel que

2v -3 -
((pT) CdIQIT —2(2p+1)E (0)) >0,
ou encore sous la forme .
(2p-3)Cid QT

<
0<EO) = =577

En utilisant (4.19), 'inéquation (4.34) devient

by _1@p-3)CdIQF
@ =27 2(2p+1)

1 1 1
3l + 5Ca ol +
Donc de I'inégalité (4.33) on arrive a
4 6 4
F'()F (1) 2 5 (F ().
D’ouiil en découle

() 01
(F (1>~ 2F()

Par l'intégration sur (0, t) on obtient

1 1
<

F(t) = F(0)

N| D

3
1
| Ft =7
0

Moyennant (4.18) on déduit de (4.38) que
F'(t) <0, Vt>0.

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)
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A. Rahmoune 4.3 Non-existence globale de la solution

En utilisant (4.39), par intégration sur (0, ) de (#.36) il résulte

t t
F (t) F” (S) 0 F’( ) F(t)
i (F’(O)) fF’(s)d =2 f}:()d 2ln(m)' (4.40)
ou encore )
F() _(E®)
F’(0) S(m) ' (4.41)

Par intégration une autre fois sur (0, f) en tenant en compte (4.39), 'inégalité (4.41) donne

t

f F (s) (F(s) ¥ ds (4.42)

0

(ORI

—F’ (O)IF’ (0)(F(0)* ds = tg; IF ()l (F ()7 .

IN

Finalement on arrive a I’estimation suivante :

2
0-2
F(t) < F(0) (1 + ZZHF ) F(O)) <F(0), (4.43)
ce qui acheéve la démonstration du n

4.3 Non-existence globale de la solution

Théoreéme 4.4 Soit u une solution du probleme [@.1)-(4.4) avec f = 0. En outre on suppose que

(uo, u1) > 0 (4.44)
et .
1(2p -3)Cd Q%
E = 4.4
0<EO <3 =5m71 (445)
Alors
thm [u(t)] =
Démonstration. Choisissons 0 tel que
0<0<2 (4.46)
ona 2p+5 2p-3
+ —
PZ -20 > Pz >0,p=>2, (4.47)
et par suite devient
74 4 zp B 3 =1
F'(H)F(t) - = (F H)* > 5 CidIQIT —=22p+1)E(0)|F(t). (4.48)
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A. Rahmoune 4.4 Explosion en temps fini de la solution

En utilisant (4.45)) de (4.48| on conclut

" ()F () > g(l-"’ )>. (4.49)
Comme 0 < 0 < 2, de la derniere inégalité il découle
2
EFV >0 (4.50)
ou
l>y:2_6>0. (4.51)

2
Donc par intégration deux fois sur (0, t), il résulte

y~1F(0) + tF’ (0)
y—l[_'l—y (0)

F (t) > (4.52)

Par I'hypotheése (4.44) on conclut que F” devient non bornée a l'infini, et par conséquent
tlim |u ()] = oo, d’ot1 le[Théoreme 4.4, m

4.4 Explosion en temps fini de la solution

Théoreme 4.5 Soit u une solution du probleme [@.1)-(4.4) avec f = 0. En outre on suppose que

(Ll(), ul) >0 (453)
et .
1(2p -3)Cid Q%
EQ) =< . 4.54
© 2 2(2p+1) (4:54)
Alors la solution u s’explose en temps fini T* = y(lzé’,l;), et par conséquent tlg? [u ()| = co.
Démonstration. Choisissons 0 tel que
2p+5
2<6< p4 . (4.55)
Donc l'inégalité (4.31) donne
7 0 . 2 2p-3 1
F" (t)F(t) - 5 (F () =|-2(2p+1)E(0) + 5 C1d Q| F(t). (4.56)
Puisque 0 > 2, la derniere inégalité devient
2 2p-3
j?F‘V < —yr-(1+7) (—2 2p+1)E©0) + 5—Cd |Q|%), (4.57)
ou 0_9
y=—5> 0.
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A. Rahmoune 4.4 Explosion en temps fini de la solution

Sinous choisissons E (0) de la forme (4.54) I'inégalité (4.57) montre que F~7 est une fonction
concave. Nous avons donc par intégration deux fois sur (0, t)

;]
F(t) 2 F(0)(1-ytF (0)F (0) . (4.58)
Par I'hypothese (4.53), I'inégalité affirme que si on choisit T* de la forme
F(0)
T"= —+, 4.59
7F O )

alors F devient non bornée pour ¢t < T* ce qui montre 1’explosion en temps fini de la
solution. m
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CHAPITRE

LEXISTENCE LOCALE ET COMPORTEMENT A I’INFINI POUR
UN PROBLEME AUX LIMITES PARABOLIQUE NON LINEAIRE
ASSOCIE AUX EQUATIONS ELASTIQUES

Sommaire
[5.1 Formulation variationnelle et préliminaires.|. . . . . .. ... ... ... 57
5.2 Existence et Unicité delasolution] . . . . .. ... ............. 59
2.1 FExistencelocalel . . .. ... ... ... ... . L o oL 59
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[5.3 Comportemental’infinienf . ........................ 64
..................................... 67

Ce chapitre est consacré a I'étude du comportement a l'infini de la solution d'un
probléeme aux limites parabolique non linéaire.

U — udive (u) + AAu = f, x€Q, te]0,T][,
o(w)=F(x,e(w),xeQ, te]0,T][,
u(x,0) = up(x), x € Q,
u=0sur X, o(u)n=0sur Xy,

(5.1)

out A est une fonction non linéaire et F est une fonction linéaire, A > 0 et u > 0.

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans les Sections 2 et 3, nous allons utiliser les
approximations de Faedo-Galerkin combinées aux méthodes de monotonie et de compa-
cité, voir [54, 55], pour prouver 1’existence locale et l'unicité de la solution du probleme
considéré. Dans la section 4, sous certaines hypotheses supplémentaires convenables sur
les données nous allons analyser le comportement a 1'infini de la solution et nous allons
prouver que la solution u reste bornée pour t — +o0.

5.1 Formulation variationnelle et préliminaires.
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A. Rahmoune 5.1 Formulation variationnelle et préliminaires.

Soit Q) ouvert borné de IR", de frontiere I' (réguliere) ; on désigne par u un vecteur
(u1,u2, ..., uy), ouViu; : Q = Qx1]0,T[ — R. Soit {I';, I’} une partitionde I',i.e. I =T'; UT
etI'1 NI, = @. On suppose que mes I'1 > 0 et on pose X1 =171 X ]0,T[ et X, =15 x]0, T[
ouT estunréel fini, p’ est 'exposant conjugué de p, i.e.(% + r% = 1).

Le probleme considéré dans ce chapitre consiste a chercher le couple (u,0) tel que

u:Q-—->R"0:Q — S, satisfaisant :

% — udivo (u) + AAu = f,x € Q,t €10, T], (5.2)
o(w)=F(x,e(w), xeQ,te]0, T, (5.3)
u(x,0) = up(x), x € QQ, (5.4)

u = 0sur X,
{ o(u)n = 0 sur Xo, (5.5)

ol up(x) est une fonction donnée. u, f, o et (i) désignent le vecteur du déplacement, la
densité des forces volumiques, le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations
linéarisé, respectivement. F est une fonction non linéaire et A est un opérateur non linéaire.

Les relations et sont les conditions initiales et les conditions aux limites
Dirichlet-Neumann, respectivement. On dénote par S, 'espace de tenseurs symétriques
d’ordre n.

Pour donner la formulation variationnelle du probleme considéré, nous définissons
I'espace

H= LZ(Q)nxn = {G = (O‘ij) S Sn 10ij=0ji € LZ(Q)},

qui est un espace de Hilbert muni du produit scalaire donné par

<G,T>:f0ij'[l‘jdx.
o)

et avec la norme associée |.||4.
Aussi, on définit I'espace

W Q) ={v|vel?(Q), Dwell(Q),i=1,.,n}, 1<p<+oo
qui est un espace de Banach muni de la norme
n
ollwiicy = ol + Y, IDlr) -
i=1
On désigne par Wé’p (Q) la fermeture de D (Q) dans W7 (Q) et qui est défini comme suit :
Wé’p Q) = {v lve WP (Q),v=0sur F}

et son dual est défini par W=7 (Q).
Pour I'étude de ce probleme, on suppose que 'opérateur élastique linéaire F : (21X S, —
S, vérifie :
(@ Am>0; (F(,e),e) >mlef?, Ve €S, pp.x€Q
(b) x = F(x,¢) est mesurablesur ), Ve €S, p.p.x € Q (5.6)
(c)x = F(x,0,) e H
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Aussi, supposons que A : W' (QQ) — W~#" (Q) est un opérateur non linéaire de second
ordre ayant les propriétés suivantes :

p-1

{ (a) A monotone hémicontinu et IIﬂUIIW_l,pI(Q) <C ||v||w1, Q) 5.7)

. 4 1,
() da>0; (Av,v) >« ”v”ww(g) Yo e W (Q)).

De plus les données f et ug doivent satisfaire
, , 1 1
fel’ O, T, W7 (Q)), , + = 1,2<p<os; (5.8)

1o € L*(QY). (5.9)

Sous les hypotheses (5.6)—(5.9), en multipliant I’équation (5.2) par v € V et par intégration
sur €), la formule de Green nous permet de vérifier facilement que le probleme (5.2)—(5.5)
est équivalent au probléme variationnel suivant :

Trouver u € V tel que :
(PV):{ W,v)+a(u,v)+ (Au,v)=(f,v) YoeV (5.10)
u(x,0) = up(x), x € Q.

VI{’UGWLP(Q):U:OSLlrrl}

a(u,v) = fc(u)s(v)dx = Zfoij (u) %dx.
j

0 L=
Remarque 5.1 Sion pose

1
2

lloll; = (a(o, v))% = fa(v)e(v)dx pour tout v € V.
Q

Sous I’hypothese il vient
mle@)f’ < (F(e@w), e(u)) < Kle(u)f*.

Grice a l'inégalité de Korn et l'inégalité de Poincaré on en déduit qu’il existe des constantes Cq,
K > 0 telles que
C1 ol < a(o,v) < K|loll%. (5.11)

5.2 Existence et Unicité de la solution

5.2.1 Existence locale

Théoréme 5.1 Sous les hypotheses (5.6)—(5.9), le probleme (5.2)—-(5.5) admet au moins une solu-
tion u pour tout T > 0 fini quelconque vérifiant
uell(0,T;V), (5.12)
du

’ . y) _1, ’
= €U (0, T,V A WLP (Q)), (5.13)

These de doctorat en Sciences : Problemes aux limites non linéaires page 57



A. Rahmoune \ 5.2 Existence et Unicité de la solution \

Lemme 5.1 Le probleme (P.V) est bien défini.

Démonstration du Lemme Puisque u est une fonction de L?(0,T; V), les fonctions
t —> (u(t),v) ett — a(u(t),v) appartiennent a L? (0, T). Aussi la fonction t +— (Au (t),v)
appartient a L' (0, T) pour tout v € V, car en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on
trouve

A

f \Au ) v (Hldx < || Au (t)”wfl/p’(g) llo Ollwrrqy <
Q
CllAu Blly-17 o Il0 Blly < C.

IA

Et par conséquent  — (Au (t),v), Yo € V est bien dans L! (0, T). De méme, puisque f est
une fonction de LV (0, T, W 1#' (Q)), la fonction t + (f (t),v) est dans L (0, T) pour tout
v € V. Il en résulte que le probleme variationnel (P.V) a un sens dans D’ (]0, T]). m
Démonstration du[Théoréme 5.1 La démonstration de ce théoréme est organisée comme
suit

- On construit des solutions "approchées" par la méthode de Faedo-Galerkin;;

— On établit, pour ces solutions approchées, des estimations a priori;

— On passe a la limite (dans les termes non linéaires) en se basant sur la méthode de
compacité et celle de monotonie.

Etape 1:

Commengons par introduire la suite (w j) de fonctions ayant les propriétés suivantes

wieV, j=1,.,m
La famille {wq, wy, ..., wy,} estlinéairement indépendante;
L'espace V,, = span{wy, wo, ..., wy,} est dense dans V.

On cherche alors une suite u,,(t) sous la forme
m
un(t) = ) KBy (5.14)
i=1

solution du probléme variationnel approché, associé au probleme (5.2)—(5.5), suivant

). { (3 (1), 07) + pa (10 (8), 07) + A (At (), 07) = (f (1), 105), 1< j<m (5.15)
Mm(O) = Uom

avec les conditions initiales

m
Uom = Z QimW; — g quand m — oo dans V. (5.16)
i=1

On obtient un systeme d’équations différentielles non linéaires du second ordre. D’apres
le théoréme de Carathéodorie, il existe une unique solution u,, du systeme (5.14), (5.15) et
(5.16) dans [0, t,;] ayant la régularité suivante :

U () € L2 (0, t; Vi), tlyy (£) € L2 (0, t; Vi) -

Les estimations a priori qui suivent montrent que t,, est indépendant de m.
Etape 2:
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Multiplions I'équation (5.15) d'indice j par Kj,,(t), et sommons sur j, il vient que

(”;n(t)/ um(t)) + ua (m(t), um(t)) + A (A, um(t)) = (f/ um(t)) . (5.17)

Comme 14
Zdt [141, t)| = (um(t ”m(t))

Utilisons (5.11) et (5.7), donc (5.17) devient
1d
5 77 11 ®F + uCo s (O + Act el o < |F B, (8] (5.18)
Pour tout ¢ dans [0, T], par intégration par partie sur (0, t) et par utilisation des inégalités
de Holder et de Young de (5.18) il vient

t t
1
5 (B + uC fllum I dS+Aaf||um(S)ll’;vl,,,(Q) ds <
0 0

t

1 2
< P+ [ (Ol M) s < (519
0
t ’
1, 1 1 ;
< 5 luonl? + 5 f [( =) e _1p(Q)+Aa||um(5)||wlp(0]ds
0

Par conséquent nous avons

|Mm Ol +#C1f||um ()l ds + Aaf”“m(S)HWlp(Q) (5.20)
vt
e, 7
E [uoml” + f ||f(S ||W 1 (Q))
0

De la derniere inégalité on obtient

vr“

lum (D < [1op] + f | f(s)”w_lp s (5.21)

De (5.8) et (5.16), on conclut qu’il existe une constante C, > 0 telle que :

jwoul + f 1Ay < Co

Par conséquent, en utilisant1'inégalité de Gronwall, on en déduit1’existence d "une constante
positive C indépendante de m et de [0, t,,] telle que

[uu(t) < C (indépendante de m). (5.22)
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De (5.20) on en déduit
t
f(||um S + ||t (s)||5\/1,p(9))ds < C (indépendante de m). (5.23)
0

De cette derniére estimation (5.23), on conclut que t estindépendant de m, et par conséquent
Ym, t,, =T.
En passant a la limite lorsque m — oo, de (5.22) on conclut que

(1) est bornée dans L (o, T;L3(Q)) N LF (0, T; V). (5.24)
Etape 3 :
De (5.24), on déduit qu’on peut extraire un sous suite (uy) de (uy,) telle que :
uy, — u faible étoile dans L (0, T; LZ(Q)) , (5.25)
u, — u faible étoile dans L (0, T; V), (5.26)
uy (T) — C faible étoile dans L2 (Q). (5.27)

. -1
Aussi et comme IIﬂvllwfl,pf(Q) < C||U||€V],,,(

L7 (O, T; W1 (Q)), on a alors

Qy donc A (u,;) demeure dans un borné de

A (u y) —> x faible étoile dans L” (O, T, W (Q)) . (5.28)
Soit j fixé, et p > j, alors d’apres (5.17) on obtient
(w,(8),07) + paa (10, (B), 707) + A (A (1), w5) = (£ (), 705). (5.29)
De (5.25), on a

a(uy () ,w;) — a(u(t), w;) faible étoile dans L*(0, T),
(ﬂuu ®), wj) - ()(, wj) faible étoile dans L*(0, T),

(“L ), w)) = E(u“ (t),wj) — (' (t),w;) faible étoile dans D’(0, T).
Par passage a la limite de (5.15), on déduit
{ W), 0)+ua@®),v)+A(x,0)=(ft),v), YoeV,
u(0) = up.
Par comparaison avec le probléme variationnel (5.10), on conclut que
u' — udive (u) + Ax = f, (5.30)

et
u(T) =C. (5.31)

Pour compléter la preuve du théoreme (Théoreme 5.1) nous allons besoin de prouver que
x = Aut)).
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En effet, comme A est monotone alors on a

X, = f (A(uy () - A@®), 1y () —v(H) 20 Yo e LF (0, T; V). (5.32)

En utilisant (5.15) pour déduire que

T

T T
Aof (1 (1) 1 (B) d Of iy dt—‘u‘ofa(uy(t) uy(t))dt+ luou|” - ’uH(T)|

Par conséquent

T
X, = [ (fou)a - ucy f eI dt + 3y = 5 s (T -
0

T T
)\f uy(t dt—/\f A(v), —v)dt
0 0

lim inf u, (D) > lu ()P,
L

On sait que

T 2 T
lim inf [lea®|" dt > [l at,
0 0

donc

lim sup X, < f (f,u)dt — uCy f () dt + = |u0|2 (5.33)

(D - f(x, )t - f( (0),1—v)dt.

Par intégrations par parties sur (0, T) de (5.30) on trouve
T T T
1 1
f (f, u)dt — uCy f (P dt + 3 o = 5 u (T = A f (x, ) dt.

0

Ceci joint aux (5.32) et (5.33) nous donnent
Af()(—ﬂ(v),u—v)dtzo. (5.34)

Pour w € L7 (0, T; V), on prend v = u — 6w, 6 > 0, alors (5.34) donne

f()( - A(u - 06w),w)dt >0, pour tout 6 > 0. (5.35)
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En utilisant la hémicontinuité et passant a la limite quand 0 — 0 alors de (5.35) il vient
T
f()(—ﬂ(u),w)dt >0 Ywel?(,T;V),
0

ce qui implique que w
x=A).

De (5.29) il découle

%(u (B),w)) + pa(u (), w)) + A (Au (1), w;) = (f (), w)).

Pour tout w; € Vy, et tout 1 < j <m.
En utilisant la densité de V,, dans V on trouve que

W' (t),v)+pa@@),v) + A(Au(t),v) = (f(t),v) YoeV. (5.36)

Dot il résulte que u satisfait (5.2).
Vérifions que (5.13) est satisfaite.

De (5.2) on a

u' = f + udive (1) — AAu.
Par passage a la limite de (5.12) il résulte que
e(u) € L2 (0, T; L2 (QQ)).
Comme F est continue, alors on a
F(e(u) € L2 (0, T; L* (Q0)).

Par conséquent
divF (¢ (u)) = divo (u) € L> (0, T; V).

Comme u vérifie (5.12), alors de (5.7) il résulte

plp-1)

T T
fllﬂ (u)||’;v_1,p,@) dx < C ||u||V5;;(Q) dx < cf||u||”v dx < C.
0 0 0

Utilisons le fait que A (u) € i (O, T; W-¥' (Q)) pour déduire

w e LV(0, T, W (Q)) + LF (O, T; V') + IV (0, T, W™ (Q)),

Ce qui montre que
welV (0,T; Vv n W (Q),

D’out (5.13), et donc u (0) et u (T) ont un sens et que u(0) = ugetu(T) =C. m

These de doctorat en Sciences : Problemes aux limites non linéaires page 62



A. Rahmoune 5.3 Comportement a l'infini en t

5.2.2 Unicité

Théoréme 5.2 Sous les hypotheses (5.6)—(5.9), la solution u obtenue dans[Théoréme 5.1|est unique.

Démonstration. Soient u, v deux solutions du probléme (5.2)—(5.5). En posant w = u — v, il
vient

w' — pdivF(e(w)) + A (Au — Av) =0, (5.37)
w(0) =0, (5.38)

w = 0sur Xy, o(w)n =0 sur Lo, (5.39)
w e L2, T; V). (5.40)

Multiplions les deux membres de (5.37) par w, alors on aura apres utilisation de la formule
de Green et les conditions (5.39) :

1d
2dt
En utilisant (5.6)) et (5.7), pour tout u, v € L*(0, T; V) on a les inégalités suivantes

{ a(w(t), w(t) > 0,

lw(t)? + pa (w(t), w(t)) + A (Au — Av,u —v) = 0. (5.41)

(Au — Av,u—v) > 0.
Par conséquent de (5.41) on déduit
1d 2
__ <0.
T lw(t)]” <0

Douw=0.m

5.3 Comportement a 'infini en ¢

Dans cette section et sous certaines conditions supplémentaire sur les données nous
allons analyser le comportement de la solution lorsque t — oo et nous allons montrer que
la solution u reste bornée lorsque t — oo.

Supposons que f vérifie

fell (0,00,W (), (5.42)
t+1
f £ Oy < C2 VE 2 0. (5.43)

Grace aux (Théoreme 5.1) et (I'héoréme 5.2), pour tout T > 0 fini il existe une solution
unique u du systeme suivant :

% —pdivo (u) + AAu=f, x€ Q, t€0,T][,
u(x,0) = ug(x), x € Q, (5.44)
u=0sur X.

Comme T est fini quelconque on a
p A7l
ue Lloc (O, oo; WHP (Q)).

Lorsque t — oo nous allons démontrer le résultat suivant
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Théoreme 5.3 Supposons que (5.7), , sont satisfaites. Soit u la solution unique de
. Alors il existe deux constantes C3, Cy telles que

[u(t)| < C3 quand t — oo, (5.45)

t+1

f llu (C)IIWIP(Q) dC < Cy, Yt > 0. (5.46)

Démonstration. On subdivise l'intervalle [0, oo[ par les intervalles [[ -1, /[, j = 1,2, ....
En utilisant le fait que la fonction t — u (t) est continue de [0, oo[ — H, on peut définir

‘u (t]-)' comme suit :
|u (t]-)| = sup |u(t)|,pourt;e[j—1,7],j=1,2,.. (5.47)

te[j-1j[
On déduit de (5.2) que, pour touts,t: 0 <s<tona:

t t t
lu())? - % lu(s)]* + u f (Fe (u), e ())dC + A f (A W), u)dC = f (f,u)dcC. (5.48)
En utilisant (5.6), (5.7) et (5.11), de (5.48) il vient

2P ~ 2 P + uC f I @I dC + Ao f O A0 (549)

f(f u)dC < f”f ”wlp(o) [f”” My @ ]

Pour des raisons purement techniques on pose

_ (( 3C2,)E P2+ 6C2p/) ) (5.50)
(Aa)f (Aa)?

ot d est la constante d’injection |v] < d||v||, et C; est donnée par (5.43).
On va montrer que

lu (tj+2)| < max (Iu (t]-) ,

=

M), pour tout j=1,2, ... (5.51)

Si |u (t]-+2) < |u (tj)| la preuve est évidente.
Supposons que |u (t]-+2) > 'u (tj) ,alors on a
t]+2 t]+2
|M(t]+2)| +uCy f lu QI dC + Aa f @I 0,4 > (5.52)
t]+2 t]+2

|u(t +{.1C1f||u(C)|| dC+/\0‘f||u(C))”wln(Q)
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Pour t = tj; ets = t;, de @p il découle
t]+2

|u(t]+2)| +uC f lu QI dC + Aa f [T

t]+2
< e + [ (e < (5.53)

tj

=

t]+2

1
< 5 fuepf + f 1 @1 € f (@D

En combinant (5.52) et (5.53) on en déduit

t j+2

/+2 t]+2 F% t/+2 Ila
Ao f lu@)IP dC < f lF Oy '@ ¢ f ()] e
D’ou il vient X .
t]+2 _' t/+2 _'
\a f N 0 f lF Oy dc| - 5.5
En utilisant le fait que tj+2 —t;j<3de (]BE[) il resulte
tivo
p/
f [Facall oy 4C < 3Ca.
t,
Et par conséquent, de (5.54) il s’ensuit
j+2
3G
f IOy < 5.55)
Comme tj;p — t; > 1, de (5.55) on conclut qu’il existe 7 € [t]-, t]-+2[ tel que
1
3C,
22 (T)||prn. S( ,) , 5.56
Moo < (o (5.56)
d’ot1 nous déduisons .
3C, \¥
[u(7)l < 7| d. (5.57)
(Aay
En utilisant @, pourt =ty,ets=r1,de @ il vient
3C,)7
2 oo < 2 0P + 3Co ¢ D
(Aa)?
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Substituons (5.57) dans la derniere inégalité

2
2 3C, 6C
|M(t]‘+2)| < ( 2 ) d> + 2

D’oui la preuve de (5.51) et de pluson a

U (tj) ,

|u(t)] < max| max
teftj o]

-
Ce qui acheve la preuve de 'estimation (5.45).
D’un autre coté, en appliquant (5.49) avec s = t + 1, on déduit

t+1 t+1

1 L
o f (O 0 4C < 23+ C f Oy |

d’ou par I'inégalité de Young il vient que

t+1

f 4@ 0 4 < Ca,

et par conséquent la preuve de I'estimation (5.46). m

5.4 Exemples

1. Danslecasoup=0,A=1et

<N
ﬂu:—;g—xi(

de (5.2)-(5.5) on obtient le probleme suivant :

P2 Ju
8x1-

Jdu
8xi

)+WW2

Z 3n ( £ 3‘)* b ?u=f, xeQ, te]0,T[,
u(x,0) = up(x), x € Q, (P1)
u =0sur 0Q.
du p=2 du

n
On note que l'opérateur - Z aix[ ( s ) + [ufP?uestle prolongement de 1’opé-

ox;

au
ax;

rateur — Y, % ( ? ou ) a W' (Q) qui applique W'# (Q) dans W! Q).
=1

2. Sionpose o (u) = Vu et Au = - Z s ( o g)’: ) avec A = u =1, alors le probleme
(5.2)-(5.5) se ramene au probleme
p—2
A”_Zaxl(ax, g—;)=fdans£2x(O,T),

u(x,0) = up(x), x € Q, (P2)

u =0sur 0Q.
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n
3. Sionposed(u) = ¥, aj(x, t)g—; ou

i,j=1
ajj = aji € C! (5 X (O, T)),

n
L aij (1) GG > m|CP, m>0, G eR
1,]=

=~ 9
alors le probleme (5.2)—(5.5) devient
n n p—2
2 ) ) ) du | _
19_1:_2 a_%(al]a_;:’)_lga_%( a—;‘j)—fdansQ,

i,j=1
u(x,0) = up(x), dans Q,
u = 0sur JQ.

et
P=2 Ju

du
a_xi)/ pZZ,

ox;

du
8x1-

(P3)

Tous les résultats des/Théoreme 5.1|et[Ihéoreme 5.3|sont valables pour ces problemes

particuliers[PTHP3|
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CHAPITRE O

LEXISTENCE LOCALE ET DEPENDANCE CONTINUE DE LA
SOLUTION PAR RAPPORT AUX DONNEES POUR UN
PROBLEME VISCOELASTIQUE NON LINEAIRE.
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Dans ce chapitre nous considérons un probléme aux limites hyperbolique non linéaire
associé aux équations viscoélastiques non linéaires :

24 — dive (u) + [ul’ u = f, dans Q x (0, T),
o (u) = AF (e(n)) + uG(e(u’)), dans Q x (0,7),
u(x, 0) = ug(x), u’(x,0) = u1(x), x € Q,
u=0surl'y x(0,7), o(u)yn=0surI'; x(0,7T),

6.1)

ou F, et G sont des fonctions non linaires et p, A, u des nombres réels positifs.

Sous certaines hypothéses sur les données en se basant sur les approximations de
Faedo-Galerkin, la méthode de compacité et le théoreme du monotonie, nous allons dé-
montrer l’existence locale et 1'unicité d’une solution faible. On termine par étudier la
dépendance continue de la solution par rapport aux données.

6.1 Position du Probleme et Hypotheses
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6.1.1 Position du Probléme

Le probléme non linéaire considéré dans ce chapitre consiste a chercher le couple (1, o)
solution du probleme suivant :

Problem 6.1 Trouver un champ des déplacements u : Q = Q X [0,T] — R"et un champ des
contraintes 0 : Q = QX [0, T] = Sy, tels que

u'’ —divo (u) + |ulP u = f dans Q, p >0, (6.2)
o () = AF (x, e(u)) + uG (x, e(u’)) dans Q, (6.3)
u=0sury,
{ o(u)n = 0 sur X, ©4)
u(x, 0) = up(x) dans Q,
{ u’(x,0) = uq(x) dans Q. 6.5)

ou u et f représentent le champ de déplacements et la densité des forces volumiques,
respectivement. L'équation (6.2), sans le terme source |u|f u est une équation d’évolution,
"div" dénote I'opérateur divergence pour le tenseur des contraintes 0 = (0y)),i,j = 1,2,..., 1,
la relation (6.3) représente la loi de comportement du type viscoélastique. Les relations
et sont les conditions les conditions aux limites Dirichlet-Neumann et les condi-
tions initiales, respectivement . Pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas la
dépendance explicite des fonctions u et o par rapportax € Qett e (0, T).

6.1.2 Hypotheses

Pour I’étude de ce probléeme, nous considérons les hypotheses suivantes : Nous sup-
posons que l'opérateur élastique non linéaire F : O X S, — S, satisfait les hypotheses
suivantes :

(a) 11 existe my > O telle que

(F(x, 1) = F(x, €2)) . (e1 — €2) = my |e1 — eal?,

Ver, e € Sy, pp-x €€

(b) Il existe L > 0 telle que

|F(x, e1) — F(x, e2)l < Lley — &2, (6.6)
Veq, 62 € Sy, pp-x€);

(c) L'application x — F(x, ¢)

est mesurable, au sens de Lebesgue, dans (), pour tout € € S;;

(d) F(x;0) = 0.

L’opérateur viscoélastique non linéaire G : A X S,, — S, vérifie :

(a) 11 existe my > O telle que

(G(e1) = G(e2)) . (1 — €2) 2 ma e — &2,

Yeq,60 €5, ae.x € () (6.7)
(b) L'application x — G(x, €)

est mesurable, au sens de Lebesgue, sur ), pour tout ¢ € S,,.

Aussi on suppose que les donnée f, ug et u; vérifient :

feLXQ), (6.8)
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up e VNLP(Q), p=p+2, (6.9)
u € L2(Q). (6.10)

En se référant au [54}55], il est facile de vérifier le résultat suivant.

Lemme 6.1 Supposons que les hypotheses et sont vérifiées. Alors les fonctions, notées
encore F, G : H — H, définies par

F(e() =F(,e(), G(e() = G(, &), p.p. dans Q

sont continues sur H.

6.2 Formulation variationnelle

Lemme 6.2 Sous les hypotheses (6.6)- , le probleme est équivalent au probleme varia-

tionnel suivant :

Trouver u € VN LP(Q), p = p + 2 tel que pour toutv € VN LP(Q)ona
(W, 0) + Aa(u,0) + 1 (G (e() , £(v) + ({ul” u,v) = (f,0),
u(x,0) = up(x), x € Q,

u/(xl 0) = M1(X), x €,

(P.V):

V= {ZJ e HY(Q),v = 0 sur Fl}

et

a(u,v):fQF(e(u))s(v)dx.

Lemme 6.3 Sous les hypotheses , llull; = a(u, u)% est une semi norme équivalente a la norme
llul| sur HY(Q).

Démonstration. En utilisant la remarque[1.3}, il vient

IA

la(u, u)]

fl—"(e(u))s(u)dx

Q

gfwdex:udescww.
Q

< | IF(e@)lle@)ldx <
/

IA

Grace a I'inégalité de Korn on obtient

a(u, u) > m f le(u)l* dx > C [lull®
Q

Donc . ) )
C'2 Jull < (a(u, u))? < C2 |lull, Yu € H(Q).
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6.3 Existence locale et unicité de la solution

Notre but principal dans cette section est, en se basant sur I’approximation de Faedo-
Galerkin et 'argument de compacité, de prouver l'existence et l'unicité d’une solution
faible.

6.3.1 Existence locale des solutions

Théoreéme 6.1 Supposons que les hypotheses (6.6)- sont vérifiées. Alors il existe au moins
une solution du probleme pour T fini quelconque. En outre, la solution satisfait :

uel®0,T;VALIQ), p=p+2, 6.11)
w € L (0, T;L(Q)) N L* (0, T; V). (6.12)
Supposons que le résultat du est vérifié, alors le résultat suivant a lieu.

Lemme 6.4 Supposons que (6.6)—(6.10) sont vérifiées. Alors les conditions initiales (6.5) ont un
sens.

Démonstration. Utilisons les hypotheses (6.6)—(6.10), d’apres le ona
uel?>0,T;V) et € L>(0,T; V).
En utilisant et (6.12) on déduit que
e(w), ew’) € L (0, T; LX(QY)).
Donc, comme F et G sont continues et L2(QQ) ¢ V’, ona F (¢(1)), G (e(w’)) € L® (O, T; Lz(Q)).

Alors,
divo (u) = div (AF (e(u)) + uG (e(u’))) e L (0, T; V).

f|u|(p+l)p'dx:flul(pﬂ)%%dx:
Q Q

1P 1 1
jul P07 dx = f P dx =l , ~+— =1,
fo Q L p p

ulPu € L= (0, T; LV (Q)), Yu € LP(Q).

Aussi, on a

f |(|u|p u)|p/ dx
Q

ce qui implique que

Dong, de il vient
W’ = f+ divo (u) - ul’ u € L2 (0, T; LAQ)) + L (0, T; V' + LV (),
ou V’ est I'espace dual deV et

V' +LP(Q) = {u+0; ueVetve LV (Q).
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Puisque L2(Q) c V' + L' (Q) alors dans le cas particulier nous avons

w e L2(0,T; V' + L (Q)). (6.13)
Renvoyons a [38] et joint au (6.12) il en résulte que

w [0, T] — V' + LV (Q)

est continue, aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de [0, T],
donc u’ (0) est bien défini , par conséquent la deuxiéme condition dans aunsens. m
Démonstration du

Etape 1 : Solution approchée.

On introduit une suite (w,) des fonctions ayant les propriétés suivantes :

+Yjwj € VNLF(Q);

+ La famille {wy, wy, ..., wy,} est linéairement indépendante ;

+ L'espace V, = span {wy, wo, ..., wy,} engendré par la famille {wy, wy, ..., w;,} est dense dans
VNnILP(Q).

Pour tout m € IN*, on note (#,,4) le probléeme suivant; trouver u,, = u,(t) dans V,, sous la
forme

() = Y Kjn(to0j. (6.14)
i=1
Les K, sont déterminés par 1’expression suivante :
(i (8), w)) + Aa(u(t), w)) + 1 (G (e (1)) , e(av)) + (6.15)
+(luml” um (), wj) = (f(1),w)), 1<j<m,

qui est un systéme d’équations différentielles non linéaires du second ordre sur R" et sera
complété par les conditions initiales suivantes :

m

um(O) = Uom = Z [ m:m Up dans VN LP(Q), (6.16)
i=1
m
U, (0) = 1y = Y Bimwi "= 1y dans LA(). 6.17)

i=1
Comme la famille {wq, wy, ..., wy} est linéairement indépendante, et d’apres les arguments
standards des systemes d’équations différentielles ordinaires non linéaires nous concluons

que le systeme (6.14)-(6.17) posséde au moins une solution.
D’ot1 'existence d’une suite de solutions (u,,) du systeme dans [0, t,,] telles que :

i € L7 (0, t; Vi), 14y € L2 (0, t; Vi) -

Les estimations a priori qui suivent montreront que t,, est indépendant de m.

Etape 2 : Estimations sur (Uy,),,,.
On multiplie I’équation (6.15) d’indice j par K;.m(t) et ]’'on somme en j il vient

(ua3 (), 143, (8)) + A (i (£), 1 (£)) + 11 (G (e (), € (1)) + (6.18)
+ ([uml” (), 13, (8)) = (f (£), 113, (D))
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Comme Uy, € L2 (0, ty; Vi), uy,, € L2 (0, ty; Vi), donc &(uy,), e(uy,) € 12 (O, T;L2 (Q)).
Du Lemme|6.7]il vient

F(e(um), F(e(uy,)) € L2(0, T; L2 (Q)).
Il est facile d’avoir que
10 0,100 = Bl 0, £, )+ 1 e ) 0 ).
Utilisant le Lemme|[6.3]il découle que
(F el O, €0 ) = 3 i O = (5 el ), 0, )

Grace aux inégalités de Cauchy -Schwarz et Holder et les hypotheses on conclut que

57t 0. cn @) = Lo, )t 1 < ¢4
<
Aussi, nous avons
1d 2
L of = o),

1d ’
_E ”um(xr t))”ip(Q) (|um|p Mm(t)/ um(t))/ p=p + 2/

Moyennant les hypotheses , il existe une constante C, > 0 telle que

Ge (1), 1)), & (1 (£)) = Ca [|u, @

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, I'inégalité de Young et (6.19) 1’équation (6.18)
devient

[ i, ) + AC1 e (D) ]+HC2||M | +——||um<x Oy <

)|| et (t)|| < (6.20)

+ C3
1 , 1 ) 1G
<slfof + |um(t)|2 + 5uCa s, 0+ 2 e e O

En intégrant (6.20) sur (0, ), nous déduisons

21, + AC I ®IP + 2uC f i O ds-+ S i <

|t1ml* + ACq lluomll* + (6.21)

1
p ”uOm“Lp(Q)

t t
1 1 2
+§f|f(s)|2ds+§f|u,’ﬂ(s)| ds+C4f||um )P ds,
0 0 0
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CZ
ouCy = #Q

En utilisant les hypotheses (6.17), (6.16) et alors il existe une constante Cs > 0 telle
que

1
2 il + AC ol + ol g, + f )P ds < Cs.

D’ou (6.21) devient
1, O + (8P + f 5, @) ds + it (®IE < (6:22)
t
<Ce+Cy 2y ||um(s)||2)ds, Vm e N,
0
ot Cg = Cs etCy = max(3,Ca)

min(%,ACl,%yCZ,%) mm( ACq, zyCz )
Par conséquent pour tout t € (0,T) on a

t
2+ lun(®IP < Co+ C7 f (s + T 5)2) s
0

Appliquons le Lemme de Gronwall pour déduire
|, (8)] + llum(t)]| < C (indépendant de m). (6.23)
De (6.22) on conclut

lm Ol + f [l (s)||2 ds < C (indépendant de ). (6.24)

D’ot, nous déduisons I'indépendance de t,, par rapport a m, et on peut maintenant écrire
tm =T.
En passant a la limite quand m — oo, de (6.23) et (6.24) on conclut que

(1) demeure dans un borné de L* (0, T; V N LF(QY)), 6.05
(u},) demeure dans un borné de L*® (O, T; LZ(Q)) NL2(0,T;V). (6.25)
Etape 3 : Passage a la limite .
De (6.25), on déduit qu’on peut extraire une sous suite (uy) de (u,,) telle que
u, — udans L (0, T; V N LP(Q)) faible étoile, (6.26)
u, — u’ dans L™ (0, T; L)) N L* (0, T; V) faible étoile. (6.27)

Il résulte en particulier de 1} que les suites (1), (u;,) sont bornées dans L2(O, T;V) C
L2(0, T; LA(Q)) = LX(Q) et L2 (0, T; L)) N L2(0, T; V) € LX(0, T; LA(Q)) = L*(Q), respective-
ment.
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En particulier (u,,) demeure dans un borné de H'(Q).
On sait, voir [39], que l'injection de H!(Q) dans L?(Q) est compact ce qui nous permet

de supposer que la sous suite (u y) extraite vérifie, outre que (6.26) et (6.27]

uy, — u dans L*(Q) fort. (6.28)

De (6.25) il résulte que (Juy|’ u,,) demeure dans un borné de L® (O, T;L¥ (Q)), alors, il est
facile de montrer que,

|uy'p u, = |ul’ u dans L* (0, T;L" (Q)) faible étoile, (6.29)
oﬁ%+%:1etp:p+2.
Soit j fixé, et u > j, alors d’apres (6.15) on a
(B, wj) + Aa (uu(t), w)) + p (~divG (el (1)), wj) + (6.30)

+ (g 1 (), wj) = (F(8), w)).
Par conséquent, et (6.27) implique

a(uy, wj) — a(u,w;) dans L*(0, T) faible étoile,
(u;l, w;) — (', w;) dans L*(0, T) faible étoile,
(—divG (e(uil(t))) , wj) — ()(, wj) dans L*(0, T) faible étoile.

Et
(1), w;) — (u”(t), ;) dans D' (0, T).

Aussi, de ona
(|u#|p up,wj) — (lulp u, w]-) dans L*(0, T) faible étoile.
On déduit donc de que
W (), wj) + Aa(u(t), wj) + p (x, w;) + (ulf u(t), w;) = (F(t), w;).

Cela pour j fixé quelconque.
Donc d’aprés la densité de V;,, dans V N LP(Q) on déduit

W (t),v) + Aa(u(t),v) + u(x,v) + ([ulP ut),v) = (f(t),v), Yo € VN LP(Q).
D’ou il résulte que u vérifie
u” (t) — AdivF (e(u)) + px + [ulP u = f. (6.31)

Etape 4 : Veérifications des conditions initiales.

D’apreés (6.26) et (6.27) on a, en particulier,
1,(0) — u(0) dans L*(Q) faible.

Par ailleurs, d’apres (6.16) nous déduisons que

u,(0) = upy — ug dans VN LP(Q).
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Dong, la premiere condition dans (6 1) est obtenue.
De l'autre c6té, en utilisant (6.13) nous avons

% (M;l(t)’ w]) - (f(t), w]) - Aa (u(t), w]) — (X/ w]) -
= % (1), w;) dans L2 (0, T) + L¥' (0, T) faible étoile,

alors
(ul’u(O), w]-) = (um, w]-) — (u'(0), w).
Par conséquent
(11, w;) = (' (0),w)) V.
D’ot1 la deuxiéme condition dans (6.5)) est satisfaite.
Pour compléter la demonstratlon de l'existence on doit vérifier que :

X = —divG (e(u/(t)))

Pour tout ¢ € L2 (0, T; V), si nous considérons A (¢(t)) = —divG (e(¢(t))), notre but, dans la
suite, est de vérifier que x = A (' (t)).

En utilisant la formule du Green et les conditions aux limites , alors pour tout
vel?(0,T;V),de il découle

t

Xy = f (ﬂ (”L (5)) — AW (5),uy, (s) =0’ (s)) ds > 0. (6.32)

0

Tenant compte (6.15) il résulte

t t

J Al o) g o)as = o - ol @ 0)s ol +
; ;
il Sl + [ (i)
D’ou O
X, = —%|u; (t)|2—/\fta(uy (5,1 (s))ds——”uy(x ) [
;
i+ Sl + [ (ot [ (@0, )
; ;
f(ﬂ(v) u, — o) ds.
;
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En utilisant les inégalités suivantes
lim inf |u;1 (1f)|2 > [ (1),
u
.. p
hﬁrlnlnf”u}l(x, t))”U,(Q) > [Ju(x, t))”ip(g)'

t t
liminf ['a (1 (5), 1, (5)) ds > [a(u(s),u’ (5))ds,
0 0

nous obtenons

t

limsup X, < —%Iu’(t)lz—/\fa(u(s),u’(s))ds—
U
0

1 1 1
= I DIy ) + ol + 5 jur | + (6.33)

t t t
+Of(f,u)ds—uof(x,v)ds—of(ﬂ(v),u — ') ds.

Multipliant (6.31) par u’, alors l'intégration par parties donne

t

t t
w [ands = [ Gands= 3w oF -2 a0 @)ds-
0 0

0

1 . 1, 1, o
=, D1+ ol + 5 b P

Utilisant la derniere égalité avec et pour obtenir
t
f(HX -A@),u =v")dt > 0. (6.34)
0
Pour tout w € L2 (0, T; V), posons v’ = u’ — aw, a > 0, alors devient
t
f(y)( — AW —aw'),w(s))ds > 0. (6.35)
0
Faisant « — 0 dans il vient

t
f(y)(—ﬂ(u’),w(s))ds >0VYweL?*(0,T;V).
0

D’ou,
x=AW).
Par conséquent de on tire
A2
ﬁ(u (t),w;) + Aa(u (t),w;) + (—divG (e@'(1)) ,wj) = (f (t),wj).
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Pour tout w; € V;, et pour tout 1 < j < m, la densité de V), dans V implique que
(W’ (t),v)+ Aa(u(t),v) + p (=divG (e(u'(t))),v) = (f (t),v) Yo e V. (6.36)
D'ou (6.2). m

6.3.2 Unicité

Ce paragraphe est consacré a la démonstration de 'unicité de la solution sans prendre
en considération I’hypothese p < -%.

Théoreme 6.2 Sous les hypotheses de pour tout p > —1. La solution u obtenue
dans[Théoréme 6.1]est unique.

Démonstration. Soient u, v deux solutions du probleme (6.1).
En posant w = u — v, donc w doit vérifier le systéme suivant :

w” = Adiv (F(e(u)) — F(e(0)) -

—udiv (G (e(u')) — G (e(v'))) + (6.37)
+([ulP u = v’ v) = 0 dans Q,

w(0) = w’(0) = 0 dans Q, (6.38)

w = 0sur Xy, o(w)n =0 sur Xy, (6.39)
weL®0,T;VNLI(Q), p=p+2, (6.40)
w € L (0, T;LAQ)) N L2 (0, T; V). (6.41)

Multipliant les deux membres de (6.37) par w’, et intégrant sur () alors on aura apres
utilisation de la formule de Green et les conditions aux limites (6.39)

1d

rTi OF + A (F(e() - F(e(0)), e(') — () +

+ (G (e()) = G(e(0)), e(W') — €(0)) = (6.42)

f (1ol° v = [ulP u) w’dx

Utilisant (6.6), et le Lemme [6.3]nous trouvons
(F(e(w)) — F(e()), e(u) - €(0")) =
d
= = (Fe() = F(e(0)), e(u) - £(v) —

- (% (F(e(u)) — F(e(v))), e(u) — g(v)) >
> C% llewll* - (% (F(e(u)) = F(e(v))), e(u) — 8(v))_

De on conclut qu'il existe une constante C; > 0 telle que

(G (e) = G(e(@), e(w) = (@) = Co |’ |I”.
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Alors (6.42) devient

2 (5 1 OF + A1 el?) + G P <
< f (Iol° v — [ul® wyw'dx+ (643)
Q
+£;%G@W»—Hdw»@wrw@»ﬁ~

Utilisons les hypotheses pour conclure les estimations suivantes :

'f % (F(e(w)) - F(e(0))) (e(w)) - (e(v)) dx
Q

< (6.44)
sgﬁkwv—dWMdm—dexsomwmmw

Le premier terme du deuxieme membre de (6.43) est majoré comme suit :

"f(lvlp v — |ulf u)w'dx
Q

En utilisant I'inégalité de Holder nous avons

<(p+ 1)stup (lul?, 19|°) lw]| |w'| dx.

<

‘f (91P v — |u|P u)w’dx
Q

< C ([ + et

i) 110 @l [’ 0.

1

. . l
Aussi, si 5 + p

+ % =1, voir [8]], alors

lollney = |y VK 7 € N (6.45)

Pour tout n > 2, et pour tout p > —1 si on pose k = E (@)
entiere de x. Alors k doit vérifier la condition

2
ps— _kz, keN*, n#2. (6.46)

+ 1, ot E (x) dénote la partie

Utilisant 1| on a pn < kg. Comme % + % + % =1, voir [38] on a H(Q) c L1(Q), donc de
(6.45) nous trouvons

P
|||U|‘D 1(Q) = ||U||qu(o) = |||v|k||Lk‘i(Q) =

Cloll, ¢ < Cloll”

P
P

IA

Par conséquent
(llg

oy < ClellP, (6.47)

ce qui entraine

< C(Ilull” + llolI”) llewll [’ ,

}f (9P v — |ul|P u) w'dx
Q
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ot C est une constante positive.
Utilisant I’estimation (6.11)) on obtient :

‘f (9IP v — |u|P u)w’dx
Q
En utilisant (6.43), (6.44), (6.48) et les inégalités de Young et Holder on obtient

4
dt

< Cy llwl] '] (6.48)

]' / /
(5 1/ OF + AC1 RO ) + puCa I <
’ / 1 4
< Ca [/l el + Ca llell '] < 5 uCa [l +

1 /
+Cs O + 5Co (1 (OF + o ()F)
En intégrant la derniére inégalité sur (0, t) de (6.38) il résulte

t
1
S OF +AC1 [ + uCs [ T’ GIF ds <
0

t

<0+Cy f (I’ () + llew(s)]?) ds.
0
Appliquant le Lemme de Gronwall pour trouver w = 0. m

6.4 Dépendance continue de la solution par rapport aux données

Dans ce paragraphe, on analyse la dépendance continue de la solution par rapport aux
données.

On définit I'espace de Banach suivant :

W(Q ={p/p €L~ (0, T;V), ¢’ € L*(0,T;L*(Q))},
muni de la norme
”(P”W(Q) = ||(P||Lw(o,T;V) + ||(p/||L0°(O,T;L2(Q)) :
On considere 1'application 7 définie par :
m:L2(Q)x VxL?(Q) —» W(Q)
{fruo,ur} > u,

o1 u est une solution du probleme (6.1). Relativement a cette notation on a le théoréme
suivant :

(6.49)

Théoreme 6.3 Sous les hypotheses des [Ihéoreme 6.1|et [ héoreme 6.2} I'application 1t définie en
est continue, autrement dit pour tout u,v € W(Q) ona

W' =o' +|ju—ol? <
t
2 2 2
< C(u,0) |y — o1 + llo = ol +f|(f—g)(s)| ds|,
0

ot w ({f, o, u1}) = u et m({g,vo,v1}) = vet C(u,v) est une fonction de u et v.
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Démonstration. Soit v = 7 ({g, vo, v1}) telle que
{g,v0,v1} = {f, uo, u1} dans L2(Q)x VxL*(Q).
Donc w = u — v doit satisfaire au
w” — Adiv (F(e(u)) — F(e(v))) — pdiv (G(e(u')) — G(e(¥'))) = (6.50)
=f-g—(ufu-[fo),

Multipliant les deux membres de (6.50) par w’, et intégrant sur Q) on aura apres utilisation
de la formule de Green et les conditions aux limites (6.39)

d
3 OF 41 [ (Fletw) - Feo) e
Q
[ (G - Gl etwx = (7 - g, ') + (651)
Q
+ | (J9)° v — |ulf u)w'dx.
/
De nous obtenons

f (F(e(w) - F(e(0))) e(@')dx >
Q

> et - [ e - Feon) o
Q

et

< Gy llw’ [l lewll -

‘ [ (5 et - Feom) et
Q
Aussi, en utilisant nous trouvons
f(G(€(M')) — G(e(@) e(@)dx 2 C /1>
Q

Utilisant les inégalités de Holder et de Young alors par intégration sur (0,¢) de (6.51) il
vient

t
1 ’ /
S OF +AC o OIF + 1Cs [ ! G)ds <
0

2 2
< s lur —o1" + ACq [Jug — voll” +

N|—

t t t
+%f|(f—8)(5)|2d5+%fW(S)lde%C4f||w(8)llzds+ (6.52)
0 0 0

t t
+%‘uC2f||w’ ()| ds + ff(|v|p v — |ulP u) w’dxds.
0 0 QO
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Moyennant (6.48), de (6.52) on obtient

t
[’ (B)* + 2AC1 [lw(®)|? + 2uCy f llw’ (s)|I* ds < [uy — o1 > + 2C1 A ||ug — vl +
0
t t t
2 /
+ f |(F-9) )| ds+ f o’ (s)|* ds + C4 f llw(s)|[* ds+
0 0 0

t
s [ (@I + k' 6)F) s
0

Ou encore

@/ (OF +2C1 [0l < s — o1+ 2ACy g — ol +
t t
2 /7
- (- @F s+ 2 [ (wOF + o) as
0 0

Le lemme de Gronwall entraine
t
’ 2
' (OF + llwl® < C () |y — 01 + [l — vol* + f |(F = 8) )] ds|,
0

out C(u,v) est une fonction de u et v, bornée sur les bornés Q, donc la fonction 7t est
continue. m

6.5 Exemples

1. Si on pose
o(u) =Vu+Vu'

alors le probleme (6.2)—(6.5) devient

W —Au—Au' +ulPu=f, dans Q,
u=0surIy, o(u)n=0surly, (P1)
u(x, 0) = up(x), u'(x,0) = u1(x), dans Q.

2. Si on considere
o () = ae(u) + (a + p) Trace(e(u))l + V',

ou I dénote 'opérateur d’identité et Trace dénote 1'opérateur trace.
Alors, le probleme (6.2)—(6.5) se ramene au probleme :

w —Lu+ul’u—-Au = f, dans Q,
u=0surly, o(u)n=0surly,
u(xl 0) = Mo(X), u,('xl O) = Ml(X), dans Q/

ou L désigne I'opérateurs de Lamé, défini par les coefficients de 1’élasticité a et § par
L:aA+ (a+p)v.div,
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3. Sion pose
o(u) = AVu + Vi,

A= (ai]-(x, t))i,j=1_ ’
ajj = aji eC! (Q),
n
L aif (0 Gty 2 m|C?, m>0, (;€R
ij=

on trouve le probléme suivant :

n
u’ - 'Zl aix] (gijg—;‘i) —Au’ + |u|P u =0, dans Q,
i,j=

u=0surIy, o(u)n=0surly, (F3)

u(x,0) = ug(x), u’(x,0) = u1(x), dans Q.

Donc tous les résultats obtenus dans les [Théoréme 6.1HThéoréme 6.3l sont valables
pour ces problemes particuliers.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Ans la premiere partie de cette theése apres avoir, analysé la question d’existence locale
des solutions faibles, la régularité ainsi que la dépendance continue de la solution
par rapport aux données pour un probleme aux limites semi linéaire hyperbolique avec
termes source et dissipatif, nous avons étudié 1'existence globale, la stabilité ainsi que
I'explosion en temps fini de la solution. Dans la deuxiéme partie, nous avons commencé
par étudier I'existence globale, l'instabilité et 1’explosion en temps fini des solutions.
Ensuite, nous nous sommes intéressés par le comportement a I'infini des solutions pour un
probleme aux limites parabolique non linéaire associé aux équations élastiques linéaires.
Nous avons terminé cette partie par montrer un résultat sur ’existence locale et 1'unicité de
la solution pour un probléme aux limites hyperbolique non linéaire associé aux équations
viscoélastique non linéaires. Comme perspective, beaucoup des travaux importants sont
visés par la suite tels que l'affaiblissement des hypotheses sur les fonctions F, G, g et
sur les nombres p, n ainsi que la prise en considération des conditions de contact avec
ou sans frottement sur la frontiere pour quelques problemes, notamment les problemes
piézoélectriques.
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