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Notation et terminologie

Soit G un groupe.

Comme règle, p désigne un nombre premier.

dxe le plus petit majorant entier du nombre réel x.

Aut(G) le groupe d’automorphismes de G. Si σ, τ ∈ Aut(G), le produit στ
est égal au composé τ ◦ σ. L’image de x ∈ G par σ sera notée σ(x) ou
xσ.

Un automorphisme σ ∈ Aut(G) est dit intérieur s’il est de la forme σ(x) =
g−1xg, pour un certain g ∈ G. On dit aussi que σ est l’automorphisme
intérieur induit par g.

Inn(G) le groupe des automorphismes intérieurs de G.

Out(G) = Aut(G)/ Inn(G) est appelé, par abus de langage, le groupe des
automorphismes extérieurs de G.

Pour un sous-groupe N de G, AutN (G) désigne le groupe des automor-
phismes σ de G qui vérifient x−1σ(x) ∈ N , pour tout x ∈ G.

Autz(G) désigne AutZ(G)(G). Ceci est par définition le groupes des auto-
morphismes centraux de G.

Pour x, y ∈ G, le commutateur [x, y] est égal à x−1y−1xy.

Si x1, x2, . . . xn ∈ G, n ∈ N∗, le commutateur (normé à gauche) [x1, x2, . . . , xn]
est défini par récurrence : [x1] = x1 et [x1, x2, . . . , xn] = [[x1, x2, . . . , xn−1], xn].

[x,n y] = [x, y, . . . , y], où y apparait n fois.

Pour deux parties non-videsX et Y deG, [X,Y ] est le sous-groupe engendré
par tous les commutateurs [x, y], x ∈ G et y ∈ G.

Pour des parties non-vides X1, X2, . . . Xn, n ∈ N∗, [X1, X2, . . . , Xn] est dé-
fini par récurrence : [X1] = X1 et [X1, X2, . . . , Xn] = [[X1, X2, . . . , Xn−1], Xn].

CG(X) le centralisateur de la partie X ⊆ G ; c’est à dire l’ensemble des
éléments de G qui commutent avec tous les éléments de X.

Z(G) = CG(G) est le centre de G.

Zi(G) les termes de la suite centrale ascendante de G.

γi(G) les termes de la suite centrale descendante de G.
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λi(G) les termes de la suite p-centrale descendante de G.

G(i) les termes de la suite dérivée de G.

Φ(G) le sous-groupe de Frattini de G.

Gn le sous-groupe engendré par les éléments de la forme xn, x ∈ G.

Ωi(G) le sous-groupe engendré par les éléments de G d’ordre divisant pi (p
un nombre premier fixé).

Ω(G) désigne Ω1(G) lorsque p ≥ 3 ; et lorsque p = 2, Ω(G) désigne Ω2(G).

Tous les anneaux considérés ici sont associatifs, mais pas forcément uni-
taires.

Pour un anneau A,

A+ désigne le groupe additif de A.

A◦ désigne le groupe adjoint de A.

Le produit de deux idéaux I et J de A est noté IJ .

Si I est un idéal de A, In désigne le produit de n copies de I.

A est dit nilpotent si An+1 = 0 pour certain n ∈ N. Dans ce cas, la classe
de nilpotence de A est le plus petit n qui vérifie cette propriété.

On écrit Ωi(A) au lieu de Ωi(A
+).

A(A) désigne l’annihlateur de A, qui est l’ensemble des éléments x ∈ A tels
que xA = Ax = 0.

v



Chapitre 0

Introduction

Dans cette thèse, la lettre p désigne un nombre premier. Un p-groupe est
un groupe G dans lequel l’ordre de tout élément est une puissance de p. Si
G est fini, cela revient à dire que l’ordre de G est une puissance de p.

Désormais, par un p-groupe on entend un p-groupe fini.
Les p-groupes occupent une place centrale dans la théorie des groupes

finis. Le célèbre théorème de Sylow affirme l’existence des p-sous-groupes
d’ordre maximal dans tout groupe fini ; en d’autre terme, si G est un groupe
d’ordre pnm, où n,m ∈ N, et m n’est pas divisible par p, alors G contient
un sous-groupe d’ordre pn (p-sous groupe de Sylow). Une autre propriété qui
n’est pas moins importante est que G opère transitivement sur l’ensemble
de ses p-sous-groupes de Sylow. Aussi, la structure d’un groupe fini est in-
timement liée au plongement de ses p-sous-groupes : l’analyse p-locale, ou
encore l’étude des normalisateurs des p-sous groupes non-triviaux, a joué un
rôle décisif dans la classification des groupes simples finis. De plus, plusieurs
problèmes sur les groupes finis peuvent être réduis à des questions sur les
p-groupes, comme montrent par exemple le problème restreint de Burnside
(voir [42]), ou le problème d’énumérations des groupes finis (voir [65]).

Ci-dessus, on a exprimé une tradition qui considère les p-groupes en pre-
mier lieu comme un moyen d’étudier les autres groupes. La théorie des p-
groupes est concernée par les p-groupes, plutôt, pour eux mêmes. Le pro-
blème fondamental dans cette théorie, ainsi que dans la théorie des groupes
finis en général, est de produire une classification de tous les p-groupes. Le
nombre f(p,m) des p-groupes d’un ordre donné pm, vérifie d’après un résul-
tat de G. Higman et C. Sims (voir [15]),

f(p,m) = p
2
27
m3+O(m8/3).

Ceci implique que le nombre des p-groupes d’ordre donné est très grand (en
revanche, il y a au plus deux groupes simples d’ordre donné !). Ce phénomène
rend la classification des p-groupes au sens classique (pratiquement) impos-
sible, et donc notre attention doit se diriger vers des problèmes plus parti-
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culiers, afin de mettre un ordre dans l’univers des p-groupes (de la meilleure
façon possible).

Les efforts continus pour comprendre les p-groupes, ont produit des théo-
ries particulières, et bien élaborées, de quelques familles de p-groupes, comme
la théorie des p-groupes réguliers (voir [41] ou aussi [11, §7]), la théorie des
p-groupes puissants (powerful p-groups) (voir [25] et [11, §26]), et la théo-
rie des p-groupes de classe maximale (voir [58] et [11, §9]). Cette dernière a
motivé le développement de la théorie de coclasse (voir [58]).

La coclasse d’un p-groupe d’ordre pn et de classe c est égale à n− c. Le
plus fort entre les théorèmes de coclasse affirme qu’il existe un entier f(p, r),
tel que tout p-groupe de coclasse r possède un sous-group normal de class
au plus 2 est d’indice au plus f(p, r). La notion de coclasse peut être étendue
naturellement au pro-p groupes ; on dit qu’un pro-p groupe (toujours supposé
infini) G est de coclasse r, s’il existe n ∈ N, tel que G/γi(G) est un p-groupe
(fini) de coclasse r, pour tout i ≥ n. Il revient au même de dire que G est une
limite projective de p-groupes de coclasse r. Le théorème précédent implique
que tout pro-p groupe de coclasse r est résoluble. En effet, on a G(f(p,r)+2) ≤
γi(G), pour tout i suffisamment grand, ainsi G(f(p,r)+2) ≤ ∩iγi(G) = 1. Donc
G est résoluble de longueur dérivée au plus f(p, r) + 2 (cette borne peut être
améliorée sensiblement). Ce dernier résultat implique qu’il y a seulement un
nombre fini (à un isomorphisme près) de pro-p groupes de coclasse r (voir
[58]).

Pour p et r fixés, on peut considérer les p-groupes de coclasse r (à iso-
morphismes près) comme les sommets d’un graphe orienté Γ(p, r) : il y a un
arc H → K, entre les deux sommets H et K, s’il existe un épimorphisme
de H dans K, dont le noyau est d’ordre p. Maintenant, pour chaque chemin
infini dans Γ(p, r)

...→ Hi → ...→ H2 → H1

on a le pro-p groupe de coclasse r, lim
←−

Hn. Inversement un pro-p groupe G
de coclasse r détermine un chemin infini

...→ G/γt+i(G)→ ...→ G/γt+1(G)→ G/γt(G)

dans Γ(p, r), où t est un entier positif suffisamment grand. Donc le dernier
résultat mentionné dans le paragraphe précédent revient à dire que le graphe
Γ(p, r) contient seulement un nombre fini de chemins infinis.

Des résultats plus récents suggèrent que les graphes Γ(p, r) possèdent
certains types de périodicité. La théorie souhaite de réduire la classification
des p-groupes pour chaque coclasse à un nombre fini de calculs, et en fait,
ceci est démontré pour les 2-groupes ; mais ces calculs restent non-effectifs
pour les 2-groupes les plus abordables. De plus il semble, dans ce contexte,
que les p-groupes les plus accessibles sont ceux qui ont une petite coclasse ;
mais la classification des p-groupes de coclasse 1 (ou les p-groupes de classe
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maximale) n’est achevée que pour p = 2, 3 (avant le développement de la
théorie de coclasse).

Il semble que les méthodes actuelles ne sont pas assez confortables pour
aborder le grand nombre de problèmes sur les p-groupes. La théorie continue
à comprendre de plus en plus des méthodes provenant des autres disciplines,
algèbres de Lie, pro-p groupes, théorie des nombres, géométrie algébrique,
algèbre homologique, analyse complexe, théorie des modèles, informatique...

Il est commun de considérer les groupes comme des mesures de symétrie.
Dans un sens étroit, si G est un groupe qui opère sur un ensemble X, et
S ⊂ X, les symétries de S sont les éléments de G qui laissent S invariant.
Dans un sens plus large, dans une catégorie quelconque, nous avons la notion
d’isomorphisme ; et si X est un objet de cette catégorie, les isomorphismes
de X dans lui-même forment un groupe, qui est naturellement le groupe de
symétrie de l’objet mathématique X. De ce point de vue, le groupe d’auto-
morphismes d’un groupe ambiant G, est le groupe de symétrie de G ; ainsi
l’étude des automorphismes des groupes n’est que l’étude des “symétries des
symétries”. Regardant la littérature, on peut distinguer plusieurs aspects
dans l’étude des automorphismes des p-groupes, et voici une description de
certains de ces aspects :

Dans [26], B. Eick, C. R. Leedham-Green, et E. A. O’Brien ont élaboré un
algorithme pour calculer le groupe d’automorphismes d’un p-groupe donné
G ; cet algorithme est implémenté par B. Eick et E. A. O’Brien dans le pa-
ckage AutPGrp de GAP (voir [28]). Pour plus d’informations sur d’autres
travaux dans ce contexte algorithmique, le lecteur est référé à l’introduction
de [26]. La thèse de G. Helleloid ([44]), contient un survol sur les automor-
phismes des p-groupes, dans lesques on peut trouver une description détallée
des automorphismes de certaines familles de p-groupes, comprenant princi-
palement les p-groupes extra-spéciaux (voir aussi [78]), et les sous-groupes
unipotents maximaux des groupes de Chevalley. Plus récemment, il y a eu des
tentatives pour déterminer toutes les structures possibles de Aut(G) lorsque
G est minimal non-abélien, c-à-d, lorsque G n’est pas abélien mais tous ses
sous-groupes propres sont abéliens. Lorsque G est produit direct de groupes,
J. N. S. Bidwell a trouvé une méthode pour décrire Aut(G) en fonction des
groupes d’automorphismes des facteurs directs de G (voir [14]).

Un autre aspect consiste à étudier les restrictions sur la structure d’un p-
groupe ayant un automorphisme ou un groupe d’automorphismes de certain
type. Cet aspect comprend :
• La théorie des p-automorphismes ayant peu de points fixes (voir [54]).

Un résultat typique dans cette branche est le suivant (voir [54, Theorem
12.15]) :

Théorème. Il existe deux fonctions h(p,m, n) et k(p, n) tels que : si G
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est un p-groupe possédant un automorphisme d’ordre pn qui fixe exactement
pm point dans G ; alors G contient un sous-groupe caractéristique N qui vé-
rifie |G : N | ≤ h(p,m, n), et la longueur dérivée de N ne dépasse pas k(p, n).

• L’étude des p-groupes G avec un p-automorphisme qui a un ordre assez
grand relativement à l’ordre de G (voir [11, §33], et [61] ). Dans ce cadre,
nous avons un problème posé par Y. Berkovich dans le Kourovka Notebook :

Problème 1. (voir [63, Problem 15.32 ] ) Supposons qu’un p-groupe G
d’ordre pm possède un automorphisme d’ordre pm−k. Est -il vrai que si m est
suffisamment grand par rapport à k, alors G posséde un sous-groupe cyclique
d’indice pk ?

• Le problème de classification des p-groupes avec un groupe d’automor-
phismes abélien. Une restriction qui résulte immédiatement est que la classe
d’un tel groupe est au plus 2. Le lecteur est référé à [51] et [19], pour plus
de résultats et de références.
• L’étude des p′-automorphismes des p-groupes. Pour une exposition des

résultats classiques dans ce thème le lecteur est référé à [31, §5.3]. Le pro-
blème suivant représente une direction de recherche plus moderne.

Problème 2. (voir [62, Question 9]) Est-ce que pour presque tous les
p-groupes, le groupe d’automorphismes est un p-groupe ?

Le terme “presque tous” peut être interprété comme suit : soient g(pn) le
nombre des p-groupes d’ordres au plus pn, et h(pn) le nombre des p-groupes
qui ont un ordre au plus pn et pour chacun d’eux le groupe d’automorphismes
est un p-groupe ; est ce que pour tout nombre premier p, lim

n→∞
h(pn)
g(pn) = 1 ?

Cette question est liée au problème de détermination de la proportion
des groupes finis qui sont nilpotents (voir [62, Question 1]).

Dans le cadre du Problème 2, G. T. Helleloid et U. Martin ont démontré
que la réponse est positive pour une version plus faible du problème (voir
[43]). Notons que ce résultat est annoncé sans démonstration par U. Martin
en 1986 ; et cette version est utilisée par H. W. Henn et S. Priddy pour dé-
montrer que, dans un sens, presque tous les groupes finis sont p-nilpotents
(voir [45]).

D’autre part, un effort considérable est consacré à l’étude des p-automorphismes
non-intérieurs des p-groupes. Certainement, le résultat le plus célèbre dans ce
contexte est celui de W. Gaschütz (voir [30]), qui affirme que tout p-groupe
non simple possède un p-automorphisme non-intérieur ; ce qui revient à dire
que p divise l’ordre de Out(G). Donc si G est un p-groupe d’ordre supérieur
à p, Out(G) contient un p-sous-groupe de Sylow non-trivial. Un raffinement
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de ce résultat, due à P. Schmid (voir [68]), montre que Out(G) contient des
p-sous-groupes normaux, si G n’est pas élémentaire abélien ou extra-spécial.

Y. Berkovich a proposé un autre raffinement du résultat de Gaschütz :

Conjecture (Berkovich). Si G est un p-groupe non-simple, alors G
admet un automorphisme non-intérieur d’ordre p.

Cela forme le plus ancien problème sur les p-groupes dans le Kourovka
Notebook, après le problème de Burnside pour les groupes d’exposant au
plus 100 [63, Problems 4.2 and 4.13]. Cette conjecture fait l’objet de cette
thèse, et on va la discuter avec plus de détail ultérieurement.

Voici une autre conjecture dans le cadre des automorphismes non-intérieurs,
qui a duré longtemps :

Conjecture de divisibilité. Si G est un p-groupe d’ordre au moins p3,
alors l’ordre de Z(G) divise celui de Out(G).

Cette conjecture, en d’autre termes, stipule que l’ordre de G divise l’ordre
de son groupe d’automorphismes, lorsque |G| ≥ p3. Pendant la rédaction de
cette introduction, J. González-Sánchez et A. Jaikin-Zapirain ont construit
des contres exemples de cette dernière conjecture. La preuve est surprenante,
et combine des résultats sur les dérivations de certaines algèbres de Lie sur
Q, avec la cohomologie continue des pro-p groupes (voir [34]).

Encore dans le contexte des automorphismes non-intérieurs, M.J. Curran
et D.J. Mc Caughan ont caractérisé les p-groupesG, pour lesquels Autz(G) =
Inn(G), où Autz(G) est le groupe des automorphismes centraux de G. Pour
cela, il faut et il suffit que G′ soit cyclique et que Z(G) et G′ coïncident (voir
[22]).

Un automorphisme σ d’un groupe G est dit quasi-intérieur si x et σ(x)
sont conjugués dansG, pour tout x ∈ G. Les automorphismes quasi-intérieurs
de G forment un sous-groupe de Aut(G) ; il est noté Autc(G) ; il contient évi-
dement Inn(G) ; on peut ainsi définir le groupe Outc(G) = Autc(G)/ Inn(G).
La détermination des p-groupes (ou les groupes en général) qui ont la pro-
priété Outc(G) = 1 est un problème important, qui est encore lié à d’autres
disciplines ; le lecteur peut se référer à [81] pour plus de détails et de réfé-
rences.

Problème 5. (voir aussi [62, Question 10]) Quels sont les p-groupes avec
seulement des automorphismes quasi-intérieurs ?

Concernant la conjecture de Berkovich, H. Liebeck a démontré dans [60]
que tout p-groupe G, p impair, de classe 2 possède un automorphisme non-
intérieur d’ordre p, qui peut être choisi de telle façon qu’il fixe tous les élé-
ments de Φ(G). La situation avec p = 2 est un peu différente ; le groupe G
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défini par la présentation

G = 〈a, b | a4 = [a, b, b], b8 = [a, b]〉

est un groupe d’ordre 128 et de classe 2 et est tel que tout automorphisme
d’ordre 2 de G qui fixe les éléments de Φ(G) est intérieur. L’exemple pré-
cédent a été établi par Liebeck. A. Abdollahi ([2]) a construit un groupe
analogue, d’ordre 64 ; ce groupe possède la présentation :

〈a, b | a4 = b4, b16 = 1, b4 = [b, a]〉.

Une preuve de la conjecture pour les 2-groupes de classe 2 n’a été établie
qu’en 2006 par Abdollahi (voir [3]).

Schmid a montré dans [67], que si G est p-groupe régulier, alors les
groupes de cohomologie de Tate Ĥn(G/N,Z(N)) sont tous non nuls lorsque
G/N n’est pas cyclique (N est un sous-groupe normal de G). Plus tard,
Deaconescu et Silberberg ont observé dans [23] que le résultat de Schmid
confirme en particulier la conjecture de Berkovich pour les p-groupes régu-
liers.

Aussi, dans [23], Deaconescu et Silberberg ont réduit la conjecture aux p-
groupes G satisfaisant la condition CG(Z(Φ(G))) = Φ(G). Plus récemment,
M. Ghoraishi a amélioré cette réduction en démontrant que la conjecture est
vraie lorsque la propriété H ≤ CG(H) = Φ(G) n’est pas vérifiée ; où H est
l’image réciproque de Ω1(Z(G/Z(G))) dans G (voir [31]).

Les p-groupes puissants ressemblent beaucoup aux p-groupes abéliens, et
donc c’est raisonnable d’essayer de démontrer la conjecture lorsque G/Z(G)
est puissant (au lieu d’être abélien). Ce cas a été réglé par Abdollahi dans
[2].

Dans [5], la conjecture est démontrée pour les p-groupes de classe 3. En
vertu de la validité de la conjecture pour les p-groupes réguliers, il suffit dans
ce cas de considérer seulement p = 2, 3.

La conjecture est aussi confirmée dans d’autres cas particuliers, pour les-
quels le lecteur est référé à [32], [71], [72], et [52].

Nos résultats peuvent être réparties en deux types. Le premier comprend
les résultats liés directement à la conjecture de Berkovich ; et le deuxième
type comprend des résultats qu’on a développés pendant notre investigation
de la conjecture, et qui sont motivés par elle. Les résultats principaux du
premier type sont :

Théorème A (voir [10]). Soient G un p-groupe semi-abélien et N un sous-
groupe normal de G tel que G/N ne soit pas cyclique ou un quaternion gé-
néralisé. Alors Ĥn(G/N,Z(N)) 6= 0, pour tout entier n ; où Ĥn(G/N,Z(N))
désignent les groupes de cohomologie de Tate.
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Un p-groupe G est dit semi-abélien s’il satisfait

(xy−1)p = 1⇔ xp = yp

pour tout x, y ∈ G. Ces groupes sont traités dans la section 1.2.

Théorème B (voir [10]). Soit G un p-groupe semi-abélien. Alors G pos-
sède un automorphisme non-intérieur d’ordre p, qui fixe tous les éléments de
Φ(G).

D’après un résultat de Xu (voir Théorème 1.3.5), tout p-groupe G satis-
faisant Ω(γp−1(G)) ≤ Z(G) est fortement semi-abélien (voir Définition 1.2.1).
D’où

Corollaire C. Si G est un p-groupe vérifiant Ω(γp−1(G)) ≤ Z(G), alors G
possède un automorphisme non-intérieur d’ordre p, qui fixe tous les éléments
de Φ(G).

Tout p-groupe régulier est fortement semi-abélien (voir Proposition 1.3.2).
Donc

Corollaire D. Si G est un p-groupe régulier, alors G possède un automor-
phisme non-intérieur d’ordre p, qui fixe tous les éléments de Φ(G).

Comme nous avons mentionné, Corollaire D doit être attribué à P. Schmid,
M. Deaconescu et G. Silberberg.

Théorème E. Soit G un p-groupe. Si G est p-central de hauteur p − 2 ou
p2-central de hauteur p− 1 ; alors G est fortement semi-abélien.

Corollaire F. Soit G un p-groupe. Si G est p-central de hauteur p − 2 ou
p2-central de hauteur p−1 ; alors G possède un automorphisme non-intérieur
d’ordre p, qui fixe tous les éléments de Φ(G).

Le théorème suivant est démontré d’abord par l’auteur et M. Reguiat
pour p ≥ 3, et complété pour p = 2 par A. Abdollahi, M. Ghoraishi et B.
Wilkens. Le résultat sous la forme ci-dessous est publié dans [4].

Théorème G. Soit G un p-groupe de coclasse 2. Alors G possède un auto-
morphisme non-intérieur d’ordre p.

Notons que, dans ce cas, on peut choisir notre automorphisme de telle
façon qu’il opère trivialement sur le centre.

Abdollahi a démontré dans [2, Corollary 2.3] que si tous les automor-
phismes centraux d’ordre p d’un p-groupe G sont intérieurs, alors d(Z2(G)

Z(G) ) =

d(G) d(Z(G)) (ce résultat a été aussi établi par Attar dans [71, Theorem]).
Le théorème suivant caractérise la classe des p-groupes (p ≥ 3) pour lesquels
tous les automorphismes centraux d’ordre p sont intérieurs.
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Théorème H. Soit G un p-groupe, p impair. Alors G possède un auto-
morphisme central non-intérieur d’ordre p si, et seulement si, d(Z2(G)

Z(G) ) 6=
d(G) d(Z(G)).

Notons que ce théorème (en fait, une seule implication) implique que tout
p-groupe de classe maximale vérifie la conjecture de Berkovich.

Les résultats du deuxième type concernent essentiellement la classe des
anneaux (i, pj , k)-nuls. Ces anneaux sont émergés de notre étude des auto-
morphismes centraux des p-groupes. D’abord on a observé qu’il est possible
d’associer un anneau à tout groupe d’automorphisme AutA(G), où A est
un sous-groupe abélien normal du groupe G, de telle façon que AutA(G)
soit isomorphe au groupe adjoint de cet anneau (on a découvert ultérieu-
rement que cette relation a été déjà établie par H. Laue dans [57]). Pour
A = Z(G), AutA(G) est le groupe d’automorphismes centraux de G, et son
anneau associé n’est autre que Hom(G,Z(G)) muni de de l’addition usuelle
et la composition des applications comme multiplication. Lorsque G est un
p-groupe vérifiant Z(G) ≤ Φ(G), tout homomorphisme h : G −→ Z(G), qui
vérifie ph = 0 est nul sur Φ(G), et donc il est nul sur l’image de tout homo-
morphisme de G dans Z(G) ; ceci revient à dire que h est un annihilateur à
droite de l’anneau Hom(G,Z(G)). On est ramené alors à introduire la notion
d’anneaux (1, p, 0)-nuls (p-nuls à droite suivant la terminologie de [40]), et
ainsi, dualement, la notion d’anneaux (0, p, 1)-nuls (p-nuls à gauche). Plus
généralement on est ramené à définir les anneaux (i, pj , k)-nuls.

Soient A un anneau et i, j, k ∈ N. On dit que A est (i, pj , k)-nul, si
pour tout x ∈ A tel que pjx = 0, et pour tous x1, x2, .., xi+k ∈ A, on a
x1 . . . xixxi+1 . . . xi+k = 0 (voir Définition 2.1.4).

Lorsque i, j, k sont arbitraires, on recouvre au moins les p-anneaux finis
nilpotents qui forment une classe d’anneaux assez sauvage. En revanche,
lorsque i + k est petit par rapport à p, on obtient une classe d’anneaux
avec plusieurs propriétés intéressantes. La propriété la plus remarquable d’un
anneau dans cette dernière classe est que la p-structure de son groupe adjoint
est sévèrement contrôlée par celle de son groupe additif :

Théorème A’. Soit A un p-anneau fini. Supposons que A est (i, pj , k)-nul,
où i+ k ≤ p− 2 et j ≥ 1 ou bien i+ k ≤ p− 1 et j ≥ 2. Alors Ω{n}(A

◦) =
Ωn(A+), pour tout n ≥ 1. En particulier on a Ω{n}(A

◦) = Ωn(A◦), pour tout
n ≥ 1.

Une fois i+k = p−1 avec aucune condition sur j, ou en général i+k = p,
le théorème précédent devient faux ; donc il ne peut pas être amélioré dans
un sens.

Théorème B’. Soient A un p-anneau fini et H un sous-groupe de A◦. Sup-
posons que A est (i, pj , k)-nul, où i+k ≤ p−2 et j ≥ 1 ou bien i+k ≤ p−1
et j ≥ 2. Alors |H : Hp| ≤ |Ω1(H)|.
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Il est conjecturé par O. Dickenshied (voir [24]) que pour tout p-anneau
nilpotent fini A, on a r(A◦) ≤ εr(A+), où ε = 1 si p ≥ 3 et ε = 2 si p = 2.
Le Théorème B’ confirme alors cette conjecture pour les anneaux dans son
énoncé.

Le résultat suivant est démontré par O. Dickenshied pour les p-anneaux
nilpotents finis (voir [24]).

Corollaire C’. Soient A un p-anneau fini, et P un p-sous-groupe de Sylow
de A◦. Alors r(P ) ≤ εr(A+), où ε = 2 si p ≥ 3 et ε = 3 si p = 2.

Le résultat suivant réfute la conjecture de Dickenshied.

Théorème D’. Pour tout entier positif m, il existe un p-anneau nilpotent
fini A tel que r(A◦)− r(A+) ≥ m.

Notons que l’auteur et Andrea Caranti ont proposé une conjecture plus
fine que celle de Dieckenshied ; cette conjecture alternative est démontrée
dans les cas critiques où celle de Dickenshied est fausse ; ce travail n’est pas
encore soumis.

Les p-anneaux (i, pj , k)-nuls interviennent dans plusieurs cas lorsque on
étudie les automorphismes de p-groupes. Par exemple ils interviennent dans
la démonstration du théorème H, ci-dessus. Le troisième et le quatrième
chapitre contiennent plusieurs autres applications ; citons par exemple :

Proposition E’. Soient G un p-groupe et A un sous-groupe normal abélien
de G qui vérifie A ≤ G′G2p. Si A ≤ Zk(G), alors l’anneau Der(G,A) est
(k, p, 0)-nul.

Comme conséquence, on a :

Théorème F’. Soit G un p-groupe et A un sous-groupe normal abélien de
G qui vérifie A ≤ G′G2p et A ≤ Zk(G). Si p ≥ 3 et k = p − 2, ou p = 2 et
k = 1, alors

(i) pour tout n ≥ 1, on a Ωn(AutA(G)) = Ω{n}(AutA(G)) = AutAi(G), où
Ai désigne Ωn(A) ;

(ii) pour tout sous-groupe P de AutA(G), on a |P : P p| ≤ |Ω1(P )|.

En essayant d’obtenir un dual de la Proposition E’ (le cas où Der(G,A)
est (0, p, k)-nul), on avait constaté que le résultat désiré s’obtiendra sans
supposer que A est abélien. On était ramené à introduire la notion de “action
p-centrale sur un groupe” ; cette notion est traitée dans [38], et on a décidé
de ne pas la discuter dans cette thèse. L’un des résultats prouvé dans [38]
est utilisé dans la section 2.3.3, pour démontrer :

Théorème G’. Soit G un p-groupe de rang k, avec p ≥ 3. Alors tout p-
sous-groupe de Aut(G) peut être engendré par 5

4k
2 éléments.
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Ce dernier donne une amélioration remarquable de la borne sur le p-rang
de Aut(G), obtenue par D. Segal et A. Shalev (voir [73]), et celle obtenue
par l’auteur et B. Daoud dans [39].

Théorème H’. Soient G un p-groupe, p ≥ 3, et P = AutS1(G) Inn(G), où
S1 est le sous-groupe des éléments d’ordre au plus p dans (G2pG′)∩Z(G). Soit
pt le plus petit entre exp(G/G′) et exp(Z(G)). Alors l’exposant de CAut(G)(P )
divise pt(p− 1) ; et en particulier l’exposant de Z(Aut(G)) divise pt(p− 1).

Finalement, voici une brève description de la structure de cette thèse :
Dans le premier chapitre on discute les p-groupes semi-abéliens. La pre-

mière section traite les propriétés de base des groupes nilpotents dont on a
besoin ; ces résultats sont en principe bien connus dans la littérature. Dans
la deuxième section on introduit la notion des p-groupes semi-abéliens et for-
tement semi-abéliens, qui est due à Mingyao Xu. La relation de ces groupes
avec d’autres familles de p-groupe est discutée dans la troisième section, où
on a aussi établi Théorème E. Ce chapitre se termine par une réponse d’une
question posée par Mingyao Xu.

Le deuxième chapitre traite les p-anneaux (i, pj , k)-nuls. Les Théorème
A’ et Théorème B’ sont démontrés dans la première section. Le rang des
groupes adjoints d’anneaux et le Théorème D’ sont traités dans la section
qui suit. On conclut ce chapitre par quelques applications des p-anneaux
(i, pj , k)-nuls ; ceci comprend en particulier une démonstration du Théorème
H, et une réponse de deux problèmes posés par Y. Berkovich.

Le troisième chapitre traite quelques applications de la cohomologie des
groupes finis aux automorphismes non-intérieurs des p-groupes. Théorème A
et Théorème B sont établis dans la troisième section de ce chapitre.

Le dernier chapitre discute en premier lieu le problème de prolongement
des endomorphismes d’un quotient central d’un p-groupe G, à G tout en-
tier. Une notion intéressante qui intervient est celle d’un p-groupe pleine par
rapport à un sous-groupe maximal ; celle-ci est discutée dans la deuxième sec-
tion. Ce matériel est utilisé dans la dernière section pour établir le Théorème
G.

10



Chapitre 1

p-Groupes semi-abéliens

1.1 Préliminaires sur les p-groupes

Cette section contient quelques notions de base sur les p-groupes, ou plus
généralement sur les groupes nilpotents, qu’on va utiliser ultérieurement. Les
résultats les plus standards sont cités sans références.

Soit G un groupe. Le commutateur [x, y] de deux éléments x, y ∈ G, est
défini par

[x, y] = x−1y−1xy

cette opération peut être itérée pour définir des commutateurs de plusieurs
éléments ; si x1, x2, . . . xn sont des éléments de G, n ∈ N∗, le commutateur
(normé à gauche) [x1, x2, . . . , xn] est défini par récurrence

[x1] = x1

[x1, x2, . . . , xn] = [[x1, x2, . . . , xn−1], xn].

On peut aussi définir le commutateur [X,Y ] de deux parties non-vides X et
Y de G, comme le sous-groupe engendré par tous les commutateurs [x, y],
x ∈ X et y ∈ Y .

Soit γn(G) le sous-groupe engendré par tous les commutateurs [x1, x2, . . . , xk],
k ≥ n. Ces sous-groupes sont totalement invariants, et forment une suite

· · ·C γn(G) C · · ·C γ2(G) C γ1(G) = G

qui s’appelle la suite centrale descendante de G

Définition 1.1.1. On dit que G est nilpotent si γn(G) est trivial à partir
d’un certain rang. Dans ce cas, le plus petit entier c qui vérifie γc+1(G) = 1
est appelé la classe de nilpotence de G.
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On peut également définir les sous-groupes γn(G) par récurrence :

γ1(G) = G et γn+1(G) = [γn(G), G].

L’équivalence entre les deux définitions des γn(G) résulte de ces deux
identités (distributivité des commutateurs) :

[xy, z] = [x, z]y[y, z] = [x, z][x, z, y][y, z] (1.1)

[x, yz] = [x, z][x, y]z = [x, z][x, y][x, y, z] (1.2)

Nous avons en particulier, [γn(G), γ1(G)] ≤ γn+1(G), pour tout n. Cette
propriété peut être encore généralisée.

Proposition 1.1.2. Sous les notations ci-dessus, nous avons [γn(G), γm(G)] ≤
γn+m(G), pour tous n,m ∈ N∗.

Cette généralisation est possible grâce au Lemme de trois sous-groupes,
qui résulte de l’identité de Hall-Witt :

[x, y−1, z]y[y, z−1, x]z[z, x−1, y]x = 1.

Proposition 1.1.3. (Lemme de trois sous-groupes) Soient X, Y et Z trois
sous-groupes de G, et N un sous-groupe normal dans G. Si N contient deux
des trois sous-groupes [[X,Y ], Z], [[Y,Z], X] et [[Z,X], Y ], alors il contient
le troisième.

Soient i, j ∈ N∗ ; en vertu de Proposition 1.1.2, on a une application bien
définie

γi(G)/γi+1(G)× γj(G)/γj+1(G) −→ γi+j(G)/γi+j+1(G)

(xγi+1(G), yγj+1(G)) 7→ [x, y]γi+j+1(G)

Il en résulte des identités (1.1) et (1.2) que cette application est Z-bilinéaire,
donc elle induit un homomorphisme de groupe abélien

γi(G)/γi+1(G)⊗ γj(G)/γj+1(G) −→ γi+j(G)/γi+j+1(G)

où le produit tensoriel est pris sur Z.
Le cas où i = 1, a une importance particulière.

Proposition 1.1.4 ([59, 1.2.11]). Soient G un groupe et j un entier positif.
Alors l’application définie par

xG′ ⊗ yγj+1(G) 7→ [x, y]γj+2(G)

est un homomorphisme surjectif de G/G′⊗γj(G)/γj+1(G) dans γj+1(G)/γj+2(G).
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Ce résultat implique que l’abélianisé G/G′ de G, a une grande influence
sur les autres facteurs de la suite centrale descendante ; et en particulier sur
G tout entier lorsqu’il est nilpotent.

Corollaire 1.1.5. Supposons que G/G′ est de type fini et d’exposant égal à
m ; alors

1. L’exposant de γi(G)/γi+1(G) divise m pour tout i ≥ 1. De plus si G
est nilpotent de classe c, alors l’exposant de G divise mc.

2. Pour tout i ≥ 1, γi(G)/γi+1(G) est de type fini. De plus si G est
nilpotent, alors tout sous-groupe de G est de type fini.

Notons que le groupe additif (gradué) L(G) =
⊕

i≥1 γi(G)/γi+1(G), peut
être muni d’une multiplication définie sur ses éléments homogènes par

[xiγi+1(G), yjγj+1(G)] = [xi, yj ]γi+j+1(G),

cette multiplication est Z-bilinéaire, qui vérifie [x, x] = 0, et l’identité de
Jacobi

[[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0,

pour tous x, y, z ∈ L(G). L’identité de Jacobi résulte exactement de l’identité
de Hall-Witt (le lecteur doit constater la ressemblance entre les deux). Donc
L(G) a une structure d’une algèbre de Lie sur Z (ou aussi anneau de Lie).
Cette construction (ou ses variantes) permet de réduire quelques problèmes
sur les groupes à des problèmes sur les algèbres de Lie. Cette méthodologie a
abouti à la solution du problème restreint de Burnside (voir [76]) ; le lecteur
est référé à [54] pour d’autres applications.

Le dual de la suite centrale descendante est la suite centrale ascendante.
Cette suite est définie par récurrence :

Z0(G) = 1 et Zn+1(G)/Zn(G) = Z(G/Zn(G)).

Notons en particulier que Z1(G) coïncide avec le centre de G.

Proposition 1.1.6. Soit G un groupe. Alors G est nilpotent si et seulement
si Zn(G) = G pour certain n. De plus si G est de classe c, alors c est le plus
petit entier tel que Zc(G) = G.

Une propriété assez élémentaire mais fondamentale pour les p-groupes,
est que le centre d’un p-groupe non-trivial est non-trivial. Un raisonnement
simple par récurrence montre que

Proposition 1.1.7. Tout p-groupe (fini) est nilpotent.

Le réciproque de la proposition précédente est presque vraie : un groupe
nilpotent fini est produit direct de ses sous-groupes de Sylow (voir [66, 5.2.4]).
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Ainsi, l’étude des groupes nilpotents finis peut se ramener à celle des p-
groupes.

L’influence du centre d’un groupe sur les autres facteurs de la suite cen-
trale ascendante, ressemble à celle de l’abélianisé sur les facteurs de la suite
centrale descendante. D’abord, nous avons pour tout entier positif i, un ho-
momorphisme injectif

Zi+1(G)/Zi(G) −→ Hom(G,Zi(G)/Zi−1(G))

qui applique xZi(G) sur l’homomorphisme g 7→ [x, g]Zi−1(G). Or l’exposant
de Hom(G,Zi(G)/Zi−1(G)) divise l’exposant de Zi(G)/Zi−1(G), il en résulte
par induction sur i que

Proposition 1.1.8. Si l’exposant de Z(G) divise m, alors l’exposant de
Zi+1(G)/Zi(G) divise m, pour tout i ≥ 1. De plus si G est nilpotent de
classe c, alors l’exposant de G divise mc.

Soit A un groupe, et supposons que G est un A-groupe, ce qui revient à
donner un homomorphisme du groupe A dans le groupe d’automorphismes
Aut(G). On appelle section de G tout quotient H/K, où H,K ≤ G et K
est normal dans H. On dit que A centralise la section H/K, si x−1xσ =
[x, σ] ∈ K, pour tout x ∈ H et σ ∈ A. Notons dans ce cas que H et K sont
invariants par l’action de A.

Par exemple, G est un G-groupe avec l’action induite par conjugaison.
Dans ce cas, G centralise tous les facteurs de sa suite centrale ascendante ou
descendante.

Plus généralement, si G centralise tous les facteurs d’une suite

1 = Nr+1 C Nr C · · · C N1 = G

on dit que cette suite est centrale dans G. Notons que G possède une suite
centrale (de longueur finie) si, et seulement si G est nilpotent. Ceci résulte
du fait que γi(G) ≤ Ni (ou aussi Nr−i+1 ≤ Zi(G)), pour toute suite centrale
descendante (Ni)i=1,r+1.

Le résultat suivant montre que la situation n’est pas différente si on rem-
place l’action de G sur lui même par l’action d’un groupe d’automorphismes
de G.

Proposition 1.1.9. Soit A un groupe d’automorphismes de G, qui centralise
tous les facteurs d’une suite normale

1 = Nr+1 C Nr C · · · C N1 = G.

Alors A est nilpotent de classe au plus égale à r − 1.

Ce résultat est due à Kaloujnine (1953). Un peu plus tard P. Hall (1958)
a généralisé ce résultat, en supposant seulement que la suite est sous-normale
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(Voir [59, 1.2.7]). Notons aussi que si on a une suite de sous-groupes dans G,
les automorphismes qui centralisent cette suite forment un sous-groupe de
Aut(G), qui s’appelle (souvent) le groupe stabilisateur de cette suite ; donc
un groupe stabilisateur est toujours nilpotent.

Proposition 1.1.10. Soit A le groupe stabilisateur d’une suite normale dans
G,

1 = Nr+1 C Nr C · · · C N1 = G.

Si l’exposant de chaque facteur Ni/Ni+1 divise un entier positif m, alors
l’exposant de A divise mr−1.

Démonstration. Voir [25, 0.7]

Une variante de la suite centrale descendante est la suite p-centrale des-
cendante. Cette suite est définie pour un groupe G, comme suit :

λ1(G) = G et λn+1(G) = [λn(G), G]λn(G)p.

Cette suite est particulièrement intéressante pour les p-groupes : si G est
fini, alors λn(G) atteint 1 si et seulement si G est un p-groupe. Dans ce cas
le plus petit entier n qui vérifie λn+1(G) = 1 s’appelle la longueur p-centrale
de G.

Le résultat suivant se démontre facilement par récurrence.

Proposition 1.1.11. Soient G un p-groupe, et

1 = Nr+1 C Nr C · · · C N1 = G.

une suite centrale dans G, dont les facteurs sont d’exposant p. Alors λi(G) ≤
Ni, pour tout i ≥ 1.

Il est important de noter que les termes de la suite p-centrale descendante
peuvent être encore définis par :

λn(G) = λ1(G)p
n−1

λ2(G)p
n−2

. . . λn(G),

et qu’ils vérifient la propriété

[λi(G), λj(G)] ≤ λi+j(G), pour i, j ≥ 1.

La démonstration de ces deux propriétés, est basée sur la formule de Hall-
Petrescu (voir Proposition 1.1.15 ci-dessous), les détails de la démonstration
peuvent être trouvés dans [48, Chapter VIII. §1]

Proposition 1.1.12 ([49, Theorem VIII.1.7]). Soient G un groupe et σ un
automorphisme de G. Si σ centralise G/λ2(G), alors σ centralise tous les
facteurs λi(G)/λi+1(G), i ≥ 2.

15



Pour un groupe G, le sous-groupe de Frattini Φ(G) est défini comme l’in-
tersection de tous les sous-groupes maximaux de G. Ce sous-groupe coïncide
avec λ2(G) = G′Gp si G est un p-groupe. Donc pour les p-groupes, G/Φ(G)
peut être considéré comme un espace vectoriel sur Zp. Un résultat classique
de Burnside (Voir [66, 5.3.2]) affirme que la dimension de G/Φ(G) coïncide
avec le nombre minimal de générateurs de G, qui est noté d(G).

Une des conséquences remarquables du résultat de Burnside est le résul-
tat suivant du à P. Hall (voir [41] ; pour une référence plus récente voir par
exemple [66, 5.3.3]).

Proposition 1.1.13. Soient G un p-groupe, et AutΦ(G)(G) le groupes des
automorphismes de G qui centralisent le quotient G/Φ(G). Alors l’ordre de
AutΦ(G)(G) divise |Φ(G)|d, avec d = d(G). De plus Aut(G)/AutΦ(G)(G) est
isomorphe à un sous-groupe de GL(d, p).

Cela fournit une borne pour l’ordre de AutΦ(G)(G). D’autre part, Propo-
sition 1.1.12 implique que AutΦ(G)(G) est le groupe stabilisateur de la suite
p-centrale descendante de G. Il en résulte de Proposition 1.1.9 que

Proposition 1.1.14. Soit G un p-groupe de longueur p-centrale n. Alors
AutΦ(G)(G) est nilpotent de classe au plus n− 1.

Soient G un groupe et x, y ∈ G ; par définition du commutateur [x, y], on
a xy = yx[x, y]. Cette propriété permet de changer l’ordre des symboles dans
un produit d’éléments de G, en ajoutant, grossièrement, un commutateur à
droite pour chaque permutation. On peut illustrer ceci par l’exemple suivant :

(xy)2 = xyxy = x2y[y, x]y = x2y2[y, x][y, x, y].

La même méthodologie mène à une formule plus générale :

Proposition 1.1.15 (Formule de Hall-Petrescu). Soient x et y deux élé-
ments d’un groupe G, et n un entier positif. Alors

(xy)n = xnync2
(n2)c3

(n3) . . . cn
(nn)

où ci ∈ γi(G), pour chaque indice i.

Démonstration. Voir par exemple [11, Appendix 1].

Il est sous-entendu que chaque ci dans la formule précédente appartient
à γi(H) où H = 〈x, y〉 (prendre G = H).

Le résultat suivant est l’une des belles conséquences de la formule de
Hall-Petrescu ; et est du à G. A. Fernández-Alcober, J. González-Sánchez et
A. Jaikin-Zapirain (voir [27, Theorem 2.7]).
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Proposition 1.1.16. Soient G un p-groupe, X une partie de G qui engendre
un sous-groupe normal, et i, n deux entiers positifs. Alors

[P0,iG]p
n ≤

n∏
j=0

[Pn−j ,j(p−1)+iG]

où Pj = 〈xpj |x ∈ X〉.

1.2 p-Groupes semi-abéliens et p-groupes fortement
semi-abéliens

Les p-groupes semi-abéliens sont introduits et étudiés par Mingyao Xu
(voir[80]), et la plus part de ses travaux sur ce sujet sont en chinois (voir la
bibliographie de [80]).

Définition 1.2.1. Soit G un p-groupe. On dit que G est fortement semi-
abélien si pour tous x, y ∈ G, on a

(xy−1)p
n

= 1⇔ xp
n

= yp
n
pour tout entier positif n.

Si on exige la propriété ci-dessus seulement pour n = 1, on dit que G est
semi-abélien.

Il en résulte que si G est un p-groupe fortement semi-abélien, alors les
éléments ayant un ordre divisant pn forment un sous-groupe, qui coïncide
évidement avec Ωn(G). Il en résulte aussi que l’application

G/Ωn(G) −→ G{p
n}

qui applique xΩn(G) sur xpn , est une bijection bien définie. Cette dernière
propriété peut être considérée comme une définition alternative des p-groupes
fortement semi-abéliens. Cette propriété implique aussi que

|G : Gp
n | ≤ |Ωn(G)|, pour tout entier positif n. (1.3)

Le lemme suivant sera utile dans Chapitre 3.

Lemme 1.2.2. Soit G un p-groupe fortement semi-abélien. Alors

[xp
n
, y] = 1⇔ [x, y]p

n
= 1

pour tous x, y ∈ G et n ∈ N.

Démonstration. Supposons que [xp
n
, y] = 1. On a

xp
n

= (xp
n
)y = (xy)p

n
= (x[x, y])p

n
,
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le fait que G est fortement semi-abélien implique

[x, y]p
n

= (x−1x[x, y])p
n

= 1.

Inversement, supposons que [x, y]p
n , donc (x−1x[x, y])p

n
= 1, et encore

puisque G est fortement semi-abélien on a

xp
n

= (x[x, y])p
n

= (xy)p
n

= (xp
n
)y,

ceci montre que [xp
n
, y] = 1.

Si G est semi-abélien, on peut adapter (trivialement) la démonstration
précédente pour montrer que

[xp, y] = 1⇔ [x, y]p = 1, pour tout x, y ∈ G.

Et en fait, cette propriété, qui est plus faible, est suffisante pour notre besoin.

1.3 Relations avec d’autres familles de p-groupes

On peut considérer la théorie des p-groupes réguliers comme la pre-
mière tentative pour une étude systématique des p-groupes. La théorie des
p-groupes réguliers est due à P. Hall ; elles peut être trouvée dans [41], ainsi
que dans [11, §7] ou dans [48, Kap III].

Définition 1.3.1. Un p-groupe G est dit régulier si pour tous x, y ∈ G, il
existe c ∈ γ2(〈x, y〉)p, tel que (xy)p = xpypc.

Proposition 1.3.2. Tout p-groupe régulier est fortement semi-abélien.

Démonstration. Voir [11, Theorem 7.2 (a)].

La réciproque du Théorème 1.3.2 n’est pas forcément vraie (voir la section
1.4) ; mais on a le résultat suivant de M. Y. Xu (voir [80, Theorem 1]).

Théorème 1.3.3. Soit G un p-groupe. Alors G est régulier si, et seulement
si, toute section de G est semi-abélienne.

Pour la commodité du lecteur, on a rassemblé quelques propriétés des
p-groupes réguliers dans la proposition suivante.

Proposition 1.3.4. Soit G un p-groupe.

(a) Si G est régulier, alors toute section de G est régulière.

(b) Si G est régulier, alors exp(Ωn(G)) ≤ pn, les éléments de la forme xpn

forment un sous-groupe et |G : Gp
n | = |Ωn(G)|, pour tout n ∈ N∗.

(c) Si G est de classe strictement inférieure à p, ou si l’exposant de G est
égal à p ; alors G est régulier.
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(d) Si γp−1(G) est cyclique, alors G est régulier.

(e) Si |G : Gp| < pp, alors G est régulier.

(f) Si |γ2(G) : γ2(G)p| < pp−1, alors G est régulier.

(g) Si G ne possède aucun sous-groupe normal d’ordre pp−1 et d’exposant p,
alors G est régulier.

(h) Tout 2-groupe régulier est abélien.

(k) (A. Mann) Pour p > 2, si tout sous-groupe de G peut être engendré par
p−1

2 , alors G est régulier.

Démonstration. Voir [11, §§7, 9].

Nous nous consacrons maintenant à une autre famille de p-groupes, qui
a reçu un intérêt croissant dans ces dernières années. On entend ici les p-
groupes p-centraux. Un groupe G est dit p-central si le centre de G contient
tous les éléments d’ordre p (d’ordre divisant 4 si p = 2). On réfère le lecteur
à l’introduction de [35] pour quelques informations sur les premières études
de ces groupes. En fait, on va discuter des généralisations des p-groupes
p-centraux, en montrant essentiellement qu’ils sont fortement semi-abéliens.

La première généralisation est due à M. Y. Xu, où il avait considéré
les p-groupes avec la propriété Ω1(γp−1(G)) ≤ Z(G) (voir [79]). Le résultat
fondamental pour ces groupes étant

Théorème 1.3.5. Soit G un p-groupe avec p > 2, vérifiant Ω1(γp−1(G)) ≤
Z(G). Alors G est fortement semi-abélien.

Démonstration. Voir [79].

Ceci implique alors que l’exposant de Ωn(G) est au plus égal à pn, pour
tout entier positif n ; et aussi G vérifie l’inégalité (1.3), ce qui implique im-
médiatement un résultat de Thompson, qui affirme que dans un p-groupe
p-central G (p impair), d(G) ≤ d(Z(G)). Dans le même article [79], on peut
trouver des nouvelles démonstrations et des généralisations de quelques ré-
sultats connus, qui sont basées sur le Théorème 1.3.5.

Pour p = 2 le théorème ci-dessus est faux comme le montre le groupe des
quaternions Q8. On doit renforcer la condition du théorème précédent pour
couvrir ce cas ; ceci est compris dans le théorème qui suit.

Dans [35], J. González-Sánchez et T. S. Weigel ont considéré une autre
généralisation. Ils définissent la pi-centralité de la façon suivante : Un groupe
G est dit pi-central de hauteur k si tous les éléments de G d’ordre divisant pi

sont contenus dans Zk(G). Le résultat suivant est nouveau dans la littérature,
bien qu’il soit inspiré par des résultats dans [35].

Théorème 1.3.6. Soit G un p-groupe. Si G est p-central de hauteur p − 2
ou p2-central de hauteur p− 1 ; alors G est fortement semi-abélien.
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D’abord on va démontrer trois lemmes.

Lemme 1.3.7. Soit G un p-groupe. Si G est p-central de hauteur p − 1 ;
alors

(xy−1)p = 1⇒ xp = yp,

pour tout x, y ∈ G.

Démonstration. Soient x ∈ G, t ∈ Ω1(G), 〈t〉G la clôture normale de 〈t〉,
et H = 〈x〉〈t〉G. Par hypothèse 〈t〉G ≤ Zp−1(G) ; et puisque H/〈t〉G est
cyclique, on a

γ2(H) = [H, 〈t〉G] ≤ [H,Zp−1(G)] ≤ Zp−2(G).

Il en résulte que γp(H) = 1 et γ2(H) ≤ Ω1(G). Pour p ≥ 3, H est régulier
ainsi que Ω1(G), ce qui implique d’après Proposition 1.3.4(b) que γ2(H) est
d’exposant p . Il en résulte de la définition d’un groupe régulier que H est
p-abélien (c’est à dire, (ab)p = apbp pour tout a, b ∈ H). On en déduit que
(xt)p = xptp = xp. Pour p = 2, on a t ∈ Z(G), donc (xt)2 = x2t2 = x2. Ceci
montre que pour tout x, y ∈ G :

(xy−1)p = 1⇒ xp = yp

Le résultat suivant est du à J. González-Sánchez et T. S. Weigel ([35,
Theorem B] ; on a inclu une preuve pour la commodité du lecteur.

Lemme 1.3.8. Soient G un p-groupe, et i, k deux entiers positifs. Si G est
pi-central de hauteur k, avec k ≤ p−2, ou k ≤ p−1 et i ≥ 2 ; alors G/Ω1(G)
est pi-central de hauteur k.

Démonstration. Soit le sous-groupe N = 〈x |xpi ∈ Ω1(G)〉 ; nous avons à
prouver que [N,kG] ≤ Ω1(G). D’après Théorème 1.1.16, on a

[N,rG]p ≤ [P1,rG][N,(p−1)+rG]

où P1 = 〈xp |xpi ∈ Ω1(G)〉. Il en résulte de Lemme 1.3.7 que P1 = 〈xp |xpi+1
=

1〉, donc en particulier P1 ≤ Ωi(G) ≤ Zk(G). D’où [P1,rG] = 1 pour tout
r ≥ k. Soit s le plus petit entier positif tel que [N,(p−1)+sG]. Il suffit de
montrer que s ≤ k, car ceci implique

[N,kG]p ≤ [P1,kG][N,(p−1)+kG] = 1.

Par absurde, supposons que s > k. D’abord pour k ≤ p− 2, on a

[N,sG]p ≤ [P1,sG][N,(p−1)+sG] = 1,
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d’où [N,sG] ≤ Ω1(G) ≤ Zp−2(G) ; ceci implique que [N,p−2+sG] = 1, ce
qui contredit la définition de s. Maintenant pour k = p − 1, on a d’après
Théorème 1.1.16

[N,s−1G]p
2 ≤ [P2,s−1G][P1,p+s−2G][N,2(p−1)+s−1G],

où Pj = 〈xpj |xpi+1
= 1〉, j = 1, 2. On a P1, P2 ≤ Ωi(G) ≤ Zk(G), s− 1 ≥ k

et p+ s− 2 ≥ k ; d’où [P2,s−1G][P1,p+s−2G] = 1. De plus, 2(p− 1) + s− 1 ≥
p−1+s, et ainsi [N,2(p−1)+s−1G] = 1. Ceci montre que [N,s−1G] ≤ Ω2(G) ≤
Zk(G), ce qui implique [N,p+s−2G] = 1. Ceci contredit la définition de s.

Lemme 1.3.9. Soit G un p-groupe. Si G est p-central de hauteur p − 2 ou
p2-central de hauteur p− 1 ; alors G est semi-abélien.

Démonstration. En vertu de Lemme 1.3.7, il suffit de montrer que :

xp = yp ⇒ (xy−1)p = 1

pour tout x, y ∈ G. Supposons donc que xp = yp. En vertu de Lemme 1.3.8,
et par récurrence sur l’ordre de G on doit supposer que (xy−1)p ∈ Ω1(G).
Il en résulte de Lemme 1.3.7, que (xy−1)p

2
= 1, d’où xy−1 ∈ Zp−1(G). Soit

H = 〈t〉G〈x〉, où t = xy−1. On a

γ2(H) = [H, 〈t〉G] ≤ [H,Zp−1(G)] ≤ Zp−2(G).

Il en résulte que γp(H) = 1. Pour p = 2, H est abélien ; donc en particulier
K = 〈x, y〉 ≤ H, est abélien. Il en résulte immédiatement que (xy−1)2 = 1.
Pour p ≥ 3, K est régulier. Aussi, xp et y commutent, donc

xp = (xp)y = (x[x, y])p,

or |〈x, [x, y]〉| < |K| ≤ |G|, l’hypothèse de récurrence implique que [x, y]p =
1. Il en résulte que γ2(K) ≤ Ω1(K), est d’exposant p. D’où K est p-abélien,
et ainsi (xy−1)p = xpy−p = 1.

Démonstration de Théorème 1.3.6. On doit démontrer, pour tout x, y ∈ G
que

(xy−1)p
n

= 1⇔ xp
n

= yp
n
pour tout entier positif n.

Pour n = 1, ceci est démontré dans Lemme 1.3.9. Supposons que cette
propriété est vraie pour n−1, pour tous les p-groupes satisfaisant l’hypothèse
du théorème. On a (xy−1)p

n
= 1 équivaut (xy−1)p

n−1
= 1 mod Ω1(G),

par Lemme 1.3.7. En vertu de Lemme 1.3.8, ceci équivaut xpn−1
= yp

n−1

mod Ω1(G). Il revient au même de dire que (xp
n−1

y−p
n−1

)p = 1, par Lemme
1.3.7. Finalement, par Lemme 1.3.9, ceci est équivalent à xpn = yp

n .
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En particulier, le théorème précédent permet de généraliser le Théorème
C de [35], qui coïncide avec le résultat suivant pour n = 1.

Corollaire 1.3.10. Soit G un p-groupe. Si G est p-central de hauteur p− 2
ou p2-central de hauteur p − 1 ; alors |G : Gp

n | ≤ Ωn(G), pour tout entier
positif n.

Suivant [33], on dit qu’un p-groupeG est potent si γp−1(G) ≤ Gp (γ2(G) ≤
G4 pour p = 2). Ces groupes sont d’abord étudiés par D. E. Arganbright dans
[8], et récemment par J. González-Sánchez et A. Jaikin-Zapirain dans [33].
Cette notion généralise celle d’un groupe puissant, et coïncide avec elle pour
p = 2, 3. Il est démontré que si G est un p-groupe potent et p ≥ 3, alors G
satisfait, pour tout entier positif n, les trois propriétés qui suivent.

1. L’exposant de Ωn(G) est au plus pn ;

2. Gpn coïncide avec les éléments de la forme gpn , g ∈ G ;

3. |G : Gp
n | = |Ωn(G)|.

En général, on va appeler p-groupe avec une p-structure régulière tout
p-groupe G qui satisfait les trois propriétés ci-dessus. Donc en particulier les
p-groupes potents ont une p-structure régulière pour p ≥ 3. C’est important
de connaitre les p-groupes avec une p-structure régulière qui ne sont pas for-
tement semi-abéliens, ainsi que l’inverse.

Problème 6. Supposons que G est un p-groupe potent et que p est im-
pair. Est-ce que G est fortement semi-abélien ?

Une réponse positive implique que tout p-groupe potent, possède un au-
tomorphisme non-intérieur d’ordre p ; ceci résulte de notre Théorème B, et
d’un résultat de A. Abdollahi pour p = 2 (voir [2]). Notons qu’il suffit de
montrer que G est semi-abélien pour avoir cette conséquence.

Nous terminons cette section par un problème posé par M. Y. Xu (voir
[80, Problem 2]).

Problème 7. Est ce que tout p-groupe semi-abélien est fortement semi-
abélien ?

1.4 Sur un probléme de Mingyao Xu

Xu avait demandé si un p-groupe G satisfaisant p ≥ 3 et Ω1(γp−1(G)) ≤
Z(G) a forcément une p-structure régulière (voir [80, Problem 3]). Pour cela il
suffit de montrer que Gpn coïncide avec l’ensemble des éléments de la forme
xp

n , x ∈ G. On a montré dans [10] que la réponse est négative. Celle-ci
résulte du théorème important suivant du à D. Bubboloni and G. Corsi Tani
(voir [18]).
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Théorème 1.4.1. Soient d et n deux entiers positifs et F le groupe libre à
d générateurs. Fixons un nombre premier impair p et soit Gn = F/λn+1(F ),
où λn+1(F ) désigne le (n+ 1)-ème terme de la suite p-centrale descendante
de F . Alors Gn est un p-groupe p-central ; plus précisément on a Ω1(Gn) =
λn(F )/λn+1(F ).

On peut trouver l’analogue du résultat précédent dans l’article [35] (voir
[35, Proposition 2.2 et Exemple 2.1]). On a mentionné dans le premier cha-
pitre que la suite p-centrale descendante d’un p-groupe atteint 1 ; donc un
p-groupe engendré par d éléments est un quotient de Gn pour certain n. Il
en résulte

Corollaire 1.4.2. Tout p-groupe, p ≥ 3, est un quotient d’un p-groupe p-
central.

Le corollaire précédent répond en particulier à une question posée par A.
Mann dans [62].

Corollaire 1.4.3. Un p-groupe p-central, p ≥ 3, n’a pas forcément une p-
structure régulière.

Démonstration. Sinon, tous les p-groupes Gn ont une p-structure régulière.
Si les éléments de la forme xp dans un groupe G forment un sous-groupe,
alors ceci reste vrai pour tous les quotients de G. Il en résulte que pour tout
p-groupe G, Gp coïncide avec l’ensemble des éléments de la forme xp, x ∈ G.
Une contradiction.

Le corollaire précédent répond à la question de Xu ci-dessus mentionnée.
Signalons finalement une autre conséquence du Corollaire 1.4.2. La classe

des p-groupes p-centraux est considérée comme la duale de la classe des
p-groupes puissants. Un p-groupe G est dit puissant si γ2(G) ≤ G2p. La
limite projective d’un système de p-groupes puissants est un pro-p groupe
avec une structure très rigide ; et ces pro-p groupes jouent un rôle capital
dans la théorie des p-groupes analytiques p-adiques ([25]). Il est naturel de
demander s’il y a quelques restrictions sur la structure d’une limite projective
de p-groupes p-centraux.

Soit F un groupe libre de type fini. Tout sous-groupe normal de F d’indice
une puissance de p, contient un sous-groupe λn(F ) pour certain n. Donc

F̂p ∼= lim
←−

F/λpn(F )

où F̂p est la pro-p complétion de F . Donc le pro-p groupe libre F̂p est li-
mite projective des p-groupes p-centraux. Ainsi, il n’ y a aucune restriction
raisonnable sur la structure d’une telle limite projective.
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Chapitre 2

Groupes adjoints et groupes
d’automorphismes

2.1 Groupes adjoints d’anneaux p-nuls

En général, un anneau A est un groupe abélien muni d’une multiplica-
tion (x, y) 7→ xy, qui est bi-additive (il revient au même de dire qu’elle est
distributive à gauche et à droite par rapport à l’addition).

Si la multiplication est associative, on dit que A est un anneau associatif,
et désormais, par un anneau on entend un anneau associatif.

Un anneau avec un élément neutre pour la multiplication est dit unitaire.
Dans ce cas, les éléments inversibles pour la multiplication forment un groupe
A×, appelé le groupe des unités de A. Si A n’est pas unitaire, nous avons un
analogue pour A×.

Définition 2.1.1. Soit A un anneau. La loi adjointe de A est définie par
x ◦ y = x + y + xy. Pour celle-ci l’ensemble A est un monoïde d’élément
neutre 0 ; le groupe des éléments inversibles dans ce monoïde est le groupe
adjoint de l’anneau A, et est noté A◦.

Si A est unitaire, l’application x 7→ 1 + x définit un isomorphisme du
groupe adjoint A◦ dans A×.

Un anneau A pour lequel les ensembles A et A◦ coïncident, est dit radi-
cal. Cette terminologie est liée au radical de Jacobson J(A) de A qui peut
être défini en général comme le plus grand idéal contenu dans A◦. Donc A
est radical si et seulement si J(A) = A. Les groupes adjoints des anneaux
radicaux sont des objets intéressants à étudier, et le lecteur doit trouver plu-
sieurs études dans ce contexte dans la littérature (voir la bibliographie de
[24] pour quelques références). En particulier, ils ont quelques applications
aux groupes factorisés (voir [7, §6]).

Par un idéal de A on entend une partie qui est à la fois un idéal à gauche
et à droite. Le produit IJ de deux idéaux I et J de A, est le sous-groupe
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additif de A engendré par tous les éléments ij, i ∈ I et j ∈ J . C’est simple
de voir que IJ est encore un idéal de A, et que le produit des idéaux est
associatif. Ce produit permet de définir une suite canonique d’idéaux de A :

A1 = A et An+1 = AnA, pour n ≥ 1.

L’associativité du produit implique que An+m = AnAm, pour n,m ≥ 1.
Aussi, An coïncide avec le sous-groupe additif engendré par tous les produits
de n éléments de A. On peut définir A0 comme un idéal formel qui satisfait
A0I = IA0 = I, pour tout idéal I de A.

Définition 2.1.2. Un anneau A est dit nilpotent si An+1 = 0, pour certain
entier non-négatif n. Le plus petit entier n qui vérifie cette propriété s’appelle
la classe de nilpotence de A.

Notons que tout anneau nilpotent A est radical. En effet, dans ce cas
tout élément x de A est nilpotent, et donc x ∈ A◦ ; puisque si xn = 0 pour
certain n, alors x ◦

∑n−1
i=1 (−1)ixi = 0.

Proposition 2.1.3 ([55, Theorem 1.6.4]). Le groupe adjoint d’un anneau
nilpotent de classe n est nilpotent de classe au plus n.

En effet, la suite

0 C (An)◦ C · · ·C (A2)◦ CA◦

est centrale dans A◦. Ceci résulte immédiatement de l’identité :

x′ ◦ y′ ◦ x ◦ y = y′x− x′y + x′y′x+ y′xy + x′y′xy

pour tout x, y ∈ A ; et x′ désigne l’inverse de x dans A◦.

Dans la suite de cette section, p désigne un nombre premier fixé.

Définition 2.1.4. Soient A un anneau, et i, j, k ∈ N. On dit que A est
(i, pj , k)-nul si RiΩj(R)Rk = 0.

Une version plus particulière de cette définition est introduite par l’auteur
et B. Daoud dans [39].

Lemme 2.1.5. Soit A un anneau (i, pj , k)-nul. Alors A est (ni, pnj , nk)-nul,
pour tout entier positif n.

Démonstration. Pour n = 1, le résultat n’est que la définition. Supposons
que ce résultat est démontré pour n. Or pjΩ(n+1)j(A) ≤ Ωnj(A), on a par
récurrence Ani(pjΩ(n+1)j(A))Ank = 0, et donc AniΩ(n+1)j(A)Ank ≤ Ωj(A).
Il en résulte que

AiAniΩ(n+1)j(A)AnkAk = A(n+1)iΩ(n+1)j(A)A(n+1)k = 0.
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Proposition 2.1.6. Soit A un p-anneau. Si A est (i, pj , k)-nul, pour certain
j ≥ 1 ; alors tout élément de A est nilpotent, et en particulier A est radical.

Démonstration. Soit x ∈ A. On a pnx = 0 pour certain n ∈ N. Il en résulte
que x ∈ Ωnj(R), et par Lemme 2.1.5, on a xn(i+k)+1 = 0.

En général, un p-anneau (i, pj , k)-nul n’est pas forcément nilpotent. En
effet, soit A =

∏
n≥1

pZ/pnZ. Alors A est (0, p, 1)-nul ; et comme il est com-

mutatif, A est (i, pj , k)-nul, pour tous i, j, k ∈ N tels que i, j ou j, k sont
positifs ; mais on a Am ∼=

∏
n>m

pmZ/pnZ, pour tout m ≥ 1 ; d’où A n’est pas

nilpotent. En revanche on a

Proposition 2.1.7. Soit A un anneau dont le groupe additif A+ est d’expo-
sant fini pm. Si A est (i, pj , k)-nul, pour certain j ≥ 1, alors A est nilpotent
de classe au plus égale à dmj e(i+ k).

Démonstration. Soit n = dmj e. Comme m = m
j j ≤ nj, on a A = Ωnj(A) ;

donc d’après Lemme 2.1.5, AniAAnk = An(i+k)+1 = 0.

En vertu de Proposition 2.1.3, on a

Corollaire 2.1.8. Soit A un anneau dont le groupe additif A+ est d’exposant
fini pm. Si A est (i, pj , k)-nul, pour certain j ≥ 1, alors le groupe adjoint A◦

est nilpotent de classe au plus égale à dmj e(i+ k)..

Tout sous-anneau d’un anneau (i, pj , k)-nul est encore (i, pj , k)-nul. Ceci
n’est pas évident pour les anneaux quotients, mais il reste vrai pour certains
d’eux.

D’abord, définissons l’annihlateur A(A) d’un anneau A,

U(A) = {x ∈ A | xA = Ax = 0}

qui est un idéal de A. On peut généraliser cette notion, est définir la suite
d’idéaux :

U0(A) = 0 et Un+1(A)/Un(A) = U(A/Un(A))

Notons que A est nilpotent si et seulement Un(A) = 0 pour certain entier
non-négatif n. Dans ce cas la classe de nilpotence de A coïncide avec le plus
petit entier n qui vérifie Un(A) = 0.

Proposition 2.1.9. Soit A un anneau (i, pj , k)-nul. Alors

(i) l’anneau quotient A/Un(A) est (i, pj , k)-nul, pour tout n ∈ N ;

(ii) l’anneau quotient A/Ωn(A) est (i, pj , k)-nul, pour tout n ∈ N ;
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(iii) si (Mt) est une famille d’idéaux de A, telle que A/Mt soit (i, pj , k)-nul
pour tout i, alors A/ ∩tMt est (i, pj , k)-nul.

Démonstration. (i) Le résultat est trivial pour n = 0. Supposons que n = 1.
Si xA(A) ∈ Ω(A/U(A)), alors pjx ∈ U(A). Donc pj(xA) = pj(Ax) = 0,
ce qui signifie que xA et Ax sont inclus dans Ωj(A). L’hypothèse sur A
implique que Ai(xA)Ak = (AixAk)A = 0 et Ai(Ax)Ak = A(AixAk) =
0, d’où AixAk ⊆ U(A). Nous avons (A/U(A))k = AkU(A)/U(A), donc
(A/U(A))ixU(A)(A/U(A))k = 0, ce qui montre que A/U(A) est (i, pj , k)-
nul. Maintenant par récurrence sur n, si le résultat est vrai pour n− 1, alors
(A/Un−1(A))/U(A/Un−1(A)) est (i, pj , k)-nul. Nous avons U(A/Un−1(A)) =
Un(A)/Un−1(A), et

(A/Un−1(A))/(Un(A)/Un−1(A)) ∼= A/Un(A).

Ceci montre que A/Un(A) est (i, pj , k)-nul.
(ii) Si xΩn(A) ∈ Ωj(A/Ωn(A)), alors pjx ∈ Ωn(A). Donc pn(pjx) =

pj(pnx) = 0, et par suite pnx ∈ Ωj(A), ce qui implique pn(AixAk) = 0. Nous
avons alors AixAk ⊆ Ωn(A), ce qui implique que A/Ωn(A) est (i, pj , k)-nul.

(iii) SoitM = ∩tMt. Si xM ∈ Ω(A/M), alors pjx ∈M , et ainsi pjx ∈Mt,
pour tout indice t. Il en résulte que AixAk ⊆ Mt pour tout indice t, d’où
AixAk ⊆M . Donc A/M est (i, pj , k)-nul.

Le troisième résultat dans la proposition ci-dessus montre que tout an-
neau A contient un plus petit idéal L(i,pj ,k)(A) tel que A/L(i,pj ,k)(A) est
(i, pj , k)-nul. En effet, il suffit de prendre L(i,pj ,k)(A) égal à l’intersection de
tous les idéaux I de A pour lesquels A/I est (i, pj , k)-nul. On peut l’appe-
ler le (i, pj , k)-résiduel de A, bien qu’on n’aille pas le discuter ultérieurement.

Lorsque i+ k est petit par rapport à p, la p-structure de A◦, où A est un
anneau (i, pj , k)-nul, est totalement contrôlée par celle de A+. Cette assertion
est précisée dans le théorème suivant. Une version particulière de ce résultat
peut être trouvée dans [39].

Théorème 2.1.10. Soit A un p-anneau fini. Supposons que A est (i, pj , k)-
nul, où i+k ≤ p−2 et j ≥ 1 ou bien i+k ≤ p−1 et j ≥ 2. Alors Ω{n}(A

◦) =
Ωn(A+), pour tout n ≥ 1. En particulier on a Ω{n}(A

◦) = Ωn(A◦), pour tout
n ≥ 1.

Démonstration. Notons par x(k) la puissance k-ème d’un élément x dans le
groupe A◦.

Supposons d’abord que n = 1. On a px = 0 implique que xi+k+1 = 0, et
comme i+ k + 1 ≤ p, on a xp = 0. Il en résulte

x(p) =

p∑
t=1

(
p

t

)
xt =

p−1∑
t=1

(
p

t

)
xt = 0,
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ceci montre que Ω1(A+) ⊆ Ω{1}(A
◦). On va démontrer l’inclusion inverse par

récurrence sur l’ordre de A. Soit U = Ω1(A+) ∩ U(A). D’après Proposition
2.1.7, A est nilpotent, donc U 6= 1 ; de plus A/U est (i, pj , k)-nul d’après
Proposition 2.1.9. Si x(p) = 0, alors par récurrence on doit supposer que
px ∈ U ; d’où pxy = 0, pour tout y ∈ A et p2x = 0. Si j ≥ 2, alors xp = 0 ;
et si j = 1 et i + k ≤ p − 2 alors x2+i+k = 0, et donc xp = 0. Nous avons
alors

0 = x(p) =

p∑
i=1

(
p

i

)
xi = px

ceci démontre l’inclusion Ω{1}(A
◦) ⊆ Ω1(A+).

Maintenant on raisonne par récurrence sur n. Si x ∈ Ωn(A+), alors px ∈
Ωn−1(A+). Ceci implique que x+Ωn−1(A+) ∈ Ω1((A/Ωn−1(A+))+). Proposi-
tion 2.1.9 (ii) et l’étape n = 1 implique x+Ωn−1(A+) ∈ Ω{1}((A/Ωn−1(A+))◦).
Donc x(p) ∈ Ωn−1(A+), et par récurrence x(p) ∈ Ω{n−1}(A

◦). D’où x ∈
Ω{n}(A

◦). Il en résulte que Ωn(A+) ⊆ Ω{n}(A
◦). L’inclusion inverse découle

de la même façon.
Finalement, l’égalité Ωn(A◦) = Ω{n}(A

◦) résulte du fait que (Ωn(A+))◦

est un sous-groupe de A◦ et Ωn(A◦) est engendré par Ω{n}(A
◦).

On va montrer dans la section suivante que, dans un sens, on ne peut
pas améliorer le théorème précédent.

Le résultat suivant peut être considéré comme une généralisation de [39,
Theorem B].

Théorème 2.1.11. Soient A un p-anneau fini et H un sous-groupe de A◦.
Supposons que A est (i, pj , k)-nul, où i+k ≤ p−2 et j ≥ 1 ou bien i+k ≤ p−1
et j ≥ 2. Alors |H : Hp| ≤ |Ω1(H)|.

Démonstration. Supposons que A est un contre exemple d’ordre minimal.
Donc pour certain sous-groupeH de A◦, on a |H : Hp| > |Ω1(H)| ; supposons
que H est minimal pour cette propriété. On va démontrer que ces hypothèses
produisent une contradiction.

Soit U = U(A) ∩Ω1(A+). En vertu de Proposition 2.1.7, U(A) n’est pas
trivial, et donc U n’est pas trivial. Proposition 2.1.9 implique que Théorème
2.1.11 est vrai pour l’anneau A/U . Or U+ ∼= U◦, on va noter les deux par
U . On a HU/U ∼= H/H ∩ U est un sous-groupe de A◦/U = (A/U)◦, donc

|(H/H ∩ U) : (H/H ∩ U)p| ≤ Ω1(H/H ∩ U). (2.1)

Soit K/H∩U = Ω1(H/H∩U). Supposons d’abord que K < H, donc par
minimalité deH on a |K : Kp| ≤ |Ω1(K)| ; et puisqueK/H∩U ∼= Ω1(HU/U)
on a d’après Théorème 2.1.10, Kp ≤ H ∩ U , et évidement Kp ≤ Hp, donc
Kp ≤ Hp ∩ U . Ceci implique que

|K : Hp ∩ U | ≤ |Ω1(K)| ≤ |Ω1(H)|; (2.2)
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on a
(H/H ∩ U)p = Hp(H ∩ U)/H ∩ U ∼= Hp/Hp ∩ U

donc l’inégalité (2.1) peut être s’écrit

|H : Hp||Hp ∩ U |
|H ∩ U |

≤ K

|H ∩ U |
,

celle ci avec l’inégalité (2.2) implique que |H : Hp| ≤ |Ω1(H)|, ce qui contre-
dit l’hypothèse sur H. Donc on doit supposer que K = H, ce qui revient à
dire que HU/U est d’exposant p, ce qui implique d’après Théorème 2.1.10
que HU/U ⊆ Ω1((A/U)+). Pour p ≥ 3, Proposition 2.1.7 implique que
Ω1((A/U)+) est nilpotent de classe au plus p − 2, donc H/H ∩ U est de
classe au plus égale à p− 2 ; et puisque H ∩U est contenu dans le centre de
H il en résulte que H est nilpotent de classe au plus p−1, donc il est régulier
(voir Proposition 1.3.4(c)), ceci produit une contradiction (voir Proposition
1.3.4(b)). On doit alors supposer que p = 2. On a HU/U et U sont d’expo-
sant 2, d’où H est d’exposant au plus 4, ce qui implique d’après Théorème
2.1.10 que H ⊆ Ω2(A), mais Ω2(A)2 = 0 par définition de A. Ceci montre
que H est abélien, ce qui entraine la dernière contradiction.

Corollaire 2.1.12. Soient A un p-anneau fini et H un sous-groupe de A◦.
Supposons que A est (0, p, p − ε)-nul ou (p − ε, p, 0)-nul, où ε = 2 si p ≥ 3,
et ε = 1 si p = 2. Alors d(H) ≤ d(A+).

Démonstration. Or H est un p-groupe, on a

pd(H) = |H : H ′Hp| ≤ |H : Hp| ≤ |Ω1(H)|.

Théorème 2.1.10 implique que Ω1(H) ⊂ Ω1(A+) ; et |Ω1(A+)| = pd(A+). D’où
d(H) ≤ d(A+).

2.2 Rang du groupe adjoint d’un anneau, et une
conjecture de O. Dickenschied

Rappelons que le rang (de Prüfer) d’un groupe G est le plus petit entier
r = r(G) tel que tout sous-groupe de type fini de G peut être engendré par
r éléments (si un tel entier n’existe pas on pose r(G) =∞). Supposons que
A est un anneau radical. Il est démontré dans [6] que si r(A◦) est fini, alors
r(A+) est fini et borné en terme de r(A◦) seulement. La réciproque n’est pas
forcément vraie comme le montre un exemple due à Ya. Sysak (voir [7, Proof
of Theorem 6.1.2]).

En revanche, O. Dickenschied (voir [24]) a démontré que si, en plus, tout
élément de A est nilpotent, ou si le groupe additif de A est périodique,
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alors la réciproque est vraie. Plus précisément, il a démontré sous l’une des
conditions précédentes que r(A◦) ≤ εr(A+), où ε = 2 si A+ne contient
aucune involution, et ε = 3 sinon. Le problème peut être réduit, sous l’une
des conditions précédentes, au cas où A est un p-anneau nilpotent fini (p un
nombre premier) ; et encore, il suffit d’établir l’inégalité r(A◦) ≤ εr(A+) dans
ce cas. La démonstration de cette dernière est basée sur un lemme technique
sur les séries formelles, et sur une propriété des p-groupes puissants (powerful
p-groups). Dans [39], on a établi cette inégalité pour tous les p-anneaux finis,
sans supposer qu’ils sont nilpotents. Notre approche est différente et est basée
sur une version plus faible du Corollaire 2.1.12(voir [39, Corollary B]).

Proposition 2.2.1. Soient A un p-anneau fini, et P un p-sous-groupe de
Sylow de A◦. Alors r(P ) ≤ εr(A+), où ε = 2 si p ≥ 3 et ε = 3 si p = 2.

Démonstration. Notons d’abord que U = p′R est un p-anneau (0, p, 1)-nul ;
où p′ = p si p ≥ 3, et p′ = 4 si p = 2 . En effet, soient x, y ∈ U tels que p′x = 0.
On peut écrire y = p′a pour certain a ∈ A ; donc xy = x(p′a) = (p′x)a = 0.
Soit H un p-sous-groupe de A◦. Alors

d(H) ≤ d(H/H ∩ U◦) + d(H ∩ U◦).

Corollaire 2.1.11 implique que d(H ∩ U◦) ≤ d(U+) ≤ d(A+). D’autre part,
H/H ∩ U◦ ∼= HU◦/U◦ est un sous-groupe de A◦/U◦ ∼= (A/U)◦, d’où

pd(H/H∩U◦) ≤ |(A/U)◦| ≤ |A/U |.

Maintenant, si p > 2 alors |A/U | = pd(A+) ; et si p = 2 alors

|A/U | = |A/2A||2A/4A| = pd(A+)pd((2A)+) ≤ p2d(A+).

Ceci achève la démonstration.

Le théorème qui suit, réfute la conjecture suivante de O. Dickenschied
(voir [24, Remark (b)]) :

Conjecture 2.2.2. Soit A un p-anneau nilpotent fini. Alors r(A◦) ≤ εr(A+),
où ε = 1 si p ≥ 3 et ε = 2 si p = 2.

D’abord, on a besoin de quelques notations. La lettre R désigne un an-
neau commutatif et unitaire fini. On note Ip(R) l’idéal de R défini par :

Ip(R) = {a+ pb | a, b ∈ R and pa = 0}.

L’application a 7→ (ap−a)+Ip(R), détermine un homomorphisme deR+ dans
le groupe additif de l’anneau quotient R/Ip(R) ; on note Kp(R) son noyau.
Donc Kp(R) est l’ensemble des éléments a ∈ R satisfaisant ap − a ∈ Ip(R),
et Kp(A) est un sous-groupe additif de A.
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L’idéal de R[X] engendré par les deux polynômes Xp+1 and Xp+pX sera
noté Jp(R,X) ; et Ap(R,X) désignera l’anneau quotient XR[X]/Jp(R,X).
Pour un polynôme f(X) =

∑n
i=0 aiX

i ∈ R[X], on note ω(f) le plus petit
indice i tel que ai 6= 0 (on pose ω(f) = +∞ si f(X) = 0).

Théorème 2.2.3. L’anneau A = Ap(R,X) est nilpotent de classe au plus
p. Et si R est fini d’ordre une puissance de p et R+ n’est pas élémentaire
abélien alors r(A◦) > r(A+) ; de plus, l’entier positif r(A◦) − r(A+) peut
avoir des valeurs arbitrairement grandes.

Démontrons d’abord le lemme suivant.

Lemme 2.2.4. Soit a ∈ R. Alors le polynôme aXp appartient à Jp(R,X)
si, et seulement si, a ∈ Ip(R).

Démonstration. Supposons que aXp appartient à Jp(R,X), alorsR[X] contient
deux polynômes f(X) =

∑n
i=0 aiX

i et g(X) =
∑m

i=0 biX
i, tels que

aXp = pf(X)X + f(X)Xp + g(X)Xp+1

ceci implique en particulier que

pap−1 + a0 = a et pa0 = 0

d’où a ∈ Ip(R). Inversement, si a ∈ Ip(R), alors a peut s’écrire a = b + pc,
où b, c ∈ A et pb = 0. Donc

aXp = bXp + pcXp = −(pb)X + c(pXp) = c(pXp) mod Jp(R,X)

or Xp+i + pXi+1 ∈ Jp(R,X), et Xp+i ∈ Jp(R,X), pour tout i ≥ 1. Il en
résulte que pXp ∈ Jp(R,X), d’où aXp ∈ Jp(R,X).

Puisque R is commutatif, il en résulte que A = Ap(R,X) est commutatif.
Donc A◦ est un groupe abélien. Soient Ω+(A) et Ω◦(A) les sous-groupes
engendrés par les éléments d’ordre p dans A+ et A◦ respectivement.

Proposition 2.2.5. Soient f =
∑n

i=1 aiX
i ∈ XR[X], et f̄ son image dans

A = Ap(R,X). Alors

1. f̄ ∈ Ω◦(A) si, et seulement si, a1 ∈ Kp(R) ;

2. f̄ ∈ Ω+(A) si, et seulement si, a1 ∈ Ip(R) ;

3. l’application
∑n

i=1 aiX
i 7→ a1 induit un isomorphisme de A+/Ω+(A)

sur R+/Ip(R). De plus, Ω◦(A) est un sous-groupe de A+ et Ω◦(A)/Ω+(A)
est isomorphe à Kp(R)/Ip(R).
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Démonstration. (1) Soit f (p) la pème puissance de f dans le groupe adjoint
de XR[X]. On a

f (p) =

p∑
i=1

(
p

i

)
f i = pa1X + pg(X) + a1

pXp + h(X),

où ω(g) ≥ 2, and ω(h) ≥ p + 1. Or pXi ∈ Jp(R,X), pour tout i ≥ 2, il en
résulte que pg(X) ∈ Jp(R,X). Aussi, Jp(R,X) contient h(X), car il contient
Xp+1. Donc

f (p) = a1(pX) + a1
pXp = (a1

p − a1)Xp mod Jp(R,X).

D’où f̄ ∈ Ω◦(A) si, et seulement si, (a1
p − a1)Xp ∈ Jp(R,X), ce qui revient

à dire que a1
p − a1 ∈ Ip(R) d’après Lemme 2.2.4, et ainsi par définition

a1 ∈ Kp(R).
(2) On a

pf = pa1X = −a1X
p mod Jp(R,X).

Donc d’après Lemme 2.2.4, f̄ ∈ Ω+(A) si, et seulement si, a1 ∈ Ip(R).
(3) Soit Φ la relation qui associe à tout élément f̄ ∈ A, l’élément a1 +

Ip(R) de R/Ip(R) ; où f =
∑n

i=1 aiX
i. c’est simple de voir que si g =∑n

i=1 biX
i ∈ XR[X] est égal à f modulo Jp(R,X), c’est à dire f̄ = ḡ, alors

b1−a1 ∈ pR ; donc en particulier b1−a1 ∈ Ip(R). Ceci montre que Φ est une
application bien définie. Il en résulte que Φ est un épimorphisme entre A+ et
le groupe additif de additive R/Ip(R), et par (2) le noyau de Φ est Ω+(A) ;
ainsi Φ induit un isomorphisme entre A+/Ω+(A) et R/Ip(R). Maintenant
par (1) Φ applique Ω◦(A) exactement sur Kp(R). D’où le résultat.

Démonstration de Théorème 2.2.3 . Pour tout f, g ∈ R[X], on a ω(fg) ≥
ω(f) + ω(g). Ceci implique que ω(f1f2 . . . fp+1) ≥ p + 1, chaque fois qu’on
a une suite d’éléments f1, f2 . . . , fp+1 dans XR[X]. Il en résulte de Xp+1 ∈
Jp(R,X), que A est nilpotent de classe au plus égale à p.

Or R est fini, il en résulte que A+ ainsi que A◦ sont des p-groupes abéliens
finis, d’où Ω+(A) = pr(A

+) et Ω◦(A) = pr(A
◦). Donc pr(A◦)−r(A+) est égal à

l’ordre de Kp(R)/Ip(R). Supposons que R est fini d’ordre une puissance de p
et R+ n’est pas élémentaire abélien. D’après Proposition 2.2.5 (3), il suffit de
montrer queKp(R)/Ip(R) n’est pas trivial. On a 1 ∈ Kp(R) ; mais 1 /∈ Ip(R).
En effet, sinon on peut écrire 1 = b+ pc, où b, c ∈ R et pb = 0. Soit pn > p
l’ordre de 1 dans R+ ; alors pn−11 = pn−1b+ pnc = 0, contradiction.

Finalement, soit R le produit direct de m copies de Zp2 . Alors l’anneau
R/Ip(R) est isomorphe à un produit dem copies du corps Zp. Or tout élément
de Zp satisfait l’équation Xp = X, il en résulte que xp = x pour tout
x ∈ R/Ip(R). Donc |Kp(R)/Ip(R)| = pm, et ainsi

r(A◦)− r(A+) = m.

D’où r(A◦)− r(A+) peut être arbitrairement grand.
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On a mentionné dans la section précédente que le Théorème 2.1.10 ne
peut pas être amélioré et voici l’illustration. D’abord notons que si A est
(0, p, p− 1)-nul ou (p− 1, p, 0)-nul, alors il est vrai que Ωn(A+) ⊆ Ω{n}(A

◦),
pour tout entier positif n. Ceci devient faux une fois que p− 1 est remplacé
par p. En effet, soit A l’anneau des matrices triangulaires supérieures de type
(p+ 1)× (p+ 1) sur le corps Zp. On a Ω1(A+) = A et AAp = ApA = 0, donc
A est (p− 1, p, 0)-nul et aussi (0, p, p− 1)-nul. Considérons l’élément a ∈ A
donné par

a =


0 1

0
. . .
. . . 1

0

 .

Pour tout entier positif n, on a

(1 + a)n =



1
(
n
1

) (
n
2

)
· · ·

(
n
p

)
1

(
n
1

) . . .
...

. . . . . .
(
n
2

)
1

(
n
1

)
1


où 1 désigne la matrice unitaire. Donc (1 + a)p = 1 + a(p) 6= 1. Ceci montre
que a /∈ Ω{1}(A

◦).
L’inclusion Ωn(R◦) ⊆ Ω{n}(R

+) ne marche pas pour tous les A qui sont
(0, p, p − 1)-nuls ou (p − 1, p, 0)-nuls. En effet, soit A = Ap(R,X), où R
satisfait la condition du Théorème 2.2.3. On a vu que Ω{1}(A

◦) contient
Ω1(A+) strictement. Montrons que A est (0, p, p−1)-nul (et donc (p−1, p, 0)-
nul). Soient f, g1, .., gp−1 ∈ XA[X] tels que pf = p(

∑n
i=1 aiX

i) ∈ Jp(R,X).
On a paiXi ∈ Jp(R,X), pour i ≥ 2, donc

pf = pa1X = −a1X
p = 0 mod Jp(R,X).

D’autre part, on a

g1...gp−1 = bXp−1 + termes supérieurs,

où b ∈ A. Il en résulte

fg1...gp−1 = a1bX
p = b(a1X

p) = 0 mod Jp(R,X).

D’où le résultat.
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2.3 Applications aux groupes d’automorphismes de
p-groupes

2.3.1 Anneaux de dérivations et leurs groupes adjoints

Soit N un sous-groupe de G. Notons EndN (G) l’ensemble des endomor-
phismes u de G tels que x−1u(x) ∈ N , pour tout x ∈ G ; en d’autres termes,
EndN (G) est l’ensemble de tous les endomorphismes qui laissent chaque
classe (à gauche) modulo N invariante. C’est simple de voir que EndN (G) est
un monoïde pour la composition usuelle des applications. Soit AutN (G) l’en-
semble des automorphismes de G appartenant à EndN (G). Alors AutN (G)
est un sous-groupe de Aut(G), qui coïncide avec le groupe des éléments in-
versibles dans le monoïde EndN (G).

Supposons que N est normal et abélien ; alors on peut le voir comme un
G-module avec l’action nx = x−1nx, x ∈ G et n ∈ N .

On appelle dérivation (homomorphisme croisé) de G dans N toute ap-
plication δ : G→ N qui vérifie

δ(xy) = δ(x)yδ(y), pour tout x, y ∈ G.

On note l’ensemble de ces dérivations par Der(G,N). Cet ensemble a
une structure de groupe abélien pour la loi (δ1 + δ2)(x) = δ1(x)δ2(x), où
δ1, δ2 ∈ Der(G,N) et x ∈ G. On peut aussi définir une multiplication sur
Der(G,N) par (δ1δ2)(x) = δ2(δ1(x)). On vérifie aisément que Der(G,N) est
un anneau pour ces deux lois.

Maintenant, à chaque endomorphisme u ∈ EndN (G) on peut associer
une dérivation δu ∈ Der(G,N), définie par δu(x) = x−1u(x), pour tout
x ∈ G. Aussi, toute dérivation δ ∈ Der(G,N) définit un endomorphisme
1 + δ = u ∈ EndN (G), donné par u(x) = xδ(x), pour tout x ∈ G.

Les détails de la preuve du résultat suivant sont laissés au lecteurs.

Proposition 2.3.1. ([57, Lemma 3.1]) Sous les notations ci-dessus, l’appli-
cation u 7→ δu est un isomorphisme du monoïde EndN (G) dans le monoïde
adjoint de l’anneau Der(G,N). En particulier, ceci induit un isomorphisme
entre AutN (G) et le groupe adjoint de Der(G,N).

Cette relation a été établie pour la première fois par H. Laue dans [57].
Elle a été aussi établie (indépendamment) par l’auteur et B. Daoud dans
[39] ; et au moins implicitement dans [20] par A. Caranti et S. Mattarei.
Pour simplifier l’exposition, on va appeler l’homomorphisme défini dans la
proposition précédente l’isomorphisme de Laue. Effectivement il y a deux iso-
morphismes de Laue, un isomorphisme de monoïdes et un autre de groupes,
mais on pense que ceci ne produit aucune confusion.

Soit M sous-groupe normal de G qui commute avec N . Donc on peut
voir N comme un G/M -module. L’épimorphisme canonique s : G −→ G/N
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induit un homomorphisme injectif d’anneaux qui associe à δ ∈ Der(G/M,N)
la dérivation δ◦s ∈ Der(G,N). On va identifier Der(G/M,N) à son image par
cet homomorphisme, ceci étant le sous-anneau de Der(G,N) des dérivations
qui s’annulent sur M . Comme une dérivation δ ∈ Der(G,N) s’annule sur M
si et seulement si son endomorphisme associé 1 + δ fixe tous les éléments de
M , on a

Corollaire 2.3.2. Sous les notations ci-dessus, l’isomorphisme de Laue in-
duit un isomorphisme entre le sous-monoïde des endomorphismes dans EndN (G)
qui fixent tous les éléments de M et le monoïde adjoint de Der(G/M,N). En
particulier, ceci induit un isomorphisme entre le groupe des automorphismes
dans AutN (G) qui fixent tous les éléments de M et le groupe adjoint de
Der(G/M,N).

Si M contient N , alors la multiplication dans l’anneau Der(G/M,N) et
triviale, et donc le groupe adjoint de l’anneau Der(G/M,N) coïncide avec
son groupe additif. Ceci implique

Corollaire 2.3.3. Sous les notations ci-dessus, et si N ≤ M , alors l’iso-
morphisme de Laue induit un isomorphisme entre le groupes des automor-
phismes dans AutN (G) qui fixent tous les éléments de M et le groupe abélien
Der(G/M,N).

2.3.2 Groupes d’automorphismes de p-groupes abéliens : deux
questions de Y. Berkovich

Comme une première illustration de l’utilité de la relation de Laue, on
va l’appliquer aux problèmes de Berkovich suivants :

Problème 75 [11]. Étant donné un p-groupe abélienG, étudier le groupe
A = 〈α ∈ Aut(G) |αG/Φ(G) = idG/Φ(G)〉.

Problème 81 [11]. Étant donné un p-groupe abélien G d’exposant
pe > p, étudier la structure du groupe de stabilisateur de la suite G >
Gp > · · · > Gp

e .

Problème 101 [11]. Soit G p-groupe abélien. Étudier la structure du
groupe 〈α ∈ Aut(G) |αΩ1(G) = idΩ1(G)〉.

On note que le Problème 101 est identique au Problème 756 [12]. Pour
un p-groupe abélien G, la suite p-centrale descendante coïncide avec la suite
(Gp

i
)i ; et en particulier Φ(G) = Gp. D’après la Proposition 1.1.12, un au-

tomorphisme de G centralise G/Φ(G) si, et seulement, il centralise la suite
G ≥ Gp ≥ Gp

2 ≥ . . . . Ceci montre que les Problèmes 75 et 81 sont équiva-
lents.
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Soient A(G) = {α ∈ Aut(G) |αG/Φ(G) = idG/Φ(G)} et B(G) = {α ∈
Aut(G) |αΩ1(G) = idΩ1(G)}. En vertu de Corollaire 2.3.2, on a A(G) est
isomorphe au groupe adjoint de l’anneau Der(G/M,N), où N = Gp et
M = 1 ; en d’autres termes A(G) est isomorphe au groupe adjoint de l’anneau
Hom(G,Gp). Aussi B(G) est isomorphe au groupe adjoint de Der(G/M,N),
oùN = G etM = Ω1(G), et donc au groupe adjoint de l’anneau Hom(G/Ω1(G), G).
On est ainsi ramené à l’étude des anneaux Hom(G,Gp) et Hom(G/Ω1(G), G).

Lemme 2.3.4. Soit G un p-groupe abélien (fini ou infini) et supposons que
p est impair. Alors

1. L’anneau Hom(G,Gp) est (1, p, 0)-nul.
2. L’anneau Hom(G/Ω1(G), G) est (0, p, 1)-nul.

Démonstration. 1. Soient h, k ∈ Hom(G,Gp) tels que ph = 0. Donc
=(h) est élémentaire abélien, ce qui implique que Gp ≤ kerh. Donc
h(k(x)) = 0, pour tout x ∈ G ; d’où kh = 0.

2. Soient h, k ∈ Hom(G/Ω1(G), G) tels que ph = 0. Donc =(h) ≤ Ω1(G),
ce qui implique que k(h(x)) = 0, pour tout x ∈ G ; et ainsi hk = 0.

Pour p = 2, le résultat précédent reste vrai si on remplace Gp et Ω1(G)
par G4 et Ω2(G) respectivement.

Si on a trois groupes abéliens M,N et L, alors il est bien connu que

Hom(M × L,N) ∼= Hom(M,N)×Hom(L,N)

Hom(M,N × L) ∼= Hom(M,N)×Hom(M,L)

Hom(Cn, Cm) ∼= C(n,m)

où Cn désigne le groupe cyclique d’ordre n.
Il en résulte immédiatement de ces relations que

Lemme 2.3.5. Soient G1 et G2 deux p-groupes abéliens. Alors le rang et
l’exposant du groupe Hom(G1, G2) sont égaux respectivement à d(G1) d(G2)
et à min{exp(G1), exp(G2)}.

On a G/Ω1(G) ∼= Gp ; d’où le groupe abélien Hom(G/Ω1(G), G) est iso-
morphe à Hom(Gp, G). Ainsi les deux anneaux Hom(G,Gp) et Hom(G/Ω1(G), G)
ont le même groupe additif (à isomorphisme près). On peut maintenant appli-
quer le Corollaire 2.1.8, Théorème 2.1.10 et le Corollaire 2.1.12 pour résoudre
les problèmes de cette sous-section. Notons qu’on peut obtenir un résultat
mieux que celui du Corollaire 2.1.12, en remarquant que le groupe adjoint
de Hom(G/Ω1(G),Ω1(Gp)) est de rang d(G) d(Gp).

Proposition 2.3.6. Soit G un p-groupe abélien, où p est impair, et soit X
l’un des groupes A(G) ou B(G). Alors
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(i) X est nilpotent de classe au plus égale à m, où pm = exp(Gp) ;
(ii) soient σ ∈ X et n un entier positif. Pour que σ ∈ Ω{n}(X) il faut et

il suffit que x−1σ(x) ∈ Ωn(G). En particulier, Ω{n}(X) est un sous-
groupe de X ;

(iii) le rang de X est égal à d(G) d(Gp) ;
(iv) exp(X) = exp(Gp).

Il semble que le matériel développé dans ce chapitre peut donner des
résultats plus fins que ceux dans la proposition précédente et surtout qu’il
peut s’appliquer aux automorphismes des p-groupes abéliens infinis.

2.3.3 Rang et exposant des p-groupes d’automorphismes de
p-groupes

Soit G un p-groupe abélien. Tout automorphisme σ de G induit d’une
façon naturelle un automorphisme σ̄ du quotient G/Gp. Ceci définit un ho-
momorphisme σ 7→ σ̄ de Aut(G) dans Aut(G/Gp). Si G est de rang d, alors
Aut(G/Gp) n’est autre que GL(d, p). Donc nous avons un homomorphisme
de Aut(G) dans GL(d, p), dont le noyau est égal à A(G) = AutGp(G).

Soit H un p-sous-groupe de Aut(G). Alors

d(H) ≤ d(H ∩A(G)) + d(H/(H ∩A(G))).

En vertu de la Proposition 2.3.6, on a pour p impair :

d(H ∩A(G)) ≤ d(G) d(Gp) ≤ d2;

d’autre part, H/(H ∩A(G)) est isomorphe à un p-sous-groupe de GL(d, p).

Lemme 2.3.7 (Patterson [64]). Supposons que p est impair. Alors tout p-
sous-groupe de GL(d, p) peut être engendré par 1

4d
2 éléments.

(C’est important d’avoir une bonne estimation sur le p-rang de GL(d, p)
lorsque p = 2.)

Il en résulte que d(H) ≤ d2 + d2

4 = 5d2

4 , pour p ≥ 3. On a établi alors

Proposition 2.3.8. Soit G un p-groupe abélien de rang d, avec p impair.
Alors tout p-sous-groupe de Aut(G) peut être engendré par 5

4d
2 éléments. En

d’autres termes, le rang d’un p-Sylow de Aut(G) est au plus 5
4d

2

Supposons maintenant que p = 2. Si on considère G4 au lieu de G2, on
obtient un homomorphisme de Aut(G) dans GL(d,Z4), dont le noyau est
égal à AutG4(G). Ce dernier est isomorphe au groupe adjoint de l’anneau
Hom(G,G4) ; et comme nous avons mentionné, cet anneau est (1, p, 0)-nul.
Ainsi, si H est un 2-sous-groupe de Aut(G), alors

d(H ∩AutG4(G)) ≤ d(G) d(G4) ≤ d2.

D’autre part, H/(H ∩AutG4(G)) peut être plongé dans GL(d,Z4).
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Lemme 2.3.9. L’ordre d’un 2-Sylow de GL(d,Z4) est au plus égal à 2
1
2 (3d2−

d). En particulier, tout 2-sous-groupe de GL(d,Z4) peut être engendré par
1
2(3d2 − d) éléments.

Démonstration. SoitA = Zd4. Donc Aut(A) = GL(d,Z4). On a Aut(A)/AutA2(A)
est un sous-groupe de GL(d, 2) ; donc l’ordre de l’un de ses 2-Sylow est

au plus 2
d2−d

2 . D’autre part, AutA2(A) est isomorphe au groupe adjoint de
Hom(A,A2), qui est d’ordre 2d

2 . D’où le résultat.

Il en résulte que d(H) ≤ d2 + 3d2−d
2 = 5d2−d

2 . On a alors établi

Proposition 2.3.10. Soit G un 2-groupe abélien de rang d. Alors tout 2-
sous-groupe de Aut(G) peut être engendré par 1

2(5d2 − d) éléments.

Les deux propositions précédentes sont déjà connues dans la littérature.
Il semble que Kargapolov est le premier qui les a obtenues (voir [53]). Une
autre démonstration a été établie par R. Baer and H. Heineken dans [9]. La
preuve présentée ici est due à l’auteur et B. Daoud (voir [39]).

D. Segal et A. Shalev ([73]) ont démontré qu’il y a un analogue de ces
résultats pour les autres p-groupes. Dans [39], on a utilisé une variante de
l’argument de Segal et Shalev pour améliorer leur résultat. Le résultat pré-
senté ci-dessous est nouveau ; il donne une très bonne estimation sur le p-rang
de Aut(G) en terme du rang du p-groupe G, pour p ≥ 3.

Théorème 2.3.11. Soit G un p-groupe de rang k, avec p ≥ 3. Alors tout
p-sous-groupe de Aut(G) peut être engendré par 5

4k
2 éléments.

On commence par une variante d’un résultat de J. Alperin.

Lemme 2.3.12. Soient Γ un p-groupe et G C Γ. Supposons que A est un
sous-groupe de G qui est abélien, Γ-invariant, d’exposant pn > 2, et maximal
pour ces propriétés. Alors Ωn(CG(A)) ≤ A.

Démonstration. Voir [11, Corollary 10.2].

Lemme 2.3.13. Soient G un p-groupe, avec p ≥ 3. Alors il existe un sous-
groupe normal H de G, d’exposant p et de classe au plus 2 tel que pd(G) ≤ |H|.

Démonstration. Voir [56, Corollary 1].

Soit C ≤ Aut(G). Suivant [38], on définit γn(G,C) comme le sous-
groupe de G engendré par tous les commutateurs [x1, x2, .., xk], k ≥ n ; où
les xi appartiennent à G ∪ C de telle façon que x1 ∈ G et au moins n − 1
d’eux sont dans C. On dit que C agit p-centralement sur γn(G,C) si C fixe
tout élément d’ordre divisant p ou 4 dans γn(G,C).

Lemme 2.3.14. Soient G un p-groupe et C ≤ Aut(G), tels que C agisse
p-centralement sur γn(G,C), pour un certain n ≤ p. Alors un élément σ ∈ C
satisfait σp = 1 si et seulement si x−1σ(x) ∈ Ω1([G,C]), pour tout x ∈ G.
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Démonstration. Voir [38, Proposition 2.9].

Démonstration de Théorème 2.3.11. Soient P un p-sous-groupe de Aut(G),
et A un sous-groupe élémentaire abélien normal et P -invariant de G qui est
maximal pour ces propriétés. Soit C = CP (A). Il en résulte aisément du
lemme de trois sous-groupes, appliqué dans le produit semi-direct GP , que
[G,C,A] = 1, et donc [G,C] ≤ CG(A). D’après Lemme 2.3.12, Ω1(CG(A)) ≤
A, et donc Ω1([G,C]) ≤ A ; ce qui montre que C agit p-centralement sur
γ2(G,C). Il en résulte de Lemme 2.3.14, que x−1σ(x) ∈ Ω1([G,C]) ≤ A, pour
tout σ ∈ Ω1(C) et x ∈ G. D’où Ω1(C) centralise G/A et A. D’après Proposi-
tion 2.3.3, Ω1(C) est isomorphe à un sous-groupe de Der(G/A,A). Or toute
dérivation dans Der(G/A,A) est totalement déterminée par ses valeurs sur
un système générateur de G/A, il en résulte que Der(G/A,A) est isomorphe
à un sous-groupe de Ad, où d = d(G). Ceci implique en particulier que
d(Ω1(C)) ≤ kd ≤ k2. Aussi, d’après Lemme 2.3.13, d(C)) ≤ d(Ω1(C)), car
Ω1(C) est élémentaire abélien ; et ainsi d(C) ≤ k2. D’autre part, P/C opère
fidèlement sur A ; donc P/C est isomorphe à un sous-groupe de GL(k, p). Le
résultat découle maintenant de Lemme 2.3.7.

Proposition 2.3.15. Soit G un p-groupe non-trivial de classe c, et soit
t = min{r, s}, où pr = exp(G/G′) et ps = exp(Z(G)). Alors l’exposant de
AutΦ(G)(G) est au plus égal à ptc−1.

Démonstration. Soit n la longueur p-centrale de G. Par Proposition 1.1.12,
AutΦ(G)(G) centralise la suite p-centrale descendante de G ; et donc en vertu
de Proposition 1.1.10, l’exposant de AutΦ(G)(G) divise pn−1. Maintenant
on va lier les suites centrales ascendante et descendante de G à sa suite p-
centrale descendante. Si A est un p-groupe abélien d’exposant pm, on définit
sa p-suite par

1 < Ap
m−1

< ... < Ap < A.

Cette suite est de longueur m, et ses facteurs sont d’exposant p. Avec cette
notion, on peut raffiner chaque facteur de la suite centrale ascendante ou
descendante de G, par sa p-suite. On obtient deux suites centrales de G
dont les facteurs sont d’exposant p, et leurs longueurs sont respectivement
s1(G) =

∑c
i=1 e(Zi/Zi−1) et r1(G) =

∑c
i=1 e(γi/γi+1) ; avec la notation

pe(H) = expH. D’après Proposition 1.1.11, n ≤ min{r1, s1}, et donc l’expo-
sant de AutΦ(G)(G) est au plus égal à pmin{r1,s1}−1.
Finalement, d’après Proposition 1.1.8 et Corollaire 1.1.5, on a exp(Zi/Zi−1) ≤
exp(Z(G)) et exp(γi/γi+1) ≤ exp(G/γ2) ; il en résulte que r1(G) ≤ rc et
s1(G) ≤ sc. D’où le résultat.

Corollaire 2.3.16. Sous les notations précédentes et si G peut être engendré
par d éléments, alors l’exposant d’un p-sous-groupe de Aut(G) ne dépasse pas
ptc+d−2.
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Démonstration. Notons seulement que si P est un p-sous-groupe de Aut(G),
alors P AutΦ(G)(G)/AutΦ(G)(G) se plonge dans GL(d, p) ; et l’exposant d’un
p-Sylow de GL(d, p) ne dépasse pas pd−1.

Ces deux derniers résultats sont mieux que [39, Théorème C] ; de plus
leur preuve ne provient pas des anneaux.

2.3.4 Groupes d’automorphismes centraux

Soit G un groupe arbitraire. Rappelons qu’un endomorphisme θ de G est
dit central s’il appartient à EndZ(G)(G), ce qui revient à dire que x−1θ(x) ∈
Z(G), pour tout x ∈ G. On note Autz(G) le groupe des automorphismes
centraux de G (certains auteurs le note Autc(G)). L’isomorphisme de Laue
dans ce cas applique EndZ(G)(G) dans Hom(G,Z(G)) ; il est aussi connu sous
le nom “application de Adney-Yen”.

On dit que G est purement non-abélien s’il ne possède aucun facteur
direct abélien (non trivial).

Lemme 2.3.17. Soit G un groupe. Alors G est purement non-abélien si, et
seulement si, l’anneau Hom(G,Z(G)) ne contient aucun idempotent non nul.

Démonstration. Si G possède un facteur direct abélien (non trivial) A, alors
A ≤ Z(G) ; ainsi la projection surA est un idempotent non nul de Hom(G,Z(G)).
Inversement, si e : G −→ Z(G), est un idempotent non nul ; alors =(e) est
un facteur direct non-trivial de G.

Supposons que G satisfait les conditions minimale et maximale. Alors
G/G′ et Z(G) sont finis, et donc l’anneau Hom(G,Z(G)) est fini, car son ordre
est égal à celui de Hom(G/G′,Z(G)). Dans ce cas, l’ensemble {hn |n ∈ N∗}
contient un idempotent, pour tout h ∈ Hom(G,Z(G)) (ceci étant un exer-
cice élémentaire en théorie des semi-groupes). Donc si G est purement non-
abélien, alors tout élément de Hom(G,Z(G)) est nilpotent, et en particulier
cet anneau est radical. Inversement, il est simple de voir que dans un anneau
radical, tout idempotent est nul. On a donc établi

Proposition 2.3.18 (Adney-Yen). Soit G un groupe qui satisfait la condi-
tion maximale et minimale. Alors l’anneau Hom(G,Z(G)) est radical si et
seulement si G est purement non-abélien.

La version originale de Adney et Yen stipule que (pour G fini) l’appli-
cation σ 7→ δσ définie de Autz(G) dans Hom(G,Z(G)) est une bijection si
et seulement si G est purement non-abélien (voir par exemple [50, Theorem
2.1]).

Le radical de Jacobson d’un anneau artinien est nilpotent ; ce résultat
classique implique que tout anneau radical artinien est nilpotent. D’où
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Corollaire 2.3.19. Soit G un groupe qui satisfait les conditions maximale
et minimale. Alors l’anneau Hom(G,Z(G)) est nilpotent si et seulement si
G est purement non-abélien.

Il en résulte de la Proposition 2.1.3 que

Corollaire 2.3.20. Soit G un groupe qui satisfait les conditions maximale et
minimale. Si G est purement non-abélien, alors son groupe d’automorphismes
centraux est nilpotent.

Pour une autre démonstration, lorsque G est fini, le lecteur est référé à
[50, Proposition 4.1]. Il semble que ce résultat a été établi beaucoup plus tôt.

Supposons maintenant que G est un p-groupe. Désignons par S(G) le
sous-groupe (G2pG′)∩Z(G). Le même argument pour le Lemme 2.3.4, montre
que

Lemme 2.3.21. Soit G un p-groupe. Alors

1. l’anneau Hom(G,S(G)) est (1, p, 0)-nul ;

2. l’anneau Hom(G/Ω(Z(G)),Z(G)) est (0, p, 1)-nul.

Le résultat suivant généralise la Proposition 2.3.6 ; sa démonstration est
basée sur le matériel développé dans la première section de ce chapitre et
elle est similaire à celle de la Proposition 2.3.6.

Proposition 2.3.22. Soient G un p-groupe, X = AutS(G)(G), et a =

min{e, f}, où pe = exp(G/G′) et pf = exp(S(G)). Alors

(i) X est nilpotent de classe au plus égale à a ([a/2] + 1 pour p = 2) ;

(ii) soient σ ∈ X et n un entier positif. Pour que σ ∈ Ω{n}(X) il faut
et il suffit que x−1σ(x) ∈ Ωn(S(G)). En particulier, Ω{n}(X) est un
sous-groupe de X ;

(iii) exp(X) = pa ;

(iv) le rang de X est égal à d(G) d(S(G)).

Maintenant, soient X le groupe des automorphismes centraux de G fixant
tous les éléments de Ω(Z(G)), et b = min{e, f}, où pe = exp(G/(Ω(Z(G))G′))
et pf = exp(Z(G)). Alors

(v) X est nilpotent de classe au plus égale à b ([b/2] + 1 pour p = 2) ;

(vi) soient σ ∈ X et n un entier positif. Pour que σ ∈ Ω{n}(X) il faut
et il suffit que x−1σ(x) ∈ Ωn(Z(G)). En particulier, Ω{n}(X) est un
sous-groupe de X ;

(vii) exp(X) = pb ;

(viii) le rang de X est au plus égal à d(G) d(Z(G)).
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Si le centre d’un groupe G est trivial, alors le centre de Aut(G) est aussi
trivial ; ceci résulte immédiatement du fait que Hom(G,Z(G)) est trivial.
C’est naturel de se demander à quel point le centre de Aut est contrôlé par
Z(G). Considérons cette question pour les p-groupes.

Théorème 2.3.23. Soient G un p-groupe, p ≥ 3, et P = AutS1(G) Inn(G),
où S1 est le sous-groupe des éléments d’ordre au plus p dans S(G). Soit pt

le plus petit entre exp(G/G′) et exp(Z(G)). Alors l’exposant de CAut(G)(P )
divise pt(p− 1) ; et en particulier l’exposant de Z(Aut(G)) divise pt(p− 1).

Démonstration. Soit σ ∈ CAut(G)(P ). Or σ commute avec tous les automor-
phismes intérieurs, on a x−1σ(x) ∈ Z(G), et ainsi x−1σp−1(x) ∈ Z(G), pour
tout x ∈ G. Soient M un sous-groupe maximal de G, et r : G → Zp un ho-
momorphisme de noyau égal à M . Soit z ∈ S1, et posons h(x) = zr(x) ; alors
l’application 1+h : x 7→ xh(x) définit un automorphisme de G qui appartient
à AutS1(G). Il en résulte que σ commute avec h ; donc σ(z)r(x) = zr(σ(x)).
Si x ∈ M , alors zr(σ(x)) = σ(z)r(x) = 1 ; donc σ(x) ∈ M . Ceci montre que
M est σ-invariant, et donc σ induit un automorphisme sur le quotient G/M .
Le groupe d’automorphismes de G/M est d’ordre p− 1, ce qui implique que
σp−1 induit l’identité sur G/M , ce qui revient à dire que x−1σp−1(x) ∈ M ,
pour tout x ∈ G. Ceci étant vrai pour tout sous-groupe maximal M , et donc
x−1σp−1(x) ∈ Φ(G), pour tout x ∈ G. Il en résulte que σp−1 appartient à
AutS(G)(G) ; donc d’après la proposition précédente σpt(p−1) = 1.

En général, le terme p−1 ne peut pas être omis de la borne précédente ;
pour cela il suffit de considérer le groupe d’automorphismes d’un p-groupe
cyclique. Notons aussi que d’autres informations sur CAut(P ) (comme son
ordre et son rang) peuvent être déduites de la Proposition 2.3.22, mais elles
dépendent apparemment d’autres invariants en dehors de Z(G).

On termine ce chapitre par une caractérisation des p-groupes (p impair),
dont tous les automorphismes centraux d’ordre p sont intérieurs.

Théorème 2.3.24. Soit G un p-groupe, avec p ≥ 3. Alors G possède un
automorphisme central non-intérieur d’ordre p si, et seulement si, d(Z2(G)

Z(G) ) 6=
d(G) d(Z(G)).

Démonstration. Une implication est bien connue dans la littérature (voir par
exemple [2, Corollary 2.3]), et aussi sa vérification est simple. On va prouver
l’autre implication, et donc supposons que d(Z2(G)

Z(G) ) = d(G) d(Z(G)). Soit I le
groupe additif de l’anneau Hom(G,Z(G)) ; on a alors d(I) = d(G) d(Z(G)),
et donc notre hypothèse implique que l’image de Ω1(Z(Inn(G))) par l’iso-
morphisme de Laue (ou de Adney-Yen) coïncide avec I. Si Z(G) � Φ(G),
alors il existe un élément g ∈ Z(G), tel que g /∈ M , pour certain sous-
groupe maximal M . Soient z un élément d’ordre p dans S(G), et r : G→ Zp
un homomorphisme de noyau égal à M , et posons h(x) = zr(x), pour tout
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x ∈ G. On a h ∈ I, et donc 1 + h est un automorphisme intérieur de G ;
mais 1 + h(g) = gzi, pour certain 0 < i < p ; une contradiction. On a donc
Z(G) ≤ Φ(G), et ainsi Z(G) = S(G). En vertu de Proposition 2.3.22 (ii), si
σ est un automorphisme central d’ordre p, alors δσ ∈ I ; ceci implique que σ
et intérieur.
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Chapitre 3

Groupes d’automorphismes et
cohomologie

3.1 Automorphismes et premier groupe de cohomo-
logie

Soient G un groupe, et A un G-module (à droite), ce qui revient à donner
un homomorphisme de G dans le groupe d’automorphismes du groupe abé-
lien A. Soient g ∈ G et a ∈ A. Si A est noté additivement, on note ag l’image
de a par l’automorphisme induit par g ; et si A est noté multiplicativement,
on la note ag.

Dire que A est un G-module (à droite) revient aussi à dire que A a
une structure de Z[G]-module à droite, où Z[G] désigne l’algèbre de G sur
Z. En effet, un homomorphisme de G dans Aut(A) se prolonge unique-
ment en un homomorphisme d’anneaux de Z[G] dans End(A), donc A est
un Z[G]-module. Réciproquement, un homomorphisme d’anneaux de Z[G]
dans End(A), induit un homomorphisme du groupe des unités de Z[G] dans
Aut(A), et comme tout élément de G est inversible dans Z[G], on obtient en
particulier un homomorphisme de G dans Aut(A).

On note Hn(G,A), n ∈ N, les groupes d’homologie de G à coefficients
dans A ; et les groupes de cohomologie sont notés Hn(G,A), n ∈ N. Pour
la définition et les suites exactes formées par ces groupes, le lecteur peut se
référer par exemple à [46, 16, 70].

Usuellement, les éléments de H1(G,A) sont interprétés comme les classes
de conjugaison des compléments de A dans AoG. Mais, sous la lumière de
§2.3, H1(G,A) peut prendre un autre sens utile. La connexion avec l’étude
des automorphismes des groupes vient du fait que

H1(G,A) ∼= Der(G,A)/ Ider(G,A),

où Der(G,A) est le groupe des dérivations (homomorphismes croisés) de
G dans A, comme défini dans §2.3 ; rappelons une autre fois qu’une telle
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dérivation est une application δ : G→ A qui vérifie

δ(xy) = δ(x)yδ(y), pour tout x, y ∈ G.

Le groupe Ider(G,A) désigne les dérivations intérieures (induites par des
éléments de A) de G dans A ; c’est à dire les dérivations de la forme δa(x) =
a−1ax, pour un certain a ∈ A.

Supposons que A est un sous-groupe normal du groupe G. Donc A a
une structure naturelle de G-module. Soit C = CG(A) ; ainsi A peut être vu
comme un G/C-module, et comme C satisfait les conditions du corollaire
2.3.3, l’isomorphisme de Laue induit un isomorphisme :

φ : Der(G/C,A) −→ AutCA(G);

où par AutCA(G) on entend le groupes des automorphismes dans AutA(G),
qui fixent tous les éléments de C.

Cet isomorphisme applique Ider(G/C,A) sur des automorphismes inté-
rieurs dans Der(G/C,A) ; plus précisément, si δa est la dérivation intérieure
induite par a ∈ A, alors

φ(δa)(x) = xδa(x) = xaxa−1 = xa
−1

;

donc φ(δa) est l’automorphisme intérieur induit par a−1.
Pour qu’un automorphisme intérieur τg de G appartienne à AutCA(G),

il faut et il suffit que [g,G] ⊆ A et [g, C] = 1 ; ceci revient à dire que
gA ∈ Z(G/A) = A/A et g ∈ CG(C). Aussi, τg est induit par une dérivation
intérieure si, et seulement si, xg = xa

−1 , pour tout x ∈ G ; et ceci revient à
dire que g ∈ AZ(G). On a établi alors :

Proposition 3.1.1. Sous les notations précédentes ; pour que φ applique
Ider(G/C,A) exactement sur les automorphismes intérieurs dans AutCA(G),
il faut et il suffit que A ∩ CG(CG(A)) ≤ AZ(G).

Corollaire 3.1.2. Supposons que A est un sous-groupe abélien normal d’un
groupe G, qui vérifie A∩CG(CG(A)) ≤ AZ(G). Alors AutCA(G) contient des
automorphismes non-intérieurs si, et seulement si, H1(G/C,A) 6= 0.

Évidement, la condition ci-dessus est vérifiée si CG(CG(A)) ≤ A. Pour
ceci, on peut prendre par exemple A maximal entre les sous-groupes abéliens
normaux de G, puisque dans ce cas CG(A) = A. Un autre exemple important
est le cas A = Z(Φ(G)), avec G satisfaisant la condition de Deaconescu-
Silberberg.

Plus ou moins, le corollaire précédent est bien-connu (voir par exemple
[37] ou [48]) ; usuellement, il est formulé avec la condition A = Z(N), où
NCG et CG(N) = Z(N). Notre condition A∩CG(CG(A)) ≤ AZ(G), semble
plus faible, mais on ne sait pas encore produire des exemples intéressants.
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3.2 Cohomologie de Tate et Théorème de Gaschütz-
Uchida

Dans cette section, on suppose que G est fini. Dans ce cas, on peut définir
la trace τ = τA : A −→ A, par

τ(a) =
∏
x∈G

ax.

Notons AG le sous-module des éléments de A fixés par G, et [A,G] le
sous-module de A des éléments de la forme a−1ag, a ∈ A et g ∈ G. Il est
bien connu que H0(G,A) = AG, et H0(G,A) = A/[A,G]. On peut voir
facilement que Aτ l’image de τ est incluse dans AG, et que [A,G] ≤ ker τ .
Ainsi τ = τA induit un homomorphisme

τ∗A : H0(G,A) −→ H0(G,A),

avec τ∗A(x̄) = τA(x), pour tout x̄ ∈ A/[A,G].
Posons Ĥ0(G,A) = coker τ∗A, et Ĥ

−1(G,A) = ker τ∗A. Autrement dit,

Ĥ0(G,A) = AG/A
τ , et Ĥ−1(G,A) = ker τ/[A,G].

Posons aussi

Ĥn(G,A) = Hn(G,A), pour n ≥ 1;

et
Ĥn(G,A) = H−n−1(G,A), pour n ≤ −2.

On appelle ces groupes Ĥn(G,A), les groupes de cohomologie de Tate de G
a coefficients dans A.

Proposition 3.2.1. Toute suite exacte de G-modules 0 → A → B → C →
0, induit une suite exacte de cohomologie

· · · → Ĥn(G,B)→ Ĥn(G,C)
δ→ Ĥn+1(G,A)→ Ĥn+1(G,B)→ . . .

De plus, cette construction est naturelle dans le sens que tout homomor-
phisme de suites exactes courtes de G-modules, induit un homomorphisme
de suites exactes de cohomologie.

(Il revient au même de dire que la suite {Ĥn(G,−)}n∈Z définit un fonc-
teur cohomologique au sens de Grothendieck).

Démonstration. Pour n ≥ 1 et n ≤ −2, cette suite correspond aux suites
exactes longues d’homologie et de cohomologie usuelles. Donc il suffit de

46



l’établir pour n = −1, 0. Ce n’est pas difficile de voir que le diagramme
suivant est commutatif :

H1(G,C) → H0(G,A) → H0(G,B) → H0(G,C) → 0
↓ τ∗A ↓ τ∗B ↓ τ∗C ↓ ↓
0 → H0(G,A) → H0(G,B) → H0(G,C) → H1(G,A)

Sachant que Ĥ−1(G,A) = ker τ∗A, et Ĥ
0(G,A) = coker τ∗A, le Lemme du

serpent (voir par exemple [46, Lemma III.5.1]) implique qu’il existe un ho-
momorphisme (connectant) naturel

Ĥ−1(G,C)
δ→ Ĥ0(G,A)

tel que la suite

· · · → Ĥ−2(G,C)→ Ĥ−1(G,A)→ Ĥ−1(G,B)→ Ĥ−1(G,C)
δ→ Ĥ0(G,A)

→ Ĥ0(G,B)→ Ĥ0(G,C)→ Ĥ1(G,A)→ . . .

est exacte.

Pour un groupe abélien X, on peut munir X ⊗Z Z[G] d’une structure de
G-module (à droite), en posant (x⊗ a)g = x⊗ ag, pour a ∈ Z[G], x ∈ X, et
g ∈ G. Un G-module qui est isomorphe à X⊗ZZ[G] (pour un certain groupe
abélien X) est dit induit. Dualement, HomZ(Z[G], X) peut être vu comme
un G-module, et tout module de cette forme est dit co-induit.

Rappelons que pour calculer l’homologie d’un groupe quelconque G à
coefficients dans un G-module A, on choisit n’importe quelle résolution pro-
jective de Z (vue comme G-module à gauche trivial) :

· · · → Pn → · · · → P1 → P0 → Z→ 0,

et on considère le complexe de chaines

C : · · · → A⊗G Pn → · · · → A⊗G P1 → A⊗G P0 → 0.

Le n-ème groupe d’homologie Hn(G,A) n’est que le groupe d’homologie
Hn(C) (le type d’isomorphisme de Hn(C) ne dépend pas de la résolution
choisie).

Supposons alors que A ∼= X ⊗Z Z[G], ou en d’autres termes que A est un
G-module induit. Comme

(X ⊗Z Z[G])⊗G Pi ∼= X ⊗Z (Z[G]⊗G Pi) ∼= X ⊗Z Pi,

le complexe C ci-dessus, devient

C : · · · → X ⊗Z Pn → · · · → X ⊗Z P1 → X ⊗Z P0 → 0.
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Comme les Pi sont aussi projectifs comme Z-modules, l’homologie du com-
plexe C coïncide avec l’homologie du groupe trivial à coefficients dans X.
Mais Hn(1, X) = 0, pour n ≥ 1 (considérons par exemple la résolution
0→ Z→ Z→ 0).

Soit S ≤ G. Alors Z[G] est libre en tant que S-module, ce qui revient
aussi à dire que Z[G] ∼= ⊕iZ[S]. Comme le produit tensoriel est distributive
par rapport à la somme directe, on a

A ∼= X ⊗Z (⊕iZ[S]) ∼= (⊕iX)⊗Z Z[S],

donc A est induit en tant que S-module. Il en résulte que

Pour tout G-module induit A, Hn(S,A) = 0, pour tous S ≤ G et n ≥ 1.

D’une façon analogue, il résulte que

Pour tout G-module co-induit A, Hn(S,A) = 0, pour tous S ≤ G et
n ≥ 1.

Rappelons que leG-moduleA est dit cohomologiquement trivial si Ĥk(S,A) =
0, pour tout S ≤ G, et pour tous les entiers k.

Proposition 3.2.2. Tout G-module induit est cohomologiquement trivial.

Démonstration. Supposons que A = X ⊗Z Z[G] (c-à-d, A est induit). Pour
un élément α ∈ HomZ(Z[G], X), considérons

Φ(α) =
∑
g∈G

gα ⊗ g−1.

Cette somme est bien définie puisque G est fini. Donc, on a une application
α 7→ Φ(α), à valeurs dans A. C’est simple de voir que Φ est un homomor-
phisme de G-module. Si Φ(α) = 0, alors gα = 0, pour tout g ∈ G, mais
comme G forme une base de Z[G], on a α = 0. Aussi, tout élément a de A
peut s’écrire sous la forme

∑
g∈G xg ⊗ g−1. L’application qui prend la valeur

xg ∈ X, pour chaque g ∈ G, se prolonge uniquement à un homomorphisme
α de Z[G] dans X, et Φ(α) = a. On a montré que Φ est un isomorphisme de
G-module, et donc A est un G-module co-induit. La discussion qui précède
la proposition implique que Ĥk(S,A) = 0, pour tout S ≤ G, et pour tout
entier k 6= 0,−1. Les cas k = 0,−1, se traitent plus simplement.

Pour tout G-module A, nous avons un homomorphisme surjectif de G-
module, A⊗ZZ[G]→ A, qui applique a⊗g sur ag. Le noyau de ce morphisme
est un G-module qu’on note A(−1). Posons A(0) = A, et définissons par
récurrence, A(−n−1) = (A(−n))(−1), n ≥ 0.
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On peut aussi définir un homomorphisme de G-module A→ A⊗Z Z[G],
qui applique chaque a ∈ A sur

∑
g∈G a

g ⊗ g−1. Le conoyau de ce mor-
phisme est un G-module qu’on note A(1). On définit par récurrence, A(n+1) =
(A(n))(1), n ≥ 0.

Corollaire 3.2.3. (Décalage de dimension) Pour tout G-module A, et pour
tout S ≤ G, on a

Ĥn+k(S,A) = Ĥn(S,A(k)) = 0,

pour tous n, k ∈ Z.

Démonstration. Par récurrence, il suffit d’établir le résultat pour k = 1 et
k = −1.

Pour k = −1, considérons la suite exacte de S-modules

0→ A(−1) → A⊗Z Z[G]→ A→ 0.

Par Proposition 3.2.1, on a une suite exacte de cohomologie

· · · → Ĥn−1(S,A⊗ZZ[G])→ Ĥn−1(S,A)
δ→ Ĥn(S,A(−1))→ Ĥn(S,A⊗ZZ[G])→ . . .

mais, A⊗ZZ[G] est unG-module induit, ainsi le résultat est immédiat d’après
Proposition 3.2.2.

Pour k = 1, on procède d’une façon analogue avec la suite

0→ A→ A⊗Z Z[G]→ A(1) → 0.

Le théorème suivant est obtenu indépendamment par Gaschütz ([29]),
et Uchida ([75]). Notons que ceci généralise les résultats de Nakayama sur
la trivialité de cohomologie des p-groupes (voir [70, §IX]). Essentiellement,
ce théorème est utilisé par Gaschütz pour démontrer son célèbre résultat
sur l’existence des p-automorphismes non-intérieurs (voir [30]). À propos, K.
Gruenberg ([37]) a dit :

”One of the most ingenious applications of cohomology to a purely group
theoretical problem is the recent solution by Gaschütz of the question whether
every finite p-group has outer automorphisms of order p.”

Théorème 3.2.4. Soient G un p-groupe, et A un G-module qui est aussi un
p-groupe. Si Ĥn(G,A) = 0, pour certain entier n, alors A est cohomologi-
quement trivial.

La démonstration qu’on va donner suit de près celle de [47]. Montrons
d’abord

Lemme 3.2.5. Pour tout S ≤ G d’indice p, on a

Ĥ0(G,A) = 0⇔ Ĥ0(S,A) = 0 et Ĥ0(G/S,AS) = 0.
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Démonstration. Nous avons une suite évidente de G/S-modules

0→ AτS → AS → Ĥ0(S,A)→ 0.

Cette suite induit une suite exacte de cohomologie ordinaire :

0→ (AτS )G/S → (AS)G/S → Ĥ0(S,A)G/S → H1(G/S,AτS )→ . . .

on a (AS)G/S = AG, et comme (AτS )G/S et AG contient Aτ = (AτS )τG/S , on
peut les quotienter par Aτ . Il en résulte immédiatement

0→ Ĥ0(G/S,AτS )→ Ĥ0(G,A)→ Ĥ0(S,A)G/S → Ĥ1(G/S,AτS ).

Maintenant, si Ĥ0(G,A) = 0, alors Ĥ0(G/S,AτS ) = 0, mais comme G/S est
cyclique, on a Ĥ1(G/S,AτS ) = 0 (Herbrand). Il résulte de la suite exacte pré-
cédente que Ĥ0(S,A)G/S = 0. Comme G/S est Ĥ0(S,A) sont des p-groupes,
l’ensemble des points fixes dans Ĥ0(S,A) n’est trivial sauf si Ĥ0(S,A) = 0.
Ceci implique alors que AτS = AS , d’où 0 = Ĥ0(G/S,AτS ) = Ĥ0(G/S,AS).

Inversement, si Ĥ0(S,A) = Ĥ0(G/S,AS) = 0, alors AτS = AS , et ainsi
Ĥ0(G/S,AτS ) = 0. en vertu de la suite exacte ci-dessus, on a Ĥ0(G,A) =
0.

Lemme 3.2.6. Sous les notations du Théorème 3.2.4, on a

Ĥ0(G,A) = 0⇔ Ĥ1(G,A) = 0.

Démonstration. Le lemme est vrai lorsque |G| = p, par un résultat classique
de Herbrand. Par récurrence sur l’ordre de G, supposons que le résultat
est vrai pour tout p-groupe d’ordre < |G|. Soit S un sous-groupe de G
d’indice p. Si Ĥ0(G,A) = 0, alors par le lemme précédent, on a Ĥ0(S,A) =
Ĥ0(G/S,AS) = 0. Par récurrence, on a Ĥ1(S,A) = Ĥ1(G/S,AS) = 0, et en
vertu de la suite exacte d’inflation-restriction (voir par exemple [70, §VII.6])

0→ Ĥ1(G/S,AS)→ Ĥ1(G,A)→ Ĥ1(S,A),

on a Ĥ1(G,A) = 0.
Inversement, si Ĥ1(G,A) = 0, alors d’après la suite exacte d’inflation-

restriction ci-dessus, on a Ĥ1(G/S,AS) = 0. Aussi, le décalage de dimension
implique Ĥ0(G,A(1)) = 0, et donc par le lemme précédent on a Ĥ0(S,A(1)) =
0 (comme A(1) est un p-groupe). Une autre fois, le décalage de dimension
entraine Ĥ1(S,A) = 0. On a établi Ĥ1(S,A) = Ĥ1(G/S,AS) = 0, donc par
récurrence Ĥ0(S,A) = Ĥ0(G/S,AS) = 0, d’où Ĥ0(G,A) = 0 par le lemme
précédent.

La démonstration du Théorème 3.2.4, est facile maintenant. Si Ĥn(G,A) =
0, pour certain n, alors Ĥ0(G,A(n)) = 0 et Ĥ1(G,A(n−1)) = 0, par le déca-
lage de dimension. Comme A(n) est un p-groupe, le Lemme 3.2.6, implique
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que Ĥ1(G,A(n)) = 0 et Ĥ0(G,A(n−1)) = 0. Revenons en arrière par le pro-
cédé de décalage, on obtient Ĥn+1(G,A) = Ĥn−1(G,A) = 0. Il est trivial
maintenant de montrer par récurrence sur k ≥ 1 que

Ĥn+k(G,A) = Ĥn−k(G,A) = 0.

Aussi, comme Ĥ0(G,A(n)) = 0, le Lemme 3.2.5, implique que Ĥ0(S,A(n)) =
0, pour tout sous-groupe S d’indice p dans G, et par récurrence sur l’indice de
S, ceci implique que Ĥ0(S,A(n)) = 0, pour tout S ≤ G ; d’où Ĥn(S,A) = 0.
C’est immédiat maintenant que pour tout k ≥ 0 :

Ĥn+k(S,A) = Ĥn−k(S,A) = 0.

Ceci achève la démonstration du théorème.

3.3 Non-trivialité de cohomologie pour les p-groupes
semi-abéliens

Cette section est consacrée à la démonstration des deux résultats sui-
vants :

Théorème 3.3.1. Soient G un p-groupe semi-abélien et N un sous-groupe
normal de G tel que G/N ne soit pas cyclique ou un quaternion généralisé.
Alors Ĥn(G/N,Z(N)) 6= 0, pour tout entier n.

Théorème 3.3.2. Soit G un p-groupe semi-abélien. Alors G possède un
automorphisme non-intérieur d’ordre p, qui fixe tous les éléments de Φ(G).

D’abord, montrons le résultat suivant du à Schmid ([67, Proposition 1]).

Proposition 3.3.3. Soient G un p-groupe, et 1 6= A un G-module qui est
aussi un p-groupe. Si A est cohomologiquement trivial, alors CG(AK) = K,
pour tout K ≤ G.

Démonstration. Supposons queK < CG(AK), et soit xK un élément d’ordre
p dans le centre du p-groupe CG(AK)/K. Alors, K est un sous-groupe
maximal dans H = 〈x,K〉. Le théorème de Gaschütz-Uchida implique que
Ĥ0(H,A) = 0, donc par Lemma 3.2.5, Ĥ0(H/K,AK) = 0. Comme H/K
opère trivialement sur AK , on a (AK)H/K = AK , et τH/K(x) = xp, pour tout
x ∈ AK . D’où (AK)τH/K < AK , ce qui revient à dire que Ĥ0(H/K,AK) 6= 0,
contradiction.

Lemme 3.3.4. Soient G un p-groupe semi-abélien et N un sous-groupe nor-
mal de G tel que G/N ne soit pas cyclique ou un quaternion généralisé.
Posons A = Z(N), et soit S/N un sous-groupe d’exposant p dans G/N . On
a alors Ap ≤ AS/N , et ainsi CS/N (Ap) = S/N .
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Démonstration. Soient x ∈ S, et a ∈ A. On a xp ∈ N , et donc par la version
faible du Lemme 1.2.2, on a [x, a]p = 1. Il en résulte que (a−1a[a, x])p = 1 ;
et comme G est semi-abélien, on a

ap = (a[a, x])p = (ax)p = (ap)x.

D’où Ap ≤ AS/N .

Démonstration du Théorème 3.3.1. Supposons que Ĥn(G/N,A) = 0, pour
certain entier n, où A désigne Z(N). Comme G/N n’est pas cyclique ou un
quaternion généraliséQ2m , il y a un sous-groupe S/N dansG/N d’exposant p
et d’ordre au moins p2. Par Gaschütz-Uchida, implique que Ĥn(S/N,A) = 0,
et donc A est un S/N -module cohomologiquement trivial. Soit K/N ≤ S/N
un sous-groupe d’ordre p. Encore, par Gaschütz-Uchida, on a Ĥ0(K/N,A) =
0. Or Ĥ0(K/N,A) = AK/N/A

τ = 0, où Aτ est l’image de A par l’homomor-
phisme trace τ : A → A induit K/N . Comme K/N est cyclique d’ordre p,
cette homomorphisme est donné par

τ(a) = aax . . . ax
p−1

,

pour tout a ∈ A ; et n’importe quel élément x ∈ K −N . Il en résulte que

τ(a) = (ax−1)pxp.

Comme G est semi-abélien, a ∈ ker τ si, et seulement si ap = 1 ; d’où
ker τ = Ω1(A). Ceci implique que |Aτ | = |Ap|. On a AK/N = Aτ , et
Ap ≤ AK/N ; en vertu du lemme précédent, on a Ap = AK/N . Par Pro-
position 3.3.3, CS/N (Ap) = CS/N (AK/N ) = K/N , mais le lemme précédent
implique que S/N = K/N , une contradiction.

Démonstration du Théorème 3.3.2. Supposons pour une contradiction que
tout automorphisme deG d’ordre p est intérieur. Soit A = Z(Φ(G)). En vertu
de la réduction de Deaconescu-Silberberg, on peut supposer que CG(A) =
Φ(G), et donc CG(CG(A)) = A. Si on démontre que Der(G/CG(A), A) =
Der(G/Φ(G),Z(Φ(G)) est d’exposant p ; alors d’après Corollaire 3.1.2, on a

Ĥ1(G/Φ(G),Z(Φ(G))) = 0;

ceci contredit le théorème 3.3.1. Montrons alors que pour toute dérivation
δ ∈ Der(G,Z(Φ(G)) qui est nulle sur Φ(G), δ(x)p = 1, pour tout x ∈ G.
Soit x ∈ G ; alors

δ(xp) = δ(x)δ(x)x . . . δ(x)x
p−1

= (δ(x)x−1)pxp.

Comme δ est nulle sur Φ(G), on a δ(xp) = (δ(x)x−1)pxp = 1 ; le fait que G
est semi-abélien implique que δ(x)p = 1.
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Chapitre 4

Automorphismes
quasi-centraux

Soit G un p-groupe. On a vu dans §2.3 que pour tout sous-groupe central
A qui est contenu dans G′2p, le groupe AutA(G) a une belle p-structure. On
va généraliser ce résultat au cas où A ≤ Zk(G), pour k suffisamment petit.
Ceci est traité dans la première section.

Soit Z un sous-groupe normal d’ordre p de G. Si Z est invariant sous
l’action d’un endomorphisme θ de G, alors θ induit un endomorphisme
θ̂ ∈ End(G/Z), donné par θ̂(xZ) = θ(x)Z. On dit dans ce cas que θ est
un prolongement de θ̂. Il est naturel de se demander quels sont les endomor-
phismes de G/Z qui se prolongent à G. La deuxième section de ce chapitre
traite le problème de prolongement des endomorphismes centraux de G/Z.

Le reste du chapitre est consacré au problème de Berkovich pour les
p-groupes de coclasse 2. Le cas p = 2 est traité indépendamment.

4.1 Anneaux de dérivations quasi-centrales

Soient G un groupe arbitraire, et A,B deux sous-groupes abéliens nor-
maux de G tels que B ≤ A et δ(B) ⊆ B pour tout δ ∈ Der(G,A). Alors on
a un plongement canonique de l’anneau Der(G,B) dans Der(G,A).

Comme A/B est un sous-groupe abélien normal de G/B, on peut le
considérer comme un G/B-module (à droite). Pour tout δ ∈ Der(G,A), on
peut associer une dérivation δ̃ de G/B dans A/B, en posant δ̃(xB) = δ(x)B,
pour tout xB ∈ G/B. Donc nous avons une application δ 7→ δ̃ définie de
Der(G,A) dans Der(G,B) ; qui est de plus un homomorphisme d’anneaux.
La démonstration du résultat suivant est immédiate.

Proposition 4.1.1. Sous la notation précédente, on a une suite exacte d’ho-
momorphismes d’anneaux

0→ Der(G,B)→ Der(G,A)→ Der(G/B,A/B).
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Supposons maintenant que G est fini, et que A ≤ Φ(G). Si δ : G 7→ A est
une dérivation, alors l’endomorphisme 1 + δ est surjectif. En effet, sinon il
existe un sous-groupe maximalM de G qui contient xδ(x), pour tout x ∈ G ;
ce qui implique que x ∈ M pour tout x ∈ G ; ce qui est contradictoire. La
finitude de G implique alors que 1 + δ est un automorphisme de G. Donc il
en résulte de la relation de Laue que

Lemme 4.1.2. Si G est fini et si A ≤ Φ(G), alors l’anneau Der(G,A) est
radical, et par suite nilpotent.

Soit K un sous-groupe caractéristique de G. Le lemme ci-dessus implique
que δ(k) ∈ K ∩A, pour tout k ∈ K et pour tout δ ∈ Der(G,A). Donc par la
Proposition 4.1.1, on a une suite exacte d’homomorphismes d’anneaux

0→ Der(G,K ∩A)→ Der(G,A)→ Der(G/K ∩A,A/K ∩A).

Proposition 4.1.3. Soient G un p-groupe et A un sous-groupe normal abé-
lien de G qui vérifie A ≤ G′G2p. Si A ≤ Zk(G), alors l’anneau Der(G,A)
est (k, p, 0)-nul.

Démonstration. Pour k = 1, le résultat est immédiat par Lemme 2.3.21.
Supposons que la proposition est vraie pour k − 1. Pour K = Z(G), la suite
exacte précédente peut s’écrire

0→ Hom(G,Z(G) ∩A)→ Der(G,A)→ Der(Ḡ, Ā),

où Ḡ désigne G/Z(G)∩A, et Ā est l’image de A dans Ḡ. Soient δ, δ1, .., δk ∈
Der(G,A), telles que 2pδ = 0. Comme A ≤ Zk(G), Ā est contenu dans
Zk−1(Ḡ) ; et aussi on a Ā ≤ G′G2p = Ḡ′Ḡ2p ; donc par l’hypothèse de ré-
currence, l’anneau Der(Ḡ, Ā) est (k − 1, p, 0)-nul. Si on note par δ̃ l’image
de δ dans Der(Ḡ, Ā), alors on a 2pδ̃ = 0, et donc δ̃k−1 . . . δ̃1δ̃ = 0, ce qui
montre que δk−1 . . . δ1δ ∈ Hom(G,Z(G) ∩ A). L’ordre de l’homomorphisme
δk−1 . . . δ1δ divise 2p, et donc son noyau contient G′G2p et en particulier A.
D’où (δkδk−1 . . . δ1δ)(x) = (δk−1 . . . δ1δ)(δk(x)) = 1, pour tout x ∈ G. Ainsi
δkδk−1 . . . δ1δ = 0.

En vertu de la relation de Laue, la proposition précédente et les deux
théorèmes 2.1.10 et 2.1.11, impliquent qu’il y a une restriction sévère sur la
p-structure de AutA(G), lorsque k = p − 2 et p ≥ 3, ou k = 1 et p = 2
(notons que les cas p = 2, 3 ont déjà été traités dans la Section 2.3). Plus
précisément on a

Théorème 4.1.4. Soit G un p-groupe et A un sous-groupe normal abélien
de G qui vérifie A ≤ G′G2p et A ≤ Zk(G). Si p ≥ 3 et k = p − 2, ou p = 2
et k = 1, alors

(i) pour tout n ≥ 1, on a Ωn(AutA(G)) = Ω{n}(AutA(G)) = AutAi(G), où
Ai désigne Ωn(A) ;
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(ii) pour tout sous-groupe P de AutA(G), on a |P : P p| ≤ |Ω1(P )|.

Un dual du théorème précédent est démontré dans un contexte plus gé-
néral dans [38]. Regardant le résultat principal de ce dernier article, il est
naturel de se demander s’il y a un analogue au Théorème précédent lorsque
A n’est pas abélien.

4.2 Prolongement d’endomorphismes centraux

Sous la lumière de la relation de Laue, le problème de prolongement
mentionné dans le début du chapitre, peut se réduire dans certains cas à un
problème de prolongement de dérivations.

Dans la suite de cette section, on suppose que G est un p-groupe, p
impair, A est un sous-groupe normal de G d’ordre p2 est d’exposant p (et
donc de rang 2), et on note Z1 l’intersection de A avec le centre de G. C’est
simple de voir que Z1 est invariant par toutes les dérivations dans Der(G,A),
et donc d’après la Proposition 4.1.1, on a une suite exacte

0→ Hom(G,Z1)→ Der(G,A)→ Hom(G/Z1, A/Z1).

Si on note G/Z1 et A/Z1 par Ḡ et Ā respectivement, on a le diagramme
commutatif suivant

EndA(G) −→ EndĀ(Ḡ)

↓ ↓

Der(G,A) −→ Hom(Ḡ, Ā)

où les flèches verticales désignent les isomorphismes de Laue. Le problème de
prolongement des endomorphismes dans EndĀ(Ḡ) revient alors à caractériser
les groupes G tels que la suite suivante soit exacte,

0→ Hom(G,Z1)→ Der(G,A)→ Hom(G/Z1, A/Z1)→ 0.

C’est un peu surprenant que ce problème dépend seulement de la structure
du treillis des sous-groupes de G/γ3(G)Gp. Avant d’annoncer notre résultat,
on a besoin de quelques nouvelles notions.

Définition 4.2.1. Soit C un sous-groupe maximal de G. On dit que G est
plein par rapport à C, si tout sous-groupe maximal M 6= C contient un
sous-groupe K qui vérifie :

(a) K n’est pas normal et il est d’indice p2 dans G ;

(b) K ∩ C est normal dans G, et il contient Gp.
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Une définition équivalente étant : pour tout sous-groupe maximal M
de G, M ∩ C contient un sous-groupe maximal L qui est G-invariant et le
quotient G/L est non-abélien d’exposant p. En effet, partant de la première
définition, on peut prendre L = K ∩ C. Inversement, on peut prendre K/L
un sous-groupe de M/L d’ordre p qui est non-central dans G/L.

Voici quelques conséquences directes de la définition précédente :

(i) Pour que G soit plein par rapport à un sous-groupe maximal C il faut
et il suffit que G/γ3(G)Gp soit plein par rapport à C/γ3(G)Gp.

(ii) Si G est plein par rapport à un de ses sous-groupes maximaux, alors G
ne peut pas être puissant.

(iii) Si G est plein par rapport à C, alors G est plein par rapport à σ(C)
pour tout σ ∈ Aut(G).

La proposition suivante montre qu’il y a pleinement de p-groupes satis-
faisant la définition précédente.

Proposition 4.2.2. Si G n’est pas puissant et peut être engendrer par deux
éléments, alors G est plein par rapport à tous ses sous-groupes maximaux.

Démonstration. Soit C un sous-groupe maximal de G. Posons N = γ3(G)Gp,
et G1 = G/N . Il en résulte que G1 est d’exposant p et de classe au plus 2 ;
et donc Φ(G1) ≤ Z(G1), et ainsi Φ(G)/N ≤ Z(G/N).

Si G1 est abélien, alors γ2(G) ≤ γ3(G)Gp. Ceci implique que γ2(G) ≤ Gp,
et donc G est puissant, une contradiction. D’où G est de classe égale à 2.

Soit M 6= C un sous-groupe maximal de G. Si M1 = M/N est cyclique,
alors |M1| = p, puisque G1 est d’exposant p. Cela implique que |G1| = p2 ;
d’où G1 is abélien, une contradiction. Donc M1 n’est pas cyclique, et ainsi il
contient p + 1 sous-groupe maximal. Soit K/N un sous-groupe maximal de
M/N qui est différent de Φ(G)/N .

(a) Il en résulte immédiatement queK ≤M est d’indice p2. SiK est normal
dans G, alors γ2(G) ≤ K. Puisque Gp ≤ K, on obtient Φ(G) = K, une
contradiction. Donc K n’est pas normal dans G.

(b) On aK ∩ C ≤M ∩ C = Φ(G), donc (K ∩ C)/N ≤ Φ(G)/N ≤ Z(G/N).
D’où K ∩ C est normal dans G.

Ceci achève la démonstration.

Le résultat principal de cette section étant

Théorème 4.2.3. Supposons que G est purement non-abélien, C = CG(A),
et Z1 = A ∩ Z(G). Alors la suite

0→ Hom(G,Z1)→ Der(G,Z1)→ Hom(G/Z1, A/Z1)→ 0

est exacte si et seulement si G est plein par rapport C.
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On a besoin de quelques préliminaires pour la démonstration ; on suppose
à travers que G est plein par rapport à C = CG(A), et K désigne un sous-
groupe d’un sous-groupe maximal fixéM 6= C, qui satisfait les conditions de
la définition 4.2.1.

Lemme 4.2.4. Soit y ∈ C−M et x ∈M −K. Alors l’application k 7→ α(k)
de K dans Zp définie par

[k, y] = xα(k) mod K

est un homomorphisme de groupe dont noyau est égal à K ∩ C.

Démonstration. On a K 6= K ∩C et K/K ∩C ∼= KC/C est d’ordre p. Il en
résulte que K ∩ C est d’indice p3 dans G, et donc γ3(G) ≤ K ∩ C.

Soit k, k′ ∈ K. alors

[kk′, y] = [k, y][k, y, k′][k′, y]

donc
[kk′, y] = [k, y][k′, y] mod K

et ainsi
xα(kk′) = xα(k)xα(k′) mod K.

Ceci montre que α est un homomorphisme.
Si α est nul, alors 〈y〉 ≤ NG(K) ; et comme M ≤ NG(K), cela implique

que K C G, une contradiction. D’autre part, on a K ∩ C est normal dans
G, et donc K ∩ C ≤ kerα ; ceci implique que K ∩ C = kerα, car kerα est
d’indice p dans K.

Lemme 4.2.5. Pour tout u ∈ A − Z1, il existe z ∈ Z1 tel que [k, u] =
zα(k), pour tout k ∈ K ; où α : K → Zp est l’homomorphisme défini dans le
Lemme 4.2.4.

Démonstration. Comme |A| = p2, on a A ≤ Z2(G). Donc [k, u] ∈ A ∩
Z(G) = Z1, pour tout k ∈ K. Il en résulte que la relation k 7→ [k, u] est un
homomorphisme de K dans Z1, et son noyau est égal à K ∩ C.

Pour chaque élément non-trivial z0 de Z1, on a un homomorphisme β :
K → Zp avec [k, u] = z0

β(k). On a ainsi deux homomorphismes α et β définis
de K de Zp, et leurs noyaux sont égaux à K ∩C. On peut alors les identifier
à des homomorphismes dans Hom(K/(K ∩ C),Zp) qui est isomorphe à Zp.
Donc il existe un entier 0 < i < p tel que β = iα, et ainsi on a pour z = zi0,

[k, u] = z
β(k)
0 = zα(k), pour tout k ∈ K.
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Le lemme suivant est la clé pour démontrer le théorème 4.2.3.

Lemme 4.2.6. Soit y ∈ C−M et x ∈ Φ(G)−K. Alors pour tout u ∈ C−Z1,
il existe z ∈ Z1 tel que δ : G → A définie par δ(kxjyi) = zjui est une
dérivation ; où k ∈ K et i, j ∈ N.

Démonstration. Soit z comme défini dans le lemme précédent.
D’abord, montrons que δ est une application bien définie. Tout élément

g ∈ G s’écrit comme g = kxjyi, où k ∈ K et i, j ∈ N. Si g = kxjyi = k′xj
′
yi
′ ,

alors yi = yi
′ mod M . Donc p divise i − i′ ; c-à-d i − i′ = pl pour certain

entier l. On a kxjypl = k′xj
′ . Or ypl ∈ Gp ≤ K, on a xj = xj

′ mod K ; et
donc p divise j− j′. Comme A is élémentaire abélien, on a ui−i′ = zj−j

′
= 1,

et donc zjui = zj
′
ui
′ .

Montrons maintenant que δ est une dérivation. Soit g = kxjyi et g′ =
k′xj

′
yi
′ . On a

gg′ = kxj [y−i, x−j
′
k′−1]k′xj

′
yi+i

′

= kxj [y−i, k′−1][y−i, x−j
′
]k
′−1
k′xj

′
yi+i

′
.

Comme K∩C est maximal dans K, K∩C est d’indice p2 dans C ; et comme
K ∩ C est normal dans G, on a γ2(C) ≤ K ∩ C. D’où k1 = [y−i, x−j

′
]k
′−1 ∈

K ∩ C.
On a aussi

[y−i, k′−1] =
0∏

r=i−1

[y−1, k′−1]y
−r

=
0∏

r=i−1

[y−1, k′−1][y−1, k′−1, y−r]

= [y−1, k′−1]ik2

pour certain k2 ∈ K ; et on a

[y−1, k′−1]i = ([y, k′−1]y
−1

)−i = ([k′−1, y]i)y
−1

= [k′−1, y]i[[k′−1, y]i, y−1]

= x−iα(k′)k3

pour certain k3 ∈ K. Il en résulte

gg′ = kxjx−α(k′)k3k2k1k
′xj
′
yi+i

′

= k4x
j+j′−iα(k′)yi+i

′

pour certain k4 ∈ K. Par suite, δ(gg′) = zj+j
′−iα(k′)ui+i

′ . D’autre part,

δ(g)g
′
δ(g′) = (zjui)k

′xj
′
yi
′
zj
′
ui
′
.
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Le fait que xj′yi′ ∈ CG(A) = C, implique

δ(g)g
′
δ(g′) = (zjui)k

′
zj
′
ui
′

= zj(uk
′
)izj

′
ui
′

= zjui[u, k′]izj
′
ui
′

Par Lemme 4.2.5, on a [u, k′]i = z−iα(k′) ; d’où

δ(g)g
′
δ(g′) = zj+j

′−iα(k′)ui+i
′

= δ(gg′).

Démonstration du Théorème 4.2.3. D’abord on va montrer que siG est pleine
par rapport à C = CG(A), alors la suite suivante est exacte.

Der(G,A)→ Hom(G/Z1, A/Z1)→ 0

Soit f ∈ Hom(G/Z1, A/Z1). Si f = 0, alors on peut la prolonger à la dériva-
tion triviale dans Der(G,A). Donc supposons que f 6= 0. Comme |A/Z1| = p,
le noyau de f est un sous-groupe maximal dans G/Z1 ; donc il a la forme
M/Z1, où M un sous-groupe maximal dans G. On a deux cas :

1. M 6= C.
Soient y ∈ C −M , et u ∈ A − Z1 tels que uZ1 = f(yZ1). Soit K un
sous-groupe deM satisfaisant les conditions (a) et (b) dans la définition
4.2.1, et soit x ∈ φ(G) − K. Par le Lemme 4.2.6, il existe z ∈ Z1 tel
que δ : G→ A définie par δ(kxjyi) = zjui est une dérivation ; et f est
induit par δ.

2. M = C.
Soit t ∈ G− C, et soit u ∈ A− Z1 tel que uZ1 = f(tZ1). L’identité

(xu)p = xpup[x, u](
p
2), pour tout x ∈ G

implique
u1+t+...+tp−1

= 1.

Il est facile maintenant de voir que

δ(tim) = u1+t+...+ti−1

est une dérivation de G dans A, qui induit f .

Inversement, supposons que la suite ci-dessus est exacte. Soit M 6= C un
sous-groupe maximal de G. Comme G est purement non-abélien, Z1 ≤ M ,
et ainsi M/Z1 est maximal dans G/Z1. Soit l’homomorphisme canonique
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r : G/Z1 → Zp ∼= G/M . Si u ∈ A− Z1, on peut définir un homomorphisme
f : G/Z1 → A/Z1, avec

f(xZ1) = (uZ1)r(xZ1)

Le noyau de f est égal à M/Z1 ; et par hypothèse, f se prolonge à une
dérivation δ : G→ A. Considérons K = ker δ = {x ∈ G, δ(x) = 1}.

On a K ≤M ; sinon G = MK, ce qui implique que G/Z1 ≤ ker(f), une
contradiction. D’oùK coïncide avec le noyau de la restriction δ/M : M → A.
Puisque δ applique M sur Z1, δ/M : M → Z1 est un homomorphisme de
groupes. Ceci implique que K est d’indice au plus p2 dans G.

Si K est normal dans G, alors γ2(G) ≤ K. Soit y ∈ C − M tel que
δ(y) = u, avec u ∈ A− Z1. Alors pour tout m ∈M , on a

δ(my) = δ(m)yδ(y) = δ(m)u.

D’autre part, on a

δ(my) = δ(ym[m, y]) = δ(ym)[m,y]δ([m, y]) = δ(ym) = umδ(m).

Ceci implique que um = u, pour tout m ∈ M . D’où M ≤ CG(u) = C, une
contradiction. Donc K n’est pas normal dans G, et son indice dans G est p2.

Finalement, on a δ(kg) = 1, pour tous k ∈ K ∩ C et g ∈ G ; ce qui
implique que K ∩ C CG. On a aussi Gp ≤ K, puisque pour tout x ∈ G :

δ(xp) =

p−1∏
r=o

δ(x)x
i

=

p−1∏
r=o

δ(x)[δ(x), xi]

= δ(x)p[δ(x), x](
p
2) = 1.

Ceci montre le résultat.

Corollaire 4.2.7. Soit G un p-groupe, qui est plein par rapport à tous ses
sous-groupes maximaux, et qui a un centre cyclique. Alors pour tout sous-
groupe élémentaire abélien A de G, tel que ACG et A ≤ ζ2(G) ; la suite

0→ Hom(G,Z1)→ Der(G,A)→ Hom(G/Z1, A/Z1)→ 0

est exacte. Ici Z1 = A ∩ Z(G).

Démonstration. Soit f ∈ Hom(G/Z1, A/Z1), et soit (v̄1, ..., v̄s) une base du
Zp-espace vectoriel A/Z1. Pour tout i ∈ 1, s, soit Ai le sous-groupe de A
défini par Ai/Z1

∼=< v̄i >. Il en résulte immédiatement que Ai est un sous-
groupe élémentaire abélien de rang 2, ACG, et

Hom(G/Z1, A/Z1) ∼=
⊕
i

Hom(G/Z1, Ai/Z1).

Donc f peut s’écrire comme f =
∑

i fi, où fi ∈ Hom(G/Z1, Ai/Z1). Le
Théorème 4.2.3, implique que fi se prolonge à une dérivation δi : G→ Ai ⊂
A. Il en résulte que δ =

∑
i δi : G→ A est une dérivation, qui induit f .
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4.3 Automorphismes non-intérieurs des p-groupes
de coclasse 2

Dans cette dernière section, on établit

Théorème 4.3.1. Soit G un p-groupe de coclasse 2. Alors G possède un
automorphisme non-intérieur d’ordre p.

Dans [4], on peut trouver une démonstration courte, qui nécessite pas
le matériel développé dans la section précédente ; mais ce court argument
n’est qu’une forme assez particulière du Théorème 4.2.3. Comme on a choisi
d’inclure le Théorème 4.2.3 en toute généralité, l’argument qu’on va donner
ici est un peu différent de celui dans [4]. Le cas p = 2, est bien sur indépendant
de la section précédente.

Le cas où p ≥ 3. Par Théorème 2.3.24, on peut supposer que d(G) d(Z1(G)) =
d(Z2(G)/Z1(G)). Puisque G est de coclasse 2, Z2(G)/Z1(G) est d’ordre au
plus p2 ; donc d(Z2(G)/Z1(G)) ≤ 2. Il en résulte que |Z2(G)/Z1(G)| = p2,
|Z1(G)| = p, et d(G) = 2. Donc G est 2-généré et Z(G) est cyclique. Aussi,
moyennant la réduction de Deaconescu-Silberberg ([23]), on doit supposer
que CG(Z(Φ(G))) = Φ(G), et donc CG(Φ(G)) ≤ Φ(G).

Soit le sous-groupe H de G défini par H/Z1(G) = Ω1(Z2(G)/Z1(G)), et
soit H1 = Ω1(H). Or Φ(G) ≤ CG(H1), on a H1 = CG(Φ(G)) ≤ Φ(G) ; et
donc par Corollaire 4.2.7, on a la suite exacte :

0→ Hom(G,Z1)→ Der(G,H1)→ Hom(G/Z1, H1/Z1)→ 0.

On a alors,

|Der(G,H1)| = |Hom(G,Z1)||Hom(G/Z1, H1/Z1)|.

Or

|Hom(G,Z1)| = |Hom(G/Φ(G), Z1)| = |Hom(Zp ⊕ Zp,Zp)| = p2,

et
|Hom(G/Z1, H1/Z1)| = p2;

on a |Der(G,H1)| = p4. D’où AutH1(G) = p4. Maintenant, soit τg l’auto-
morphisme intérieur induit par g ∈ G. Si τg ∈ AutH1(G), alors [x, g] ∈ H1 ≤
Z2(G) ; d’où g ∈ Z3(G). Puisque Z3(G) est d’ordre p4, le groupe d’auto-
morphismes intérieurs induit par Z3(G) est d’ordre |ζ3(G)/ζ(G)| = p3. Donc
AutH1(G) contient des automorphismes non-intérieurs. Il suffit maintenant
de voir que AutH1(G) est d’exposant p, ce qui résulte immédiatement du
Théorème 4.1.4 (pour p = 3, voir le paragraphe après la démonstration du
Théorème 2.2.3).
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Pour p = 2, on ne peut que reproduire la démonstration établie dans [4],
et il ressemble mieux de référer le lecteur à cet article pour cette démonstra-
tion, et pour une preuve alternative du cas p > 2.
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Abstract .

A long-standing conjecture asserts that every finite non-abelian p-
group has a non-inner automorphism of order p. ln this thesis, we
prove the validity of this conjecture for the class of finite semi-
abelian p-groups. This conjecture also is proved for finite p-groups
of coclass 2.
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Résumé.

Une ancienne conjecture affirme que tout p-groupe fini non
abélien admet un automorphisme non intérieur d'ordre p. Dans
cette thèse, on prouve la validité de cette conjecture pour la classe
des p-groupes finis semi-abéliens. Cette conjecture est aussi
prouvée pour les p-groupes finis de coclasse 2.
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