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Abstract

In this thesis, we study the controllability problem of an articulated arm and a snake in a Hilbert
space. In the first chapter after the generalization of the notions of a snake and an articulated
arm in infinite dimension, we study some properties of the snake and the articulated arm. In
the chapter two, we give a generalization of the theorem of accessibility for the snake problem
by using the arguments of the integrability of distribution and orbits of vector fields on Banach
manifold. The third chapter presents our second contribution. We present a simpler proof to
the controllability problem of an articulated arm and a snake by using the action of the Mobius
group of the unit sphere on the configuration space C’pL , in the context of separable Hilbert space.

Key words:Sub-Riemannian geometry, Controllability, Hilbert snake, Mobius transformations.
Résumé

Dans cette these, on étudie le probleme de controlabilité d’un bras articulé et d'un serpent dans
un espace de Hilbert. Dans le premier chapitre, on généralise les notions de serpent et du bras
articulé en dimension infinie. On étudie également quelques propriétés de ces derniers . Dans le
chapitre 2, on donne une généralisation du théoreme d’accessibilité pour le probleme de serpent
en utilisant les résultats de l'intégrabilité d'une distribution et les orbites des champs de vec-
teurs sur une variété de Banach. Le troisieme chapitre présente notre deuxieme contribution. Le
but de ce chapitre est de donner une démonstration plus simple du probleme de controlabilité
d’un bras articulé et d’'un serpent en utilisant ’action du groupe de Mobius de la sphere unité
sur l'espace des configurations CpL , dans le contexte d’'un espace de Hilbert séparable.

Mots clés : Géométrie sous-Riemannienne, Controlabilité, Serpent hilbertien, Transformations
de Mobius



Table des matieres

Introduction

1 Serpent et bras articulé dans un espace de Hilbert

1.1

1.2
1.3

L’espace des configurations . . . . . . . . .. .. ... ...
1.1.1 L’espace tangent . . . . . . . .. . ... ... ...
La distribution horizontale associée au serpent hilbertien . . . . . . .

Valeurs critiques et points singuliers de I'application extrémité . . . .

2 Probleme de contréle optimal pour le serpent hilbertien

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

Distribution faible sur une variété banachique . . . . .. ... .. ..
Orbite d’'une famille de champs de vecteurs . . . . . . . . .. .. ...
Probleme d’optimalité et de controle . . . . . . .. ... ... ....
Propriétés des ensembles d’accessibilité . . . . . . .. ... ... ...
Construction de la distribution D . . . . . . . . ... ... ... ..

Démonstration du théoreme 2.4.1 . . . . . . . . . ... ...

3 Transformation de Mobius et serpent hilbertien

3.1
3.2
3.3

3.4

Transformations de Mobius d’un espace de Hilbert . . . . . . . . ..
Transformations de Mobius et groupe de Lorentz . . . . . . . . . ..
Groupe de Mobius-Hilbert-Schmidt de la sphere unité de H . . . . .
3.3.1 Groupe de Hilbert-Schmidt des transformations de Lorentz

orthochrones . . . . . . . . . . ...

3.3.2  Groupe de transformation de Mobius-Hilbert-Schmidt de la

sphere unité . . . . ...
La structure sous-riemannienne sur Myg(S®) . . . . . ... ... ..

3.4.1 Résulats d’accessibilité du serpent hilbertien . . . . . . . . ..

11
12
16

20
21
24
27
28
31
37



TABLE DES MATIERES

iv
3.4.2  Démonstration du Théoreme 1 . . . . . . . ... ... .. .. 67
Conclusion 69
A Notions de géométrie différentielle en dimension infinie 70
A.1 Variété banachique . . . . . .. . .. ... 71
A.2  Espace tangent et application tangente . . . . . . . ... ... .. .. 71
A.3 Groupe de Lie et algebre de Lie banachiques . . . . . . . .. ... .. 72
A.4 Métrique faiblement riemannienne . . . . . . . . .. ... ... ... 73
A.5 Structure sous-riemannienne sur une variété banachique . . . . . . . . 73
B Démonstration du Théoreme 3.3.6 et du Lemme 3.4.2 74
B.1 Démonstration du Théoreme 3.3.6 . . . . . . . ... ... .. .... 75
B.2 Démonstration du Lemme 3.4.2 . . . . . . . ... ... ... ... 79
Bibliographie 82



Introduction

En dimension finie, un serpent (de longueur L) est une courbe S : [0, L] — RY,
continue et de classe C' par morceaux, paramétrée par longueur d’arc, telle que
S(0) = 0. D’apres [20], ” Charmer un serpent ” consiste a déformer S de sorte que
son museau S(L) suive une courbe ¢ dans R?; c-a-d, chercher une déformation & un
parametre S; de S telle que son extrémité Sy(L) suive une courbe c : [0,1] — R? de
classe O avec S;(L) = c¢(t). Plus précisément, un serpent S de longueur L dans R?
peut se donner par une courbe u : [0, L] — S?"!, continue par morceaux, telle que
S(s) = J; u(r)dr. On note par Conf ensemble de ce type de courbes de [0, L] dans
la sphere S?1, oi1 on peut munir Con f dune structure de variété banachique. Donc,
on doit construire une courbe de classe C! : t — u; dans Coonf telle que la famille
associée Sy des serpents satisfasse la condition Si(L) = ¢(t) pour tout ¢t € [0, 1].
” L’algorithme du charmeur de serpents’ proposé dans [20] consiste & construire une
distribution " horizontale 7 convenable D dans Conf telle que t — wu; soit tangente
a D. En effet, cette approche revient a construire un relevement ¢ de ¢ dans Con f
de sorte que [’énergie cinétique infinitésimale %||é(t)||%2 soit minimale pour tout
t € [0,1] (voir sous-section 3.4.1). Notons que, pour les bras articulés (c-a-d., ou S
est affine par partie), cet algorithme est une généralisation d’une approche analogue

développée dans [12].

Dans cette these, on va donner une généralisation de ce probleme dans le contexte
d’un espace de Hilbert séparable. Pour plus de détails, étant donné un espace de
Hilbert séparable H, on considere 'hypersurface lisse S (la spheére unité de H).
D’une maniere analogue a ce qui précede, un serpent hilbertien de longueur L est
une courbe S : [0, L] — H, continue et de classe C'' par morceaux, paramétrée par
longueur d’arc telle que S(0) = 0. Le bras articulé correspond au cas particulier ou
S est affine par partie. Donc, un serpent est aussi donné par une courbe

u : [0, L] — S, continue par morceaux, telle que S(s) = [ u(7)dr. Si on fixe une
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partition P de [0, L], 'ensemble C% de ces courbes sera appelé [’espace des configu-
rations; cet espace a une structure de variété banachique. Pour les bras articulés,
I'espace des configurations Ak C C5 est le sous ensemble des u qui sont constantes
sur chaque sous-intervalle associé & la partition. En fait, Ak est une sous variété

hilbertienne faible de C5. A toute configuration v € C5, on associe 'application
L

extrémité E(u) = / u(s)ds. Cette derniere est lisse et sa dérivée T,E est aussi
0

une application linéaire et continue. On définit sur C5 une métrique riemannienne
(faible) G. L'orthogonal de ker T}, engendre une distribution fermée D sur Ck ; c-a-
d, une correspondance u — D, ou D, est un sous espace vectoriel fermé de ’espace
tangent 7T,,C5. Comme en dimension finie, pour toute courbe ¢ — u; dans C5, définie
sur [0, 1], on peut associer une famille S; de serpents dont le museau S;(L) suit une
courbe ¢ : t — Sy(L) pour t € [0, 1]. La courbe ¢ : t — wu; est dite un "reléevement ”

de ¢ dans Ck. Si ¢ est tangente a D, ¢ est appelé "relevement horizontal”.

Dong, le probleme de controlabilité de I'extrémité (museau) du serpent hilbertien

peut se traduire par le "probleme d’accessibilité ”suivant :

Trouver une courbe horizontale ¢ : [0,1] — C5, de classe C' par morceaux (c-a-d.
¢ est tangente a D), reliant ug et u; ol ug (resp. uy) est une configuration initiale

(resp. finale) dans C5 telle que &(u;) = z;, 1 = 0, 1.

Si on considére une configuration u € C5, on étudie 'ensemble d’accessibilité A(u)
de toutes les configurations v € C5 telles qu'il existe une courbe horizontale, de
classe C'' par morceaux, joignant v et u. En dimension finie, dans [12] et [20] et
moyennant des arguments de 1" action des groupes de Mobius sur C5, les auteurs ont
montré que A(u) est la variété intégrale maximale d'une distribution de dimension
finie sur AL et C5. Dans notre cas, on va traiter le probléme en question par deux

méthodes.

Premiére méthode. Construire une distribution canonique D, modelée sur un
espace de Hilbert, qui est intégrable de sorte que ’ensemble d’accessibilité A(u) soit
un sous-ensemble dense dans la variété intégrale maximale en u de D. En outre, cette
distribution est minimale (voir Remarque 2.4.2). Dans le cas ou H est de dimension
finie, D est exactement la distribution finie obtenue dans [20], dont les feuilles sont

les ensembles d’accessibilité.

Dans la démonstration, on a utilisé les arguments utilisés dans [17] et [16]. En ef-
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fet, ce théoreme d’accessibilité est une application des résultats obtenus dans [16];
il donne également une illustration des ”structures de presque algébroide de Lie-

Banach” développée dans [5].

Deuxieme méthode. Elle est basée sur l'utilisation de 'action du groupe de
Mobius généralisé de la sphere unité sur I'espace des configurations.

Le groupe de transformations de Mobius d’un espace de dimension finie est engendré
par les inversions des spheres. Ce dernier est I'un des groupes géométriques fonda-
mentaux. Les transformations de Mobius préservent les formes sphériques ainssi les
angles entre les paires de courbes. Ce groupe peut étre considéré comme le groupe
conforme de la sphere identifiée avec la compactification d’un espace de dimension

finie.

Si on note par M(S") les transformations de Mobius d'une telle sphere S" qui
préservent l'orientation, il est connu que 9%(S™) est isomorphe au groupe SOy(n, 1)
qui est la composante connexe de I'identité de O(n, 1). Tous ces résultats peuvent
étre généralisés au contexte d’'un espace de Hilbert (voir [3] et [14] ). Par conséquent,
le groupe M(S>°) des transformations de Mobius de la sphere unité S d’un es-
pace de Hilbert H est aussi isomorphe a un sous-groupe SOg(H, 1) du groupe
O(H, 1) des transformations linéaires de Lorentz de la structure de Lorentz sur
H = R@®H. Pour plus de détails, voir la section 3.2. Si on considere SO(H, 1) comme
un sous-groupe du groupe G L(H), des automorphismes continus de H, SOys(H, 1)
représente 'intersection de SO(H, 1) avec le sous-groupe GLys(H) des automor-
phismes de Hilbert-Schmidt de GL(H). D’apres [10], SO s(H, 1) peut étre considéré

comme une limite de la suite croissante
SO(HQ, 1) c---C SO(HH, 1) c---C SOHS(H, 1) - GLHS<H)

Via l'isomorphisme précédent de SO(H, 1) dans 2M(S*>) on obtient un sous-groupe
Mpys(S®) de M(S>).

D’autre part, comme dans la situation de dimension finie, ’algebre de Lie g de
SOps(H, 1) a une décomposition de type g = h @ s ou s est I'algebre de Lie du
sous-groupe SOps(H) des isométries de Hilbert-Schmidt de I'espace de Hilbert H.
b peut étre obtenu comme une limite adéquate des sous-espaces de dimension finie
b, qui est un facteur de la décomposition classique g, = b, ® s,, de 'algebre de Lie
g, de SO(H,, 1). De cette maniere, nous obtenons une structure sous-riemannienne

naturelle sur My s(S*) soit a partir de h ou bien comme limite de la structure sous-
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riemannienne canonique sur chaque SO(H,, 1). On sait que dans le cas fini, deux
éléments de SO(H,,, 1) peuvent étre reliés par un chemin horizontal. Malheureuse-
ment, cela n’est plus vrai dans M yg(S*). Notre second résultat est de montrer qu'il
existe dans My 5(S™) un sous-groupe dense M}, 4(S°), muni par sa structure d’'un
groupe de Lie banachique, tel que tous deux éléments de 9}, o(S™) peuvent étre
reliés par un chemin horizontal (voir théoreme 3.4.1). Ce théoreme nous permet de
donner une démonstration simple du résultat d’accessibilité pour le probleme du

serpent hilbertien donné dans [18].

Similairement, au cas de la dimension finie (voir [12] et [20]), nous avons une action
naturelle 2 de groupe M(S*) sur C5. Comme, il existe un isomorphisme canonique
entre Mys(S*®) et SOxs(H, 1), soit Ml o(S™) le sous-groupe de Mp5(S*) associé
a SO} ¢(H, 1) € SOps(H, 1), alors nous avons le résultat suivant.

Théoréme 1

1. L’orbite de la restriction a Mys(S®) de Uaction A passant par u € Ck est

précisément la variété intégrale mazimale L(u) de D qui contient u.

2. L'orbite O (u) de la restriction a Mi(S>®) de Uaction A passant par u € Ch
est contenue dans A(u) et elle dense dans L(u). En particulier A(u) est un

sous-ensemble dense de L(u).

Notre objectif est de donner une généralisation d’un théoreme d’accessibilité établi
dans [12] et [20] pour les bras articulés et les serpents dans un espace de Hilbert de

dimension finie. Ce travail est structuré comme suit.

Dans le premier chapitre et dans un premier temps on donne une généralisation
des notions du serpent et du bras articulé dans un espace de Hilbert de dimension
infinie. On montre aussi que I'espace des configurations C5, ott P une partition fixée
de lintervalle [0, L] est une variété banachique. A toute configuration u, on associe
I'application extrémité £(u) = fDL u(s)ds. Le noyau de la dérivée de cette applica-
tion a un complémentaire D, qui génere une distribution D appelée distribution
horizontale. On donne une construction des champs de vecteurs qui engendrent la
distribution D. On termine le chapitre par une caractérisation des points critiques

de I'application £.
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Nous exposons dans le chapitre 2 la relation entre le relevement horizontal et la mi-
nimisation de I’énergie cinétique infinitésimale. Essentiellement, ce chapitre va étre

consacré a l'un des théoremes principaux de 'accessibilité (Théoreme 2.4.1).

Nous donnons, dans chapitre 3, une démonstration plus simple du probleme de
controlabilité d’un serpent hilbertien (voir [18]) en utilisant I’action des transforma-
tions de Mobius sur la sphere unité pour montrer le Théoreme 1.

On termine cette these par deux annexes, A et B. Dans ’annexe A on donne quelques
définitions utiles de géométrie différentielle en dimension infinie, et dans ’annexe B

on donne les démonstrations du Lemme (3.4.2) et du Théoreme (3.3.6).



Chapitre 1

Serpent et bras articulé dans un

espace de Hilbert
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Dans ce chapitre, nous présentons les notions de base utiles pour notre travail. Nous
définissons le serpent et le bras articulé dans un espace de Hilbert et leurs espaces
de configurations ou nous donnons quelques propriétés associées a ces derniers. Par
la suite, nous introduisons la notion de distribution horizontale et nous déterminons

les valeurs régulieres et les points singuliers de I'application extrémité du serpent.

1.1 L’espace des configurations

Soit H un espace de Hilbert réel séparable et (.) (resp. ||.||) le produit scalaire (resp.
la norme) sur H. On considére une base hilbertienne {e¢; };en fixée de H; c-a-d. pour

eme coordonnée de z. On note

tout v € H, o =), xie; ol x; = (w.e;) désigne la i
par S® = {x € H : ||z|| = 1} la sphere unité de H. On rappelle que S* est une
hypersurface dans H de codimension égale a 1. Une courbe ~ : [a,b] — H est dite
C* par morceaux s'il existe un ensemble fini P={a = sy < s; < ... < sy = b} tel que
pour tout ¢ = 0,..., N — 1, la restriction de 7 a Uintervalle [s;, s;11[ se prolonge en
une courbe de classe C* sur U'intervalle fermé [s;, s;.1].

Etant donné un espace métrique (X, d), on note par C ([a,b],X) Uensemble des
courbes continues u : [a,b] — X et on munit C ([a,b],X) de la distance usuelle
définie par

doo (U1, ug) = sup d(uq(t), us(t)).
t€la,b]

(C ([a,b], X),dw) est un espace métrique complet.

Pour une partition donnée P={a = sy < s; < ... < sy = b} de [a,b], Ck ([a,b] ,S®)
(resp. C% ([a, b] ,H)) désigne 'ensemble des courbes u € C ([a, b] ,S™)
(resp. u € C ([a,b] ,H)) qui sont C*-par morceaux pour P, avec k € N.

Tout au long de cette these, on fixe le nombre réel L > 0 et P est une partition

donnée et fixée de 'intervalle [0, L].

Définition 1.1.1 Un serpent hilbertien est une courbe S : [0, L] — H continue et
C' par morceauz telle que ||%(s)|| =1 et S(0) = 0.

Un bras articulé hilbertien est un serpent .S, affine par morceaux, appelé aussi serpent

affine.
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Un serpenst est caractérisé par u(s) = 22(s) = S(s) et dans ce cas on a :
S(s)= [ wu(r)dr onw: [0, L] — S est une courbe continue par morceaux associée

0
a la partition P. De plus, ce serpent est affine si et seulement si u est constante sur

chaque sous-intervalle de P.

Définition 1.1.2 L’ensemble C5 = C% ([0, L],S>) est appelé 'espace des configu-

rations des serpents dans H de longueur L pour la partition P.

On note par :
AL = {u € C5 tel que u est constante sur chaque sous-intervalle [s; 1, s;[,i =1,--- N },

I’espace des configurations des bras articulés hilbertiens dans H de longueur L pour

la partition P. Nous munissons C5 de la distance

doo(ula u2) = Sup ||U1(S) - u2(8)||7
s€[0,L]
qui induit la topologie de la convergence uniforme. Nous considérons cette topologie
sur C§ et sur C%([s;, si1],S*). En tant qu’espace métrique, (C5,ds,) est complet.

L’application h définie par

N—-1
h: Ch— H C°([si, 8i11],S™)
=0
u— (u |[50,s1]7 ooy U |[sg,8540]5 U |[5N—175N]>’ (1.1)

est un homéomorphisme et la restriction de h & A5 est aussi un homéomorphisme

sur [S*°]V. De plus, comme en dimension finie (voir[20]), on a la proposition suivante.

Proposition 1.1.3
1. L’espace des configurations C5 posséde une structure de variété banachique

et lapplication (1.1)

N—1
h:Ch— H C°([ss, 8i11],S™)

=0

est un difféomorphisme.
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2. AL est une sous variété hilbertienne faible (voir[17]) difféomorphe a [S®|V et,

la topologie associée a cette structure et la topologie induite par Ch coincident.

Démonstration. Comme C5 est homéomorphe au produit fini [],' C%([si, si11],S™),
donc il suffit de montrer que les espaces C°([s;, s;11],S*) pour i = 0,..., N — 1 sont
des variétés banachiques lisses. Pour cela, supposons que P={0, L} et montrons que
C° ([0, L],S*) est une variété banachique lisse. La démonstration sera semblable &
la preuve en dimension finie donnée dans [20]. Rappelons que C° ([0, L], H) muni de

la norme

[oll = sup v (s)]l,
s€[0,L]

est un espace de Banach.

Considérons I'application p : C°([0, L], H) — C°([0, L], R) définie par

p(v)(s) = llv ()1,

1 est lisse entre des espaces de Banach et sa dérivée est donnée par

Dyp(w) () = 2(v(s), w(s)).

L’idée est de prouver que C% ([0, L] , S°°) est 'image réciproque d'un point de C°([0, L], R)
par une submersion.

Nous montrons que D, est surjective. Il est clair que si w(s) = 0, alors D, u(w) = 0.
Soit f € C°([0, L], R). Si v(s) # 0, alors il existe

o (LE0E) FEuE)  few) g
( ) (2||U(8)||2 ’ 2||7J(s)||2 U] 2”” (S)HQ ,) €

telle que
Dy (w) (s) = 2{v(s), w(s)) = f(s).

De plus,
ker Dyp = {w : [0, L] = H | (v(s),w(s)) = 0 Vs € [0, L]},

est un sous espace fermé, pour montrer que ker D, admet un complémentaire dans
C° ([0, L], H) Posons

D, = {f(s)u(s)/ € (0. L. R)}.
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Il est clair que
ker D, D, = {0} .

Il reste & montrer que chaque élément de C° ([0, L], H) s’écrit sous forme d’une

somme de deux vecteurs, I'un appartient a ker D, i et 'autre a D,. Nous avons

) s

B =vE) = er YO e
@) ss)
B) = P (@ R Do et = o v )€ Do

De tout ce qui précede, nous déduisons que p est une submersion. D’autre part, pour

tout wv(s) # 0, on définit n (v) = mu(v) € C°([0, L] ,R), on a alors :

M) = —u(s) =1 Yse[0,1],
[o(s)]l
7 est une application constante que l'on note 1, définie par 1 =n(v) : [0, L] — R,
s + 1. L’image réciproque de 1 par p est u=' (1) = C% ([0, L], S*).
D’autre part, si P = {0, L}, Papplication h n’est rien d’autre que l'identité. Donc,
d’apres la structure du produit, on déduit que h est un difféomorphisme lisse. Ce

qui acheve la premiere partie de la proposition.

Maintenant, si P = {0, L}, Papplication f : S — Ak définie par z — f(x)(t) =z
est un homéomorphisme de S dans Cf. Elle est la restriction de I'application

f:+H — C°%J0,L),H) définie de la méme facon que f. Cependant, f est une ap-
plication linéaire et injective est donc lisse; sa dérivée est également injective. Il
en résulte que f a les mémes propriétés que f. Comme I'image de cette restric-
tion est précisément A%, nous concluons que A% est une sous variété faible de C5
difféomorphe a S*. En outre, comme la topologie canonique sur H coincide avec
la topologie induite par || ||, la méme chose reste vraie pour chaque topologie in-
duite sur A%. De la structure du produit des variétés, on termine la preuve de la

proposition 1.1.3. A
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1.1.1 L’espace tangent

L’espace tangent 7,C5 au point u peut étre identifié a I'ensemble
{U € C3([0, L], H) tel que < u(s),v(s) >= 0 pour tout s € [O,L]}.

T.C% est naturellement muni de la norme ||.||». D’autre part, notons que tout v €
C%([0, L], H) est intégrable sur [0, L] et donc nous obtenons un produit scalaire sur
T.C5 donné par

<V, W >pe= /OL < v(s),w(s) > ds. (1.2)

Ce produit scalaire induit une norme naturelle ||.||z2 sur T,C5 donnée par

N|=

L
[ [/ < v(s),0(s) > ds].
0
Nous avons l'inégalité suivante.
lullz2 < VL[ul|oc. (1.3)

De la méme maniére, nous pouvons identifier I'espace tangent 7, A5 & 'ensemble des
v= (v, - ,vy) € HY tels que < v;,u; >=0pouri=1---N, et u=(uy, - ,uy).
Cet espace vectoriel peut étre également considéré comme un sous-espace de T,C5.

Notons que ce dernier est un sous-espace fermé dans T,C5.

Remarque 1.1.4 Comme (T,C5, ||.||z2) n’est pas complet, les normes ||.||oo, ||.||12
ne sont pas équivalentes (sur chaque T,,C%). Donc, le produit scalaire défini par (1.2)

donne seulement une métrique riemannienne faible G sur TC5.

Comme A% est difféomorphe a [S™]V, I'espace tangent T,.A% peut étre identifié a
T,,S% x - x T, S,

pour u = (1, ,xn) € [S®]V. Par conséquent, le produit scalaire canonique sur
HY induit un produit scalaire naturel sur 7, .A5.
D’autre part, le produit scalaire < , >72 sur 7,,C5 induit un produit scalaire sur

T, AL. En effet, ces produits scalaires sont proportionnels et, en outre, les normes



12 Chapitre 1: Serpent et bras articulé dans un espace de Hilbert

|| |loo €t || ||z2 induisent des normes équivalentes sur T, Ak.

1.2 La distribution horizontale associée au ser-

pent hilbertien

A tout u € C5, on fait correspondre I'application S, : [0, L] — H donnée par

Su(s) = /O Cu(r)dr (1.4)

Cette application est appelée le serpent hilbertien associé a u. D’autre part, pour

chaque configuration u € C5, on peut associer ce qu’on appelle I'application extrémité :

E: Cﬁ — H
u  +— Sy(L) (1.5)

L
Comme & est la restriction a C5 de I'application linéaire u — / u(s)ds définie sur
0

C%([0, L], H), alors il en résulte que & est lisse et sa dérivée est donc donnée par

Tué'(v):/O v(s)ds. (1.6)

Notons que E[C] est la boule fermée B, = {z € H tel que ||z|| < L}.

Lemme 1.2.1

1. Le sous espace ker T,€ C T,,Ck est un espace de Banach pour chaque norme
induite ||.||o €t ||.||2-

2. L’orthogonal de ker T,,E (pour le produit scalaire < .,. >p2 surT,C5), noté par
D, est un espace fermé dans l'espace normé (T,Ch, ||.||12) et (T.C5,||.]|0),

et nous avons la décomposition suivante
T.Ch =D, D ker T,,£. (1.7)

8. Dans l'espace de Banach (T,C5,||.||s), la restriction de T,E a D, est un

morphisme continu injectif dans H.

Pour la démonstration, nous utilisons les mémes arguments de [20].

Nous donnons maintenant la définition suivante.
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Définition 1.2.2

1. La famille w — D,, ou D, est un sous espace vectoriel fermé de [’espace
tangent T,Ck, est une distribution (fermée) sur Ch appelée la distribution

horizontale.

2. Tout champ de vecteurs X sur Ch qui est tangent a D est appelé un champ

de vecteurs horizontal.

Sur AL, 1 intersection D, N T, A% engendre une distribution hilbertienne (fermée)
DA .

Notons que nous pouvons aussi définir D4 directement comme ’orthogonal de

ker T,£NT, A% relativement au produit scalaire défini sur 7,.A% (voir Remarquel.1.4).
Si n’il y a pas de confusion, cette distribution DA sur AL sera notée aussi D et ap-

pelée la distribution horizontale sur A%.

Dans ce qui suit, nous cherchons une famille de champs de vecteurs qui engendrent
D, Le produit scalaire sur H définit une métrique riemannienne g sur TH = H x H
donnée par g,(u,v) =< u,v >.

Soit ¢ : H — R une fonction lisse. Le gradient usuel de ¢ sur H est le champ de

vecteurs

grad(¢) = (¢°) " (do),

ot ¢* est I'isomorphisme canonique du fibré TH dans le fibré dual T*H, correspon-
dant & la représentation de Riesz; c-a-d. ¢’(v)(w) =< v,w >. Donc, grad(¢) est

caractérisé par

g(grad(¢),v) =< grad(¢),v >= d¢(v), (1.8)

pour tout v € H.

Sur TCk, 1a métrique riemannienne G est faible (voir la Remarque 1.1.4) et donc on
ne peut pas définir le gradient de la méme maniere pour chaque fonction lisse sur
CL.

Soit G : TCL — T*C5 le morphisme de fibrés défini par

Gr(v)(w) = Gu(v, w),

pour tout v et w dans T,,C5. Alors, nous avons le lemme suivant.
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Lemme 1.2.3 Soit ¢ : H — R une fonction lisse. Alors, kerd(¢ o &) contient
ker TE et d(¢ o &) appartient a G°(T,C5). De plus,

Vo= (G")(d(¢po€)) (1.9)

est tangent a D, et on a

Vo(u)(s) = grad(¢)(€(u))— < grad(9)(€(u)), u(s) > u(s). (1.10)

Remarque 1.2.4 Si H est de dimension finie, la relation (1.10) est exactement la
définition de V¢ donnée dans [20].

Avant de démontrer le lemme 1.2.3, nous donnons la définition suivante.

Définition 1.2.5 Pour toute fonction lisse ¢ : H — R, le champ de vecteurs V¢
est appelé le gradient horizontal de ¢.

Démonstration du lemme 1.2.3: Soit v € T,,C5. Alors nous avons
L

d(po&)(v) = dp(TE(v)) = d(b(/ v(s)ds). Dong, siv € ker T,,E, alors d(¢o&)(v) = 0.
0
D’apres la décomposition (1.7), il en résulte que

d(¢ o &)(v) = d(¢ o E)(mu(v)), (1.11)

ou 7, : T,C5 — D, est la projection canonique associée a la décomposition (1.7).

D’autre part, considérons le champ de vecteurs

Grad(¢)(u)(s) = grad(¢)(€(u))— < grad(¢)((u)), u(s) > u(s),

le long de u.

Comme

< Grad(¢)(u)(s),u(s) >= 0,

alors Grad(¢)(u) appartient & T,C5. En outre, pour tout v € T,C5 comme

< u(s),v(s) >= 0 pour tout s € [0, L], nous avons

G(Grad(¢)(u),v) = /0 < grad(¢)(E(u)),v(s) > ds
=< grad(gb)(é'(u)),/o v(s)ds >
= do(e)] [ v(s)as]
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= dp(E(u)) o T,E(v).
La premiere conséquence de la derniere égalité est que Grad(¢)(u) appartient a D,,.
En utilisant U'identité do(E(u)) o T,E(v) = d(¢ o £)(u)(v), la seconde conséquence
est que d(¢ o £) appartient & G° (T,,C5), ce qui termine la démonstration du lemme
1.2.3.

A

Notons que, a tout vecteur x € H, on peut associer la forme linéaire z* telle que

x*(z) =< z,x >. Donc, du Lemme 1.2.3, le gradient horizontal Vz* est bien défini.
En particulier, a tout vecteur e;, © € N de la base hilbertienne, on peut associer
le champ de vecteurs horizontal E; = Ve}. Alors, comme dans [20], on a le lemme

suivant.

Lemme 1.2.6 La famille de champs de vecteurs E; ou i1 € N engendre la distribu-
tion D.

Démonstration. Soit u € C5, on peut écrire
u(s) = Zui(s)ei.
i€EN

On note par A, le sous espace fermé engendré par la famille { E;(u) };en dans l'es-
pace normé (T,C5,||.||z2). Le vecteur v € T,Ck appartient a I'orthogonal de A,
(relativement & () si et seulement si G(v, E;(u)) = 0 pour tout i € N.

Cependant, comme < v(s),u(s) >= 0, on aura :

L
Gv, E;) = / <v(s),e; —ui(s)u(s) > ds
-
=< / v(s),e; > pour tout i € N. (1.12)
0

D’apres (1.12), v est orthogonal a A, si et seulement si v € ker T,,£. Comme D,, est

aussi fermé dans (T,,C5,|.||12), on obtient A, = D,. A

Remarque 1.2.7

1. Comme en dimension finie (voir [20]), pour ¢ = e de (1.10) et pour tout
i€ N, ona E;j((u(s))) =e— < e,ul(s) > u(s).

Donc, chaque E;(u) peut étre considéré comme champ de vecteurs sur S
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le long de u : [0, L] — S*. Dans ce cas, E;(u) n’ est rien d’autre que la

projection orthogonale de e; sur 'espace tangent de S le long de ([0, L]).

2. Sur A%, le produit scalaire < , >7» induit une métrique riemannienne forte
sur la distribution horizontale D. De la méme fagon, a la base hilbertienne
{e;, i € N} de H nous pouvons associer une famille de champs de vecteurs
globaux (notés aussi {E;, i € N}) sur A5. En effet, ces champs de vecteurs
sont seulement la restriction sur A% de la famille { £;, } définie dans la variété
Ck. Sion identifie T A% & [TS*®) (voir Remarque 1.1.4), la famille des champs

de vecteurs F; en u = (xq, -+ ,xy) est
(e;— < x1,€6; > 1, -6;— < Ty, €1 > TN).

S’il n’y a pas d’ambiguité, on note aussi cette famille par A,. Bien stur, sur
AL, la distribution D est aussi engendrée par cette famille de champs de

vecteurs.

1.3 Valeurs critiques et points singuliers de ’ap-

plication extrémité

Dans ce paragraphe, nous déterminons I’ensemble des points critiques de 1’applica-
tion extrémité. Plus précisément, nous caractérisons les points singuliers ainsi que

les points réguliers de ’application &£.

L’application linéaire T,,€ : T,,Ch — Te(H = H est fermée (voir [7], section 8.7). Il
en résulte que p, = T,,&p, est un isomorphisme de D, dans 'ensemble fermé p,,(D,,)
de H. Considérons un point u € C5, d’apres la remarque 1.1.4, Pannulateur de
pu(Dy) = T,E(T,CE) est

[pu(D))° = {z € Te(yH = H tel que < z,p,(v) >=0, Yo € D,}.

Rappelons qu'un point u est un point singulier de 'application extrémité si £ n’est
pas une submersion en u.

Par consequent, nous avons la proposition suivante.

Proposition 1.3.1 Un point u est un point singulier de £ si et seulement si

[pu(D)]” # {0}
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D’autre part, comme la famille {E;(u)};eny engendre D,, alors un point z € H

appartient a [p,(D,)]° si et seulement si

L
< z,/ Ei(u)(s)ds >=0, Vi € N. (1.13)
0
Considérons la décomposition z = Zzlel et u(s Z:uZ s)e;. Alors, (1.13) est
ieN ieN

équivalente a

Z/ w;(s)u;j(s)z;ds Vi € N. (1.14)

JjEN

Soit I';, 'endomorphisme défini par la matrice de terme général ( fOL ui(s)u;(s)ds).
Notons que I',, est auto-adjoint. L’endomorphisme A, = L.Id — I',, est aussi auto-
adjoint et sa matrice dans la base {e; };en est (Ld;; — fo w;(s ds). Donc, (1.14)

est équivalente a
Au(z) =0. (1.15)

Par conséquent, u est un point singulier si et seulement si L est une valeur propre

de I',. Nous avons le résultat suivant.

Proposition 1.3.2  Un point u € C5 est un point singulier de £ si et seulement si

Uespace vectoriel engendré par u([0, L)) est de dimension 1.

La démonstration de cette proposition est une adaptation de 'argument utilisé en
dimension finie (voir[20]).
Démonstration . D’abord, notons que pour chaque automorphisme unitaire U de

H, nous avons
U U" =Ty (1.16)
D’autre part, on a
EolU(u) =U(E(u)). (1.17)

Si u([0, L]) engendre un espace de dimension 1, alors on a u(s) = +z € S*. En

utilisant (1.16), on peut supposer que u(s) = +e; pour chaque s € [0, L]. Dans ce
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cas, de la relation obtenue de (1.17), on prouve que e; est un vecteur propre associé
a la valeur propre L de I', et donc ker(L.Id —T,) = ker A, # {0}.

Montrons maintenant la réciproque. Si u est un point singulier de &, il existe un
vecteur x € S qui est un vecteur propre de la valeur propre L de I',. Si U est un
automorphisme unitaire tel que U(x) = e, alors e; est un vecteur propre associé a
L pour UI',U* = I'yy(yy. Si on pose 4 = U(u), alors on obtient I'z(e;) = Le;. Donc,
pour la décomposition u(s) = Z u;(s)e;, on trouve /L[ﬂ1]2 = L et u;(s) = 0 pour

ieN 0
tout ¢ > 1. Il découle que u(s) = £e; et donc u(s) = +x.

A

Notons que, d’apres la proposition 1.3.2, un point u € C5 est singulier si et seulement
si la restriction a [s;_1, s;] est égale & +x pour 2 € S*°. Il s’ensuit que 'ensemble des

points singuliers ¥(€) de £ est difféomorphe a 'espace projectif P> de H.

D’autre part, soit u € Ch avec u(s) = z € S*. Pour chaque v € C%([0, L], H) tel que
pour tout s € [0, L] : < u(s),v(s) >= 0, on considere

Uy = ﬁv(s) + .
_ 1
Comme ||z|| = 1, pour n suffisamment grand, nous avons ||@,(s)|| > 5 et
Un(s) = U ppartient & CE\ (). En outre, on a
[|n (s)]
lim u, = u.
n—oQ

Donc l'ensemble C5 \ X(€) des points réguliers de € est un sous ensemble ouvert

dense dans Cﬁ.

Rappelons que I'image de £ est la boule fermée B(0, L) dans H. Comme en dimen-
sion finie, si P = {0, L}, I'ensemble des valeurs critiques de £ est alors la frontiere
de B(0, L) ; c-a-d, la sphere S(0, L) et {0}.

Dans le cas général, si P = {a =59 < 51 < ... < sy = b}, le méme argument est
appliqué pour chaque sous intervalle [s;_1,s;] donnant que l’ensemble des valeurs

critiques de & est I'union des spheres S(0, L;) pour j =1,--- ;navec 0 < L; < L.
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Remarque 1.3.3

1. Rappelons que p, est un isomorphisme de D, dans p,(D,) qui est un sous-
espace fermé de H. Sur D,, la norme induite par ||.||s est équivalente a
la norme ||.||g. De plus, p, est une isométrie entre D, et p,(D,) munie de
la norme hilbertienne induite. En particulier, pour chaque point régulier w,
I'inverse de p, est donnée par %Vv* et, d’apres (1.12), on a pu(EVU*) = 0.
Donc, {E;(u), ¢ € N} est une base hilbertienne de D,, selon cette isométrie.
Maintenant, si v est un point singulier de £ et d’apres la démonstration
précédente, il existe une base hilbertienne {e}, i € N} de H telle que €] =
u(s) pour tout s € [0, L]. Alors, p, est un isomorphisme de D,, dans {e}}*,
il en résulte que, sur D,, la norme induite par ||.|| est équivalente a la
norme ||.||m donc p, est une isométrie entre D, et {ej}*. Alors, la famille

{El(u) = V(e})*(u), i > 1} est une base hilbertienne de D,.

(2

2. Revenons au début de cette section. Comme

GE ). Bj) = 18— [ w(s)uy(s)ds,

la matrice de G dans la base { E;(u), i € N} est la matrice de A, = L.Id—T,,.
Cependant, I', est un endomorphisme auto-adjoint de H qui est compact.
Dong, la suite {)\;, i € N} des valeurs propres de I', est bornée et converge
vers 0 et alors il existe une base hilbertienne {e!, i € N} de vecteurs propres
de A,. Dans cette base, la matrice de A, est diagonale et est égale a (L—X\;0;;).
Dong, pour la famille associée {E!(u), ¢ € N} de générateurs de D, on a :
(1) si u est régulier, la matrice de G dans la base {E!(u), i € N} est

(L — X;)d;5. Notons que 0 n’est pas une valeur propre de A,. Autrement dit,
cela signifierait que u est un vecteur propre de I', associé a la valeur propre
L. Comme la suite {\;, i € N} est bornée et converge vers 0, alors il existe
K > 0 de sorte que % < L — \; < K pour chaque ¢ € N; il en résulte que la
norme associée a G et la norme associée a 1’ isométrie p, sont équivalentes.
(2) si u est singulier, de la démonstration du lemme 1.3.2, on peut choisir €}
tel que u = +€} et donc , par les mémes arguments utilisés dans (1) mais
appliqués a la restriction de A, & {€}}+, on obtient que la norme associée a

G et la norme associée a l'isométrie p, sont équivalentes.



Chapitre 2

Probleme de controle optimal

pour le serpent hilbertien
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Le but de ce chapitre est d’étudier le probleme d’accessibilité du serpent hilbertien.
Nous allons tout d’abord présenter la notion d’une distribution faible sur une variété
banachique. Nous rappelons les résultats qui sont nécessaires pour notre travail.
Pour plus de détails, on pourra se référer a I'ouvrage [17]. Aprés une formulation
du probleme de serpent hilbertien a un probléeme de controle optimal, nous donnons

quelques propriétés de densité des ensembles d’accessibilité.

2.1 Distribution faible sur une variété banachique

Dans cette partie, nous rappelons toutes les définitions, propriétés et résultats de

[17], que nous allons utiliser plus tard.

Soit, M une variété banachique connexe modelée sur un espace de Banach E. On note
X (M) I'ensemble des champs de vecteurs locaux sur M. Rappelons qu'un champ de
vecteurs local est une section du fibré tangent T'M définie sur un ensemble ouvert

de M (noté Dom(X)). Le flot d'un élément X € X (M) sera noté ¢;. Nous avons

alors les définitions et les propriétés suivantes.

Définition 2.1.1 Une sous-variété faible de M est un couple (N, f) ou N est une
variété banachique connexe ( modelée sur un espace de Banach F ) et f: N — M
est une application lisse telle que :
— il existe une application linéaire continue et injective i : F — E entre ces
deux espaces de Banach.
— f est injective et Uapplication tangente T,f : T,N — Ty M est injective
pour tout x € N.

Remarque 2.1.2 Notons que, pour une sous-variété faible f : N — M, sur le
sous-ensemble f(N) de M, nous avons deux topologies :
— La topologie induite par M.

— La topologie pour laquelle f est un homéomorphisme de N dans f(N) .

Avec cette derniere topologie, via f, nous obtenons une structure de variété bana-
chique modelée sur F'. En outre, l'inclusion de f(N) dans M est continue comme
application de la variété banachique f(NN) dans M. En particulier, si U est un en-

semble ouvert de M, alors f(N)NU est un ensemble ouvert pour la topologie de la
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variété banachique f(N).

D’apres [17], une distribution faible sur M est une correspondance D : x — D,
qui a tout & € M associe un sous-espace vectoriel D, de T, M (pas nécessairement
fermé) muni d’une norme || ||, telle que (D,,|| ||+) est un espace de Banach (noté
f)x) et que l'inclusion naturelle 7, : D, — T, M est continue. En outre, si la structure
de Banach sur D, est une structure de Hilbert, nous dirons que D est une distri-

bution hilbertienne faible .

Lorsque D, est fermé, nous avons une structure naturelle de Banach sur D, induite
par la structure de Banach sur T, M. Ainsi, nous obtenons la définition classique
d’une distribution et, dans ce cas, on dira que D est fermée.

Un champ de vecteurs (local) Z sur M est tangent a D si, pour tout © € Dom(Z)
Z(z) appartient a D,, ou Dom(Z) est 'ouvert maximal sur lequel Z est défini.
L’ensemble des champs de vecteurs locaux tangents a D seront désignés par Ap.
On dit que D est engendrée par un sous-ensemble X C X(M) si, pour chaque

x € M, 'espace vectoriel D, est I’enveloppe linéaire de I’ensemble
{Y(a:) , YeX, zve Dom(Y)}.

Pour une distribution faible D sur M nous avons les définitions suivantes.

Définition 2.1.3 Une variété intégrale de D en x est une sous variété faible
[N = M telle qu’il existe ug € N avec f(ug) = x et T, f(TuN) = Dy pour tout
u € N.

Définition 2.1.4 D est dit intégrable s’il existe une variété intégrale N de D pour
tout x € M.

Définition 2.1.5 5i D est engendrée par un ensemble X des champs de vecteurs
locaux, D est dite X- invariante si, pour tout X € X, lapplication tangente T,p;
envoie D, a D¢§(z) pour chaque (z,t) € Qx. Si D est Xp-invariante, on dit que D

est invariante.

b

Maintenant, nous introduisons une propriété essentielle ” trivialité locale ” qui

jouera un role important dans ce chapitre.
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e D est (localement) triviale inférieurement si, pour chaque x € M, il existe
un voisinage ouvert V de z et une application lisse © : D, x V. — TM (appelée

trivialisation inférieure) tels que :
(i) ©(D, x {y}) C D, pour tout y € V.

(ii) Pour chaque y € V, ©, = O( ,y) : D, — T,M est un opérateur continu et
O, : 1533 — T, M est I'inclusion naturelle 7,,.

(iii) Il existe un opérateur continu (:)y D, — Yiy tel que ¢, o (:)y =0,, 6, est un
isomorphisme de D, dans ©,(D,) et O, est I'identité de D,.

e D est (localement) triviale supérieurement si, pour chaque = € M, il existe
un voisinage ouvert V' de z, un espace de Banach F' et une application lisse

U: F xV — TM (appelée trivialisation supérieure) tels que :
(i) Pour chaque y € V, ¥, = U( ,y) : F' — T, M est un opérateur continu avec
Uy (F) = Dy.
(ii) ker U, a un complément dans F'.
(iii) Si F'=kerV, & S, la restriction 6, de ¥, a S est injective pour tout y € V.
(iv) ©(u,y) = (0, 0 [0] *(u),y) est une trivialisation inférieure de D.

Dans ce cas, 'application © est appelée trivialisation inférieure associée.

Une distribution faible triviale supérieurement D est appelée involutive si, pour
chaque z € M, il existe une trivialisation supérieure ¥ : F' x V. — T'M telle que
pour chaque u € F', il existe € > 0 tel que, pour tout 0 < 7 < ¢, on a un champ lisse

d’opérateurs C': [—7,7] — L(F, F') avec la propriété suivante.
(X, Zy](y(t)) = ¥ (C(t)[v],y(t)) pour tout Z, = V(v, ) et pour v € I (2.1)

le long d’une courbe intégrale 7 : t +— ¢; “(x) sur [—7, 7| de la section inférieure

X, =0(V(u,z), ).
Avec ces définitions, nous avons le critere d’intégrabilité suivant.

Théoréme 2.1.6 (voir [16]) Soit D une distribution faible triviale supérieurement.

Alors D est intégrable si et seulement si D est involutive.
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2.2 Orbite d’une famille de champs de vecteurs

Dans cette partie, nous exposons les résultats de [16] qui seront utilisés pour la
preuve du théoreme 2.4.1.

Notion de l’orbite X.

Soit X' (M) I'ensemble des champs de vecteurs locaux sur M. Etant donné z € M,
nous dirons que X' (M) satisfait la condition (LBs) en x (localement borné d’ordre
s) s'il existe une carte (V,, ¢) centrée en = et une constante k& > 0 telles que pour
tout X € X dont le domaine Dom(X) contient V., on a

sup{[| /[0 X](W)[|, X € X, y € Vo} <k, (2.2)

ou J* est le jet d’ordre s de X.

Pour tout ensemble d’indices A qui est ordonné fini ou dénombrable, considérons
une famille £ = { X, }aeca ot les X, sont définis sur le méme ouvert V' et satisfait la
condition (LBs) pour s > 1. Etant donné une application intégrable bornée

= (Up)aeca d'un certain intervalle I dans I'(A) = {7 = (7,), Z |To| < 0o}, nous

acA
pouvons associer un champ de vecteurs en fonction du temps de la forme

Z(x,tu) =Y ua(t)Xo(z).

aEA

Pour un tel champ de vecteurs, il existe un flot ®5(¢, .), voir Théoréme 2 de [16].

Soit 7 € I'(A) et posons ||7||; = Z |7o|. Sur Iintervalle correspondant [0, ||7]]1],
acA

nous considérons la partition (Z,)aca de cet intervalle définie par to = 0 et, pour
(0%
a €Aty = Z |75]. Si nous choisissons u = I'" = (I'7) ou I'] est la fonction

=1
indicatrice de |t,,tor1[, comme précédemment, nous pouvons associer a (£, 7) un

champ de vecteurs dépendant du temps Z(z,t,u). Sous des hypotheéses appropriées,
pour un tel Z, nous obtenons un flot associé noté ®4 (¢, ). On suppose que I'ensemble
de tous les Dom(X) pour X € X est un recouvrement de M qui est borné en chaque
point de M ; c-a-d. que l'ensemble {X (z), X € X} C T, M est borné pour chaque

x € M. Nous pouvons étendre X' & l'ensemble X' donné par

éf:{Z:(ID*(VY), Y e X, @zgﬁf}f”muoqbffl pour Xp,---, X, € X; et v € R}(2.3)
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~

voir la sous section 3.1 de [16]. Alors, X satisfait les mémes propriétés précédentes
que X. A cet ensemble X , nous associons un pseudo-groupe approprié Gy des
difféomorphismes locaux qui sont des compositions finies de flots de type ¢ avec
X € X et de type ®5(||7]]1,.) ( comme nous I'avons vu précédemment ) ou encore

son inverse pour § C X.

A Gy est naturellement associée la relation d’équivalence sur M suivante.

x =y ssi il existe € Gy tel que ®(z) =y

Une classe d’équivalence est appelée une X-orbite.

Proposition 2.2.1 (voir[16]). Pour chaque paire (x,y) dans la méme orbite X, soit
nous avons une courbe lisse continue par morceauxr qui joint x a y et dont chaque
partie lisse est tangente a X ou —X pour un certain X € X, soit il existe une suite
Y de ces courbes lisses continues par morceauzr dont l'origine est x (pour toutes les

courbes) et dont la suite des extrémités converge vers y.

Intégrabilité d’une distribution faible associée a une X — orbite

Considérons un ensemble ) de champs de vecteurs locaux qui contient X. Supposons
qu’il existe une distribution faible A engendrée par ) qui est intégrable sur M et
que, pour tout x € M, il existe une trivialisation inférieure © : F' x V' — T'M pour
un certain espace de Banach F' (qui dépend de z) et pour un certain voisinage V' de
x dans M. Soit N I’ union de toutes les variétés intégrales iy, : L — M passant par
xo. Alors, iy : N — M est une variété intégrale maximale de A\ passant par xq voir

Lemme 2.14 [17].

Nous avons la proposition suivante.

Proposition 2.2.2 (voir [16]). Soit f : N — M la variété intégrale mazimale de

A passant par x.

1. Soit Z € X(M) tel que Dom(Z) N f(N) #£ 0 et tel que Z est tangent a /\.
Posons Vy = f~Y(Dom(Z) N f(N)). Alors, Vy est un ensemble ouvert dans
N et il existe un champ de vecteurs Z sur N tel que Dom(Z) = Vy et
f.Z=2Zof.

De plus, si|a,,b,[ est Uintervalle maximal sur lequel la courbe intégrale

vt ¢Z(t,x) est définie dans M, alors la courbe intégrale 7 : t — ngZ(t, T)
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est aussi définie sur |a,, b, et on a
v=fo7. (2.4)

2. Soit € = {Xs, B € B} C X C Y qui satisfait la condition (LBs) sur la carte
de domaine V centrée en x € f(N) et considérons le flot associé ®. Pour un
certain T € 1Y(B), soit v la courbe définie sur [0,]||7||1] par v(t) = ®E(t, z).
Alors, il existe une courbe 7 : [0, ||7]|1[= N telle que

for = sur0,[[r]li[. (2.5)

D’apres les propriétés de X', nous pouvons associer a cet ensemble une distribution

faible D de la fagon suivante : D, = {Y = Z Ax X (x)} pour une famille absolument
Xex

sommable {Ax, X € X, v € Dom(X)}.

De la méme maniere, nous pouvons également associer a X une distribution faible
D qui contient X et qui est X-invariante. En plus, pour un ensemble ) de champs
de vecteurs locaux qui contient X et qui est borné en chaque point, nous pou-
vons également associer une distribution faible A du type précédent. Si A est X-

invariante, alors D, C A, pour chaque x € M.
D’autre part, a ’ensemble X nous pouvons associer une suite de familles

X=X'CcXxX*=XU{X,)Y], X,)YeXx}cC---CXx”
=X U{[X,)Y], Xex,yeaxttic...

Quand X* est borné en chaque point et comme précédemment, nous pouvons également

associer une distribution faible D* engendrée par X'*.

Considérons un ensemble d’indices A, fini ou dénombrable ordonné, et supposons

que D vérifie les conditions suivantes.

1. Pour tout x € M, il existe une trivialisation supérieure W : I'(A) x V. — T M

telle que U(e,,.) = Yo (.) pour chaque o € A, oti {e, }aca est la base canonique
de I*(A).

2. Pour chaque x € M, il existe un voisinage V' de z ou V' C NyeaDom(Y,) et
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il existe une constante C' > 0 tels que

Yo, Y5 (y Z ) pour tout «a, 5 € A, (2.6)

veA

ou chaque 5 est une fonction lisse sur V', pour tout a, 3,v € A et on a

> ICswlsco

a,B,veA

pour tout y € V.

Alors, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.2.3 (voir [10]).

1. Sous les hypothéses précédentes, la distribution D est intégrable et chaque
X -orbite O est l'union des variétés intégrales mazimales qui rencontrent O.

Chacune de ces variétés intégrales est dense dans O.

2. Si DF est définie et satisfait les hypothéses précédentes pour un certain k > 2,

alors nous avons D¥ =D et D est intégrable.

2.3 Probleme d’optimalité et de controle

Rappelons qu’un relévement d'une courbe ¢ : [0, 1] — H, continue et C* par mor-

ceaux, est une courbe ¢ : [0,1] — C5 continue et C* par morceaux telle que :

E(E(t)) = c(t). Si ce relevement ¢ est tangent a D, on dit que ¢ est un relevement

horizontal. De la construction de D et de la métrique riemannienne faible G sur

T.C5 (voir la sous—szzction 1.2) et si v € T,C5 est tel que TE(v) = ¢(t), la quan-
1

1 1
tité 5“1}“%2 =3 [v(s)||*ds = §G(v,v) est minimale si et seulement si v ap-

0
partient a D,. Autrement dit, le relevement ¢ de ¢ est horizontal si et seulement

1 . .
si, pour tout t € [0,1], la quantité §G(é(t),5(t)) est minimale dans ’ensemble

1
{gG(v,v) v E T(;Cé}. Donc, nous pouvons considérer ce type de probléeme

d’optimalité pour un serpent hilbertien qui peut se formuler comme suit.

Etant donnée une courbe ¢ : [0, 1] — H continue et C* par morceaux, on cherche un

relevement ¢ : [0,1] = C5, ¢ — w, tel que pour tout ¢ € [0, 1] :
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— la famille des serpents Si(s) = / u(7)dT associée satisfait S;(L) = c(t) pour tout
0
te0,1].

1, . 1 _ . .
— Iénergie cinétique infinitésimale EHE(t)H%Q = §G(6(t), ¢(t)) est minimale.

Dongc, un tel probleme d’optimalité a une solution si et seulement si la courbe ¢ a
un relevement horizontal. Nous dirons que ce relevement horizontal est un controle

optimal.

D’autre part, nous pouvons également poser la question suivante : Quand est ce-que
deux positions de l'extrémité du serpent xy, x1 peuvent étre reliées par une courbe
¢ continue et lisse par morceaux et qui a un controle optimal ¢ comme relevement ?
Comme en dimension finie, I'ensemble d’accessibilité A(u), pour u € Cf, est l'en-
semble de points (états) finaux ¢(1) avec ¢ : [0, 1] — C5 une courbe horizontale lisse
par morceaux telle que ¢(0) = u. Dans ce cas, si xg = S, (L), alors chaque élément
z = Sy(L) peut se joindre & xy par une courbe absolument continue ¢ ayant un

controle optimal lorsque v’ appartient a A(u).

2.4 Propriétés des ensembles d’accessibilité

Dans le cas fini, étant donné une distribution horizontale D sur une variété M de
dimension finie, le fameux Théoréme de Sussmann (voir [22]) affirme que chaque en-
semble d’accessibilité est une sous-variété lisse immergée qui est une variété intégrale
d’une distribution D qui contient D (c-a-d. D, C D, pour tout z € M ) et qui est
caractérisée par :

D est la plus petite distribution qui contient D et qui est invariante par le flot d'un

champ de vecteurs (local) tangent a D.

Dans le contexte d'une variété banachique, le lecteur peut trouver une généralisation
de ce résultat dans [16]. Cependant, dans notre contexte, nous ne donnons que des
résultats de densité des ensembles d’accessibilité avec une construction analogue
dans le cas de la dimension finie.

Précisément, et d’apres la sous-section 2.2, nous allons associer a chaque base hilber-
tienne {e;, i € N} de H la famille X = {E;, i € N} de champs de vecteurs (globaux)

de C% (voir Lemme 1.2.6). De la définition d’'une X-orbite (voir section 2.2), chaque
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ensemble d’accessibilité A(u) est contenu dans la X-orbite de u. D’autre part, on
peut étendre X & un ensemble de champs X (voir (2.3)) et sous certaines hypotheses,
nous pouvons montrer que la distribution D engendrée par X est integrable (voir
[16], section 4) et que chaque X-orbite est dense dans une variété intégrale maximale
de D. Malheureusement, dans notre contexte en dimension infinie, ces hypotheses

ne sont pas satisfaites.

Cependant, au lieu de f?, nous allons construire une distribution faible D qui donnera
quelques propriétés analogues aux ensembles d’accessibilité. Plus précisément, nous
étendons la famille X = {E;, i € N} a une famille

{Eia [Eijk]a i>j7k € N7k < l}>

qui génere une distribution hilbertienne faible D sur Ck ayant les propriétés sui-

vantes :
(i) D ne dépend pas du choix de la base {e;, i € N}.
(ii) D, est dense dans D, pour tout 2 € M.

(iii) D est intégrable et toute variété intégrale maximale de D contient la
{FE;, i € N}-orbite pour tout choix de la base {e;, i € N} de H.

(iv) L’ensemble d’accessibilité en un point d'une variété intégrale maximale N de D

est un sous-ensemble dense de N.

De cette facon, nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 2.4.1 Soit {e;, i € N} une base hilbertienne de H et {E;, i € N} la

famille associée de champs de vecteurs sur Cp. L’espace vectoriel

m:{zximw o GlEL B Y (@:)? < oo, Z<fij>2<oo}

ieN JlEN,j<I

est un sous-espace bien défini de T,C5 ayant une structure naturelle d’un espace de
Hilbert telle que Uinclusion de D, dans TuC7§ est continue et engendre une distribu-

tion hilbertienne faible de C5. Cette distribution a les propriétés suivantes :
(1) D ne dépend pas du choiz de la base hilbetienne {e;} de H.
(2) La distribution D est intégrable. De plus, pour chaque u € Ck, l’ensemble

d’accessibilité A(u) est un sous-ensemble dense de la variété intégrale maxi-

male N de D passant par u.
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(3) Sur la variété AL, chaque sous-espace D, N T, AL induit une distribution
fermée (encore notée D) qui satisfait les deus propriétés précédentes; en
outre et dans ce cas, chaque variété intégrale maximale de cette distribution

est une sous-variété hilbertienne de Ak.

Remarque 2.4.2 Rappelons quune courbe horizontale v est une courbe absolu-
ment continue dans C5 qui est presque partout tangente a D. Soit u € C5, on note
par H, C T,C5 'ensemble des vecteurs tangents en u d’une courbe horizontale pas-
sant par u. Si X et Y sont deux champs de vecteurs sur C5 dont le domaine contient

u, alors la courbe
t—= ®F o ®) 0 dF, 0 dY, ()

est une courbe horizontale et il est bien connu que son vecteur tangent a wu est
[X,Y](u). Donc, si on cherche la plus petite variété (faible) de Ch qui contient
'ensemble d’accessibilité A(u), son espace tangent doit contenir H,,. En particulier,
cet espace tangent doit contenir la famille {E;(u), [E}, Ej|(u),i,7,l € N}. Notons
que, d’apres le Théoreme 2.4.1, il en résulte que D,, contient H,,.

D’une part, si on considere la distribution fermée engendrée par

X ={E;, [E;, E],i,j,l € N}, nous pouvons montrer que cette distribution satisfait
les propriétés (i) et (ii) données juste avant ’énoncé du théoreme 2.4.1 et satisfait
également une certaine propriété de type trivialité supérieure locale mais pas en
termes de notre définition (voir section 2.1). Cependant, nous ne pouvons pas savoir
si cette distribution est intégrable ou non .

D’autre part, la [!'-distribution faible A! (voir la section 2.5) engendrée par X satis-
fait la propriété (2) mais pas la propriété (1) et donc Al ne contient pas H,. Dans
ce sens, la distribution D est la plus "petite” distribution faible qui est intégrable et
telle que la variété intégrale maximale issue de u contient A(u). De plus, de la pro-
priété (1) du Théoreme 2.4.1, toute variété intégrale maximale N, pour une famille
X" = {E!, i € N} (associée a une base {¢;, i € N}), la X’-orbite de u est contenue
dans N.

Finalement, quand H est un espace de dimension finie, on a D = D. Cette dis-
tribution est fermée et D est la plus "petite” distribution dont les feuilles sont les
ensembles d’accessibilité, comme c’est prouvé dans [16] (voir Exemple 4.5). Nous

obtenons donc une autre démonstration du résultat de [20].

D’apres notre probleme d’optimalité de I'extrémité du serpent, nous savons que si

u est une configuration et N est la variété intégrale maximale de D issue de u, pour
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toute autre configuration v € N il existe une suite (,) de courbes horizontales
dans N dont l'origine est u et dont la suite d’extrémités converge vers v. Donc, si
E(u) = z et E(v) = y, les courbes ¢, = £ o+, sont optimales. L’origine de chaque
courbe ¢, est x et la suite des extrémités y, de ¢, converge vers y.

Donc, pour chaque variété intégrale maximale N de D, on note par N’ I'image
N’ = E(N). Alors, pour tout couple (z,y) € N’, il existe une famille de courbes
optimales ¢, qui ont x comme origine et, la suite des extrémités y, de ¢, converge

Vers y.

2.5 Construction de la distribution D

Pour la construction de D, nous avons besoin du résultat suivant dont la preuve est
la méme que dans le cas d'un espace de Hilbert de dimension finie H (voir [20]).
D’apres la Remarque 1.2.7, chaque E; peut étre considéré comme un champ de

vecteurs sur S®°. Dans ce cas, nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.5.1 Les crochets de champs de vecteurs de la famille {E;}ien satisfont

les relations suivantes :

(B, E;](u) =< ej,u > E;(u)— < e;,u > Ej(u) pour tout u € C5 et i,j € N,
\E;, [Ej, Ex]] = 0ijE) — 0y, Ej pour tout 1,7,k € N,

[[Ei, Ej], [Ex, Ei] = 6alEj, Ex] + 01 Ei, E1] — 0| Ej, Ei] — 6, E;, Ey|, pour tout
i,7,k,l € N.

Nous considérons 'ensemble dénombrable d’indices A = {(1,7), i,7 € N, i < j} et
soit G! (resp G?) I'espace de Banach ['(N) & I'(A) (resp. I*(N) @ 1?(A)). Nous avons

alors le lemme suivant.

Lemme 2.5.2

1. Pour p=1,2, lapplication WP du fibré trivial C5 x GP dans TCh caractérisée

par

V0(0,8) =Y oiBi(u) + Y &lEi Bjl(u), (2.7)

ieN (4,5)eA

o= (03) € P(N), € = (&) € (M),

est bien définie et chaque WP est une application linéaire continue.
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2. Pour chaque u € C5, soit V,, le sous-espace de Hilbert de H engendré par

l’ensemble
{u(t) — u(0), t € [0, L]}.

Pour p=1,2, si le noyau de VP n’est pas {0}, alors V,, # H.

3. Pourp = 1,2, la distribution AP définie par AP = WP (GP) est une distribution

faible et application WP définit une trivialisation supérieure (globale) de AP.

4. La distribution A?* ne dépend pas du choiz de la base hilbertienne {e;} dans
H et contient D (c-d-d. D, C A?).

Démonstration du Lemme 2.5.2.

Partie 1 : Pour tout o € [P(N), le vecteur Zaiei appartient a H et, pour tout
i€N
€ [0, L], le vecteur ZoiEi(u(s)) est la projection orthogonale sur TS de
i€N
Z@'@i- Donc, on a

€N

1D oWl < )_(0))Y* = lloll2. (2.8)

€N S

Si o appartient a [*(N), comme ||o||2 < |o||1, on obtient

1) oWl < llolls.

ieN

D’autre part, comme [Ey, Fj](u) = wEg(u) — upEj(u) et de la méme maniere on
voit que, pour tout s € [0, L], le vecteur - jycn & Ek, Ei](u(s)) est la projection

orthogonale de Z Er(wi(s)er — ug(s)er) sur Ty S™
(k,)eA
Cependant, nous avons

Z §klul(8)€k = Z[Z fklul(s)]ek].

(k,))EA keN I>k

Donc, nous obtenons

1Y Guus)erl? =D 1D Guwl(s)]

(ke keN >k

Utilisons le fait que |u;(s)| < [Ju(s)|| = 1 et de I'inégalité de Cauchy-Schwartz on
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aura

\kaluz = Z(fkl) ]1/2-

>k >k

Finalement, on obtient

1Y Gamls)enl < Y0 (E)* = (1€l12)

(k,l)eA (k,h)eA

En utilisant, le méme argument, nous obtenons

1) Gau(s)el” < Y (&y)* = (1€]12)*

(k)EA (k,)EA

Donc

1> &l ()]l < 2]I€]].

(k)EA

Si & € I'(A), par le méme argument utilisé précédemment, nous aurons également :

1Y &ulEr B)(w)llo < 211€]L-

(k,)EA

Enfin, nous obtenons
W5 (0, ) < 2[|(0, )], pour p=1,2. (2.9)

I1 découle que WP est bien défini. D’apres son expression, il est facile de voir de (2.9)

que VP est linéaire et continue. Ce qui acheve la démonstration de la partie 1.

Partie 2 : D’abord et comme l'inclusion naturelle I : G! < G? est continue avec
une image dense, nous avons U2 o [ = W! la cloture de ker U! dans G? est égale a
ker U2, Donc, ker U} # 0 si et seulement si ker U2 # (. Supposons que ker ¥! = {0}
et soit (0,€) € ker UL, D’apres (2.7) et la Remarque 1.2.7, on obtient

> oEiu(s) + Y &iluils)Ej(uls)) — ui(s)Ei(s)] =0Vs € [0,L].  (2.10)

1€N (i,5)eA

Posons & = % (resp. &, = —%) pour j < k (vesp. j > k) et &; = 0. Alors,

(2.10) peut s’écrire
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Z[Z(éjuj(s) + 0] E;(u(s)) = 0, pour tout s € [0, L. (2.11)

ieN jeN

Etant donné £ € [*(A), notons = 1" endomorphisme de ['(N) dont la matrice dans la

base canonique est précisément (&;, i,j € N). Donc, (2.11) est équivalente &
Zu(s) = —o, pour tout s € [0, L]. (2.12)

Alors, o doit appartenir a I'image de =.

De la définition de V,, (2.12) est équivalente a Zu(0) = —o et V,, C ker =.

Partie 3 : De la partie 1, AP = UP2(GP) engendre une distribution bien définie sur

CL. D’autre part, notons par ‘ifz la bijection canonique induite par U? et donnée par
TP - GP/ ker WP — AP

Donc, nous pouvons munir AP de la structure banachique de sorte que \i/ﬁ soit une
isométrie. Dans ce cas, AP est donc une distribution faible. D’autre part, la famille
des champs de vecteurs {E;, i € N} satisfait la condition (LBs) pour tout s € N en
chaque point et comme W} est linéaire avec une constante de Lipschitz indépendante

de u, Papplication (u, (0,&)) — W2(0,&) est lisse.

Il reste & montrer que ker ¥? a un complément dans G? pour tout u € C5. D’abord,
pour p = 2, comme G? est un espace de Hilbert, ceci est toujours vrai. En particulier,
la structure banachique précédente de chaque A2 est une structure hilbertienne.
Cependant, nous allons montrer ce résultat pour chaque cas ( pour p =1 et p = 2).
Supposons que u € R(E). Si ker W2 = {0} il n’y a rien a prouver. Maintenant,
supposons que ker U2 £ {0}. D’abord, supposons que nous avons une partition de
N = AU B telle que {e,, a € A} (resp. {ey, b € B}) est une base hilbertienne de
[V.]* (resp. V,). Par construction, chaque composante u, est constante pour tout

a € A. Donc, le crochet de Lie [E,, E,], pour a,a’ € A, appartient a D,,. Soit
K= {5 e lP(A) tel que &; =0siiouje B}.

Selon les notations de la démonstration de la partie 2 et pour tout £ € K, si on note
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par = ’endomorphisme associé de H, ker = contient V, et si 0 = —Zu(0), alors (o, §)

appartient a ker U2, Donc , le sous-espace

K = {(a,f) elPN)@IP(A), E€eK o= —Eu(O)}

est contenu dans ker W?.

D’autre part, si (o,&) appartient a ker WP de la démonstration de la partie 2 on a
o = —Zu(0) et V, C ker = et, comme {e,} est une base de V,,, on a donc (0, ¢) € K.
Cela veut dire que ker U} a un complément.

Si on note par L le sous-espace de {§ € I'(A), &; = 0 pour tout i,j € A}, alors le

sous-espace (P(N) @ LL est le complément de ker 2.

Dans la cas général, on choisit une base hilbertienne {e/, a € A} (resp e}, b € B})
de [V,]* (resp. de V,). Il existe une isométrie linéaire 7" de H telle que T'(¢) = e,
pour a € A et T(ey) = e, pour b € B. Notons par Ej = V(e})* le champ de
vecteurs associé & C5 (voir le Lemme 1.2.3). L’application T': (z,v) — (2, T(v)) est
un isomorphisme de TH tel que T'(E%)(u) = Ej(u) pour tout j € N. Considérons
Iapplication ¥’ : G' x C5 — TCk définie par

V(0,6) = S oiElw) + Y &IELEJw), 0= (07) € P(N), €= (&) € P(A)

i€eN (4,9)eA

Bien stir, nous avons
P __ /
VP =W oT.

Cependant, dans la nouvelle base, pour ¥/, nous sommes dans la situation précédente.
Dong, il en résulte que ker 2 a un complément, ce qui termine la démonstration de

la partie 3.

Supposons maintenant que u € 3(&). De la démonstration du Lemme 1.3.2,

u(t) = £x € S® pour tout ¢ € [0, L] et il existe une base de hilbertienne {¢, i € N}
telle que = = €/, la famille associée {El(u), i > 1} est une base de A, et Ej(u) =0
(voir le lemme 1.2.6). De plus, comme les composantes de u sont constantes et
d’apres le Lemme 2.5.1, tous les crochet [E}, Ej](u) appartiennent a D, pour i > 1
et j > 1. Aussi, [E}, E'j] = —x;E; appartient a A,,. De ce qui précede, nous pouvons
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considérer 'application

V(0,6) = Y aBlw) + Y &lELElw), 0= (07) € P(N), € = (&) € (M)

€N (k,h)eA

Son noyau est Rej @ [P(A). Par le méme argument précédent, nous obtenons que
ker W? a un complément. En outre, la restriction de W2 & [”(N) a un noyau de
dimension 1 et la restriction de W? & 'orthogonal [ker U?] dans [*(N) est un isomor-

' P
phisme sur A?.

Partie 4 : Maintenant, il faut montrer que I'image de W2 ne dépend pas du choix

de la base hilbertienne (e;) de H. Donc, soit (€}) une autre base hilbertienne de H

et notons par £} = V(€;)* le champ de vecteurs associé sur Cf. Nous avons donc la

décomposition
E/ = alEjet [E},E}] = > dal'|E, En = ) (dhal’ — a'a})[E), Ey)(2.13)
JEN I,meN (IL,m)eA

Soit T 'isométrie de H définie par T'(e;) = .. Soit (%, (H) I'ensemble des applications
de Hilbert-Schmidt bilinéaires antisymétriques. Alors,

{e; Neb, (i,5) € A} est une base hilbertienne de I3, (H). Notons par T° I'isométrie
de 1% ,(H) induite par T sur [%,(H). Donc, la matrice de T2 dans cette base est

précisément [(afal — abal)] ) kpea- Il en résulte que T' (resp. T?) est une isométrie

de I*(N) (resp. I*(A)).
D’autre part, un choix d’'une base (e}) de H est naturellement associé a l’application

2. Ck x GP — TCk caractérisée par

V(0,0 =Y oEL(u)+ Y GilE) Eil(u).

€N (J,k)eA

D’apres (2.13), on a
i(0,€) = V', (To, T%).

Donc, ¥'2(G?) = A2 pour tout u € C.
D’autre part, du Lemme 1.2.6, il est clair que D, est contenu dans AZ. D’apres la

Remarque 1.3.3, on peut noter que 1?2(I*(N) = D, et, de la démonstration de la par-

tie 3, W2({*(A)) est un complément de D,, dans A%. Ce qui achéve la démonstration
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de la partie 4 et donc du lemme 2.5.2

2.6 Démonstration du théoreme 2.4.1

Il reste a prouver les assertions suivantes.

Assertion 1 : Les distributions A" et A =D sont intégrables.

Démonstration . D’apres le Lemme 2.5.2, on a D, = A2 et donc D est une
distribution hilbertienne faible bien définie sur C5 qui ne dépend pas du choix de la
base hilbertienne {e;, i € N} de H.

Placons nous dans le contexte de la démonstration du Lemme 2.5.2. D’apres le
Lemme 2.5.1, le Lemme 2.5.2 et le Théoréme 2.1.6, il résulte que la distribution A!

est intégrable et que D = A? est intégrable.

Notons toujours par X la famille des champs de vecteurs {£;, i € N}.

Assertion 2 : Toute X -orbite est contenue dans une variété intégrale mazximale de

D.

Démonstration . Par souci de simplicité, nous noterons par G 'espace de Hilbert
précédent G?. Comme la distribution D est intégrable, soit f : N — Ch une variété
intégrale maximale de D. Sans perte de généralité, nous pouvons identifier N &
f(N) et prenons f = iy l'inclusion naturelle de N (avec sa structure de variété
hilbertienne) sur C5. Considérons le fibré image réciproque f*(C% x G) sur N. Notons
que f*(C5 x G) peut s’identifier & N x G. Comme I'image de ¥, est D,,, pour tout
u, le morphisme de fibrés ¥ : C5 x G — TCk induit un morphisme de fibrés ¥ de
N x G dans TN qui est surjectif. En outre, l'orthogonal de ker ¥, dans {u} x G
engendre un sous-fibré hilbertien de N x G. Notons par AN ce sous-fibré et par II la
projection orthogonale naturelle de N x G sur /. Maintenant, on a Ilo ¥ = U et

la restriction de U & N est un isomorphisme de N sur T'N, et on a
TfoW="Uo(Idx f). (2.14)

Soit maintenant {e;,wj;, ¢ € N,(j,[) € A} la base hilbetienne canonique de G.
Posons E;(u) = W, (&) et Ej(u) = U, (w;;). En effet, E; et E; sont des champs de

vecteurs globaux lisses sur N.
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D’autre part, on a V,(¢;)(u) = E;(u) et ¥, (w;;) = [E;, £](v) pour tout v € f(N).
De la proposition 2.2.2, ils existent des champs de vecteurs globaux E; sur N tels
que f.E; = E; et donc f,[E;, Ey] = [E;, E]. 1l résulte de (2.14) que E; = E; et
Fy— (B, B

Soit X la famille induite par {F;, [Ej,El], i,j,l € N, j < 1}. Comme ¥ (resp. ¥)
est une trivialisation supérieure (globale) de D sur C5 (resp TN sur N), cela signifie
que , pour tout u € Cﬁ (resp.u € N), il existe un voisinage ouvert U C Cﬁ (resp.
U C N) de u tel que X (resp. X) satisfait la condition (LBs) sur U (resp. U) pour
s > 3 (voir [16], démonstration du Théoreme 6, partie 2).

Considérons une famille £ = {X,, a € A} C X et soit £ = {X,, a € A} la fa-
mille correspondante sur une variété intégrale maximale N. Etant donné u € f(N),
considérons un flot @ associé a £ et soit v(t) = ®4(¢,u) la courbe intégrale définie
sur [0, ||7][1]. De la proposition 2.2.2, il existe une courbe 7 : [0, ||7||1[— N telle que
foy=rsur [0, ||7]i]. Posons v =(|[7]]).

On va montrer que v appartient aussi a f(N), ou bien, ®4(||7||1,u) = ¢5(u) appar-
tient a N.

Considérons une variété intégrale maximale g =iy : M — C5 de D passant par v
et soit © = (ipr)"'(v). Comme nous avons déja vu, si X’ est la famille de champs
de vecteurs {E!, [El, E]], i,5,l,€ N,j < I} sur M telle que g.E! = E;, alors X"
satisfait la condition (LBs). Sur N, nous avons aussi une famille ¢’ = {X/,a € A}
définie sur un voisinage de v et donc ¢, X!, = X, . Alors, &’ satisfait aussi la condition
(LBs) pour s > 3. Donc, d’apres le Théoreme 2 de [16], il existe n > 0 tel que, pour
7 € I'(A) avec ||7’||; <7, le flot correspondant @g(., .) est défini sur un voisinage
V de © = g '(v) dans M. Maintenant, revenons au flot d’origine ¢ sur Ch. Si

T = (Ta)aca, il existe aq tel que Z |7 < m. Alors, pour a € A avec a > ag, posons
a>ag
7! =1, avec 7., = 0 pour a < a et 7, = 7, pour @ > a. Les flots correspondants @ﬁ;

et Cﬁﬁ; sont définis sur M. De plus, on a
g0 S (1,2) = B, (t,g(2)) et go B (t,2) = B, (£, 9(2)). (2.15)

pour tout z € V.
Par construction du flot ®¢, on a @ (|[74]]1,v(7.)) = v et donc §§Q(||Ta| l1,v) = Y(7a)-

Pour a > «g, dans C5 considérons la courbe 4,(s) = (ffa(||7'a||1 —s,v). Cette courbe
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est définie sur [0, ||7,|]1] et joint v & y(7,). De la méme maniere, dans M, considérons
la courbe 4/ (s) = @)ﬁ;(\ |7a]]1 — s, v). Cette courbe est également définie sur [0, ||7,||1]

et joint © a 0, dans N. D’apres (2.15) on a
go ’% = Ya-

En particulier, on obtient ¢(0) = 7(7,). Cependant, ~(7,) appartient aux sous-
ensembles de C5 f(N) = N et a g(M) = M. Comme (N, f = iy), (M,g = in)
sont des variétés intégrales maximales de D, donc du fait que N N M # 0 im-
plique N = M, on peut prolonger 4 & un intervalle fermé [0, ||7||;] et, en particulier,
¢4 (u) = ®5(||7|1,u) appartient & N.

Maintenant, si nous avons v = ®(u) pour un certain ® € Gy (voir section 2.2), alors
P est une composition finie de difféomorphismes locaux de type ¢S ou [¢5] ™! ou bien
de type ®¥ pour X € X. De argument précédent, si u € N, alors ¢4 (u) et [¢8]~*(u)
appartiennent & N et, d’apres le Lemme 2.2.2-partie 1, ®;*(u) appartient aussi & N.
Par induction, nous obtenons que v = ®(u) appartient a N. Donc, le X-orbite O(u)

de u est contenu dans N.

Assertion 3 : St N est une variété intégrale maximale de D, l'ensemble d’accessi-

bilité A(u) de uw € N est un sous-ensemble dense de N.

Démonstration. D’apres le Théoreme 2.2.3; O(u) contient la variété intégrale
maximale N' de A passant par u et N' est dense dans O(u) (pour la topolo-
gie de C%). Donc, N' et O(u) ont la méme cloture dans C5. Cependant, on a
N' € O(u) € N. Comme linclusion de N dans C5 est continue, on obtient que
O(u) est dense dans N.

De la Proposition 2.2.1, I'ensemble A(u) est un sous-ensemble dense dans O(u).
D’autre part, de la Proposition 2.2.2, on voit que A(u) est contenu dans N. Donc,

nous obtenons que A(u) est dense dans N.

Il est clair que la démonstration des propriétés (1),(2) a été faite lors de la démonstration
des assertions (1)-(3) . Il reste & démontrer la propriété (3). Nous allons prouver que
les assertions (1)-(3) sont vraies sur A%.

Il est facile de voir que toutes les preuves du Lemme 2.5.2 fonctionnent de la méme

maniére sur la variété A5. Cependant, dans Ak, la distribution correspondante D est
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fermée. Donc, chaque variété intégrale maximale de D est une variété hilbertienne
faible dont la topologie est la topologie induite par celle de la variété hilbertienne

AL Alors, cette variété est une sous variété hilbertienne de Ak.

A
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Ce chapitre constitue essentiellement la deuxieme partie de ’ensemble de nos propres
contributions présentées dans [19]. En effet, il s’agit de donner une démonstration
simple du théoreme d’accessibilité en utilisant ’action du groupe de Mé6bius de la

sphere unité d’un espace de Hilbert sur I'espace des configurations.

3.1 Transformations de Mobius d’un espace de
Hilbert

Soient H un espace de Hilbert sur R et {e;};cr une base hilbertienne de H ou I
est I'ensemble fini {1,---,n} avec n > 2 ou I = N\ {0}. Nous notons par < , >
le produit scalaire de H et | . | la norme associée. Avec ces notations, nous pou-
vons identifier H et [*(I) ou tout élément z € H est identifié & la suite (z;) avec

T, =<wx,6; >, 1€ 1.

Soit maintenant H un hyperplan de H. Nous pouvons toujours choisir une base
hilbertienne de H de sorte que {e;};~1 soit une base hilbertienne de H, <, > et |. |
désignent le produit scalaire induit et la norme associée. Nous considérons I’ensemble
H=HU {oo} muni de la topologie suivante : U C H est un ensemble ouvert si et
seulement si U N H est un ensemble ouvert et H\U est borné dans H, si co € U.
Dans cette partie, nous allons rappeler les propriétés classiques des transformations
de Mébius de H, pour plus de détails le lecteur peut voir [2], [3] et [14]. Nous
présentons d’abord les notions suivantes.

e Soient a € H et r,t € R avec r > 0. Une sphere de Mobius dans H est, soit une

sphere classique de H :
S(a,r):{weH ; ]x—a]:?"}, (3.1)
soit un hyperplan auquel on ajoute 'infini :

P(a,t) = {$ €H :(x,a) = t} U {oo} (3.2)

~

e Une réflexion par rapport a une sphere de Mobius S est une transformation de H
qui est soit :
r?(x — a)

o Pla) =0t p(o0) =a,
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si S est de type S(a,r), soit :

si S est de type P(a,t).
e Une transformation orthogonale de H est une application linéaire w : H — H telle
que

Ve,yeH: o w(@) —wy)] = |z —yl.

e Une similitude dans H est une transformation o telle que
o(z) = aw(r) +a, p(oo) = oo,
ol w est une transformation orthogonale de H, o € R et a € H.

Définition 3.1.1 (voir [14]). Une transformation de Mébius de H est une bijection

de H qui est une composition d’un nombre fini de réflexions et similitudes.

Nous avons les caractérisations suivantes.

Théoreme 3.1.2 (voir [1/]).

1. Une bijection ¢ de H est une transformation de Mobius de H si et seulement
si [image et l'image inverse par ¢ des sphéres de Mdobius sont des spheres de

Moébius .

2. Une transformation de Mdbius ¢ est une similitude si et seulement si

$(00) = oo.

Parmi les réflexions, il y en a une particuliere qui est la réflexion par rapport a
S(0,1); c-a-d.
x

po(x) = W, po(0) =00 et po(oco) = 0.

D’apres [3], nous avons le résultat suivant.
Proposition 3.1.3 (voir [3]) Soit 1 une transformation de Mobius. Si

w(S(0,1)) = S(a,r), alors o pyo pu~t est la réflexion par rapport a S(a,r). Si
w(S(0,1)) = P(a,t)U {oo}, alors o pgo u~' est la réflexion par rapport a P(a,t).



44 Chapitre 3: Transformation de Mobius et serpent hilbertien

Considérons maintenant S une sphere de Mobius telle que

— Si S = S(a,r), alors les deux sous-ensembles
S~(a,r) = {3: eEH:|lx—a]? < 7"2},

S*(a,r) = {x eH:|lx—al®> 7’2} U {oo},

sont appelés les cotés de S
— Si S = P(a,t), ses deux cotés sont définis par :
P~ (t,a) = {a: €H:{a,z) < t},

P*(t,a) = {a: €H:{a,z)> t}.

Proposition 3.1.4 (voir/3]) Soient Sy et Sy les deux cotés de la sphére de Mébius
S. Si w est une transformation de Mobius, alors pu(Sy) et u(Sa) sont les cotés de la
sphére de Mébius p(S). De plus, si 3 est un coté de S, alors p(¥) = X implique que
u(S) = 5.

Soit {z1,--- ,x,} une famille de vecteurs linéairement indépendants de H et = € H.

Un n-hyperplan P, dans H est un ensemble de type

{x+/\1x1+---+)\nxn, NER i=1,--- ,n}.

Une n-sphere de Mobius est, soit un n-hyperplan P, U {oo}, soit un ensemble de

type P,+1 N S(a,r) on P,y est un (n + 1)-hyperplan qui contient a.

Proposition 3.1.5 (voir [3]) Pour une transformation de Mdébius, 'image d’une

n-sphere de Mobius est une n-sphere de Mobius.

A partir de ce paragraphe, nous fixons la base {e;};c; de H et nous considérons H
I'hyperplan orthogonal a e;. Tout élément = € H sera écrit comme = = (x1,Z) avec
Z € H. Notons par Ht = {x € H : 27 > 0} et remarquons que H™ est un coté de la

o~

sphere de Mobius H.

Nous désignons par M(H) le groupe de toutes les transformations de Mébius de H tel
que u(HT) = HT. Alors, de la Proposition 3.1.4, pour p € 9M(H), on a ,u(ﬁ) = (ﬁ)
L’inverse est également vrai; c-a-d :

Si p est une réflexion de H par rapport a P(a,t), considérons fi la réflexion de H par

rapport & P((0,a),t) dans H.
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Si p est une réflexion de H par rapport a S(a,r), considérons fi la réflexion de il par
rapport & S((0,a),r) dans .

Si g = aw + a est une similitude de H , considérons i = aw + (0,a) la similitude
dans H ot Oy =w et @(e) = ey.

Dans tous les cas, i préserve HT et H. Il s’ensuit que le groupe 9t(H) des transfor-
mations de Mébius de H est isomorphe a Mt(H).

D’autre part, sur H, nous considérons la distance hyperbolique § donnée dans [3]

cosh§(x,y) = /1 + |22/1 + Jy]2— < 2,y > et d(x,y) > 0.
Nous donnons la définition suivante.

Définition 3.1.6 Une bijection ¢ de H est appelée une transformation hyperbolique

st on a
6(p(z), ¢(y)) = d(x,y) , pour tout z,y € H.

Considérons le difféomorphisme A : HY — H défini par

B2, 7) = (W_l o,

2331 ’ T

Le lien entre les transformations hyperboliques et les transformations de Mébius est

donné dans le résultat suivant.

Théoréme 3.1.7 (voir [/])
1. Le groupe (H) des transformations hyperboliques de H est [’ensemble

{p=hopoh™, :pc MM}

2. Toute application ¢ € &S(H) peut s’écrire comme une similitude B ou bien
comme un produit oo pgo B avec
(i) a(x) =kx+v ou k>0, veH,
(11) 6 = Kw(x)+v" avec k' > 0, v' € H, w une transformatin orthogonale de

H telle que w(v') ='.

A partir de maintenant, nous identifions les groupes 9(H) et & (H).
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Remarque 3.1.8
1. D’apres [4], le couple (HT,9(H)) est appelé le modele de Poincaré de la

géométrie hyperbolique. En effet, soit gy+ = %g la métrique conforme a la
métrique riemmanienne canonique ou ¢ est induite par le produit scalaire

<, > de H. Alors, Papplication h : (HT, gy+) — (H, d) est une isométrie.

2. Si H est de dimension finie, toute isométrie est une bijection mais cette pro-

priété n’est pas vraie en général si H est de dimension infinie (voir [3]).

3.2 Transformations de Mobius et groupe de Lo-

rentz

Dans cette section, on considere I'espace H = R @ H. La base {e; };es est fixée et H

est 'orthogonal de e; dans H. Nous définissons sur H le produit lorentzien suivant
< (S,l‘), (tay) >p=<ux,y > —st.

Notons donc par | |, la pseudo-norme associée et par K le cone lumiére; c-a-d.
I'ensemble K = {u = (s,z) € H < u,u >p=0}.
Soit Kt = {u=(s,z) e K : s> 0}.

Définition 3.2.1 Une bijection X\ de H est dite transformation de Lorentz si
Vu,v € H, [ANu) — A()|L = |u—v|L.

D’autre part, nous considérons I'hyperboloid H; = {u = (s,z) € H : |u]? = -1, }
et son cone positif de type temps H} = {u = (s,x) € H; :s >0 }. Soit g : H — H
une bijection définie par : g(z) = (y/1 + |z|?, x).

Le lien entre les transformations de Lorentz et les transformations hyperboliques de

H est donné par le théoreme suivant (voir [3])

Théoreme 3.2.2 Soit ¢ une transformation hyperbolique, alors il existe une unique

transformation de Lorentz X = 7(¢) telle que
A0) =0, A(H{) =H{ et g(o(x)) = Ag(z)), Vo €H

De plus, la restriction a H{ de la transformation de Lorentz 7(¢) associée a ¢ est
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donnée par

(@) =godog .

De ce résultat, la transformation de Lorentz de type A = 7(¢), ol ¢ est une transfor-

mation hyperbolique, est une application linéaire qui sera appelée la transformation

de Lorentz orthochrone.

Notons par O(H, 1) le groupe de toutes les transformations linéaires de Lorentz. L’en-
semble SO(H, 1) des transformations linéaires de Lorentz A telle que A(K1) = KT
est un sous-groupe de O(H, 1) et 'ensemble SOy (H, 1) des applications linéaires or-
thochrones de Lorentz est un sous-groupe de SO(H, 1). De plus, d’apres le Théoreme
3.1.7, la Remarque 3.1.8 et le Théoreme 3.2.2, il existe un isomorphisme naturel £
entre le groupe de transformations de Mobius M(H) et le groupe SOy(H, 1). Plus
précisément, on a

L) =(goh)to At © (goh)

En effet, comme H{ = {(s,z) € H tel que s = /1 + |x|?}, cela implique que H;

est une hypersurface. On restreint le produit lorentzien & H;" on trouve que

< (S,J]), (t7y) >=<I,y > _\/1 + |l’|2\/1 + |y|2

Dong, la restriction & H, coshd(s,z), (t,y) = — < (s,2),(t,y) >; définit une
distance hyperbolique. L’application g(z) = (1/1 + |z|?, z) est un difféomorphisme
de H & H{ qui est une isométrie. D’apres le Théoréme 3.1.7 et le Théoréme 3.2.2,

on obtient une identification du groupe 9(H) au groupe de la restriction a H; des

éléments de SOy (H, 1).

Nous terminons ce paragraphe en rappelant une caractérisation du groupe SO(H, 1)

et de son algebre de Lie (voir [8] et [14]) ou nous adoptons la présentation de [14].

D’apres la décomposition H = R@H, en prenant p; (resp. ps) la projection naturelle

de H sur R (resp. H), toute application linéaire continue A de H peut s’écrire sous

({:4 [B]> ’ )

ot ¢ = p1(A(1,0)), B = pyo Am et u (resp. v) est un élément de H tel que
pao A(1,0) = w et [ul(s) = su (resp. p; o A(0,2) =< v,z > et [v]*(x) =< v,z >).

la forme matricielle évidente
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Soit J I'endomorphisme continu de H défini par J(s,x) = (—s,z). Etant donné
un endomorphisme continu A de H, son pseudo-adjoint A* est un endomorphisme

continu caractérisé par
< Au,v >p=<u, A%v >, pour tout u,v € H.

Donc, A appartient & O(H, 1) (resp. SO(H, 1)) si et seulement si A#*A = Id (resp.
A#A = Id et A* € SO(H, 1)).

De la forme matricielle (3.3), A% a une forme matricielle du type

¢~
(« 1) o

ou B* est 'endomorphisme adjoint (dans H) de B. Done, A appartient a O(H, 1) si

et seulement si
¢ —ul* ¢ [v]f _ (-1 0 (3.5)
~[v] B* u] B 0 Id)’ '

ou Id est I'identité de H. De plus, un élément A € O(H, 1) appartient a SO(H, 1) si
et seulement si ¢ > 0 (voir [14]).

Le résultat suivant est classique en dimension finie et en dimension infinie il peut

étre trouvé dans [3] ou [14].

Proposition 3.2.3 Soit A € O(H,1). Alors, il existe v € H avec v # 0 ; tel que A

a la décomposition suivante

A= PT, (3.6)

0 @
si H, est l'orthogonal de R.v dans H alors Ty, = Idy, et T(Rv @ R) = Rv @ R.

«

0
ozlP:(E ),leQ*, e==1etT est tel que :

De plus, il existe a > 0 tel que les valeurs propres de Tig.,gr sont e* et e™® avec les

vecteurs propres associés (|Z—|, 1) et (‘Z—‘, —1) respectivement.

Notons que, dans la décomposition précédente, 1" est appelé boost de Lorentz . 1l est
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caractérisé par v € H et o > 0, donc il sera noté par B, . D’apres le théoreme 3.2.2,
T est associé a une translation hyperbolique générée par v. (voir [3]). Notons que si

{w;}ieri>1 est une base orthonormale de H, et que si () 'isométrie linéaire dans H
v

telle que QY(e1) = — et QY(e;) = u;,2 € 1,1 > 1, alors
11 o] e l,i>1, al
v
cosha sinha 0
1 0 ) 1 0
Byo = sinha cosha 0 ) (3.7)
0 @ 0 Q"

0 0 Idy,

Donc, on obtient le corollaire suivant (voir [3]).

Corollaire 3.2.4
Pour tout A € O(H, 1), il existe Q et Q' dans SO(H) et a > 0 tels que

cosha sinha 0
e 0 ) 1 0
A= 0 o sinha cosha 0 0 o)
0 0 Idy

Remarque 3.2.5 D’apres [3] et avec les identifications ci-dessus, tout boost est
une translation hyperbolique. De plus, comme en dimension finie et dans ’espace
métrique (H*, gy+) (voir Remarque 3.1.8 (1)), tout boost B., , correspond a I’ho-

mothétie x — e“.z dans H' et donc & la transformation de Mobius = — e®.x dans

~

H.

La démonstration de la proposition 3.2.3 est une adaptation pour notre contexte du

résultat comparable en dimension finie de [8].

Démonstration de la Proposition 3.2.3 : D’apres (3.3), (3.4)et (3.5), on a
B*B = Idy + [v][v]*, [u]*[u] =c*—1, [u]*B=c[v]*, B*u=cv,

et
BB* = Idy + [u][u]*, ] [v]=c—1, []'B=c[u]* et Bv=cu.

Comme [v]*[v] = |v]?, nous obtenons, d'une part, ¢ = 1+ |[v]|? , ¢ =1+ |u|* et en
particulier u # 0. D’autre part, le noyau de [v][v]* est 'orthogonal H, de R.v dans

H. Tl s’ensuit que la restriction de [v][v]* & H, est zéro et la restriction de [v][v]* &

R.v satisfait : [v][v]*(v) = [v]2v = (? — 1)v.
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On déduit que (Idg + [v][v]*)j, = Idn, et que v est un vecteur propre de

Idy + [v][v]* associé & la valeur propre ¢? de multiplicité 1. D’apres le théoreme de
la décomposition polaire dans un espace de Hilbert, il existe une isométrie linéaire
@ de H et un opérateur auto-adjoint défini positif S (sur H ) tels que B = @S.

De plus, on a B*B = 52 et donc Sy, = Idn, et S(v) = tcv. Nous pouvons supposer
que cette valeur propre c est positive apres un éventuel changement de ¢ par —c.
Alors, on a S(v) = cv.

Supposons d’abord que ¢ > 0. Comme Bv = cu, alors QS(v) = cQ(v) = cu et donc
Q(v) = u. On obtient

(c [v]*) _ ( c [v]*) _ (8 0) (c [v]*>’ (3.8)
[u] B Qu QS 0 @ [v] S

avec ¢ = \/|v[? 4+ 1 et ¢ = 1. Posons T' = (C ] )

[v] S

Si ¢ < 0, par un argument analogue a celui utilisé dans le cas précédent, nous
obtenons la décomposition (3.8) mais avec € = —1.

La restriction de T a H, est Idy, et T(R.v @ R) = Ro @ R (dans H). Par les
mémes arguments utilisés dans la démonstration de la Proposition 2.4 de [8], nous

terminons la démonstration de la Proposition 3.2.3. A

Dans la suite, nous notons par \/Idg + [v][v]* I'opérateur S et donc on a

T= (C ) ) ot A= (6 0) (C ) ) (3.9)
[w] Idy + [v][v]* 0 Q) \[v] Idu+[v][]*

Supposons maintenant que I = {1,--- ,n}. De la Proposition 3.2.3 (voir [8]), toute

matrice A € O(n, 1) peut s’écrire comme un produit de matrices de type

(o o) (o )
0 Q) \[v] VId,+[].]*)’

ou () appartient a O(n), [v] est un vecteur colonne de H, ¢ = y/|v|?> + 1 et € = £1.
Le groupe de Lie O(n, 1) a quatre composantes connexes, et de la décomposition
précédente, nous avons det () = £1 et ¢ = £1. Le groupe de transformations de

Lorentz SO(n, 1) est le groupe correspondant a det () = ¢ = +1. D’apres la propo-
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sition précédente et le Théoreme 3.1.7, le groupe M(H) est isomorphe a SO(n, 1)
et donc le groupe M™(H) qui préserve lorientation est isomorphe a SOy(n, 1), la
composante connexe de 'identité de SO(n, 1), qui est le sous-groupe correspondant
au cas ou det ) = ¢ = 1.

D’autre part (voir [8] ), I'algebre de Lie so(n,1) de SOy(n,1) est 'ensemble des

matrices de type
0 [u]”
W B )

ou B est une matrice carrée de dimension n telle que B* = —B. Nous avons donc

une décomposition naturelle

50(”7 1) = hn D 5n,

b, = { ( 0 [u]*) ou [u] vecteur colonne de R”},
[u] 0

{0 )

0

e

ou

eil” .
L’espace vectoriel b, est engendré par U; = ( ] [0] >, pour i = 1,--- ,n et s,

0 0
est la sous-algebre de Lie de so(n, 1) engendrée par €;; = ( ) 1<i<j<n,
wij

olt w;; est la matrice (aq3) avec

{ Gap =0 st (af) # (i)
aap = 1,ap, = —1 si (af) = (ij)

Remarque 3.2.6

1. Quand I = N, le groupe O(H, 1) est un sous-groupe de Lie du groupe GL(H)
d’automorphismes continus de H. Cependant, ce groupe a seulement deux
composantes connexes et en particulier SOy(H, 1) = SO(H, 1).

D’autre part, dans la décomposition 3.9, T appartient a SO(H, 1) donc A
donné dans (3.9) appartient & SO(H, 1) si et seulement si ¢ = 1.
L’algebre de Lie so(H, 1) de SO(H, 1) a aussi une décomposition de type h@®s

[u]*

0

avec b 'ensemble des endomorphismes de type ouu € Het s est

[u]
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B
B* = —B. En effet, s est isomorphe a I'algebre de Lie du groupe d’isométries

linéaires de H (voir [14]).

0
une algebre de Lie de ’ensemble des endomorphismes de type 0 ) ol

2. Considérons l'application exponentielle : Exp : so(H, 1) — SO(H, 1).

Quand I = {1,---,n}, tout boost T peut s’écrire comme Exp(U), avec
U € b, (voir [8]).

D’autre part, tout P € SO(n) peut aussi s’écrire comme Exp(€2) ou 2 est
élément de algebre de Lie de SO(n). Cela implique que, tout élément de
SO(n, 1) peut s’écrire Exp(Q)Exp(U) pour Q2 € s, et U € b,,. Malheureuse-
ment, 2 et U ne commutent pas et donc Exp(Q)Exp(U) # Exp(Q+U) et nous
n’avons pas la surjectivité de Exp. Cependant, Exp : so(n,1) — SOy(n,1)

est surjective (voir [8], section 4.5).

3.3 Groupe de Mobius-Hilbert-Schmidt de la sphere
unité de H

3.3.1 Groupe de Hilbert-Schmidt des transformations de

Lorentz orthochrones

Soit H un espace de Hilbert. Nous rappelons d’abord les résultats de [10] concernant
les sous-algébres de Lie particuliéres de l'algébre de Lie L(H) des opérateurs bornés
de H.
Soit (G)neny une famille de sous-groupes de Lie connexes de dimension finie de
GL(H) tels que

GiCcGyC---CG, C---CGLH),

ou GL(H) est le groupe des opérateurs bornés inversibles Soit g,, L’algebre de Lie
de G, et g = U g, Alors, g est une algebre de Lie.

neN

Hypotheéses 3.3.1 Il existe un sous-espace go dans L(H) contenant g tel que le

produit scalaire < , > sur g peut se prolonger en un produit scalaire < , > SUr goo
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qui est complet pour la norme associée | . | et telle que g est dense dans goo. En
oulre, on suppose que g, est stable par le crochet de Lie de L(H) et qu’il existe une

constante C' > 0 telle que

A, B]| < C|A|.|B]. (3.10)

Soit Cgl I'ensemble des chemins ~y, C'! par morceaux de [0, 1] dans la variété bana-
chique GL(H) tels que
7 =~ o+ appartient & g, et 7/ est continu par morceaux pour la norme | .| (sur

900)'
Sur GL(H), nous définissons

1
d(A, B) = inf {/ 1/ (s)|ds : v € Cy tel que 7(0) = A, y(1) = B},
0

d(A, B) = oo s'il n'existe pas de v € C} tel que 7(0) = A, (1) = B.

Théoreme 3.3.1 (voir [10]). Sous les hypothéses précédentes, nous avons :
1. Soit Goo = {A € GL(H) :d(A,Idy) < co}. Alors, G est un sous-groupe de
GL(H) et d est une distance invariante a gauche sur cet ensemble.

2. Pour la topologie associée a d, le groupe G, est fermé et le groupe G = U G,
neN
est dense dans G .

3. Soit d,, la distance associée a la norme | | sur g,. Alors la distance

deo = Inf d,, sur G coincide avec la restriction de d.
neN

4. L’application exponentielle Exp : goo — Goo est un difféomorphisme local en

0 dans goo-

En particulier, G4 est un groupe de Lie modelé sur l’espace de Hilbert g...

Le groupe G, est appelé un groupe de Cameron-Martin (voir [10]).

A partir de ce paragraphe jusqu’a la fain de ce chapitre, nous fixons une base hil-

bertienne {e;};en (o} de H et H = R & H est muni du produit scalaire hilbertien
< (s,2),(t,y) >=st+ < x,y > .

Nous pouvons identifier H & [*(N). Soit Lgs(H) le sous-espace des opérateurs de
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Hilbert-Schmidt de ‘H donné par

Lys(H) = {A € L(H) tel que Z |Ae? < oo}.

ieN

Rappelons que, sur Lygs(H), nous avons un produit scalaire

< A, B >ps= Z < Ae;, Be; >,

1€EN

sa norme associée est

Alns = (Y [Ae*)2.

ieN
Notons que Lyg(H) est un espace de Hilbert.
On peut considérer chaque opérateur A € Lyg(H) comme une matrice infinie

A = ((a;)ijen) telle que Z |a;;|* < oco. Par conséquent, si e;; désigne la matrice
i,jEN
infinie définie par

a;; = 1 et les autres terms sont nuls,

on obtient une base orthonormale {e;;} de Lys(H) (relativement au produit scalaire
<, >pg). Notons que Lys(H) est une algebre de Banach (sans unité) pour la norme
| |zs (voir [21]). Dans le groupe de Lie banachique G L(H) des opérateurs inversibles
bornés, le groupe général de Hilbert-Schmidt est

GLys(H) ={U € L(H) tel que Idy — U € Lys(H)}.

D’autre part, notons par H, I'espace vectoriel engendré par {ej,--- ,e,} et par H,

I’espace vectoriel R & H,.

Maintenant, on peut identifier L(#,) & 'ensemble
L,(H)={A€ Lys(H) : H: Cker A et ImA C H,}.

Comme H,, C Hyi1, on a Hy- .y C Hir. Donc, si A € L,(H), alors A appartient a

L, +1(H). On obtient une famille ascendante

Li(H) C Lo(H) C -+ C Ly(H) C -+ C Lus(H) C L(H). (3.11)



3.3 Groupe de Mobius-Hilbert-Schmidt de la spheére unité de H 55

De la méme maniere, on peut identifier GL(H,,) a I'ensemble
Id 0\ -
GL,(H) = {A € GLys(H) de type ( (;{’LL fl) Ac GL(Hn)}

En utilisant les méme arguments, on aura également une famille ascendante
GLy(H) C GLy(H) C -+ C GL,(H) C --- C GLys(H) C GL(H). (3.12)

Si A appartient & GLys(H), alors le déterminant de A est bien défini et det(A) # 0.
De plus, d’apres la construction précédente, tout élément A € GLyg(H) induit
d’une maniére naturelle un endomorphisme A,, € GL,(#). On aura donc (voir [23])
det(A) = lim det(A,). (3.13)

n—oQ
Maintenant, modulo l'identification précédente et selon la section 3.2, la famille
(s0(n,1)))nen devient une famille des sous-algebres de Lie de Lyg(H) et la famille

des groupes de Lie (SOy(n, 1))nen devient une famille ascendante des sous-groupes
de Lie de GL(H) dont les algebres de Lie est la famille (so(n,1)))nen -

De la fin de la sous-section 3.2 et des notations précédentes, soient U; € Lygs(H) tel
que U; = eg; + €;0 pour i € N\ {0} et Q;; =¢;; —e;; pour 0 < i < j, ,i,j € N. On
note par ho, C Lyg(H) l'espace de Hilbert engendré par {U; }ien qoy et par

S0 C Lyg(H) 'espace de Hilbert engendré par {€2;;}o<i<j, i jen €t posons

Ooo = Doo@Ss. D’apres l'identification de L(#H,) & L, (H), on peut considérer so(n, 1)
comme un sous-espace de goo-

Donc, du Théoreme 3.3.1, on obtient :

Proposition 3.3.2

1. L’espace vectoriel go est la cloture de g = U so(n, 1) dans Lys(H). En
neN

outre, goo €st un sous-algebre de Lie de Lys(H) qui satisfait ’hypothese 3.3.1.
2. Le groupe de Cameron-Martin G, associé a la suite ascendante (SOgy(n,1))nen
dans L(H) est un sous-groupe de Lie de GLyg(H) et U SO¢(n, 1) est dense

neN
dans G. En outre, g, est l'algebre de Lie de G .

3. Tout élément A de G, peut s’écrire A = PT ou T est un boost
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1 0
et P = 00 avec Q71 = Q* et det(Q) = 1. En particulier,

SO(H,1)NGLys(H) a deux composantes connezxes et G, est la composante

connexe de Idy.

4. L’application Exp : goo — Goo est un difféomorphisme local en 0 € g et elle

est surjective.

Remarque 3.3.3 Notons que le groupe de Lie SO(H, 1) est connexe (voir Re-
marque 3.2.6, partie 1), alors que SO(H, 1)NG Ly s(H) a deux composantes connexes.

Définition 3.3.4 Le sous-groupe G, de SO(H, 1) construit dans la proposition
3.3.2 est appelé le groupe de Lorentz orthochrone de Hilbert-Schmidt qui sera noté

SOpus(H, 1). L’algébre de Lie correspondante go, sera notée sopg(H, 1).

Dans la suite de ce travail, nous noterons simplement par b (resp. §) tout sous-espace

Doo C Goo (TESP. S50 C Poo). On obtient
sogs(H,1) =h @ s. (3.14)

Si nous considérons maintenant l'isomorphisme naturel £ : SO(H, 1) — 9(H) (voir
la sous-section 3.2), on obtient un sous-groupe My s(H) = L(SOys(H, 1)) de M (H).
Dans ce cas, My s(H) peut étre muni d'une structure de groupe de Lie et son algebre

de Lie myg(H) est isomorphe & soyg(H, 1).

Définition 3.3.5 Le groupe Mys(H) est appelé le groupe des transformations de
Mobius- Hilbert-Schmidt de H.

En dimension finie, dans [9], les auteurs donnent une description complete de I’ap-
plication Exp : so(n) — SO(n). En utilisant des résultats similaires dans le contexte

d’un espace de Hilbert de dimension infinie, on obtient le théoreme suivant.

Théoréme 3.3.6 Considérons Uapplication Exp : soys(H, 1) — SOps(H, 1) et
fixzons un certain élément A = PT € SOgpg(H,1). D’aprés (3.14), il existe U € b,
une famille B; € s des opérateurs de rang fini et une suite non croissante (0;),cs

de nombres réels avec J C N, 0 < 0; < m ayant les propriétés suivantes :

(i) [Br Bj] = 0, pour k # j.
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(ii) A= ][ Ewp(6;B;)Exp(U).
jeJ
Comme la démonstration du Théoreme 3.3.6 est technique et n’a pas de rela-
tion directe avec le contexte des transformation de Mobius, nous donnerons sa

démonstration dans 'annexe B.1.

Démonstration de la Proposition 3.3.2. D’apres le Théoreme 3.3.1, il suffit de
prouver que g, satisfait I’hypothese 3.3.1. Tout d’abord, par construction et comme
s0(n, 1) est un sous-ensemble de L, (#H) pour tout n € N\ {0}, so(n, 1) est engendrée
par {U; b1<i<n, {Q; hi<icj<n, donc g = U 50(n, 1) est dense dans geo.

neN
Aussi, par construction, le produit scalaire naturel sur L,(#) est isométrique au

produit scalaire canonique de L(#,). Alors {e;;}; jen\(oy est la base orthonormée
canonique. Il en résulte que g, est un sous-espace fermé de Lpyg(H) muni d'un
produit scalaire qui prolonge le produit scalaire sur chaque so(n,1). D’autre part,

par un calcul élémentaire, on obtient les relations suivantes.
Ui, Us) = Qiie, [Us, Q] = 05U — 6aUj, [Qig, Qal = 0k + 05620 — 0l — 6;8043.15)

Donc, go est stable par le crochet de Lie de Lyg(H). Il reste & montrer que la
relation (3.10) est satisfaite pour tout A et B dans g... De (3.15), de la définition de
U;, 4 et du fait que {e;;}; jen est une base orthonormée dans Lyg(H), nous avons

les majorations suivantes.
Ui, Uillas <2, U Qillas <4 |4, Qul|ws < 8. (3.16)
Maintenant, tout A € go, peut s’écrire (en utilisant la convention d’Einstein)

A = u'U; + a9

R

donc, |Al% ¢ = Z(Z(ui)2+ Z (a7)?). Selon la bi-linéarité de [, ], les relations
ieN 0<i<j,i,jeN

(3.15) et (3.16), on obtient facilement une relation de type (3.10) pour le crochet de

Lie sur geo.

Les autres propriétés dans (1) et (2) sont des conséquences directes du Théoreme

3.3.1.

Tout M € GLys(H) induit un élément naturel M,, € GL,,(H) et, bien siur, GLys(H)

est le groupe de Cameron-Martin associé a la famille ascendante (3.12). En particu-
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lier, d’apres les notations du Théoreme 3.3.1, on a

lim duo (M, M,) = 0. (3.17)

n—o0

Soit A € G&, comme G, C SO(H, 1) et de la Proposition 3.2.3 | on peut écrire

0
A = PT ou T est un boost et P = (g) 0 avec Q7' = Q*. Avec la conven-

tion précédente et pour chaque n, on a A, = P,T,, ou T,, est un boost dans H,,

e 0
et B, = 0 Q avec (Q,)"' = (Q,)*. Par construction de G, A, appartient a

n

SOqy(n, 1) et, par conséquent, £ = 1 et det(Q,,) = 1. De (3.17), on doit avoir ¢ = 1
et det(Q) = 1 dans P. Les mémes arguments appliqués a A € SO(H, 1) NGLys(H)

1 0
impliquent que A = PT avec P = (0 Q) et det(Q)) = £1, cela termine la partie

(3).

Comme Exp : g — G est une application lisse, la Partie (2) est alors une

conséquence de la Remarque 3.2.6( partie (2)) et la de construction de G.. A

3.3.2 Groupe de transformation de Mobius-Hilbert-Schmidt

de la sphere unité

Etant donnée une base hilbertienne {e;};c;, nous noterons encore par H I'orthogo-
nal de e;. Considérons un élément v € H avec v # 0, H, est I'orthogonal de R.v
dans H. Si e; et v sont linéairement indépendants, apres un changement de v par
—uv si nécessaire, on peut supposer que < v,e; >= v; > 0; donc v appartient a
HT = {x :z; > 0}.

Si on pose e = |Z—‘, on a une isométrie orthogonale R, telle que R,(e) = e; et alors
R,(H,) = H. On obtient donc un isomorphisme du groupe M (H) dans le groupe
M(H,) des transformations de Mdbius de H: = H, U {oc0}. Par conséquent, nous

pouvons identifier ces groupes.

Dans H, nous considérons la sphere unité S* = {z € H |z = 1} et le point
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N = (1,0). La projection stéréographique (voir [3]) est une application :

T:S<\{N} —H, (21,7) —> —

1— T '
Nous pouvons prolonger II a S* dans H en posant I1(1,0) = oco. Alors, IT est un

homéomorphisme de S* dans H. Iinverse de II est une application donnée par

2z |z]P-1

lZ2+17 |22+ 1

:Z»—>( )etoo»—>N

Définition 3.3.7 Un difféomorphisme ¢ de S est dit transformation de Mobius
de S*® siIlo ¢ oIt appartient a M (H).

Le groupe des transformations de Mébius de S est noté 9(S*°). Ainsi, modulo un

choix dune base hilbertienne nous obtenons un isomorphisme

Soit Ms(S>) le sous-groupe associé a Mus(H) = {n, p € Mus(H)} via l'iso-
morphisme P. Ce groupe sera appelé le groupe de Mobius-Hilbert-Schmidt de S*™.

L’algebre de Lie mpys(S*) de ce groupe est isomorphe a gu..

Considérons v € H avec v # 0. Il existe R, € O(H) tel que R,(H,) = H (voir le
début de cette sous-section), donc on a I1, = [To R,,. Il en résulte que ¢ appartient a
IM(S>) si et seulement si I, o ¢ o T+ appartient & M(H,), ce qui signifie que notre
définition de M(S*>) est indépendante du choix de la base {e; };en de H.

Maintenant, la sphere unité S est une sous-variété hilbertienne de H et son espace
tangent 1,S*° au point z € S* peut s’identifier a 'hyperplan H,. On note par gs-
la métrique riemannienne sur 7'S* induite par < , >. Soit ¢, une fonction sur
S*° définie par p,(z) =< @ >. Le gradient de ¢, (relativement a la métrique

riemannienne gs~) est le champ de vecteurs sur S défini par

grad(p,)(z) = - <|Z—|,x>x (3.18)

[l

Soit 6, la dilatation de H, de coefficient eI, De la Remarque 3.2.5 et pour tout
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veH\ {0} et t € R, la famille des transformations
Y (x) = ((I,) ™" 06, o 11, ) ()

est une famille & un parametre des transformations de Mobius de S*°.

Similairement & [12], nous avons la proposition suivante.

Proposition 3.3.8
(i) Pourt fizé, chaque transformation de Mobius I} appartient a M pys(S*).
(11) Soit ®Y le flot de grad(p,). Alors, on a Y =T7.

(111) Pour toute paire (v, w) de vecteurs indépendants de H\ {0}, le flot généré par
le crochet de Lie [grad(p,), grad(y,)] est une rotation dans le plan P(v,w)

générée par v et w avec un angle de rotation de valeur —t.

Démonstration . Si I est fini, la démonstration est donnée dans [12] et [20], donc
on suppose que I = N. Fixons un v € H et choisissons une base hilbertienne {e; };cn
v

de sorte que e; = Donc, H = H, et II, = II, pour chaque n, on note par H,, le

v
sous-espace {e; }* lia‘ns H,,. Par induction, nous pouvons mettre sur chaque H,, une
orientation telle que 'orientation donnée par H,, et e, ; est 'orientation de H,, ;.
Comme §, préserve l'orientation en restriction a H,,, il en résulte que ((IT)od, o (T1)~*
préserve Dorientation de H,, et, finalement, [IIoT'Y o II™!] préserve I'orientation pour
tout n. Par conséquent, A, = L' o [IloI'} o II""|jy, appartient & SO(H,, 1).

En outre, si A = L7 o [IIo '} o IT"'], alors [A]j, = A,, ceci implique que A, est
une suite de Cauchy dans G, pour la distance d,.. On en déduit que A est la limite

de A,, et donc A appartient a G. Cela termine la Partie (i) de la démonstration.

La démonstration de la Partie (ii) (resp. Partie (iii)) est formellement la méme que
la démonstration du Lemme 3.1 (resp. Lemme 3.3) de [12], donc nous allons donner
un résumé de ces preuves.

Comme I')? = I'Y, et sans perte de généralité, nous pouvons supposer que |v| = 1.
D’abord z = 4w sont les point fixes de ®} et I'}, choisissons un z € S* avec z # +v
et soit P le plan dans H engendré par v et z. Par les mémes arguments que dans
la preuve du Lemme 3.1 de [12], nous montrons que grad¢,(z) appartient a P pour
tout z € P et donc @] préserve P. D’autre part, par construction, I'} préserve P

également. Maintenant, du Lemme 2.2 de [12], on obtient que '} et ®! coincident
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sur le cercle P N S*, donc on obtient la Partie (ii).

Soit. P le plan engendré par v et w ou ces derniers sont des vecteurs indépendants
de H\ {0}. Comme &} =T7 et &} =T, ces flots conservent P. Donc le crochet de
Lie [grad(¢,), grad (g, )] est tangent & P sur P. Alors, le flot de [grad(ep,), grad(¢,)]
préserve P. De plus d’apres le Lemme 2.2 de [12] et en restriction a P, ce flot est une
rotation avec un angle de valeur —t. Il reste a montrer que, pour z € S* orthogonal
a P, ce flot garde x fixe et le probleme se réduit a un probléme de dimension 3 qui

peut étre résolu de la méme maniere que dans la preuve du Lemme 3.1 dans [12]. A

Maintenant, si {e]};c; est la base duale de {e;}ier, alors Uapplication ., est exac-
tement la forme duale ef et on note ¢; le gradient de ef. Comme &; est un champ de

vecteurs, nous avons la décomposition suivante (voir [20] et [18])

&i(2) = aA - Zizzli. (3.19)

Donc, le crochet [&;, ;] a la décomposition

0 0

i 2
&L'j Z]&ri <3 O)

€, &51(2) = 2i

Considérons 'action naturelle 20 : Myg(S™®) x S*° — S* sur S* et notons par
a: mys(S®) — Vect(S>) l'action infinitésimale associée ot Vect(S™) est ’espace
de champs de vecteurs sur S*. Si nous identifions mygs(S™) a g, nous aurons (voir
[13] ou [20])

a([U;, Uj] = —=[a(U;), a(U;)]-

Comme dans le cas de dimension finie (voir [20]) nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.3.9
1. L’action A est effective.’
2. Le morphisme a est injectif et a(U;) = &;.

Démonstration. (1) Soit ¢ € Myg(S™®) tel que ¢(z) = z pour tout z € S*.

De la Proposition 3.1.5 et pour chaque n, la restriction de ¢ a H, N S est une

1. Une action 2 est appelée effective si pour tout z (g, z) = z implique g=Id.
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transformation de Mdbius de la sphere de dimension finie H,, N S*°. Comme dans
la dimension finie, cette action est effective et la restriction de ¢ a H, N S™ est
I’ identité. Donc, Papplication IT o ¢ o II"! de H dans H est I'identité sur chaque
sous-espace H,_; = HNH,, pour tout n € N. Il en résulte que [To po I = Idy et
alors ¢ = Ids~. Donc, 'action 2l est effective.

(2) Pour l'injectivité de a, voir la démonstration de la Proposition 2.9 de [20] (Partie

(5)). D’autre part, avec nos identifications et de la Proposition 3.3.8, on obtient que

3.4 La structure sous-riemannienne sur 9%;¢(S*)

Soit M une variété hilbertienne et D un sous-fibré de T'M. Une structure sous rie-
mannienne sur M est un triplet (M, D, g) ou g est une métrique riemannienne sur
D. La donnée d’une métrique riemannienne g sur M permet, bien stur, d’obtenir une
métrique riemannienne g sur D par restriction. D’autre part, il existe toujours un
complément V de D, c-a-d. TM = D &V ; donc on peut prolonger g a une métrique

riemannienne g sur M .

Soit g une métrique riemannienne sur M. Une courbe v : [0,T] — M est de classe

s ona/det@o.

Cette propriaété ne dépend pas du 7ghoix de g. Pour une telle courbe ~, sa longueur
l(7y) est précisément la quantité / Vg(3(t), 4 (t)dt et, bien siir, I(v) ne dépend pas
de sa paramétrisation. Une (:ourbe0 de classe L' est dite horizontale si §(t) appartient
a D(y(1)) -

Etant donnée une métrique-riemannienne g sur D, la longueur d’une courbe hori-

zontale v est bien définie. Notons que nous avons également

I(7) = / (1) 4 (1) (3.21)

Soit Cy(zo, 1) I'ensemble ( éventuellement vide) des courbes horizontales de classe
LY, v :[0,T] — M telles que v(0) = xq et ¥(T) = x; pour T > 0, olt g et x1 sont

deux points de M. La distance horizontale dg(xo, 1) entre xy et x; est définie par

dpi (2o, z1) = inf {I(7),7 € Cu(zo,21)} et dy(zo, 1) = 00 si Cp(wg, z1) = 0.(3.22)
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En dimension finie, I'infinimum dans (3.22) est toujours atteint. De plus, le théoréeme
de Chow donne des conditions suffisantes sous lesquelles deux points de M peuvent
étre reliés par une courbe horizontale. Donc, dans ce cas, dy devient une distance.
En dimension infinie, comme dans le cas riemannien, si Cy (o, 1) # 0, U'infinimum
dans (3.22) pourrait ne pas étre atteint. De plus, dans ce contexte et a notre connais-
sance, il n’existe aucun résultat général similaire au théoreme de Chow. Donc, nous

ne pouvons pas espérer que dy soit une distance dans un contexte large.

Revenons maintenant au groupe de Lie Myg(S™). L'algebre de Lie mpyg(S™) et

g =soys(H, 1) = h @ s étant identifiés, munissons cette algebre de Lie du produit

[u] 0
de H a b est une isométrie. Pour plus de simplicité, le produit scalaire sur b sera

1 0 |ulr
scalaire induit par la distance 3 <, >pgs. Alors, 'isomorphisme u — [ )

désigné <, >. Par conséquent, le sous-espace de Hilbert (h, < , >) engendre une
distribution invariante a gauche A et aussi une métrique riemannienne, g sur A,
invariante a gauche, donc (M ys(S®), A, g) est une structure sous-riemannienne sur
Mps(S™). Soit ¢ € Mys(S>), Pensemble d’accessibilité de ¢ est

A(p) = {@/} € Mys(S>) : il existe une courbe horizontale ~y : [0, 7] — Mpy5(S™)

avee 7(0) = 6 A(T) = }.
D’autre part, dans la sous-algebre de Lie s de 1'algebre de Lie g de M ys(S*), nous

considérons ’espace de Banach

ﬁlz{PestelqueP: Z pYSIOINE Z |)\kz|<oo},

kel k<l kel k<l

muni de la norme |P|; = Z |Ari|. Notons que |P|; = Z| < e;,Pe; > | est la
klel k<l iel
trace L' de P et donc |P|; ne dépend pas du choix de la base hilbertienne fixée de

H. On note par g; = b @ s; et on munit g; de la norme
|(B, P)[l = |B| + |Pli.

Bien str, 'inclusion naturelle de g; dans g est continue et la famille
{Ui}ier U{Qu }trier k< est une base de Schauder de g;. On note par
M1 o(S™) = Exp(g;), alors il est clair que ML 4(S®) a une structure de groupe
de Lie banachique modelée sur g;. En outre, 9} 4(S®) est dense dans Mgy 5(S™).

D’apres la terminologie d'une sous-variété banachique faible (voir [18]), nous dirons
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que ML 4(S*®) est un sous-groupe de Lie faible de M py5(S>). Alors, nous avons le

théoreme suivant.

Théoréme 3.4.1

(1) Deux éléments Ay et Ay de Mi;o(S™) peuvent étre joints par une courbe

horizontale.

(ii) dy est une distance sur Mi;o(S™).

Démonstration. De la construction de 9Mys(S*°), nous pouvons supposer que
M1, o(S™) = SOL ¢ (H, 1). D’autre part, il suffit de prouver la partie (i) pour Ay = Id
et A; un point de M}, 4(S>). Nous fixons A € M}, 4(S™). D’apres le Théoreme 3.3.6,
on a
A= H Exp(0;B;)Exp (U) ou chaque B; est un élément de rang fini de s et U € b.

jeJ
Donc, la courbe t — Exp(tU) est une courbe horizontale définie sur [0, 1] qui joint
Id a Exp(U). Donc, il suffit de prouver le résultat pour A = H Exp(6;B;).

On note par A; = Exp(§,B;) et on fixe un tel point A;. P]aerjconstruction de B;
(voir Annexe B.1), si on pose E; = B;(H), alors E; est un espace de Hilbert de
dimension finie tel que ker(B;) = (E;)*. Donc B; = Bj, appartient & so(;, 1).
De plus, on a la décomposition so(E;, 1) = h; @ s; et B, appartient a s;. Dans la
base de E; construite dans I'annexe B.1, I'algebre de Lie so(EE;, 1) est engendrée par
{U, = Ursg,» lh < 20} et {Q, = Qg i <7< s < l;}. Considérons la structure
sous-riemannienne (invariante a gauche) sur SO(E;, 1) engendrée par h; et munie
d’un produit scalaire tel que {U,, r =1,---n;} est une base orthonormée. Selon le
théoreme classique de Chow, il existe une courbe horizontale ¥, : [0, T;] — SO(E;, 1)
telle que 7;(0) = Idg, et 3;(T;) = A; = Aj g, Considérons ; : [0, Tj] — SOps(H, 1)

définie par

Vi), = Yi(t) etv;(t)&,)r = Idg,)-

Alors, «; est une courbe horizontale reliant Idy et Aj;.

Si J est fini, on peut supposer que J = {1,--- , N}. Autrement dit, on peut supposer

que J = N. Nous paramétrons y; par une courbe ¢; sur [7;_1, 7;] en posant

cj(s) = v;i(s — 7j-1).

Pour tout entier n € J, considérons la composition finie C), : [0, 7,] — SOps(H, 1)
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définie par
Cy(s) = Cp_1(s) pour s € [0, 7,1,

C(s) = cn(8)Cr_1(Tn_1) pour s € [1,_1, Ty

n

Alors, C,, est une courbe horizontale de classe L' joignant I'dy a H Aj. Donc, si J
j=1

est fini, la démonstration est terminée. Supposons maintenant que J = N et posons

7 = lim 7,, si cette limite est finie ; sinon, posons 7 = co. Nous devons montrer que
n—oo

lim C,,(s) est bien définie pour tout s € [0,7]|. D’abord, comme A = lim | | Aj,
n—o0 n—o0
i=1

alors lim C,(7,) = A. Cependant, par construction et pour tout m > n, on ob-
tient aﬁé)ocmuw = C,. Donc, pour tout s € [0, 7], il existe n tel que s € [0, 7,]
et donc C(s) = C,(s) est bien définie. Une telle construction est differentiable
presque partout mais, en général et sans un bon choix de la courbe 7;, 7 = 0o et

méme si 7 est fini, C' n’est pas de classe L'. En particulier, nous pouvons avoir

7}13)10 /OTTL \/g(Cn(s), Co(s))ds = 0.

Pour terminer cette démonstration, nous allons utiliser les résultats de la structure

sous-riemannienne de SU(1, 1) pour obtenir le lemme suivant.

Lemme 3.4.2 Pour tout j et avec les notations précédentes, nous pouvons choisir

une courbe horizontale 7.[0,T;] — SO(E;, 1) paramétrée par longueur d’arc telle que

7(0) = Idg;, 7;(Th) = Ay, et U(3;) = n;0; = T;.

Pour tout j € J, C,(1,) = HAj. Alors, par construction de la famille A;, 'endo-
j=1
morphisme C,,(7,) est une isométrie de H qui préserve 'espace KG E; @ --- | DE,.

Comme 7,1 est paramétrée par longueur d’arc, alors

/Tn+1 g(O(s),C(s))ds = /0 - V I(Fnt1(8), Ang1(s))ds = Ty =nl0]. (3.23)

Cependant, de la décomposition de A, on aura

|A’1 = 22’0393

jedJ
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Donc, d’apres (3.23) et de la construction de C, on obtient

1C) = [ ValCts).Clonas = 3 [ \/alCle).Clods = 511

jeJ 7T

ce qui termine la Partie (i) du Théoreme 3.4.1.

De la définition de la distance d sur M (S*) et pour tout ¥ et ' dans M}, 4(S>), on
obtient que dg (1, v¢') > d(¢,1'). De la Partie (i), la restriction de dy & 9}, 4(S™)
signifie que dy est une distance et donc la Partie ( ii ) du Théoreme 3.4.1 est

démontrée.

3.4.1 Résulats d’accessibilité du serpent hilbertien

Rappelons que pour une courbe continue ¢ : [0,1] — H, C* par morceaux, un
relevement de ¢ est une courbe ¢ : [0,1] — C5, C* par morceaux, telle que
E(e(t)) = c(t). Donc, pour un serpent hilbertien on peut considérer le probleme de
controle optimal suivant :
Etant donnée une courbe continue ¢ : [0, 1] — H, C* par morceaux, on cherche un
relevement ¢ : [0,1] — C5, ¢ — wy, tel que :

— La famille des serpents associée {S}cjo1) satisfasse Sy(L) = c(t).

La(é), ét)) soit minimale.

1 .
— L’énergie cinétique infinitésimale : iHE(t)H%z =3

Ce probleme a une solution optimale si et seulement si la courbe ¢ a un relevement

horizontal. Nous dirons que ce relevement horizontal est un contréle optimal .

L’ensemble d’accessibilité A(u), pour u € C5, est 'ensemble des états finaux ¢(1)
d’une courbe horizontale lisse par morceaux ¢ : [0, 1] — C5 telle que ¢(0) = u. Dans
ce cas et si kg = S,(L), alors un z = S,/(L) peut étre joint a zo par une courbe

absolument continue ¢ qui a un contréle optimal si v’ appartient a A(u).

Quand H est de dimension finie, 'ensemble A(u) est exactement 'orbite de l'action
du groupe de Mobius sur I'espace des configurations.

Etant donnée une distribution horizontale D sur une variété de dimension finie M,
le célebre Théoréme de Sussmann (voir [22]) affirme que chaque ensemble d’acces-

sibilité est une sous-variété lisse immergée qui est une variété intégrale d’une distri-
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bution D conttenant D (c-a-d. D, C D, pour tout = € M). Grace & cet argument,
E. Rodriguez a montré que 'ensemble A(u) est une sous-variété immergée de C5 de
dimension finie (voir [20]).

Dans la sous-section suivante, nous allons donner une nouvelle démonstration du
probleme de controlabilité du serpent hilbertien. En utilisant I'action naturelle de
Mps(S) sur C5, la structure sous-riemannienne de Mzs(S*°) et le Théoreme 3.4.1.
Nous obtenons également une interprétation géométrique de la variété intégrale
maximale de D.

Le théoreme ci-dessous est une généralisation du théoreme principal de [20].

Théoréme 1

1. L’orbite de la restriction a Mys(S®) de Uaction A passant par u € Ch est

précisément la variété intégrale mazimale L(u) de D qui contient u.

2. L'orbite O(u) de la restriction a My;¢(S™) de Uaction A passant par u € Ch
est contenue dans A(u) et elle dense dans L(u). En particulier A(u) est un

sous-ensemble dense de L(u).

3.4.2 Démonstration du Théoréme 1

Comme chaque configuration u € C5 est une courbe u : [0, L] — S*°, nous pouvons

naturellement définir une action de Mys(S®) sur C5 (notée A) par

2A(¢,u)(s) = (u(s)) pour s € [0, L].

Puisque Paction My 5(S) sur S est lisse et effective, la méme chose est vraie pour
'action sur C5.

Soit a : mys(S™) — Vect(C5) Paction infinitésimale associée ou Vect(Ch) dénote
I'espace des champs de vecteurs sur C5. Comme précédemment, nous identifions

Mys(S™) & goo, et on a (voir [13] ou [20])
a([U;, U;] = —[a(U3), a(Uj)].

En outre, de la Proposition 3.3.9, la caractérisation (1.10) de grad¢ et la définition

de F;, on a

Cl(U1> = EZ et Cl([Ui, U]]) = a(Qij) = —[Ei,Ej]. (324)
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Nous avons aussi un morphisme de fibrés (noté aussi a)
a:gxCp— TCh.

Considérons maintenant la restriction A de 'action précédente 2 & M}, o(S*) sur
CL et nous avons également la méme relation (3.24) pour la restriction a' de a a
algebre de Lie g = m};4(S™®) de M}, 4(S*). Selon les arguments de la section 4.3
de [18], l'espace de Banach G? est isomorphe & g. Donc, on a a(g x {u}) = D(u).
Par conséquent, de la démonstration du Lemme 4.4 et de I'assertion 1, on obtient
que l'orbite de u de l'action 2 est exactement la variété intégrale maximale de D
passant par u € Cp.

D’autre part, Uorbite O'(u) de u € C5 de I'action A* est contenue dans orbite O(u)
de 2 . De plus, O'(u) est dense dans O(u). Cependant et d’apres le Théoreme 3.4.1,
nous pouvons obtenir I'inclusion O'(u) C A(u). Par conséquent, la démonstration

du Théoreme 1 est terminée.

A



Conclusion

Etant donné un serpent S, 'algorithme du charmeur de serpents a été introduit par
Rodriguez dans [20], il consiste a chercher une déformation a un-parametre S; de S
telle que son museau Sy(L) suive une courbe ¢ : [0,1] — R? de classe C'* par mor-
ceaux avec Sy(L) = ¢(t). La solution S; de 'algorithme est 'unique déformation de
S suivant ¢ qui minimise I’énergie cinétique infinitésimale. Un serpent S de longueur
L dans R? peut se donner par une courbe u : [0, L] — S, continue par morceaux,
telle que S(s) = [, u(r)dr. Dans [20], Pauteur a construit une distribution horizon-
tale D dans 'espace des configurations Conf telle que ¢t — u; est tangente a D.
Dans cette these, nous avons généralisé ce probleme dans le contexte d’un espace de

Hilbert séparable et de dimension infinie.

Dans la dimension finie, I'action du groupe de Mobius sur la sphére induit une
action de ce méme groupe sur 'espace des configurations. Cela permet de déduire
que deux configurations peuvent étres reliées par une courbe horizontale. Dans notre
cas on a étudié ce probleme par deux méthodes différentes. La premiere est basée sur
des résultats d’intégrabilité d'une distribution et les orbites des champs de vecteurs
sur une variété banachique. La deuxieme est une approche en termes d’action d’un

groupe de Mobius généralisé sur I'espace des configurations.



Annexe A

Notions de géométrie différentielle

en dimension infinie
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Dans cet annexe, nous donnons quelques rappels concernant les résultats de base de

la géométrie différentielle en dimension infinie.

A.1 Variété banachique

Définition A.1.1 Un espace topologique M est une variété banachique lisse s’il

existe un ensemble de cartes {(U;, @;)} tels que
1. les U; sont ouverts et recouvrent M,
2. pour tout i, Uapplication ¢; : U; — E est un homéomorphisme de U; vers un
ouvert p;(U;) d’un espace de Banach F,
3. pour tout les i,j le changement de cartes ¢; o p; = p;(U;N;) — ,;(U:N;) est

de classe C™°.

De nombreuses notions de géométrie différentielle en dimension finie restent valables
en dimension infinie. Nous en mentionnons certaines qui sont utiles dans notre tra-

vail. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur aux livres [6], [15]

Définition A.1.2 Soient M une variété banachique et N un sous ensemble de M
muni de la topologie induite. N est une sous variété-banachique de M si pour tout
x € N il existe une carte (U,p) de M, appelée carte adaptée a N en x, telle que
x € U et ¢ induise un homéomorphisme de U N N sur lintersection de o(U) avec

un sous-espace fermé de E admettant un supplémentaire toplologique.

Définition A.1.3 Soient M et N deux variétés banachiques de classe C* et
f:M — N . Ondit que f est un morphisme de variétés de classe C* si pour toutes
cartes (U, p) de M et (V,4) de N Uapplication o fop=': o(U) — F est de classe

C*, ot F est l'espace de Banach sur lequel N est modelée.

A.2 Espace tangent et application tangente

Soient M une variété banachique lisse et © € M. Soient ¢; : I — M ;i = 1,2, deux
courbes de classe C1.

Un vecteur tangent a M en x est une classe d’équivalence pour la relation suivante

c1(0) =c2(0) =z €U,
(o) (0) = (woc)(0).

c1 ~ ¢o si et seulement si
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ou (U, ¢) est une carte de M centrée en x.

L’espace tangent T,M en un point x € M est I'espace vectoriel formé par les
vecteurs tangents a M en x. La réunion |J,.,, T M de tous les espaces tangents
possede une structure de variété banachique lisse que ’on note T'M et qu’on appelle
le fibré tangent a M.

Définition A.2.1 Soient M et N deuz variétés banachiques de classe C* et f un
morphisme de variétés de M dans N, (U, ) une carte en x € M et (V,¢) en f(x)
telle que f(U) C V. La différentielle d. ¢ de Uapplication ¢ = @ o f o™t de
Vouvert o(U) dans ’espace de Banach F' est une application linéaire indépendante

des cartes choisies. On la note T, f et on appelle application tangente de f en
xe M.

Définition A.2.2 Soient M et N deux variétés banachiques et f : M — N un
morphisme de variétés. On dit que f est une immersion en x € M si
— T.f : T,M — T,N est injective et son image est fermée et admet un
supplémentaire topologique dans TN .

On dit que [ est une immersion, si c’est une immersion en tout point de M.

Proposition A.2.3 Soit f une immersion d’une variété banachique M dans une

variété banachique N. On suppose que f induise un homéomorphisme de M sur
f(M). Alors f(M) est une sous-variété de M.

Définition A.2.4 Soient M et N deuz variétés banachiques, et f : M — N un
morphisme de variétés. On dit que [ est une submersion en x € M si
— T.f : T,M — T,N est surjective et son noyau est fermé et admet un
supplémentaire topologique dans T, M.

On dit que f est une submersion, si ¢’est une submersion en tout point de M.

Proposition A.2.5 L tmage réciproque d’un point ¢ € N par une submersion

f: M — N est une sous-variété banachique de M.

A.3 Groupe de Lie et algebre de Lie banachiques

Définition A.3.1 Un groupe de Lie banachique G est une variété banachique de

classe C> muni d’une structure de groupe telle que la multiplication
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1

GxG — G, (x,y) — zy, ainsi que Uinversion G — G, x — x~' soient des

applications de classe C*°.

Définition A.3.2 On appelle algebre de Lie d’un groupe de Lie G [’espace tangent

a G en l’élément neutre du groupe. Elle est souvent notée g = Lie(G).

A.4 Métrique faiblement riemannienne

Définition A.4.1 Soient M une variété banachique réelle (lisse) et g une section
du fibré T'M (O T'M des formes bilinéaires symétriques de TM. On dit que g est une
métrique faiblement riemannienne sur M si et seulement si, pour tout x € M,
g est une application bilinéaire définie positive sur T, M, c-a-d

1.VX € T,M, g.(X,X) >0,

2. 3,(X,X)=0<= X =0.
Remarque A.4.2 La seconde condition ci-dessus implique, en particulier, que g,

réalise une injection de T, M dans son dual T, M par :
Go : T M — T/ M

Définition A.4.3 On dit que g est une métrique fortement riemannienne Si G,

réalise un isomorphisme entre T, M et T, M.

Exemple A.4.4 Tout espace de Hilbert réel est une variété fortement riemannienne

pour la métrique donnée par le produit scalaire.

A.5 Structure sous-riemannienne sur une variété

banachique

Soit M une variété banachique. On définit une structure sous-riemannienne sur M

de facon analogue a la dimension finie.

Définition A.5.1 Une structure sous-riemannienne sur M est la donnée d’un tri-
plet (M, D,g) ou M est une variété banachique, D est une distribution sur M et g

est une métrique riemannienne sur D.

Une premiere différence avec la dimension finie est la dichotomie entre le cas des

structures dites fortes, et celui des structures fazbles.
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Le but de cet annexe est de démontrer le Théoréeme 3.3.6 et le Lemme 3.4.2

B.1 Démonstration du Théoreme 3.3.6

Considérons un espace de Hilbert H et notons par SOgg(H) = SO(H) N GLys(H)
le groupe de Lie de Hilbert-Schmidt muni de la topologie induite par la norme de
Hilbert-Schmidt et par soyg(H) son algebre de Lie. Tout d’abord nous démontrons

le résultat suivant (voir [9] pour la dimension finie).

Proposition B.1.1 L’application Exp : sogs(H) — SOgs(H) est surjective. Plus
précisément, pour chaque Q) € SOps(H), il existe une famille {0;}e; avec

0 < 8; <7 et une famille {B;}jc; avec B; € soyg(H) telles que By, B;] = 0 pour
k # j et (B;)* = =By et de sorte que

Q = [ [ Exp(6;B;) = Exp(d _ 6;B)).

jeJ jeJ

Et, sin; est le rang de B;, alors (|Bluys)? = an(ej)z ou B = (32;c,0;B)).

jeJ

Démonstration. Soit B € sogg(H), B est un opérateur compact anti-adjoint.
Donc dans la complexification H® de H, on peut écrire B = iA ou A est un
opérateur auto-adjoint compact. Il en découle que les valeurs propres de B sont
de type {£i);}jes ou J est un ensemble fini ou dénombrable et {);} est une suite
décroissante strictement positive qui converge vers 0 si J est dénombrable. De la

théorie spectrale classique on a

H=PE; oK, (B.1)

jeJ
ou E; est le sous-espace tel que la restriction de B a E; est +i);Idg, et K est
le noyau de B. En outre, chaque E; est orthogonale a E; et K pour £ # j. En
particulier, E; est un espace de dimension finie. On peut choisir une base hilbertienne
Ujes{en, -+ e} Ufe,l € L} de H telle que {e;,,- -+, e, } est une base de E; et
{e;,1 € L} est une base de K. Un tel choix peut étre fait de sorte que la restriction

de B a E; soit de type \;B; ot B; a une matrice de la forme
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I, 0 0
0 J, 0
r : (B.2)
0 0 Ji;
. , 0 —1 :
ou chaque bloc J; est donné par J; = Lo ) De cette construction, notons que

{=i);}je; est I'ensemble des valeurs propres non nulles de B et que E; est 'espace

propre associé a £i);.

1

Soit B; I'endomorphisme dont la restriction a E; est )\—BUE]. et qui est 0 sur (E;)*.
J

Par construction, nous avons

B=> \Bj, [Bi,Bj]=0pourk#j, et (B;)’ =—B;.

jedJ

Il en résulte que

Q = ExpB = Exp() _A\;B;) = [ [ Exp(\;B)). (B.3)

jed jed

En particulier, les valeurs propres de () qui sont différentes de 1 sont données par la

famille e+, Donc, dans (B.3), chaque e** peut s’écrire comme e avec

0 < 0; < et, nous avons

(1Blus)® =2 n;(6;)%,

jed

ou n; = dimkE;.

Réciproquement, considérons un élément ) € SOps(H). Alors, C' = @ — Id est com-
pact et donc I’ensemble des valeurs propres de () différentes de 1 est dénombrable.
Comme () est unitaire dans un espace de Hilbert réel, on peut écrire cet ensemble
comme suit {e*%}; ;. Notons que chaque espace propre de Q) est un espace propre
de C' et vice-versa. De plus, I'ensemble des valeurs propres non nulles de C' est
{e* — 1},c;. Donc, on a une décomposition spectrale associée a C' de type (B.1)

ou K est le noyau de C. Notons que la restriction @); de @) sur chaque espace de di-
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mension finie [E; est une isométrie de cet espace dont I'ensemble des valeurs propres
est {e*?}. D’apres le lemme classique de la décomposition d’une rotation en di-
mension finie (voir [1]), on a une base orthogonale {e;,, - , ez, } de E; dans laquelle

(; a une matrice de type

R, 0
0 R,
0O -~ 0 - R_

J

cosf), —sinf
ou chaque bloc R, est donné par R;, = ( g lr).

sinf,,  cosf,,
6, = 0;( modulo 7).

Il en résulte que Q; = Exp(6;B;) ot B; a une matrice de type (B.2) dans la base
précédente . Comme dans la premiere partie, soit B; I'endomorphisme qui est égale
a B; sur E; et qui est zéro sur (E;)*.

D’autre part, soit Qj I'opérateur inversible dont la restriction a E; est égale a ); et

qui est lidentité sur (E;)*. Bien siir, la composition infinie H Qj est égale a @) et

Jj€J
on obtient
Q=] Ex(9;8)).
jeJ
Comme dans la premiere partie, par construction, on a aussi [By, B;| = 0. Il en
résulte que B =Y 0,B; est bien défini et [B|}g =2 n;(6;)”.
jeJ jeJ

A

Nous avons besoin également du résultat suivant (voir [8] pour la dimension finie).

Proposition B.1.2  Soit un boost T € SOgpg(H, 1), alors il existe U € b tel que
T = Exp(U).

la démonstration de cette Proposition est une adaptation formelle du résultat cor-
respondant en dimension finie de [8]. On donne seulement les arguments essentiels.
0

Démonstration. Soit U € h, U = ({
u

| [l:)])oflueH.OnaU?’:wZUavec

w = |u|. Par application de ce résultat on obtient facilement
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sinh w coshw —1

Exp(U) = Idy + U+ —U”.
w w
Comme en dimension finie on obtient
inh
cosh w e [u]*
Exp(U) = sinhw[ | 1d +00§f1w—1[ [u]*
u ——|u]|u
w " w?
Par ailleurs, nous avons la relation
coshw — 1 sinh? w

(1 + =51 ") = Ids + el

Finalement, nous obtenons

coshw Smj)l “ [u]*
Exp(U) = sinh w sinh? w .
[u] [ Tdu + ——[u][u]
w w

D’autre part, de la démonstration de la Proposition 3.2.3, on a

(i i)
] /Idg + [v].[v]*

Soit v € H, on cherche donc a trouver u € H qui satisfait ’équation suivante

avec v € H.

sinh w

(c o] )_ coshw o [u]”
o) VERFEIRE) — \Sthery  frg s S0

w w?

Cette équation peut étre résolue point par point comme en dimension finie (voir [8]).

A

Démonstration du Théoréme 3.3.6. Soit A € SOpyg(H, 1). De la Proposition

1 0
332, onaA=PIlouP = 0 , @ appartient & SO(H) et T est un boost.

Q

D’apres la Proposition B.1.2, il existe une famille d’endomorphismes {B;},c; avec
B; € soyg(H) tels que [By, B;] = 0 pour j # k et une suite {6,},c; avec 0 < §; <=
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10
telle que QQ = HEXp(Qij). De lisomorphisme @ — P = (0 Q) de sopyg(H)

jed
dans s, on peut supposer que B; appartient a 5. Par conséquent

P =[] Exp(6;B,).

JjeJ

De la Proposition B.1.2 on termine la démonstration.

B.2 Démonstration du Lemme 3.4.2

D’abord nous rappelons quelques résultats de géométrie sous-riemannienne sur SU (1, 1).
Premi¢rement, on peut identifier R? & I'espace complexe C. Classiquement, SOy (2, 1)
est isomorphe a PSU(1,1) qui est la composante connexe de l'identité du groupe

de Lie SU(1,1). Il découle que SU(1,1) est le groupe des matrices inversibles de

Z1 2
a C x St L’algebre de Lie su(1,1) de SU(1,1) est engendrée par

. | p
x=1(" P L R
2 -1 o0 2\ =i o 2 0

Nous avons les relations

2z
type ( b7 on 21 et zy appartiennent a C. Notons que SU(1,1) peut s’identifier

[X7Y]:_Z7 [X)Z]:_K [Y,Z]:X,

Sur SU(1,1), nous considérons la distribution invariante & gauche A engendrée par

X et Y, la métrique riemannienne invariante a gauche est induite par %Tr(Xng)
sur le sous-espace engendré par X et Y. On obtient une structure sous-riemannienne
(SU(1,1), A, g) sur SU(1,1). Soit § la distance horizontale invariante a gauche as-
sociée a cette structure. Le revétement universel SU(1,1) peut s’identifier & C x R.

La projection canonique p: SU(1,1) — SU(1,1) est donnée par

(2.1) V14 |z[%e z
7 z 1+ |z[2e™®

Dans notre travail, nous avons besoin du résultat suivant [11].
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it 0
Proposition B.2.1 Soit A = 60 ,t> avec t # 0. Il existe une géodésique
e (2

horizontale (normale) d’une longueur minimale qui relie Id et A et la distance ho-
rizontale 6(I1d, A) = |0| pour 0 < |0| < m et £0 =t (mod ).

Maintenant, on a un isomorphisme de SU(1,1) dans SO(2,1) donné par :

, 1 0 0 14122 Re(z) Im(z)
(wl + |z]2e" 2 ) I PR Re(2) )
, e e(z a
z 1+ [2[2e . ’
: 2 0 0 e Im(z) b c

N <a b>2:< Re(2)>  Re(2)Im(z)
b ¢ Re(2)Im(z)  Im(z)?

L’isomorphisme induit des algebres de Lie est donc

, 1 Re(z) Im(z)
itz )
| = | Re(z) cost —sint
z —it )

Im(z) sint  cost
Par consequent, il existe un isomorphisme entre la structure sous-riemannienne sur

SU(1,1) et la structure sous-riemannienne sur SO(2, 1).

_ 1 0
Démonstration du Lemme 3.4.2. On rappelle que A; = _ et que
0 Exp(B;)

B; a une décomposition (B.2) en blocs diagonaux 6;.;,. Chaque bloc J;, donne un
élément de SO(F;,, 1) ou F;, est un plan en E;. Alors, d’apres la Proposition B.2.1
et via I'isomorphisme précédent, nous avons une courbe horizontale

Y, 1 10,1,.] = SO(F,,, 1) paramétrée par longueur-d’arc dont la longueur est 6; telle
que 7, (0) = Idg, et %,(T;,) = 0;J;,. En particulier, 7}, = |#;]. On obtient une
courbe 7, : [0,60;] = SO(E;, 1) de longueur ¢;, qui relie /dg, et un certain élément
0,J,, de SO(E;,1) telle que

(/le‘)‘Flr =,, et (%T)HFZT]L = 1d.

Ce qui signifie que la courbe v;, obtenue par concaténation de la famille 7;, pour
l, = 1,---1;, est définie sur [0,n,0;], et que 7; est une courbe horizontale dans
SO(E;, 1), de longueur n;0;, qui relie Idg, et A;. A
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