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Introduction

Thermoélasticité et thermoviscoélasticité

Thermoélasticité

La thermoélasticité est une branche de la mécanique appliquée. Comme son nom
I'indique, elle s’intéresse aux effets de la chaleur sur les contraintes et déformations
dans les corps solides élastiques et inversement. Ainsi, ¢’est une extension de la théorie
conventionnelle d’élasticité isotherme. Cette extension prend en compte les processus
ol les contraintes et les déformations proviennent non seulement des forces mécaniques
mais également des variations de la température.

IT est connu expérimentalement que la déformation d’un corps produit un change-
ment de sa température. En d’autres termes, la déformation agit comme une source
ou un puits de chaleur. II suffit de citer I'exemple du test de traction rapide d’une
éprouvette de caoutchouc. Au moment de la rupture, I’échantillon est si chaud qu’on
ne peut pas le toucher.

La thermoélasticité qui contient la théorie générale de la conduction de chaleur
et la théorie générale des contraintes thermiques décrit la distribution de température
produite par la déformation et enfin elle contient une description du phénomene de dis-
sipation thermoélastique. En dépit de sa complexité mathématique, la thermoélasticité
nous permet d’examiner plus profondément que précédemment le mécanisme de la

déformation et les procédés thermiques se produisant dans les corps élastiques. La



thermoélasticité était I’'un des premiers domaines en théorie des champs couplés qui a
attiré I'attention des mathématiciens. L’intérét pour les modeles caractérisant le cou-
plage thermomécanique a été motivé par de nouveaux problemes pratiques importants,

y compris ceux qui sont a la fine pointe des innovations technologiques actuelles.

Thermoviscoélasticité

Dans le cadre thermodynamique décrit au paragraphe précédent, on peut citer les
modeles de thermodynamique Kelvin-Voigt et de Maxwell. Ces modeles s’appliquent
principalement au comportement viscoélastique des polymeres.

La viscoélasticité sert a décrire le comportement de matériaux réversibles, mais sen-
sibles a la vitesse de déformation. On peut citer par exemple les polymeres et dans une
moindre mesure, le béton et le bois, comme matériaux a comportement viscoélastique.
Une des propriétés essentielles définissant la viscoélasticité est la relaxation qui est
la propriété que possedent certains systemes, lorsqu’ils sont sollicités, de réagir avec
un certain retard, globalement défini comme le temps de relaxation. La sollicitation
pouvant étre une contrainte ou une déformation, le processus correspondant est ap-
pelé respectivement relaxation de déformation (fluage/recouvrance) ou relaxation de
contrainte. La durée de ces processus correspond au temps de relaxation. Les temps
réels de relaxation peuvent varier sur plusieurs ordres de grandeurs. Ainsi, quand un
polymere est soumis a une sollicitation de déformation, sa premiere réponse est le
développement d’une contrainte locale relativement élevée, qui a tendance a diminuer
au cours du temps. C’est le phénomene de relaxation de contrainte. Les longues chaines
sous forme de pelotes retrouvent, en fonction du temps, une position d’équilibre par
I'intermédiaire de mouvements plus au moins rapides. A contrario, il existe aussi, par
comparaison, une relaxation de déformation. Dans ce cas, la contrainte appliquée en-
gendre une déformation dépendante du temps, c’est le fluage. La suppression de la
contrainte induit a son tour une évolution retardée de la déformation qu’on appelle la

recouvrarnce.
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Apres plus d’un siecle de recherches sur la thermoélasticité et la thermoviscoélasticité,
de nombreux problemes restent difficiles a résoudre analytiquement et de ce fait la
simulation numérique sera 1'ultime moyen d’y parvenir. Cette these représente une
contribution d’étude de la stabilisation de quelques problemes en thermoélasticité et en
thermoviscoélasticité. La stabilisation consiste a garantir la décroissance de I’énergie
des solutions vers 0 de fagon plus ou moins rapide par un mécanisme de dissipa-
tion. Plus précisément, le probleme de stabilisation auquel on s’intéresse revient a
déterminer le comportement asymptotique de I’énergie que l'on note E(t) (c’est la
norme des solutions dans I'espace d’état). Il existe plusieurs degrés de stabilité que
I'on peut étudier. Le premier degré consiste a analyser simplement la décroissance de

I’énergie des solutions vers zéro, i.e.
E(t) = 0, lorsque t— 400,

cette stabilisation est appelée stabilisation forte.
Pour le second degré, on s’intéresse a la décroissance de ’énergie la plus rapide,

c’est-a-dire lorsque celle-ci tend vers 0 de maniere exponentielle :
E(t) < Ce™®, VWt >0,

ou C' et § sont des constantes positives avec C' qui dépend des données initiales.
Le troisieme degré concerne certaines situations intermédiaires dans lesquelles la

décroissance des solutions est de type exponentiel, par exemple :
C
E(t) < =, Vt>0,
tOé
Dans ce travail, nous traitons la décroissance générale de 1’énergie ou la décroissance

exponentielle ou polynomiale est des cas particuliers.

Avant d’introduire la description générale de nos résultats on va donner quelques

types d’amortissement utilisés dans notre travail.
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e Amortissement produit par la viscosité

Il a plusieurs formes comme par exemple 'amortissement produit par le modele de
Boltzmann. Si on met par exemple le matériau élastique dans un fluide viscoélastique,
ce fluide fournit un amortissement naturel. Du point de vue mathématique, ces effets
d’amortissement sont modélisés par un terme sous forme d’intégral (systemes étudiés
dans le premier et deuxiéme chapitre).

e Amortissement par la friction

Il s’exprime en fonction des vitesses u;, 0; (systeme étudié dans le dernier chapitre).

Description et résultats principaux

Cette these est consacrée a 1’étude du comportement asymptotique de certains
systemes thermoélastiques et thermoviscoélastiques. On généralise et on améliore di-
vers résultats qui seront mentionnés dans cette these. Nous commencgons par une
introduction ot nous présentons I’historique des systemes thermoélastiques et ther-
moviscoélastiques. De plus, nous rappelons certaines notions préliminaires qui seront
utilisées par la suite. Notre étude a été divisée en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on considere un systeme thermoélastique avec source non
linéaire de type polynomial ot 'amortissement est de type mémoire agissant sur une

partie de la frontiere. Ce systeme est le suivant

¢

Uy — o N u— (+ NV (divw) + VO = |u)’ > u, dans Q x (0, 4+ o)
cty — k N\ 0+ Bdivuy = 0, dans Q x (0, 4+ o)
uat)=—[7g(t—s) (p2+ (u+ N (divu) v) (s)ds, sur I'y x [0,00)

u (.,0) = ug, ug (.,0) = uy, 0(.,0) = by, SRY)

up =0,z €y, =0, xredd, t>0

u =0, r€€ly, t>0,
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ou (3, ¢, k sont des constantes strictement positives, p, A > 0 sont des coefficients de
Lamé, €2 est un domaine borné dans R™ de frontiere réguliere 0€) subdivisée en deux
parties mesurables Iy et I';, v est la normale extérieure unitaire a 0Q, u = u (z,t) € R",
avec 2 < p < 2n/(n—2), g(t) est une fonction de relaxation considérée positive
et différentiable. Sous certaines hypotheses sur les données initiales, on montre la
décroissance générale de I’énergie de la solution. Ce travail peut étre considéré comme

une extension de [21] ou le terme source est supposé nul.

Le deuxieme chapitre est consacré a I’étude d’un probleme thermoviscoélastique
avec terme source non linéaire de type polynomial et des conditions aux limites de
type mémoire dans un domaine {2 ouvert borné dans R", n > 1 de frontiere réguliere

I'. Ce systeme s’écrit comme suit :

utt—koAu(t)—(u—i—)\)V(divu)~|—f0tg(t—s)Au(s)ds

+buy + VO = u|ul 2, dans Q x (0,00)

cl; — A0 + Bdivuy; = 0, dans © x (0,00)

k‘o% + (4 N) divu.v — fot g(t—s)(Vu(s))vds+ h(u) =0, sur T’y x[0,00)

u(x,0) = ug, ut (¢,0) = uy, 6 (x,0) = by, z €

u =0, sur Iy x [0,00)
| 0=0, sur I' x [0,00)

ou kg, b, 3, ¢, sont des constantes positives, h est une fonction satisfaisant certaines
conditions. Nous verrons que les hypotheses qui ont été proposées dans [30] sur les deux
fonctions g et h ont été suffisantes dans notre cas. En se basant sur cette hypothese
nous allons démontrer la décroissance uniforme de 1’énergie; cette décroissance n’est

pas nécessairement, exponentielle ou polynomiale.

Dans le dernier chapitre, nous considérons le systeme précédent en introduisant un



second terme d’amortissement interne sous forme « (t) w (u;) . Le systeme s’écrit

.

Uy — ko AN u(t) — (u—l—)\)V(divu)~|—f0tg(t—s)Au(s)ds

+a (t)w (u) + VO = u |uP~?, dans Q x (0,00)

cl; — A0 + Bdivuy = 0, dans © x (0,00)

ou .

k‘o% + (p+ ) divuy — fot gt —s)(Vu(s))vds+ h(u) =0, surly x[0,00)

u(x,0) = ug, ut (2,0) = uy, 6 (x,0) = by, x €

u =0, sur Iy x [0,00)
| 0=0. sur T' x [0,00)

On obtient un résultat de décroissance en fonction de g et a pour lesquels les deux
taux de décroissance exponentielle et polynomiale ne sont que des cas particuliers. Plus
précisément, nous allons obtenir une relation entre le taux de décroissance de 1’énergie
(lorsque t tend vers 'infini) et les fonctions g et ov. On trouve un résultat de décroissance
générale et explicite de I'énergie. Ce résultat a fait I'objet d’une publication (voir [6]).

Pour obtenir les résultats souhaités, on se base principalement sur la construction
des fonctionnelles de Lyapunov appropriées qui sont équivalentes a I’énergie des solu-
tions de chaque probleme. Aussi, on utilise la méthode du puits potentiel, quelques
propriétés des fonctions convexes, 'inégalité de Poincaré, l'inégalité de Jensen, des

hypotheses avec des modifications nécessaires et convenables pour chaque probleme.

Apercu historique

Problemes thermoélastiques

Au cours des dernieres décennies, les systemes d’équations thermoélastiques ont été
étudiés par de nombreux auteurs et de nombreux résultats intéressants ont été obte-
nus. Ces résultats portent principalement sur ’étude de 'existence locale et globale,
comportement asymptotique et explosion en temps fini de la solution de ces systemes

dans le cas unidimensionnels et multidimensionnels.
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On commence par le travail pionnier de Slemrod [31] ou il a considéré un probléme
thermoélastique unidimensionnel non-linéaire et a établi I’existence globale et la décroissance
de la solution classique, pour des données initiales petites, ou la frontiere est sans
traction et a température constante ou rigidement maintenu et isolée thermiquement
(c’est-a~dire des conditions aux limites de type Neumann-Dirichlet ou de type Dirichlet-

Neumann).

Pour des conditions aux limites de type Dirichlet-Dirichlet, le probleme d’existence
globale des solutions régulieres est resté en suspens pendant une longue période. En
1991, Racke et Shibata [28] ont utilisé les méthodes d’analyse spectrale et ont prouvé
la décroissance polynomiale de la solution dans le cas linéaire et non-linéaire. Ils ont
montré aussi que le taux de décroissance dépend de la régularité des données initiales
et ont prouvé que le résultat d’existence globale dépend de la petitesse des données

initiales dans I'espace H™ (0,L), ou m est un grand nombre.

Dans [23], Mufloz Rivera a prouvé la décroissance exponentielle des solutions des
problemes aux limites de type Dirichlet-Dirichlet en thermoélasticité linéaire en utili-
sant la méthode d’énergie d’'une maniere unique et originale. Plus tard, Racke, Shibata
et Zheng [29] ont étendu les résultats de [23] aux systemes thermoélastiques non-
linéaires et ont amélioré le résultat de Racke et Shibata [28] pour des données initiales
(ug, w1) dans H3 (0,L) x H*(0,L) . Rivera et Barreto [24] ont amélioré les résultats de
[28], ils ont montré qu’il est possible d’utiliser la méthode d’énergie uniquement pour
des données initiales (ug, u1) dans H? (0,L) x H* (0,L).

Le probleme de Cauchy ou le corps thermoélastique occupe la ligne réelle toute
entiere a été traité par Zheng et Shen [35] et Hrusa et Tarabek [14] qui ont montré
'existence globale dans le temps. En particulier, Hrusa et Tarabek [14] ont combiné
certaines estimations de Slemrod [31] qui sont restées valables pour les intervalles
non bornés ou 'inégalité de Poincaré n’est plus utilisable. Avec quelques estimations
supplémentaires, ces auteurs ont obtenue l’estimation de 1’énergie avec des données

assez petites.
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Pour le cas multidimensionnel, la situation est différente que celle dans le cas
unidimensionnel. Dans le cas multidimensionnel, il a été prouvé que la dissipation
donnée par la variation de température n’est pas assez forte pour obtenir un taux
de décroissance uniforme des solutions. Cela a été confirmé par le travail pionnier de
Dafermos [13], dans lequel il a démontré un résultat de stabilité asymptotique. Il a
également indiqué qu’il n’y a pas de décroissance de solution si le domaine est une
boule. Plus tard, Lebeau et Zuazua [I7] ont amélioré le travail de [I3], ou les auteurs
ont prouvé que le taux de décroissance n’était jamais uniforme lorsque le domaine
est convexe. Ainsi, des mécanismes d’amortissement supplémentaires sont nécessaires
pour obtenir la décroissance uniforme.

En particulier, Jian, Mufioz Rivera et Racke [15] ont montré la décroissance uniforme
de la solution a symétrie radiale dans un espace de deux ou trois dimensions.

En outre, Pereira et Menzala [27] ont introduit un amortissement linéaire interne et
ont établi également la décroissance uniforme de la solution. Un résultat similaire
a été obtenu par Liu [I8] pour un systéme avec un amortissement frontiere linéaire
dépendant de la vitesse agissant sur le composant élastique du systeme et par Liu et
Zuazua [19] au moyen d’un amortissement frontiére non linéaire.

Rivera et Racke [25] ont considéré un modele magnéto-thermoélastique au moyen d’un
amortissement de type mémoire agissant sur la frontiere. Pour ¢ et k, fonction de
relaxation et le noyau résolvant de (—¢'/g(0)) respectivement, ils ont montré que
I'énergie associée a la solution décroit de fagon exponentielle (polynomiale) si k et

—k’ décroissent de fagon exponentielle (polynomiale). Messaoudi et Al-Shehri [21] ont
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considéré le systeme suivant

U — p A u— (p+ AV (divu) + VO =0, dans Q x (0,00)
cly — k A0+ Bdivu, = 0, dans € x (0,00)
u(x,0) = ug, ut (2,0) = uy, 6 (x,0) = by, x €
u(at)=—[7g(t—s) (p2+ (u+ N (divu) v) (s)ds, sur I'y x [0,00)
u =0, sur Ty x [0,00)

| /=0, sur I' x [0,00),

ot le corps €2 est un domaine borné de R", avec une frontiere I' = T'aUT'y, u = u (z,t) €
R™ u, A\, B, ¢, k sont des constantes positives, ils ont trouvé un résultat de décroissance
générale si la fonction k décroit d’une maniere générale. Récemment, Mustafa [26] a

traité le systeme précédent pour k vérifie 'hypothese suivante

k() > 0, limk(t) =0, K () <0
K'(t) > H(=K (), Vt>0,

telle que H est une fonction positive, linéaire ou strictement croissante, strictement
convexe de classe C? sur (0,r], r < 1, et H(0) = 0. Il a prouvé pour ug = 0 sur I'y, une
décroissance explicite de 1’énergie ou la décroissance exponentielle et la décroissance

polynomiale sont seulement des cas particuliers.

Boulanouar et Drabla [7] ont étendu le résultat de Mustafa [26], pour le cas ou

ug # 0 avec quelques modifications et hypotheses additionnelles.
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Problemes thermoviscoélastiques

Concernant les systemes en thermoviscoélasticité, on peut citer le travail de Weijiu

Liu [32] ou il a considéré le probléeme suivant

(

u — A u— (u+ AV (divu) + aVe + pg « Au
+ (A4 p) g* Vdiv u =0, dans © x (0,00)
0; — A0 + Bdiv uy = 0, dans © x (0,00)
u(x,t) =0 (z,t) =0, sur I' x [0,00)
u(x,0) = ug, ut (z,0) = uy, 0 (x,0) = by, x € ()

| v (,0) —u(z, — s) = wg (,), dans Q x [0,00),

ou le corps €2 est un domaine borné dans R", de frontiere réguliere OI', p, A > 0 sont
des coefficients de Lamé, «, 8 sont des constantes strictement positives, ¢ (¢) est une
fonction de relaxation vérifie les hypotheses suivants:

(Hy) g € C*[0,00) N L' (0,00),

(Ha) g(t) > 0et g’ (t) <0,t>0,

(Hs) k=1— [ g(t)dt> 0.

Sous les hypotheses (Hy), (Hsz) et (Hs), 'auteur a prouvé la décroissance expo-
nentielle de I’énergie de la solution.

Keddi [I6] a considéré le systeme de type thermoviscoélastique avec une source

suivant
( Uy — A u— (u+ NV (divu) + V0
+ fgg (t —s)Au(s)ds = f (), dans Q x (0,00)
ey — k A 0+ Bdivu, = h (x,t), dans Q x (0,00)
u (2,0) = ug, ug (x,0) =uy, 0(x,0) =6y, =€
u(z,t) =0(x,t) =0, x € Jl’,

2 est un domaine borné dans R", de frontiere réguliere OI', f représente une source
externe et h est une source externe de la chaleur, il a prouvé la décroissance générale

de I’énergie.



Yuming et Zhiyong [33] ont étendu le résultat de [22] pour le systeme en thermo-

viscoélasticité suivant

(

w — Dut [ g(t—s) Au(s)ds + VI =0, (z,t)€Qx(0,+00)
Uy — DAYy — AY + divuy, = 0, (z,t) € Q2 x (0,4 00)
%—g*?jLH(ut)—O (2.4) € Ty x (0, + 00)
u =0, (x,t) € Ty x (0, + o)
¥ =0, (z,t) € 9 x (0, + 00),

\

avec les conditions initiales

u(z,0) = ug (x), u (2,0) = uy (z), 9 (2,0) = Yy (),
U (2,0) = (), = €9,

ou €2 est un est un domaine borné dans R™ de frontiere réguliere 02 = I'y U I';.
Pour rappel quelques problemes en élasticité isotherme ont été considérés par de
nombreux auteurs ([4], [5], [10], [I1], [20]). En particulier, Shun et Hsueh [30] ont

considéré le probleme suivant

4

e — ko AN u(t —i—fo (t —s)div(a(x) Vu(s))ds

+b( )uy = [ul’ " u, dans Q x (0,00)
- fo (t—s)(a(x)Vu(s)).vds+ h(us) =0, surI'; x (0,00)

u(O):uo, u (0) = g, r €

u =0, sur Ty x (0,00),

2 est un domaine borné dans R™, de frontiere réguliere OI', g (f) est une fonction de
relaxation vérifie les hypotheses suivants: (Gy) g : [0,00) — [0,00) est une fonction de

classe C', bornée et vérifie

g(0) >0, k:o—/ g(s)ds=1>0.
0

(G3) 1l existe une fonction ¢ positive et décroissante telle que
J <=9, =0 [ Csds=oo
0
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xii ANALYSE ASYMPTOTIQUE EN THERMOELASTICITE ET EN THERMOVISCOELASTICITE

(G3) h : R — R est une fonction croissante telle que
h(s)s>als|, Vs eR,

|h(s)] <~vls|, Vs eR.

Sous les hypotheses (G1) — (G3) avec certaines conditions sur les données initiales,
I’auteur a prouvé une décroissance explicite de I'énergie ou la décroissance exponen-
tielle et la décroissance polynomiale sont seulement des cas particuliers.

Cavalcanti et al [9] ont considéré le probleme suivant

;

utt—Au—i—f(fg(t—s) Au(s)ds+a(x)u

+u|"u =0, dans Q x (0,00)
u(x,0) =up (z), u (x,0) = ug (), r e

u(x,t) =0, x e d, t>0,

\

ou 2 est un domaine borné dans R™ (n > 1) de frontiere réguliere 92, a : Q@ — R*T. 11
a établi la décroissance exponentielle de la solution ot les fonctions g et a satisfaisant
les hypotheses suivantes :

a(zx) > ap>0surw C

—&1g(t) < g (t) < —&yg(t), t>0.
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Notations et notions préliminaires

On va présenter les notations et les inégalités, ainsi que d’autres résultats d’analyse
fonctionnelle qu’on utilise tout au long de ce travail.
Pour toute fonction u : R™ — R réguliére, on note:

‘ n
D%u = iﬂ#’ avec o = (041,062,...,0671) € N™ et |a| - 7; |Oél’ .

O0x1’0x2 " ") Oxpy

Vu = (ﬂ Ou Ju ) : Le gradient de w.

n
2 .
Au = gxg : Laplacien de wu.
=1

K3
Pour toute fonction u : R™ — R" réguliere avec u = (uq,us,...,u,), on note:

Au = (Auq,Aug,...,Auy,) .

n
ou;

5ot : La divergence de u.
197

divu=V.u=

Soient 2 C R™ un ouvert, de frontiere 9d€2. On note:

C (22) : Ensemble des fonctions continues dans €.

C* (Q) : Ensemble des fonctions de classe k dans €.

C* () : Ensemble des fonctions indéfiniment différentiables.

D (22) : Ensemble des fonctions de C* (€2) a support compact.
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Définitions et propriétés élémentaires

Espace de Lebesgue L*(Q})
Soit p € R, 1 < p < 0o, 2 un ensemble mesurable de R™ au sens de Lebesgue, on

définit
LP(Q2) = {u: 2 — R, telle que u mesurable et / lu(z)|P dx < oo} :
Q
Muni de la norme suivante
/p
ol = ([ )
Sip=o0

L*(Q) = {u:Q — R, u mesurable sur 2 et il existe C

tel que |u(z)] < C p.p.sur Q}.
Muni de cette norme
oy = 0 € Ju(@)] < €, pp.sur 2}

Pour plus détail voir [I], [3].

Soit 1 < p < 0o, on désigne par p’ 'exposant conjugué de p défini par % + 1% = 1.

Inégalité de Holder

Soient u € LP(Q) et v € L”(Q), avec 1 < p < oo, alors w.v € L1(Q) et

[ el <l ol
Q
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Inégalité de Young
Soit 1 < p < 00, on désigne par g ’exposant conjugué de p, alors on a

q
< T4 wr>0 w0
P g

etpouryc:\/EXety:\/la etp=g=2,0na

1
:Ey<2X2—|—2 Y?

ou a > 0.

Inégalité de Poincaré
Soit € un domaine borné dans R™, il existe une constante positive ¢, = (p,{2) telle
que

lulle < 6 IVullye, Vu€ W (Q), (1<p<o0). (1)

Formule de Green généralisée
Soit Q2 un domaine borné dans R" de frontiere réguliere T', soient u € H? (),

veH (Q)etwe (H (Q))", alors

/vAu do = — /Vv Vu dx—l—/'v—df
/Vuw da:——/udz'vwdx+/u(w.v)df,
r

n
g 8 UZ, v est la normale extérieure unitaire a 0f2.
T

ou
ou
o

=1

Produit de convolution
Soient u (x), v (z) deux fonctions définies sur L' (R™), le produit de convolution
de u () et v (z) est une autre fonction qui se note généralement u * v et qui est définie

par

<u*v><x>—/0xu<x—y>v<y>dy, Vo € R @)
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Equation intégrale de Volterra

L’équation intégrale de Volterra de seconde espece, s’écrit sous la forme

sO(x)=f(-%’)+A/IR(w—t)s0(t)dt=f(rlr)+A(R*90),

ou ¢ est 'inconnue, f et R sont des fonctions données, A € R. La fonction R s’appelle
le noyau de I’équation intégrale de Volterra. Sa solution est donnée par la formule

suivante
p@=F@+A [ k=) f©ds=f@+AE=NE), O
ou la fonction k est le noyau résolvant de R et est définie par

E(x)=R(z)+ AN (Rx*k)(x). (4)

Regle de Leibniz

Elle est donnée par la formule

d [° b d
a/a f(x,t)dx:/a Ef(m,t)dx,

et dans le cas général

b(t) b(t) " .

Inégalité de Jensen
Si F' est une fonction convexe sur [a,b], f : Q@ — [a,b] et h sont des fonctions

intégrables sur Q, h(z) > 0 et [, h(z)dz = ¢, alors I'inégalité de Jensen affirme que

F{%/ﬁf(x)h(a:)dx] <i [ FlE@nE
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Chapitre 1

Stabilisation frontiere de type

meémoire en thermoélasticité

Sommaire
[1.1 Position du probleme| . . . . . .. ... oo o000 17
1.2 Notations et Préliminaires/ . . . . ... ... ......... 18
[1.3 Reésultats principaux| . . ... ... ... ... 0. 22

1.1 Position du probleme

Dans ce chapitre, nous allons considérer un systeme thermoélastique avec un terme

source non linéaire de type polynomial et un amortissement frontiere. Le systéeme est
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le suivant
(e~ Du— (1 NV (divw) + BV = [ulP 2, dans © x (0, + o0)
cty — k A\ 0+ Bdivuy = 0, dans Q x (0, 4+ o)
u(xt) =— fotg (t —s) (n2% + (u+ A) (divu) v) (s)ds, sur I'y x [0,00)
u(x,0) = ug, ut (2,0) = uy, 0 (x,0) = by, xz €
ug =0, 0 =0, xed, t>0
u =0, rely t>0,

(1.1.1)
ou f, ¢, k sont des constantes strictement positives, u, A > 0 sont des coefficients
de Lamé, le corps 2 est un domaine borné dans R™ (n > 2), de frontiere réguliere
0f) subdivisée en deux parties mesurables I'y et I';, v la normale extérieure unitaire
a 00, u = u(x,t) € R" clest le vecteur de déplacement, § = 6 (z,t) représente la
différence de température, f(u) = |u|’~>u représente une source non linéaire avec
2 < p < 2n/(n—2). Le noyau g est la fonction de relaxation qui est positive et
différentiable avec ¢ (0) # 0. La condition au bord sur I'y désigne une équation
intégrale qui exprime l'amortissement non local de l'effet de mémoire. En fait, les
conditions aux limites non locales apparaissent principalement lorsque les données
sur la frontiere ne peuvent pas étres mesurées directement, mais seules leurs valeurs
moyennes sont connues. D’un point de vue physique, cette condition et la condition
u = 0 sur [y signifient que le domaine {2 est maintenu par un corps solide sur la
premiere partie de sa frontiere I'y et par un corps viscoélastique sur ’autre partie I';y.

On va voir que la dissipation donnée par ce terme de type mémoire est suffisamment

forte pour obtenir la stabilisation du systéme ((1.1.1]).

1.2 Notations et Préliminaires

Pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance de

la fonction u par rapport a x ou par rapport a t.
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Afin d’établir notre résultat, on aura besoin des hypotheses suivantes:

e Fixons un point zo € R" et posons m (z) = x — 2, on note par R = [[m| ;o

On suppose que les partitions T'g, I'; sont fermées, disjointes et meas (I'g) > 0, telles

que
={red: m(z).r<0
{ (w).1 < 0} (1.2.1)
I'y={x€d: m(zx).v>0},
il existe une constante positive a telle que
m(x).v>a>0, Veel,. (1.2.2)
Estimation du terme au bord : u (z,t) = — fo (t —s) (p2% + (u+ A) (divu) v) (s) ds.

On dérive ce terme par rapport a t, en utilisant la formule de Leibniz et le

produit de convolution qui est défini dans , il résulte

u = — [g (0) (u% + (pu+ A) (divu) 1/) + /Ot (g’ (t—s) {u% + (pu+ A) (divu) u}) (s) ds]
= — {g (0) (M% + (u+ A) (divu) y) + ¢ * {u% + (u+ A) (divu) y} (s) ds} :
on divise par g (0), on arrive &

+ (p+ A (divu) v = !

S 9(0)

L’équation ci-dessus est une forme d’une équation intégrale de Volterra de seconde

/ 8 1
“a_z [ut +g'x {ua—z + (1 +A) (divu) VH , sur Iy X RY.

espece et d’apres , sa solution est donnée par

Ou ' S U t —s)u(s)ds
,u%%-(u—i—)\)(dwu)l/ = (){mL/k‘(t ) t()d}
1

= g()[ut+k*ut],surF1XR+,
), (voir ().

oll k est le noyau résolvant de (—g'/g (0)

1
On note par 7 = ———, on obtient
9(0)
8

rs, + (u+ A (divu) v = —n (ug + k * uy) .
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On utilise 'intégration par partie et la condition uy = 0 sur 9€2, nous arrivons a

u%%—(u—l—)\)(divu)y = -7 ut—i-k(t—s)u(s)\é—i-/ok’(t—s)u(s)ds

= —nu+kO)u+k «u] sur[; x RT, (1.2.3)

Puisque nous nous sommes intéressés par les fonctions de relaxation a décroissance
plus générale, il est important de savoir si la fonction k& vérifie quelques propriétés de
la fonction de relaxation g. Le lemme suivant répond a cette question.

Soit h : [0, + c0) — R, une fonction continue et k son noyau de résolvant, c’est-
a~dire

k(t)=nh(t)+ (k=h)(t), (1.2.4)

alors la fonction k est continue et positive (voir [12], [25]).

Lemme 1.2.1. Supposons que
h(t) < coe Jo 7% (1.2.5)

ot 7y : [0, + 00) = R, est une fonction décroissante satisfaisant pour une constante

positive € < 1,

—+o00 s 1
e = / e Jo (1= (S)ds g -,
0 Co

alors la fonction k satisfait

Démonstration. Voir [21)]. |

Remarque 1.2.2. Le résultat du Lemme n’est qu'un cas particulier, voir [2]]

pour plus de détails.

Maintenant nous définissons les deux relations suivantes

(90 ) (t) = / gt —3)lp(t) — o (s) ds (1.2.6)
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t
(g o) (t) = / g(t—3s)(p(t)—v(s))ds. (1.2.7)
0
Lemme 1.2.3. Nous avons pour 0 < pu; <1,

(g op) (BF < ( [l ds) (I © o) (). (128

Démonstration. De (I.2.7), nous avons

(g 0o9)(t) = / U (1 — 5) (i () — g (s)) ds
- / g [ (o (1) — ()] ds,

en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

</ot ) ds) (/01t g (t—s) | (t) =@ (s) ds) ’

< (/ ) (s) i) o 0) 0,

N

IN

(g op) (1)

ce qui implique

woers ([ g ) 6 090, (129

d’ou, on trouve le résultat désiré.

Lemme 1.2.4. Si g, ¢ € C' (R"), alors

%(g@iw— </0t9(8)d8) |90(t)|2)-

(1.2.10)

N | —

1 1
(9% @) o1 =59 (1) o ()] + 59 ®p—

Démonstration. Voir [21]. |
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1.3 Résultats principaux

Dans cette section on va étudier le comportement asymptotique de la solution du
systeme ([1.1.1)), en se basant sur le lemme [[221] et dans toute la suite on va utiliser
I'équation (1.2.3]) a la place de la troisieme équation du systeme ((1.1.1)).

De plus, supposons que la fonction k vérifie '’hypothese suivante
k(0)>0, k(t) =20, k(1) <0, K" (t) =) (=K' (1)), (1.3.1)
ou v: Rt — R™ est une fonction satisfait les conditions suivantes

+oo
Y (#) >0, 7 () <0, / 5 (1) dt = +oo. (13.2)
0
Avant de définir la solution du systéme ((1.1.1)), on considere 'espace suivant
V=H, ={ueH (Q) :u=0surTp}.

On introduit la fonctionnelle d’énergie totale associée au probleme (|1.1.1]) par:

1
E(t) = E/Q[MVUIQHUt]Q—F(quA) (divu)? + c|0]*] dx

1
——/|u|pdx /k’®udr+ /k(t)\u|2d1“. (1.3.3)
P Ja 2 I 2 Jr,

Lemme 1.3.5. L’énergie associée au probléme vérifie
E(t) < /|ve| dz — / g dF+nk’( )/ lu|? dT

__/Fl/ (t— ) |u(t) — u(s)Pds <O. (13.4)

Démonstration. Multiplions 'équation (1.1.1)); par u; et 'équation (LLII), par 6,

intégrons par partie et, en utilisant la formule de Green ainsi que les conditions aux
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limites, on obtient

1d
il {/M\Vu\de—ir/ ]ut\2dx—|—(u+)\)/(dz’vu)zdx—irc/ 107 da:
2dt |Jo 0 0 0

2
——/|u]pdx—77/ k’®udF+n/ k(t)\uﬁdr]
p Q Fl l_‘1

< —k/yve|2dx—n > dl + Lk (¢) [ |ul?dT
Q I 2 Iy

t
_ﬁ/ / ' (t— ) |u(t) —u(s)]* ds, (1.3.5)
2 Jr, Jo
par conséquent, on obtient (L.3.4]). [

Maintenant, on pose

I(t)=p [, |Vul*dz — [, ul’ dz,
J(t) = gfg Vul*do — L [, ul” dz, (1.3.6)
W ={(vw,9) € Ht, x L*(Q) x Hj () / I (v,w,¢) > 0} U{0},

alors E (t) s’écrit

E(t) = J(t)+%/ﬂ[yut|2+(u+A) (divu)? + c6?] (1.3.7)

—g/rl/Otk'(t—s)|u(t)—u(s)\2d3+g/rlk(t)\u|2d1“.

On a le résultat suivant

Lemme 1.3.6. Sous les hypothéses (L2.1]), (L22) et pour 2 < p < 2n/(n —2),

n > 3, alors pour (ug,u1,00) € W vérifiant

ol 2 )@2)/2
— | ————F (ugy,uq,0 =a<l1, 1.3.8
(g e ) (135)

la solution (u,u.,0) (t) € W, Vt > 0 et en plus
2
[ (2o < w VU (05, (1.3.9)
ou Cy, 1 sont des constantes positives, telle que

10 Loy < C- IVl (1.3.10)
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et2<q<2n/(n-2).
Remarque 1.3.7. D’apres le Lemme ([3.0) on trouve
2
Oy < 0 IV (DL, (13.11)

Démonstration. Puisque (ug,uq,0p) € W, alors I (ug,uq,00) > 0. Par continuité, il
existe T,, > 0 tel que I (u(t)) > 0, pour tout ¢t € [0,7,,,). D’apres la définition de I et

J, on a la relation suivante:

o 2 1
J(t :—/Vu dx——/upda:
W0 = & [1vulae—1 [

plp—2) 2 1
_ PR Gu )R+ =T (¢
D Va1
-2
> L2 vu ), ve<T,,

par conséquent on obtient d’apres (L3.7))

2 2p 2p
IVu (1)])2 < mE (t) < mE(uo,ul,Ho) Ve [0,T)). (1.3.12)

En utilisant (L.3.10) et (1.3.12), on arrive a

lully, < CEIVu (DI =C2IVul D5 [Vu (Dl
2 (r-2)/2 )
< cr <—E 0) Vu (DO, Ve 0T, (1313
) (0) IV ()]l 0,T5),  (1.3.13)
d’ot, en utilisant le Lemme ([.3.6])

lu () oy < mllVu (D5, VE€0,T0),
ce qui implique que
(u,ug,0) (t) € WVt € [0,T,,), Ym > 0.

Puisque I'énergie E (t) est strictement décroissante, on a les inégalités suivantes

. C'f 2 )(P—2)/2 Cf ( 2 )(P—2)/2
Iim = ———F (¢t < —=—F(0 < 1.
<u(p—2) Q o \p(p—2) ©
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Ainsi, en répétant cette procédure, l'inéquation (L3.13) reste vraie pour tout ¢ > 0.
|

On suppose, dans la suite, que la solution du probleme (LIJ]) existe, unique et
suffisamment réguliere. Dans ce qui suit, nous énoncons le résultat principal de ce

chapitre.

Théoréme 1.3.8. Soit (ug,u1,00) € (H} () x L2 (Q) x H (Q)), sous les hypothéses
(C27), @C22), (L31) et (L3.2) avec

lim k (t) = 0, (1.3.14)

t—o00

alors pour ty assez grand, la solution du probléme (LIT]) vérifie

E(t) < cE(0) e_“fotw(s)ds, Yt >t
ot a, ¢ sont des constantes positives.

Pour montrer ce théoreme, nous allons commencer par démontrer les lemmes sui-

vants.

Lemme 1.3.9. Sous les hypothéses du théoremel[l3.8, la solution du probléme (LI

vérifie
pr u. [M+(n—1)u] < /]ut| dx — /|Vu\ dx—— (dz’v u)de—l—C'/]V9|2dx
. po
—(u+)\)6/ (div u)* dT" — / IV’ dF+—/ | dT
I
R (1) |u|2dF—Cu//k’(t—s)|u(t)—u(s)|2dF
Fl Fl 0
2 2
|l dl’ — ( n (n—l))/|u|p+—5/ lu|” dT, (1.3.15)
I p b Jr,
ot

M = (My,M,,..M,)", M;=2m.NVu' et m=(xr— ),
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et C' est une constante positive.
Démonstration. Multiplions I"équation (LIIl); par M + (n — 1) u, on trouve

/Q [ — D> u+ VO — (n+ M)V (divu) — [ul">u] . [M + (n — 1) u] dz = 0.
(1.3.16)

Maintenant, on va estimer le premier terme dans (L3.16]) suivant

g M, — (n — 1)/ g2,

/Qutt-[MJr(”—l)u]df:% Qut.[M+(n—1)u]—/ ;

Q

sachant que
/ut.Mt dr = Z/ui (2m.Vui) dx:Z/m.‘VuHde
& i=1 /& i=1 /@
— _Z/ |u§|2dz’v mda:—l—Z/ ‘u§|2(m.y)d1“
i=1 /@ i—1 YT1

= —n/|ut\2d9€+/ |ug|* (m.v) dT,
Q I

on déduit que

/Qutt.[MHn—nu]dx _ % [ [0+ (0= 1)) o

+/ lue|*de — [ |u)® (m.v)dl.  (1.3.17)
Q N1
Pour le deuxieme terme dans (L3.I6]), on commence par
— / Au.Mdxr = — Z/ Au' (Zm.Vui) dz
Q — Jo
= i/ vu' (2m.Vui) dr — Qi/ (m.Vui) aujdf.
i=1 /@ i=1 7T Ov

On applique la formule suivante

Vu'.V (2m.Vu') =2 |Vu"|2 +m.V (|Vu’|2> ,
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on trouve

| rudtde = 25 iI*q n/ . 1) d
/Q u.Mdx 22/}VU‘ $+Z QmV<|Vu|> T
—22/ mVu —dF

- —(n—Q)/ |Vul|? dx+/|Vu|2(m.y)dF
—22/ (m.Vu') —dF (1.3.18)

Pour le dernier terme dans (L.3.18), on a
2
Z/ (m.Vu') —dF Z/ my( )dF.
To To
—/M.Au:—(n—Z)/|Vu|2+/|Vu|2(m.V)
Q Q r

= N ou' ou
_2;/r1 (mVu) £y . ((‘3V

i\ 2
) (m.v). (1.3.19)
D’autre part on a

—/u.Auda::/|Vu\2dx—/u@dF /|Vu|2dx—/ u.@df. (1.3.20)
Q Q r 0 Q r, Ov

Combinons (L3.19) et (L.3.20)), on obtient
—/ Au.[M+ (n—1)ulde = / |Vl dz + / V| (m.v)dl — 2/ |Vl (m.v) dl
Q Q r I

Par conséquent

_ zn; /F ?9—15 (2m.Vui + (n — 1) ') I, (1.3.21)

Maintenant, pour le troisieme terme dans (L3.16) on a
—/ﬂV(divu).[M—i— (n—1ulde = —(n— 1)/Qu.V(div u)d:v—/QM.V(dw u) dx
= (n—1) /Q (div u)* dz — (n — 1) /r (u.v)div u dU'

—/ M.V (div u) dx,
Q
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mais

- /ﬂ MV (divu)de = — ;/92 (m.Vu') 81 (div u) dx = 2;/9 81 (m.Vu') div u dU
—22/ (div u) x (m.Vu') y; dU
ou
= 22/ oz, [mjng] dwud:c—QZ/ (div u) ( j73> v; dI’

3,0=1 3,0=1

2,1

. . 2 0“u .
= Z/Q(dwu) da:+2Z/QmJM(dwu)dF

_ZZ/ (div ) (mja )VZdF

i,j=1

on applique la formule de Green, on obtient

| L o
22/ j@x] <8xj) divudr = Z/Qmjﬁ_:c] ((divu)”) da
i,7=1 —
= /ax] dwu dm+2/ (divu)? (m,v;)dl’
= —n/ (divu)? dx+/(divu) (m.v)dr,
Q r

alors

—/ﬂwdw WM = —(n—2)/ﬂ(div u)2+/FO (div w)? (m.v)
-2 Z/ (div u <mj B >V1dr

2,j=1

et

n %

2 Z /FO (div ) (mja_xj) v, dl = 2 Z /FO (div u) <mj51/i> dr’

1,7=1

= 22/ (m.v) div ug%dr = Q/FO (div u)* (m.v),
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donc
—/QM.V (div u)dz = —(n—Q)/Q(div u)2dw—|—/ro (div u)* (m.v) dl
+/Fl (div u)* (m.v) dF—Q/FO (divu)® (m.v) dT

n

—2 Z /Fl (div u) (m.Vu') vdl.

i=1
Nous concluons que

_KkNMUM[M+Or%UMm::LAMWUVM%%n—D/(meUUM

I

_/F (div u)Q(m.V) dF—i—/ (div u)2 (m.v) (1.3.22)

I

—22/ (div u) (m.Vu') v; — / (div u)* (m.v)dT.

Lo
Le quatrieme terme dans (L3.16)

ou' 00
/QM.VGCL%’ = Z/ijaxjax ——22/ axz( ]8x>dx

3,0=1 3,0=1

= —Q/deudx—QZ/mJ D10 8
T xj

2,j=1

= 2(n—1) / Odiv u dx + 2/ (div u) (m.V0) dx.
Q Q
En intégrant par partie, on obtient

(n—1) / u.Vldr = — (n—1) / Odiv u dz,
Q Q

et par suite, on a

/\quwwn—nuux_@raufemuuw+a/Ymvmonvwdm(Lam)
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Finalement, pour le cinquieme terme dans (L3IG]), on a

/|u|p_2u[M+(n—1)u] iz — (n—l)/ ]u\pd:c+/M.\u|p_2ud:c
Q Q Q

= (n— 1)/ lul” dz + Z/ M [P~ wda
= (n— 1)/ lul” dz + 22/ (m. V) |u]"~% wida
0 — Ja

— -1 P 2 s P72 s
(n )/Q]u\ dx + E E /kaﬁx |wi "% uydx

1=1 k=1 k

2 e — 0
= (n—1 ul’ do + = /m— w;|?) d,
(=) [z 2303 [ g )

i=1 k=1

En appliquant la formule de Green, on obtient

/Q|u‘p—2u[]\/[+(n—1)u]dx = (n_l)/gwpdx_z%z

sachant que

alors

n

/ (%mk) |u;|” dx
0

=1 k=1

I

i=1 k=1

2 2
= n—l/updx——n /uip+— /uipm.u dar,
( )QH p;QHp;FH()

Q
3
|
3

mi = n, (mg.vg) = m.v,

lufP 2 u[M + (n—1)u]de = — n (n—1) lul” dz + 2 lul” (m.v).
Q Q P Jr,

p
(1.3.24)
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%/ﬂ M+ (n—1)u /|u|dx+/|u (m.v)dT" — MV|VU| /|Vu| m.v)
/1“1|VU| m.v) dT — ;/F o om Va4 (1) )dr]
e 0| [ v == [ wydivy
- /F (v ) (m) + /F (v’ (m.0)
_zi /F (div ) (m.) ,,i]
5 ((n— D /Q 0div udz + 2 /Q (div u) (m.V6) dx]

n {_ (2?” ~(n— 1)> /Q luf? dz + % /F [l (m.v) dl“1] . (1.3.25)

En utilisant (L20]), alors (I3:25]) devient

%/ut.[MjL(n—l)u]dw < /|u| dx — u/qu| +/ |y u—l—)\/dvu
0

—B(n— 1)/90d vu — 25/Q (divu) (m.V) — / IVul|* (m.v)
+ui£lg—f(2m.Vui+(n—1)ui)+(n—1)(ﬂ+)\)

« /F (divn) () = 1+ /F (v’ (m.0)

+ Z:: (L4 N) /Fl (divu) (m.Vu') ;.

_ (2?” ~(n-— 1)) /Q|u|pd:p+§/rl uf (m.v)dly,  (1.3.26)
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En utilisant (L2.3)), alors 'estimation (L3.20) se réduit a

d
pr ut M+ (n—1)u|de < /|ut| dx — /|Vu| de + [ Ju)? —(u—k)\)/(dw w)? dx
I, 0

—B(n—1) / Odiv u dx — Qﬂ/ (div u) (m.V0) dx
/ |Vu|® (m.v)dl — 77/ (uj — K ou' +k(t)u') dl
L

—(+A) / (divu)? (m.v) dT
+(n—1)x Z/ u' (up — K ou' +k (t)u') dl

e (C23),(C2ZT) et (TZ2]) on trouve lestimation (L3.15). |

Maintenant on définit la fonctionnelle de Lyapunov L () comme suit
L(t)=NE(t)+ / ug [M + (n — 1) u] dz, (1.3.27)
Q
ou M =2m.Vu.

Lemme 1.3.10. Pour N suffisamment grand, les fonctionnelles L (t) et E (t) sont
équivalentes, c’est-a-dire

E(t)<L(t)<2N E(t). (1.3.28)

Démonstration. On utilise 'inégalité de Young, on obtient

L(t) < NE(t)+/Q(2m.Vu) Uy dw—l—(n—l)/gu.ut dx
< NE() 1/|2mVu] d:c+;/]ut\2da:
/||d +-— /|u|dm
< NE +R2/|V|d+ /||d+/lut|dx
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on utilise I'inégalité de Poincaré (|1)), on obtient

L) <N E(t)+ <R2 - )/|Vu| do + /|ut| i,

d’apres (L33) et pour N suffisamment grand, on arrive a
L(t)<(N+P) E(t)<2N E(t). (1.3.29)
De méme, nous avons

L > NE()—1/|2mvu| dx——/|t

on utilise I'inégalité de Poincaré (1)) et (L3.3), on arrive a
L(t)> PBE(t) > E(t), (1.3.30)

ou Py, P, sont des constantes positives. De (L3.29) et (L3.30), on trouve le résultat
désiré.

Preuve du Théoréme [[.3.8 On dérive par rapport a ¢ la fonctionnelle L ()
définie dans (L3.27) , on obtient

L'(t)y=N E'(t) + % /Q [(2m.Vu+ (n — 1) u) . dz, (1.3.31)

a partir de (L34) et (L3.13), nous avons

N N
L'(t) < —(Nk—C)/|V9|2d:v——n |ut|2d1“——77/ K" ® udl
Q 2 1T 2 INY

) 1
—/ || daz — ,u/ \Vu|? do — Ha \Vul>dl' — = (u + )\)/ (div u)® dz
Q Q 2 Jr, 2 Q
C
—(u—l—A)/ (div u)2df+; |y
I'1

+0k2()/ |u|” dl’ — Cu/ k/®udF+/ |u|* dl
Iy

—( n—l)/|u|pdx+— |ul? dT,
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ou R = ||m||Loo(Q) :

On utilise (L.3.10) et (I.3.11]), on trouve

L' < —(Nk—C’)/ V6| da — (,u—co—Ckz (t>_a§)/m|2dx
Q p Q
2 1 2
—/|ut| daz——(,u+)\)/(dw w)” dx
0 2 Q

N N
_<§n_€> |Ut|2dr—?n/ k"®udf—0u/ kK @ u dl’
H I Iy Iy

—(u+ ) /Fl (divu)® dT — (2?” —(n— 1)) /Q ul? dz. (1.3.32)

Maintenant, en utilisant le fait que lim k (¢) = 0, on choisit les constantes positives co,
t——+o0
« assez petites et NV assez grand tels que

L'(t) < —/ |ut|2dx—a1/ |V«9|2dx—a2/ \Vul*dz —as [ |u|*dl
Q Q 0 I

—%(,uﬂL)\)/Q(dz'vu)de—Cu/F

ou

2
K © udl — (?” —(n— 1)) / ulP dz, (1.3.33)
Q

1

2R N C
alz(N/{:—C)>0,CL2:/L—CO—C/{:2(75)—04?,@3:gn_;>0_

Ainsi, pour ¢, suffisamment grand, (L3:32)) se réduit &
()< —aE () - A/ K @udl, V> t, (1.3.34)
I

ou «, A sont des constantes positives.

Multiplions (I.3:34]) par v (t) et on utilise (L31) et (L3.2), on trouve

y()L' (1) < —a'y(t)E(t)—)\'y(t)/ K @ u dl, YVt > tg

'y

YyA)L'(t) < —ay(t)E(t)+c [ k' ®@udl, Vt>t,
'y

c est une constante positive.

On conclut & partir de (L3.4)) que

V() L () < —ay (1) B (£) = cE' (t), ¥t > t,



STABILISATION FRONTIERE EN THERMOELASTICITE

donc

par suite

On note par

on obtient

H'(t) < —avy (1) H (1), Yt > 1o,

c’est-a-dire

dH
% < —ay (t) H(t)7 Yt > 1,

une intégration simple de (L338) sur (o, ) nos donne
H () < H (to) e 070w > 4.
d’apres (L336]) , on obtient pour une constante positive ¢
E(t) < cE (to) e o % vt > ¢,
on utilise (IL34]), on obtient
E(t) < cE (0) e’ 1&dsg=afgr(s)ds vy > ¢

Ceci termine la preuve du théoreme [1.3.8

35

(1.3.35)

(1.3.36)

(1.3.37)

(1.3.38)
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Chapitre 2

Stabilisation frontiere de type

mémoire en thermoviscoélasticité

Sommaire
2.1 Position du probleme| . . . . . .. ... 0000000 38
2.2 Hypotheéses et résultats principaux] . . . . . ... ... ... 38
[2.3  Reésultat de décroissance générale|. . . . . . ... ... ... 48

Ce chapitre est consacré a 1’étude la stabilisation d’un probleme thermoviscoélastique
avec un terme source non linéaire de type polynomial et des conditions aux limites de
type mémoire dans un domaine {2 ouvert borné dans R™, n > 1 de frontiere réguliere
I'. Supposons que I' est constituée de deux parties fermés et disjointes I'g et I'y. En
se basant sur les hypotheses qui ont été proposées dans [30], nous allons démontrer la

décroissance uniforme de 1’énergie.
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2.1 Position du probleme

On considere le systeme suivant

U — ko Au(t) — (u+ M)V (divu) —i—fotg(t—s)Au(s)ds
+buy 4+ BV = uluf’?, dans Q x (0,00)
ct; — NG + Bdivu, = 0, dans Q x (0,00)
ko% + (p+ A) divu.v — f(fg (t—s)(Vu(s)) .vds+h(u) =0, surlyx[0,00)
u (z,0) = ug, uy (2,0) = uy, 0 (2,0) = by, x €}
u =0, sur I'g x [0,00)

| 0=0, sur ' x [0,00)

(2.1.1)

ou kg, b, B, ¢, sont des constantes positives, u, A > 0, sont des coefficients de Lamé,
p > 2 u=u(xt) €R" cest le vecteur de déplacement, § = 6 (x,t) représente
la différence de température. g est une fonction de relaxation, h est une fonction
satisfaisant certaines conditions donner dans (G3). Le systeme (Z.1.I]) est un modele

d’un corps thermoviscoélastique du type de Boltzmann avec une source.

2.2 Hypotheses et résultats principaux

Afin d’étudier la stabilisation de la solution du probléme (ZI.1]), nous introduisons

les hypotheses suivantes :
e Hypotheses

(G1) g : RT — R* est une fonction de classe C!, bornée et vérifie

g(0) >0, ko—/oog(s)dszl>(). (2.2.1)

(G2) € : RT — R* est une fonction décroissante et différentiable telle que

g )< =€) gt), Vi >0, /0005(5) ds = +00. (2.2.2)
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(G3) h : R — R est une fonction croissante qui vérifie
his)s>als|, VseR, (2.2.3)

h(s)| < vls|, Vs€R, (2.2.4)

ol «, v sont des constantes positives.

e [l existe une constante positive B telle que
Vu eV, [lu(@)], < Bl[Vu (b, (2.2.5)
ou

2 < p<2n/(n—2),n >3, (2.2.6)

p > 2 n=12
et on considere ’espace suivant

V=H ={ueH (Q):u=0surIp}.

On pose
10 = 5t [L9as) 19ulE+ 070 (@)~ Sl
() = 5w+ (o X) i ull + 1613+ 7 (u(t) . pour ¢ € 0.7)
1) = f(u(t»:(ko— / g(s)ds) [Vull2 + (g 0 V) (1) — [l
H — {ueV, I(t)>0}u{o}, (2.2.7)

ou F (t) c’est la fonctionnelle d’énergie associée au probleme (2.1]) et

(gowv)(t) = /0 gt—s)|lv(t)—v (3)|2 ds. (2.2.8)

Nous avons encore les résultats suivants



40 ANALYSE ASYMPTOTIQUE EN THERMOELASTICITE ET EN THERMOVISCOELASTICITE

Lemme 2.2.11. Pour tout u € C* (0,T;V), on a
1 1,
g(t—s)V )Vut()dsdx——— g (1) |V (t))? dx—i—Q(g o Vu) (t)

1 2
5% [goVu // s)ds |Vu (t)|” dx (2.2.9)

et
/Q (/Otg (t —s)|Vu(t) — Vu(s)| als)2 de < (ko —1) (g o Vu)(t). (2.2.10)

Lemme 2.2.12.  Selon les hypothéses (G1)-(G2), la fonctionnelle d’énergie définie
dans (Z.27) est décroissante sur [0,00) et on a

1

B0 == [ 909 de+ 3oV 0~ [ ju (0 da

- / V| dz — /uth (ug) dLy  pour tout t > 0. (2.2.11)

v 4
Démonstration. Multiplions la premiere équation dans (2.1.1]) par u; et la seconde
équation dans (ZI1.T]) par 0 respectivement, intégrons le résultat obtenu sur 2, utilisons

la formule de Green, les conditions aux limites et les hypotheses (G1), (G2), on obtient

alors (2.2.17]) . [

Lemme 2.2.13. Supposons que 2 < p < 2n/(n—2), n > 3. Sous les hypothéses
(G1), (G2), avec (ug,u1,00) € H x L* () x Hy, tels que

Bp 2 (p—2)/2
f=— ((p _pQ) lE(O)) <1, (2.2.12)

alors u(t) € H, pour tout t € [0,T), ot B est la constante de Poincaré et E (0) désigne

[’énergie nitiale.

Démonstration. puisque ug € H, alors I(ug) > 0, donc par continuité, il existe
T,, < T tel que
I(u(t)) >0, pour tout t € [0,T,,],
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par conséquent on obtient

10 = 5 (k= [ 9ds) IVull + 550 V0 (0= 5l

= (Z25) (1 [ o@as) 19u 0+ oo va @)) + 1110
(22) (- [s@as) 1B+ o v ). @21

En utilisant (G1), E27), @ZIT) et @ZIF) , nous avons
vl < (k- [ o) vucoli < (525) 10
< <2—p> E(t) < (2—7’2) E0), Vte[0T,],  (2.2.14)

p—2 D—

v

exploitons (G1), Z2Z0), Z2Z12) et (2214, il résulte

IN

B [[Vu ()]l

lully

Br .
— IVu @I Ve @)l < ALIVu Ol

5 (o= [ 96)s) IVu ol

< (ko —/0 g(s) ds) IVu (t)|5, Vt e [0,T,], (2.2.15)

IN

IN

donc
I(t)= (ko —/0 g(s) dS) IVull3 + (g0 Vu) () = [[ull’ >0,

pour tout t € [0,7},,]. En répétant cette procédure et en utilisant le fait que

. Br 2p (p—2)/2 BP 2p (p—2)/2
lim — E(t < — E 1.
oy ((p—2)l ()) R TETA <

Ainsi T, est étendue a T, c’est-a-dire u(t) € H pour tout t € [0,T). [

Maintenant, on va étudier le comportement asymptotique de I'énergie E (t).
Tout d’abord, nous définissons certaines fonctionnelles et établissons lemme [2.2. 141
Soit :

G{t)=E(@t)+a®(t)+eV (1), (2.2.16)
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ou
O (t) = / w.uy dz, (2.2.17)
Q
et

(1) = —/Qut/o g(t—s) (ult) —u(s)) ds da, (2.2.18)

et €1, 9 sont des constantes positives a choisir ultérieurement.

Lemme 2.2.14. Il existe deux constantes positives 31 et [y telles que
BE() <G (1) < BE(), (2.2.19)

pour €1, €2 assez petit.

Démonstration. En utilisant I'inégalité de Holder, I'inégalité de Young, (ZZI0I),

on déduit que

2 (0] < 5wl + 2 |V, (2220)
(1) < %||ut||§+%/ﬂ</o g(t—s) (u(t)—u(s))ds) dx (2.2.21)
< §||ut||§+§/0g(s)ds/Q/Og(t—snu(t)—u(s)ﬁdsdx
< Sl + B o vy o).

Par conséquent, remplacons (Z2.20) , [2:2.21)) dans (22.1€]), on obtient

IN

E (1) + e [[ulls + e2 [|Vull3 + s (g 0 V) (2) (2.2.22)
G(t) > E(t)—ci([luly+ IVully + (g0 Vu) (1) , (2.2.23)

olt ¢ = (g1 +&2) /2, ca = e1B%/2, c5 = (kg — 1) B%¢3/2 et ¢y = max (cy,¢9,¢3) . Donc,

pour €1, &9 suffisamment petits, il existe deux constantes positives (; et By telles que

BE(t) <G (1) < BE(t), V>0, (2.2.24)
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|
Lemme 2.2.15. En utilisant (G1)-(G3) et (Z2.3)), alors la fonctionnelle définie par
O (t) = / uuy dx,
Q
vérifie
2(Bb ko —1
(1) < ——/|Vu]d +<1+ <l)>/ufdx+(02—l)(goVu)(t)
0

2(vB)?
—(/L—l—)\)/\dz’v ul? dx + (Vl ) /uf dr
Q I

2
+/ |u|pda;+5—/ 0% d. (2.2.25)
Q 2 Q

Démonstration. En utilisant la premiere équation dans (ZI.T), on voit facilement

que

o (t) = /ufdx—ko/ |Vu|? d:c—(,u—l—)\)/|dz'v ul? dz
Q

/Vu / (t—s)Vu(s)ds d(E—/F h (uy) w dl’

—b/uuﬂ:ﬂ—l—ﬁ/Vuﬂd:U%—/ |ul? dx. (2.2.26)
0 Q 0

Les quatrieme et cinquieme termes du deuxieme membre de (2.2.26]) peut étre estimé

a partir de I'inégalité de Holder, 'inégalité de Young et (G'1) comme suit

/Vu(t) /tg(t—s) Vu (s) dsdz
/|V|dm+ </Ogt—SVu )d)zdx

/|v k dm+2k0 (/O g(t—s) (Vu(s) — Vu()+Vu(t))ds>2dx,
(2.2.27)

IN

IN
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sachant que

2

/Q (/Otg(t =) (Vu(s) = Vu(t) + Vu (t))ds) dx
= /Q(/otg(t”)(‘v“(s)—W<t>!+lw<t>|>ds)2dx

[ ([ se-907ut-vuwnas) s [ ([ g0-909u@nas) a
+2/Q(/Otg(t—s)ﬂvu(s)—Vu(t)\)ds>/Q(/Otg(t—s)<|vu(z>|)ds) dzx

< <1+n>/ﬂ(/Otg<t—s><|w<t>|>ds) s

+ (1 + %) /Q (/Otg(t ) (|Vau(s) - Vu (t)|)ds)2d:p, 00, (2.2.98)

ainsi, on utilise le fait que

IN

/otg (s)ds < /0009 (s)ds = ko — L, (2.2.29)
alors
/Qvu(t)/otg(t—s)Vu(s)ds da

< (s arno-r] [vtws o (14 ) w-nwov .
(2.2.30)

En utilisant I'inégalité de Holder, I'inégalité de Young, (G3) et (2.2.5), pour d;, 62 > 0,

nous constatons que

2
/ h () u dl < 6, B* | Vull; + L[ 2, (2.2.31)
T 461 Jr,
b2
b/ wudr < 6B || Vul3 + — / u? dx (2.2.32)
0 402 Jo

et pour d3 > 0, on a

2
ﬁ/vu.edxgag/ ]Vu]gdx—l—ﬁ—/ 0] d. (2.2.33)
Q Q 403 Jo
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En remplacant (2.2.30) - (Z2.33) dans (2.2.26]) , on obtient

(1) < _(@_L<1+n)(k0—z)2—32(51+52)—53)/|vu|2dx
Q

2 2k

1+ o / 2gp + — (142 (ko — 1) (g o Vu) () — ( +/\)/|d' *d
— uydr + — — — oVu — 1w u|” dx
452 Q ¢ 2]{?0 n 0 g a Q

+l2 u? dF+B—2/|0|2dx—l—/ lu|” dx (2.2.34)

461 Jp, 403 Jo Q

Maintenant, on choisit n =1/ (ko — 1) et §; = 6o = 1/8B?, §3 = 1/2.

Ainsi, (2.2.28]) est établie. [

Lemme 2.2.16. En utilisant (G1)-(G3) et (Z2.6)), alors la fonctionnelle

\P<t>=—/gut/0g(t—s><u<t>—u<s>>ds dz,

satisfait pour certaines constantes positives cs, cg,

V() < —( / g<s>ds—5(b2+1)) 2+ Bes [ ull2 + ¢ (g0 V) (1)

+(u+)\)25/(dz’v u)2dx+(5”y?/ u? dl
Q

I

IO o) (1) + 82 / 0 da. (2.2.35)
Q

46

Démonstration. Un calcul direct nous donne

V() = —/Qutt/Otg(t—s)(u(t)—u(s))ds dz — </Otg(s)ds)/guf iz,

_/Qut/o g (t—8) (ult) —u(s)) dsda, (2.2.36)
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en utilisant (ZI1.]) on trouve

V() - /Q koW (#) ( /Otg(t—s)(Vu(t)—Vu(s))ds) do
—i—(u—i—)\)/ﬂdivu(/Otg(t—s)(Vu(t)—Vu(s))ds> dx

[ ([ ot=avuas) ([ at-0ut-utnas)a
—i—b/gut(/Otg(t—s)(u(t)—u(s))ds)dm
v h(u»/otg(t—s)(u(w u(s)) ds dr

/ﬂ w|ul? 2/9 ))ds dx

/Qu g g (t—s) ))ds dx — (/Otg(s)ds)/ﬂufdx

—5/99 i g(t—ys) (s))ds dz. (2.2.37)

De fagon similaire a (2.2.26]), nous estimons le second membre de (2.2.37). En utilisant
'inégalité de Young, l'inégalité de Holder, (Z22.10), (G1), (Gs) et (Gs), pour § > 0,

/QkOVu (1) (/Otg (t—s)(Vu(t) — Vul(s)) ds) dx
s 1vul+ 35 [ ([ ott=5) un - v <s>>ds)2d:c

k25||Vu\|2+i5/ ds// s) |Vu (t) s)|* ds dz

< 2+ B g0 vu) (1), (2.2.38)

nous avons

IN

IN

(,u+)\)/Qdivu(/otg(t—s)(Vu(t)—Vu(s))ds) dx

< (,u+)\)25/(divu)2+k :
Q

(9o Vu)(t), (2.2.39)
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/Q(/Otf](t—SWU(SWS) (/Otg(t—@ (Vu(t)—Vu<s>)ds> dr
<[ ([o0-9vua) @
1 2

v/ (/Otg(t—s)(Vu(t)—Vu(s))ds) da

< 25 (ko — 1) | Vul? + (25 + 4—15) (ko — 1) (g 0 V) (1) (2.2.40)

Pour le quatrieme et le cinquieme terme dans le second membre de (Z.2.37)), nous avons

b/Qut (/Otg(t—s)(u(t)—u(s))ds> dz

o 2
< 6 / 2 di + % (g0 V) (#), (2.2.41)
Q

et

/1‘1 h(w) /Otg (t—s) (u(t) —u(s))ds dl

_ 2
< 572/ ui dl' + % (goVu) (). (2.2.42)
I

Encore une fois, en utilisant I'inégalité de Young, I'inégalité de Holder, (Z2.0]) , (2:2.5)
et (Z2.14), on estime le sixieme terme dans le second membre de ([2.2.37)), par

Lt ([t - u(o)ds) s

_ ko — 1) B?
< aluzy )+ DT o vy )
_y ([ 20E(0)\"? o (ko —1)B?
< §BAe-b) (2222 - ) 224
< oo (2O v+ BT e v 0. @2

Concernant le septieme et le huitieme terme dans le second membre de ([22.37), en
utilisant I'inégalité de Young, 'inégalité de Hélder, (G;) et (Gz), nous avons
t 0 BQ
/ ut/ g (t—s)(u(t) —u(s))ds de <8 ||luls — J <4>(5 (¢'oVu)(t), (2.2.44)
o Jo
! 2 2 (k() — l)
g0 g(t—s)(Vu(t) —Vul(s))ds | de < 76 [ |0]" dx + 5 (goVu)(t).
Q 0 Q
(2.2.45)
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En combinant des estimations (2.2.38))-(2.2.45) , alors (2.2.30) devient

V()< - ( [oas—s @+ 1)) o2+ Bes [l + ¢ (g 0 V) (9)

+(,u+)\)2(5/(dz"u u)2d:v+572/ ui dl
0 r

1

0) B?
_% (' 0 V) (t) + 5% / 0] da, (2.2.46)
Q
ol
[ 2pE(0)\P
s = kg +2(ko—1)"+ B (m) -0
1 3B?
Cg = (ko—l) (S—FQ(S—FE) > 0,
d’ott la preuve du 2.2.16l [

2.3 Résultat de décroissance générale

On suppose, dans la suite, que la solution du probleme ([ZI1.1]) existe, unique et
suffisamment réguliere. Nous pouvons maintenant énoncer et prouver notre résultat

principal.

Théoreme 2.3.17.  Soit (ug,ui,by) € (V x L*(Q) x H}) donné et satisfaisant
ZZT2), supposons (Z2.6)) et que les hypothéses (G1) et (Ga) sont vérifiées, alors, pour

tout to > 0, 1l existe deux constantes positives ki et ko telles que l’énergie associée au

probleme (211)) satisfait

E(t) < kye ™ fio €9 pour t > to. (2.3.1)
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Démonstration. A laide de (Z.2.11]), (2.2.3)), (Z2.10), [2.2.27)) et (2.2.37]), on trouve
2 (Bb)”
<b+82 go — 0b%) — &1 <1+ ( ; ) >> a5
l ko —1
(i — 52505) IVl + (6206 + %) (goVu)(t)

)(al—gga(uﬂ))/ﬂuw ul? da

(B’ 5 (2 +552)) 1615 + €1 flulf

2 (vB)?
( o 7 &?2572)/ u? dl’
N1

N (1 _ > (g o V) (1), (2.3.2)

on utilise le fait que

t to
/ g(s)ds > / g(s)ds =gy, Vt>t, (2.3.3)
0 0

et que g est positive et continue avec g (0) > 0, on choisit €1, 2, § suffisamment petites

de sorte que

2 (Bb)?
ki=b+es(go—0(b°+1)) —e <1+¥> > 0, (2.3.4)
l
/{32:6—1—62505 >0
4
ks=(u+ M) (g1 —ea(u+A)d) >0,
L ( + 562> (2.3.5)
2(yB
ks = a — # — £907% > 0, (2.3.6)
1 g(0)B?
ke = § — €9 15 > 0.

Alinsi, pour toute ¢ty > 0, on arrive a
G() < ksl = ke [ Vull? + er (g0 Vi) ( kg/ div uf? dz

ks ||9||§—k5/F w2 dT + &1 Jull? + cs (g’ o V) (2), (2.3.7)
1
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par suite

G (t) < —coE (t) + c10 (g o Vu) (1) . (2.3.8)

Il résulte d’apres (Z3.8), (Z2.2) et [Z2ZTII) que

(WG () < —co (1) E(t) + 106 (t) (90 Vu) (1)
< =l () E(t) = o (g o Vu) (1)
< —cgé (t) E(t) — 2¢10E' (t) pour t >0, (2.3.9)

ou ¢;, 1 = 7,8,9,10 sont des constantes positives.

Dans la suite, nous introduisons la fonctionnelle L (t) comme suite
L(t) =€) G (1) + 200 E (1),

il est facile de montrer que L (t) ~ E (t).

De (2.3.9) il résulte
L' (t) < —co () E(t) < —kE(t) L (t), pour t >0, (2.3.10)

ou k est une constante positive.

L’intégration de I'inégalité précédente entre y et ¢, conduit a
L(t) < L(to) e * @  pour t > 1, (2.3.11)
Encore une fois, en utilisant le fait que L (¢) est équivalent a E (), on conclut que
E(t) < ke ™ S €45 hour ¢ > t, (2.3.12)

ol k1, ko sont des constantes positives. Ceci termine la preuve du théoreme |
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Chapitre 3

Stabilisation distribuée et frontiere

en thermoviscoélasticité
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[3.1 Position du probleme] . . . . . . ... 000000000 L. 51
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3.1 Position du probleme

Soit 2 un ouvert borné dans R™, n > 1 de frontiere suffisamment réguliere T'.
Notre objectif est d’étudier la stabilisation du probleme thermoviscoélastique avec

amortissement interne et frontiere et source non linéaire suivant
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utt—kOAu(t)—(;L+>\)V(dz'vu)~|—f0tg(t—s)Au(s)ds

+a (t)w (u) + VO = u |uP~?, dans Q x (0,00)

cl; — NG + Bdivuy = 0, dans Q x (0,00)

k()% + (p+ N) divu.v — fotg (t—3s)(Vu(s))vds+h(u;) =0, sur Iy x [0,00)

u(x,0) = ug, ut (z,0) = uy, 0 (x,0) = by, x €

u =0, sur Iy x [0,00)
| 0=0, sur T' x [0,00),

(3.1.1)

avec les mémes notations qu’au chapitre précédent, ou o et w sont des fonctions

positives particulieres.

Ce travail est organisé de la maniere suivante. Dans la section 2, nous présentons

quelques lemmes et notations nécessaires pour la démonstration. La preuve de notre

résultat principal sera donnée dans la section 3.

3.2 Notations et hypotheses
(G1) g :[0,00) = [0,00) est une fonction de classe C', bornée et vérifie
g(0) >0, ko—/ooog(s)ds:l>0.
(G3) a: Ry — R, est une fonction décroissante différentiable telle que
g () <—at)g(t), vt=0.
(G3) h:R — R est une fonction croissante telle que
his)s>als]”, VseR

()] <7lsl, Vs €R,

ol «, vy sont des constantes positives.

(3.2.1)

(3.2.2)

(3.2.3)

(3.2.4)
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(G4) w:R — R est une fonction croissante dans CY telle que il existe des constantes
g, c1, ¢ > 0 et une fonction croissante G € C? ([0, + o0)) , avec G (0) = 0 et G est une

fonction linéaire ou strictement convexe dans C? sur [0,¢), telle que

alsl < fw(s)] < comin{[s|,[s["} si[s]>e

sS+w?(s) < G l(sw(s)) si|s|<e, (3.2.5)
q satisfait
2
| < g<tE > (3.2.6)
n—2

qg > 1, n=12.

Remarque 3.2.18. L’hypothese (G4) implique que s.w(s) > 0, pour tout s # 0.

On définit I'espace de Hilbert suivant
V=H, ={ue(H(Q)";u=00nTo}.

On s’intéresse dans la suit a I'étude de la stabilisation de la solution du probléeme

B.LI).

Nous définissons les fonctions suivantes

1 t 1 1
10 = 5 (to [L9ds) I9ulE+ 070 (@)~ Sl
0 p
1 , c
B() = 5w+ (o A) o ulld + S 101+ 7 (u (1)), pour ¢ € 0.7)

I(t) = I(u(t)= (ko—/o 9(8)d8> IVulls + (g0 Vu) (8) = Jully,  (3.2.7)

ou F (t) c’est la fonctionnelle d’énergie associée au probleme (BT et

(o) (t):/o gt —3)[v(t) — v (s)ds. (3.2.8)

En adoptant la preuve du [34], nous avons les résultats suivants.
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Lemme 3.2.19. Pour toute solution u € C* (0,T; H' (Q)) du systéme, nous avons

t 1 1
| [ at=avu@Vudstr = =5 [ 90 1Vulf de+ 550 Tu) 0

1 d )
—5%{ // §) ds |V (8)]? de |

(3.2.9)

Lemme 3.2.20. Soit u (x,t) solution du probléme (B.11]), sous les hypothéses (G1)-

(Gy4), alors la fonctionnelle d’énergie E (t) est décroissante sur [0,T) et vérifie

B0 =3 [ 90Vu O do+ 3 (0 V) ()~ (0) | wwlu)da

— / VO dx — /uth (ug) dI’ < 0. (3.2.10)

Q 2
Démonstration. Multiplions la premiere équation dans ([B.1.T]) par u; et la seconde
équation dans (BI.T]) par 0 respectivement, intégrons le résultat obtenu sur 2, utilisons

la formule de Green, les conditions aux bords et les hypotheses (Gy), (G2), on obtient

alors (3.2.10) . [

Lemme 3.2.21. En utilisant (G1), (Ga), si (ug,u1,00) € V x L* (Q) x H}(Q), de sorte

que

D (P—Q)/Q
g ( 2P E(O)> <1, (3.2.11)

avec I (ug) > 0, alors I(u(t)) > 0, pourt > 0, ot B est une constante de Poincaré et
E (0) =F (Uo,ul,eo) .

Démonstration. Puisque I (ug) > 0, alors il existe (par continuité) 7,,, < T' tel que

I(u(t)) >0, Vt€[0,T,).
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Par conséquent on obtient

10 = 5 (k= 9 ds) IVulE + 5 g0 Tu) €)= Sl

:( ><( /Otg(s)ds>‘|Vu(t)‘|§+(QOVU)(t)>+%I(t)
( ><( /Otg(s)ds>\|vu<t>\|§+(gow><t)>, (3.2.12)

En utilisant (G1), 3.2.7), (B:2.10) et (3.2.12), on obtient

vl < (k- | 9(s) ) Ivu ol < (525) 70

< (]%) E(t) < (%) E(0), Vt€[0,T,).  (3.2.13)

Exploitons (G1), B.2.11), (B213) et 'inégalité de Poincaré, il résulte

A%

[ull,

IA

B [Vu @)l

IN

Br .
— IVu @I Ve @) < ALIVu Ol

5 (k= [ 9)a5) I9u 0

< (ko—/otg(s)ds) IVu (t)||5, Yt €[0,T,). (3.2.14)

IN

Par conséquent

I(t) = (ko —/0 g(s) dS) IVull3 + (g0 V) () = [Jully > 0,

pour tout t € [0,7},,). En répétant cette procédure et en utilisant le fait que
By 2p (»=2)/2 pr % (r—2)/2
lim E(t < — E (0 <1,
t—1>Tm l ((p—Q)l ()) — 1 \(p—2)1 (0)
T,, est étendue a T. [ |

3.3 Résultat de décroissance générale

Dans ce qui suit, on suppose que la solution du probleme (3.1.1]) existe, unique et
suffisamment réguliere. Afin d’établir notre résultat principal de décroissance, définissons,

tout d’abord, certaines fonctionnelles et établissons quelques résultats préliminaires.
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On définit la fonctionnelle de Lyapunov F comme suit
Ft)=E(t)+a®(t)+eW(t), V>0 (3.3.1)

ou

O (t) = /Qu.ut dx, (3.3.2)

(1) = —/Qut/o g(t—s) (ut) —u(s)) ds de, (3.3.3)

et €1, €5 sont des constantes positives a choisir ultérieurement.
Lemme 3.3.22. Il existe deux constantes positives (1 et (o telles que

PLE(t) < F(t) < BE(1), (3.3.4)
pour €1, €9 > 0 suffisamment petits.

Démonstration. En utilisant I'inégalité de Holder, I'inégalité de Young et I'inégalité

de Poincaré, on obtient

1 B?
()] < 5 llull3 + = [ 9ul (335)

2

wol < gty [([oe-900-uea) @
< ghuli+g [o@as [ [ a9k -urdsa
< D+ B2 g owuy ). (336)

Par conséquent

F@) = E(t)+e®(t)+ V()

IN

E (1) + e ully + c2 [IVull; + e3 (g 0 Va) (1),

Kﬂ
v

E(t) = ex (Juells + [ Vull3 + (g 0 Vu) (1)), (3.3.7)
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ol
c1 = (g1 +¢62) /2, co = e1B?/2, c5 = (ko — 1) B%c3/2 et ¢y = max (cy,ca,¢3) -
Pour ¢4, g, suffisamment petits, il existe deux constantes positives 5y et (s telles que
PLE(t) < F(t) < BE(t). (3.3.8)
|

Lemme 3.3.23. Sous les hypothéses (G1)-(Gy4), alors la fonctionnelle

O (t) = / w.auy dr,
Q
vérifie

ko —1

—i/ |Vu|2dx+/ufd$+w(gOVu) (t)

4, 0 21

B)?

—(;L+)\)/|div u|2dx+@/ u? dl

Q Iy

—a (t)/Quw (uy) dx—l—ﬁ—Q/ ldk dx+/9|u|pd:c. (3.3.9)

Démonstration. On dérive la fonctionnelle ® par rapport a ¢ et on utilise la premiere

équation du probleme (BI1]), on obtient
o (t) = /utdx k0/|Vu| dr — (L+ ) /|dw ul? dz

/Vu / (t—s)Vu(s)ds dx—/r h (uy) w dl’

— (t)/ﬂuw (ut)dx+5/QVu.9dx+/Q|u|pdx. (3.3.10)

L’hypothese (G), I'inégalité de Holder et I'inégalité de Young, nous permettent d’es-
timer le quatrieme et le cinquieme terme du deuxieme membre de 1’égalité précédente

comme suit
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pour n > 0, on a

/Vu(t)/tg(t—s)Vu(s)dsdx
/|Vu| das+2k0 (/ g({t—s)Vu s)ds)2d93
3 [t o </g(

IN

) Vu (
t—3s)(Vu(s) — Vu(t) + Vu(t)) ds) dx,

IN

(3.3.11)

sachant que
/Q</Otg(t—s) WU(S)_W(tHW(t))ds)zdx
: /Q </0t9 (t =) ([Vu(s) = Vu @) +[Vu (t)l)ds)ng;

/Q(/Otg(t—s)(Wu(S)—Vu(t)|)ds)2da:+é(/otg(t_s)(wu(m)ds) d
+2/Q(/Otg(t—s)(Wu(S)—Vu(t)|)ds>/Q(/Otg(t_s)(wu(tmds) d

2

< ) [ ([oe-909utas)

IN

+ (1 + %) /Q (/Otg (t—s) (|Vu(s) — Vu(t)]) ds)2 dx. (3.3.12)
Ainsi, on utilise le fait que
/tg(s)dsg/oog(s) ds = ko — I, (3.3.13)
alors 0 0

/QVu(t)/otg(t—s)Vu(s)ds dx
. {/€20+2L]%(1+77)(k0—l)21/wu| dx+220 (1+%> (ko — 1) (9.0 V) (1)
(3.3.14)

En utilisant I'inégalité de Holder, 'inégalité de Young, (G3), pour d;, do > 0, nous

constatons que

2
/ h(ug)u dT < 6, B2 | Vulf; + e / u? dl (3.3.15)
Ty 1
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et
2 3 2
B/Vu.ﬁdxgég/ |Vul d:t:—l——/ 60| dz. (3.3.16)
Q Q 403 Jq
Remplagons (B3.14) - (3316) dans (B:3.10) , on obtient

() < — (% — 2%0 (1+17) (ko —1)> = B>(6,) — 53) /Q V| dz

/Q dx+2ik0(1+%) (ko—l)(goVu)(t)—(u+)\)/]dz’v uf? do

2
+L/ u; dF—a(t)/uw Uy d:c+—/]9| d:v+/|u]pdx
461 Q
(3.3.17)

On choisit n =1/ (ko — 1), 6; = 1/4B? et 65 = 1/2.
Ainsi (3:39) est établie. |

Lemme 3.3.24. Supposons les hypotheses (G1)-(G3) vérifiées, alors la fonctionnelle

—/Qut/Otg(t—s)(u(t)—u(s))ds da,

satisfait pour certaines constantes positives cs, Cg,

U définie par

V() < —( / g(s)ds—é) 2 + bcs [1Vul? + s (g 0 Vo) (1)

g9(0) B

+(u+)\)25/(div u)2dx+572/ u? dl' —
Q r 4(5

(9" 0 Vu) (1)

2(1)6 | w?(uy)d 25 [ 10)? da. 3.
+a” (t) /Qw(u)x—l—ﬁ /Q|| x (3.3.18)

Démonstration. Un calcul direct donne

—/Qutt/Otg(t—s)(u(t>_“(5))d5 dr — </0tg(s)d8)/guf dz,

_/Qut/o g (=8 (u(t) — u(s)) dsda, (3.3.19)
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en utilisant la premiere équation du probleme (B.I.T]), on obtient

V() - kO/QVu(t) </Otg(t—s)(Vu(t)—Vu(s))ds> da

+(u+>\)/s2dz'vu(/Otg(t—s)(Vu(t)—Vu(s))ds> dz

—/Q(/Otg(t—s)Vu(s)d5> (/Otg(t—s)(Vu(t)—Vu(s))ds) dz
ra) [ww) ([ o-9wio - u)ds) s

+ [ o (0= @O - ut)as ar

[t [ -5 ) u o) ds da

/Qut/otg%:s)(u(t)u<s>>dsdx(/Otg<s>ds)/gu§ dx

—5/99/0 g (t— ) (Vuu(t) = Vu(s)) ds da. (3.3.20)

De la méme fagon dans (B:3.10), nous estimons le deuxieéme membre du (8:3.20). On
utilise I'inégalité de Young, I'inégalité de Holder, (G;)-(G3), pour 6 > 0, on obtient

/Qk:oVu (1) (/Otg (t—s) (Vu(t) — Vu(s)) ds) dx

2

RS IVull2+ 12 Q(/Otg(t—s) (Vu(t)—Vu(s))ds) dz

IN

1 t t
< k2| Vulll + 5/, g(s) ds/ﬂ/o g(t—35)|Vu(t) — Vu(s)|*ds dx
ko —1
< K26 ||Vul? + 04—5 (goVu)(t), (3.3.21)

(,u+)\)/Qdivu(/otg(t—s)(Vu(t)—Vu(s))ds) dx

< (n+t A)Qé/ﬂ (div u)® + ’“04; ' (g0 vu) (1), (3.3.22)
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/(/tf](t—S)VU(SWS) (/Otg(t—s)(vu(t)—VU(S))ds> dr
< ([ou-rmon)'s

45 0 (/0 g(t—s)(Vul(t) —Vu(s))ds)de

< 25 (ko — 1) | Vul? + (25 + 415) (ko — 1) (g 0 V) (1) (3.3.23)

Pour les quatrieme et cinquiéme termes du membre droit de (B:3.20), nous avons que

a) [ wiw) ([ o= -us)s)

< a?(t)é /Q w? (uy) dz + % (goVu)(t), (3.3.24)

et

/rl h(u:) /Otg (t—s) (u(t) —u(s))dsdl

_ 2
< 572/ u? dF—i—%
I

En utilisant I'inégalité de Young, I'inégalité de Holder, (B2ZT]) et (B2I3), le sixieme

(90 Vu)(t). (3.3.25)

terme du deuxiéme membre du ([B.3.20]) peut étre estimé comme suit

Lot (/Otg@—s) (ult) ~ u(s)ds ) do

_ ko — 1) B?
< a2y + B DB gy

< B2 (W) . ||Vu||§+%(govm (). (3.3.26)

Pour le septieme et huitieme terme de ([B3.20), en utilisant 'inégalité de Holder,
I'inégalité de Young, (G) et (Gz), nous obtenons

/ut/ (t— 8) (u(t) — u () ds do < 6wl — LOB (g ovuy (), (33.27)

46

ﬁ/ 0 (/tg(t—s) (Vu () - Vu(s))ds) dr < 525/ 0] da + (’“04; D (g0vu) (1)
v ’ (3.3.28)
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En combinant (B.3.21))-([B3.3.28) , alors (8.3.20) devient

V() < —( / g(s)ds—a) 12 4 s ||Vl + 5 (g © V) (2)

B2
+(n+ )\)25/ (div u)® dz + 572/ u? dl — % (¢ o Vu) (t)
Q I

+a? (t)5/w2 (ut) d:p+625/ 0| dz, (3.3.29)
Q Q
ou
2pE (0) \*?
= ki +2(ko—1)" + B*9 0
“ ot 2o I lp-2) ~°
1 3B?
= (ko—1 20 + —
Cg ( 0 ) (5 + 20 + 15 ) > 0,
d’olt on obtient (B.3.1])). [

Maintenant, a partir de (B2.10), (3:23), (331), B39) et (B.3.18), on obtient

F(t) < —(c+52(g0)—51)/9u da:—l—(/ dx—a(t)al/guw(ut)dx>

—a(t) /Q wow (ug) d — (5—”—52505) / IVl de

B2 e v

(i N (61 — 290 (M+A>>/Q|dw ul? dz + o (1) 552/911)2 () dz
_ <B’—52 <%+552>>/Q|9|2 dm—|—61/9|u|p dz

— <a—612(l—73)2—52572> /Fuf ar

+ (1 _ 5,90 Bz) (f o V) (t), (3.3.30)

+ (5266 +

2 46

ou ¢, B' > 0 et en utilisant le fait que

t to
/ g(s)ds > / g(s)ds =gy, Vt>t, (3.3.31)
0 0
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sachant que g positive, continue et g (0) > 0. Dans ce cas, on choisit ¢, £; et 5 assez

petites de sorte que

4
max{ 621605 E2(p+A) 5} <e1<ez(go),

ki =c+ ey (go) — &1 > 0, (3332)
I
ko = % — eadcs > 0, (3.3.33)
ks = (j1+ A) (61 — &2 (1 + A) 6) > 0, (3.3.34)
o I 22 i
ky=B —§ (21 + 552) >0, (3.3.35)
2 (vB)?
ks = a — 51<+) — 2072 > 0, (3.3.36)
1 g(0)B?
ke = 5 E9 15 > 0. (3337)

Ainsi, pour tout tg > 0, nous arrivons a

F' ) < —k Hut||§ — ko ||Vu|]§ +c7 (g o V) (t) + o (t) deq / w? (uy) do
Q

_k’3/ \div u|® dz + c., / (uf + Juw (uy)]) do — a (t) / ww (uy) dz
Q Q

Q
—k4H9H§—k5/F 2 dT + &1 [[ull? + cs (¢ 0 Vu) (1), (3.3.38)
1

on déduit

F (t) < —coE (t) + c19 (g0 Vu) (t) + ¢ (/Q w? (u;) do +/ (uf + Juw (ug)|) daj) ,

Q

(3.3.39)
Maintenant, on choisit 0 < g3 < ¢ telle que
sw(s) <min{e,G(¢)}, pour tout |s| < es. (3.3.40)
il n’est pas difficile de montrer que
cils| < w (s)| < chmin{[s],[s["} si [s] > e, (3.3.41)

s +w? (s) <G (sw(s)) si|s| <es.



64 ANALYSE ASYMPTOTIQUE EN THERMOELASTICITE ET EN THERMOVISCOELASTICITE

Nous considérons la partition de €2 suivante
D ={zeQ : |ul <e}, Q={reQ : |ul>es}.

a partir de (8.3.41]), on obtient

Si min {|ug], [ue|*} = |ul, alors
/ w? (uy) do < c’z/ ww (ug) de < —ep E' (1) . (3.3.42)
QQ Q2
Si min {Juy| , [ug] "} = fw|*, alors

/w2(ut)dx < |ug|? w(uy)da
Qo

Qo

< / ww(ug)dr < —cp B (). (3.3.43)
Qo

Ainsi, de (3.3.42)) et (3.3.43]), on conclut que

/ w? (uy) de < —c B (t). (3.3.44)

Aussi, utilisons (3.3.40), (3.3.41)), I'inégalité de Holder et I'inégalité de Young, nous
constatons que

Si min {|u| , [ue|*} = |u, alors

IN

|uw (uy)| dx ||| |dx

Q0 22
Be||Vul| g2l 2o

IN

IN

Si min {|uy|, [ug|*} = |ug|?, alors

q

luw ()| de < ( |7t d.:z:) " ( |w (ut)\”% da:) "
< ¢B (/ V| dz ) ( |1+% dx) '
( |Vu|? dx) (/ wpw ut)dx) " , (3.3.46)

Qo
q

IN
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a partir de (B.3.49) et ([B.3.40) , on déduit que

+ ClgE(t)
< —cE'(t)+ cE (1)? (—E' ()77 + e B(D).

Utilisons (B8.3.43]), I'inégalité de Young et les propriétés de E (t), nous arrivons a

/Q w? (uy) do + /Q (uf + |uw (ug)|) do < ceE (t) — (c= + en) E' (1), (3.3.47)
et aussi

/ w? (uy) dx+/ (uf + Juw (uy)]) dw < / ufda:+€/ u2d:v+(05+1)/ w? (u;) dx
1971 Q1 931

Ql Ql
< / uldz + ceE (t) + (C. + 1)/ w? (uy) de.
Ql Ql
(3.3.48)

Les résultats du lemme |3.3.22} (3.3.47) et (3.3.48) implique que, pour ¢ assez petit, la

fonction £ = F + C.F satisfait
£'(8) < —dE (1) + 10 (g 0 Vi) (1) + ¢ /Q (2 + 0 (up)) de, (3.3.49)
ou d, ¢y, ¢, sont des constantes positives. Il est claire que
L(t)~E(t). (3.3.50)

Notre résultat principal est donné par le théoreme suivant

Théoréme 3.3.25. Soit (ug,u1,0p) € Hp, x L? (Q)x Hy donné et satisfaisant (3211)),
sous les hypotheses (G1)-(Gy), alors, il existe des constantes positives c1, ¢z, c3 et £,

telles que la solution du probléme (B.I11]) satisfait

t
E(t) < 3G <c1 / a(s)ds+02), vt > 0, (3.3.51)
0
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ot

Gh (t) = /t G21(S)ds et Gol(t) = G (2ot).

Notons ici, a partir des propriétés de la fonction G, que la fonction G est une fonction

strictement décroissante et conveze sur (0,1], avec PI%GH (t) = +o0.
—

Démonstration. A partir de (3:349) , B22) et (Z2I0), il résulte

a)L (t) < —da(t)E(t) + croa(t)(go Vu) (t) + ca(t) /Q (uf +w? (w)) dz

< —da(t)E(t) — 13 (g 0 V) (1) + ca () /Q (i + w0 (w)) da

< —da(®)E(t) = mE () + ca (1) / (i + w0 (w)) da, Vit >0,

Q1
(3.3.52)
ol m est une constante positive.
Ensuite, nous introduisons la fonction H comme suit
H(t)=a(t)L(t)+mE(t),
il est aisé de montrer que H (t) ~ E (t). A laide de (G2), ([3.352) devient
H (t) < —da (t) E (t) + ca (t) / (uf +w? (u)) dz. (3.3.53)
Q1

Distinguons deux cas:

Casl. G est linéaire sur [0,e) : alors on déduit que

’

H (1) < —da(t) E(t) + ca (t)/Q ww (ug) de = —da (t) E (t) — cE' (1),

ce qui donne

(H+cE) (1) < —da(t)E ().

En utilisant le fait que H+cE ~ E, nous obtenons facilement

t
E (Zf) < Clefcﬁfo a(s)ds _ C/Gfl (C”/ a (S) dS) .
0
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Cas 2. G est non linéaire sur [0,) : Pour estimer la derniére intégrale dans (B.3.53),

nous utilisons la fonction I définie par

1
I(t) = — ww(ug)dex,
0= o] Jo,
d’apres 'inégalité de Jensen, nous obtenons
GMI®) >c | G upw(uy))dr. (3.3.54)

1951

Ainsi, en utilisant (G4), (3:3.54), on trouve
a(t) /Ql(\ut| + w(w)?)dz < aft) /Q G (wpw(uy))dz < ca(®)G-1(I(1)).
Par conséquent, (3.3.53) devient
RY(t) < —da(t)E(t) + ca(t)G(1(t)), (3.3.55)

ou Ry = aL + E, nous avons d’apres (3.3.50) que Ry ~ E.
Maintenant, pour gy < €, ¢y > 0 et de (3355 et le fait que £/ < 0,G' > 0,G" >0

sur [0,e), nous constatons que la fonctionnelle R; définie par

. ()
Ri(0) = 6 (e D Rol0) + o),
satisfait pour a, as > 0,
a1R1(t) S E(t) S &2R1(t) (3356)
et
Bt = ceane ) mye) + Gleo i) R + o (1)

E(0)
E@)

< —da() B0 (22 4 Coé(t)G/@OE(o)

)GHI(t)) + coE' ().

(3.3.57)
Soit G* la fonction convexe conjuguée de G au sens de Young (voir [3,p.61 — 64]), elle
vérifie

G*(s) = s(G")H(s) — G[(G")1(s)], sis€[0,G'(g)) (3.3.58)
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et satisfait I'inégalité de Young généralisée suivante
AB < G*(A)+G(B), si A€ [0,G'(¢)), B € [0,), (3.3.59)

avec A= G’ (a)E(O)) ot B = G1(I(t)).
Utilisons (3:2.10),(33.40), B3:57)-(33:59), nous arrivons a

R() < —da(t)E(aG'(gOg((é))) calt)G* (G’( ((é)>)>+ca(t)[(t)+coE'(t)
< —da(t)E ()G’(aog((é))) a(t)%G'(eo%)—cE’(t)—i—coE’(t).

Par conséquent, avec un choix convenable de ¢; et ¢y, on obtient

R() < —ka(t) (%) & GO%) — ha(t)Gf g((é))> (3.3.60)

ou G(t) = tG'(got).
Puisque
Go(t) = G'(eot) + ot G" (got)
et en utilisant la convexité de G sur [0,), nous constatons que G5(t),Ga(t) > 0 sur

(0,1]. Ainsi, en utilisant la fonction R définie par

alRl (t)
E(0)

et a partir de (B.3.56]) et (B.3.60), nous avons

R(t) =

R(t) ~ E(t), (3.3.61)

pour k; > 0, on a

R(t) < —ka(t)Ga(R(t)).

Ensuite, une intégration simple nous donne

R(t) < G7'(ky /t a(s)ds + ko) (3.3.62)
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1
ou Gy(t) = ftl ———ds et ky > 0. Ici, nous avons utilisé les propriétés de G4 et le fait

Ga(s)
que G est strictement décroissante sur [0,1] . Finalement, en utilisant (8.3.61])- (8.3.62]),

nous obtenons (3.3.51)).

Remarque 3.3.26. Alabau-Boussouira [2] et Liu et Zuazua [34] ont proposé les

hypotheses suivantes sur la fonction g

s)) < s) < gt (s our tout |s| <e¢
go([s]) <lg ()l < g0~ (Is]) P |s] < (3.3.63)
als| <lg(s)| <ecals| pour tout |s| > e
pour une certaine fonction strictement croissante gy € C* ([0, + o)), avec gy (0) = 0,

ou ¢1, Co, € sont des constantes positives et la fonction G définie par

s s
G(s)=1/= -,
(5) \[290 < 2)
est strictement convexe dans C? sur [0,¢) si la fonction gy est non-linéaire.

Donnons quelques exemples afin d’illustrer le taux de décroissance donné par le

Théoreme [3.3.27]

Exemple 3.3.27. On suppose que la fonction g vérifie (3.3.63)).
(1) Sigo(s) =cs?et g > 1, alors
G(s) = st
satisfait a I'hypothese (G4). En utilisant le théoreme [3.3.25] nous obtenons

¢
E(t) < cexp(—c’/a(s)ds) sig=1,
0
: =
E(t) < c(c’/a(s)ds+c"> sig> 1.
0

—1
(2) Si g (s) = exp (?) , alors (G4) est satisfaite pour

G = [3em (—“75) ,
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ainsi, on aura
)

B <e(m (a/ota(S)dHc,,))

(3) Si go (s) = s exp (57) , alors (G4) est satisfaite pour

6o =exn (-2),
E(f)<ec (m (cf/ota@ d8+c">>

(4) Si go (s) = 5 exp (— (In 3)2) , alors (G4) est satisfaite pour

G (5) = exp (—i (m §)2> .

Par suite, nous obtenons le taux de décroissance suivant

ainsi, on trouve
-1

E(t) < cexp (—2 (ln (c'/ota(s) ds—l—c”)))% :

Pour plus de détails voir [§], [22].
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Conclusion et perspectives

Conclusion

Ce travail a permis d’apporter une contribution assez importante a 1’étude de la
stabilisation de quelques problemes thermoélastiques et thermoviscoélastiques. Dans
cette étude, on a généralisé et amélioré divers résultats antérieurs en se basant sur des

techniques récentes d’analyse mathématique.

Nous avons commencé par un systeme en thermoélasticité avec un terme source
non linéaire et un terme amortissement frontiere de type mémoire. Sous certaines
hypotheses sur les données initiales, nous avons obtenu le taux de décroissance générale
qui dépend des propriétés de la fonction noyau g. La preuve est basée sur la méthode
du puits de potentiel, la méthode de construction de la fonctionnelle de Lyapunov
équivalente a la fonctionnelle d’énergie. Ce travail peut étre considéré comme une
extension de celle de Messaoudi, S. A.; Al-Shehri, A [21], qui ont étudié la stabilisation

de ce probleme sans terme source.

Dans le second chapitre, nous avons étudié le comportement asymptotique de la
solution d'un systeme en thermoviscoélasticité ot on a utilisé les mémes hypotheses

proposées dans [30].

Dans le dernier chapitre, on a introduit un terme amortissant distribué de la forme
a(t)w (u;) dans notre second systéme et on a obtenu un résultat de décroissance

générale de I’énergie de la solution.
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Perspectives

Apres la réalisation de ce travail, notre objectif est le suivant :

e Obtenir les mémes résultats en éliminant quelques hypotheses sur les données et
sur ’énergie initiale qui ont été considérées auparavant, en affaiblissant les conditions
sur la fonction noyau g.

e Traiter d’autres problemes mixtes comme par exemple les systemes de Timoshinko
non linéaire, les systemes en thermoplasticité.

e Conforter les résultats théoriques par une simulation numérique.
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Résumé
Cette these est consacrée a 1’¢tude de la stabilisation de trois systémes en thermoélasticité et
en thermoviscoélasticité avec source non linéaire. Les amortissements sont de types frontiere
ou distribué de type viscoélastique. On a introduit des conditions convenables sur les données
qui nous permis de démontrer la décroissance générale de I’énergie de chaque systéme. Pour

obtenir ces résultats, différentes méthodes ont été utilisées telles que la méthode de I’énergie,
la fonctionnelle de Lyapunov, le puits du potentiel et les propriétés des fonctions convexes.

Mots Clés : thermoélasticité, thermoviscoélasticité, décroissance générale, noyau résolvant,
Source non-linéaire, amortissement, mémoire, convexite.

Abstract

This thesis is devoted to the study of the stabilization of some thermoelastic and
thermoviscoélastics systems with nonlinear source term. The dissipation is given by a
boundary and distributed viscoelastic term. We tried to find suitable conditions on the data
which allow us to prove the general decay results. To achieve this goal, we use the multiplier
method such as the energy method, the Lyapunov functional, the well-depth method and

convexity argument.

Key words: Thermoelasticity, thermoviscoelasticity, general decay, resolvent kernel,
nonlinear source, damping, memory, convexity.
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