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Introduction générale

Introduction générale

La logique floue qui repose sur la théorie mathématique des ensembles flous a été initiée
dans les années soixante par Lotfi Zadaeh a l'université de Berkeley. L'intérét principal de la
logique floue est de permettre la représentation et le traitement de connaissances imprécises.
Elle est utilisée dans des domaines aussi variés que les systémes expert, la classification de
données, le traitement du signal, la gestion des bases de données, la modélisation ainsi que la
commande des systémes automatiques. La premicre application de la commande floue a été
réalisée par Mamdani en 1974 sur un moteur a vapeur, et la premiére application industrielle a
porté sur la commande d'un four a ciment par logique floue.

Habituellement la logique floue est exprimée par un ensemble de regles linguistiques dites
régles floues, elles sont utilisées pour décrire le comportement dynamique d'un systéme
inconnu ou mal défini. De ce point de vu, on distingue deux types principaux de systemes
flous: les systemes flous a conclusion symbolique (systemes flous linguistiques ou de
Mamdani) et ceux a conclusion fonctionnelle (systemes flous de Takagi-Sugeno). Dans les
deux types, les prémisses des régles sont exprimées symboliquement, seule 1’expression des
conclusions des regles permet alors de dissocier les deux types de systémes. Pour les systémes
flous de type T-S la partie conclusion est exprimée sous la forme d’une constante ou de
maniere générale d’une fonction ou d’une équation différentielle dépendant des variables
d'entrées. Les modeles flous de type Takagi-Sugeno, peuvent s'interpréter comme un
ensemble de modeles linéaires affines interconnectés par des fonctions non linéaires
dépendantes des variables de prémisses. Ces fonctions peuvent étre obtenues par différentes
méthodes, soit par identification ou par linéarisation autour d'un ensemble de points de
fonctionnement, soit directement a partir d'un modéle mathématique non linéaire [Morére 01],
[Chad 02]. Cette dernic¢re est la méthode utilisée le long de ce mémoire, dans ce cas les
modeles non linéaires peuvent se mettre sous la forme de modeles T-S représentant
exactement le modele non linéaire dans l'espace d'état.

La loi de commande couramment utilisée dans ce type de modeéles est le retour d'état
linéaire appelée PDC (Parallel Distributed Compensation) [Wang 95], [Tanaka 98]. L'analyse
de la stabilité et de la stabilisation de ces modeles dans la plupart des travaux est basée
généralement sur la fonction de Lyapunov quadratique qui produit des conditions suffisantes
de stabilit¢ [Tanaka 98], [Kim 00], [Wang 96]. Ces conditions peuvent étre exprimées sous

forme d’inégalités matricielles linéaires (LMI). L’intérét principal de la fonction quadratique
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est que la recherche d'une matrice commune et les gains de retour d'état est facile a mettre en
ouvre et peut étre exprimée comme un probléme d'optimisation convexe en terme de LMI
résolu efficacement par différentes méthodes. Dans notre travail, la méthode utilisée est celle
du point intérieur [Boyd 94]. Cependant, les conditions de stabilité obtenues étant seulement
suffisantes et assez conservatives car elles exigent la stabilité¢ de tous les modeles locaux (sous
modeles). Pour réduire ce conservatisme ou relacher ces conditions de stabilité, plusieurs
travaux traitant la relaxation LMI ont été publiés ces derniéres années [Tanaka 98], [Tanaka
01], [Kim 00], [Teixeira 03], [Chun 06]. Notre travail se focalise sur le relachement des
conditions de stabilit¢ des systémes flous de T-S exprimées sous forme d’LMI. On propose
deux types de relachement et on fait la comparaison avec les conditions classiques au niveau
de la faisabilit¢ de LMI a travers des exemples illustratifs simulés sous 1’environnement
MATLAB.

Ce mémoire, décomposé en trois chapitres, est organisé de la manicre suivante:

Le chapitre 1 est consacré aux notions et aux outils utilisés le long de ce mémoire. Il
présente les modeles flous de T-S. Il présente également l'outil numérique LMI et différentes
propriétés matricielles et problémes classiques utilisées dans la suite de ce mémoire. La

notion de la région de l'attraction (ROA) et de la faisabilité est ¢galement présentée.

Dans le chapitre 2 on présente I'étude de la stabilité et de la stabilisation des modeles flous
de T-S. Les conditions de stabilité et/ou stabilisation sont obtenues a l'aide de la fonction de
Lyapunov de type quadratique et s'expriment sous forme d’inégalités matricielles linéaires
(LMI). La loi de commande utilisée dans ce cas est du type PDC (Parallel distributed
Compensation). Dans ce cadre, nous représentons des conditions suffisantes satisfaisant le
taux de décroissance, les contraintes sur la commande et sur la sortie. Enfin nous représentons
quelques résultas obtenus en utilisant un observateur flou pour estimer les états non
observables. Les exemples présentés dans ce chapitre montrent l'efficacité de l'estimation

d'état d'une part, et l'efficacité de I'approche LMI d'une autre part.

Dans le troisieme chapitre, nous présentons de nouvelles conditions de stabilité permettant
de réduire le conservatisme des résultats précédents en utilisant deux types de relachement.
Dans le premier type, on suppose que le nombre de régle actives a chaque instant est
inférieure au nombre total de regles. Dans le deuxiéme, on introduite des variables
supplémentaires permettant de regrouper les intersections entre les modéles locaux dans une

matrice unique. Des exemples de simulation permettent d’une part d’illustrer l'efficacité des
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deux types de relachement, et d’autre part de voir la comparaison avec les conditions
classiques au niveau de la faisabilit¢ des LMI. Un autre point développé dans ce chapitre, est
de proposer un exemple de la stabilisation adaptative, dans le cas ou les incertitudes existent
sur le systéme. De nouvelles conditions LMIs de la stabilité globale sont présentées. Puis, des
exemples illustratifs permettent de montrer que les conditions obtenues sont moins

conservatives que leurs équivalentes classiques.

Nous terminons par une conclusion qui rassemble les travaux réalisés dans le cadre de ce

mémoire et perspectives envisagées.



Chapitre 1 Modéles flous de Takagi-Sugeno et Inégalités Matricielles Linéaires (LMI)

CHAPITRE 1

Modz¢éles flous de Takagi-Sugeno
et Inégalités Matricielles Linéaires (LMI)

1.1. Introduction

Ce chapitre a pour objet de présenter les modeles flous de type Takagi-Sugeno continus et
discrets [T-S 85]. Dans la premicre partie, on donne leurs définitions et nous présentons les
différentes techniques de les obtenir a partir d’un modéle non linéaire avec des exemples
illustratifs sur la méthode la plus utilisée pour obtenir ces modeles. La deuxiéme partie
présente 1’outil LMI et les différentes techniques d’analyse et de réduction utilisées dans ce

travail.

1.2. Modéle flou de type Takagi-Sugeno

Le modele flou de Takagi - Sugeno est décrit par un ensemble de régles floues SI-ALORS,
représentant des relations locales d’entrées/sorties linéaires en différents points de
fonctionnement d’un systeme [T-S 85]. Ces représentations locales, appelées "sous-modeles",
permettent d’exprimer la dynamique d’un systéme autour de points de fonctionnement

particuliers de I’espace d’état.

La particularit¢ d’un modéle flou de T-S est que la logique floue est seulement utilisée dans
la partie prémisse des régles. La partie conclusion utilise des variables numériques plutdt que

des variables linguistiques et s’exprime sous la forme d’une constante ou de manicre générale
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d’une fonction ou d’une équation différentielle dépendant des variables d'entrées.
Les modeles flous de T-S sont représentés dans 1’espace d’état sous la forme continue

(MFC) et discret (MFD):
Modzéle flou continu (MFC)
Régle i du procédé :

x(1) = Ax(t) + Bu(t)
i

SI z(t) est F/ et...et z (t)est F©  ALORS =12,.., 1.1
1() 1 p() p {y(t):Cix(t) r ( )

ou x(¢) e R" représente le vecteur d’état du modele, u(¢) € R™le vecteur des entrées et
y(t)eR? le vecteur des sorties. A4, e R"" (i=12..,r) la matrice d’état, B, e R"" la

matrice des entrées et C, € R?" la matrice des sorties. z(¢) e R’ (p =1,2..,r) est appelé

vecteur des prémisses. Ce dernier ne possede pas de caractéristiques particuliéres et peut donc
étre compos¢ de variables d’état ou de fonctions de variables d’état.

Chaque équation de sortie est représentée sous la forme d'état 4 x(¢)+ B.u(t) appelée un
"sous-modéle”. A chaque régle R' est attribué un poids w,(z(f)) qui dépend du degré
d’appartenance dez,(f) aux sous ensembles flous 7/, et du choix de la modélisation de

l'opérateur ‘ET’ reliant les prémisses d'ou:

p .
w; (2(0) = [ TF/ (z(0)) (1.2)
i=1
F/(z(t)) est la valeur de la fonction d’appartenance z; dans I’ensemble flou Flet Vt>0:

Zr: w,(z(2))>0
M_/i (z(1))=20

i=1,2,..r (1.3)

Les sorties finales du modéele flou de T-S sont décrites de la maniére suivante :

> w z(6){A x(t) + Bu(t)}
X(1) == -
> w, (z(0)
) = (1.4)
2w, z(1)C.x(1)
y(t) ==
ZIWf (z(®)
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En posant

(2 = EO) (1.5)
2w, (z(1)
ou _

> b (=)=
B (2(t)) > 0

i=12,..r (1.6)

Donc 1'équation (1.4) peut étre réécrite comme suite :

1) = A (O)Ax(0) + Bu(o)}

) (1.7)
() =3 h (z(0)Cx(1)
i=1
De la méme manicére, le modéle flou discret est défini comme suit :
Modéle flou discret (MFD)
Reégle i du procédé :
A , x(k+1)=Ax(k)+ Bu(k)
SI z,(k) est F} et...et z,(k) est F;;, ALORS i=12,..,r (1.8)
y(k) = Cx(k)
Les sorties finales du modele flou sont définies par :
> w2 (k) {4, x(k) + Buu(k)}
x(k+1) == -
> w, (z(k))
) = (1.9)
2w z(k)Cx(k)
NORES
§W,~(Z(k))
En posant
B (z(hy) =GO (1.10)
> wiz(k)
i=1
L'équation (1.9) peut étre réécrite comme suite :
x(k +1) = Y I (2(k){ A, x(k) + Bu(k)}
- (1.11)

Yk = X () Cx(h)
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Généralement, il est plus difficile de justifier le mot “flou” pour ce type de modeles.
Effectivement si on peut considérer que I’approche historique consistait a utiliser des
connaissances a priori sur la commande d’un systéme pour les intégrer dans un régulateur,
dans le cas des modéles flous de T-S on ne retrouve pas cette philosophie. On peut
simplement dire, que la représentation sous la forme d’un modele flou de T-S est une “astuce*
permettant une réécriture du modele non linéaire en “reportant™ les non linéarités dans la

partie prémisse des régles [Morere 01].

1.3. Obtention d’un modéele flou de T-S

Les modéeles flous de T-S peuvent étre obtenus de trois fagons:

= Par identification, a partir des signaux d'entrées/sorties on peut identifier les parametres
du modele local correspondant aux différents points de fonctionnement [Gasso 00].

. La seconde méthode consiste a linéariser le modele autour d’un ensemble de points de
fonctionnement [Tanaka O1].

= La troisietme méthode permettant de passer d’un modele non linéaire affine en la
commande a un modele flou de T-S. Elle permet d’obtenir un représentant de type T-S d’un
modele non linéaire (Il ne s’agit pas d'une linéarisation autour de points de fonctionnement)
[Thier 01], [Morere 01]. Cette troisiéme approche qui est utilisée dans la suite de ce mémoire.

Notons aussi que pour un systéme donné, I’obtention d’un modele de T-S n’est pas unique.
1.3.1. Transformation d’un systéme non linéaire en un modéle flou de T-S

Cette méthode permettant de passer d’un modele non linéaire affine en la commande, de
la forme (1.12) dans le cas continu et (1.13) dans le cas discret, a un modele flou de T-S est

appelée aussi approche par secteur non linéaire.

{X(t) = f(x(1) + B(x(1)u(?) (1.12)
y(#) = g(x(2)) + D(x(t))u(?) '
{X(k +1) = f(x(k)) + B(x(k))u(k) (1.13)
y(k) = g(x(k)) + D(x(k))u(k) '

oux(t) e R",x(k+1)eR", y(t) e R?, y(k) e R?, f(x(¢)) e R", f(x(k))eR", g(x(2)) e RY,
g(x(k))eR?, B(x(t))eR"™, B(x(k))eR"™, D(x(t)) e R"", D(x(k)) e R"".

Elle permet d’obtenir un représentant de type T-S d’un mod¢le non linéaire. L’avantage de

-7 -
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cette méthode et de réduire le nombre de modeles locaux par rapport a la méthode de
linéarisation. En effet, le nombre de contraintes matricielles se trouve généralement réduit par
cette méthode. Dans toute la suite, seul le cas continu est pris en compte, le cas discret se

traitant de la méme maniére.

1.3.1.1. Conditions d’obtention d’un modéle flou de T-S

Le cas le plus utilisé est la transformation d’un mod¢le non linéaire a un modele flou de T-
S sur des fonctions a une variable [Tanaka 98]. Supposons dans la suite que le systéme se
stabilise autour d’un point d’équilibre 0 (zéro).
Lemme 1.1:[Morére 01] Si Vxe[-a,b] avec (a,b)eR*, f(x(t)):R —>R est une
fonction bornée sur [—a , b], alors il existe deux fonctions 7, (x), R => R et h,(x), R >R et

deux scalaires o et S tels que: A, (x)+h,(x) =1, h(x)=0,h,(x) 20 et;

S (x)=h(x)a +hy(x)B (1.14)
Preuve: On considére la fonction f(x) bornée telle que S < f(x(¢)) < a, on peut toujours
écrire:
S (x)=h(x)a +hy(x)B
avec
_S™-B _a-f(x)
h) =S ) =T (1.15)
a= n&aﬁ]f(x) et f= Xg{iglb]f(x) (1.16)

Exemple 1.1 : Considérons le mode¢le non linéaire suivant :
x(t) = 2x(t)sin(x(t))

Pour traiter la non linéarité, il faut prendre en compte la fonction non linéaire f(x) = sin(x)

qui est bornée pour x €[-x, x,], x, >7/2.
Selon (1.14) on peut écrire la fonction sin(x) comme suit:

sin(x)+1 y
2

" 1 —sin(x) y

(-1) (1.17)

sin(x) =

On obtient donc le modéle flou de T-S suivant :

-8-



Chapitre 1 Modéles flous de Takagi-Sugeno et Inégalités Matricielles Linéaires (LMI)

SI x est h(x) ALORS x(¢) =2x(t)x1
SI x est h,(x) ALORS x(¢) =2x(¢)x(-1)
ou

sin(x) +1 1 —sin(x)

h(x) = , hy(x)= , a=1c¢et f=-1 (1.18)

Pour éviter d’avoir des modeles ayant des termes constants, le traitement des non linéarités

peut se faire suivant la maniere générale suivante.

Le mod¢le non linéaire doit étre transformé pour aboutir a :

x(1) = L(x(2))x(2) + g (x(2))u(r) (1.19)
Pour g(x(2)), il suffit de considérer les non linéarités bornées, pour L(x(¢)), cela revient a

considérer les fonctions de type f,(x;)/x;, qui est évidlemment bornée, donc il faut

obligatoirement avoir }}1’_1;10 Si(x;)/x; <oo.
Exemple 1.2 : Considérons le mod¢le non linéaire suivant :
x(t) = cos(x)

Pour traiter cette non linéarité, il faut prendre en compte la fonction non linéaire

f(x)= cos(x) qui est bornée pour x € [-x, x,], x, <7, selon (1.14) on obtient
cos(x)  cos(x,) | cos(x)
cos(x)  x Xo x x cos(x,)
X 1— M 1— M Xo
X, X (120)

X, cos(x)—xcos(x,) 14 Yo (x—cos(x)) y cos(x,)
x(x, —c0s(x,)) x(x, —c0os(x,)) Xo
On obtient donc le modéle flou de T-S suivant :

SI x est 4,(x) ALORS x(¢) = x(¢)x1
cos(x,)

SI x est h,(x) ALORS x(f) = x(f) x

Xo
Notons que la transformation du modéle non linéaire conduit a un certain nombre de
modeles locaux LTI (Linéaire a Temps Invariant) dépendant du nombre de termes non

linéaires constants contenus dans le modéle.

9.



Chapitre 1 Modéles flous de Takagi-Sugeno et Inégalités Matricielles Linéaires (LMI)

En général, le nombre de reégles obtenu est 27, avec p représente le nombre de
transformations effectuées. Il est possible d’obtenir des modeles ayant un nombre de régles

minimal [Morere 01].

Exemple 1.3 : Considérons le modele non linéaire suivant :

x(¢) = 3sin(x(¢)) — 2x(¢)” + x cos(x(t))
Premi¢rement on considére chaque non linéarité séparément, ce qui revient a devoir

, 2x(¢)* et cos(x(¢))et qui aboutit a

L, ) sin( x(¢
transformer les termes non linéaires suivants : 3M
X

un modele flou de T-S a 8 regles. On peut trés facilement aboutir & un modele flou de T-S a 2
reégles, cela en considérant directement la fonction non linéaire suivante :
f(x)= 3@ ~2x(1)? + cos(x(1))
x(z

qui est évidement bornée par exemple pourxe[-z 7]. On trouve f . =-1-27° et

min

[ =4, ce qui permet d’obtenir le modele flou de T-S a deux regles suivant :

SI x est i,(x) ALORS x(¢) = x(¢t)x 4
SI x est h,(x) ALORS x(¢) = x(t)x(=1-277)

Notons que les exemples précédents n’utilisent qu’une seule variable d’état, avec plusieurs
variables d’état, le probléme est encore plus complexe.

On propose maintenant un traitement par équation d’état. On prend en compte chaque
équation différentielle correspondant a une variable d’état, c'est a dire pour la i®* variable
d’état on peut écrire :

x()=f.(x)= z f/ (x)x; , ou /77 (x)est une fonction bornée. Dans ce cas, on peut obtenir
J=1

o« gy . 2 N
un modele flou de T-S représentant exactement le modele non linéaire avec 2" regles.

C g 1 i A ; ; , .
Preuve: Considérons z(?) = [zl,...,z,:’ yeeensZ ] avec z! = f./(x) On peut écrire :
J J J J
) o ) S . z/ —z7/. ) z —z .
J J J J J J J — ] min J max ! J
Z; _hil(zi )szax +hi2(zi )szin - j szax + j j ><Zmin (121)
max Z min max Z min

. . . r . . 2 2
On obtient donc au maximum #° variables de prémisses, ce qui donne au plus 2" régles.

Exemple 1.4 : Considérons le modéle non linéaire affine en la commande suivant :
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X, =X, +x,sin(x,) +u(t)
X, = 2x,x5 —3x, + x;u(?) (1.22)

)= xzle

Ce modele peut étre représenté comme suit :

-3
y(6y=[x> 0}

. 1 sin(x,) 1
x(t) = {2 5 }c(t) +{ 5 }u(z‘)
X X

Les deux termes non linéaires sont: sin(x,) et x; qui sont bornés pour x, >E et x, €[—a,a]

et qui aboutit a un modele flou de T-S a 4 régles. On peut transformer les termes non linéaires

suivant le lemme 1.1 comme suit :

avee

sin(x, ) +1 y 1 —sin(x,) y

sin(x,) = > 1+ (-1) (1.23)
2 _ X 2 az_xz2
x; ="2xa’+—2x0 (1.24)
a a
1 1 . 2 1 .
A =E(sm(x)+1), h; :E(l—sm(x)) (1.25)
Lx 2 X
hfjg @=—j— (1.26)

Ainsi, on aboutit & 4 modeles locaux, obtenus a partir des 4 combinaisons possibles des

bornes des termes non linéaires sin(x,) et x;, décrits par les matrices suivantes :

11 11
24 -3 Az{o _3}
Bl_[l aZ]T Bzz[l O]T
¢ =l 0 ¢, =[0 0]

(1.27)

Y 1 -1 . 1 -1
324> -3 ‘1o -3
B, = B, B, =B,
C, =C, C,=C,

- 11 -
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Enfin, le systéme non linéaire (1.22) peut étre représenté par le modele flou de T-S suivant:

Régle 01:
x(t) = A,x(¢t)+ Byu(t)

SI x,(¢) est h' et x,(¢) est .  ALORS
xl() 1 xz() 2 {y(l‘)chx(l‘)

Reégle 02:
x(t) = A,x(¢) + B,u(t
SI x,(¢) est b et x,(¢) est h;  ALORS {x( ) = A,x(1) + B,u(r)
¥(t) = C,x(t)
Reégle 03:
<(t) = Ayx(¢) + Byu(t
SI x,(¢) est A’ et x,(¢) est hy  ALORS {x( ) = Ayx(t) + Byu(r)
(1) = Cyx(1)
Reégle 04:
x(t) = A,x(¢) + B,u(r)

ST x,(¢) est > et x,(¢t) est k2  ALORS
festi et et {y(r>=c4x(t>

En prenant 1’opérateur produit comme opérateur de conjonction, les fonctions d’activation, au

nombre de 4, sont obtenues a partir des produits : &, ** x b, "

() = Ry () xhy(x,) iy (%) = Ry () % 5 (x,)
M (x) = hlz (xl)Xh; (x,) My (x) = hlz (xl)Xhzz (x,)
Le modéle flou de T-S obtenu représente exactement le modele non linéaire (1.22) ou x;, >%

et x, e[—a, a].

1.4. Analyses convexes et inégalités matricielles linéaires

1.4.1. Analyses convexes

Un grand nombre de probléme concernant les systémes incertains peuvent se résoudre par
I’intermédiaire de problémes convexe d’un type particulier, les programmes semidéfinis
(SDP) [Boyd 94]. IIs sont aussi connus sous le nom de LMI (Linear Matrix Inequality) en
automatique. Les problémes d’analyse et de synthése dont il est question sont formulés,

lorsque cela est possible, en termes d’optimisation convexe [Chad 02].

La convexité d’un probléme d’optimisation a un double avantage :
= Les temps de calcul pour trouver une solution sont raisonnables
= ]l n’existe pas de minimum local de la fonction colit & optimiser; le résultat obtenu

correspond a un minimum global unique.
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La convexité est une notion a la fois ensembliste et fonctionnelle, voici les définitions dans
chacun des cas [Boyd 94].
Définition 1.1 : Ensemble convexe
Soit un ensemble £ — R", E est un ensemble convexe si et seulement si :

VAel[0 1]c R, V(x,x,)eE’, Ax, +(1-A)x, € E (1.28)
Définition 1.2 : Fonction convexe

Soit une fonction f:EcR" —> R, E un ensemble convexe, alors f est une fonction

convexe si et seulement si

VAel[0 1]cR, V(x,x,)eE>, f(Ax, +(1-A)x,) <A (x)+(1-2)f(x,) (1.29)

Définition 1.3 : Fonction quasi convexe

Une fonction f:S — R est dite quasi convexe si le sous ensemble §,est convexe pour

tout A € R, tel que
f(Ax, + (1= A)x,) <max( f(x,), f(x,)) (1.30)
et ceci, VA €[01] et pour tout x,, x, € S
Définition 1.4 : Combinaison convexe
Soit § un sous ensemble d’un espace vectoriel et soient x,,x,,...,x, €S

Si A4,,...,4, est un ensemble réel non négatif avec z&i =1 alors z&ixi est appelée une
1 1

combinaison convexe de x,, x, ..., X, .
Supposons qu’on prenne n points X, X,,...,x, dans S ; alors il est facile de voir que I’ensemble
de toutes les combinaisons convexes de Xx,,X,,...,x, est lui-méme convexe, c'est a dire

C = {x/ x est une combinaison convexe de x,,...,x, }.
Définition 1.5 : Points intérieures

Soit S un sous ensemble d’un espace norm¢I1, le point x € S est appelé un point intérieur de
Ss’il existe un ¢ > 0, tel que tous les points y € I1 avec ||x -y< g|| aussi appartiennent a S.

L’intérieur de S est la collection de tous les points intérieurs de S.
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Définition 1.6 : Enveloppe convexe

L’enveloppe convexe Co(S) d’un ensemble convexe S est Dl'intersection de tous les

ensembles convexes contenant S.
Définition 1.7 : Minimum local et global

Une fonction f :S — R posséde un minimum local en x, € § s’il existe un &€ > 0 tel que :

f(x,) =< f(x) pour tout x € ]xo - &,X, +e[
L’intervalle Jx, — &, x, + &[ est appelé voisinage de x, .
X, est minimum local de f si f(x,) < f(x) pourtout x € R.

Un probléme d’optimisation convexe s’énonce donc comme suit: min( f(x)), ou £ est un
xek

ensemble convexe et f est une fonction convexe. De méme, une contrainte f(x) <0 est dite

convexe si la fonction f, est convexe. Un des avantages de la convexité est que toute

optimisation d’une fonction convexe définie sur un ensemble convexe peut se traiter

localement car toute solution locale devient globale.

1.4.2. Inégalités Matricielles Linéaires (LMIs)

Depuis quelques années, de nombreux travaux ayant pour principal objectif de réduire une
grande variété de problémes de synthése ou d’analyse a des problemes d’optimisation
convexe impliquant des LMI a vu le jour. Parallelement, des méthodes efficaces de résolution
des problemes d’optimisation convexes ont été développées. Ces méthodes, appelées
méthodes de point-intérieur, développées initialement par Karmarkar [Karm 84] pour la
programmation linéaire, furent étendues ensuite par Nesterov et Nemirovskii [Nest 94] au cas
de la programmation convexe dans I’espace des matrices définies positives.

L’approche d’inégalités matricielles, et en particulier I’approche LMI sont de plus en plus
utilisées en automatique. Parmi les raisons de son succes, on peut citer :
= L’existence de méthodes de résolution numérique efficaces (cotlit polynomial)
= La possibilit¢ de reformuler de nombreux problémes d’analyse : (stabilité, certaines
performances, etc.) en termes de LMI
= La capacité de traiter des problémes a données incertaines en commande robuste, qui a
joué pour beaucoup dans I’essor de cette approche ces derniéres années.
Dans cette partie, différents lemmes de I’approche LMI sont présentés. Ils permettent de
manipuler les inégalités matricielles afin de les rendre linéaires en les inconnues quand cela

est possible.
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Définition 1.8 :

Une inégalité matricielle linéaire (LMI) est une expression du type.
F(x)=Fy,+ ) x,F, >0 (1.31)
i=1
oux =[x,..,x,]" € R"est un vecteur de valeurs inconnues. F, et F, =F' e R""i=12,...,m
sont des matrices symétriques et I’inégalité "> 0" signifie "défini positif', c'est a dire,
u” F(x)u > 0 pour toutu € R”", u # 0. De maniére équivalente, la valeur propre la plus petite

de F(x) est positive.

Remarque 1: L’ensemble £ défini par E={xeR:F(x)>0} est convexe, ce qui nous

ameéne a considérer une contrainte LMI comme une contrainte convexe.

Remarque 2: On peut avoir une égalité matricielle linéaire non stricte dénotée par le

symbole ">".

Remarque 3 : L’expression F(x) <0 est un cas spécial de (1.31), qui peut étre réécrit

comme — F'(x) > 0.
1.4.2.1. Conversion des inégalités matricielles non linéaires en LMIs

Les lemmes suivants montrent que certains types d’inégalités matricielles non linéaires

peuvent étre converties en LMIs qui seront utilisées dans la suite de ce mémoire, citons :

Lemme 2.1 (Compliment de Schur): Soient les matrices S(x)eR™" et les matrices

symétriques Q(x) € R"™" et R(x) e R™", les inégalités suivantes sont équivalentes :

{QT(’C) S(x)}o (1.32)
ST (x) R(x)
R(x)>0; O(x)-SxX)R'(x)ST(x)>0 (1.33)
O(x)>0; R(x)-S(x)" 07 (x)S(x)>0 (1.34)
Preuve : Soient
Ml{l _QIS} et Mz{ {1 . 0} (1.35)
0 I —R'ST I

La multiplication de (1.32) & gauche par M/ et a droite par M,, donne :
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{Q o }o (1.36)
0 R-S7Q'S

de la méme maniére, la multiplication de (1.32) & gauche par M et a droite par M, donne :

{Q_S;RIS Z}o (137)

Lemme 3.1 (Contraintes quadratiques convexes) : La contrainte sur la norme ||Z (x)|| <1,

avec Z(x)eR"? est représentée par :

I, Z(x) 138
2760 1, |70 (138)

Lemme 4.1: Soient 4, G, L, P et O des matrices de tailles appropri¢es. Les inégalités

suivantes sont équivalentes [Krus 06]:

A"PA-0<0,P>0 (1.39)
_ T
e 41 (1.40)
A —P
—0 ATG
3G: <0,P>0 (1.41)
G'A —G-G" +P
QAL+ LA —L+ AT
3G, | 2T AL T +TG <0,P>0 (1.42)
-L"+G"4 -G-G"+D

1.4.2.2. Regroupement des LMIs

Les LMIs multiples F(x) >0, F,(x) > 0,...,F,(x) >0 peuvent €tre exprimées comme

une simple LMI comme suit:

F(x) 0 - 0
0 F(x) - 0
Feo=| . 7|0 (1.43)
0 0 DO, (x)

On remarque que la LMI (1.43) est symétrique Vx, de plus I’ensemble des valeurs propres de

F(x) est simplement union des valeurs propres de F) (x), F, (x),...,F,(x) , et n’importe quel
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x satisfait F'(x) >0 satisfait également le systeme LMI (1.31) et vice-versa. En conclusion,

les contraintes LMI multiples peuvent toujours étre converties en une LMI simple.
1.4.2.3. Régions LMIs

Définitions 1.9 : [Chilali 96] Une région S du plan complexe est appelée une région LMI

s’il existe une matrice symétrique M € R™" et une matrice N € R™" telles que :
S={zeC: f,(z)<0} (1.44)

avec f,(z)=M +zN+z N". La notation z désigne le conjugué de z. f(z)est appelée la

fonction caractéristique de S.
En d’autres termes, une région LMI est une région du plan complexe qui est caractérisée par
une LMI en fonction de z et z', ou de a =Re(z) et b=1Im(z). Les régions LMI sont donc

des ensembles convexes

Exemples 1.5: Supposons que a =Re(z) et b =Im(z), on obtient donc

Z+Z* Z—Z*
a= et b=
2 2]

(1.45)

Le demi-plan gauche pouvant étre caractérisé par a <0, donc la fonction caractéristique du

demi-plan gauche du plan complexe est comme suit:

fi@)=z+z (1.46)

Considérons les trois régions du demi-plan complexe gauche illustrées sur la figure suivante.

A Im(z) A Il’l’l(Z) A Il’l’l(Z)
A 0
Re(z) Q/ Re(2) 83 Re(7)

T

—¢ Fig.1.1. Régions LMI (Exemple)

La région S, du plan complexe, a <—& est une région LMI caractérisée par la fonction

f51(2) suivante :

fa(@)=z"+z+2¢ (1.47)
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Le disque centre a 'origine S, du plan complexe est une région caractérisée par la relation

suivante :

zz—p><0 (1.48)

En utilisant le complément de Schur on obtient:

fa(2)= {_Z/f _ZJ (1.49)

La région S,, atan(z)< —|b| , du plan complexe est une région LMI caractérisée par la

fonction f,(z) suivante (en utilisant le complément de Schur) :

sinO(z+2") cosH(z—z*)} (1.50)

cosO(z—z") sinf(z+z)

fsz(z):{

1.4.2.4. Problemes classiques LMI

Les trois problémes d’optimisation convexe les plus utilisés sous forme de LMI sont :

= Probléme de réalisabilité (Faisabilité) : 1l s’agit de trouver un vecteur S tel que la
contrainte convexe F(x) >0 est satisfaite. Ce probléme peut étre résolu en cherchant le

vecteur x minimisant le scalaire # tel que :

—F(x)<txI (1.51)
Si la valeur minimale de ¢ est négative, le probléme est réalisable (faisable).

* Probléme de valeurs propres (EVP, Eigenvalue Problems) : Il s’agit de minimiser la

plus grande valeur propre d’une matrice symétrique sous une contrainte de type LMI :

minimiser A4
A —A(x) >0 (1.52)

sous les contraintes
B(x)>0

= Probléme de valeurs propres généralisées (GEVP, Generalized Eigenvalue
Problems) : Il s’agit de minimiser la plus grande valeur propre généralisée d’une paire

matrices, par rapport a une contrainte LMI :
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minimiser A
AB(x)— A(x) >0
sous les contraintes { B(x) > 0
C(x)>0

(1.53)

Ces problémes d’optimisation convexe peuvent alors étre résolus par différents types de
méthodes grace aux outils disponibles comme le "LMI control Toolbox" de MATLAB [Gahi

95] ou encore la résolution des SDP par le logiciel Scilab. Il existe aussi :

Me¢éthode des plans sécants

Me¢éthode de I’ellipsoide

Me¢éthode du type simplexe

Méthode des points intérieurs

1.5. Les régions d'attraction (ROA) et les LMIs faisables

Dans cette section, on présente un exemple pour expliquer la dépendance de la stabilité
des systemes flous de T-S sur la faisabilit¢ des LMIs et sur les fonctions d'appartenance
aussi. Nous soulignons particuliérement les points suivants :

= La région de l'attraction (ROA)

= Larégion de 'espace d'état avec LMIs faisables

1.5.1. Les régions d'attraction (ROA)

D'abord, on établit un rapport entre le polyndme caractéristique d'intervalle stable et la
condition nécessaire d'un ensemble LMIs faisables en appliquant la méthode de Lyapunov sur
une enveloppe convexe de sous-systemes flous. Selon le théoréme de Kharitonov, si un des
quatre polyndomes particulierement construits pour le polynome caractéristique du systéme ne
peut pas satisfaire la propriété stricte de Hurwitz, alors les LMIs du mod¢le flou de T-S
doivent étre infaisables [Kuang 06].

Afin de stabiliser le systéme, nous choisissons un univers approprié¢ du discours pour avoir
le polyndme caractéristique Hurwitz, puis on résout un ensemble des LMIs pour trouver les

gains du contrdleur.

Exemple 1.6: Considérons le systéme non linéaire suivant :
X, =X
b (1.54)
X, =—x, +x,x, —2x,
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Supposons que x, et x,évoluent dans les régions [d, D,] et [d, D,] respectivement. En

conséquence, le systéme (1.54) peut étre exactement représenté par l'un ou l'autre des deux

modeéles flous de T-S suivants:

Modéle A

0 1
Reégle1 SI Hest ' ALORS x(¢)= t
g xl()es 1 x(t) {_1 —2+D1}C()

0 1
Reégle 2 SI x,(t) est Fi  ALORS  x(t) = x(t)
-1 -2+d,
Modéle B

0 1
Reégle1 SI t) est £}  ALORS x(¢) = t
g x, () est F, x(t) {_1_’_1)2 _2}5()

0 1
Régle 2SI x,(¢) est F2  ALORS x(¢) = ¢
g xz()es 2 x(1) {—1+d2 _2}5()

Ou les fonctions d’appartenance pour les modeles 4 et B sont définis comme suites :

D, —x,

F' = , F*=1-F' 1.55

1 Dl —dl 1 1 ( )

pr=Pmn g (1.56)
Dz _dz

La condition standard pour les fonctions d'appartenance est F; € [0 1]. La sortie finale pour

les modeles fous 4 et B est comme suit:
X(0) = h(2)4,:x(1) (1.57)
i=1

-eme

ou /,(z) et A, dénotent la fonction d'activation et la matrice de systéme de la i régle floue,

respectivement. Selon la seconde méthode de Lyapunov, la condition suffisante pour la

stabilité quadratique du systéme (1.57) est de vérifier la faisabilité de 'LMI suivante:
A'P+PA <0 i=12 (1.58)
Pour une matrice définie positive P.

On constate que la LMI (1.58) pour le modele A4 est faisable si d; < D, <2, tandis que la

LMI (1.58) pour le modele B est faisable si d, <D, <1. En conséquence, I'univers de
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discours des variables d’état x, et x,, pour les modéles 4 et B, doit étre confiné en
R, =[(x,x,)/x, <2] et R, =[(x,,x,)/x, <1] respectivement.

La région de I’attraction est la région dans laquelle tous les points commengant dans cette
région seront attirés au point fixe a l'origine.
Dans notre exemple nous présentons une approche classique utilisée couramment pour trouver
une région d’attraction basée sur une fonction de Lyapunov V. Dans cette approche, la région
d'attraction est déterminée comme un ensemble de sous-niveau de la fonction de Lyapunov V,

c'est a dire, un ensemble R,_. défini par

R, ={xeR"V(x)<C)} (1.59)

Il est intéressant de noter que R, n'est pas une ROA, alors que R, I’est. Ceci peut étre

vérifié par les champs de vecteur sur la limite, qui sont montrés dans les figues 1.2 et 1.3.

Pour le modele 4, la région de I’attraction est définie par (1.59), ou C = rnin{V(x)|x € 8(RA)},

avec O(R ,)dénote la borne de R ,. La ROA du modele A4 est représentée dans fig.1.2.

X, 5 A
4 = 2 Région LMI
Région LMI 1 Région LMI infaisable
faisable 22) | infaisable x, >1
,—"""‘*(2:1) E ------ X---E---'i-__x.__x _________
’__ROA :\‘ > .
\ i gl "xl
N “\ Xy
RSN R YrIN ) Région LMI
] x, >2 x, <1 faisable
x, <2 ¥ (2,-2)

Fig.1.2. Champ de vecteur sur la limite x, = 2 Fig.1.3. Champ de vecteur sur la limite x, =1

De cet exemple, on a les observations et les questions suivantes :

= La stabilit¢ quadratique est garantie seulement dans ROA mais pas dans une région
globale ou dans ’'univers du discours.

= Non seulement les conditions de stabilité sous forme LMIs, mais aussi la condition sur les
fonctions d'appartenance déterminent la région de stabilité.

= Est ce que la solution faisable est affectée par la taille de 'univers de discours pour les

ensembles flous ?
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= Puisque la solution faisable des LMI dépend de l'efficacité des algorithmes numériques,

pouvons nous trouver la région faisable par les méthodes analytiques ?

Nous répondrons a ces questions dans la suite de ce mémoire.

1.5.2. Préliminaires sur les LMIs faisables

L'exemple suivant illustre les LMIs faisables.

Considérons le systeme non linéaire en boucle ouverte décrit sous la forme générale suivante:

x(t) = f(x) (1.60)

ot x(t) =[x, x, - x| €R" et f(x)est une fonction non linéaire. La représentation de
ce systeme sous forme d'un modéle flou de T-S se compose de régles suivantes:

Réglei:

ST z,(t) est F et ...et z,(t) est F, ALORS  x(t) = 4,x(¢) (1.61)
oy, z,,...,Z,, sont les variables des prémisses, F/ sont les ensembles flous, 7 est le nombre de
regles flous et 4, sont les matrices d’évolution du systéme avec des dimensions appropriées.

La sortie impliquée (1.61) est :

§(0) = Y ([ A4X(0) = A (1.62)

avec A(z) = ihi (2)4, (1.63)

ou, A, (z)sont les fonctions d'activation définies dans (1.5).

Selon la seconde méthode de Lyapunov la condition suffisante pour la stabilité de (1.63) est :

P=P" >0
(1.64)
A" (z)P+ PA(z) <0.
Notons que la condition indiquée ci-dessus dépend de I'état z (variable de prémisse) qui
change selon x € ), ou Q dénote l'univers du discours de variable d’état x.
Une condition suffisante qui satisfait l'inégalité (1.64) consiste a vérifier la condition

suivante:

AT(0")P+PA(0") < 0. Vo eQ. (1.65)

Notons qu'il est difficile d'obtenir une matrice commune définie positive P qui satisfait la

LMI (1.65) parce qu'ily a les points infinis 0" € Q a vérifier. Pour éviter cette difficulté,
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on pose conv(4,,4,,...,A.) qui dénote I’enveloppe convexe des matrices (4,, 4,,...,A,)c’est a

dire conv(4,,4,,...,4 )= A, +a,A4, +..+a, A, avec Z(xi =1 et a, >0 donc il suffit

i=1

d’étudier la faisabilité des LMIs suivantes:

P=P" >0
(1.66)
A'P+ P4 <0 =1

Lemme 5.1 : [Kuang 06] Le systéme (1.62) est quadratiquement stable si les inégalités (1.66)
sont faisables.

L'inégalité (1.66) peut étre représentée de la manicre suivante:

AP+ P4 <0. VA econv(d,,A4,,.,A4) (1.67)

Selon le théoréme de Lyapunov, la faisabilit¢ de (1.67) est un résultat de la stabilit¢ du

systéme suivant :

x(t) = Ax(t) VA € conv(4,,4,,....,A) (1.68)

Le théoréme de Kharitonov peut étre appliqué pour étudier la stabilité de (1.68) par

l'intermédiaire du polyndme caractéristique de type intervalle suivant :

A(s) = |sI - 4] (1.69)

Ce qui est assumé avec la forme suivante :
A(s)=D d;s' =3 [d;.d}s (1.70)
i=0 i=0

ou d; et dsont les limites inférieure et supérieure de d,, respectivement. Le théoréme de
Kharitonov dénote que la propriété stricte de Hurwitz de la famille entiere A(s)est

équivalente a la propriété stricte de Hurwitz de quatre polyndmes particulierement construits
[Kuang 06]:
A(s)=d, +d;s+d;s> +d]s’ +ds* +..
A(s)=d} +ds+d;s* +d;s’ +ds* +...
(1.71)

A(s)=d; +d s+d;s* +d]s’ +ds* +...

A(s)=dy +ds+djs> +d;s’ +d,;s* +...
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Lemme 6.1 : [Kuang 06] La condition nécessaire pour la faisabilit¢ de (1.66) est que le

polyndme caractéristique de type intervalle est Hurwitz strict.

Combinant les lemmes 5.1 et 6.1, nous avons les relations suivantes [Kuang 06]:

A(s) est Hurwitz strict = (1.66) est faisable; (1.62) = est quadratiquement stable.

En général, la stabilité de A(s) peut donner un indice pour définir les matrices A, du sous-

systéme tel que les LMIs (1.66) sont faisables.

Exemple 1.7: Considérons le méme exemple précédant :

D'aprés (1.69), pour le modele 4 :
A=s>+[2-D,,2-d,]s+1=0.

Preuve : Ona A(s):‘sl -4
1 o] To 1
o 1]7|-1 —24D,
1 0] 0 1
To 1] -1 —2+4,

On peut écrire A=s" +[2—D,,2—d,]s+1=0. puisque D, >d,

, alors

S -1
1 s+2-D,

A(s) = = =s’+(2-D))s+1

s -1
1 s+2-d,

A(s) = = =s’+Q2-d)s+1

donc les polyndmes caractéristiques A, (s) pour le modele A sont :
A(s)=A,(s)=1+(2-D,))s+s> =0.
A (s)=A,(s)=1+(2-d))s+s> =0.

Par conséquent la LMI (1.66) est infaisable si D, > d, > 2 par le lemme 6.1.

Et d’apres (1.69), pour le modele B, on trouve
A=s"+2s+[1-D,,1-d,]=0.
donc les polyndmes caractéristiques A, (s) pour le modele B sont :

A(s)=A,(s)=(1-D,)+2s+5> =0

A(s)=A(s)=(1—d,)+2s+5> =0

pour 4,

pour 4,

Par conséquent la LMI (1.66) est infaisable si D, >d, >1 par le lemme 6.1. Combinons les

résultats des lemmes 5.1 et 6.1, nous avons la propriété suivante:
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Lemme 7.1 : [Kuang 06] La taille la plus grande de l'univers de discours conduit a des LMIs

moins faisables.

A partir des lemmes 6.1 et 7.1, on peut tirer les résultas suivants:

= La solution faisable est affectée par la taille de I'univers de discours pour les ensembles
flous

= On peut trouver la région faisable par les méthodes analytiques

= La faisabilité des LMIs est liée au choix de l'univers de discours (la taille plus petite de

l'univers de discours conduit a une LMI plus faisable).
1.6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé les outils et les principes fondamentaux que nous
allons utiliser dans ce mémoire, a savoir, les mode¢les flous de T-S continus et discrets et les
inégalités matricielles linéaires LMIs. Nous avons présenté également la méthode d’obtention
d’un modele flou de type T-S a partir d’un modele mathématique non linéaire. Nous avons
introduit aussi la notion de la convexité d’un probléme d’optimisation impliquant les LMIs
qui présente des avantages multiples concernant les problémes d’analyse et de synthése, et
plus particuliérement, I’analyse de la stabilité/stabilisation des systémes dynamiques non
linéaires décrits par les modeles flous de T-S. A la fin de ce premier chapitre, nous avons
expliqué la dépendance de la stabilité¢ des systémes flous de T-S sur la faisabilité des LMIs et
sur les fonctions d'appartenance ou la notion de la ROA et quelques préliminaires sur les
LMIs faisables sont explicités. Dans le chapitre suivant, nous combinerons les deux parties
précédentes, les modeles flous de T-S et les LMIs pour étudier la stabilité et la stabilisation

quadratique des systémes non linéaire de ces modeles flous.
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CHAPITRE 11

Stabilité et stabilisation quadratique

des modeles flous de Takagi-Sugeno

2.1. Introduction

Ce chapitre traite de la stabilité et de la stabilisation de modeles flous continus et discrets
de type T-S dans le cadre de I'utilisation d’une loi de commande basée sur le retour d’état
appelée PDC (Parallel Distributed Compensation). Ces derniéres années, plusieurs travaux
concernant ’analyse de la stabilité¢ des modeles flous de T-S basées sur cette loi de commande
ont été publiées [Wang 95], [Tanaka 98], [Kim 00], [Ma 98], [Zhi 05], [Cheng 06], [Thier 01],
[Ting 06]. L’étude de la stabilité et de la stabilisation de ce type de modéles flous fait appel,
dans la grande majorité des cas, a la fonction de Lyapunov de type quadratique qui produit
des conditions suffisantes de stabilité, par exemple [Tanaka 98], [Guesta 99], [Kim 00],
[Wang 96], [Ting 06], [Feng O1]. Plusieurs travaux également publiés dans ces derniers
années utilisant la représentation d’état et des observateurs flous [Tanaka 94], [Breg 02],
[Chad 03], [Valc 99], [Tanaka 97]. La boucle fermée compléte composée de 1’état du systeme
et erreur d’estimation, permet de définir le systéme augmenté. Dans le cas ou les prémisses
de regles utilisent des variables mesurables, un principe de séparation a également été
démontré¢ [Ma 98], [Chad 02]. Les résultats également exprimés sous forme d'LMI seront

illustrés a travers des exemples de simulation.
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2.2. Stabilité quadratique des modéles flous de T-S

L'analyse de la stabilit¢ des modeles flous est généralement basée sur les fonctions de
Lyapunov candidates. Nous nous intéressons dans ce travail a 'utilisation de fonctions de
Lyapunov quadratiques. Il s’agit de chercher une matrice symétrique définie positive et sa
fonction de Lyapunov quadratique associée telles que certaines conditions garantissent les
propriétés de stabilité. Dans toute la suite, sans perte de généralité on suppose que le point
d’équilibre est I’origine.

Le principe de stabilité selon Lyapunov s’appuie sur une observation physique
fondamentale sur le comportement du systéme dynamique du point de vue de son énergie
totale. Si cette énergie (qui est généralement scalaire), est continlment dissipée, on parle alors
de systéme dissipatif. Dans ce cas, on peut espérer que le systéme tende vers un point
d’équilibre. Ainsi I’idée de Lyapunov est d’examiner la variation d’une fonction scalaire pour
¢tudier la variation d’énergie d’un systéme donné. D’abord, on présente les différentes
fonctions de Lyapunov le plus souvent employées dans la théorie de stabilité des modeles

flous de T-S.

2.3. Fonctions de Lyapunov usuelles

En général, il n’existe pas de méthodes systématiques pour trouver une fonction candidate
de Lyapunov. Dés lors, la théorie de Lyapunov conduite a des conditions suffisantes de
stabilité dépendants de la forme particuliere imposée a la fonction V' (x) et de la structure du
systéme. Cependant, la fonction de Lyapunov est choisie parmi une famille de fonctions
prédéfinies [Chad 02], la plus utilisée est la famille des fonctions quadratique. On distingue

les formes suivantes:

2.3.1. Fonction de Lyapunov quadratique

La fonction candidate de Lyapunov la plus couramment utilisée est dite quadratique. Elle

est définie par la forme quadratique suivante:

V(ix(1))=x"(t)Px(t), PeR", P=P" >0 (2.1
Si on étudie la stabilité avec ce type de fonction de Lyapunov on parlera de stabilité
quadratique. Donc trouver une fonction de Lyapunov revient a trouver une matrice symétrique

définie positive P. L’inconvénient de cette fonction réside dans I’obtention des conditions

de stabilités trés conservatives, d’ou I'intérét de chercher des conditions qui le sont beaucoup
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moins conservative (conditions relachées) comme nous le verrons dans le chapitre suivant.

2.3.2. Fonction affine paramétrique

Cette fonction est de la forme suivante :

Vx()=x"()PO)x(), P >0 (2.2)
avec P(0) =P, +0,P, +...+0,P, >0 et est souvent utilisée pour étudier les systemes linéaires
a parametres incertains variants dans le temps du type

%(t) = A0)x(t) (2.3)

avec A(0) = A, + 0,4, +...+ 0,4, ou les parametres 0, et leurs variation sont bornés [Gahi 96].
2.3.3. Fonction polyquadratique

La forme de cette fonction est la suivante [Cao 96]:
V(x(0),2(1) = x" () (z(@)Px(®), P, >0 (24)
i=1

ou les 4, sont les fonctions d’activation définies par (1.5). Dans le cas des modéles flous de T-
S, cette fonction permet de relacher les contraintes imposées par la méthode quadratique. En
effet, trouver une matrice pour chaque mode¢le local est plus facile que trouver une matrice
commune entre tout les modéles locaux, elle permet de réduire un probléme de stabilité
globale d’un mod¢le non linéaire a I’analyse indépendante de la stabilité locale de modeles
linéaires.

Cette fonction représente le cas le plus général de fonctions quadratiques. En effet, il suffit de
choisir P, = P pour se ramener au cas des fonctions quadratiques. Plusieurs travaux utilisent

ce type de fonctions que ce soit dans le cas continu [Morere 01], [Tanaka 01b], ou bien dans

le cas discret [Morere 01], [Wang 96].

2.3.4. Fonctions continues par morceaux

Ce type de fonctions est donné par la forme suivante [Feng 03]:

V(x(®)) = max(V, (x(1)),....V; (x(1)),....V, (x())) (2.5)

avec
V(x()) = x(0)" Px(t), P >0 (2.6)

Ce type de fonctions fait I’objet d’applications dans le cas des systémes flous [Cao 99], [Joh

99], il présente ’avantage d’étre moins conservative que la fonction quadratique,
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Les théorémes de stabilité suivants basés sur la fonction de Lyapunov quadratique donnent les
conditions suffisantes permettant de garantir la stabilit¢ de modeles flous continus et discrets

décrits respectivement par I’expressions (1.7) dans le cas continu et (1.11) dans le cas discret.

MFC

Soit le modele flou de T-S continu suivant en régime libre :
i(8) = 2 b (2(6) 4,x(1) 2.7)
i=1
La stabilité quadratique s’étudie en calculant la dérivée de la fonction (2.1) :

%V(x(t)) = %(X(Z)T Px(t)) = #(t)" Px(¢) + x(t)" Px(t) (2.8)

ou encoure en utilisant (2.7) :

%V(X(t)) = [Z h, (Z(t))AiX(t)j Px(t) +x(t)" P[i h, (Z(t))AiX(t)j (2.9)

En utilisant la relation (1.6), on obtient :

4

V@) =) (47 P+ P4, Ix(r) (2.10)

Théoréme 2.1: [Tanaka 98] L’équilibre d’un modele flou continu décrit par (2.7) est

asymptotiquement stable s’il existe une matrice commune P définie positive telle que:
P>0, A'P+PA <0 i=12,..,r (2.11)

MFD

Soit le modele flou de T-S discret suivant en régime libre :
x(k+1) =Y h,(z(k))4x(k) (2.12)
i=1

La stabilit¢ quadratique s’étudie en calculant la variation de la fonction

V(x(k)) = x(k)" Px(k) comme suit :

AV (x(k)) =V (x(k +1) =V (x(k)) = x(k +1)7 Px(k +1) — x(k)" Px(k) (2.13)

En calculant (2.13) le long des trajectoires du mod¢le (2.12), on obtient :

AV (x(k +1)) = (Z h, (z(k))Aix(k)) P(i h, (z(k))Aix(k)) —x(k)" Px(k)  (2.14)
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alors AV (x(k +1)) = x(k)" (AT PA, — P)x(k) (2.15)

Théoréme 2.2 : [Tanaka 98] L’équilibre d’un modéle flou discret décrit par (2.12) est

asymptotiquement stable s’il existe une matrice commune P définie positive telle que :

P>0, A'PA-P<0  i=12,..r (2.16)

Les conditions de stabilité obtenues sont évidemment conservatives puisque la partie prémisse
des régles n’est pas prise en compte. Pour la suite, chaque sous-mode¢le est supposé vérifier

les propriétés de commandabilité et d’observabilité suivantes [Morere 01] :

= Si les paires ((4,,B,), i=12,...,r) sont commandables, alors les mod¢les flous (1.7) et

(1.11) sont localement commandables.

» Si les paires ((4,,C,),i=12,..,r) sont observables, alors les modeles flous (1.7) et

(1.11) sont localement observables.
2.4. Stabilisation quadratique des modeles flous de T-S

Pour garantir la stabilit¢ d’un modele flou de T-S, nous avons recours a la syntheése d’une
commande stabilisante. Pour ce faire, en s’inspirant des résultats d’analyse de stabilité¢ des
systémes dynamiques, on aboutit a des conditions de synthése de commande par retour d’état.
Les conditions sur les gains de commande ainsi obtenues, ne sont pas nécessairement
formulées directement en un probléme LMI. En effet, dans certains cas, on obtient des
inégalités matricielles non linéaires, qui nécessitent un ensemble de transformations
matricielles pour les rendre linéaires. Alors pour générer un signal de commande stabilisant
pour le systeme (1.7) ou (1.11), plusieurs formules de commande floue sont proposées dans la
littérature, on ne citera ici que la plus utilisée, c’est la loi de commande basée sur le retour
d’état et connue sous le nom de PDC (Parallel Distributed Compensation).

Dans cette loi de commande, les matrices de la représentation d’état du systéme en boucle

ouverte sont remplacées par celles du systéme bouclg.

2.4.1. Loi de commande PDC

Le concept PDC est utilisé pour ¢élaborer une loi de commande pour les modéles flous de
type T-S. L’idée est de calculer une loi de commande lin€aire par retour d’état pour chaque
sous-modele du modele flou. La détermination d’une loi de commande revient a déterminer

pour chaque modele local (sous-modele) des gains matriciels. Chaque modéle local est
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Chapitre 2
stabilisé localement par une loi de commande linéaire. La loi de commande globale qui en

général est non linéaire est obtenue par interpolation des lois de commande linéaires locales.
Régulateur Flou

Modéle Flou
Regler | | O =1 SN @)= |
; Alors ! Alors :

” ; > ;

' , ; A ) ;

! /7 ! s , ;

ClsiN f0)= | CsiN u0= |

Régle2 () : ; (t) ;
' Alors ' ; Alors ;

,'f Si X(t) = ; ; R Si . u(t) — j,'

' ;| Alors ;

Technique de compensation paralléle distribuée

Fig. 2.1 : Représentation du concept PDC.

Le régulateur flou PDC partage les mémes ensembles flous que celle du modele flou de T-
S, dong, il garde les mémes parties prémisses ainsi que les mémes fonctions d’appartenance.

L’avantage majeur de cette loi de commande, est de respecter la méme structure de découpage

des non linéarités que celle utilisée pour 1’obtention du modele T-S. La figur.2.1 illustre cette

loi de commande.
Pour les modéles flous continus (1.1) et discrets (1.8), la réalisation du régulateur se fait de

la fagon suivante :
Régle i du régulateur :
SI z,(¢) est F' et ... et z,(t)est F,  ALORS u(t) =—Fx(t) i=12,..,r (2.17)
La sortie finale du régulateur est inférée par 1’équation suivante :
(2.18)

iwi (z@DFx(@)
== b (2(t)Fx(t)

i=1

u(t) =—-=—
2w (z(1))

La conception du régulateur revient a déterminer les gains locaux de retour d’état F, dans la

partie conclusion des regles de la loi de commande PDC.
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2.4.1.1. Conditions de stabilité du modéle bouclé

Pour obtenir 1’expression de la boucle fermée, il suffit de substituer (2.18) a (1.7) (cas

continu). Ainsi I’expression obtenue est la suivante :

MFC

r r

5= 33 (2O, )4, - BF, j(0) (2.19)
i=1 j=1
De la méme fagon, on obtient I’expression dans le cas discret comme suit :

MFD
x(k+1) = Y b (20, (2(WA, = B.F, (k) (2.20)

i=l j=1
Les équations (2.19) et (2.20) peuvent étre réécrites de la maniére suivante :
MFC

+G,
x(t) = Zh (z(z))G,,x(t)+2Zh (z(t)h, (z(t)){ }x(t) (2.21)

i<j

MFD
+G,
x(k+1) = Zh (z(k))G”x(k)+2Zh (z(k))h, (z(k)){ }x(k) (2.22)

i<j

ou G, = 4, — B/F,.

En appliquant les théorémes 2.1 et 2.2 respectivement a (2.21) et (2.22), il est possible de tirer
des conditions de stabilité pour les MFC et MFD. Le méme raisonnement précédent est utilisé

pour trouver les conditions de stabilit¢ de (2.21) et (2.22) respectivement.

MFC
Théoréme 2.3 : [Tanaka 98] L’équilibre d’un modéle flou, continu, décrit par (2.21) est

asymptotiquement stable s’il existe une matrice commune P définie positive telle que :

G'P+PG, <0 i=1,..r (2.23)
G,+G,\ G, +G, o
—— P+P —— <0 i< j (2.24)

pour tous les i et j, sauf les paires (i, /) telles que 4, (z(1))h,(z(1)) =0 avec G, = 4, — B, F

Preuve : Soit le modele flou de T-S décrit par (2.21), la stabilité quadratique s’étudie en

calculant la dérivée de la fonction (2.1) (qui est représentée en (2.8)) ou encoure en utilisant
(2.21):
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r r G G . r
%V(x(z)) = {2 hi (z(0))Gx(0)+2 b (z())h, (z(z»(%}(z)j Px(1)

i<j

i<j

r r G.+G,
+x(z>TP[th (G, x(1)+ 2 h (20, (z(z»(%}(r)j

r r G G B T
L) = X1 OGP0+ 23 h (z(t))h_,-(z(z))x(z){%] Px(1)

i<j

.\ z h2 (2(0)x()" PG, x(t) + 22 h.(z(0)h; (z(1))x ()" p(@}r(ﬂ

i<j

= Zr: Rl (z()x(t)" (Gfir P+ PG, )x(t)

r G, +G,\ G, +G,
+2 by (z(eDh, (2(O)x(0) H#J P+ P(%nx(t)

i<j
Selon les conditions (2.23) et (2.24), on obtient ¥ (x(¢)) < 0 et le systéme est quadratiquement

stable.

MFD
Théoréme 2.4 : [Tanaka 98] L’équilibre d’un modele flou discret, décrit par (2.22) est

asymptotiquement stable s’il existe une matrice commune P définie positive telle que :

G'PG,-P<0 i=1..r (2.25)

G,+G,\ (G, +G, o
'2 —| P '2 — |-P<0 i<]j (2.26)

pour tous les i et j, sauf les paires (i, /) telles que h;(z(k))h;(z(k)) =0 avec G, = 4, — B,F;.
Preuve : Le méme raisonnement que pour la stabilité du systéme (2.21) est suivi.
Le fait d’utiliser la condition (2.24) pour les MFC et (2.26) pour les MFD, avec i < j permet

de réduire un peu la conservativité des résultats puisqu’il n’est pas obligatoire d’avoir tous les

sous-modeles croisés G, = 4, — B, F) stables.

L’obtention du régulateur flou PDC consiste donc a déterminer les matrices de gains de retour

d’état F. (i =1,...,r) satisfaisant les conditions du théoréme 2.3 (MFC) ou du théoréeme 2.4

(MFD) pour une matrice commune P définie positive.

Afin de trouver la matrice commune P et les gains F), il est possible d’opérer en deux étapes:
La détermination des gains F, puis la vérification de I’existence d’une matrice commune P.

Mais cette méthode reste assez empirique et ne garantie pas l’existence de la matrice
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commune P. Il peut donc étre intéressant de trouver simultanément les gains F, et la matrice

commune P, grace aux LMIs

2.4.1.2. Linéarisation des conditions de stabilité

Les théorémes 2.3 et 2.4 donnent les conditions suffisantes pour la stabilité des systémes
bouclés (2.21) et (2.22). Mais les inégalités matricielles (2.23)~(2.26) ne sont pas linéaires en
P etF,. On peut exprimer ces conditions de stabilit¢é sous la forme d’un probléme
d’optimisation avec contrainte LMI. En effectuant des changements de variables, il est

possible de rendre les inégalités matricielles (2.23)~(2.26) linéaires c'est a dire des LMIs en

de nouvelles variables.

= Les LMIs pour le théoréme 2.3
Les conditions de stabilité (2.23) et (2.24) (pour le MFC) peuvent &tre mises sous forme

d'LMI aprés avoir effectuer le changement de variable classique: X = P!, M, = F,P"' eten

pré- et post- multipliant (2.23) et (2.24) par X = P~' on obtient les LMIs suivantes en X et
M.

1

X>0
XA + A4 X -M]B —-BM, <0 i=1..,r (2.27)
XAl +AX+XA] +A,X-M B/ —BM,-M/B; —B,M, <0 i<j

Les gains du régulateur F, sont donnés par F, = M ,P

= Les LMIs pour le théoréme 2.4
En pré- et post- multipliant (2.25) et (2.26) par X = P~ avec l'utilisation du compliment de

Schur on obtient les LMIs suivantes en X et M,

X>0
X XAT - M B! '
! >0 i=1,..,r
_AiX_BiMi X (2.28)
[ 1
b —{ax+a,x-BM,-BMf

. 2 >0 i<j

4 X+4,X-BM,-BM,} X

_2 i J i J J i

P=X"' F=MP (2.29)

Remarque : Supposons que les matrices de commande sont B, = B, =...= B, dans ce cas,

les conditions de stabilité des théorémes 2.3 et 2.4 sont exprimées comme suit:
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= L’équilibre d’un modele flou, continu, décrit par (2.21) est asymptotiquement stable s’il

existe une matrice commune P définie positive telle que :
G;P+PG, <0 i=l..r
= [’équilibre d’un modele flou, discret, décrit par (2.22) est asymptotiquement stable s’il
existe une matrice commune P définie positive telle que :
GIPG,-P<0 i=1..r
Les théorémes de stabilit¢ 2.3 et 2.4 garanties uniquement la stabilit¢ asymptotique.

Cependant, il est possible de considérer non seulement la stabilité¢, mais également d'autres

performances tel que la vitesse de réponse, les contraintes sur I'entrée et sur la sortie.
2.4.2. Taux de décroissance

Afin de garantir un certain taux de décroissance, les auteurs de [Tanaka 98] ont proposés

des contraintes supplémentaires faisant intervenir les termes dominants G, et termes
croisés G, . Le degré de stabilité ou le taux de décroissance du systeme (2.21), est le plus

grand scalaire o tel que, quelque soit la trajectoire vérifiant (2.21), on a pour «a >0:

lime”||x(t)| = 0. En d’autres termes prouver la stabilité de systéme (2.21) revient a assurer
—

que, pour toutes les trajectoires x(¢) vérifiant (2.21) on a pour a >0

MFC
AP >0 :@ +2aV (x(¢)) <0 (2.30)
La condition (2.30) pour toutes les trajectoires de x(¢) vérifiant (2.21) est équivalent a:
GIP+PG,+2aP <0 i=1l.r (2.31)

(G, +G,)" P+P(G” +G ;)

+2aP <0 i<j (2.32)

pour tous les i et j, sauf les paires (i, /) telles que £, (z(¢))h,(z(1)) =0 avec G, = 4, — B,F,.

a >0 représente le taux de décroissance de la fonction de Lyapunov quadratique, qu’on
doit maximiser. Notons que maximiser le taux de décroissance est un probléme de
minimisation de la plus grande valeur propre généralisée (GEVP) en P et o . La formulation

est la suivante :
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Maximiser

Sous les contraintes

X>0

XA + A X -M]B] —BM, +2aX <0 i=1,.r

XA + AX +XAT + 4, X (239
~MIBl =BM,-~M]B! —B M, +4aX <0 i<j

on X=P' M, =FX.

MFD
La condition AV (x(k))<(a® —1)V (x(k)) pour toutes les trajectoires de x(k) vérifiant (2.22)

est équivalente a :

G, PG, —a’P<0 i=12,..r (2.34)
G,+G,\ (G, +G, ) o
: 5 — | P|— 5 —|-a"P<0 i<]j (2.35)

ol o < 1, par conséquent, on définit le (GEVP) suivanten P et B ou f=a’ (0< B <1)

Minimiser ﬁ

Sous les contraintes

X>0
K XAT =M B} >0 i=1..r
| A4.X-BM, X (2.36)
_ X Yaxvax-Bm, -BM)Y
B o tA; L -bM;—bM, ..
1 >0 i<j
—{4xX+4,x-BM,-B M} X
_2 1 J 1 J J i

on X=P' M =FX.
Remarque: La conception du controleur flou avec taux de décroissance revient a la
conception du contrdleur flou stable quand o =0 et S =1 . Par conséquent, le contrdleur

flou qui satisfait les LMIs (2.33) et (2.36) est un contrdleur flou stable. En d'autres termes, les
LMIs (2.27) et (2.28) sont des cas spéciaux de ceux de (2.33) et (2.36) respectivement (quand
a=0et f=1).
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Pour obtenir une meilleure représentation des systémes physiques, on pose des contraintes sur

la commande et sur la sortie sous forme de contraintes LMIs.

2.4.3. Contraintes sur la commande d'entrée

Supposons que la condition initiale x(0) est connue. Si p est la borne supérieur de ||u(t) )5

la contrainte u(r)|, < u est imposée a ¢ > 0si les LMIs suivantes sont satisfaites [Tanaka 01].

{ ! X(O)T}zo (2.37)

Xx0) X

{X Mﬂzo (2.38)
M. pu'l

on X=P', M,=FX.

Preuve: Supposons la fonction candidate de Lyapunov suivante: V(x(¢))=x(¢)" Px(t) et

x(0)" Px(0) <1 alors

1-x(0)" Px(0) > 0. (2.39)

avec P=X"". L'inégalité (2.39) est transformée en (2.37) par le procédé du compliment de
Schur.
La contrainte ||u(t)|| , < conduite &
w(®) u(t) =, D h (z(O)h, (z(0))x(0) FFx(1) < pi?
i=1 j=1

donc

r r

— DY B O (2O)x()” FFyx(r) <1 (2.40)

2

1
Histj=

avec x(1)" X 'x(t) < x(0)" X 'x(0)<1 V>0 si

%iihi (z()h, (z()x(t)" FFx(t) < x()" X ™' x(2) (2.41)
1 _ _

i=1 j=l

par conséquent, nous avons,

i Z hy(z(0)h, (2(0)x(t) (iz F'F, -x" jx(t) <0 (2.42)
| P |

i=1 j=1
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Le coté gauche de (2.42) nous avons

1

SFF, -2X" jx(t)
u

3 SO, (Z(t))x(t)[ FE - x e L

11/1

I MWICONE R0

i=1 j=1
1 1
b(FfE +FJF) = (7 ~F))F, ~F)-2x" }c(f)

r r

<%Z h (z(O)h, (z()x(t)" [ (F'F,+F|F)-2X" }x(z‘)

i=l j=1

= S B O (5 FF, = X )x(0)
u

i=1

si — F'F-X"<0 (2.43)
u

alors (2.42) est satisfaite, on pose M, = F, X, la relation (2.43) peut étre réécrite sous la
forme suivante:

1
— MM, -X<0 (2.44)

u

L'inégalité (2.38) peut étre obtenue a partir de (2.44) par le procédé du complément de Schur.
Les LMIs (2.37) et (2.38) sont disponibles pour MFC et MFD. Le probléme de conception
d'un régulateur flou stable satisfaisant la contrainte d'entrée peut étre défini de la manicre

suivante :

Trouver X >0, M,,...M,
Satisfaisants les LMIs {(2.27)ou[(2.28)],(2.37) et (2.38)}.

2.4.4. Contraintes sur la sortie

Supposons que la condition initiale x(0)est connue. La contrainte || y(t)|| , <A est imposée

a t >0 siles LMIs suivantes sont satisfaites.

{1 X(O)T}zo (2.45)
x0) X
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T
{;; ig}zo (2.46)
avec X =P

Preuve: La preuve peut étre accomplie similairement au cas précédent.
Le probléme de conception d'un régulateur flou stable satisfaisant la contrainte sur la sortie est

défini de la maniére suivante :

Trouver X >0, M,,...M,
Satisfaisants les LMIs {(2.27) ou[(2.28)],(2.45)et (2.46)}.

2.5. Exemples d’illustrations

Considérons le systéme non linéaire (un pendule inversé commandé par un moteur a
courant continu [Kawa 96]) décrit par les équations suivantes :
X, =X,
X, =k, sin(x,)+k,x,
Xy =kyx, +kyx, +ku
avec k, =98, k,=1, k; =k, =-10, k;=10
Ce systéme peut étre représenté par deux modeles flous de T-S en supposant ici que x,(¢) est
une variable de prémisse. Les régles floues décrivent ce pendule sont :
Régle 1 :

(1) = Ax(t) + Bu(t)

SI x,(t) est '  ALORS {
y(t) = Cx(1)

Régle 2 :

() = A,x(t) + Byu(?)

SI x,(¢) est F° ALORS {
(1) = Cx(1)

ou x(f)=[x,(t) x,(t) x,(t)]", avec x,(f) représente I’angle du pendule, x,(¢)= %,(¢)

représente la vitesse angulaire et x,(¢) représente le courant du moteur.

0 1 0 0 0
4,=198 0 1|, B=[0| C=[l 0 0], x(0)=[10
0 -10 -10 10 0
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0 1 0 0 0
A4,=[0 0 1| B,=[0], C=[1 0 0] x0)=|10
0 -10 -10 10 0

F!(x,(t)) et F’(x,(¢)) sontles fonctions d’appartenance de la variable d’état x, (¢) définies
par:

sin(x, (1))
Fl(x,(t) =1 x(1)
1, x,(t)=0

F2(x,())=1-F (x,(1))

, x,(6)#0

Ce modéele flou représente exactement la dynamique du systéme non linéaire lorsque

— 7 < x,(t) <7 . Notons que la matrice de commande B dans ce modéle est commune c'est a
dire B, = B,. Généralement, la conception du régulateur flou dans ce cas est simple. Pour
illustrer l'influence de la technique LMI, on propose un cas plus difficile c'est a dire nous

changeons B,comme suite: B, =[0 20 0]
Les exemples illustratifs suivants sont spécifiques seulement pour les modeles flous continus.

2.5.1. Exemple 2.1: Conception d’un régulateur flou avec un taux de

décroissance

D'abord, on congoit un régulateur flou stable avec un taux de décroissance. Le probléme de
conception pour un MFC est défini comme suit :

Maximiser
X, M, M,

Sous la contrainte {(2.33)}

Dans le LMI control toolbox de MATLAB, la fonction ‘feasp’ est utilisée pour résoudre les

problemes de faisabilité. Les variables M, et X peuvent étre obtenues en utilisant le vecteur

de décision a l'aide de la fonction ‘dec2mat’

On obtient les résultats suivants, pour un degré de stabilité¢ o =4

1.8165 0.4539 0.0297
P=10"x|0.4539 0.1190 0.0082|>0
0.0297 0.0082 0.0007

F, =[214.8714 57.9745 3.7930], F, =[83.0103 22.8201 1.4541]
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La condition initiale pour les simulations est x(0)=[0 10 0], onretrouve la réponse du
systeme y(f) = x,(¢) qui est I'évolution de I'angle du pendule 6 (figure 2.2) et la commande

d'entrée (figure 2.3).

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

Theta (rad)

0.2

0.1

|:| I I I I I ! 1 1
a 02 04 OB 0.g 1 1.2 1.4 16 18 2
Temps (sec)

Fig.2.2. La réponse du systeme y(¢) = x,(¢).

1I:II:I T T T T T T T T T

-100 - .

=200 .

-300 .

La commande uit)

400 .

-500 .

_EDD | | | | | | | | |
a 02 04 OB 0.g 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Temps (sec)

Fig.2.3. La commande d’entrée u(z).

Le contrdleur congu qui satisfait le taux de décroissance pour le MFC pour la condition
initiale x(O):[O 10 O]T est faisable, de plus, il a stabilis¢ le systétme (x, = 0 quand

t—> ).
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Dans le deuxieme exemple, on considére de plus les contraintes sur la commande d'entrée

dans la conception du régulateur.

2.5.2. Exemple 2.2 : Taux de décroissance + Contraintes sur I’entrée

On remarque dans l'exemple 2.1 que le max,”u(t)” , =559.848 . Pratiquement, il y a une

limitation de la commande d'entrée, alors il est important de considérer non seulement le taux
de décroissance mais ¢galement les contraintes sur la commande d'entrée. Ce probleéme est

défini comme suit:

Maximiserr o
X, M, M,

Sous les contraintes {(2.33),(2.37) et (2.38)}
avec 1 =100

On obtient les résultats suivants pour un degré de stabilité o = 3.23

0.1187 0.0320 0.0024
P =10.0320 0.0090 0.0007|>0
0.0024 0.0007 0.0001

F =[32.6503 9.0983 0.6912], F, =[18.3241 6.5162 0.5296]

La réponse y(f) =x,(t) est montrée sur la figure 2.4, et la commande correspondante est

montrée sur la figure 2.5.

1.4

Theta (rad)

0.5

D | | | | | | L
a n2 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2

Ternps (sec)

Fig.2.4. La réponse du systeme y(¢) = x,(¢).
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La commande uft)

_1|:||:| | | | | | | | 1 |
a n2 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2

Temps (sec)

Fig.2.5. La commande d'entrée u(z).
Le contrdleur congu qui satisfait la stabilité¢ et le taux de décroissance pour le MFC est
faisable, de plus le maxt”u(t)” , est réduit de maxt”u(t)” , =559.848 sans contraintes a

maxt”u(t)” , =90.612 < u avec contraintes, ce qui implique que ce contrdleur satisfait une

contrainte sur ’entrée.

2.5.3. Exemple 2.3 : Controleur stable + Contraintes sur I’entrée

Il est possible aussi de construire un contrdleur flou stable satisfaisant les contraintes sur la

commande d'entrée ou ¢ =100. Le probléme se pose comme suit:

Trouver X >0, M, et M,
Satisfaisants {(2.27),(2.37) et (2.38)}

La matrice commune P et les gains de retour d'état F, obtenus sont:

0.0340 0.0109 0.0017
P =10.0109 0.0038 0.0006|>0
0.0017 0.0006 0.0001

F =[12.1565 3.5422 0.1392], F,=[6.5870 22115 0.0219]

La réponse y(t) =x,(¢) et le signal de commande d'entrée sont montrés respectivement sur

les figures 2.6 et 2.7.
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25 T T T T T T T T T

Theta(rad)

|:| 1 | | | | | | | |
n2 04 0B 0B 1 1.2 14 1B 1.8 2

Temps (sec)

Fig.2.6. La réponse du systeme y(¢) = x,(¢).

La commande u(t)

_4':' | | | | | | | | |
a 02 04 OB 0.g 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Ternps (sec)

Fig.2.7. La commande d'entrée u(z).

Le controleur congu qui satisfait la stabilit¢é et les contraintes sur l'entrée

max[”u(t)” , =35.48 < u pour le MFC est faisable .Mais la réponse y(¢) = x,(¢) présente une

grande erreur de sortie, ce qui permet d'introduire des contraintes sur la sortie.

2.5.4. Exemple 2.4: Controleur stable + Contraintes sur Pentrée +
Contraintes sur la sortie

La réponse du systeme y(¢) = x,(¢) dans l'exemple précédant présente une grande erreur de
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sortie, max[” y(t)” , = 2.188 puisque la contrainte sur la sortie n'est pas considérée lors de la
conception de régulateur flou. Pour améliorer la réponse, on ajoute des contraintes sur la

sortie, le probléme est posé de la maniere suivante :

Trouver X >0, M, et M,
Satisfaisants {(2.27),(2.37),(2.38) et (2.46)}.
avec u=100et A =2

La matrice commune P et les gains de retour d'état F, obtenus sont:

0.5568 0.0521 0.0029
P=|0.0521 0.0097 0.0006 |>0
0.0029 0.0006 0.0000

F =[53.0262 9.2605 0.5599], F, =[35.5471 7.4951 0.4711]

La réponse y(t) = x,(¢) et le signal de commande d'entrée sont donnés respectivement par les

figures 2.8 et 2.9.

15 T T T T T T T T T

Theta (rad)

02 04 0B 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Temps (sec)

_D5 | | |
a

Fig.2.8. La réponse du systeme y(¢) = x,(¢).

Le controleur congu qui satisfait la stabilité, les contraintes sur l'entrée et les contraintes

sur la sortie pour le MFC est faisable ou 1 =100etA=2.
On peut souligner que ce contrdleur a satisfait les contraintes sur la commande d'entrée,

rnax[”u(z‘)”2 =92.559 < u et sur la sortie max,”y(z‘)”2 =1.282< 4.
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La commande uit)

_1|:||:| | | | | | | | 1 |
a n2 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2
Temps (sec)

Fig.2.9. La commande d'entrée u(¢).

Nous avons montré a partir du modeéle flou de T-S, une méthode de synthése de commande
du type PDC. Cette loi de commande trés utilisée, est basée sur la connaissance de 1’état. Par
conséquence, dans le cas ou I’état du systéme n’est pas totalement disponible, il est nécessaire
d'utiliser un observateur permettant d’estimer 1’état non observable du systéme.

Dans le cas des modeles flous de T-S, les observateurs flous de T-S se basant généralement
sur des modeles linéaires de type Luenberger. Ces derniers, ont pour avantage d’avoir la

méme structure que les modeles flous de T-S.
2.6. Stabilisation avec observateur flou

L’observabilité d’un processus est un concept trés important en automatique. En effet, pour
reconstruire 1’état et la sortie d’un systéme, il faut savoir, a priori, si les variables d’état sont
observables ou non. Alors un observateur est nécessaire lorsque une partie de 1’état n’est pas
accessible. Le but étant d’obtenir une convergence asymptotique de I’erreur de prédiction
d’état c’est adire x(z)—x(t) >0 quand ¢— o, ou x(¢) représente le vecteur d'état estimé
par un observateur flou.

Plusieurs travaux concernant la synthése de commande avec un observateur flou ont été
¢laborés pour la stabilisation des modéles flous de T-S, par exemple [Tanaka 94], [Tanaka
98], [Chad 02c], [Chad 03]. Les résultats existant pour ce type d’observateur sont trés variés
selon la fonction de Lyapunov choisie et selon le type de commande utilisé pour stabiliser le

modele flou. Les principes de base de ce type d’observateurs sont synthétisées dans ce qui

suit.
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Les observateurs flous continus (OFC) et discrets (OFD), sont définis comme suit :
OFC

Régle i de 1I'observateur

SIz,(r) est F! et...z,(f)est F' ALORS {x(t):A"’%(t”Bf”(t”Lf(y O=3O) 5 47,

V(1) = Cx(1) i=12,...r

La structure la plus simple d’un observateur flou de T-S est obtenue par interconnexion de

plusieurs observateurs locaux de type Luenberger. I1 s’écrit d’une fagon générale comme suit :

50y = S b GO)AZE) + Bul) + L, (/) - 5@)
= (2.48)

50 = Y h GOXC30)

avec la notation suivante :

ey = EO

g h(2(2) =1
ou x(t) e R"™"et y(t) € R? représentent respectivement le vecteur d’état et le vecteur de sortie

estimés, L, sont les matrices de gains d’observation et les Z,(¢),...,Z,(¢) sont les variables de

prémisse estimées et /,(Z(¢)) sont les fonctions d’activation.

L’équation (2.48) peut étre réécrite comme suit:

}0 = Y hGONAZO + Bu)}+ X 3 h Gah, GOILC, ) - 5(0)}

i=1 j=1

= 3 3 B G, GO, - 1L,C)(0) - B &0+ L,Cx(0)} (2.50)
ou
S wGOEH)
u(t) = —=— =2 h GO)F() (2.51)
2wy

En substituant (2.51) dans (1.7), on obtient donc I’équation du systéme en boucle fermée

suivante :
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5(0) = 33 by (GO, (O A, x(t) — BF,7(0)) (2.52)

i=1 j=1

Pour évaluer la convergence de 1’observateur flou (2.50), on considére I’erreur d’estimation
du vecteur d’état donnée par :

xX(t) = x(t)—x(¢) (2.53)

En tenant compte de (2.52) et (2.53), la dynamique de I’erreur d’estimation est donnée par

I’équation suivante :

%) = 33 h GO, GO)A, - LR

i=1 j=1

H!/+H

= SR H F 0+ 23 hCOW, (é(r»(T-""}?(r) (2.54)

ou H, =4,-LC,.

La conception d’observateur consiste a déterminer les gains L, afin d’assurer la convergence
de la dynamique de I’erreur d’estimation (2.54) vers zéro.

OFD

Régle i d'observateur

Rk +1) = AZ(K) + Bu(k) + L, (y(k) — $(k))

SI z (k) est F' et... z (k)est F© ALORS
Z1( ) 1 Zp( ) p {f/(k)zC,)E(k) i=1,...,l" (255)

L’observateur flou discret de T-S est obtenu par interconnexion de plusieurs observateurs

locaux de type Luenberger. Il s’écrit d’une facon générale comme suit :

$(k+1) = b CONAZR) + Buk) + L, (k) = 3R]
o (2.56)
Pk) = 2 (2(k))C (k)

ou

ey = 20

Sh (2(k)) =1

L’équation (2.56) peut étre réécrite comme suit:
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Rk +1) = Y GONAZE) + Bu(h}+ Y 3 1 (G0, CIOLC, () - 2(6)}

i=1 j=1

= 3 Gk, RN, - LC )30 - BEFR + LC xR} (2.58)
ou
RACONAT
u(k) = —-=— == h,(Z(k)F,i(k) (2.59)
2w (k)

En remplagant (2.59)dans (1.11), on obtient I’équation du systéme en boucle fermée suivante:
x(k+1) =23 b (20, (2(k){A,x(k) - B, F (k) (2.60)
i=1 j=1
En tenant compte de I’erreur d’estimation du vecteur d’état x(k) = x(k)— x(k), et de (2.60),
la dynamique de I’erreur d’estimation est donnée par I’équation suivante :

F+1) = 33 b G, N4 - L,C)F (k)

i=l j=1
Hi/ +H

= 3B COVH,F () + 23 by G, (é(k»(Tf’)f(m (2.61)

ou H, =4, - LC,

Remarque : Tout au long de ce travail, on supposera que toutes les variables de prémisse sont

mesurables c’est a dire Z(¢) = z(¢) et que les fonctions d’activation de I’observateur sont les

mémes que celles caractérisant le modele flous de T-S (2.21).

2.6.1. Conditions de stabilité du modeéle bouclé avec observateur

Par extension des théorémes 2.3 et 2.4, les théorémes suivants sont obtenus pour les
observateurs flous continus (OFC) et discret (OFD)
Observateur flou continu (OFC)
Théoréme 2.5 :[Chad 02b] L’équilibre d’un modele flou continu décrit par (2.54) est

asymptotiquement stable s’il existe une matrice commune P, définie positive telle que :

H'P,+P,H, <0 i=1,..,r (2.62)

Hi/ +H/l i Hl/ +H/l . .
# P2+P2# <0 1< (263)

pour tous les i et j, sauf les paires (i, /) telles que A, (z(1))h,(z(1)) =0 avec H,; = 4, — L,C,
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Observateur flou discret (OFD)
Théoréme 2.6 : [Chad 02b] L’équilibre d’un modele flou discret décrit par (2.61) est

asymptotiquement stable s’il existe une matrice commune et définie positive P, telle que:

H!P,H,—P, <0 i=1l..r (2.64)

H,+H,\" (H,+H, o
'2 —| P, '2 —|-P, <0 i<j (2.65)

pour tous les i et j, sauf les paires (i, /) telles que h;(z(k))h;(z(k))=0 avecH, =4, - L,C;.

2.6.1.1. Linéarisation des conditions de stabilité

Les théorémes 2.5 et 2.6 donnent les conditions suffisantes pour la stabilité des systémes en
boucle fermée (2.54) et (2.61). Mais les inégalités matricielles (2.62) ~ (2.65) ne sont pas

linéaires en les variables P, et L,. Des changements de variables permettent de rendre les

inégalités matricielles (2.62) ~ (2.65) des LMIs en de nouvelles variables.
= Les LMISs pour le théoréme 2.5

Les conditions de stabilité (2.62) ~ (2.65) peuvent étre mis sous la forme LMI et apres avoir

effectué le changement de variable classique : N, = P,L, on obtient les LMIs suivantes en P,
et L,

P >0
A'P,+P,A,—C/N/ —N,C, <0 i=12,.,r (2.66)
A'P,+P 4, + AP, +PA,—C/N/ -N,C,-C/N] -N,C,<0  i<j

= Les LMIs pour le théoréme 2.6

En suivant le méme raisonnement que pour le théoréme précedent, avec l'utilisation du

compliment de Schur, on obtient les LMIs suivantes en P, et L

P, >0
P PA-NC)"
, (BA =NC) =12, (2.67)
(P4, -N,C) b
T
P2 (PzAi+P2A_/_NiC_/_N./Ci) >0 i<j
(P4 +PZA_/ _NiC_/' _N./Ci) £
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2.7. Stabilité du modéle flou de T-S augmenté

Le modele flou T-S augmenté est composé d’un modéle flou, d’un régulateur flou et d’un

observateur flou, figure.2.10.

Dans ce cas, le calcul des poids de chaque régle s’effectue a partir des variables de prémisse.
Deux cas sont a envisager :
= Les variables de prémisse sont mesurables et il est possible de calculer les poids des
regles de l’observateur en remplagant #4,(z(t)) par h (z(¢)) comme dans [Ma 98],
[Tanaka 98], [Verm 98], [Chad 02b].
= Les variables de prémisse ne sont pas mesurables, il faut donc les reconstruire et utiliser

leurs estimées dans le calcul des poids des régles de I’observateur par 4, (z(¢)). [Chad

02c¢], [Blanco 01], [Lauber 03].

A
v

u(t) j® | Modéle flou

N

Observateur flou | V()

lﬂy y(t)

Controleur flou

Y

»
<%

Fig.2.10 : Représentation du systéme augmenté.
La stabilité¢ du modele augmenté sera donc étudiée suivant les deux cas précédents.

2.7.1. Variables de prémisse mesurables

Dans ce cas, la loi de commande de type PDC est donnée par (2.68) pour le MFC et (2.69)
pour le MFD:

u(t) ==Y b (2(O)F5(0) (2.68)
u(k) ==Y (k) FS(K) (2.69)

En substituant (2.48) et (2.68) dans (1.7) pour le MFC, le systéme augmenté est représenté

par :
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MFC
H0) = 23 h D, () A0~ B 5(0)
_ Z Z by (2D, (2(){A,x(0) — B,F, (x — %))
= S O, G4, - BF)x(0) + BFF)
avec .

X(t) = 2 ih[ (z@)h, (Z(t)){(Ai -L,C, )}f(t)

i=1 j=1

En combinant (2. 70) et (2.71), on obtient le systéme augmenté suivant :
O | & 4 =-BF;,  BF, [x(
[ } =2 2 (=), (z(r»{ 0 4-LcC

f(t) i=l j=1 xX(0)

'y

alors on peut écrire

5,0 =S b O, ()Y, x, (1)

i=l j=1

r r v.+V.\
=Zhi(z(t))hi(z(t))Vﬁxa(t)+2Zhi(z(t))hi(z(t))( ”; "’J x, (1)

avec
A —BF. B.F.
LC — i it it
v 0 4,-LC,
x,(0)=[x0) FOF
En substituant (2.56) et (2.69) dans (1.11) pour le MFD, on obtient :

MFD

%(k+1)= Y3 by (O, (k) {A4,2(K) — B.F 5(K)}

i=l j=1

= S b (WA, (kD {4, — B,F, x(k) + B,F 5 ()}

i=1 j=1
avee

Rk +1)= 33 b (0, ()4, — L,C)F(k)

i=1 j=1

En Combinant (2.76) et (2.77), on obtient le systéme discret augmenté suivant :
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x(k+1) e Ai—BiF_/ BiF/ x(k)
L?(kﬂ)} —Z}/Z}h (z(k)h, (z(k)){ 0 4-LC, L ( k)} (2.78)

Vy

Alors on peut écrire

%, (k+1) = 33 by (kD )V, (6)

, , Vv Y (2.79)
=memmuw»nnwwamemm@w%J3JJxxm

En appliquant les théorémes 2.3 et 2.4 aux systémes augmentés (2.73) et (2.79)

respectivement, on dérive les théorémes suivants :

MFC
Théoréme 2.7 : [Tanaka 98] L'équilibre d’un systéme augmenté continu décrit par (2.73) est

asymptotiquement stable s'il existe une matrice commune P définie positive telle que:

VIP+PV, <0 i=1.r (2.80)

VitV Y o (VitVs o

pour tous les i et j, sauf les paires (i, /) telles que A, (z(¢))h; (2(¢)) = 0.

MFD
Théoréme 2.8 : [Tanaka 98] L’équilibre d’un systéme discret augmenté décrit par (2.79) est

asymptotiquement stable s'il existe une matrice commune P définie positive telle que:

VIPV,-P<0  i=1l..r (2.82)

VitV ) VitV -
' — | P| — — |-P<0 i< (2.83)
> J

2
pour tous les i et j, sauf les paires (i, ) telles que &, (z(k))h, (z(k)) =0.

Remarque : Il est possible, dans le cas ou les variables de prémisse sont mesurables, de

déterminer séparément les gains de commande F et les gains d’observation L, .

2.7.1.1.  Propriété de séparation

La propriété de séparation, garantie pour les systémes linéaires, est ¢galement valide dans
le cas des modeles flous de T-S augmenté dont les variables de prémisse sont mesurables [Ma
98], [Yone 00]. Cette propriété garantit 1’existence d’une fonction de Lyapunov, paramétrée

par un scalaire positif o, de la forme suivante:
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V(x(1) = x(1)" P(c) x(1) (2.84)
poy=| - P 2.85
(6)—{0 apj (2.85)

La fonction (2.84) avec o > max(o,,0,) respectant les conditions (2.86) et (2.87), est une

fonction de Lyapunov qui prouve la stabilité du systéme augmenté continu (2.73).

_ PBiFi {H;PZ + PZHii }71 (PBiFi)T
G, P+ PG,

(2.86)

O,

P(B,F, +B,F){(H, +H,) P, +P,(H, +H )| {P(BF,+B,F)|
B (G, +G,) P+P(G,+G,)

(2.87)

o,

Preuve : La stabilité du systeme augmenté décrit en (2.73) est assurée tel que (2.80) et (2.81).

En substituant P(o) dans (2.80) et (2.81) et en tenant compte de (2.74), on obtient :

T
G, P+ PG, PB.F, <0 (2.88)
(PBiF;)T O_(ngz +PH,;)
(G, +G,) P+P(G,; +G,) P(B,F, + B,F)) <0 2.89)
(P(BiF/ +B_/Fi))T O'((H!/ +H_/i)TP2 +P2(Hg/ +H_/‘i))

En appliquant le compliment de Schur aux inégalités (2.88) et (2.89), on trouve
respectivement o, eto,. Il suffit de choisir o suffisamment grand tel que o >max(o,,0,)
pour que la fonction (2.84) soit une fonction de Lyapunov du systéme augmenté (2.73).
Remarque : La propriété de séparation pour le cas discret est obtenue de la méme manicre
que pour le cas continu.

Dans ce qui suit, nous définissons les LMIs qui satisfaites le taux de décroissance pour les
systémes augmentés décrits par (2.73) pour le MFC et (2.79) pour le MFD.
Prouver la stabilité du systéme flou augmenté continu revient a s’assurer que, pour toutes les

trajectoires x,(¢) vérifiant (2.73), on a pour @ >0

3ps 0. Vx0)
di

+2aV (x, (1)) <0 (2.90)

MFC
Théoréme 2.9 : [Tanaka 98] L’équilibre d’un systéme flou augmenté continu décrit par (2.73)

est asymptotiquement stable s'il existe une matrice commune P définie positive telle que:
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VIP+PV,+2aP<0  i=1,.,r (2.91)

VitVi) VitV .
' 5 — | P+ P|— 5 — |+20P <0 i< (2.92)

pour tous les i et j, sauf les paires (i, /) telles que 4, (z(¢))h,(z(¢)) =0.

ou a >0 représente le taux de décroissance de la fonction de Lyapunov quadratique (2.90),
qu’on doit maximiser.
Prouver la stabilité de systeme flou augmenté discret revient a s’assurer que, pour toutes les

trajectoires x, (k) vérifiant (2.79), on a pour a <1

AP >0: AV (x, (k) < (o> =)V (x, (k) (2.93)

MFD
Théoréme 2.10 : [Tanaka 98] L’équilibre d’un systéme flou augmenté discret décrit par

(2.79) est asymptotiquement stable s'il existe une matrice commune définie positive P tels

que:
VIPV. —a’P<0 i=1,..r (2.94)
vo+v,\ (Vv
— P-2- —a’P<0  i<j (2.95)

pour tous les i et j, sauf les paires (i, /) telles que &, (z(k))h, (z(k)) =0 et o <1.

Les conditions de stabilité (2.91) ~(2.95) peuvent étre mises sous la forme LMI en suivant
le méme résonnement que dans la section (2.4.1.2).
Notons que la maximisation du taux de décroissance o est un probléme de minimisation de
la plus grande valeur propre généralisée (GEVP) en P et . Sa formulation est la suivante:

Maximiser o
Sous les contraintes:

X>0

P, >0

XA + AX -M]B] —BM, +2aX <0 i=1..r

A'P,+ P, A, —C/N] =N,C, +2aP, <0 i=1..,r (2.96)
XA + A, X +XA] + A, X, -M B/ —B.M,-~M/B —B,M, +4aX <0 i<j
A'P,+ P A + AP, +P,A,~C/N; =N,C,—C/N/ =N.C, +4aP, <0 i<}

pour tous les i et j, sauf les paires (i, )telles que A, (z(1)h;(z(1))=0, ou M, =F X et
N, =PL,
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Remarque: Le probléme ci-dessus est réduit a un probléme de conception d'un contrdleur

flou stable si a =0, les gains de controleur F, et les gains d'observateur L, sont obtenus
comme suit : F, =M B~ et L =P 'N,.

La chose importante dans ce cas (variable de prémisse mesurable) est que les gains du
régulateur et les gains d'observateur peuvent étre congus séparément c'est a dire on peut

déterminer les gains F, a partir des conditions du théoréme 2.3, et les gains d’observateur L,

sont déterminés a partir des conditions du théoréme 2.5.

2.7.2. Variables de prémisse non mesurables

Supposons qu’une partie des variables de prémisse ne sont pas mesurables, on note dans ce
cas z(t)une estimation de ces variables qui dépendent des variables d’état estimées x(7).
Ainsi les fonctions d’activation du régulateur PDC sont différentes de celles des modéles
flous (1.7) dans le cas continu et (1.11) dans le cas discret. Dans ce cas, la loi de commande
est décrite par (2.51) pour le MFC, et par (2.59) pour le MFD:

En remplagant (2.48) et (2.51) dans (1.7) pour le MFC, le systéme augmenté est représenté

par:
MFC
X, (0) =2, 2, 2 1 Z(O)h, (Z()h, (Z(O)W;,x, (1)
=SS B ), (GO, GO, (1) (2.97)
L3 V. +V,
+22Zhi(z(t))h_/(é(t))hs(2(t)){%jxa(t)
avece
_ Ai _Bti BiFs 208
Sy =(4,—4,)=(B,—B))F, +L,(C, -C,)
(2.99)

2
S :Aj _Lst +(B,‘ _Bj)Fv

ijs
F, et L, représente respectivement , les gains du régulateur et les gains d’observateur du
vecteur d’état x_ (k) =[x(k) X(k)]" ou X(k) = x(k)— (k).

En remplagant (2.56) et (2.59) dans (1.11) pour le MFD, le systéme augmenté est représenté

par:
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MFD

3, (k1) = Y 3 S b (2 (k) (GU)h, GV, x, (k)

~
~

i ijra

x (k+1)= hy (2(k))h, GOR)A, (k)W x, (K)

+222@(z(k)h_,(ﬂk»h(é(k»{@jxa(k) (2.100)

i=l j<s

En appliquant les théorémes 2.3 et 2.4 aux systémes augmentés (2.97) et (2.100)

respectivement, on obtient les théorémes suivants :

MFC
Théoréme 2.11: [Tanaka 98] Le systéeme augmenté continu décrit par (2.97) est

asymptotiquement stable s’il existe une matrice commune P définie positive tels que :

T . . . .
ViP+PV, <0 i=L.,r, i#j, j=L.,r (2.101)

V. +V.
2

ijs isj ! I/i/'x + I/isj . .
_ P+PT <0 i=L.,r=-2, j=L.,r—-1, s=1...,r (2.102)

pour tous les i ,j et s, sauf les triplets (7, j,s) tels que h,(z(6))h; (2(1)h,(2(1) =0.

MFD
Théoréme 2.12: [Tanaka 98] Le systtme augmenté discret décrit par (2.100) est

asymptotiquement stable s’il existe une matrice commune P définie positive tels que :

ViPV,-P<0 i=l..r, i#j, j=L..r (2.103)
Vie +Vig Y (Vi +Vy
d > 7| p| -~ > T1-P<0 i=l..,r=2, j=lL.,r—=1 s=1...r (2.104)

pour tous les i ,j et s, sauf les triplets (7, j,s) tels que h;(z(k))h, (Z2(k)h (2(k)=0.

Remarque: Considérons le cas ou la matrice C est commune, c'est a dire, C, =...=C, =C.

I

Dans ce cas :

S;'s = (Ai - A_/ )— (Bi - B_/ )Fc

(2.105)
S;. =(4,-L,C)+(B,—B))F,

ifs

Les conditions des théorémes 2.11 et 2.12 impliquent ceux des théorémes 2.7 et 2.8,

respectivement. Dans ce cas, il est difficile de transformer les conditions de stabilité (2.101) et
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(2.102) dans le cas continu en LMIs par les techniques classiques de changement de variables.
Une méthode proposée par [Chad 02] permet de synthétiser le régulateur PDC et 1’observateur

séparément mais non simultanément.
2.7.3. Exemple illustratif

L'objectif de cet exemple est de construire un régulateur flou et un observateur flou pour
un systéme non linéaire, compos¢ de quatre modeles locaux et comportant deux sorties et

quatre états, décrit comme suit:

%, () = x, (¢) +sin x, () + (x] () + Du(?)

X, (1) =x,(t) +2x,(¢)

3, () = X7 (0%, (8) +x, (1)

x,(¢) = sin x,()

Y1(0) = (] () +1D)x, (1) + x,(2)

Y2 (1) = x, (1) + x5(2)
Supposons que x,(¢) et x,(¢) sont observables. En d'autres termes, x,(¢) et x,(¢)sont estimés
en utilisant un observateur flou. On suppose également que x,(¢)et x,(¢) sont dévales dans

les régions suivantes :

x(el-a a, xel-b b

ol a et b sont des valeurs positives. Les termes non linéaires sont x/(¢) et sin(x, (¢)).

En utilisant la méme procédure que dans la section (1.3.1), les termes non linéaires peuvent
étre représentés par:
X2 () = F) (x, () x a* + F(x, (1)) x 0

sin b

sin x,(¢) = F, (x, (1)) x 1+ F; (x,(£)) x

ou

B (x, (), F2(x, (1)), F) (x,(2)), F2(x,()}el0 1]
F(x(0)+ F (x,(0)=1,  F}(x,(t)+F (x,() =1

La solution de ces équations donne les fonctions d’appartenance des ensembles flous

suivantes :

- 58 -



Chapitre 2

Stabilité et stabilisation quadratique des modéles flous de Takagi-Sugeno

Fl(x, (1) = z—

le (x3 (Z)) =

2

F () =1-F (x ) =1-%
a

b.sin x,(£) — x().sin b

x,(£).(b —sin b)

Fzz(x3(t)) =1—F22()C3(Z))

b.(x,(£) = sin x, (1))

x,(£).(b —sin b)

()0 (2.106)

x;()=0

x,()#0

x(t)=0

Par l'utilisation de ces ensembles flous, le systéme non linéaire peut &tre représenté par le

modeéle flou de T-S suivant:

Régle 01:
SI x,(¢) est F;
Régle 02:
SI x,(¢) est F;
Reégle 03:
SI x,(t) est F/
Reégle 04:

SI x,(t) est F/

et x,(¢) est F,

et x,(t) est F,

et x,(¢) est F,

et x,(t) est F;

ALORS {
ALORS {
ALORS {

ALORS {

ou x()=[x,(1) x,() x;(t) x, 0]

—_ O O M
o o o O

- 59 .

X(t) = Ax(t) + Byu(t)
(#) = Cx(2)

X(1) = A,x(t) + Byu(t)
y() = Cyx(1)

(1) = A,x(t) + Byu(?)
(1) = Csx(2)

(1) = A, x(t) + B,u(t)
¥(t) = C,x(2)

C:0101+a2
011 0
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Stabilité et stabilisation quadratique des modéles flous de Takagi-Sugeno

0 1 sinb/b 0 1+a’

1 2 0 0 0 0 1
1 a* 00 ? 0 ? {0 1

0 0 sinb/b 0 0

0 1 1 0 1

1200 0 0
A3: 33: C3:

1000 0 0

0 0 1 0 0

0 1 sinb/b 0 1

12 0 0 0 0

10 0 0 0 0

0 0 sinb/b 0 0

0 1+a?
1 0

1 0 1
1 0
1 0 1
1 0

Notons que ce modele flou de T-S représente exactement le systéme non linéaire dans les

conditions suivantes: x,(¢) € [-a

al, x;(t)e[-b bl avec a=0.8¢et b=0.6.

Dans cet exemple, les variables de prémisse sont indépendantes des variables a estimer x, ()

et x,(t), ce qui permet d'utiliser la procédure de conception du premier cas (variable de

prémisse mesurables)

D'abord, les inégalités matricielles (2.80) et (2.81) sont non linéaires, on suit le méme

raisonnement que dans la section (2.4.1.2) pour les rendre sous forme LMIs.

Le probléme de conception du régulateur flou et d’un d'observateur flou est posé de la

maniére suivante :

Trouver X >0, P, >0, M,,...M, et N,,..,N,

Satisfaisants :
X>0
P, >0
XA + AX-M"B" ~BM, <0 i=1,..4
A'P,+P 4, -C/N/ -N.C, <0 i=1..4

XA + A X +XAT +A,X ~MTBl ~BM,~M]B! —B .M, <0
T T T T T T
A P+PA +A4,P,+PA4,-C/ N, -N,C,-C, N, -N,C, <0

oi P=X", F=MP, L=P'N,

i<j

i<j

Les gains du régulateur Fet d'observateur L, satisfaisant les LMIs ci-dessus sont:
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F, =[22.3792 172.6104 -47.4784 -16.9102], F, = [22.3338 172.2200 - 47.4046 -16.8649]

F, =[31.8901 245.2304 -66.9256 -23.9672], F, = [31.8096 244.5895 -66.7800 -23.8978]

0.2616 -3.2779 0.2545 -3.3219
, _|702223 223731 ;. _|-01429 224151
' 10.5161 -13.8333 | > 10.4627 -13.8610
0.5606 -16.1130 0.5090 -16.1775
0.2638 -0.8396 0.2566 -0.8836
0.1131 11.7570 0.2044 11.7929

* 7102754 -7.1700 |’ L= 0.2136 -7.1936
0.4229 -7.7307 0.3649 -7.7921

Les figures suivantes montrent les résultats de simulation ou : la variation des états x,(¢)et
x;(t) est représentée sur les figures 2.11 et 2.13 respectivement. La variation des états

estimées X, (f) et X,(¢) par l'observateur flou est représentée sur les figures 2.12 et 2.14

respectivement. La commande u(¢) est montrée dan la figure 2.15.

Le controleur flou congu stabilise le systetme augmenté pour les conditions initiales
fc(O)=[0 0.05 0 0] c'est a dire x(1) >0 quand ¢ — o, ainsi que l'observateur flou

estime les états non observables du systéme non linaire c'est a dire x, ,(¢) — X, ,(#) = 0 quand

t > pour x,(H)e[-0.8 0.8]et x,(r)e[-0.6 0.6].

0.6 . .

0.4} .

0.2F .

1 1)

0.2 .

0.4 ' |
0 5

10 15
Temps(sec)

Fig.2.11. La variation de I’état x, (¢).
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0.15 . .

— 21(1)

0.1 ---- ¥2(1) estimeé

0.05

-0.04

0.1

015 .

Temps(sec) 19

Fie.2.12. T.a variation de I’état x.(#) et son estimé.

0.25 . .

0.2
0.15
0.1

%3t

0.05

-0.04

0.1

o 5 10 15
Temps(sec)

Fig.2.13. La variation de I’état x,(?).

0.15 . .

F — xdit) estimé
0.1 ---- xdit) i

0.05

0051

0.1

015

_Dz | |
o 5 10 15
Temps(sec)

Fig.2.14. La variation de I’état x,(¢) et son estimé.
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21l . .

0t .

20F .

La commande

-40] : '
o 5 10 15
Temps (sec)

Fig.2.15. La commande u(¢).

2.8. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudi¢ les problémes de la stabilité et de la stabilisation basée
sur la fonction de Lyapunov de type quadratique pour les modeles flous de T-S continus et
discrets en utilisant le concept PDC. Différents résultats obtenus avec de telles fonctions, en
stabilité, stabilisation avec et sans taux de décroissance ont également été rappelés. Des
méthodes de linéarisation existantes sont appliquées, ce qui permet de transformer les
conditions de stabilité en LMIs résolubles par les outils numériques.

L'estimation d'état & base de modele flou de T-S est également considérée. Dans ce sens, la
commande de systéeme augmenté continu et discret dans le cas des variables de prémisse
mesurables est considérée. Une propriété de séparation a été établie. Des exemples de
simulation ont également été présentés concernant l'approche LMI.

Les conditions de stabilité obtenues sont assez conservatives car elles demandent la stabilité
de tous les modeles (dominants et croisées). Dans le chapitre suivant, on propose des
conditions plus relachées permettant de réduire le conservatisme d’obtention des gains de

commande.
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CHAPITRE 111

Relachement des conditions de stabilité

3.1. Introduction

Le chapitre précédent montre que les analyses de la stabilité des modeles flous de T-S sont
réduites & un probléme de détermination d’une matrice commune P = P entre toutes les
régles. Ainsi, disposant d’un modele de T-S, le probléme fondamental qui se pose lors de la
synthése de commande du type PDC est celui du conservatisme des résultats de stabilité. En
effet, si le nombre de régles » est grand, il serait difficile de trouver une matrice P commune
qui satisfait les conditions de stabilité classique. Il est alors clair que le nombre de régles est
un facteur essentiel pour réduire le conservatisme des résultats issus des conditions classiques
de stabilité. Pour alléger ce probléme, de nouvelles conditions moins conservatives seront
données dans ce chapitre.

Dans le but d’avoir des résultats beaucoup moins conservatifs, des conditions de relaxation
LMI ont fait I’objet de plusieurs travaux notamment ceux développés dans [Tanaka 98] ou les
auteurs se basent sur le nombre maximal de régles actives a chaque instant pour réduire le
conservatisme de conditions de stabilisation. Kim et Lee [Kim 00], Chun-Hsiung et al [Chun
06] s’inspirent de ces travaux, en introduisant des conditions supplémentaires. Dans [Teixeira
03], les auteurs proposent d’utiliser des fonctions de Lyapunov multiples pour rechercher
plusieurs matrices définies positives au lieu de chercher qu’une seule matrice commune,

comme dans le cas de stabilisation par la fonction de Lyapunov quadratique.
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On peut regrouper ces relaxations en deux familles. La premiére famille est celle des
relaxations qui n’introduisent aucune variable supplémentaire. La deuxiéme famille regroupe
les autres types de relaxations. La principale différence en termes d’efficacité est que les
relaxations introduisant des variables supplémentaires produisent des problémes LMI qui sont
moins conservatifs mais plus longs a résoudre voire impossible a cause de la puissance de

calcul des micro-ordinateurs standards.

Parmi les résultats de relaxation utilisant une fonction de Lyapunov quadratique, nous
pouvons citer des conditions de relaxations trés pertinentes proposées par [Tanaka 98], [Kim
00] qui sont détaillées dans ce chapitre. On présente ¢galement un exemple de la stabilisation
adaptative quand il existe des incertitudes sur le systéme. En conclusion, on obtient de
nouvelles conditions LMI satisfaisant la stabilité globale si les fonctions d'appartenance se

trouvent a l'extérieure de l'intervalle [0 1].

3.2. Conditions de stabilité relachées des modeles flous de T-S

Nous avons montré que l'analyse de la stabilité du systeme flou est réduite a un probleme
de détermination d’une matrice commune P. Le probléme fondamental qui se pose dans ce

cas est celui du conservatisme des conditions sur les gains de retour d’état /. Par conséquent,

pour avoir des résultats beaucoup moins conservatifs, on propose deux types de conditions
relachées suffisantes faisant intervenir ou non des variables additionnelles. Le premier qui est
le plus intéressant, permet d’obtenir des conditions sans variables additionnelles et ainsi
d’alléger la résolution des problémes a base de contraintes LMI. En effet, si le nombre de
régles r est grand, il serait difficile de trouver une matrice commune P qui satisfait les
conditions de stabilit¢ du théoréme 2.3 dans le cas continu et 2.4 dans le cas discret. Les
théorémes suivants proposent des conditions relachées qui améliorent la conservativité des

conditions précédentes.

D'abord, on utilise deux propriétés concernant le nombre maximal de régles actives a chaque

instant. Ces propriétés sont explicitées dans les corollaires suivants [Tanaka 98] :

Corollaire 3.1 :

r 1 r
2 (2(0) == 2, ({0, (2(1)) > O (3.1)

i<j

ou Zhi (z(t)) =1 et h(z(¢)) 20 pour tous les i, vérifie la relation suivante :

i=1
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S O) - =3 2 GO, G0) = —— 3 IO -k, G0N} 20 ()

1
i<j -1%5

Corollaire 3.2 : Si s est le nombre maximal de régles actives a chaque instantz, ou 1 <s<r,

alors :

SR 2(0) ~ =3 20, (20 (2(0)) 2 0 (3.3)

-5
ou Zhi (z(t))=1 et h(z(¢)) >0 pour tous les i.
i=1

Les nouvelles conditions de stabilité sont définies par les théorémes suivants :

MFC
Théorémes 3.1 : [Tanaka 98] L’équilibre d’un systéme flou continu décrit par (2.21) est
asymptotiquement stable s’il existe une matrice commune définie positive P et une matrice

commune semi-définie positive Q telle que:

GIP+PG,+(s-1)Q<0 i=1,.,r (3.4)
G,+G,\ G, +G, o
———— | P+P|———|-0<0 i<j (3.5
2 2
pour tous les i et j, sauf les paires (i, j) telles que A, (z(1))h;(2(1)) =0 avecG, = 4, - B, F,, s

est le nombre de régles activées simultanément, tel quel < s < r, avec r le nombre de régles.

Preuve : Considérons la fonction de Lyapunov suivante:
V(x(¢)) = x" (t)Px(t), P >0. On obtient alors

V(x(t)) = %" (£)Px(t) + x" (£)Px(¢)

V@) =3 S b (20, 0)x(0) (4~ BF, ) Px(1)

i=l j=1

+ Z Z h (2O, (2(O)x" () P(4, — B,F, )x(2)

i=1 j=1

=33 (2D, O)xe) {4, - B,F, Y P+ P(4, - B,F, Jx(t)

i=1 j=1

=3 B2 ()x0) {GIP+ PG, x(0)

, G, +G.\ G,+G,
+2Zh,-(2(t))h,»(z(f))xT(f){[%j P+P[ - 5 - j}x(f)

i<j
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ou G, =4, - BF,

De la condition (3.5) et du corollaire 3.2, on obtient:

V(x(t)) < Z R (z(O)x() {(GI P+ PG, )x(t) + 22 h,(z(£)h, (2()x(2) Ox(2)

i<j

< Zh (=O)x0) (G P+ PG, )x(t) + (s~ DY B2 (z()x(t) Ox(0)

i<j
V(x(t) = Y1 )0 (G P+ PG, +(s=DO)}x(0)
i=1
Si la condition (3.4) est vérifiée, alors ¥ (x()) < 0.
= Les LMIs pour le théoréme 3.1

Les conditions de stabilité (3.4) et (3.5) peuvent étre mis sous la forme d'LMI aprés avoir

effectué le changement de variable classique : X = P, M, = F,P"',Y = XQX .

En pré- et post- multipliant par X = P~', on obtient les LMIs suivantes en X,Y et M,

X>0
Y20
r T T . (3.6)
XA + AX -M/B/ =BM, +(s-1)Y <0 i=1l,..,r
XA + AX + XA] + A, X -M B/ —BM; -MB; —B,M,-2Y <0 i<j

MFD
Théorémes 3.2 : [Tanaka 98] L’équilibre d’un systéme flou discret décrit par (2.22) est
asymptotiquement stable s’il existe une matrice commune définie positive P et une matrice

commune semi-définie positive Q telle que:

G'PG,—P+(s—1)0<0 i=1l..r (3.7)
G,+G,\ (G, +G, o
—— Pl = — —P-0<0 i<j (3.8)

pour tous les i et j, sauf les paires (i, j) telles que 7, (z(k))h,(z(k)) =0 avecG; = 4, — B,F, ,s

i~ j?

le nombre de régles activées simultanément, tel quel < s <r, avec r le nombre de regles.

Preuve : Considérons la fonction de Lyapunov suivante:

V(x(k)) = x" (k)Px(k), P>0.
alors

AV (x(k)) =V (x(k +1)) =V (x(k))
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1

AV(x() = 3D 3 3 by (26, (200, (206, (2(0)x(k) (G PG, = Plx(k)

(ke Dh, (z(k))h, (2 (k) (2(K))x (k)"

Jj=1 k=1 I=1
x{(G, +G )" P(G, + G, ) —4P}x(k)

ST 3Y h G, R (G, +G,) PG, +G,) —4P)(h)

1
i=l j=1

Ay (G + G (G +G,
= > > (D, (z(R))x (k) {( — jp( = 'j—P}x(k)

=l j

~

= Y B2 (z(On(k) {G, PG, ~ Pix(k)

: G,+G,\ (G,+G,
+2Zhi(z(k))h./(2(k)){( e J P( =N J—P}x(k)

i<j

i

De (3.8) et du corollaire 3.2, le membre c6té droit de I'inégalité ci-dessus devient:

< B OK) (G, PG, ~ PYx(k) + 23 (2K, (=) (k) Qx(k)

i<j

<3 W Rk (G,PG, ~ Pya(k) + (s~ 1)2 B (2())x(k) Ox(k)

= 3 W )(K) 1G, PG, — P+ (s ~1)Q}x(k).

Si la condition (3.7) est vérifiée, alors AV (x(k)) <0.

= Les LMIs pour le théoréme 3.2

En pré- et post- multipliant par X =P' avec lutilisation du compliment de Schur, on
p p p p p

obtient les LMIs suivantes en X,Y et M,

X>0
Y>0
X —(s-1)Y XxA7 -M]B!

T i=l..r
| AX-BM, X (3.9)
[ 1 T

X+Y —{4x+4,x-BM,-BM,|

. 2 | s >0 i<
4 X+4,X-BM,-BM,} X
_2 i J i J J i
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Par la suite, on propose de nouvelles conditions de relaxation plus efficaces qui nécessitent
I’introduction de variables additionnelles permettant de réduire le degré de conservatisme des
résultats précédents par la représentation des interactions entre les sous-modéles flous dans
une matrice unique. Ces conditions sont données par les théorémes suivants:

MFC

Théoréme 3.3 : [Kim 00] L'équilibre d'un modéle flou continu (2.21) est quadratiquement

stable s'il existe des matrices symétriques P et O, telles que:

GIP+PG,+0, <0 i=1,..r (3.10)
G,+G,\ G, +G, o
— | P+P|——[+0, <0 i< (3.11)
2 2 y
Qll le er
0= sz sz Qf’ >0 (3.12)
er QZr er

pour tous les i et j, sauf les paires (i, /) telles que A, (z(1))h,(z(1)) =0 avec G, = 4, — B,F,.
Preuve: Considérons la fonction de Lyapunov suivante: V(x(z)) = x(¢)" Px(t)

La dérivé par rapport au temps de V' (x(¢)) le long de la trajectoire de x(#) vérifiant (2.21) est:

V(x(t)) = x" () Px(t) + x" (t)Px(¢)

y a G, +G.\
:ZhiszGifo+2zhihij(%j Py
i=1

i<j

y C G, +G.
+ zhiszPan + Zhih_/xTP(%}
in1

i<j

= Z hix"{GI P+ PG, jx

i=1

r G +G.\ G +G.
+23 hhx" || —— | P+ P —— |ix
i< n 2 2

S—Z‘hfxTQﬁx—2Zhih_/xT X
i= i<j

W T0w Qn - O, Thx
__hzx On Oy = Oy | hyx

hrx er Q2r e er hrx
\ﬁr_J Hr_J
H" H
=x"H"(-0)Hx
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Si la condition (3.12) est vérifiée, alors ¥ (x(1)) <0 et le systtme flou continu (2.21) est

quadratiquement stable.

= Les LMIs pour le théoréme 3.3

En pré- et post- multipliant par X = P~', on obtient les LMIs suivantes en X,Y etM,.

X>0
XA +AX-M]B —=BM,+Y,<0 i=1..,r
XA + A, X +XA] + A, X -M B —BM,-M/B; —B,M,+2Y, <0 i< j
B Yy X G.13)
Y, Y, - Y.
e P
iflr YZr },rr

avec Y, = X0, X et F, =M X'

Dans ce théoréme, comparé avec le théoréme 3.1, les interactions entre les sous-modeéles sont
regroupés dans une matrice unique Q et le conservatisme produit a cause de ces interactions
est réduit.

MFD

Théoréme 3.4 : [Kim 00] L'équilibre d'un modele flou discret (2.22) est quadratiquement

stable s'il existe des matrices symétriques P et O, telles que:

G[?PG[[ -P+0,<0 i=L..,r (3.14)
G,+G,\ (G, +G, o
— | Pl ——|-P+0, <0 i<]j (3.15)
2 2 y
Qll le er
0= sz sz Qf’ >0 (3.16)
er QZr er

pour tous les i et j, sauf les paires (i, /) telles que A, (z(k))h,;(z(k)) =0 avecG; = 4, — B,F,.

Preuve : Le méme raisonnement que pour la preuve précédente est adopté.
= Les LMIs pour le théoréme 3.4

En pré- et post- multipliant par X = P~ et en utilisant le compliment de Schur, on obtient
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les LMIs suivantes en X,Y et M, :

X>0
| X-Y,  xA"-M]B]
u 1 1 1 >0 l:l’ ’r
| A,X -BM, X
- 1 T
X-v, {4 X +4,x-BM,-BM,|
L 2 i J t J J ! >0
Yax+ax-—Bm -BM) X
_2 i J t J J !
RANRE Y,
}712 Y22 Y2r >0
_},lr Y2r }Irr

avec Y, = X0, X et F,=M X"

Pour montrer 1'efficacité des nouvelles conditions relachées, nous comparon

théorémes 2.3, 3.1 et 3.3 pour les MFC a trouver I’exemple illustratif suivant

3.2.1. Exemple illustratif

Considérons a titre d’exemple le modele flou continu décrit par deux

instables paramétrés par a et b, selon les deux régles suivantes:

Régle 1:

2 -10 1
SI x, est F'  ALORS x(tf)=A,x+Bu avec 4, =[ }, B, =[ }

Régle 2:

a -10
SI x, est Fi*  ALORS x(t)= A,x+B,u avec 4, =[1 . }, B, =[

N ERT))

s les résultats des

modeéles locaux

g

Les gains locaux F, de retour d'état sont déterminés par la sélection des valeurs propres

[—1 —2] appropri¢es a chaque modele local de la loi de commande PDC. On varie les

parametres a en fonction des parametres b. Les résultats obtenus sont montrés sur les figures

3.1,3.2 et 3.3.
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Chapitre 3

10

Fig.3.1. Le champ de faisabilité du théoréme 2.3.

E = 0

Fig.3.2. Le champ de faisabilité du théoreme 3.1.

Fig.3.3. Champ de faisabilité du théoréme 3.3.

-T2 -



Chapitre 3 Reldchement des conditions de stabilité

Les figures 3.1, 3.2 et 3.3 montrent les champs de faisabilit¢ des conditions de stabilité des
théorémes 2.3, 3.1 et 3.3 respectivement, ou la marque X dénote que ces conditions décrites
sous forme LMIs sont faisables. Ces surfaces sont obtenues pour les paramétres a >2 et
b>5. Grace a l'existence de la matrice commune Q >0 dans le théoreme 3.1, le champ
faisable est plus large comparé a celui du théoréme 2.3, de méme grace a l'existence des

matrice commune Q, >0 dans le théoréme 3.3, on trouve que le champ faisable est plus

large comparé a celui du théoréme 3.1. Cela montre bien que les conditions du théoréme 2.3

sont plus conservatives.

La figure suivante montre les relations entre les conditions relachées et les conditions

conventionnelles (classiques).

Théoréme 3.3 Théoréme 3.4

Théoréme 2.3 Théoréme 2.4

(a) (b)
Fig.3.4. Les relations entre les conditions relachées et les conditions conventionnelles.

(a) Cas continu. (b) Cas discret.

3.3. Les LMIs pour les régulateurs flous

Dans cette section on présente les nouvelles conditions de stabilit¢ sous forme d'LMIs
satisfaisant les régulateurs flous. Notons qu’il y a d’autres moyens d’introduire des notions de
performances a ’aide de contraintes LMI, par exemple: Pour garantir une vitesse de
convergence a I’état on peut introduire un parametre dans la fonction de Lyapunov (taux de
décroissance), ¢’est a dire trouver « > 0 telle que V(x)+2aV (x) <0.

Introduire des contraintes sur 1’entrée et/ou la sortie. Cela se fait par I’ajout de contraintes

LMI supplémentaires.

3.3.1. La stabilité

A partir des conditions relachées du théoréme 3.1, le probléme de trouver les gains de retour

d'état F, pour le MFC est défini comme suit:
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MFC

Trouver X >0, Y20 et M,,...M,
Satisfaisants les LMIs suivantes

X >0
Y20
r T BT . (3.18)
XA + 4 X -M!B —BM, +(s-1)Y <0 i=1..r
XA + A, X +XA; + A, X -M B —BM,-M/B; —B,M,-2Y <0  i<j
ou
X=P', M,=FX et Y=X0X (3.19)

Les conditions ci-dessus sont des LMIs en X,Y et M, le probléme de détermination de ces
matrices est un probléme convexe de faisabilité. Numériquement, ce probléme peut Etre
résolu trés efficacement a 1'aide de la méthode des points intérieures. Les gains F, la matrice

commune P et la matrice commune Q peuvent étre obtenus comme suit:

P=X"',F=MX" et Q=PYP (3.20)

A partir des conditions relachées du théoréme 3.2, le probléme d’obtention des gains de retour

d'état F, pour le MFD est défini comme suit:

MFD

Trouver X >0, Y20 et M,,....M,
Satisfaisant les LMIs suivantes

X>0
Y>0
X —(s-1)Y Xx47 -MB'
(s=DY XA=MEBE L it
| 4X -BM, X (3.21)
- 1 T
X+Y —{4x+4,x-BM,-BM,|
. 2 | S >0 i<
4 X+4,X-BM,-BM,} X
_2 i J i J J i

oW X=P',M,=FX etY=X0X

Les gains F, la matrice commune P et la matrice commune Q peuvent étre obtenus comme
suit:

P=X"',F=MX"'et Q=PYP
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3.3.2. Le taux de décroissance

Le taux de décroissance (le degré de stabilité) est li¢ a la vitesse de réponse, c'est a dire le
plus grand scalaire « satisfaisant la condition V(x(z))+2aV (x(t)) <0 dans le cas continu
(ou la condition AV (x(k))—(ar® =1)V(x(k))<0) dans le cas discret. On peut dériver les

théorémes suivants:

MFC
Théoréme 3.5: [Tanaka 98] L’équilibre d’un modéle flou continu, décrit par (2.21) est

asymptotiquement stable s’il existe des matrices communes P >0 et 0 >0, et un scalaire

o >0 tels que :

GI'P+PG,+(s—1)0+2aP <0 i=1,.,r (3.22)
G,+G,\ G, +G, o
T P+PT -Q0+2aP<0 i<]j (3.23)

pour tous les i et j, sauf les paires (i, j) telles que 4, (z(¢))h;(2(¢)) =0 avecG; = 4, — B,F,,s

it

est le nombre de régles activées simultanément, tel que 1< s <r, avec r le nombre de regles.

ou a >0 représente le taux de décroissance de la fonction de Lyapunov quadratique, qu’on
doit maximiser. Notons que la maximisation du taux de décroissance est un GEVP en P et

o . Sa formulation est la suivante :
Maximiser

Sous les contraintes

X>0
Y >0
XA" +AX -MB' —BM, +(s-1)Y +2aX <0 i=1,..r (3.24)
XA + A X + XA + A, X
~MIBl —BM,-M[Bl —B.M,-2Y+4aX <0 i<}

oW X=P',M,=FX etY=X0X

MFD
Théoréme 3.6: [Tanaka 98] L’¢quilibre d’un modéle flou discret, décrit par (2.22) est

asymptotiquement stable s’il existe des matrices communes P >0 et O >0, et un scalaire

a <1 tels que:
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GIPG,—a’P+(s—-1)0<0

i=12,..,r (3.25)

(3.26)

2

i<j

G +G.\ (G, +G.
( J ./IJ P( !/2 ./IJ_QZP_Q<0

pour tous les i et j, sauf les paires (i, j) telles que %, (z(k))h,(z(k)) =0 avecG; = 4, — B,F, ,s
est le nombre de régles activées simultanément, tel quel < s < r, avec r le nombre de régles.
Par conséquent, on peut définir le GEVP suivanten P et 8 ot S =a’

Minimiser [3

Sous les contraintes

X>0
Y 20
BX —(s=1)Y Xx47 -MB' ,
>0 i=1..r
| A, X —-BM, X (3.27)
BX +Y Yaxiax-Bm —Bum)
5 W J i i o

1 <0 i<j
—4x+4x-BM,-BM,| X
_2 i J i J J !

oW X=P',M,=FX etY=X0X

3.3.3. Contraintes sur la commande d'entrée

Supposons que la condition initiale x(0) est connue. Si p est la borne supérieur de ||u(t)|| -

La contrainte ||u(t)|| , <u estimposéea ¢>0 siles LMIs (2.37) et (2.38) sont satisfaites.

Alors le probléme de conception d’un régulateur flou satisfaisant la contrainte sur l'entrée est

défini comme suit:

Maximiser O

Sous les contraintes {(3.24), (2.37) et (2.38)}

3.3.4. Contraintes sur la sortie
Supposons que la condition initiale x(0)est connue. La contrainte || y(t)|| , <A est imposée a

t >0 siles LMIs (2.45) (2.46) sont satisfaites.
Le probléme de conception de régulateur flou satisfaisant la contrainte sur la sortie est défini

comme suit:
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Maximiser O

Sous les contraintes {(3.24), (2.37) et (2.46)}

Pour faire la comparaison entre les conditions classiques présentées au chapitre 2 et les
conditions relachées, nous prenons le méme exemple illustratif présenté au chapitre 2 et nous
concevons un régulateur flou satisfaisant le taux de décroissance, les contraintes sur l'entrée et

les contraintes sur la sortie pour les nouvelles conditions de stabilité.
3.4. Exemples d’illustrations

3.4.1. Exemple 3.1: Conception d’un régulateur flou de taux de décroissance

Pour mettre en valeur la puissance des LMlIs, on prend le méme exemple présenté
dans la section 2.5 et on traite les mémes cas étudies par les conditions classiques.
D'abord, on congoit un régulateur flou stable avec un taux de décroissance pour le MFC. Ce

probléme est défini comme suit :

Maximiser O
X,Y, M, et M,

Sous les contraintes {(3.24)}

On obtient les résultats suivants, pour un degré de stabilit¢ o =5

105.1085 20.4393 1.0529
P=|204393 49299 0.2368 >0
1.0529  0.2368 0.0157

1432.034 299.8039 16.2677
0=[299.8039 63.1918 3.4498 (=0
16.2677  3.4498  0.1907

F =[282.3129 62.4176 3.2238], F, =[110.4644 24.9381 1.2716]
La figure 3.5 montre la réponse du systeme y = x,(¢), et la figure 3.6 montre sa commande

correspondante.
Le controleur congu qui satisfait le taux de décroissance pour le MFC est faisable, La

simulation du modele (2.21), en respectant la contrainte (3.24) a partir des conditions initiales
x(0)=[0 10 0]", montre que toutes les trajectoires du systéme convergent vers zéro c'est a
dire (x, > 0 quand¢ — o).

La vitesse de la réponse du controleur de taux de décroissance, congu a partir des conditions
relachées (controleur de relaichement), est plus grande que celle congu a partir des conditions

classiques (controleur classique).
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I:I? T T T T T T T T T

Theta (rad)

|:| 1 I | ! 1 1 1 1
a 0z 04 0B 08 1 ]J.E 1.4 16 1.8 2
Temps (sec

Fig. 3.5. La réponse y(¢) = x,()

1':":' T T T T T T T T T

-100 F .
=200 - .
-300 .

400 .

La commande u(t)

-500 F .

-500 .

_I'I."E":l 1 | | | | | | 1 |
o 02 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2
Temps [sec)

Fig.3.6. La commande d'entrée u(¢)

3.4.2. Exemple 3.2 : Taux de décroissance + Contraintes sur 1’entrée

De la méme fagon que pour l'exemple 2.2 du chapitre précédant, On remarque dans I'exemple

3.1 que le maxt”u(t)” , =606.74, pour réduire cette valeur, on ajoute des contraintes sur

I'entrée et le probleéme devient comme suit:
Maximiser O

X, Y, M, et M,
Sous les contraintes {(3.24), (2.37) et (2.38)}

avec u =100, on obtient les résultats suivants pour un taux de décroissance o = 4.23

- 78 -



Chapitre 3

Relachement des conditions de stabilité

[0.1578 0.0385 0.0027 |
0.0385 0.0100 0.0007 >0
10.0027 0.0007 0.0001 |

[0.0012  0.0003 0.0000 |
0.0003 0.0001 0.0000 (=0
10.0000 0.0000 0.0000 |

F, =[38.3637 9.9338 0.7203], F, =[18.2429 6.4771 0.5118]

La figure 3.7 montre la réponse du systeme y = x,(¢), et la figure 3.8 montre sa commande

correspondante.

La commande u(t)

La sortie y(t) (rad)

-100
o

1.4

1.2

1

0.8

0.5

0.4

0.2

|
06 08 1 1.2 14 16 18 2
Ternps (sec)

Fig. 3.7. La réponse y(¢) = x,(t)

0.2

0.4

0 08 1 1.2 14 16 1.8 2

Temps(sec)

Fig.3.8. La commande d'entrée u(¢)
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Le contrdleur congu qui satisfait la stabilité et les contraintes sur l'entrée pour le MFC est
faisable. Le maxt”u(t)” , st réduit de maxt”u(t)” , =606.74 sans contraintes a
max[”u(t)” , =98.934 < u avec contraintes. De plus, la vitesse de la réponse du systéme avec

ce contrdleur est plus grande que celle produit par le contrdleur classique.

3.4.3. Exemple 3.3 : Controleur stable + Contraintes sur I’entrée

Il est possible aussi de construire un controleur flou stable qui satisfait les contraintes sur la

commande d'entrée ou g =100. Le probléme se pose comme suit:

Trouver X >0,Y =20, M, et M,
Satisfaisants {(3.18),(3.37) et (3.38)}

On obtient les résultats suivants:

0.0335 0.0106 0.0015
P =10.0106 0.0036 0.0005|>0
0.0015 0.0005 0.0001

0.0522 0.0203 0.0040
Q0= 0.0203 0.0082 0.0016|=0
0.0040 0.0016 0.0003

F, =[13.0065 3.6948 0.1786], F, =[7.7309 02.7900 0.1163]

La figure 3.9 montre la réponse du systéme y = x,(¢), et la figure 3.10 montre sa commande

correspondante.

25 T T T T T T T T T

Theta (red)

1.2 14 16 1.8 2

|
0 02 04 0B 0O
E}Temp

51 (sec)

Fig. 3.9. La réponse y(¢) = x,(t)
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La commande u(t)

_4|:| 1 | | | | | | 1 |
o 02 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2
Ternps (sec)

Fig.3.10. La commande d'entrée u(¢)
Le contrdleur congu qui satisfait la stabilit¢ et la contrainte sur l'entrée

(max[”u(z‘)"2 =36.994 < u) pour le MFC est faisable. Mais la réponse de y(¢)=x,(¢)

présente une grande erreur de sortie, ce qui permet d'introduire des contraintes sur la sortie.

3.4.4. Exemple 3.4: Controleur stable + Contraintes sur D’entrée +

Contraintes sur la sortie

La réponse du systéme y(f)=x(¢) dans l'exemple 3.3 a une grande erreur de sortie
(max[”y(t)” , =2.154) puisque la contrainte sur la sortic n'est pas considérée dans la
conception de régulateur flou. Pour améliorer la réponse, on ajoute des contraintes sur la

sortie et le probleéme sera posé de la maniére suivante :

Trouver X >0,Y =20, M, et M,
Satisfaisants {(3.18), (2.37) et (2.46)}

avec 4 =100 et A =2. On obtient les résultats suivants:

[0.5478 0.0519 0.0034]
P =10.0519 0.0098 0.0006|>0
10.0034 0.0006 0.0001 |

[0.9936  0.0334 0.0075|
0 =(0.0334 0.0118 0.0008 |=0
10.0075 0.0008 0.0001 |

F, =[59.2819 93038 0.5580], F, =[33.7254 7.4115 0.4122]
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La figure 3.11 montre la réponse du systeme y = x,(¢), et la figure 3.12 montre sa commande

correspondante.

15 T T T T T T T T T

Theta (red)

02 04 06 0B 1 1.2 14 16 18 2
Temps (sec)

Fig. 3.11. La réponse y(¢) = x,(¢)

La commande u(t)

|
02 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2
Ternps (sec)

_-‘“:":l 1 | |
a

Fig.3.12. La commande d'entrée u(¢)
Le contrdleur congu qui satisfait la stabilité et les contraintes sur l'entrée pour le MFC est
faisableou 1 =100 et A =2.
On peut souligner que ce contrdleur satisfait des contraintes sur la commande d'entrée et sur

la sortie c'est a dire le maxt”u(z‘)”2 =93.055< u et le max,”y(z‘)”2 =1.255< 1, de plus, la

vitesse de la réponse du systéme avec ce contrdleur est plus grande que celle produite par le

contrdleur classique.
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3.5. Les LMIs pour les systémes augmentés

Rappelons que le systeme augmenté est composé d'un modele flou, d'un régulateur flou et
d'un observateur flou. Dans le cas ou toutes les variables de prémisse sont mesurables, la
boucle fermée compléte, composée de I’état du systeme et ’erreur d’estimation, permet
d’écrire les systémes augmentés continus (2.73) et discrets (2.79).

On peut dériver des conditions plus relachées pour les systémes augmentées en appliquant les

théorémes 3.1 et 3.2 a (2.73) et (2.79), respectivement.

MFC
Théoréme 3.7: [Tanaka 98] L'équilibre d’un systéme augmenté continu décrit par (2.73) est
asymptotiquement stable s'il existe une matrice commune définie positive P et une matrice

commune semi définie positive Q telles que:

VIP+PV,+(s-1)0<0 i=1,.,r (3.28)

VitV o VitV o
T P+ P| — > : —Q<0 1<y (329)

G. BF.
pour tous les 7 et /, sauf les paires (7, /) telles que A, (z(2)),(z(1)) = 0 avecV, :{ i D /}

0 H,
Les conditions de stabilité (3.28) et (3.39) peuvent étre mis sous forme d’LMIs, on effectue le
changement de variable classique: X =P~', M, =F,X, N, =P/L,, Y, = X0, X. On obtient

les LMIs suivantes en X, P,, M,, N,, Y, et Q,ou Q =diag(0Q,,0,)

X>0

P, >0

XA + 4 X -M!B —BM, +(s-1)Y, <0 i=1,..r

A'P,+P, A -C/N] =N,C,+(s-1Q, <0 i=1..,r (3-30)
XA + AX +XA] + A, X -M ;B —BM,-M/B; —B,M,-2Y, <0 i<

AP, +P A + AP, +P,A,-C/N; -N,C,~C/N/ -N,C, =20,<0 i<

Les gains de régulateur F, et les gains d'observateur L, sont obtenus comme suit:
P=X"', F=MP, L =P'N, (3.31)

MFD
Théoréme 3.8: [Tanaka 98] L'équilibre d’un systéme augmenté discret décrit par (2.79) est

asymptotiquement stable s'il existe une matrice commune définie positive P et une matrice
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commune semi définie positive Q telles que:

VIPV,-P+(s-DO<0 i=1.r (3.32)
VitV ) VitV .
——— | Pl—— |-P-0<0 i<} (3.33)
2 2
: G, BF,
pour tous les i et j, sauf les paires (i, j) telles que %, (z(k))h;(z(k)) =0 avecV; = 0’ H /
i

Les inégalités matricielles (3.32) et (3.33) peuvent étre mis sous forme d'LMIs en effectuent
les mémes changements de variables précédents.

On peut définir aussi les LMIs de taux de décroissance pour les systémes augmentés. En
appliquant les théorémes 2.9 et 2.10 a (2.73) et (2.79), respectivement, on dérive les

théorémes suivants:

MFC
Théoréme 3.9 : [Tanaka 98] L'équilibre d’un systéme augmenté continu décrit par (2.73) est

asymptotiquement stable s'il existe une matrice commune définie positive P telle que:

VIP+PV, +(s—1)0+2aP <0 (3.34)

VitVi) o VitV -
' 5 — | P+ P|— 5 — |-0+2aP <0 i< (3.35)

G. B.F.
pour tous les 7 et /, sauf les paires (i, /) telles que &, (z(1)),(2(¢)) = 0. avecV, = { oo }

0 H,

y

On obtient les LMIs suivants en X, P,, M,, N, Y, et Q,ou Q =diag(Q,,0,)
X>0

P, >0
XA -M[Bl + A X -BM,+(s—1Y, +2aF, <0 i=1..,r
A'P,—C'N! +P,A —N.C, +(s-1)Q, +2aP, <0 i=1..r (3.36)

XA + A X +XA] + A, X -M B —BM,-M/B; —B,M,-2Y, +4aP, <0 i<
A'P,+P, 4, + AP, + PA,—C/N] -N,C,—C N/ =N,C, =20, +2aP, <0 i<

P=X"', F=MUP, L =P'N,
MFD
Théoréme 3.10 : [Tanaka 98] L’équilibre d’un systéme flou augmenté discret décrit par
(2.79) est asymptotiquement stable s'il existe une matrice commune définie positive P telle
que:

ViPV,—a’P+(s—=1)0<0 (3.37)
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VitV VitV -
' 5 ' PT -a"P-0<0 i<]j (3.38)

pour tous les i et j, sauf les paires (i, /) telles que &, (z(k))h, (z(k)) =0 eta <1.

Les inégalités matricielles (3.37) et (3.38) peuvent étre mis sous forme d'LMIs en effectuent

les mémes changements de variables précédents.

3.6. Exemple illustratif

Pour illustrer la wvalidité des résultats de relaxation obtenus dans le théoréme 3.3,
considérons a titre d’exemple le modele non linéaire suivant qui est semblable a I'exemple

utilis¢ dans la section (2.7.3).
%, () = x,(¢) +sin x, (£) — 0.1x, (£) + (x (¢) + Du(?)

X, (1) = x, (1) + 2x,(1)
(3.39)
X%, () = x7 (), (1) + x,(2)

X, (¢) = sin x,(¢)
avec x,(t)e[—-a a] et x,(t)e[-b b]
ou a et b sont des constantes positives. Ce systéme non linéaire peut étre représenté par un
systéme flou de T-S composé de quatre modeles locaux selon les régles suivantes :
Réglel:
SI x,(¢) est F' et x,(¢) est F, ALORS  x(¢) = Ax(t) + Bu(t)
Régle2:
SI x,(¢) est F' et x,(¢) est F; ALORS  x(?) = 4,x(t) + B,u(t)
Régle3:
SI x,(¢) est > et x,(t) est F) ALORS  x(t) = 4,x(¢) + B,u(¢)
Régle4:
SI x,(¢) est F> et x,(t) est F; ALORS  i(¢) = 4,x(t) + B,u(?)

ou les fonctions d'appartenance de x,(¢) et x,(¢)sont définies par (2.106) avec les matrices

suivantes:
0 1 1 -0.1 1+a?
1 2 0 0 0
A= 5 B, =
1 a 0 0 0
0 0 1 0 0
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0 1 (sinb)/b -0.1 1+a*
. 1 2 0 0 5 0
2T & 0 0 1o
0 0 (sinb)/b 0 0
0 1 1 -0.1 1
1 20 0 0
A, = B, =
1 00 0 0
001 0 0
[0 1 (sinb)/b —0.1 1
1 2 0 0 0
A4= B4:
1 0 0 0 0
10 0 (sinb)/b 0 0

Pour comparer les conditions de stabilit¢é du théoréme 3.3 et les conditions
conventionnelles et montrer I'intérét de la relaxation des conditions de stabilit¢ de ce

théoreme, d'autres contraintes sont imposées a la conception du contrdleur flou. Dans cet

exemple, la contrainte sur la commande d'entrée ||u(t)|| , Su est ajoutée pour u=5.5. La

contrainte sur la commande d'entrée est exprimée sous la forme de LMI (les conditions
(2.37) et (2.38)).

Dans cette simulation, on suppose que a=14 et b=0.7 et la conditions initiales
x(0)=[-12 05 07 -06].

Le probléme de la conception du régulateur flou qui satisfait les conditions de stabilit¢ du

théoréme 3.3 avec les contraintes sur la commande d'entrée est défini comme suit:

Trouver X >0, Y, >0
Satisfaisants {(3.13), (2.37) et (2.38)}

Les gains locaux du controleur de retour d'état F, et la matrice commune P sont obtenus

comme suit:
1.3590 09.88320 -3.8442 -0.0684

9.8832 102.3557 -48.5407 -0.8560
-3.8442 -48.5407 26.1131 0.4606
-0.0684 -0.8560 0.4606 0.01100

F, =[5.9882 40.1959 —14.7488 —0.2932],F, =[6.0881 40.9750 —15.0883 —0.2984]
F, =[5.6587 34.7254 —10.2981 —0.2864], F, =[5.6680 34.7756 —10.3468 —0.2864]
(3.40)
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La figure 3.13 montre les variations des €tats du systéme non linéaire (3.39) en utilisant (3.40)
avec la condition initiale x(0)= [—1.2 0.5 0.7 - 0.6]T et la figure 3.14 montre la

commande u(?) correspondante.

0.5 0.g
0 0.6
= 05 | =04
= o
D.EL_
-1 ]
a
-1.5 : : : : : : : :
a 10 20 30 40 A0 g 1m 2 30 40 50
Temps (sec) Termps (sec)
0.g 05
0.6 1 0 ]
= 04 g_mr_/—_
o =
0.2 1
-1
ol
: : : : -1.5 : : : :
a 10 20 30 40 A0 g 1m 2 30 40 50
Temps [sec) Temps (sec)

Fig.3.13. Les variations des états du systeme x, (¢), x, (¢), x,(¢) et x,(¢).

La commande u(t)

_4 | | | | | | 1
o ] 10 15 20 25 30 34 40
Ternps (sec)

Fig.3.14. La commande u(¢)
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Le controleur congu qui satisfait la stabilité¢ du systeme (x,(i =1,...,4) > 0 quand ¢ — ) et
les contraintes sur l'entrée (||u(t)|| , =2.9514 < p) selon les conditions du théoréme 3.3 pour le

MEFC, est faisable.

3.7. Stabilisation adaptative pour les modéles flous de T-S

Dans cette section, on présente deux fagons différentes pour traiter le probleme de la
stabilisation adaptative lorsque il existe des termes d'incertitudes sur le systéme. Dans le
premier cas, on suppose que les fonctions d'appartenance du systéme et du contrdleur sont
¢gales, et dans le deuxiéme cas, on suppose qu'ils sont différents.

Considérons le systéme non linéaire décrit par I’équation suivante:

X =A(x,0)x+ B(x,0)u (3.41)
ol O est le vecteur qui contient les termes d'incertitudes dans le systéme, 6 dénote la valeur

estimée de@ et @ =0 —0 est lerreur d'estimation. Si @ est substituée & 6, 'équation (3.41)

peut étre récrite comme suite:

X = A(x,0)x + B(x,0)u + WO (3.42)

ou W est une matrice de dimensions appropriées. Ce systéme peut étre représenté sous forme
d'un modele flou de T-S. Les régles du modele flou et du contréleur sont représentées par

(1.1) et (2.17) respectivement. Le systeme (3.42) peut alors étre réécrit comme suit:

5= Sy (x.6)h, (x.0)(4 — BF )x+ WO (3.43)

i=1 j=1

ou 4, et B, sont les matrices du systeéme.

Dans la suite, la stabilité de (3.43) sera étudiée.

Théoréme 3.11 : [Kuang 06] L'équilibre d'un systeme flou continu décrit par (3.43) avec la

loi d'adaptation

6 =W Px (3.44)

et les fonctions d'activation #, (x,é) €[0 1] est asymptotiquement stable s'il existe une matrice

commune P définie positive telle que :

G/P+PG, <0 i=1l..r (3.45)
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G,+G,\ G, +G, o
—— P+PT <0 i<

(3.46)

pour tous les i et j, sauf les paires (i, /) telles que 4, (z(1))h,(z(1)) =0 avec G, = 4, — B, F

Preuve : Considérons la fonction de Lyapunov suivante:

V(x)=x"Px+ 67T6~’

(3.47)

En prenant la dérivé par rapport au temps de V' (x(¢)) le long de la trajectoire de (3.43), on

obtient:
V(x(t)) = 27 (1)Px(t) + x" (1)Pi(t) + 2070

r r

V=3 hhx"{(4,-BF,Y P+ P4, - BF,)jx+2x" PWO +2078
=1

i=l j

et puisque 0 =0—0 alors 67 =—0 donc;

c & G.+G. T G.+G.
= hinT(GiiTP+PG”)X+2zhihij{(%j P+P( ij . ji j}x

j=1 J=1
(3.49)
S'il existe une matrice définie positive P satisfaisant (3.45) et (3.46), alorsV < 0.
= Obtention de la loi d’adaptation

Pour avoir ¥ (x) <0 dans la relation (3.48), il faut garantir que :

V=Y b x" {4~ BF,) P+P(4, - BF <0

i=1 j=1

(3.48)

(3.50)

La condition (3.50) est déja vérifiée par la relation (3.49). De plus, les paramétres

d’incertitudes tendent vers a zéro c'est a dire:

26" PWG +2076 =0 = 2(xTPW+§T)§=0

Sachant que 0 =0, on obtient x" PW —0” =0. Enfin, la loi d’adaptation obtenue est:

0 =w"Px. Ainsi, V € L, et 0 e L . Ensuite, il existe un & >0 satisfaisant :

G!'P+PG, <—¢l
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En intégrant les deux membres de (3.49) on obtient :

V(t)—V(0) = jo thﬁ—j; ighfxTxdt
i=1

g t
< ——.[ x" xdt
r 0

En outre, cette dernicre relation peut étre réécrite comme suit:

[ x"xdt < v (0) (3.51)
0 &

La relation (3.51) signifie que J‘;|x|2 dt est bornée, c'est a dire que x e L, .

A partir de (3.43), la loi d’adaptation affecte seulement les fonctions d’activation. Notons

quand les LMIs de (3.45) et (3.46) sont faisables et /4, (é) variant dans [0 1], les fonctions

d’activation du controleur restent constantes sans 1’adaptation de 0.

Si on n’adapte pas 6 dans le contrdleur, la loi d’adaptation (3.44) est seulement une

dynamique interne. En conséquence, le systéme bouclé est réécrit comme suit:

5= 00k, (x,6,)4, - BF, b+ W8 (3.52)

i=1 j=1

ou éo ¢’est la valeur initiale de 6. Selon la preuve du théoréme 3.11, on a:

V=33 b (x.00h,(x.0,)x G, P+ PG, x (3.53)

i=1 j=1
La différence entre 4, (x,é) et 7, (x, éo) meéne a des conditions LMIs plus limitées. Ces
conditions sont définies par le théoréme suivant :

Théoréme 3.12 : [Kuang 06] L'équilibre d'un systéme flou continu décrit par (3.52) avec la
loi d'adaptation (3.44) et les fonctions d'activation hl.(x,é) €[01], est asymptotiquement

stable s'il existe une matrice commune définie positive P telle que :
(4, -B,F) P+P(4,—-BF,)<0 ij=12,.r (3.54)

3.7.1. Exemple illustratif

Supposons dans cet exemple qu'il existe des termes d'incertitudes sur le systéme, le

probleme de la stabilisation adaptative se traite selon deux cas: Le premier avec la loi

d'adaptation (3.44) et le deuxiéme sans l'utilisation de la loi d'adaptation dans le controleur.
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Considérons un systéme non linéaire avec des paramétres inconnus décrit par les équations

suivantes:
%,(1) = x, (1) + %7 ()6,
X%, (1) = x, (1) + x3 (1)0,
X5 () =u(t)

Ce systéme peut étre réécrit sous la forme générale suivante :

%= Ax+Bu+Wo

ou
x0, 1 0 0 x, 0 7
A=| 0 x,0, 1|, B=|0|, wW=|0 x| 5:%}
0 0 0 1 0 0 2

ou 6, est la valeur estimée de 6, et 6, =0, — 6, est I’erreur d’estimation.

Supposons que x,0, €[-2 2] et x,0, €[-2 2] avec les conditions initiales 6,, = 6,, =1
Ce systéme peut étre représenté par le modele flou de T-S suivant :

Réglei :

SI x, est Fjet x,est F;  ALORS  i(f) = A x(t) + Bu(t) i=1,.4

ou les fonctions d’activation sont:

Fil =Fi3 — lel +2 , Fiz =F,14 — 2_ I)Cl , le — F23 — 02x2 + 2 , FZZ — F24 — 2 _02)(:2
4 4 4 4
Les matrices 4, et B, du systéme sont:
-2 1 0 -2 10 1 0 210
A4 = -2 1| 4,={0 2 1| 4,= -2 1| 4,=/0 2 1
0 0 0 00 0 0 0 00

B =B,=B,=B,=[0 0 1]

les inégalités matricielles de (3.45) et (3.46) peuvent étre mis sous forme d'LMI comme suit:

X>0
XA +A4X-M]B -BM, <0 i=1,..4 (3.55)
XA +AX+XA; + A, X-M B —BM,-M/B; —B.M,<0  i<j
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ot X=P' M, =FX

On obtient & partir de (3.55) la matrice commune P= X' et les gains du controleur

F,, F,, F, et F,comme suit:

0.4737 0.1576 0.0134
P=|0.1576 0.0567 0.0048 |>0
0.0134 0.0048 0.0005

F =[11404 4219 353], F,=[1663.1 609.8 51.0]

F,=[12412 4554 38.1], F,=[1764.0 643.4 539]
Puis, la loi d'adaptation ou la dynamique interne (3.44) est exprimée par:

é 3 0.14737x; +0.1576x] x, +0.0134x]x,

= 5 X 5 (3.56)
0.1576x5x, +0.0567x; +0.00480x; x,

La figure 3.15 représente les réponses du systeme avec la loi d’adaptation (3.44), et la figure

3.16 représente les réponses du systéme sans utiliser la loi d’adaptation dans le controleur.

a 0.5 1 15 2 25 3 3.4 4 4.5 5

—_

0 0.4 1 1.4 2 24 3 3.h 4 4.5 ]

= dr
i
* 10 .

_2':' 1 | | | | | | 1 |
a 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Temps [sec)

Fig.3.15 Stabilisation des états x,(¢), x,(¢) et x,(¢) avec la loi d'adaptation.
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a 0.5 1 15 2 25 3 3.4 4 4.5 5

o 0.4 1 1.4 2 24 3 3.h 4 4.5 ]

%3
=
T
1

_3':' 1 | | | | | | 1 |
a 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Temps [sec)

Fig.3.16 Stabilisation des états x,(¢), x,(¢) et x,(¢) sans la loi d'adaptation.

La figure 3.15, montre la convergence des trajectoires x,(?), x,(¢) et x,(z) vers zéro a partir

conditions initiales x(0) = [0.4 0.7 - O.S]T en utilisant la loi d’adaptation (3.44). Les
trajectoires convergent également vers zéro sans utiliser la loi d’adaptation dans le contrdleur
comme montré sur la figure 3.16.

Jusqu'a maintenant, toutes les situations que nous avons discutées sont avec la restriction
des fonctions d'appartenance entre 0 et 1. Réellement, il est possible de trouver des
fonctions d'appartenance a I'extérieur de la région [0 1], mais les LMIs correspondantes sont
trés difficiles a résoudre, de plus elles sont tres limitées.

Ce phénomene sera discuté dans la section suivante.

3.8. Analyse de la stabilité globale des modéles flous de T-S

Dans cette section, on propose un résultat de la stabilité globale pour les modeles flous de
T-S. Dans les analyses précédentes, les fonctions d’activation doivent satisfaire les conditions

suivantes :

> b (=) =1
0<h(z(t) <1

i=12,..,r
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Supposons que les fonctions d’activation doivent satisfaire la condition F/ ¢ [0 1].

La seule restriction est que la somme des fonctions d’activation soit égale a un

(z u;(t)=1). On utilise le concept PDC pour construire le controleur de retour d'état. Le

i=1
systéme en boucle fermée peut étre représenté comme suit :

50 = 33 h (), ((0)G,x(0) (3.57)

i=1 j=1

ou G, =4, - B,F,

Théoréme 3.13 : [Kuang 96] Le systéme (3.57) est globalement quadratiquement stable s'il

. . , . .. T
existe une matrice commune définie positive P = P’ telle que :

A A

11 1r

<0 (3.58)
rl Arr

A
A, =XAT +A4X-M'B' ~BM, <0 i=1,.,r
A, =AX+A4,X-BM,-BM <0 i<j

ot X=P', M,=FX et A,=N,

Preuve : Soit la fonction de Lyapunov V(x(z)) = x" Px . La dérivée par rapport au temps de
V(x)le long de la trajectoire de (3.57) donne:
V(x)=x"Px+x"Px
V()= h(z)h,(z(t)G] P+ PG, )x(t)
i=1 i<j

=3 B2 (2O)(Px) <X (AT — FTBT )+ (4, - B,F,)X }Px

+ Z Z h(z(E)h, (z(6))(Px)" x{X (4] + 47 —~F" B ~F'B!)

+(4, +4,-B,F,~B,F,)X |Px

= Z hi (z(O)(Px)" A, Px + Z Z h,(z(1))h; (z(1))(Px)" A Px

i=l i<j

+ 2 2 h (z()h; (z(1))(Px)" A, Px

i=l i<j
h(z)Px|'TA,, - A, h(z)Px
h(z)Px| |A,, - A_|h (z)Px
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La LMI (3.58) conduit & ¥ (x) <0

Généralement, il est difficile de trouver la solution faisable pour la LMI (3.58) parce que la
dimension de la matrice (3.58) est grande.
Puisque la stabilité globale est indépendante a I'univers de discours dans ce théoréme, il peut

étre aussi possible de trouver la solution faisable si nous réduisons l'univers de discours.

3.8.1. Exemple illustratif

On propose l'exemple suivant pour vérifier le théoreme 3.13. Considérons le systéme non

X, B 0 1 X, 0 , 3.59
X, -4 x, =3 x, +x1—2u() (3-59)

Ce systéme peut étre représenté par un modele flou de T-S avec les régles SI -ALORS

linéaire suivant :

suivantes:
Reéglei: SI x,(¢) est Fli ALORS  x(¢) = A,.x(¢) + Bu(t) i=12

Nous choisissions x,(¢#) comme une variable de prémisse dont les fonctions d’appartenance

sont définies par:

I x, —d

IZD—d > Flzzl_Fll

avec les matrices d’évolution et de commande suivantes :

0 1 0 0 1 0
4, = , B = , 4, = , B,=
-4 D-3 D-2 -4 d-3 d-2

ou D et d sont les limites supérieure et inférieure de x, respectivement.
Considérons deux gammes différentes de x,(z) et toutes les simulations sont effectuées en

assumant la méme condition initiale x(0) = [10 - IO]T .

Cas 1: Supposons dabord que D=8 d=5.9. Dans cette situation, les fonctions
d'appartenance ne sont pas incluses dans [0 1] a cause de I'état initial de x, qui se trouve a
I’extérieur de [d D].

En résolvant la LMI (3.58), on trouve la matrice commune définie positive P et les gains de

retour d'état F,comme suit:
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. 0.0049 0.0015
~10.0015 0.0056

F, =[-0.7287 1.16666], F, =[-0.8034 1.2258]

Les résultats de la stabilisation des états et de commande d'entrée sont montrés sur la figure
3.17. Les fonctions d'appartenance F' et F,> montrées sur la figure 3.18, ne sont pas incluses

dans [0 1].

Cas 2 : Considérons une marge plus étendue de I'univers de discours D =50, d =-50.

La matrice commune définie positive P et les gains de retour d'état F, et F, obtenus sont :

[7.4394 15966
1 1.5966 2.0642

F =[0.2059 1.0918], F, =[0.0183 0.9185]

Les résultats de la stabilisation des états et de commande sont montrés sur figure 3.19 et les

fonctions d’appartenance qui varient dans [0 1] sont montrées sur la figure 3.20.

1|:| T T T T T
g DW
=
_1|:| | | | | |
1] a 10 15 20 25 30
1|:| T T T T T
5 ot
=
_1|:| | | | | |
0 o 10 15 20 25 30
EI:I T T T T T
40 .
@ 20 .
D]—\_/_\\/\/V\/W—/m
_2|:| 1 1 1 1 1
1] ] 10 15 20 25 30

Temps [sec)

Fig.3.17. Les réponses d'états x,(¢), x,(¢) et de commande u(¢) avecD =8 et d =5.9
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a ] 10 15 20 25 30
Temps [sec)
Fig.3.18. Les fonctions d'appartenance F,' et F>, avec D=8 et d =5.9

w1(t)

¥2(t)

it

Fig.3.19.

10

-10
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a

15

|
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|
20

25

15

Temps [sec)

30

Les réponses d'états x,(¢), x,(¢) et de commande u(¢) avec D =50 et d =-50
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I:IEE T T T T T
0.6 .

0.55 .

F11

0.5+

0.45 - 4

=
M
—_—
[
—
m
]
]
[l
m

30

0.5 T

0.6 .

0.55 - .

F12

0.5+
0.45 4

0.4 ' ' :
10 15 20 25 30

Temps [sec)

]
m

Fig.3.20. Les fonctions d'appartenance F,' et F>, avec D =50 et d =50

Résultats :

* En réduisant l'univers du discours, il est possible de rendre une LMI faisable.

= [l est possible de choisir n'importe quel univers de discours, s'il existe une matrice P
commune satisfaisant une LMI faisable.

®  Un petit univers de discours mene a une réponse lente du systéme. D'autre part, pour un

grand univers de discours la réponse du systéme devient rapide.

3.9. Conclusion

Dans ce chapitre, de nouvelles conditions de stabilité des systemes flous de T-S continus et
discrets sont proposées. Ces conditions relachées sont exprimées en termes d’LMIs et
permettent de réduire le conservatisme produit par les contions classiques présentées dans le
chapitre précédent. Elles se basent principalement sur le nombre maximal de régles actives a
chaque instant d'une part, et par l'introduction des conditions supplémentaires d'autre part.
Pour montrer l'intérét de relachement, nous avons présenté un exemple illustratif pour

comparer les trois théorémes au niveau de la faisabilit¢é des LMIs. Nous avons présenté
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également un exemple de la stabilisation adaptative floue quand il existe des termes
d'incertitudes sur le systéme. Différentes conditions de stabilité exprimées sous forme d’LMIs
sont obtenues si les fonctions d'appartenance du systéme et du contrdleur sont différentes.
Enfin, pour arriver a la stabilité globale, nous avons obtenu de nouvelles conditions LMIs, et
ceci signifie que les fonctions d'appartenance peuvent étre négatives ou plus grande que 1.

Cette approche est prouvée a travers un exemple illustratif.
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Conclusion et perspectives

Les méthodologies traitées dans ce mémoire sont essentiellement théoriques, elles sont
consacrées a la relaxation des conditions de stabilit¢ pour les systémes non linéaires décrits
par les modeles flous de Takagi-Sugeno. Leur établissement fait appel a la fonction de
Lyapunov quadratique. L'é¢tude que nous avons menée est organisée en deux parties: la
premicre traite l'analyse de la stabilité et de la stabilisation des modeles flous de type T-S ou
les résultats obtenus sont conservatifs. Dans la deuxiéme partiec nous avons proposé de
nouvelles conditions permettant de réduire la conservativités de résultats.

En effet, aprés avoir donnée un rappel sur les systeémes flous de T-S continus et discrets,
nous avons présenté¢ la notion d’inégalités matricielles linéaires (LMlIs) appliquée a la
commande des systémes non linéaires.

L’analyse de la stabilit¢ et de la stabilisation des modeles flous de T-S, basée sur la
fonction de Lyapunov quadratique conduit a 1’¢laboration de conditions suffisantes de
stabilité et de stabilisation avec I'utilisation de la loi de commande PDC. Les conditions
obtenues sont formulées en terme d’inégalités matricielles non linéaires qui peuvent étre
transformées en LMIs par les techniques classiques de changement de variables pour
I’exploitation numérique de ces conditions.

Nous avons montré a partir du modéle T-S, une méthode de commande de type PDC. Cette
loi de commande tres utilisée, est basée sur la connaissance de I’état, c'est-a-dire, elle
nécessite la disponibilité de tous les états. Comme cette condition est rarement vérifiée,
l'utilisation d'un observateur permettant d’estimer I’état du systéme devient nécessaire.
L'observateur flou de T-S est alors construit par interpolation d'observateurs locaux de type
Luenberger. Ces derniers, ont pour avantage le fait d’avoir la méme structure que les modeles
de T-S. Le principe de séparation permet de trouver séparément les gains de l'observateur et
du régulateur (dans le cas des prémisses mesurables) a été utilisé. Dans ce cas la recherche de
la matrice commune P et les gains (d'observateur et du régulateur) est facile a mettre en
ceuvre et peut étre énoncée comme un probléme d'optimisation convexe en terme d'TMI
résolu efficacement. Les résultats de simulation d'un systéme non linéaire ont permis
d'illustrer lefficacité de l'approche LMI et les performances d'observation. Cependant, les
conditions de stabilité obtenues sont assez conservatives car elles exigent la stabilité de touts
les modéles locaux. Nous avons montré qu'il est possible d'améliorer cette conservativité¢ des

LMI en proposant deux méthodes de relachement, la premicre se base sur le nombre maximal
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de regles actives a chaque instant. On a suppos€ que ce nombre est inférieur au nombre total
de régles. La deuxiéme méthode s'inspire de la premiére en introduisant des variables
supplémentaires permettant de regrouper les intersections entre les modéles locaux dans une
seule matrice. Un exemple de simulation est illustré pour montrer l'intérét du relachement, et
¢galement pour comparer les nouvelles conditions de stabilité avec les conditions classiques
au niveau de la faisabilit¢é des LMIs. Nous avons constaté que les conditions proposées
contiennent des conditions plus relachées que les autres conditions. Des exemples de
simulation concernant la construction d'un régulateur flou (et d'un observateur dans le cas de
systémes augmentés) basé sur les conditions relachées LMI satisfaisant la stabilité, le taux de
décroissance, les contraintes sur l'entrée et sur la sortie ont prouvé l'efficacité des nouvelles
conditions, et par conséquent, l'efficacit¢ de l'approche LMI. Nous avons ensuite étudi¢ un
probléme de la stabilisation adaptative dans le cas ou les incertitudes existent. On a traité deux
cas, dans le premier, les fonctions d'appartenance du systéme et du controleur sont supposées
¢gales, et dans le deuxiéme cas on a supposé quelles sont différentes. Les LMIs obtenues dans
les deux cas permettent de stabiliser le systéme. Enfin, on a montré qu'il est possible de

trouver des fonctions d'appartenance a l'extérieur de la région [O 1], bien que la résolution du

probléme de la faisabilit¢ de I’'LMI devienne plus difficile. Dans ce cas la stabilité¢ globale du
systeme flou est assurée. Un exemple de simulation est traité pour prouver l'approche de la
stabilité¢ globale. Cet exemple illustre aussi l'influence des fonctions d'appartenance sur la
stabilité des systémes flous de T-S.

Deux perspectives principales ont envisageables dans le sens de la diminution du
conservatisme des conditions de stabilité qui peuvent intervenir aux niveaux suivants:

= Nous avons montré que la fonction de Lyapunov permet de déterminer de maniére rapide
et précise les conditions de stabilité et de stabilisation des modéeles flous de T-S, mais dans
certains cas, ces conditions se montrent trés conservatives. Parmi les causes du conservatisme
de cette méthode: les fonctions d'activation, généralement dépendantes de I'état, sont
totalement ignorées, c'est-a-dire, toute I’information contenue dans ces fonctions est non
utilisée. L'utilisation des fonctions de Lyapunov non quadratiques permet de réduire ce
conservatisme en prenant en compte les prémisses des modéles flous.

* La loi de commande PDC utilisée le long de ce travail permet de trouver les conditions
suffisantes de stabilité et de stabilisation. L'utilisation de la loi de commande de type CDF
(Compensation et Division pour modeles Flous) permet de décrire de nouvelles conditions de
stabilité et de stabilisation qui peuvent €tre moins conservatives en réduisant le nombre de

conditions mise en ceuvre (cette méthode permet d'éviter l'utilisation des modéles croisés).
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Résumé:

Ce mémoire a pour objet la proposition de nouvelles conditions de stabilité¢ des systémes flous
de T-S, obtenues par le relachement des conditions classiques formulées en termes LMI. Dans
le premier chapitre, les modeles flous de T-S continus et discret sont rappelées, Ainsi que
l'outil numérique LMI et leurs propriétés matricielles. Le second chapitre s'intéresse a 1'é¢tude
de la stabilité et de la stabilisation de ce type de modéeles flous. Cette étude est faite par une
approche utilisant une fonction de Lyapunov quadratique. Celle-ci permettant d'écrire
facilement des conditions sous la forme de contraintes LMI. Des conditions de stabilisation
avec un observateur d'état sont également données. Les conditions obtenues étant seulement
conservatives. Dans le dernier chapitre, deux types de relichement sont proposés pour réduire
cette conservativité. Dans le premier, on suppose que le nombre de régles actives a chaque
instant est inférieur au nombre total de regles, et le deuxieme consiste a introduire des
variables supplémentaires. Enfin, un exemple de la stabilisation adaptative est traité, et la
stabilité¢ globale des modeles flous T-S est assurée.

Mots clés : Modéle flou de Takagi-Sugeno, Inégalité Matricielle Linéaire (LMI),
Concept PDC, Conditions de stabilité, Observateur flou, Relichement, Systémes non
linéaires.

Abstract:

This memory has for object the proposition of new conditions of stability of T-S fuzzy
systems obtained by relaxing the classic conditions formulated in terms LMI. In the first
chapter, the continue and discrete T-S fuzzy model is recalled, as well as numerical tool LMI
and their matrix properties. The second chapter is interested in survey of the stability and the
stabilization of this type of fuzzy models. This survey is made by an approach using a
quadratic Lyapunov function. This one permitting to write some conditions easily in the form
of LMIs constraints. The conditions of stabilization with an observer of state are also given.
The conditions obtained being only conservatives. In the final chapter, two types different of
relaxation are proposed to reduce this conservativity. In the first, we assume that the number
of active rules at every instant is lower than the total number of rules, and the second consists
in introducing supplementary variables. Finally, an example of the adaptive stabilization is
treated, and the total stability of the T-S fuzzy model is guaranteed.

Keywords:Takagi-Sugeno fuzzy model, Linear Matrix Inequality (LMI), Concept PDC,
Conditions of stability, Fuzzy observer, Relaxation. Nonlinear systems,

cua-dla
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