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Introduction générale

La logique floue qui repose sur la théorie mathématique des ensembles flous a été initiée

dans les années soixante par Lotfi Zadaeh à l'université de Berkeley. L'intérêt principal de la

logique floue est  de permettre la représentation et le traitement de connaissances imprécises.

Elle  est utilisée dans des domaines aussi variés que les systèmes expert, la classification de

données, le traitement du signal, la gestion des bases de données, la modélisation ainsi que la

commande des systèmes automatiques. La première application de la commande floue a été

réalisée par Mamdani en 1974 sur un moteur à vapeur, et la première application industrielle a

porté sur la commande d'un four à ciment par logique floue.

     Habituellement la logique floue est exprimée par un ensemble de règles linguistiques dites

règles  floues,  elles  sont  utilisées  pour  décrire  le  comportement  dynamique  d'un  système

inconnu ou mal défini. De ce point de vu, on distingue deux types principaux de systèmes

flous: les systèmes flous à conclusion symbolique (systèmes flous linguistiques ou de

Mamdani) et ceux à conclusion fonctionnelle (systèmes flous de Takagi-Sugeno). Dans les

deux types, les prémisses des règles sont exprimées symboliquement, seule l’expression des

conclusions des règles permet alors de dissocier les deux types de systèmes. Pour les systèmes

flous de type T-S la partie conclusion est exprimée sous la forme d’une constante ou  de

manière générale d’une fonction ou d’une équation différentielle dépendant des variables

d'entrées. Les modèles flous de type Takagi-Sugeno, peuvent s'interpréter comme un

ensemble de modèles linéaires affines interconnectés par des fonctions non linéaires

dépendantes des variables de prémisses. Ces fonctions peuvent être obtenues par différentes

méthodes, soit par identification ou par linéarisation autour d'un ensemble de points de

fonctionnement, soit directement à partir d'un modèle mathématique non linéaire [Morère 01],

[Chad 02]. Cette dernière est la méthode utilisée le long de ce mémoire, dans ce cas les

modèles non linéaires peuvent se mettre sous la forme de modèles T-S représentant

exactement le modèle non linéaire dans l'espace d'état.

     La loi de commande couramment utilisée dans ce type de modèles est le retour d'état

linéaire appelée PDC (Parallel Distributed Compensation) [Wang 95], [Tanaka 98]. L'analyse

de la stabilité et de la stabilisation de ces modèles dans la plupart des travaux est basée

généralement sur la fonction de Lyapunov quadratique qui produit des conditions suffisantes

de stabilité [Tanaka 98], [Kim 00], [Wang 96]. Ces conditions peuvent être exprimées sous

forme d’inégalités matricielles linéaires (LMI). L’intérêt principal de la fonction quadratique
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est que la recherche d'une matrice commune et les gains de retour d'état est facile à mettre en

ouvre et peut être exprimée comme un problème d'optimisation convexe en terme de LMI

résolu efficacement par différentes  méthodes. Dans notre travail, la méthode utilisée est celle

du point intérieur [Boyd 94]. Cependant, les conditions de stabilité obtenues étant seulement

suffisantes et assez conservatives car elles exigent la stabilité de tous les modèles locaux (sous

modèles). Pour réduire ce conservatisme ou relâcher ces conditions de stabilité, plusieurs

travaux traitant la relaxation LMI ont été publiés  ces dernières années [Tanaka 98], [Tanaka

01], [Kim 00], [Teixeira 03], [Chun 06]. Notre travail se focalise sur le relâchement des

conditions de stabilité des systèmes flous de T-S exprimées sous forme d’LMI. On propose

deux types de relâchement et on fait la comparaison avec les conditions classiques au niveau

de la faisabilité de LMI à travers des exemples illustratifs simulés sous l’environnement

MATLAB.

Ce mémoire, décomposé en trois chapitres, est organisé de la manière suivante:

     Le chapitre 1 est consacré aux notions et aux outils utilisés le long de ce mémoire. Il

présente les modèles flous de T-S. Il présente également l'outil numérique LMI et différentes

propriétés matricielles et problèmes classiques utilisées dans la suite de ce mémoire. La

notion de la région de l'attraction (ROA) et de la faisabilité est également présentée.

     Dans le chapitre 2 on présente l'étude de la stabilité et de la stabilisation des modèles flous

de T-S. Les conditions de stabilité et/ou stabilisation sont obtenues à l'aide de la fonction de

Lyapunov de type quadratique et s'expriment sous forme d’inégalités matricielles linéaires

(LMI). La loi de commande utilisée dans ce cas est du type PDC (Parallel distributed

Compensation). Dans ce cadre, nous représentons des conditions suffisantes satisfaisant le

taux de décroissance, les contraintes sur la commande et sur la sortie. Enfin nous représentons

quelques résultas obtenus en utilisant un observateur flou pour estimer les états non

observables. Les exemples présentés dans ce chapitre montrent l'efficacité de l'estimation

d'état d'une part, et   l'efficacité de l'approche LMI d'une autre part.

     Dans le troisième chapitre, nous présentons de nouvelles conditions de stabilité permettant

de réduire le conservatisme des résultats précédents en utilisant deux types de relâchement.

Dans le premier type, on suppose que le nombre de règle actives à chaque instant est

inférieure au nombre total de règles. Dans le deuxième, on introduite des variables

supplémentaires permettant de regrouper les intersections entre les modèles locaux dans une

matrice unique. Des exemples de simulation permettent d’une part d’illustrer  l'efficacité des
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deux types de relâchement, et d’autre part de voir la comparaison avec les conditions

classiques au niveau de la faisabilité des LMI. Un autre point développé dans ce chapitre, est

de proposer un exemple de la stabilisation adaptative, dans le cas où les incertitudes existent

sur le système. De nouvelles conditions LMIs de la stabilité globale sont présentées. Puis, des

exemples illustratifs permettent de montrer  que les conditions obtenues sont moins

conservatives que leurs équivalentes classiques.

Nous terminons par une conclusion qui rassemble les travaux réalisés  dans le cadre de ce

mémoire et  perspectives envisagées.
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CHAPITRE   I

Modèles flous de Takagi-Sugeno

et Inégalités Matricielles Linéaires (LMI)

1.1. Introduction

     Ce chapitre a pour objet de présenter les modèles flous de type Takagi-Sugeno continus et

discrets [T-S 85]. Dans la première partie, on donne leurs définitions et nous présentons  les

différentes techniques de les obtenir à partir d’un modèle non linéaire avec des exemples

illustratifs sur la méthode la plus utilisée  pour obtenir ces modèles. La deuxième partie

présente l’outil LMI et les différentes techniques d’analyse et de réduction utilisées dans ce

travail.

1.2. Modèle flou de type Takagi-Sugeno

     Le modèle flou de Takagi - Sugeno est décrit par un ensemble de règles floues SI-ALORS,

représentant des relations locales d’entrées/sorties linéaires en différents points de

fonctionnement d’un système [T-S 85]. Ces représentations locales, appelées "sous-modèles",

permettent d’exprimer la dynamique d’un système autour de points de fonctionnement

particuliers de l’espace d’état.

La  particularité  d’un modèle flou de T-S est que la logique floue est seulement utilisée dans

la partie prémisse des règles. La partie conclusion utilise des variables numériques plutôt que

des variables linguistiques et s’exprime sous la forme d’une constante ou  de manière générale
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d’une fonction ou d’une équation différentielle dépendant des variables d'entrées.

    Les modèles flous de T-S sont représentés dans l’espace d’état sous la forme continue

(MFC)  et discret (MFD):

Modèle flou continu (MFC)

Règle i du procédé :

SI )(1 tz est iF1 et … et )(tz p est i
pF    ALORS ri

txCty
tuBtxAtx

i

ii ,..,2,1
)()(

)()()(
=

î
í
ì

=
+=&

(1.1)

où ntx ÂÎ)( représente  le vecteur d’état du modèle, mtu ÂÎ)( le vecteur des entrées et
qty ÂÎ)( le vecteur des sorties. nn

iA .ÂÎ )..,2,1( ri = la matrice d’état, mn
iB .ÂÎ la

matrice des entrées et nq
iC .ÂÎ la matrice des sorties. ptz ÂÎ)( )..,2,1( rp = est appelé

vecteur des prémisses. Ce dernier ne possède pas de caractéristiques particulières et peut donc

être composé de variables d’état ou de fonctions de variables d’état.

     Chaque équation de sortie est représentée sous la forme d'état )()( tuBtxA ii +  appelée  un

"sous-modèle". A chaque règle iR  est attribué un poids ))(( tzwi  qui dépend du degré

d’appartenance de )(tz j  aux sous ensembles flous i
jF , et du choix de la modélisation de

l'opérateur  ‘ET’ reliant les  prémisses d'où:

Õ
=

=
p

i

j
ii tzFtzw

1

))(())(( (1.2)

))(( tzF j
i est la valeur de la fonction d’appartenance jz dans l’ensemble flou j

iF et 0³"t  :

ri
tzw

tzw

i

r

i
i ,...,2,1

0))((

0))((
1 =

ïî

ï
í
ì

³

>å
= (1.3)

Les sorties finales du modèle flou de T-S sont décrites de la manière suivante :

{ }

ï
ï
ï
ï

î

ïï
ï
ï

í

ì

å

å
=

å

å +
=

=

=

=

=

r

i
i

r

i
ii

r

i
i

r

i
iii

tzw

txCtzw
ty

tzw

tuBtxAtzw
tx

1

1

1

1

))((

)()(
)(

))((

)()()(
)(&

(1.4)
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En posant

å
=

= r

i
i

i
i

tzw

tzwtzh

1

))((

))((
))(( (1.5)

où

ri
tzh

tzh

i

r

i
i ,...,2,1

0))((

,1))((
1 =

ïî

ï
í

ì

³

=å
= (1.6)

Donc l'équation (1.4)  peut être réécrite comme suite :

{ }

ï
ï
î

ïï
í

ì

=

+=

å

å

=

=

r

i
ii

r

i
iii

txCtzhty

tuBtxAtzhtx

1

1

)())(()(

)()())(()(&
(1.7)

De la même manière, le modèle flou discret est défini comme suit :

Modèle flou discret (MFD)

Règle i du procédé :

SI )(1 kz est iF1 et…et )(kz p est i
pF  ALORS ri

kxCky
kuBkxAkx

i

ii ,..,2,1
)()(

)()()1(
=

î
í
ì

=
+=+

(1.8)

Les sorties finales du modèle flou sont définies par :

{ }

ï
ï
ï
ï

î

ïï
ï
ï

í

ì

å

å
=

å

å +
=+

=

=

=

=

r

i
i

r

i
ii

r

i
i

r

i
iii

kzw

kxCkzw
ky

kzw

kuBkxAkzw
kx

1

1

1

1

))((

)()(
)(

))((

)()()(
)1(

(1.9)

En posant

å
=

= r

i
i

i
i

kzw

kzwkzh

1

))((

))((
))(( (1.10)

L'équation (1.9)  peut être réécrite comme suite :

{ }

ï
ï
î

ïï
í

ì

=

+=+

å

å

=

=

r

i
ii

r

i
iii

kxCkzhky

kuBkxAkzhkx

1

1

)())(()(

)()())(()1(
(1.11)
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Généralement, il est plus difficile de justifier le mot ”flou“ pour ce type de modèles.

Effectivement si on peut considérer que l’approche historique consistait à utiliser des

connaissances a priori sur la commande d’un système pour les intégrer dans un régulateur,

dans le cas des modèles flous de T-S on ne retrouve pas cette philosophie. On peut

simplement dire, que la représentation sous la forme d’un modèle flou de T-S est une ”astuce“

permettant une réécriture du modèle non linéaire en ”reportant“ les non linéarités dans la

partie prémisse des règles [Morère 01].

1.3. Obtention d’un modèle flou de T-S

Les modèles flous de T-S peuvent être obtenus de trois façons:

§ Par identification, à partir  des signaux d'entrées/sorties on peut identifier les paramètres

du modèle local correspondant aux différents points de fonctionnement [Gasso 00].

§ La seconde méthode consiste à linéariser le modèle autour d’un ensemble de points de

fonctionnement [Tanaka 01].

§ La troisième méthode permettant de passer d’un modèle non linéaire affine en la

commande à un modèle flou de T-S. Elle permet d’obtenir un représentant de type T-S d’un

modèle non linéaire (Il ne s’agit pas d'une linéarisation autour de points de fonctionnement)

[Thier 01], [Morère 01]. Cette troisième approche qui est utilisée dans la suite de ce mémoire.

Notons aussi que pour un système donné, l’obtention d’un modèle de T-S n’est pas unique.

1.3.1. Transformation d’un système non linéaire en un modèle flou de T-S

     Cette méthode permettant de passer d’un modèle non linéaire affine en la commande,  de

la forme (1.12) dans le cas continu et (1.13) dans le cas discret,  à un modèle flou de T-S est

appelée aussi approche par secteur non linéaire.

î
í
ì

+=
+=

)())(())(()(
)())(())(()(

tutxDtxgty
tutxBtxftx&

(1.12)

î
í
ì

+=
+=+

)())(())(()(
)())(())(()1(

kukxDkxgky
kukxBkxfkx

(1.13)

où ,))((,))((,))((,)(,)(,)1(,)( qnnqqnn txgkxftxfkytykxtx ÂÎÂÎÂÎÂÎÂÎÂÎ+ÂÎ

mqmqmnmnq kxDtxDkxBtxBkxg .... ))((,))((,))((,))((,))(( ÂÎÂÎÂÎÂÎÂÎ .

Elle permet d’obtenir un  représentant de type T-S  d’un  modèle  non linéaire.  L’avantage de
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cette méthode et de réduire le nombre de modèles locaux par rapport à la méthode de

linéarisation. En effet, le nombre de contraintes matricielles  se trouve généralement réduit par

cette  méthode.  Dans  toute  la  suite,  seul  le  cas  continu  est  pris  en  compte,  le  cas  discret  se

traitant de la même manière.

1.3.1.1. Conditions d’obtention d’un modèle flou de T-S

     Le cas le plus utilisé est  la transformation d’un modèle non linéaire à un modèle flou de T-

S sur des fonctions à une variable [Tanaka 98]. Supposons dans la suite que le système se

stabilise autour d’un point d’équilibre 0 (zéro).

Lemme 1.1 : [Morère 01] Si ],[ bax -Î"  avec 2),( ÂÎba , Â®Â:))(( txf  est  une

fonction bornée sur ],[ ba- , alors il existe deux fonctions Â®Â),(1 xh  et Â®Â),(2 xh  et

deux scalaires a  et b  tels que : 0)(,0)(,1)()( 2121 ³³=+ xhxhxhxh  et;

ba )()()( 21 xhxhxf += (1.14)

Preuve: On considère la fonction )(xf  bornée  telle  que ab ££ ))(( txf , on peut toujours

écrire:

ba )()()( 21 xhxhxf +=

avec

ba
a

ba
b

-
-

=
-
-

=
)()(,)()( 21

xfxhxfxh (1.15)

)(max
],[

xf
bax -Î

=a   et )(min
],[

xf
bax -Î

=b (1.16)

Exemple 1.1 : Considérons le modèle non linéaire suivant :

))(sin()(2)( txtxtx =&

Pour traiter la non linéarité, il faut prendre en compte la fonction non linéaire )sin()( xxf =

qui est bornée pour 2/],[ 000 p>-Î xxxx .

Selon (1.14) on peut écrire la fonction )sin( x comme suit:

)1(
2

)sin(1
1

2
1)sin(

)sin( -´
-

+´
+

=
xxx (1.17)

 On obtient donc le modèle flou de T-S suivant :
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SI x  est )(1 xh      ALORS 1)(2)( ´= txtx&

SI x  est )(2 xh     ALORS )1()(2)( -´= txtx&

où

2
)sin(1)(,

2
1)sin()( 21

xxhxxh -
=

+
= , 1=a   et 1-=b (1.18)

Pour  éviter  d’avoir  des  modèles  ayant  des  termes  constants,  le  traitement  des  non  linéarités

peut se faire suivant la manière générale suivante.

Le modèle non linéaire doit être transformé pour aboutir à :

)())(()())(()( tutxgtxtxLtx +=& (1.19)

Pour ))(( txg ,  il  suffit  de  considérer  les  non  linéarités  bornées,  pour ))(( txL , cela revient à

considérer les fonctions de type jji xxf /)( , qui est évidemment bornée, donc il faut

obligatoirement avoir ¥<
® jjix

xxf
j

/)(lim
0

.

Exemple  1.2 : Considérons le modèle non linéaire suivant :

)cos()( xtx =&

Pour traiter cette non linéarité, il faut prendre en compte la fonction non linéaire

x
xxf )cos(

)( = qui est bornée pour p£-Î 000 ],[ xxxx , selon (1.14) on obtient

0

0

0

0

0

0

0

0

)cos(
)cos(

1

)cos(1
1

)cos(
1

)cos()cos(
)cos(

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

´
-

-
+´

-

-
=

0

0

00

0

00

00 )cos(
))cos((
))cos((1

))cos((
)cos()cos(

x
x

xxx
xxx

xxx
xxxx

´
-
-

+´
-
-

=

On obtient donc le modèle flou de T-S suivant :

SI x  est )(1 xh      ALORS 1)()( ´= txtx&

SI x  est )(2 xh     ALORS
0

0 )cos(
)()(

x
x

txtx ´=&

     Notons que la transformation du modèle non linéaire conduit à un certain nombre de

modèles locaux LTI (Linéaire à Temps Invariant) dépendant du nombre de termes non

linéaires constants contenus dans le modèle.

(1.20)
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En général, le nombre de règles obtenu est p2 , avec p représente le nombre de

transformations  effectuées. Il est possible d’obtenir des modèles ayant un nombre de règles

minimal [Morère 01].

Exemple 1.3 : Considérons le modèle non linéaire suivant :

))(cos()(2))(sin(3)( 3 txxtxtxtx +-=&

Premièrement on considère chaque non linéarité séparément, ce qui revient à devoir

transformer les termes non linéaires suivants : 2)(2,))(sin(3 tx
x

tx  et ))(cos( tx et qui aboutit à

un modèle flou de T-S à 8 règles. On peut très facilement aboutir à un modèle flou de T-S à 2

règles, cela en considérant directement  la fonction non linéaire suivante :

))(cos()(2
)(

))(sin(3)( 2 txtx
tx

txxf +-=

qui est évidement bornée par exemple pour ][ pp-Îx .  On  trouve 2
min 21 p--=f et

4max =f , ce qui permet d’obtenir le modèle flou de T-S à deux règles suivant :

SI x  est )(1 xh      ALORS 4)()( ´= txtx&
SI x  est )(2 xh      ALORS )21()()( 2p--´= txtx&

Notons que les exemples précédents n’utilisent qu’une seule variable d’état, avec plusieurs

variables d’état, le problème est encore plus complexe.

On propose maintenant  un traitement par équation d’état. On prend en compte chaque

équation différentielle correspondant à une variable d’état, c'est à dire pour la èmei  variable

d’état on peut écrire :

å
=

==
n

j
j

j
iii xxfxftx

1

)()()(& , où )(xf j
i est une fonction bornée. Dans ce cas, on peut obtenir

un modèle flou de T-S représentant exactement le modèle non linéaire avec
2

2n  règles.

Preuve: Considérons [ ]Tn
n

j
i zzztz ,....,,...,)( 1

1=  avec )(xfz j
i

j
i =  On peut écrire :

j
jj

j
i

j
j

jj

jj
ijj

i
j

i
jj

i
j

i
j

i z
zz
zz

z
zz

zz
zzhzzhz min

minmax

max
max

minmax

min
min2max1 )()( ´

-
-

+´
-
-

=´+´=   (1.21)

On obtient donc au maximum 2n  variables de prémisses, ce qui donne au plus
2

2n  règles.

Exemple 1.4 : Considérons le modèle non linéaire affine en la commande suivant :
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)()sin( 1211 tuxxxx ++=&

)(32 2
22

2
212 tuxxxxx +-=&

1
2
2)( xxty =

Ce modèle peut être représenté comme suit :

[ ]ï
î

ï
í

ì

=

ú
û

ù
ê
ë

é
+ú

û

ù
ê
ë

é
-

=

)(0)(

)(
1

)(
32

)sin(1
)(

2
2

2
2

2
2

1

txxty

tu
x

tx
x

x
tx&

Les deux termes non linéaires sont: )sin( 1x  et 2
2x  qui sont bornés pour

21
p

>x   et ],[2 aax -Î

et qui aboutit à un modèle flou de T-S à 4 règles. On peut transformer les termes non linéaires

suivant le lemme 1.1 comme suit :

)1(
2

)sin(1
1

2
1)sin(

)sin( 11
1 -´

-
+´

+
=

xxx (1.23)

02

2
2

2
2

2

2
22

2 ´
-

+´=
a

xaa
a
xx (1.24)

avec

))sin(1(
2
1),1)(sin(

2
1 2

1
1
1 xhxh -=+= (1.25)

2

2
22

22

2
21

2 1,
a
xh

a
xh -== (1.26)

Ainsi, on aboutit à 4 modèles locaux, obtenus à partir des 4 combinaisons possibles des

bornes des termes non linéaires )sin( 1x  et 2
2x , décrits par les matrices suivantes :

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

ï
ï
ï

î

ï
ï
ï

í

ì

=
=

ú
û

ù
ê
ë

é
-

=

ï
ï
ï

î

ï
ï
ï

í

ì

=

=

ú
û

ù
ê
ë

é
-

=

00
01

30
11

0
1

32
11

2

2

2

2
1

2
1

21

C
B

A

aC
aB

a
A

TT

ï
ï
ï

î

ïï
ï

í

ì

=
=

ú
û

ù
ê
ë

é
-
-

=

ï
ï
ï

î

ïï
ï

í

ì

=
=

ú
û

ù
ê
ë

é
-
-

=

24

24

4

13

13

23 30
11

32
11

CC
BB

A

CC
BB

a
A

(1.22)

(1.27)
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Enfin, le système non linéaire (1.22) peut être représenté par le modèle flou de T-S suivant:

Règle 01:

SI )(1 tx est 1
1h  et )(2 tx est 1

2h     ALORS
î
í
ì

=
+=

)()(
)()()(

1

11

txCty
tuBtxAtx&

Règle 02:

SI )(1 tx est 1
1h  et )(2 tx est 2

2h     ALORS
î
í
ì

=
+=

)()(
)()()(

2

22

txCty
tuBtxAtx&

Règle 03:

SI )(1 tx est 2
1h  et )(2 tx est 1

2h     ALORS
î
í
ì

=
+=

)()(
)()()(

3

33

txCty
tuBtxAtx&

Règle 04:

SI )(1 tx est 2
1h  et )(2 tx est 2

2h     ALORS
î
í
ì

=
+=

)()(
)()()(

4

44

txCty
tuBtxAtx&

En prenant l’opérateur produit comme opérateur de conjonction, les fonctions d’activation, au

nombre de 4, sont obtenues à partir des produits : 21
2

21
1

ouou hh ´

)()()()()()( 2
2
21

1
122

1
21

1
11 xhxhxxhxhx ´=´= mm

)()()()()()( 2
2
21

2
142

1
21

2
13 xhxhxxhxhx ´=´= mm

Le modèle flou de T-S obtenu représente exactement le modèle non linéaire (1.22) où
21
p

>x

et ],[2 aax -Î .

1.4. Analyses convexes  et inégalités matricielles linéaires
1.4.1.  Analyses convexes

     Un grand nombre de problème concernant les systèmes incertains peuvent se résoudre par

l’intermédiaire de problèmes convexe d’un type particulier, les programmes semidéfinis

(SDP) [Boyd 94]. Ils sont aussi connus sous le nom de LMI (Linear Matrix Inequality) en

automatique.  Les  problèmes  d’analyse  et  de  synthèse  dont  il  est  question  sont  formulés,

lorsque cela est possible, en termes d’optimisation convexe [Chad 02].

La convexité d’un problème d’optimisation a un double avantage :

§ Les temps de calcul pour trouver une solution sont raisonnables

§ Il n’existe pas de minimum local de la fonction coût à optimiser; le résultat obtenu

correspond à un minimum global unique.
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La convexité est une notion à la fois ensembliste et fonctionnelle, voici les définitions dans

chacun des cas [Boyd 94].

Définition 1.1 : Ensemble convexe

Soit un ensemble nE ÂÌ , E est un ensemble convexe si et seulement si :

ExxExx Î-+Î"ÂÌÎ" 21
2

21 )1(,),(,]10[ lll (1.28)

Définition 1.2 : Fonction convexe

Soit une fonction f : Â®ÂÌ nE , E un ensemble convexe, alors f  est une fonction

convexe si et seulement si

)()1()())1((,),(,]10[ 2121
2

21 xfxfxxfExx lllll -+£-+Î"ÂÌÎ"   (1.29)

Définition 1.3 : Fonction quasi convexe

Une fonction f : Â®S  est dite quasi convexe si le sous ensemble lS est convexe pour

tout RÎl , tel que

))(),(max())1(( 2121 xfxfxxf £-+ ll (1.30)

et ceci, ]10[Î"l  et pour tout Sxx Î21 ,

Définition 1.4 : Combinaison convexe

Soit S un sous ensemble d’un espace vectoriel  et soient Sxxx n Î,...,, 21

Si nll ,...,1 est un ensemble réel non négatif avec å =
n

i
1

1l  alors å
n

ii x
1
l  est  appelée  une

combinaison convexe de nxxx ,...,, 21 .

Supposons qu’on prenne n points nxxx ,...,, 21  dans S ; alors il est facile de voir que l’ensemble

de toutes les combinaisons convexes de nxxx ,...,, 21  est  lui-même  convexe,  c'est  à  dire

{ xxC /= est une combinaison convexe de }nxx ,...,1 .

Définition 1.5 : Points intérieures

Soit S un sous ensemble d’un espace norméP , le point SxÎ est appelé un point intérieur de

S s’il existe un ,0>e  tel que tous les points PÎy  avec e<- yx  aussi appartiennent à S.

L’intérieur de S est la collection de tous les points intérieurs de S.
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Définition 1.6 : Enveloppe convexe

L’enveloppe convexe )(SCo  d’un ensemble convexe S est l’intersection de tous les

ensembles convexes contenant S.

Définition 1.7 : Minimum local et global

Une fonction f  : RS ®  possède un minimum local en Sx Î0 s’il existe un 0>e  tel que :

)()( 0 xfxf £  pour tout ] [ee +-Î 00 , xxx

L’intervalle ] [ee +- 00 , xx  est appelé voisinage de 0x .

0x est minimum local de f si )()( 0 xfxf £  pour tout ÂÎx .

Un problème d’optimisation convexe s’énonce donc comme suit: ))((min xf
ExÎ

, où E est un

ensemble convexe et f est une fonction convexe. De même, une  contrainte 0)( £xf i  est dite
convexe si la fonction if  est convexe. Un des avantages de la convexité est que toute

optimisation d’une fonction convexe définie sur un ensemble convexe peut se traiter

localement car toute solution locale devient globale.

1.4.2. Inégalités Matricielles Linéaires (LMIs)

     Depuis quelques années, de nombreux travaux ayant pour principal objectif de réduire une

grande variété de problèmes de synthèse ou d’analyse à des problèmes d’optimisation

convexe impliquant des LMI a vu le jour. Parallèlement, des méthodes efficaces de résolution

des problèmes d’optimisation convexes ont été développées. Ces méthodes, appelées

méthodes de point-intérieur, développées initialement par Karmarkar [Karm 84] pour la

programmation linéaire, furent étendues ensuite par Nesterov et Nemirovskii [Nest 94] au cas

de la programmation convexe dans l’espace des matrices définies positives.

L’approche d’inégalités matricielles, et en particulier l’approche LMI sont de plus en plus

utilisées en automatique. Parmi les raisons de son succès, on peut citer :

§ L’existence de méthodes de résolution numérique efficaces (coût polynomial)

§ La  possibilité  de  reformuler  de  nombreux  problèmes  d’analyse  :  (stabilité,  certaines

performances, etc.) en termes de LMI

§ La capacité de traiter des problèmes à données incertaines en commande robuste, qui a

joué pour beaucoup dans l’essor de cette approche ces dernières années.

Dans cette partie, différents lemmes de l’approche LMI sont présentés. Ils permettent de

manipuler les inégalités matricielles afin de les rendre linéaires en les inconnues quand cela

est possible.



Chapitre 1          Modèles flous de Takagi-Sugeno et Inégalités Matricielles Linéaires (LMI)

- 15 -

Définition 1.8 :

Une inégalité matricielle linéaire (LMI) est une expression du type.

å
=

>+=
m

i
ii FxFxF

1
0 0)( (1.31)

où mT
nxxx ÂÎ= ],...,[ 1 est un vecteur de valeurs inconnues. 0F  et nnT

ii FF .ÂÎ= mi ,...,2,1=

sont des matrices symétriques et l’inégalité " 0> " signifie "défini positif", c'est à dire,

0)( >uxFuT pour tout 0, ¹ÂÎ uu n . De manière équivalente, la valeur propre la plus petite

de )(xF  est positive.

Remarque 1 : L’ensemble E défini par { }0)(: >ÂÎ= xFxE  est convexe, ce qui nous

amène a considérer une contrainte LMI comme une contrainte convexe.

Remarque 2 : On peut avoir une égalité matricielle linéaire non stricte dénotée par le

symbole "³ ".

Remarque 3 : L’expression 0)( <xF  est un cas spécial de (1.31), qui peut être réécrit

comme 0)( >- xF .

1.4.2.1. Conversion des inégalités matricielles non linéaires en LMIs

     Les lemmes suivants montrent que certains types d’inégalités matricielles non linéaires

peuvent être converties en LMIs qui seront utilisées dans la suite de ce mémoire, citons :

Lemme 2.1 (Compliment de Schur) : Soient les matrices nmxS .)( ÂÎ  et les matrices

symétriques nnxQ .)( ÂÎ  et mmxR .)( ÂÎ , les inégalités suivantes sont équivalentes :

0
)()(
)()(
>ú

û

ù
ê
ë

é
xRxS
xSxQ

T (1.32)

0)()()()(;0)( 1 >-> - xSxRxSxQxR T (1.33)

0)()()()(;0)( 1 >-> - xSxQxSxRxQ T (1.34)

Preuve : Soient

ú
û

ù
ê
ë

é -
=

-

I
SQI

M
0

1

1 et ú
û

ù
ê
ë

é
-

= - ISR
I

M T12

0
(1.35)

La multiplication de (1.32) à gauche par TM 1 et à droite par ,1M  donne :
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0
0

0
1 >úû
ù

êë
é

- - SQSR
Q

T
                                           (1.36)

de la même manière, la multiplication de (1.32) à gauche par TM 2 et à droite par ,2M  donne :

0
0

01

>ú
û

ù
ê
ë

é - -

R
SRSQ T

(1.37)

Lemme 3.1 (Contraintes quadratiques convexes) : La contrainte sur la norme ,1)( <xZ

avec qpxZ .)( ÂÎ  est représentée par :

0
)(

)(
>ú

û

ù
ê
ë

é

q
T

p

IxZ
xZI

                                          (1.38)

Lemme 4.1 : Soient PLGA ,,,  et Q  des matrices de tailles appropriées. Les inégalités

suivantes sont équivalentes [Krus 06]:

0,0 ><- PQPAAT                                               (1.39)

0<ú
û

ù
ê
ë

é

-
-

PA
AQ T

                                                  (1.40)

0,0; ><ú
û

ù
ê
ë

é

+--
-

$ P
PGGAG

GAQ
G TT

T

                               (1.41)

0,0;, ><ú
û

ù
ê
ë

é

+--+-
+-++-

$ P
DGGAGL

GALLALAQ
LG TTT

TTT

                 (1.42)

1.4.2.2.  Regroupement des LMIs

Les LMIs multiples 0)(,...,0)(,0)( 21 >>> xFxFxF p peuvent être exprimées comme

une simple LMI comme suit:

0

)(00

0)(0
00)(

)( 2

1

>

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

=

xF

xF
xF

xF

pM

MMMM

L

L

                                (1.43)

On remarque que la LMI (1.43) est symétrique x" , de plus l’ensemble des valeurs propres de

)(xF  est  simplement l’union des valeurs propres de )(),...,(),( 21 xFxFxF p , et n’importe quel
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r

Im(z)

Re(z)

Im(z)

Re(z)

Im(z)

Re(z)

q

x  satisfait 0)( >xF  satisfait également le système LMI (1.31) et vice-versa. En conclusion,

les contraintes LMI multiples peuvent toujours être converties en une LMI simple.

1.4.2.3. Régions LMIs

Définitions 1.9 :  [Chilali 96]  Une région S du plan  complexe  est  appelée  une  région  LMI

s’il existe une matrice symétrique mmM .ÂÎ  et une matrice mmN .ÂÎ  telles que :

{ }0)(: <Î= zfCzS S (1.44)

avec T
S NzzNMzf *)( ++= . La notation *z désigne le conjugué de z. )(zf S est appelée la

fonction caractéristique de S.

En d’autres termes, une région LMI est une région du plan complexe qui est caractérisée par

une LMI en fonction de z  et *z , ou  de )Re(za =  et )Im(zb = .  Les régions LMI sont donc

des ensembles convexes

Exemples 1.5: Supposons que )Re(za =  et )Im(zb = , on obtient donc

2

*zza +
=  et

j
zz

b
2

*-
= (1.45)

Le demi-plan gauche pouvant être caractérisé par 0<a , donc  la fonction caractéristique du

demi-plan gauche du plan complexe est comme suit:

*)( zzzf s += (1.46)

Considérons les trois régions du demi-plan complexe gauche illustrées sur la figure suivante.

Fig.1.1. Régions LMI (Exemple)

La région 1S  du  plan  complexe, e-<a  est une région LMI caractérisée par la fonction

)(1 zf S  suivante :

e2)( *
1 ++= zzzf S (1.47)

e-
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Le disque centre à l’origine 2S  du plan complexe est une région caractérisée par la relation

suivante :

02* <- rzz (1.48)

En utilisant le complément de Schur on obtient:

ú
û

ù
ê
ë

é
-

-
=

1
)( *

2

2 z
z

zf S
r

(1.49)

La région 3S , bza -<)tan( , du plan complexe est une région LMI caractérisée par la

fonction )(3 zf S  suivante (en utilisant le complément de Schur) :

ú
û

ù
ê
ë

é
+-
-+

=
)(sin)(cos
)(cos)(sin

)( **

**

3 zzzz
zzzz

zf S qq
qq

(1.50)

1.4.2.4.    Problèmes classiques LMI

     Les trois problèmes d’optimisation convexe les plus utilisés sous forme de LMI sont :

§ Problème de réalisabilité (Faisabilité) : Il s’agit de trouver un vecteur S  tel que la

contrainte convexe 0)( >xF  est satisfaite. Ce problème peut être résolu en cherchant le

vecteur x  minimisant le scalaire t   tel que :

ItxF ´<- )( (1.51)

Si la valeur minimale de t  est négative, le problème est réalisable (faisable).

§ Problème de valeurs propres (EVP, Eigenvalue Problems) : Il s’agit de minimiser la

plus grande valeur propre d’une matrice symétrique sous une contrainte de type LMI :

ï
î

ï
í

ì

î
í
ì

>
>-

0)(
0)(

scontraintelessous

minimiser

xB
xAIl

l
(1.52)

§ Problème de valeurs propres généralisées (GEVP, Generalized Eigenvalue

Problems)  : Il  s’agit  de  minimiser  la  plus  grande  valeur  propre  généralisée  d’une  paire

matrices, par rapport à une contrainte LMI :
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ï
ï
î

ï
ï
í

ì

ïî

ï
í

ì

>
>

>-

0)(
0)(

0)()(
scontraintelessous

minimiser

xC
xB

xAxBl
l

(1.53)

Ces  problèmes  d’optimisation  convexe  peuvent  alors  être  résolus  par  différents  types  de

méthodes grâce aux outils disponibles comme le "LMI control Toolbox" de MATLAB [Gahi

95] ou encore la résolution des SDP par le logiciel Scilab. Il existe aussi :

§ Méthode des plans sécants

§ Méthode de l’ellipsoïde

§ Méthode du type simplexe

§ Méthode des points intérieurs

1.5. Les régions d'attraction (ROA) et les LMIs faisables

Dans cette section, on présente un exemple pour expliquer  la dépendance de la stabilité

des systèmes flous de T-S sur la faisabilité  des LMIs et sur les fonctions d'appartenance

aussi. Nous soulignons particulièrement les points suivants :

§ La  région de l'attraction (ROA)

§ La région de l'espace d'état avec LMIs faisables

1.5.1.  Les régions d'attraction (ROA)

D'abord, on établit  un rapport entre le polynôme caractéristique d'intervalle stable et la

condition nécessaire d'un ensemble LMIs faisables en appliquant la méthode de Lyapunov sur

une enveloppe convexe de sous-systèmes flous. Selon le théorème de Kharitonov, si un des

quatre polynômes particulièrement construits  pour le polynôme caractéristique du système ne

peut pas satisfaire la propriété stricte de Hurwitz, alors les LMIs du modèle flou de T-S

doivent être infaisables [Kuang 06].

     Afin de stabiliser le système, nous  choisissons un univers approprié du discours pour avoir

le polynôme caractéristique Hurwitz,  puis on résout un ensemble des LMIs pour trouver les

gains du contrôleur.

Exemple 1.6: Considérons le système non linéaire suivant :

21 xx =&

22112 2xxxxx -+-=&
(1.54)
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Supposons que 1x  et 2x évoluent dans les régions ][ 11 Dd  et ][ 22 Dd  respectivement. En

conséquence, le système (1.54) peut être exactement représenté par l'un ou l'autre des deux

modèles flous de T-S suivants:

Modèle A

Règle 1    SI )(1 tx est 1
1F      ALORS )(

21
10

)(
1

tx
D

tx ú
û

ù
ê
ë

é
+--

=&

Règle 2   SI )(1 tx est 2
1F      ALORS )(

21
10

)(
1

tx
d

tx ú
û

ù
ê
ë

é
+--

=&

Modèle B

Règle 1    SI )(2 tx est 1
2F     ALORS )(

21
10

)(
2

tx
D

tx ú
û

ù
ê
ë

é
-+-

=&

Règle 2    SI )(2 tx est 2
2F      ALORS )(

21
10

)(
2

tx
d

tx ú
û

ù
ê
ë

é
-+-

=&

Où les fonctions d’appartenance pour les modèles A et B sont définis comme suites :

1
1

2
1

11

111
1 1, FF

dD
xDF -=

-
-

= (1.55)

1
2

2
2

22

221
2 1, FF

dD
xDF -=

-
-

= (1.56)

La condition standard pour les fonctions d'appartenance est ]10[ÎijF . La sortie finale pour

les  modèles fous A  et B  est comme suit:

å
=

=
r

i
ii txAzhtx

1
)()()(& (1.57)

où )(zhi  et iA  dénotent la fonction d'activation et la matrice de système de la emei  règle floue,

respectivement. Selon la seconde méthode de Lyapunov, la condition suffisante pour la

stabilité quadratique du système (1.57) est  de vérifier la faisabilité de l'LMI suivante:

2,10 =<+ iPAPA i
T
i (1.58)

Pour une matrice définie positive P.

On constate que la LMI (1.58)  pour le modèle A est faisable si 211 << Dd , tandis que la

LMI (1.58) pour le modèle B est faisable si 122 << Dd . En conséquence, l’univers de
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(2,-2)

(2,-1)

2x
21 =x 2x

discours des variables d’état 1x  et 2x , pour les modèles A et B, doit  être  confiné  en

]2/),[( 121 <= xxxRA et ]1/),[( 221 <= xxxRB respectivement.

     La région de l’attraction est la région dans laquelle tous les points commençant dans cette

région seront attirés au point fixe à l'origine.

Dans notre exemple nous présentons une approche classique utilisée couramment pour trouver

une région d’attraction basée sur une fonction de Lyapunov V. Dans cette approche, la région

d'attraction est déterminée comme un ensemble de sous-niveau de la fonction de Lyapunov V,

c'est à dire, un ensemble CVR < défini par

{ }))(( CxVRxR n
CV £Î=< (1.59)

 Il est intéressant de noter que AR n'est  pas  une  ROA,  alors  que BR l’est. Ceci peut être

vérifié par les champs de vecteur sur la limite, qui sont montrés dans les figues 1.2 et 1.3.

Pour le modèle A, la région de l’attraction est définie par (1.59), où { })()(min ARxxVC ¶Î= ,

avec )R( A¶ dénote la borne de AR . La ROA du modèle A est représentée dans fig.1.2.

Fig.1.2. Champ de vecteur sur la limite 21 =x        Fig.1.3. Champ de vecteur sur la limite 12 =x

De cet exemple, on a les observations et les questions suivantes :

§ La stabilité quadratique est garantie  seulement dans ROA mais pas dans une région

globale ou dans l’univers du discours.

§ Non seulement les conditions de stabilité sous forme LMIs, mais aussi la condition sur les

fonctions d'appartenance déterminent la région de stabilité.

§ Est ce que la solution faisable est affectée par la taille de l’univers de discours  pour les

ensembles flous ?

1

1x

(2,2)

(2,1)

1x
ROA

21 <x

Région LMI
faisable

21 >x

Région LMI
infaisable

Région LMI
infaisable

12 <x Région LMI
faisable

12 >x
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§ Puisque la solution faisable des LMI dépend de l'efficacité des algorithmes numériques,

pouvons nous trouver la région faisable par les  méthodes analytiques ?

Nous répondrons à ces questions dans la suite de ce mémoire.

1.5.2. Préliminaires sur les LMIs faisables

     L'exemple suivant illustre les LMIs  faisables.

Considérons le système non linéaire en boucle ouverte décrit sous la forme générale suivante:

)()( xftx =& (1.60)

où [ ]Tnxxxtx L21)( = nÂÎ  et )(xf est une fonction non linéaire. La représentation de

ce système sous forme d'un modèle flou de T-S se compose de règles suivantes:

Règle i :

SI )(1 tz est iF1  et  … et )(tz p est i
pF        ALORS )()( txAtx i=&                                (1.61)

où, pzz ,...,1 sont les variables des prémisses, j
iF  sont les ensembles flous, r est le nombre de

règles flous et iA  sont les matrices d’évolution du système avec des dimensions appropriées.

La sortie impliquée (1.61) est :

{ } )()()()()(
1

txzAtxAzhtx
r

i
ii ==å

=

& (1.62)

avec å
=

=
r

i
ii AzhzA

1
)()( (1.63)

où, )(zhi sont les fonctions d'activation définies dans (1.5).

Selon la  seconde méthode de Lyapunov la condition  suffisante pour la stabilité de (1.63) est :

0>= TPP

.0)()( <+ zPAPzAT

     Notons que la condition indiquée ci-dessus dépend de l'état z  (variable de prémisse) qui

change selon WÎx ), où W  dénote l'univers du discours de variable d’état x .

Une condition suffisante qui satisfait l'inégalité (1.64)  consiste à vérifier la condition

suivante:

.0)()( ** <+ qq PAPAT .* WÎ"q (1.65)

Notons qu'il est difficile d'obtenir une matrice commune définie positive P qui satisfait la

LMI (1.65)  parce qu'il y  a  les  points  infinis WÎ*q   à vérifier.  Pour éviter cette difficulté,

(1.64)
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on pose ),...,,( 21 rAAAconv  qui dénote l’enveloppe convexe des matrices ),...,,( 21 rAAA c’est à

dire ,...),...,,( 221121 rrr AAAAAAconv aaa +++º  avec 1
1

=å
=

r

i
ia  et 0>ia  donc il suffit

d’étudier la faisabilité des LMIs suivantes:

0>= TPP

riPAPA i
T
i ,...,10 =<+

Lemme 5.1 : [Kuang 06]  Le système (1.62) est quadratiquement stable si les inégalités (1.66)

sont faisables.

 L'inégalité (1.66) peut être  représentée de la manière suivante:

),...,,(.0 21 r
T AAAconvAAPPA Î"<+ (1.67)

Selon le  théorème de Lyapunov, la faisabilité de (1.67) est un résultat de la stabilité du

système suivant :

),...,,()()( 21 rAAAconvAtxAtx Î"=& (1.68)

     Le théorème de Kharitonov peut être appliqué pour  étudier la stabilité de  (1.68) par

l'intermédiaire du polynôme caractéristique de type intervalle suivant :

AsIs -=D )( (1.69)

Ce qui est assumé avec la forme suivante :

sddsds
n

i

n

i
ii

i
iå å

= =

+-==D
0 0

],[)( (1.70)

où -
id et +

id sont les limites inférieure et supérieure de id , respectivement. Le théorème de

Kharitonov dénote  que la propriété stricte de Hurwitz de la famille entière )(sD est

équivalente à la propriété stricte de Hurwitz de quatre polynômes particulièrement construits

[Kuang 06]:

...)( 4
4

3
3

2
2101 +++++=D -++-- sdsdsdsdds

...)( 4
4

3
3

2
2102 +++++=D +--++ sdsdsdsdds

...)( 4
4

3
3

2
2103 +++++=D ++--+ sdsdsdsdds

...)( 4
4

3
3

2
2104 +++++=D --++- sdsdsdsdds

(1.71)

(1.66)
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Lemme 6.1 : [Kuang 06] La condition nécessaire pour la faisabilité de (1.66) est que  le

polynôme caractéristique de type intervalle  est Hurwitz strict.

Combinant les lemmes 5.1 et 6.1, nous avons les relations suivantes [Kuang 06]:

)(sD  est Hurwitz strict Þ  (1.66) est faisable; (1.62)Þ  est quadratiquement stable.

En général, la stabilité de )(sD  peut donner un indice pour définir les matrices iA  du sous-

système  tel que les LMIs  (1.66) sont  faisables.

Exemple 1.7: Considérons  le même exemple précédant :

D'après (1.69), pour le modèle A :

.01]2,2[ 11
2 =+--+=D sdDs

Preuve : On a AsIs -=D )(  , alors

1)2(
21

1
21

10
10
01

)( 1
2

11

+-+=
-+

-
=úû

ù
êë
é

+--
-úû

ù
êë
é=D sDs

Ds
s

D
ss pour 1A

1)2(
21

1
21

10
10
01

)( 1
2

11

+-+=
-+

-
=úû

ù
êë
é

+--
-úû

ù
êë
é=D sds

ds
s

d
ss       pour 2A

On peut écrire .01]2,2[ 11
2 =+--+=D sdDs puisque 11 dD >

donc les polynômes caractéristiques )(siD pour le modèle A sont :

.0)2(1)()( 2
131 =+-+=D=D ssDss

.0)2(1)()( 2
142 =+-+=D=D ssdss

Par conséquent la LMI (1.66) est infaisable si 211 >> dD  par le lemme 6.1.

Et d’après (1.69), pour le modèle B, on trouve

.0]1,1[2 22
2 =--++=D dDss

donc les polynômes caractéristiques )(siD pour le modèle B sont :

02)1()()( 2
241 =++-=D=D ssDss

02)1()()( 2
232 =++-=D=D ssdss

Par conséquent la LMI (1.66) est infaisable si 122 >> dD  par le lemme 6.1. Combinons les

résultats des lemmes 5.1 et 6.1, nous avons la propriété suivante:
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Lemme 7.1 : [Kuang 06] La taille la plus grande de l'univers de discours conduit à des LMIs

moins faisables.

A partir des lemmes 6.1 et 7.1,  on peut tirer les résultas suivants:

§ La solution faisable est affectée par la taille de l'univers de discours  pour les ensembles

flous

§ On peut trouver la région faisable par les  méthodes analytiques

§ La faisabilité des LMIs est  liée au choix de l'univers de discours (la taille plus petite de

l'univers de discours conduit à une LMI plus faisable).

1.6. Conclusion

     Dans ce chapitre, nous avons rappelé les outils et les principes fondamentaux que nous

allons utiliser dans ce mémoire, à savoir, les modèles flous de T-S continus et discrets et les

inégalités matricielles linéaires LMIs. Nous avons présenté également la méthode d’obtention

d’un modèle flou de type T-S à partir d’un modèle mathématique non linéaire. Nous avons

introduit aussi la notion de la convexité d’un problème d’optimisation impliquant les LMIs

qui présente des avantages multiples concernant les problèmes d’analyse et de synthèse, et

plus particulièrement, l’analyse de la stabilité/stabilisation des systèmes dynamiques non

linéaires  décrits  par  les  modèles  flous  de  T-S.  A la  fin  de  ce  premier   chapitre,  nous  avons

expliqué la dépendance de la stabilité des systèmes flous de T-S sur la faisabilité  des LMIs et

sur les fonctions d'appartenance où la notion de la  ROA  et quelques préliminaires sur les

LMIs faisables sont explicités. Dans le chapitre suivant, nous combinerons les deux parties

précédentes, les modèles flous de T-S et les LMIs pour étudier la stabilité et la stabilisation

quadratique des systèmes non linéaire de ces modèles flous.
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CHAPITRE   II

Stabilité et stabilisation quadratique

des modèles flous de Takagi-Sugeno

2.1. Introduction

     Ce chapitre traite de la stabilité et de la  stabilisation de modèles flous continus et discrets

de type T-S dans le cadre de l’utilisation d’une loi de commande basée sur le retour d’état

appelée PDC (Parallel Distributed Compensation). Ces dernières années, plusieurs  travaux

concernant l’analyse de la stabilité des modèles flous de T-S basées sur cette loi de commande

ont été publiées [Wang 95], [Tanaka 98], [Kim 00], [Ma 98], [Zhi 05], [Cheng 06], [Thier 01],

[Ting 06]. L’étude  de la stabilité et de la stabilisation de ce type de modèles flous fait appel,

dans la grande majorité des cas, à la fonction de Lyapunov de type quadratique qui produit

des conditions suffisantes de stabilité, par exemple  [Tanaka 98], [Guesta 99], [Kim 00],

[Wang 96], [Ting 06], [Feng 01]. Plusieurs  travaux également publiés dans ces derniers

années utilisant la représentation d’état et des observateurs flous [Tanaka 94], [Breg 02],

[Chad 03], [Valc 99], [Tanaka 97]. La boucle fermée complète composée de l’état du système

et l’erreur d’estimation, permet de définir le système augmenté. Dans le cas où les prémisses

de règles utilisent des variables mesurables, un principe de séparation a également été

démontré [Ma 98], [Chad 02]. Les résultats également exprimés sous forme d'LMI seront

illustrés à travers des exemples de simulation.
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2.2. Stabilité quadratique des modèles flous de T-S

     L'analyse de la stabilité des modèles flous est généralement basée sur les fonctions de

Lyapunov candidates. Nous nous intéressons dans ce travail à l’utilisation de fonctions de

Lyapunov quadratiques. Il s’agit de chercher une matrice symétrique définie positive et sa

fonction de Lyapunov quadratique associée telles que certaines conditions garantissent les

propriétés de stabilité. Dans toute la suite, sans perte de généralité on suppose que le point

d’équilibre est l’origine.

     Le principe de stabilité selon Lyapunov s’appuie sur une observation physique

fondamentale  sur le comportement du système dynamique du point de vue de son énergie

totale. Si cette énergie (qui est généralement scalaire), est continûment dissipée, on parle alors

de  système  dissipatif.  Dans  ce  cas,  on  peut  espérer  que  le  système  tende  vers  un  point

d’équilibre. Ainsi l’idée de Lyapunov est d’examiner la variation d’une fonction scalaire pour

étudier la variation d’énergie d’un système donné. D’abord, on présente les différentes

fonctions de Lyapunov le plus souvent employées dans la théorie de stabilité des modèles

flous de T-S.

2.3. Fonctions de Lyapunov usuelles

     En général, il n’existe pas de méthodes systématiques pour trouver une fonction candidate

de Lyapunov. Dès lors, la théorie de Lyapunov conduite à des conditions suffisantes de

stabilité dépendants de la forme particulière imposée à la fonction )(xV  et de la structure du

système. Cependant, la fonction de Lyapunov est choisie parmi une famille de fonctions

prédéfinies [Chad 02], la plus utilisée est la famille des fonctions quadratique. On distingue

les formes suivantes:

2.3.1.  Fonction de Lyapunov quadratique

     La fonction candidate de Lyapunov la plus couramment utilisée est dite quadratique. Elle

est définie par la forme quadratique suivante:

0,),()())(( . >=Î= TnnT PPRPtPxtxtxV                                  (2.1)

Si on étudie la stabilité avec ce type de fonction de Lyapunov on parlera de stabilité

quadratique. Donc trouver une fonction de Lyapunov revient à trouver une matrice symétrique

définie positive P. L’inconvénient de cette  fonction réside dans l’obtention  des conditions

de stabilités très conservatives, d’où l’intérêt  de chercher des conditions qui le sont  beaucoup
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moins conservative (conditions relâchées) comme nous le verrons dans le chapitre suivant.

2.3.2.   Fonction affine paramétrique

Cette fonction est de la forme suivante :

0),()()())(( >= i
T PtxPtxtxV q                                               (2.2)

avec 0...)( 110 >+++= kk PPPP qqq  et est souvent utilisée pour étudier les systèmes linéaires

à paramètres incertains variants dans le temps du type

)()()( txAtx q=& (2.3)

avec kk AAAA qqq +++= ...)( 110 où les paramètres iq  et leurs variation sont bornés [Gahi 96].

2.3.3.  Fonction polyquadratique

La forme de cette fonction est la suivante [Cao 96]:

0,)())(()())(),((
1

>= å
=

i

n

i
ii

T PtxPtzhtxtztxV (2.4)

où les ih sont les fonctions d’activation définies par (1.5). Dans le cas des modèles flous de T-

S, cette fonction permet de relâcher  les contraintes imposées par la méthode quadratique. En

effet, trouver une matrice pour chaque modèle local est plus facile que trouver une matrice

commune entre tout les modèles locaux, elle permet de réduire un problème de stabilité

globale d’un modèle non linéaire à l’analyse indépendante de la stabilité locale de modèles

linéaires.

Cette fonction représente le cas le plus général de fonctions quadratiques. En effet, il suffit de

choisir PPi =  pour se ramener au cas des fonctions quadratiques. Plusieurs travaux utilisent

ce type de fonctions que ce soit dans le cas continu [Morère 01], [Tanaka 01b], ou bien dans

le cas discret [Morère 01], [Wang 96].

2.3.4. Fonctions continues par morceaux

     Ce type de  fonctions est  donné par la forme suivante [Feng 03]:

)))(()),...,(()),...,((max())(( 1 txVtxVtxVtxV ni=                                       (2.5)

avec
0),()())(( >= ii

T PtxPtxtxV (2.6)

Ce type de fonctions fait l’objet d’applications dans le cas des systèmes flous [Cao 99], [Joh

99], il présente l’avantage d’être moins conservative que la fonction quadratique,
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Les théorèmes de stabilité suivants basés sur la fonction de Lyapunov quadratique donnent les

conditions suffisantes permettant de garantir la stabilité de modèles flous continus et discrets

décrits respectivement par l’expressions (1.7) dans le cas continu et (1.11) dans le cas discret.

MFC

Soit le modèle flou de T-S continu suivant en régime libre :

å
=

=
r

i
ii txAtzhtx

1
)())(()(&                                                          (2.7)

La stabilité quadratique s’étudie en calculant la dérivée de la fonction (2.1) :

)()()()())()(())(( txPtxtPxtxtPxtx
dt
dtxV

dt
d TTT

&& +== (2.8)

ou encoure en utilisant (2.7) :

÷
ø
ö

ç
è
æ+÷

ø
ö

ç
è
æ= åå

==

r

i
ii

T
Tr

i
ii txAtzhPtxtPxtxAtzhtxV

dt
d

11
)())(()()()())(())(( (2.9)

En utilisant la relation (1.6), on obtient :

( ) )()())(( txPAPAtxtxV
dt
d

i
T
i

T += (2.10)

Théorème 2.1 : [Tanaka 98] L’équilibre d’un modèle flou continu décrit par (2.7) est

asymptotiquement stable s’il existe une matrice commune P définie positive telle que:

riPAPAP i
T
i ,...,2,10,0 =<+> (2.11)

MFD

Soit le modèle flou de T-S discret suivant en régime libre :

å
=

=+
r

i
ii kxAkzhkx

1
)())(()1( (2.12)

La stabilité quadratique s’étudie en calculant la variation de la fonction

)()())(( kxPkxkxV i
T= comme suit :

)()()1()1())(()1(())(( kPxkxkPxkxkxVkxVkxV TT -++=-+=D           (2.13)

En calculant (2.13) le long des trajectoires du modèle (2.12), on obtient :

)()()())(()())(())1((
11

kPxkxkxAkzhPkxAkzhkxV T
r

i
ii

Tr

i
ii -÷

ø
ö

ç
è
æ

÷
ø
ö

ç
è
æ=+D åå

==

   (2.14)
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alors )()()())1(( kxPPAAkxkxV i
T
i

T -=+D (2.15)

Théorème 2.2 : [Tanaka 98] L’équilibre d’un modèle flou discret décrit par (2.12) est

asymptotiquement stable s’il existe une matrice commune P définie positive telle que :

riPPAAP i
T
i ,...,2,10,0 =<-> (2.16)

Les conditions de stabilité obtenues sont évidemment conservatives puisque la partie prémisse

des règles n’est pas prise en compte. Pour la suite, chaque sous-modèle est supposé vérifier

les propriétés de commandabilité et d’observabilité suivantes [Morère 01] :

§ Si  les  paires  ( riBA ii ,...,2,1),,( = ) sont commandables, alors les modèles flous (1.7) et

(1.11) sont localement commandables.

§ Si  les  paires  ( riCA ii ,...,2,1),,( = ) sont observables, alors les modèles flous (1.7) et

(1.11) sont localement observables.

2.4. Stabilisation quadratique des modèles flous de T-S

Pour garantir la stabilité d’un modèle flou de T-S, nous avons recours à la synthèse d’une

commande stabilisante. Pour ce faire, en s’inspirant des résultats d’analyse de stabilité des

systèmes dynamiques, on aboutit à des conditions de synthèse de commande par retour d’état.

Les conditions sur les gains de commande ainsi obtenues, ne sont pas nécessairement

formulées  directement  en  un  problème  LMI.  En  effet,  dans  certains  cas,  on  obtient  des

inégalités matricielles non linéaires, qui nécessitent un ensemble de transformations

matricielles pour les rendre linéaires. Alors pour générer un signal de commande stabilisant

pour le système (1.7) ou (1.11), plusieurs formules de commande floue sont proposées dans la

littérature, on ne citera ici que la plus utilisée, c’est la loi de commande basée sur le retour

d’état et connue  sous le nom de PDC (Parallel Distributed Compensation).

Dans cette loi de commande, les matrices de la représentation d’état du système en boucle

ouverte sont remplacées par celles du système bouclé.

2.4.1. Loi de commande PDC

      Le concept PDC est utilisé pour élaborer une loi de commande pour les modèles flous de

type T-S. L’idée est de calculer une loi de commande linéaire par retour d’état pour chaque

sous-modèle du modèle flou. La détermination d’une loi de commande revient à déterminer

pour chaque modèle local (sous-modèle) des gains matriciels. Chaque modèle local est
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stabilisé localement par une loi de commande linéaire. La loi de commande globale qui en

général est non linéaire est obtenue par interpolation des lois de commande linéaires locales.

Modèle Flou                                            Régulateur Flou

Fig. 2.1 : Représentation du concept PDC.

     Le régulateur flou PDC partage les mêmes ensembles flous que celle du  modèle flou de T-

S, donc, il garde les mêmes parties prémisses ainsi que les mêmes fonctions d’appartenance.

L’avantage majeur de cette loi de commande, est de respecter la même structure de découpage

des non linéarités que celle utilisée pour l’obtention du modèle T-S. La figur.2.1 illustre cette

loi de commande.

     Pour les modèles flous continus (1.1) et discrets (1.8), la réalisation du régulateur se fait de

la façon suivante :

Règle i du régulateur :

SI )(1 tz est iF1  et … et )(tz p est i
pF     ALORS ritxFtu i ,...,2,1)()( =-=

La sortie finale du régulateur est inférée par l’équation suivante :

å
å

å
=

=

= -=-=
r

i
iir

i
i

r

i
ii

txFtzh
tzw

txFtzw
tu

1

1

1 )())((
))((

)())((
)( (2.18)

La conception du régulateur revient à déterminer les gains locaux de retour d’état iF  dans la

partie conclusion des règles de la loi de commande PDC.

Technique de compensation  parallèle distribuée

Si … =)(tx&
Alors

Si … =)(tx&
Alors

Si … =)(tx&
Alors

Si … =)(tu
Alors

Si … =)(tu
Alors

Si … =)(tu
Alors

Règle 1

Règle 2

Règle r

(2.17)
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2.4.1.1. Conditions de stabilité du modèle bouclé

   Pour obtenir l’expression de la boucle fermée, il suffit de substituer (2.18) à (1.7) (cas

continu). Ainsi l’expression obtenue est la suivante :

MFC

{ } )())(())((
1 1

txFBAtzhtzhx
r

i

r

j
jiijiåå

= =

-=& (2.19)

De la même façon, on obtient l’expression dans le cas discret comme suit :

MFD

{ } )())(())(()1(
1 1

kxFBAkzhkzhkx
r

i

r

j
jiijiåå

= =

-=+ (2.20)

Les équations (2.19) et (2.20) peuvent être réécrites de la manière suivante :

MFC

)(
2

))(())((2)())(()(
1

2 tx
GG

tzhtzhtxGtzhtx
r

i

r

ji

jiij
jiiiiå å

= < þ
ý
ü

î
í
ì +

+=& (2.21)

MFD

)(
2

))(())((2)())(()1(
1

2 kx
GG

kzhkzhkxGkzhkx
r

i

r

ji

jiij
jiiiiå å

= < þ
ý
ü

î
í
ì +

+=+ (2.22)

où jiiij FBAG -= .

En appliquant les théorèmes 2.1 et 2.2 respectivement à (2.21) et (2.22), il est possible de tirer

des conditions de stabilité pour les MFC et MFD. Le même raisonnement précédent est utilisé

pour trouver les conditions de stabilité  de (2.21) et (2.22) respectivement.

MFC
Théorème 2.3 : [Tanaka 98] L’équilibre d’un modèle flou, continu, décrit par (2.21) est

asymptotiquement stable s’il existe une matrice commune P définie positive telle que :

riPGPG ii
T
ii ,...,10 =<+ (2.23)

ji
GG

PP
GG jiij

T
jiij <<÷÷

ø

ö
çç
è

æ +
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ +
0

22
(2.24)

pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles que 0))(())(( =tzhtzh ji  avec jiiij FBAG -=

Preuve : Soit le modèle flou de T-S décrit par (2.21), la stabilité quadratique s’étudie en

calculant la dérivée de la fonction (2.1) (qui est représentée en (2.8)) ou encoure en utilisant

(2.21) :
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Selon les conditions (2.23) et (2.24), on obtient 0))(( <txV&  et le système est quadratiquement

stable.

MFD

Théorème 2.4 : [Tanaka 98] L’équilibre d’un modèle flou discret, décrit par (2.22) est

asymptotiquement stable s’il existe une matrice commune P définie positive telle que :

riPPGG ii
T
ii ,...,10 =<- (2.25)

jiP
GG

P
GG jiij

T
jiij <<-÷÷

ø

ö
çç
è

æ +
÷÷
ø

ö
çç
è

æ +
0

22
(2.26)

pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles que 0))(())(( =kzhkzh ji  avec jiiij FBAG -= .

Preuve : Le même raisonnement que pour la stabilité du système (2.21) est suivi.

Le fait d’utiliser la condition (2.24) pour les MFC et (2.26) pour les MFD, avec ji <  permet

de réduire un peu la conservativité des résultats puisqu’il n’est pas obligatoire d’avoir tous les

sous-modèles croisés jiiij FBAG -= stables.

L’obtention du régulateur flou PDC consiste donc à déterminer les matrices de gains de retour

d’état ),...,1( riFi =  satisfaisant  les  conditions  du  théorème  2.3  (MFC)  ou  du  théorème  2.4

(MFD) pour une matrice commune P définie positive.

Afin de trouver la matrice commune P et les gains iF , il est possible d’opérer en deux étapes:

La détermination des gains iF , puis la vérification de l’existence d’une matrice commune P.

Mais cette méthode reste assez empirique et ne garantie pas l’existence de la matrice
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commune P. Il peut donc être intéressant de trouver simultanément les gains iF  et la matrice

commune P, grâce aux LMIs

2.4.1.2.  Linéarisation des conditions de stabilité

     Les théorèmes 2.3 et 2.4 donnent les conditions suffisantes pour la stabilité des systèmes

bouclés (2.21) et (2.22). Mais les inégalités matricielles (2.23)~(2.26) ne sont  pas linéaires en

P et iF . On peut exprimer ces conditions de stabilité sous la forme d’un problème

d’optimisation avec contrainte LMI. En effectuant des changements de variables, il est

possible de  rendre les inégalités matricielles (2.23) ~(2.26) linéaires c'est à dire des LMIs en

de nouvelles variables.

§ Les LMIs pour le  théorème 2.3

Les conditions de stabilité (2.23) et (2.24) (pour le MFC) peuvent être mises sous forme

d'LMI après avoir effectuer le changement de variable classique: 11, -- == PFMPX ii  et en

pré- et post- multipliant (2.23) et (2.24)  par 1-= PX on obtient les LMIs suivantes en X et

iM

ï
î

ï
í

ì

<<----+++

=<--+

>

jiMBBMMBBMXAXAXAXA
riMBBMXAXA

X

ij
T
j

T
iji

T
i

T
jj

T
ji

T
i

ii
T
i

T
ii

T
i

0
,...,10

0
(2.27)

Les gains du régulateur iF  sont donnés par PMF ii =

§ Les LMIs pour le  théorème 2.4

En pré- et post- multipliant (2.25) et (2.26) par 1-= PX avec  l'utilisation du compliment de

Schur on obtient les LMIs suivantes en X et iM

{ }
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X

ijjiji

T
ijjiji

iii

T
i

T
i

T
i

0

2
1

2
1

,...,10

0

(2.28)

PMFXP ii == - ,1 (2.29)

Remarque : Supposons que les matrices de commande sont rBBB === ...21 , dans ce cas,

les conditions de stabilité des théorèmes 2.3 et 2.4 sont exprimées comme suit:
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§ L’équilibre d’un modèle flou, continu, décrit par (2.21) est asymptotiquement stable s’il

existe une matrice commune P définie positive telle que :

0<+ ii
T
ii PGPG ri ,...,1=

§ L’équilibre d’un modèle flou, discret, décrit par (2.22) est asymptotiquement stable s’il

existe une matrice commune P définie positive telle que :

0<- PPGG ii
T
ii ri ,...,1=

Les théorèmes de stabilité 2.3 et 2.4 garanties uniquement la stabilité asymptotique.

Cependant,  il est possible de considérer non seulement la stabilité, mais également d'autres

performances tel que la vitesse de réponse, les contraintes sur l'entrée et sur la sortie.

2.4.2. Taux de décroissance

     Afin de garantir un certain taux de décroissance, les auteurs de [Tanaka 98] ont proposés

des contraintes supplémentaires faisant intervenir les termes dominants iiG et termes

croisés ijG . Le degré de stabilité où le taux de décroissance du système (2.21), est le plus

grand scalaire a tel que, quelque soit la trajectoire vérifiant (2.21), on a pour 0>a :

0)(lim =
¥®

txe t

t

a . En d’autres termes prouver la stabilité de système (2.21) revient à assurer

que, pour toutes les trajectoires )(tx  vérifiant (2.21) on a pour 0>a

MFC

0))((2))((:0 <+>$ txV
dt

txdVP a (2.30)

La condition (2.30) pour toutes les trajectoires de )(tx vérifiant (2.21) est équivalent à:

riPPGPG ii
T
ii ,...102 =<++ a (2.31)

jiP
GG

PP
GG jiij

T
jiij <<+

+
+

+
02

2
)(

2
)(

a (2.32)

pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles que 0))(())(( =tzhtzh ji  avec jiiij FBAG -= .

0>a  représente  le  taux de décroissance de la fonction de Lyapunov quadratique, qu’on

doit maximiser. Notons que maximiser le taux de décroissance est un problème de

minimisation de la plus grande valeur propre généralisée  (GEVP) en P et a . La formulation

est la suivante :
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Maximiser a
rMMX ,...,, 1

Sous les contraintes
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a
  (2.33)

où .,1 XFMPX ii == -

MFD

La condition ))(()1())(( 2 kxVkxV -£D a  pour toutes les trajectoires de )(kx vérifiant (2.22)

est équivalente à :

riPPGG ii
T
ii ,...,2,102 =<-a (2.34)
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2a (2.35)

où 1<a , par conséquent, on définit le (GEVP) suivant en P  et b   où 2ab =  ( 10 <£ b )

Minimiser b
rMMX ,...,, 1

Sous les contraintes
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   (2.36)

où .,1 XFMPX ii == -

Remarque: La conception du contrôleur flou avec taux de décroissance revient à la

conception  du contrôleur flou stable quand 0=a  et 1=b  . Par conséquent, le contrôleur

flou qui satisfait les LMIs  (2.33) et (2.36) est un contrôleur flou stable. En d'autres termes, les

LMIs (2.27) et (2.28) sont des cas spéciaux  de ceux de (2.33) et (2.36) respectivement (quand

0=a  et 1=b ).
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Pour obtenir une meilleure représentation des systèmes physiques, on pose des contraintes sur

la commande et sur la sortie sous forme de contraintes LMIs.

2.4.3. Contraintes sur la commande d'entrée

Supposons que la condition initiale )0(x  est  connue.  Si m  est  la borne supérieur de
2

)(tu ,

la contrainte m<
2

)(tu  est imposée à 0³t si les LMIs suivantes sont satisfaites [Tanaka 01].

0
)0(

)0(1
³ú

û

ù
ê
ë

é

Xx
x T

(2.37)
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é

IM
MX

i

T
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(2.38)

où .,1 XFMPX ii == -

Preuve: Supposons la fonction candidate de Lyapunov suivante: )()())(( tPxtxtxV T=  et

1)0()0( £Pxx T alors

0)0()0(1 ³- Pxx T . (2.39)

avec 1-= XP . L'inégalité (2.39) est transformée en (2.37) par le procédé du compliment de

Schur.

La contrainte m<
2

)(tu  conduite à
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avec 01)0()0()()( 11 >"£< -- txXxtxXtx TT  si:
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par conséquent,  nous avons,
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Le coté gauche de (2.42) nous avons
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(2.43)

alors  (2.42)  est  satisfaite,  on  pose XFM ii = , la relation (2.43) peut être réécrite sous la
forme suivante:

01
2 £- XMM i

T
im

(2.44)

L'inégalité (2.38) peut être obtenue à partir de (2.44) par le procédé du complément de Schur.

Les LMIs (2.37) et (2.38) sont disponibles pour MFC et MFD. Le problème de conception

d'un régulateur flou stable satisfaisant la contrainte d'entrée peut être défini de la manière

suivante :

Trouver rMMX ,...,,0 1>
Satisfaisants les LMIs { }.(2.38)et(2.37)[(2.28)],ou(2.27)

2.4.4. Contraintes sur la sortie

     Supposons que la condition initiale )0(x est connue. La contrainte l<
2

)(ty  est imposée

à 0³t  si les LMIs suivantes sont satisfaites.
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(2.46)

avec 1-= PX

Preuve: La preuve peut être accomplie similairement au cas précédent.

Le problème de conception d'un régulateur flou stable satisfaisant la contrainte sur la sortie est

défini de la manière suivante :

Trouver rMMX ,...,,0 1>
Satisfaisants les LMIs{ }(2.46)et(2.45)[(2.28)],ou(2.27) .

2.5. Exemples d’illustrations

     Considérons le système non linéaire (un pendule inversé commandé par un moteur à

courant continu [Kawa 96]) décrit par les équations suivantes :

21 xx =&

32112 )sin( xkxkx +=&

ukxkxkx 534233 ++=&

avec 10,10,1,8.9 54321 =-==== kkkkk

Ce  système peut être représenté par deux modèles flous de T-S en supposant ici que )(1 tx  est

une variable de prémisse. Les règles floues décrivent ce pendule sont :

Règle 1 :

SI )(1 tx  est 1
1F      ALORS

î
í
ì

=
+=

)()(
)()()(

1

11

txCty
tuBtxAtx&

Règle 2 :

SI )(1 tx  est 2
1F      ALORS

î
í
ì

=
+=

)()(
)()()(

2

22

txCty
tuBtxAtx&

où [ ]Ttxtxtxtx )()()()( 111= , avec )(1 tx  représente l’angle du pendule, )()( 12 txtx &=

représente la vitesse angulaire et )(3 tx  représente le courant du moteur.

[ ]
ú
ú
ú

û

ù
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ê
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é
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û

ù
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ê
ê

ë

é
=

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
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é
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=

0
10
0

)0(,001,
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0
0

,
10100
108.9
010

111 xCBA
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[ ]
ú
ú
ú

û

ù

ê
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ë

é
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ú
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û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=

ú
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û

ù

ê
ê
ê

ë

é

--
=

0
10
0

)0(,001,
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0
0

,
10100
100
010

222 xCBA

))(( 1
1

1 txF  et ))(( 1
2

1 txF  sont les  fonctions d’appartenance de la variable d’état )(1 tx définies

par:

ïî

ï
í
ì

=

¹
=

0)(,1

0)(,
)(

))(sin(
))((

1

1
1

1

1
1

1

tx

tx
tx

tx
txF

))((1))(( 1
1

11
2

1 txFtxF -=

Ce modèle flou représente exactement  la dynamique du système non linéaire lorsque

pp ££- )(1 tx .  Notons que la matrice de commande B dans ce modèle est commune c'est à

dire 21 BB = . Généralement, la conception du régulateur flou dans ce cas est simple. Pour

illustrer l'influence de la technique LMI, on propose un cas plus difficile c'est à dire nous

changeons 2B comme suite: [ ]TB 02002 =

Les exemples illustratifs suivants sont spécifiques seulement pour les modèles flous continus.

2.5.1. Exemple 2.1: Conception d’un régulateur flou avec un taux de

décroissance

D'abord, on conçoit un régulateur flou stable avec un taux de décroissance. Le problème de

conception pour un MFC est défini comme suit :

Maximiser a
21,, MMX

Sous la contrainte { }(2.33)

Dans le LMI control toolbox de MATLAB, la fonction ‘feasp’ est utilisée pour résoudre les

problèmes de faisabilité. Les variables iM  et X   peuvent  être obtenues en utilisant le vecteur

de décision à l'aide de la fonction ‘dec2mat’

On obtient les résultats suivants, pour un degré de stabilité 4=a

0
0007.00082.00297.0
0082.01190.04539.0
0297.04539.08165.1

103 >
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
´=P

]7930.39745.578714.214[1 =F , ]4541.18201.220103.83[2 =F
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La condition  initiale pour  les simulations est [ ]Tx 0100)0( = ,  on retrouve  la réponse du

système )()( 1 txty =  qui est l'évolution de l'angle du pendule q  (figure 2.2) et la commande

d'entrée (figure 2.3).

Fig.2.2. La réponse du système )()( 1 txty = .

Fig.2.3. La commande d’entrée )(tu .

Le contrôleur conçu qui satisfait le taux de décroissance pour le MFC pour la condition

initiale [ ]Tx 0100)0( =  est  faisable,  de  plus,  il  a  stabilisé   le  système  ( 01 ®x  quand

¥®t ).
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Dans le deuxième exemple, on considère de plus les contraintes sur la commande d'entrée

dans la conception du régulateur.

2.5.2.  Exemple 2.2 : Taux de décroissance + Contraintes sur l’entrée

    On remarque dans l'exemple 2.1 que le 848.559)(max
2
=tut .  Pratiquement,  il  y  a  une

limitation de la commande d'entrée, alors il est important de considérer non seulement le taux

de décroissance mais également les contraintes sur la commande d'entrée. Ce problème est

défini comme suit:

Maximiserr a
21,, MMX

Sous les contraintes{ }(2.38)et(2.37)(2.33),
avec 100=m

On obtient les résultats suivants pour un degré de stabilité 23.3=a

0
0001.00007.00024.0
0007.00090.00320.0
0024.00320.01187.0

>
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=P

[ ]0.69129.098332.65031 =F , [ ]0.52966.516218.32412 =F

La réponse )()( 1 txty =  est montrée sur la figure 2.4, et la commande correspondante est

montrée sur la figure 2.5.

Fig.2.4. La réponse du système )()( 1 txty = .
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Fig.2.5. La commande d'entrée )(tu .

     Le contrôleur conçu qui satisfait la stabilité et le taux de décroissance pour le MFC est

faisable, de plus le
2

)(max tut  est réduit de 848.559)(max
2
=tut  sans contraintes à

m<= 612.90)(max
2

tut  avec contraintes, ce qui implique que ce contrôleur satisfait  une

contrainte sur l’entrée.

2.5.3. Exemple 2.3 : Contrôleur  stable + Contraintes sur l’entrée

     Il est possible aussi de construire un contrôleur flou stable satisfaisant les contraintes sur la

commande d'entrée où 100=m . Le problème se pose comme suit:

Trouver 0>X , 1M  et 2M
Satisfaisants { }(2.38)et(2.37)(2.27),

La matrice commune P  et les gains de retour d'état iF  obtenus sont:

0
0001.00006.00017.0
0006.00038.00109.0
0017.00109.00340.0

>
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=P

[ ]0.13923.542212.15651 =F , [ ]0.02192.21156.58702 =F

La réponse )()( 1 txty =  et le signal de commande d'entrée sont montrés respectivement sur

les figures 2.6 et 2.7.
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Fig.2.6. La réponse du système )()( 1 txty = .

Fig.2.7. La commande d'entrée )(tu .

Le contrôleur conçu qui satisfait la stabilité et les contraintes sur l'entrée

m<= 48.35)(max
2

tut pour le MFC est faisable .Mais la réponse )()( 1 txty = présente une

grande erreur de sortie, ce qui permet d'introduire des contraintes sur la sortie.

2.5.4.  Exemple 2.4: Contrôleur stable + Contraintes sur l’entrée +

Contraintes    sur la sortie

La  réponse du système )()( 1 txty =  dans l'exemple  précédant  présente une grande  erreur de
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sortie, 188.2)(max
2
=tyt  puisque la contrainte sur la sortie n'est pas considérée lors de la

conception de régulateur flou.  Pour améliorer la réponse, on ajoute des contraintes sur la

sortie, le problème est posé de la manière suivante :

Trouver 0>X , 1M  et 2M
Satisfaisants { }(2.46)et(2.38)(2.37),(2.27), .
avec 100=m et 2=l

La matrice commune P  et les gains de retour d'état iF  obtenus sont:

0
0.00000.00060.0029

0.00060.00970.0521
0.00290.05210.5568

>
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=P

[ ]0.55999.260553.02621 =F , [ ]4711.04951.75471.352 =F

La réponse )()( 1 txty =  et le signal de commande d'entrée sont donnés respectivement par les

figures 2.8 et 2.9.

Fig.2.8. La réponse du système )()( 1 txty = .

     Le contrôleur conçu qui satisfait la stabilité, les contraintes sur l'entrée et les contraintes

sur la sortie  pour le MFC est faisable où 100=m et 2=l .

On peut souligner que ce contrôleur a satisfait les contraintes sur la commande d'entrée,

m£= 92.559)(max
2

tut  et sur la sortie l<= 282.1)(max
2

tyt .
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Fig.2.9. La commande d'entrée )(tu .

     Nous avons montré à partir du modèle flou de T-S, une méthode de synthèse de commande

du type PDC. Cette loi de commande très utilisée, est basée sur la connaissance de l’état. Par

conséquence, dans le cas où l’état du système n’est pas totalement disponible, il est nécessaire

d'utiliser un observateur permettant d’estimer l’état non observable du système.

Dans le cas des modèles flous de T-S, les observateurs flous de T-S se basant généralement

sur des modèles linéaires de type Luenberger. Ces derniers, ont pour avantage d’avoir la

même structure que les modèles flous de T-S.

2.6. Stabilisation avec observateur flou

     L’observabilité d’un processus est un concept très important en automatique. En effet, pour

reconstruire l’état et la sortie d’un système, il faut savoir, a priori, si les variables d’état sont

observables ou non. Alors un observateur est nécessaire lorsque une partie de l’état n’est pas

accessible. Le but étant d’obtenir une convergence asymptotique de l’erreur de prédiction

d’état c’est à dire 0)(ˆ)( ®- txtx quand ¥®t , où )(ˆ tx  représente le vecteur d'état estimé

par un observateur flou.

     Plusieurs  travaux  concernant  la  synthèse  de  commande  avec  un  observateur  flou  ont  été

élaborés pour la stabilisation des modèles flous de T-S, par exemple [Tanaka 94], [Tanaka

98], [Chad 02c], [Chad 03]. Les résultats existant pour ce type d’observateur sont très variés

selon la fonction de Lyapunov choisie et selon le type de commande utilisé pour stabiliser le

modèle  flou.  Les  principes  de  base  de  ce  type  d’observateurs  sont  synthétisées  dans  ce  qui

suit.
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Les observateurs flous continus (OFC) et discrets (OFD), sont définis comme suit :

OFC

Règle i de l'observateur

SI )(1 tz est iF1  et … )(tz p est i
pF  ALORS

î
í
ì

==
-++=

ritxCty
tytyLtuBtxAtx

i

iii

,...,2,1)(ˆ)(ˆ
))(ˆ)(()()(ˆ)(&̂

La structure la plus simple d’un observateur flou de T-S est obtenue par interconnexion de

plusieurs observateurs locaux de type Luenberger. Il s’écrit d’une façon générale comme suit :

{ }

ï
ï
î

ïï
í

ì

=

-++=

å

å

=

=

r

i
ii

r

i
iiii

txCtzhty

tytyLtuBtxAtzhtx

1

1

)(ˆ))(ˆ()(ˆ

))(ˆ)(()()(ˆ))(ˆ()(&̂
(2.48)

avec la notation suivante :

ï
ï

î

ï
ï

í

ì

=å

å
=

=

=

1))(ˆ(

))(ˆ(

))(ˆ(
))(ˆ(

1

1

r

i
i

r

i
i

i
i

tzh

tzw

tzw
tzh

(2.49)

où nntx .)(ˆ ÂÎ et qty ÂÎ)(ˆ représentent respectivement le vecteur d’état et le vecteur de sortie

estimés, iL  sont les matrices de gains d’observation et les )(ˆ),...,(ˆ1 tztz p  sont les variables de

prémisse estimées et ))(ˆ( tzhi sont les fonctions d’activation.

L’équation (2.48) peut être réécrite comme suit:

{ } { }ååå
= ==

-++=
r

i

r

j
jiji

r

i
iii txtxCLtzhtzhtuBtxAtzhtx

1 11

)(ˆ)())(ˆ())(ˆ()()(ˆ))(ˆ()(&̂

{ }åå
= =

+--=
r

i

r

j
jijijiiji txCLtxFBtxCLAtzhtzh

1 1

)()(ˆ)(ˆ)())(ˆ())(ˆ( (2.50)

où

å
å

å
=

=

= -=-=
r

i
iir

i
i

r

i
ii

txFtzh
tzw

txFtzw
tu

1

1

1 )(ˆ))(ˆ(
))(ˆ(

)(ˆ))(ˆ(
)( (2.51)

En substituant  (2.51) dans  (1.7), on obtient donc l’équation du système en boucle fermée

suivante :

(2.47)
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(2.55)

{ })(ˆ)())(ˆ())(ˆ()(
1 1

txFBtxAtzhtzhtx jiij

r

i

r

j
i -=åå

= =

& (2.52)

Pour évaluer la convergence de l’observateur flou (2.50), on considère l’erreur d’estimation

du vecteur d’état donnée par :

)(ˆ)()(~ txtxtx -= (2.53)

En tenant compte de (2.52) et (2.53), la dynamique de l’erreur d’estimation est donnée par

l’équation suivante :

{ } )(~)())(ˆ())(ˆ()(~
1 1

txCLAtzhtzhtx jiij

r

i

r

j
i -=åå

= =

&

)(~
2

))(ˆ())(ˆ(2)(~))((
1 1

2 tx
HH

tzhtzhtxHtzh jiij
r

i
j

r

j
iiii ÷

ø

ö
ç
è

æ +
+=å å

= =

(2.54)

où jiiij CLAH -= .

La conception d’observateur consiste à déterminer les gains iL  afin d’assurer la convergence

de la dynamique de l’erreur d’estimation (2.54) vers zéro.

OFD

Règle i d'observateur

SI )(1 kz est iF1  et … )(kz p est i
pF   ALORS

î
í
ì

==
-++=+

rikxCky
kykyLkuBkxAkx

i

iii

,...,1)(ˆ)(ˆ
))(ˆ)(()()(ˆ)1(ˆ

L’observateur flou discret de T-S  est obtenu par interconnexion de plusieurs observateurs

locaux de type Luenberger. Il s’écrit d’une façon générale comme suit :

{ }

ï
ï
î

ïï
í

ì

=

-++=+

å

å

=

=

r

i
ii

r

i
iiii

kxCkzhky

kykyLkuBkxAkzhkx

1

1

)(ˆ))(ˆ()(ˆ

))(ˆ)(()()(ˆ))(ˆ()1(ˆ
(2.56)

où

ï
ï

î

ï
ï

í

ì

=å

å
=

=

=

1))(ˆ(

))(ˆ(

))(ˆ(
))(ˆ(

1

1

r

i
i

r

i
i

i
i

kzh

kzw

kzw
kzh

(2.57)

L’équation (2.56) peut être réécrite comme suit:
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{ } { }ååå
= ==

-++=+
r

i

r

j
jiji

r

i
iii kxkxCLkzhkzhkuBkxAkzhkx

1 11

)(ˆ)())(ˆ())(ˆ()()(ˆ))(()1(ˆ

{ }åå
= =

+--=
r

i

r

j
jijijiiji kxCLkxFBkxCLAkzhkzh

1 1

)()(ˆ)(ˆ)())(ˆ())(ˆ( (2.58)

où

å
å

å
=

=

= -=-=
r

i
iir

i
i

r

i
ii

kxFkzh
kzw

kxFkzw
ku

1

1

1 )(ˆ))(ˆ(
))(ˆ(

)(ˆ))(ˆ(
)( (2.59)

En remplaçant (2.59) dans (1.11), on obtient l’équation du système en boucle fermée suivante:

{ })(ˆ)())(ˆ())(ˆ()1(
1 1

kxFBkxAkzhkzhkx jiij

r

i

r

j
i -=+ åå

= =

(2.60)

En tenant compte de l’erreur d’estimation du vecteur d’état )(ˆ)()(~ kxkxkx -= , et de (2.60),

la dynamique de l’erreur d’estimation est donnée par l’équation suivante :

{ } )(~)())(ˆ())(ˆ()1(~
1 1

kxCLAkzhkzhkx jiij

r

i

r

j
i -=+ åå

= =

)(~
2

))(ˆ())(ˆ(2)(~))(ˆ(
1 1

2 kx
HH

kzhkzhkxHkzh jiij
r

i
j

r

j
iiii ÷÷

ø

ö
çç
è

æ +
+=å å

= =

(2.61)

où jiiij CLAH -=

Remarque : Tout au long de ce travail, on supposera que toutes les variables de prémisse sont

mesurables c’est à dire )()(ˆ tztz =  et que les fonctions d’activation de l’observateur sont les

mêmes que celles caractérisant le modèle flous de T-S (2.21).

2.6.1. Conditions de stabilité du modèle bouclé avec observateur
     Par extension des théorèmes 2.3  et 2.4, les théorèmes suivants sont obtenus pour les

observateurs flous continus (OFC) et discret (OFD)

Observateur flou continu (OFC)

Théorème 2.5 :[Chad 02b] L’équilibre d’un modèle flou continu décrit par (2.54) est

asymptotiquement stable s’il existe une matrice commune 2P définie positive telle que :

riHPPH ii
T
ii ,...,1022 =<+ (2.62)

ji
HH

PP
HH jiij

T
jiij <<÷÷

ø

ö
çç
è

æ +
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ +
0

22 22 (2.63)

pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles que 0))(())(( =tzhtzh ji  avec jiiij CLAH -=
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Observateur flou discret (OFD)

Théorème 2.6 : [Chad 02b] L’équilibre d’un modèle flou discret décrit par (2.61) est

asymptotiquement stable s’il existe une matrice commune et définie positive 2P telle que:

riPHPH ii
T
ii ,...,1022 =<- (2.64)

jiP
HH

P
HH jiij

T
jiij <<-÷÷

ø

ö
çç
è

æ +
÷÷
ø

ö
çç
è

æ +
0

22 22 (2.65)

pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles que 0))(())(( =kzhkzh ji  avec jiiij CLAH -= .

2.6.1.1. Linéarisation des conditions de stabilité

    Les théorèmes 2.5 et 2.6 donnent les conditions suffisantes pour la stabilité des systèmes en

boucle fermée (2.54) et (2.61). Mais les inégalités matricielles (2.62) ~ (2.65) ne sont  pas

linéaires en les variables 2P  et iL . Des changements de variables permettent de rendre les

inégalités matricielles (2.62) ~ (2.65) des LMIs en de nouvelles variables.

§ Les LMIs pour le théorème 2.5

Les conditions de stabilité (2.62) ~ (2.65) peuvent être mis sous la forme  LMI et après avoir

effectué le changement de variable classique : ii LPN 2=  on obtient les LMIs suivantes en 2P

et iL

ï
î

ï
í

ì

<<----+++

=<--+
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jiCNNCCNNCAPPAAPPA
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T
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T
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T
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T
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T
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T
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,..,2,10

0

2222

22

2

(2.66)

§ Les LMIs pour le théorème 2.6

En suivant le même raisonnement que pour le théorème précèdent, avec l'utilisation du

compliment de Schur,  on obtient les LMIs suivantes en 2P et iL

ï
ï
ï
ï

î

ïï
ï
ï

í

ì

<>ú
û

ù
ê
ë

é
--+

--+

=>ú
û

ù
ê
ë

é
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>

ji
PCNCNAPAP

CNCNAPAPP

ri
PCNAP

CNAPP

P

ijjiji

T
ijjiji
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T
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0
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)(

,...,2,10
)(

)(

0

222

222
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22

2

(2.67)
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)(ty

)(ty
x̂

u(t ) +
-

2.7. Stabilité du modèle flou de T-S augmenté

     Le modèle flou T-S augmenté est composé d’un modèle flou, d’un régulateur flou et d’un

observateur flou, figure.2.10.

Dans ce cas, le calcul des poids de chaque règle s’effectue à partir des variables de prémisse.

Deux cas sont à envisager :

§ Les variables de prémisse sont mesurables et il est possible de calculer les poids des

règles de l’observateur en remplaçant ))(ˆ( tzhi  par ))(( tzhi  comme dans [Ma 98],

[Tanaka 98], [Verm 98], [Chad 02b].

§ Les variables de prémisse ne sont pas mesurables, il faut donc les reconstruire et utiliser

leurs estimées dans le calcul des poids des règles de l’observateur par ))(ˆ( tzhi . [Chad

02c], [Blanco 01], [Lauber 03].

Fig.2.10 : Représentation du système augmenté.

La stabilité du modèle augmenté  sera donc étudiée suivant les deux cas précédents.

2.7.1. Variables de prémisse mesurables

     Dans ce cas, la loi de commande de type PDC est donnée par (2.68) pour le MFC et (2.69)

pour le MFD:

å
=

-=
r

i
ii txFtzhtu

1
)(ˆ))(()( (2.68)

å
=

-=
r

i
ii kxFkzhku

1
)(ˆ))(()(

En substituant (2.48) et (2.68) dans (1.7) pour le MFC, le système augmenté est représenté

par :

Modèle flou

Observateur flou

Contrôleur  flou

(2.69)



Chapitre 2             Stabilité et stabilisation quadratique des modèles flous de Takagi-Sugeno

- 52 -

MFC

{ }

{ }

{ })~)()())(())((

)~()())(())((

)(ˆ)())(())(()(

1 1

1 1

1 1

xFBtxFBAtzhtzh

xxFBtxAtzhtzh

txFBtxAtzhtzhtx

jijiij

r

i

r

j
i

jiij

r
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r

j
i

jiij

r
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r

j
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+-=

--=

-=

åå

åå

åå

= =

= =
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&

(2.70)

avec

{ } )(~)())(())(()(~
1 1

txCLAtzhtzhtx jiij

r

i
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En combinant (2. 70) et (2.71), on obtient le système augmenté suivant :
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alors on peut écrire
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  (2.73)
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[ ]Ta txtxtx )(~)()( = (2.75)

En substituant (2.56) et (2.69) dans (1.11) pour le MFD, on obtient :

MFD
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(2.76)
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j
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= =

(2.77)

En Combinant (2.76) et (2.77), on obtient le système discret augmenté suivant :
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Alors on peut écrire

)(
2

))(())((2)())(())((

)())(())(()1(

1

1 1

kx
VV

kzhkzhkxVkzhkzh

kxVkzhkzhkx

a

r

ji

T
jiij

iiaii

r

j
ii

aij

r

i

r

j
jia

åå

åå

<=

= =

÷÷
ø

ö
çç
è

æ +
+=

=+

  (2.79)

En appliquant les théorèmes 2.3 et 2.4 aux systèmes augmentés (2.73) et (2.79)

respectivement, on dérive les théorèmes suivants :

MFC

Théorème 2.7 : [Tanaka 98] L'équilibre d’un système augmenté continu décrit par (2.73) est

asymptotiquement stable s'il existe une matrice commune P définie positive  telle que:

riPVPV ii
T

ii ,...10 =<+ (2.80)
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VV
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T
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æ +
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ø

ö
çç
è

æ +
0

22
(2.81)

pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles que 0))(())(( =tzhtzh ji .

MFD

Théorème 2.8 : [Tanaka 98] L’équilibre d’un système discret augmenté décrit par (2.79) est

asymptotiquement stable s'il existe une matrice commune P définie positive telle que:

riPPVV ii
T

ii ,...,10 =<- (2.82)

jiP
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P
VV jiij

T
jiij <<-÷÷
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ö
çç
è

æ +
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ø

ö
çç
è

æ +
0

22
(2.83)

pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles que 0))(())(( =kzhkzh ji .

Remarque : Il est possible, dans le cas où les  variables de prémisse sont mesurables, de

déterminer séparément les gains de commande iF et les gains d’observation iL .

2.7.1.1. Propriété de séparation

     La propriété de séparation,  garantie pour les systèmes linéaires, est également valide dans

le cas des modèles flous de T-S augmenté dont les variables de prémisse sont mesurables [Ma

98], [Yone 00]. Cette propriété garantit l’existence d’une fonction de Lyapunov, paramétrée

par un scalaire positif s , de la forme suivante:
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)()()())(( txPtxtxV T s= (2.84)
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s (2.85)

La fonction (2.84) avec ),max( 21 sss ³  respectant les conditions (2.86) et (2.87), est une

fonction de Lyapunov qui prouve la stabilité du système augmenté continu (2.73).
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Preuve : La stabilité du système augmenté décrit en (2.73) est assurée tel que (2.80) et (2.81).

En substituant )(sP  dans (2.80) et (2.81) et en tenant compte de (2.74), on obtient :
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FBFBPGGPPGG

s
  (2.89)

En appliquant le compliment de Schur aux inégalités (2.88) et (2.89), on trouve

respectivement 1s  et 2s . Il suffit de choisir s  suffisamment grand tel que ),max( 21 sss ³

pour que la fonction (2.84) soit une fonction de Lyapunov  du système augmenté (2.73).

Remarque : La propriété de séparation pour le cas discret est obtenue de la même manière

que pour le cas continu.

     Dans ce qui suit, nous définissons  les LMIs qui satisfaites le taux de décroissance pour les

systèmes augmentés décrits par (2.73) pour le MFC et (2.79) pour le MFD.

Prouver la stabilité du système flou augmenté continu revient à s’assurer que, pour toutes les

trajectoires )(txa  vérifiant (2.73),  on a pour 0>a

0))((2
))((

:0 <+>$ txV
dt

txdVP a
a a (2.90)

MFC

Théorème 2.9 : [Tanaka 98] L’équilibre d’un système flou augmenté continu décrit par (2.73)

est asymptotiquement stable s'il existe une matrice commune P définie positive telle que:
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riPPVPV ii
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ii ,...,102 =<++ a  (2.91)
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pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles que 0))(())(( =tzhtzh ji .

où 0>a  représente  le  taux de décroissance de la fonction de Lyapunov quadratique (2.90),

qu’on doit  maximiser.

Prouver la stabilité de système flou augmenté discret revient à s’assurer que, pour toutes les

trajectoires )(kxa vérifiant (2.79),  on a pour 1<a

))(()1())((:0 2 kxVkxVP aa -£D>$ a (2.93)

MFD

Théorème 2.10 : [Tanaka 98] L’équilibre d’un système flou augmenté discret décrit par

(2.79) est asymptotiquement stable s'il existe une matrice commune définie positive P tels

que:
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pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles que 0))(())(( =kzhkzh ji  et 1<a .

     Les conditions de stabilité (2.91) ~ (2.95) peuvent être mises sous la forme LMI en suivant

le même résonnement que dans la section (2.4.1.2).

Notons que la maximisation du taux de décroissance a  est un problème de minimisation de

la plus grande valeur propre généralisée  (GEVP) en P eta . Sa formulation est la suivante:
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 (2.96)

pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles que 0))(())(( =tzhtzh ji , où XFM ii =  et

ii LPN 2=
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Remarque: Le problème ci-dessus est réduit à un problème de conception d'un  contrôleur

flou stable si 0=a , les gains de contrôleur iF  et les gains d'observateur iL  sont obtenus

comme suit : 1
1
-= PMF ii et ii NPL 1

2
-= .

La chose importante dans ce cas (variable de prémisse mesurable) est que les gains du

régulateur et les gains d'observateur peuvent être conçus séparément c'est à dire on peut

déterminer les gains iF à partir des conditions du théorème 2.3, et les gains d’observateur iL

sont déterminés à partir des conditions du théorème 2.5.

2.7.2. Variables de prémisse non mesurables

     Supposons qu’une partie des variables de prémisse ne sont pas mesurables, on note dans ce

cas )(ˆ tz une estimation de ces variables qui dépendent des variables d’état estimées )(ˆ tx .

Ainsi les fonctions d’activation du régulateur PDC sont différentes de celles des  modèles

flous (1.7) dans le cas continu et (1.11) dans le cas discret. Dans ce cas, la loi de commande

est décrite par (2.51) pour le MFC, et par (2.59) pour le MFD:

En remplaçant (2.48) et (2.51) dans (1.7) pour le MFC,  le système augmenté est  représenté

par:

MFC
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)()()(1
isjsjijiijs CCLFBBAAS -+---=

sjisjjijs FBBCLAS )(2 -+-=

sF et jL  représente respectivement , les gains du régulateur et les gains d’observateur du

vecteur d’état [ ]Ta kxkxkx )(~)()( =  où )(ˆ)()(~ kxkxkx -= .

En remplaçant (2.56) et (2.59) dans (1.11) pour le MFD, le système augmenté est  représenté

par:

(2.97)

(2.99)
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MFD
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En appliquant les théorèmes 2.3 et 2.4 aux systèmes augmentés (2.97) et (2.100)

respectivement, on obtient les théorèmes suivants :

MFC

Théorème 2.11 : [Tanaka 98]  Le système augmenté continu décrit par (2.97) est

asymptotiquement stable s’il existe une matrice commune P définie positive tels que :

rjjiriPVPV ijj
T

ijj ,...,1,,,...,10 =¹=<+ (2.101)
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è
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ø
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è
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  (2.102)

pour tous les i ,j et s, sauf les triplets ),,( sji  tels que 0)(ˆ())(ˆ())(( =tzhtzhtzh sji .

MFD

Théorème 2.12 : [Tanaka 98]  Le système augmenté discret décrit par (2.100) est

asymptotiquement stable s’il existe une matrice commune P définie positive tels que :

rjjiriPPVV ijj
T

ijj ,...,1,,,...,10 =¹=<- (2.103)

rsrjriP
VV

P
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22
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è

æ +
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ø

ö
çç
è

æ +
 (2.104)

pour tous les i ,j et s, sauf les triplets ),,( sji  tels que 0)(ˆ())(ˆ())(( =kzhkzhkzh sji .

Remarque: Considérons le cas où la matrice C est commune, c'est à dire, CCC r === ...1 .

Dans ce cas :

sjijiijs FBBAAS )()(1 ---=

sjijjijs FBBCLAS )()(2 -+-=

Les conditions des théorèmes 2.11 et 2.12 impliquent ceux des théorèmes 2.7 et 2.8,

respectivement. Dans ce cas, il est difficile de transformer les conditions de stabilité (2.101) et

(2.105)
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(2.102) dans le cas continu en LMIs par les techniques classiques de changement de variables.

Une méthode proposée par [Chad 02] permet de synthétiser le régulateur PDC et l’observateur

séparément mais non simultanément.

2.7.3. Exemple illustratif

     L'objectif de cet exemple est de construire un régulateur flou et un observateur flou pour

un système non linéaire, composé de quatre  modèles locaux et comportant deux sorties et

quatre états, décrit comme suit:

)()1)(()(sin)()( 2
1321 tutxtxtxtx +++=&

)(2)()( 212 txtxtx +=&

)()()()( 12
2
13 txtxtxtx +=&

)(sin)( 34 txtx =&

)()()1)(()( 24
2
11 txtxtxty ++=

)()()( 322 txtxty +=

Supposons que )(1 tx  et )(3 tx  sont observables. En d'autres termes, )(2 tx  et )(4 tx sont estimés

en utilisant un observateur flou. On  suppose  également que )(1 tx et )(3 tx  sont dévales dans

les régions suivantes :

][)(],[)( 31 bbtxaatx -Î-Î

où a et b sont des valeurs positives. Les termes  non linéaires sont )(2
1 tx  et ))(sin( 3 tx .

En utilisant la  même procédure  que dans la section (1.3.1), les termes  non linéaires peuvent

être représentés par:

0))(())(()( 1
2

1
2

1
1

1
2
1 ´+´= txFatxFtx

b
btxFtxFtx sin))((1))(()(sin 3

2
23

1
23 ´+´=

où

{ } ]10[))(()),(()),(()),(( 3
2

23
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2

11
1

1 ÎtxFtxFtxFtxF

1))(())((,1))(())(( 3
2

23
1
21

2
11

1
1 =+=+ txFtxFtxFtxF

La solution de ces équations donne les fonctions d’appartenance des ensembles flous

suivantes :
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Par l'utilisation de  ces ensembles flous, le système non linéaire peut être représenté par le

modèle flou de T-S suivant:

Règle 01:

SI )(1 tx est 1
1F  et )(3 tx est 1

2F       ALORS
î
í
ì

=
+=
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Règle 02:

SI )(1 tx est 1
1F  et )(3 tx est 2
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î
í
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=
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Règle 03:

SI )(1 tx est 2
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Règle 04:
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Notons que ce modèle flou de T-S représente exactement le système non linéaire dans les

conditions suivantes: ][)(],[)( 31 bbtxaatx -Î-Î  avec 8.0=a  et 6.0=b .

Dans cet exemple, les variables de prémisse sont indépendantes des variables à estimer )(2 tx

et )(4 tx , ce qui permet d'utiliser  la procédure de conception du premier cas (variable de

prémisse mesurables)

D'abord, les inégalités matricielles (2.80) et (2.81) sont non linéaires, on suit le même

raisonnement que dans la section (2.4.1.2) pour les rendre sous forme  LMIs.

Le problème de conception du régulateur flou et d’un d'observateur flou est posé de la

manière suivante :

Trouver 0,0 2 >> PX , 41 ,...,MM  et 41 ,.., NN

Satisfaisants :
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1

-= XP , 1PMF ii = , ii NPL 1
2
-=

Les gains du régulateur iF et d'observateur iL satisfaisant les LMIs ci-dessus sont:
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[ ]16.9102-47.4784-172.610422.37921 =F , [ ]16.8649-47.4046-172.220022.33382 =F

[ ]23.9672-66.9256-245.230431.89013 =F , [ ]23.8978-66.7800-244.589531.80964 =F
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7.7921-0.3649
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Les figures suivantes  montrent les résultats de simulation où : la variation des états )(1 tx et

)(3 tx  est représentée sur les figures 2.11 et 2.13 respectivement.  La variation des états

estimées )(ˆ2 tx  et )(ˆ4 tx  par l'observateur flou est représentée sur les figures 2.12 et 2.14

respectivement. La commande )(tu  est montrée dan la figure 2.15.

Le contrôleur flou conçu stabilise le système augmenté pour les conditions initiales

[ ]0005.00)0(ˆ =x  c'est  à  dire 0)( ®tx  quand ¥®t , ainsi que l'observateur flou

estime les états non observables du système non linaire c'est à dire 0)(ˆ)( 4,24,2 ®- txtx  quand

¥®t   pour [ ]8.08.0)(1 -Îtx  et [ ]6.06.0)(3 -Îtx .

Fig.2.11. La variation de l’état )(1 tx .
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Fig.2.12. La variation de l’état )(2 tx  et son estimé.

Fig.2.13. La variation de l’état )(3 tx .

Fig.2.14. La variation de l’état )(4 tx  et son estimé.
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Fig.2.15. La  commande ).(tu

2.8. Conclusion

     Dans ce chapitre nous avons étudié les problèmes de la stabilité et de la stabilisation basée

sur la fonction de Lyapunov de type quadratique pour les modèles flous de T-S continus et

discrets en utilisant le concept PDC. Différents résultats obtenus avec de telles fonctions, en

stabilité,  stabilisation  avec  et  sans  taux  de  décroissance  ont  également  été  rappelés.  Des

méthodes de linéarisation existantes sont appliquées, ce qui permet de transformer les

conditions de stabilité en LMIs résolubles par les outils numériques.

L'estimation d'état à base de modèle flou de T-S est également considérée. Dans ce sens, la

commande de système augmenté continu et discret dans le cas des variables de prémisse

mesurables est considérée. Une propriété de séparation a été établie. Des exemples de

simulation ont également été présentés  concernant l'approche LMI.

Les conditions de stabilité obtenues sont assez conservatives car elles demandent la stabilité

de tous les modèles (dominants et croisées). Dans le chapitre suivant, on propose des

conditions plus relâchées permettant de réduire le conservatisme d’obtention des gains de

commande.
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CHAPITRE   III

Relâchement des conditions de stabilité

3.1. Introduction

     Le chapitre précédent montre que les analyses de la stabilité des modèles flous de T-S  sont

réduites à un problème de détermination d’une matrice commune TPP = entre toutes les

règles. Ainsi, disposant d’un modèle de T-S, le problème fondamental qui se pose lors de la

synthèse de commande du type PDC est celui du conservatisme des résultats de stabilité. En

effet, si le nombre de règles r est grand, il serait difficile de trouver une matrice P commune

qui satisfait les conditions de stabilité classique. Il est alors clair que le nombre de règles est

un facteur essentiel pour réduire le conservatisme des résultats issus des conditions classiques

de stabilité. Pour alléger ce problème, de nouvelles conditions moins conservatives seront

données dans ce chapitre.

     Dans le but d’avoir des résultats beaucoup moins conservatifs, des conditions de relaxation

LMI ont fait l’objet de plusieurs travaux notamment ceux développés dans [Tanaka 98] où les

auteurs se basent sur le nombre maximal de règles actives à chaque instant pour réduire le

conservatisme de conditions de stabilisation. Kim et Lee [Kim 00], Chun-Hsiung et al [Chun

06]  s’inspirent de ces travaux, en introduisant des conditions supplémentaires. Dans [Teixeira

03], les auteurs proposent d’utiliser des fonctions de Lyapunov multiples pour rechercher

plusieurs matrices définies positives au lieu de chercher qu’une seule matrice commune,

comme dans le cas de stabilisation par la fonction de Lyapunov quadratique.
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On peut regrouper ces relaxations en deux familles. La première famille est celle des

relaxations qui n’introduisent aucune variable supplémentaire. La deuxième famille regroupe

les autres types de relaxations. La principale différence en termes d’efficacité est que les

relaxations introduisant des variables supplémentaires produisent des problèmes LMI qui sont

moins conservatifs mais plus longs à résoudre voire impossible à cause de la puissance de

calcul des micro-ordinateurs standards.

Parmi les résultats de relaxation utilisant une fonction de Lyapunov quadratique, nous

pouvons citer des conditions de relaxations très pertinentes proposées par [Tanaka 98], [Kim

00] qui sont détaillées  dans ce chapitre. On présente également un exemple de la stabilisation

adaptative quand il existe des incertitudes sur le  système. En conclusion, on obtient de

nouvelles conditions LMI satisfaisant la stabilité globale si les fonctions d'appartenance   se

trouvent a l'extérieure de  l'intervalle  [0 1].

3.2. Conditions de stabilité relâchées des modèles flous de T-S

     Nous avons montré que l'analyse de la stabilité du système flou est réduite à un problème

de détermination d’une matrice commune P. Le problème fondamental qui se pose dans ce

cas est celui du conservatisme des conditions sur les gains de retour d’état iF . Par conséquent,

pour avoir des résultats beaucoup moins conservatifs, on propose deux types de conditions

relâchées suffisantes faisant intervenir ou non des variables additionnelles. Le premier qui est

le plus intéressant, permet d’obtenir des conditions sans variables additionnelles et ainsi

d’alléger la résolution des problèmes à base de contraintes LMI. En effet, si le nombre de

règles r est grand, il serait difficile de trouver une matrice commune P qui satisfait les

conditions de stabilité du théorème 2.3 dans le cas continu et 2.4 dans le cas discret. Les

théorèmes  suivants  proposent  des  conditions  relâchées  qui  améliorent  la  conservativité  des

conditions précédentes.

D'abord, on utilise deux propriétés concernant le nombre maximal de règles actives à chaque

instant. Ces propriétés sont explicitées dans les corollaires suivants [Tanaka 98] :

Corollaire 3.1 :

0))(())((2
1

1
))((

1

2 ³
-

- åå
<=

tzhtzh
r

tzh j

r

ji
i

r

i
i (3.1)

où å
=

=
r

i
i tzh

1
1))(( et 0))(( ³tzhi pour tous les i, vérifie la relation suivante :
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Corollaire 3.2 : Si s est le nombre maximal de règles actives à chaque instant t , où rs £<1 ,

alors :
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où å
=

=
r

i
i tzh

1
1))(( et 0))(( ³tzhi pour tous les i.

Les nouvelles conditions de stabilité sont définies par les théorèmes suivants :

MFC

Théorèmes 3.1 : [Tanaka 98] L’équilibre d’un système flou continu décrit par (2.21) est

asymptotiquement stable s’il existe une matrice commune définie positive P et une matrice

commune semi-définie positive Q  telle que:

riQsPGPG ii
T
ii ,...,10)1( =<-++ (3.4)
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pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles  que 0))(())(( =tzhtzh ji  avec jiiij FBAG -= , s

est le nombre de règles activées simultanément, tel que rs £<1 , avec r  le nombre de règles.

Preuve : Considérons la fonction de Lyapunov suivante:

),()())(( tPxtxtxV T= .0>P  On obtient alors
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où jiiij FBAG -=

De la condition (3.5) et du corollaire 3.2, on obtient:
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Si la condition (3.4) est vérifiée, alors 0))(( <txV& .

§ Les LMIs pour le théorème 3.1

Les conditions de stabilité (3.4) et (3.5) peuvent être mis sous la forme  d'LMI après avoir

effectué le changement de variable classique : XQXYPFMPX ii === -- ,, 11 .

En pré- et post- multipliant par 1-= PX , on obtient les LMIs suivantes en YX , et iM
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MFD

Théorèmes 3.2 : [Tanaka 98]  L’équilibre d’un système flou discret décrit par (2.22) est

asymptotiquement stable s’il existe une matrice commune définie positive P et une matrice

commune semi-définie positive Q  telle que:
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T
ii ,...,10)1( =<-+- (3.7)

jiQP
GG

P
GG jiij

T
jiij <<--÷÷

ø

ö
çç
è

æ +
÷÷
ø

ö
çç
è

æ +
0

22
(3.8)

pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles que 0))(())(( =kzhkzh ji  avec jiiij FBAG -= , s

le nombre de règles activées simultanément, tel que rs £<1 , avec r  le nombre de règles.

Preuve : Considérons la fonction de Lyapunov suivante:

),()())(( kPxkxkxV T= .0>P
alors

))(())1(())(( kxVkxVkxV -+=D
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De (3.8) et du corollaire 3.2,  le membre côté droit de l'inégalité ci-dessus devient:
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Si la condition (3.7) est vérifiée, alors 0))(( <D kxV .

§ Les LMIs pour le  théorème 3.2

En  pré-  et  post-  multipliant  par 1-= PX avec  l'utilisation du compliment de Schur, on

obtient les LMIs suivantes en YX , et iM
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Par la suite, on propose de nouvelles conditions de relaxation plus efficaces qui nécessitent

l’introduction de variables additionnelles permettant de réduire le degré de conservatisme des

résultats précédents par la représentation des interactions entre les sous-modèles flous  dans

une matrice unique. Ces conditions sont données par les théorèmes suivants:

MFC

Théorème 3.3 : [Kim 00] L'équilibre d'un modèle flou continu (2.21) est quadratiquement

stable s'il existe des matrices symétriques P et ijQ  telles que:
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pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles que 0))(())(( =tzhtzh ji  avec jiiij FBAG -= .

Preuve: Considérons la fonction de Lyapunov suivante: )()())(( tPxtxtxV T=

La dérivé par rapport au  temps de ))(( txV  le long de la trajectoire de )(tx vérifiant (2.21) est:
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Si la condition (3.12) est vérifiée, alors 0))(( <txV&  et  le  système  flou  continu  (2.21)  est

quadratiquement stable.

§ Les LMIs pour le  théorème 3.3

En pré- et post- multipliant par 1-= PX , on obtient les LMIs suivantes en YX , et iM .
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avec XXQY ijij =  et 1-= XMF ii

Dans ce théorème, comparé avec le théorème 3.1, les interactions entre les sous-modèles  sont

regroupés dans une matrice unique Q~  et le conservatisme produit à cause de ces  interactions

est réduit.

MFD

Théorème 3.4 : [Kim 00] L'équilibre d'un modèle flou discret (2.22) est quadratiquement

stable s'il existe des matrices symétriques P et ijQ  telles que:
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pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles que 0))(())(( =kzhkzh ji  avec jiiij FBAG -= .

Preuve : Le même raisonnement que pour la preuve précédente est adopté.

§ Les LMIs pour le  théorème 3.4

En  pré- et post- multipliant par 1-= PX et en utilisant  le compliment  de  Schur,  on obtient
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les LMIs suivantes en YX , et iM :

{ }
{ }

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

î

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

í

ì

>

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

<>
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

--+

--+-

=>ú
û

ù
ê
ë

é

-
--

>

0

0

2
1

2
1

,...,10

0

21

22212

11211

rrrr

r

r

ijjiji

T
ijjijiij

iii

T
i

T
i

T
iii

YYY

YYY
YYY

ji
XMBMBXAXA

MBMBXAXAYX

ri
XMBXA

BMXAYX

X

L

MOMM

L

L

(3.17)

avec XXQY ijij =  et 1-= XMF ii

Pour montrer l'efficacité des nouvelles conditions relâchées, nous comparons les résultats des

théorèmes 2.3, 3.1 et 3.3 pour les MFC à trouver l’exemple illustratif suivant :

3.2.1.  Exemple illustratif

Considérons à titre d’exemple le modèle flou continu décrit par  deux modèles locaux

instables paramétrés par a  et b , selon les deux règles suivantes:

Règle 1:

SI 1x  est 1
1F       ALORS uBxAtx 11)( +=&     avec úû

ù
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=
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Règle 2:

SI 2x  est 2
1F      ALORS uBxAtx 22)( +=&    avec úû

ù
êë
é=úû

ù
êë
é -

=
0

,
11
10

22

b
B

a
A

Les gains locaux iF  de retour d'état sont déterminés par la sélection des valeurs propres

[ ]21 --  appropriées à chaque modèle local de la loi de commande PDC. On varie les

paramètres a en fonction des paramètres b. Les résultats obtenus sont montrés sur les figures

3.1, 3.2  et  3.3.
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Fig.3.1. Le champ de faisabilité du théorème 2.3.

Fig.3.2. Le champ de faisabilité du théorème 3.1.

Fig.3.3. Champ de faisabilité du théorème 3.3.



Chapitre 3                                                                   Relâchement des conditions de stabilité

- 73 -

Les figures 3.1, 3.2 et 3.3 montrent  les champs de faisabilité des conditions de stabilité des

théorèmes 2.3, 3.1 et 3.3 respectivement, où la marque x dénote que ces conditions décrites

sous forme LMIs sont faisables. Ces surfaces sont obtenues pour les paramètres 2>a  et

5>b . Grâce à l'existence de la matrice commune 0>Q  dans le théorème 3.1, le champ

faisable est plus large comparé à celui du théorème 2.3, de même grâce à l'existence des

matrice commune 0>ijQ  dans le théorème 3.3, on trouve que le champ faisable est plus

large comparé à celui du  théorème 3.1. Cela montre bien que les conditions du théorème 2.3

sont plus conservatives.

La figure suivante montre les relations entre les conditions relâchées et les conditions

conventionnelles (classiques).

(a)                                                                   (b)

Fig.3.4. Les relations entre les conditions relâchées et les conditions conventionnelles.

(a) Cas continu. (b) Cas discret.

3.3. Les LMIs pour les régulateurs flous

Dans cette section on présente les nouvelles conditions de stabilité sous forme d'LMIs

satisfaisant les régulateurs flous. Notons qu’il y a d’autres moyens d’introduire des notions de

performances à l’aide de contraintes LMI, par exemple: Pour garantir une vitesse de

convergence à l’état on peut introduire un paramètre dans la fonction de Lyapunov (taux de

décroissance), c’est à dire trouver 0>a  telle que 0)(2)( <+ xVxV a& .

Introduire  des  contraintes  sur  l’entrée  et/ou  la  sortie.  Cela  se  fait  par  l’ajout  de  contraintes

LMI supplémentaires.

3.3.1. La stabilité

A partir des conditions relâchées du théorème 3.1, le problème de trouver les gains de retour

d'état iF  pour le MFC est défini comme suit:
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MFC

Trouver ,0>X 0³Y   et ri MM ,...,
Satisfaisants les  LMIs suivantes
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  (3.18)

où

,1-= PX XFM ii =   et XQXY = (3.19)

Les conditions ci-dessus sont des LMIs  en YX ,  et iM , le problème de détermination de ces

matrices est un problème convexe de faisabilité. Numériquement, ce problème peut être

résolu très efficacement à l'aide de la méthode des points intérieures. Les gains iF , la matrice

commune P et la matrice commune Q  peuvent être obtenus comme suit:

,1-= XP 1-= XMF ii   et PYPQ = (3.20)

A partir des conditions relâchées du théorème 3.2, le problème d’obtention des gains de retour

d'état iF  pour le MFD est défini comme suit:

MFD

Trouver ,0>X 0³Y  et ri MM ,...,
Satisfaisant les LMIs suivantes
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(3.21)

où ,1-= PX XFM ii =  et XQXY =

Les gains iF , la matrice commune P et la matrice commune Q  peuvent être obtenus comme

suit:

,1-= XP 1-= XMF ii  et PYPQ =
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3.3.2.  Le taux de décroissance

     Le taux de décroissance (le degré de stabilité) est lié à la vitesse de réponse, c'est à dire le

plus grand scalaire a  satisfaisant la condition 0))((2))(( £+ txVtxV a&  dans le cas continu

(ou la condition 0))(()1())(( 2 £--D kxVkxV a ) dans le cas discret. On peut dériver les

théorèmes suivants:

MFC

Théorème 3.5: [Tanaka 98] L’équilibre d’un modèle flou continu, décrit par (2.21) est

asymptotiquement stable s’il existe des matrices communes 0>P  et 0³Q , et un scalaire

0>a  tels que :

riPQsPGPG ii
T
ii ,...,102)1( =<+-++ a (3.22)
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pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles que 0))(())(( =tzhtzh ji  avec jiiij FBAG -= , s

est le nombre de règles activées simultanément, tel que rs £<1 ,  avec r  le nombre de règles.

où 0>a  représente  le  taux de décroissance de la fonction de Lyapunov quadratique, qu’on

doit  maximiser. Notons que la maximisation du taux de décroissance est un GEVP en P et

a . Sa formulation est la suivante :

Maximiser a
rMMYX ,...,,, 1

Sous les contraintes
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où ,1-= PX XFM ii =  et XQXY =

MFD

Théorème 3.6: [Tanaka 98] L’équilibre d’un modèle flou discret, décrit par (2.22) est

asymptotiquement stable s’il existe des matrices communes 0>P  et 0³Q ,  et  un  scalaire

1<a   tels que :
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riQsPPGG ii
T
ii ,...,2,10)1(2 =<-+-a (3.25)
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pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles que 0))(())(( =kzhkzh ji  avec jiiij FBAG -= , s

est le nombre de règles activées simultanément, tel que rs £<1 , avec r  le nombre de règles.

Par conséquent, on peut définir le GEVP suivant en P  et b  où 2ab =

Minimiser b
rMMYX ,...,,, 1

Sous les contraintes
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(3.27)

où ,1-= PX XFM ii =  et XQXY =

3.3.3. Contraintes sur la commande d'entrée

Supposons que la condition initiale )0(x  est connue. Si m  est la borne supérieur de
2

)(tu .

La contrainte m<
2

)(tu  est imposée à 0³t  si les LMIs (2.37) et (2.38) sont satisfaites.

Alors le problème de conception d’un régulateur  flou satisfaisant la contrainte sur l'entrée est

défini comme suit:

Maximiser a
rMMYX ,...,,, 1

Sous les contraintes { }(2.38)et(2.37)(3.24),

3.3.4. Contraintes sur la sortie

Supposons que la condition initiale )0(x est  connue. La contrainte l<
2

)(ty  est  imposée à

0³t  si les LMIs (2.45) (2.46) sont satisfaites.

Le problème de conception de régulateur flou satisfaisant la contrainte sur la sortie est défini

comme suit:
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Maximiser a
rMMYX ,...,,, 1

Sous les contraintes { }(2.46)et(2.37)(3.24),

Pour faire la comparaison entre les conditions classiques présentées au chapitre 2 et les

conditions relâchées, nous prenons  le même exemple illustratif présenté au chapitre 2 et nous

concevons un régulateur flou satisfaisant le taux de décroissance, les contraintes sur l'entrée et

les contraintes sur la sortie pour les nouvelles conditions de stabilité.

3.4. Exemples d’illustrations
3.4.1. Exemple 3.1: Conception d’un régulateur flou de taux de décroissance

Pour mettre en valeur la puissance des LMIs, on prend  le même exemple présenté

dans la section 2.5 et on traite les mêmes cas étudies par les conditions classiques.

D'abord, on conçoit un régulateur flou stable avec un taux de décroissance pour le MFC. Ce

problème est défini comme suit :

Maximiser a
1,, MYX  et 2M

Sous les contraintes{ }(3.24)

On obtient les résultats suivants, pour un degré de stabilité 5=a

0
0.01570.23681.0529
0.23684.929920.4393
1.052920.4393105.1085

>
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=P

0
1907.04498.32677.16
4498.31918.638039.299
2677.168039.299034.1432

³
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=Q

[ ]3.223862.4176282.31291 =F , [ ]1.271624.9381110.46442 =F
La figure 3.5 montre la réponse du système )(1 txy = ,  et  la  figure  3.6  montre  sa  commande

correspondante.

Le contrôleur conçu qui satisfait le taux de décroissance pour le MFC est faisable, La

simulation du modèle (2.21), en respectant la contrainte (3.24) à partir des conditions initiales
Tx ]0100[)0( = ,  montre que toutes les trajectoires du système convergent vers zéro c'est à

dire ( 01 ®x  quand ¥®t ).

La vitesse de la réponse du contrôleur de taux de décroissance,  conçu à partir des conditions

relâchées (contrôleur de relâchement), est plus grande que celle conçu à partir des conditions

classiques (contrôleur classique).
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Fig. 3.5. La réponse )()( 1 txty =

Fig.3.6. La commande d'entrée )(tu

3.4.2. Exemple 3.2 : Taux de décroissance + Contraintes sur l’entrée

De la même façon que pour l'exemple 2.2 du chapitre précédant, On remarque dans l'exemple

3.1 que le 606.74)(max
2
=tut , pour réduire cette valeur, on ajoute des contraintes sur

l'entrée et le problème devient comme suit:

Maximiser a
1,, MYX  et 2M

Sous les contraintes { }(2.38)et(2.37)(3.24),

avec 100=m , on obtient les résultats suivants pour un  taux de décroissance 23.4=a
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0
0.00010.00070.0027
0.00070.01000.0385
0.00270.03850.1578
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0.00000.00030.0012
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é
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]0.72039.933838.3637[1 =F , ]0.51186.477118.2429[2 =F

La figure 3.7 montre la réponse du système )(1 txy = ,  et  la  figure  3.8  montre  sa  commande

correspondante.

Fig. 3.7. La réponse )()( 1 txty =

Fig.3.8. La commande d'entrée )(tu
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Le contrôleur conçu qui satisfait la stabilité et les contraintes sur l'entrée pour le MFC est

faisable. Le
2

)(max tut  est réduit de 606.74)(max
2
=tut  sans  contraintes  à

m<= 98.934)(max
2

tut  avec contraintes. De plus, la vitesse de la réponse du système avec

ce contrôleur est plus grande que celle produit par le contrôleur classique.

3.4.3. Exemple 3.3 : Contrôleur  stable + Contraintes sur l’entrée

Il est possible aussi de construire un contrôleur flou stable qui satisfait les contraintes sur la

commande d'entrée où 100=m . Le problème se pose comme suit:

Trouver 1,0,0 MYX ³>  et 2M
Satisfaisants { }(3.38)et(3.37)(3.18),

On obtient les résultats suivants:

0
0.00010.00050.0015
0.00050.00360.0106
0.00150.01060.0335
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³
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=Q

]0.17863.694813.0065[1 =F , ]0.116302.79007.7309[2 =F

La figure 3.9 montre la réponse du système )(1 txy = , et la figure 3.10 montre sa commande

correspondante.

Fig. 3.9. La réponse )()( 1 txty =
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Fig.3.10. La commande d'entrée )(tu

Le contrôleur conçu qui satisfait la stabilité et la contrainte sur l'entrée

( m<= 36.994)(max
2

tut ) pour  le  MFC  est  faisable.  Mais  la  réponse  de )()( 1 txty =

présente une grande erreur de sortie, ce qui permet d'introduire des contraintes sur la sortie.

3.4.4. Exemple 3.4: Contrôleur stable + Contraintes sur l’entrée +

Contraintes    sur la sortie

La réponse du système )()( 1 txty =  dans l'exemple 3.3  a une grande erreur de sortie

( 154.2)(max
2
=tyt ) puisque la contrainte sur la sortie n'est pas considérée dans la

conception de régulateur flou.  Pour améliorer la réponse, on ajoute des contraintes sur la

sortie et  le problème sera posé de la manière suivante :

Trouver 1,0,0 MYX ³>  et 2M
Satisfaisants { }(2.46)et(2.37)(3.18),

avec 100=m et 2=l . On obtient les résultats suivants:

0
0.00010.00060.0034
0.00060.00980.0519
0.00340.05190.5478
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³
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=Q

]0.55809.303859.2819[1 =F , ]0.41227.411533.7254[2 =F
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La figure 3.11 montre la réponse du système )(1 txy = , et la figure 3.12 montre sa commande

correspondante.

Fig. 3.11. La réponse )()( 1 txty =

Fig.3.12. La commande d'entrée )(tu

Le contrôleur conçu qui satisfait la stabilité et les contraintes sur l'entrée pour le MFC est

faisable où 100=m  et 2=l .

On peut souligner que ce contrôleur satisfait des contraintes sur la commande d'entrée  et sur

la  sortie  c'est  à  dire  le m£= 93.055)(max
2

tut  et le l<= 255.1)(max
2

tyt , de plus, la

vitesse de la réponse du système avec ce contrôleur est plus grande que celle produite par le

contrôleur classique.
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3.5. Les LMIs pour les systèmes augmentés

Rappelons que le système augmenté est composé d'un modèle flou, d'un régulateur flou et

d'un observateur flou. Dans le cas où toutes les variables de prémisse sont mesurables, la

boucle fermée complète, composée de l’état du système et l’erreur d’estimation, permet

d’écrire les systèmes augmentés continus (2.73) et discrets (2.79).

On peut dériver des conditions plus relâchées pour les systèmes augmentées en appliquant les

théorèmes 3.1 et 3.2 à (2.73) et (2.79), respectivement.

MFC

Théorème 3.7: [Tanaka 98] L'équilibre d’un système augmenté continu décrit par (2.73) est

asymptotiquement stable s'il existe une matrice commune définie positive P et une matrice

commune semi définie positive Q  telles que:

riQsPVPV ii
T
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pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles que 0))(())(( =tzhtzh ji  avec ú
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Les conditions de stabilité (3.28) et (3.39) peuvent être mis sous forme d’LMIs, on effectue le

changement de variable classique: .,,, 112
1

1 XXQYLPNXFMPX iiii ==== -  On obtient
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(3.30)

Les gains de régulateur iF  et les gains d'observateur iL  sont obtenus comme suit:
1

1
-= XP , 1PMF ii = , ii NPL 1

2
-= (3.31)

MFD

Théorème 3.8: [Tanaka 98] L'équilibre d’un système augmenté discret décrit par (2.79) est

asymptotiquement  stable s'il existe  une  matrice  commune  définie positive P et une matrice
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commune semi définie positive Q  telles que:

riQsPPVV ii
T

ii ,...10)1( =<-+- (3.32)
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pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles que 0))(())(( =kzhkzh ji  avec ú
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Les inégalités matricielles (3.32) et (3.33) peuvent être mis sous forme d'LMIs en effectuent

les mêmes changements de variables précédents.

On peut définir aussi les LMIs de taux de décroissance pour les systèmes augmentés. En

appliquant les théorèmes 2.9 et 2.10 à (2.73) et (2.79), respectivement, on dérive les

théorèmes suivants:

MFC

Théorème 3.9 : [Tanaka 98] L'équilibre d’un système augmenté continu décrit par (2.73) est

asymptotiquement stable s'il existe une matrice commune définie positive P telle que:

02)1( <+-++ PQsPVPV ii
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ii a (3.34)
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pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles que 0))(())(( =tzhtzh ji . avec ú
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On obtient les LMIs suivants en 12 ,,,, YNMPX ii , et 2Q où ),( 21 QQdiagQ =
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(3.36)

1
1

-= XP , 1PMF ii = , ii NPL 1
2
-=

MFD

Théorème 3.10 : [Tanaka 98] L’équilibre d’un système flou augmenté discret décrit par

(2.79) est asymptotiquement stable s'il existe une matrice commune définie positive P telle

que:

0)1(2 <-+- QsPPVV ii
T

ii a (3.37)
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pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles que 0))(())(( =kzhkzh ji  et 1<a .

Les inégalités matricielles (3.37) et (3.38) peuvent être mis sous forme d'LMIs en effectuent

les mêmes changements de variables précédents.

3.6. Exemple illustratif

     Pour illustrer la validité des résultats de relaxation obtenus dans le théorème 3.3,

considérons à titre d’exemple le modèle non linéaire suivant qui est semblable à l'exemple

utilisé dans la section (2.7.3).

)()1)(()(1.0)(sin)()( 2
14321 tutxtxtxtxtx ++-+=&

)(2)()( 212 txtxtx +=&

)()()()( 12
2
13 txtxtxtx +=&

)(sin)( 34 txtx =&

avec ][)(1 aatx -Î   et ][)(3 bbtx -Î

où a et b sont des constantes  positives. Ce système non linéaire peut être  représenté par un

système flou de T-S composé de quatre modèles locaux selon les règles suivantes :

Règle1:

SI )(1 tx  est 1
1F  et )(3 tx  est 1

2F           ALORS )()()( 11 tuBtxAtx +=&

Règle2:

SI )(1 tx  est 1
1F  et )(3 tx  est 2

2F          ALORS )()()( 22 tuBtxAtx +=&

Règle3:

SI )(1 tx  est 2
1F  et )(3 tx  est 1

2F          ALORS )()()( 33 tuBtxAtx +=&

Règle4:

SI )(1 tx  est 2
1F  et )(3 tx  est 2

2F         ALORS )()()( 44 tuBtxAtx +=&

où les fonctions d'appartenance de )(1 tx  et )(3 tx sont définies par (2.106) avec les matrices

suivantes:

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é +

=

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é -

=

0
0
0

1

0100
001
0021

1.0110 2

121

a

B
a

A

(3.39)
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ú
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é +

=

ú
ú
ú
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û

ù

ê
ê
ê
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é -

=

0
0
0

1

0/)(sin00
001
0021

1.0/)(sin10 2
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B
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A

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

=

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é -

=

0
0
0
1

0100
0001
0021

1.0110

33 BA

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

=

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é -

=

0
0
0
1

0/)(sin00
0001
0021

1.0/)(sin10

44 B

bb

bb

A

     Pour comparer les conditions de stabilité du théorème 3.3 et les conditions

conventionnelles et montrer l’intérêt de la relaxation des conditions de stabilité de ce

théorème, d'autres contraintes sont imposées à la conception du contrôleur flou. Dans cet

exemple, la contrainte sur la commande d'entrée m£
2

)(tu  est ajoutée pour 5.5=m . La

contrainte sur la commande d'entrée est  exprimée sous la forme  de LMI (les conditions

(2.37) et (2.38)).

Dans cette simulation, on suppose que 4.1=a et 7.0=b  et la conditions initiales

[ ]Tx 6.07.05.02.1)0( --= .

Le problème de la conception du régulateur flou qui satisfait les conditions de stabilité du

théorème 3.3 avec les contraintes sur la commande d'entrée est défini comme suit:

Trouver 0,0 >> ijYX
Satisfaisants { }(2.38)et(2.37)(3.13),

Les gains  locaux du contrôleur de retour d'état iF  et la matrice commune P  sont obtenus
comme suit:

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

=

0.011000.46060.8560-0.0684-
0.460626.113148.5407-3.8442-
0.8560-48.5407-102.35579.8832
0.0684-3.8442-9.8832001.3590

P

[ ]2932.07488.141959.409882.51 --=F , [ ]2984.00883.159750.400881.62 --=F

[ ]2864.02981.107254.346587.53 --=F , [ ]2864.03468.107756.346680.54 --=F

(3.40)
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La figure 3.13 montre les variations des états du système non linéaire (3.39) en utilisant (3.40)

avec la condition initiale [ ]Tx 6.07.05.02.1)0( --=  et la figure 3.14  montre la

commande )(tu correspondante.

Fig.3.13. Les variations des états du système )(),(),( 321 txtxtx et )(4 tx .

Fig.3.14. La commande )(tu
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Le contrôleur conçu qui satisfait la stabilité du système ( 0)4...,,1( ®=ixi  quand ¥®t ) et

les contraintes sur l'entrée ( m£= 2.9514)(
2

tu ) selon les conditions du théorème 3.3 pour le

MFC, est faisable.

3.7. Stabilisation adaptative pour les modèles flous de T-S

     Dans cette section, on présente deux façons différentes pour traiter le problème de la

stabilisation adaptative lorsque il  existe des termes d'incertitudes sur  le système. Dans le

premier cas, on suppose que les fonctions d'appartenance du système et du contrôleur sont

égales, et dans le deuxième cas, on suppose qu'ils sont différents.

Considérons le système non linéaire décrit par l’équation suivante:

uxBxxAx ),(),( qq +=& (3.41)

où q  est le vecteur qui contient les termes d'incertitudes dans le système, q̂  dénote la valeur

estimée deq  et qqq ˆ~
-=  est l'erreur d'estimation. Si q̂  est substituée à q ,  l'équation (3.41)

peut être récrite comme suite:

qqq ~)ˆ,()ˆ,( WuxBxxAx ++=& (3.42)

où W est une matrice de dimensions appropriées. Ce système peut être représenté sous forme

d'un modèle flou de T-S. Les règles du modèle flou et du contrôleur sont représentées par

(1.1) et (2.17) respectivement. Le système (3.42) peut alors être réécrit comme suit:

åå
= =

+-=
r

i

r

j
jiiji WxFBAxhxhx

1 1

~))(ˆ,()ˆ,( qqq& (3.43)

où iA et iB sont les matrices du système.

Dans la suite, la stabilité de (3.43) sera étudiée.

Théorème 3.11 : [Kuang 06] L'équilibre d'un système flou continu décrit par (3.43) avec la

loi d'adaptation

PxW T=q&̂  (3.44)

et les fonctions d'activation )ˆ,( qxhi ]10[Î est asymptotiquement stable s'il existe une matrice

commune P définie positive telle que :

riPGPG ii
T
ii ,...,10 =<+ (3.45)
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ji
GG

PP
GG jiij

T
jiij <<÷÷

ø

ö
çç
è

æ +
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ +
0

22
(3.46)

pour tous les i et j, sauf les paires ),( ji telles que 0))(())(( =tzhtzh ji  avec jiiij FBAG -=

Preuve :  Considérons la fonction de Lyapunov suivante:

qq ~~)( TT PxxxV &+= (3.47)

En prenant la dérivé par rapport au temps de ))(( txV  le long de la trajectoire de (3.43), on

obtient:

qq ~~2)()()()())(( TTT txPtxtPxtxtxV &
&&& ++=

( ) ( ){ } qqq ~~2~2
1 1

TT
r

i

r

j
jii

T
jii

T
ji PWxxFBAPPFBAxhhV && ++-+-=åå

= =

(3.48)

et puisque qqq ˆ~
-=  alors qq && ˆ~

-=   donc ;

( )xPGPGxhhV
r

i
ii

T
ii

r

j

T
jiåå

= =

+=
1 1

& ………………………………………….

( ) åå
== ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ +
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ +
++=

r

j

jiij
T

jiijT
ji

r

j
ii

T
ii

T
i x

GG
PP

GG
xhhxPGPGxh

11

2

22
2

(3.49)

S'il existe une matrice  définie positive P satisfaisant  (3.45) et (3.46), alors 0£V& .

§ Obtention de la loi d’adaptation

Pour avoir 0)( <xV&  dans la relation (3.48), il faut garantir que :

( ) ( ){ } 0
1 1

<-+-=åå
= =

r

i

r

j
jii

T
jii

T
ji xFBAPPFBAxhhV& (3.50)

La condition (3.50) est déjà vérifiée par la relation  (3.49). De plus, les paramètres

d’incertitudes tendent vers à zéro c'est à dire:

0~~2~2 =+ qqq TT PWx & Þ ( ) 0~~2 =+ qq TT PWx &

Sachant que qq && ˆ~
-= , on obtient 0ˆ =- TT PWx q& . Enfin, la loi d’adaptation obtenue est:

PxW T=q&̂ . Ainsi, ¥Î LV  et ¥Î Lq~ . Ensuite, il existe un 0>e satisfaisant :

IPGPG ii
T
ii e-<+
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En intégrant  les deux membres de (3.49)  on obtient :

ò ò å
=

-£=-
t t r

i

T
i xdtxhdtVVtV

0 0
1

2)0()( e&

ò-£
t T xdtx

r 0

e

En outre,  cette dernière relation peut être réécrite comme suit:

)0(
0

Vrxdtx
t T

e
£ò (3.51)

La relation (3.51) signifie que ò
t

dtx
0

2 est bornée, c'est à dire que 2LxÎ .

A partir de (3.43), la loi d’adaptation affecte seulement les fonctions d’activation. Notons

quand les LMIs de (3.45) et (3.46) sont faisables et )ˆ(qih  variant  dans  [0  1],  les  fonctions

d’activation du contrôleur restent constantes sans l’adaptation de q̂ .

Si on n’adapte pas q̂  dans le contrôleur, la loi d’adaptation  (3.44) est seulement une

dynamique interne. En conséquence, le système bouclé est réécrit comme suit:

{ }åå
= =

+-=
r

i

r

j
jiiji WxFBAxhxhx

1 1
0

~)ˆ,()ˆ,( qqq& (3.52)

où 0̂q  c’est la valeur initiale de q̂ . Selon la preuve du théorème 3.11, on a:

{ }åå
= =

+=
r

i

r

j
ij

T
ij

T
ji xPGPGxxhxhV

1 1
0 )ˆ,()ˆ,( qq& (3.53)

La différence entre )ˆ,( qxhi  et )ˆ,( 0qxh j mène  à  des  conditions  LMIs  plus  limitées.  Ces

conditions sont définies par le théorème suivant :

Théorème 3.12 : [Kuang 06] L'équilibre d'un système flou continu décrit par (3.52) avec la

loi  d'adaptation  (3.44)  et  les  fonctions  d'activation )ˆ,( qxhi ]10[Î , est asymptotiquement

stable s'il existe une matrice commune définie positive P telle que :

.,...,2,1,0)()( rjiFBAPPFBA jii
T

jii =<-+- (3.54)

3.7.1. Exemple illustratif

     Supposons dans cet exemple qu'il existe des termes d'incertitudes sur  le système, le

problème de la stabilisation adaptative se traite selon deux cas: Le premier avec la loi

d'adaptation (3.44) et le deuxième sans l'utilisation de la loi d'adaptation dans le contrôleur.
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     Considérons un système non linéaire avec des paramètres inconnus décrit par les équations

suivantes:

1
2
121 )()()( qtxtxtx +=&

2
2
232 )()()( qtxtxtx +=&

)()(3 tutx =&

Ce système peut être réécrit sous la forme générale suivante :

q
~ˆ WBuxAx ++=&

où

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=

1
0
0

,
000
10
01

ˆ
22

11

Bx
x

A q
q

, ú
û

ù
ê
ë

é
=

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=

2

12
2

2
1

~
~

~,
00

0
0

q
q

qx
x

W

où iq̂  est la valeur estimée de iq  et iii qqq ˆ~
-=   est l’erreur d’estimation.

Supposons que ]22[11 -Îqx  et ]22[22 -Îqx  avec les conditions initiales 1ˆˆ
2010 == qq

Ce système peut être  représenté par le modèle flou de  T-S suivant :

Règle i :

SI 1x  est iF1 et 2x est iF2       ALORS )()()( tuBtxAtx ii +=& 4,...1=i

où les fonctions d’activation sont:

4

ˆ2,
4

2ˆ
114

1
2

1
113

1
1

1
xFFxFF qq -

==
+

== ,
4

ˆ2
,

4
2ˆ

224
2

2
2

223
2

1
2

xFFxFF qq -
==

+
==

Les matrices iA  et iB  du système sont:

ú
ú
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é
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ú
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û

ù

ê
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ê

ë

é
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ú
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ê
ê
ê

ë

é
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-
=

000
120
012

000
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012

000
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012

000
120
012

4321 AAAA

[ ]TBBBB 1004321 ====

les inégalités matricielles de (3.45) et (3.46) peuvent être mis sous forme d'LMI comme suit:

ï
î

ï
í

ì

<<----+++

=<--+

>

jiMBBMMBBMXAXAXAXA
iMBBMXAXA

X

ij
T
j

T
iji

T
i

T
jj

T
ji

T
i

ii
T
i

T
ii

T
i

0
4,...,10

0
  (3.55)
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où XFMPX ii == - ,1

On obtient à partir de (3.55) la matrice commune 1-= XP et les gains du contrôleur

321 ,, FFF et 4F comme suit:

0
0.00050.00480.0134
0.00480.05670.1576
0.01340.15760.4737

>
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
=P

[ ]35.3421.91140.41 =F , [ ]51.0609.81663.12 =F

[ ]38.1455.41241.23 =F , [ ]53.9643.41764.04 =F

Puis, la loi d'adaptation  ou la dynamique interne (3.44) est exprimée par:

ú
û

ù
ê
ë

é

++
++

=
3

2
2

3
21

2
2

3
2
12

2
1

3
1

00480.00567.01576.0
0134.01576.014737.0ˆ

xxxxx
xxxxx

q& (3.56)

La figure 3.15  représente les réponses du système avec la loi d’adaptation (3.44), et la figure

3.16  représente les réponses du système sans  utiliser la loi d’adaptation dans le contrôleur.

Fig.3.15 Stabilisation des états )(),( 21 txtx  et )(3 tx avec la loi d'adaptation.
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Fig.3.16 Stabilisation des états )(),( 21 txtx  et )(3 tx sans la loi d'adaptation.

La figure 3.15, montre la convergence des trajectoires )(),( 21 txtx  et )(3 tx  vers zéro à partir

conditions initiales [ ]Tx 5.07.04.0)0( -=  en utilisant la loi d’adaptation (3.44). Les

trajectoires convergent également vers zéro sans utiliser la loi d’adaptation dans le contrôleur

comme montré sur la figure 3.16.

      Jusqu'à maintenant, toutes les situations que nous avons discutées sont avec la restriction

des   fonctions  d'appartenance   entre  0  et  1.  Réellement,  il  est   possible  de  trouver  des

fonctions d'appartenance à l'extérieur de la région ]10[ , mais les LMIs correspondantes sont

très difficiles à résoudre, de plus elles sont très limitées.

 Ce phénomène sera discuté dans la section suivante.

3.8. Analyse de la  stabilité globale des modèles flous de T-S
    Dans cette section, on propose un résultat de la stabilité globale pour les modèles flous de

T-S. Dans les analyses précédentes, les fonctions d’activation  doivent satisfaire les conditions

suivantes :

ri
tzh

tzh

i

r

i
i ,...,2,1

1))((0

,1))((
1 =

ïî

ï
í

ì

££

=å
=
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Supposons  que  les fonctions  d’activation doivent satisfaire la condition [ ]10Ïj
iF .

La seule restriction est  que  la somme des fonctions d’activation soit égale à un

(å
=

=
r

i
i tµ

1
1)( ). On utilise le concept PDC pour construire le contrôleur de retour d'état. Le

système en boucle fermée  peut être représenté comme suit :

åå
= =

=
r

i

r

j
ijji txGtzhtzhtx

1 1

)())(())(()(& (3.57)

où jiij FBAG -= 1

Théorème 3.13 : [Kuang 96] Le système (3.57) est globalement quadratiquement  stable s'il

existe une matrice commune définie positive TPP = telle que :
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(3.58)

jiMBMBXAXA
riMBBMXAXA

ijjijiij
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T
i

T
ii

T
iii

<£--+=L
=<--+=L

0
,...,10

où XFMPX ii == - ,1   et T
jiij L=L

Preuve : Soit la fonction de Lyapunov PxxtxV T=))(( . La dérivée par rapport au temps de

)(xV le long de la trajectoire de (3.57) donne:
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La LMI (3.58) conduit à 0)( <xV&

Généralement, il est difficile de trouver la solution faisable pour la LMI (3.58) parce que la

dimension de la matrice (3.58) est grande.

Puisque la stabilité globale est indépendante à l'univers de discours dans ce théorème, il peut

être aussi  possible de trouver la solution faisable si  nous réduisons  l'univers de discours.

3.8.1. Exemple illustratif

On propose l'exemple suivant pour vérifier le théorème 3.13. Considérons le système non

linéaire suivant :

)(
2

0
34

10

12

1

12

1 tu
xx

x
xx

x
ú
û

ù
ê
ë

é
-

+ú
û

ù
ê
ë

é
ú
û

ù
ê
ë

é
--

=ú
û

ù
ê
ë

é
&

&
(3.59)

Ce système peut être représenté par un modèle flou de T-S avec les règles  SI -ALORS

suivantes:

Règle i :      SI )(1 tx   est iF1    ALORS )()()( tuBtxAtx ii +=& 2,1=i

Nous choisissions )(1 tx  comme une  variable  de  prémisse  dont  les  fonctions  d’appartenance

sont définies par:

dD
dxF

-
-

= 11
1  , 1

1
2

1 1 FF -=

avec les matrices d’évolution et de commande suivantes :

úû
ù

êë
é

-
=úû

ù
êë
é

--
=

2
0

,
34

10
11 D

B
D

A , úû
ù

êë
é

-
=úû

ù
êë
é

--
=

2
0

,
34

10
22 d

B
d

A

où D  et d  sont les limites supérieure et inférieure de 1x  respectivement.

Considérons deux gammes différentes de )(1 tx  et toutes les simulations sont effectuées en

assumant la même condition initiale [ ]Tx 1010)0( -= .

Cas 1 : Supposons d'abord que 8=D 9.5=d . Dans cette situation, les fonctions

d'appartenance ne sont pas incluses dans ]10[  à  cause de l'état  initial  de 1x  qui se trouve à

l’extérieur de ][ Dd .

En résolvant la LMI (3.58), on trouve la matrice commune définie positive P  et les gains de

retour d'état iF comme suit:
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ú
û

ù
ê
ë

é
=

0056.00015.0
0015.00049.0

P

[ ]16666.17287.01 -=F , [ ]2258.18034.02 -=F

Les résultats de la stabilisation des états et de commande d'entrée sont montrés sur la figure

3.17. Les fonctions d'appartenance 1
1F  et 2

1F  montrées sur la figure 3.18,  ne sont pas incluses

dans ]10[ .

Cas 2 : Considérons une marge plus étendue de l'univers de discours 50,50 -== dD .

La matrice commune définie positive P et les gains de retour d'état 1F  et 2F  obtenus sont :

ú
û

ù
ê
ë

é
=

2.06421.5966
1.59667.4394

P

[ ]1.09180.20591 =F , [ ]0.91850.01832 =F

Les résultats de la stabilisation des états et de commande sont montrés sur figure 3.19 et les

fonctions d’appartenance qui varient dans ]10[  sont montrées sur la figure 3.20.

Fig.3.17. Les réponses d'états )(1 tx , )(2 tx  et de commande )(tu  avec 8=D  et 9.5=d
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Fig.3.18. Les fonctions d'appartenance 1
1F  et 2

1F , avec 8=D et 9.5=d

Fig.3.19. Les réponses d'états )(1 tx , )(2 tx  et de commande )(tu  avec 50=D et 50-=d
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Fig.3.20. Les fonctions d'appartenance 1
1F  et 2

1F , avec 50=D  et 50-=d

Résultats :

§ En réduisant l'univers du discours, il est possible de rendre une LMI faisable.

§ Il est possible de choisir n'importe quel univers de discours, s'il existe une matrice P

commune satisfaisant une LMI faisable.

§ Un petit univers de discours mène à une réponse lente du système. D'autre part, pour un

grand univers de discours la réponse du système devient rapide.

3.9. Conclusion
     Dans ce chapitre, de nouvelles conditions de stabilité des systèmes flous de T-S continus et

discrets sont proposées. Ces conditions relâchées sont exprimées en termes d’LMIs et

permettent de réduire le conservatisme produit par les contions classiques présentées dans le

chapitre précédent. Elles se basent principalement sur le nombre maximal de règles actives à

chaque instant d'une part, et par l'introduction des conditions supplémentaires d'autre part.

Pour montrer l'intérêt de relâchement, nous avons présenté un exemple illustratif pour

comparer les trois théorèmes au niveau de la faisabilité des LMIs. Nous avons présenté
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également un exemple de la stabilisation adaptative floue quand il existe des termes

d'incertitudes sur le système. Différentes conditions de stabilité exprimées sous forme d’LMIs

sont obtenues si les fonctions d'appartenance du système et du contrôleur sont différentes.

Enfin, pour arriver à la stabilité globale, nous avons obtenu de nouvelles conditions LMIs, et

ceci signifie que les fonctions d'appartenance peuvent être négatives ou plus grande que 1.

Cette approche est prouvée à travers un exemple illustratif.
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Conclusion et perspectives

Les méthodologies traitées dans ce mémoire sont essentiellement théoriques, elles sont

consacrées à la relaxation des conditions de stabilité pour les systèmes non linéaires décrits

par les modèles flous de Takagi-Sugeno. Leur établissement fait appel à la fonction de

Lyapunov quadratique. L'étude que nous avons menée est organisée en deux parties: la

première traite l'analyse de la stabilité et de la stabilisation des modèles flous de type T-S où

les résultats obtenus sont conservatifs. Dans la deuxième partie nous avons proposé de

nouvelles conditions permettant de réduire la conservativités de résultats.

     En effet, après avoir donnée un rappel sur les systèmes flous de T-S continus et discrets,

nous avons présenté la notion d’inégalités matricielles linéaires (LMIs) appliquée à la

commande des systèmes non linéaires.

     L’analyse de la stabilité et de la stabilisation des modèles flous de T-S, basée sur la

fonction de Lyapunov quadratique conduit à l’élaboration de conditions suffisantes de

stabilité et de stabilisation  avec l’utilisation de la loi de commande PDC. Les conditions

obtenues sont formulées en terme d’inégalités matricielles non linéaires qui peuvent être

transformées en LMIs par les techniques classiques de changement de variables pour

l’exploitation numérique de ces conditions.

     Nous avons montré à partir du modèle T-S, une méthode de commande de type PDC. Cette

loi de commande très utilisée, est basée sur la connaissance de l’état, c'est-à-dire, elle

nécessite la disponibilité de tous les états. Comme cette condition est  rarement vérifiée,

l'utilisation d'un observateur permettant d’estimer l’état du système devient nécessaire.

L'observateur flou de T-S est alors construit par interpolation d'observateurs locaux de type

Luenberger. Ces derniers, ont pour avantage le fait d’avoir la même structure que les modèles

de T-S. Le principe de séparation permet de trouver séparément les gains de l'observateur et

du régulateur (dans le cas des prémisses mesurables) a été utilisé. Dans ce cas la recherche de

la matrice commune P  et les gains (d'observateur et du régulateur) est facile à mettre en

œuvre et peut être énoncée comme un problème d'optimisation convexe en terme d'LMI

résolu efficacement. Les résultats de simulation d'un système non linéaire ont permis

d'illustrer l'efficacité de l'approche LMI et les performances d'observation. Cependant, les

conditions de stabilité obtenues sont assez conservatives car elles exigent la stabilité de touts

les modèles locaux. Nous avons montré qu'il est possible d'améliorer cette conservativité des

LMI en proposant deux méthodes de relâchement, la première se base sur le nombre maximal
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de règles actives à chaque instant. On a supposé que ce nombre est inférieur au nombre total

de règles. La deuxième méthode s'inspire de la première en introduisant des variables

supplémentaires permettant de regrouper les intersections entre les modèles locaux dans une

seule matrice. Un exemple de simulation est illustré pour montrer l'intérêt du relâchement, et

également pour comparer les nouvelles conditions de stabilité avec les conditions classiques

au niveau de la faisabilité des LMIs. Nous avons constaté que les conditions proposées

contiennent des conditions plus relâchées que les autres conditions. Des exemples de

simulation concernant la construction d'un régulateur flou (et d'un observateur dans le cas de

systèmes augmentés) basé sur les conditions relâchées LMI satisfaisant la stabilité, le taux de

décroissance, les contraintes sur l'entrée et sur la sortie ont prouvé l'efficacité des nouvelles

conditions, et par conséquent, l'efficacité de l'approche LMI. Nous avons ensuite étudié un

problème de la stabilisation adaptative dans le cas ou les incertitudes existent. On a traité deux

cas, dans  le premier, les fonctions d'appartenance du système et du contrôleur sont supposées

égales, et dans le deuxième cas on a supposé quelles sont différentes. Les LMIs obtenues dans

les deux cas permettent de stabiliser le système. Enfin, on a montré qu'il est possible de

trouver des fonctions d'appartenance à l'extérieur de la région[ ]10 ,  bien que la résolution du

problème de la faisabilité de l’LMI devienne plus difficile. Dans ce cas la stabilité globale du

système flou est assurée. Un exemple de simulation est traité pour prouver l'approche de la

stabilité globale. Cet exemple illustre aussi l'influence des fonctions d'appartenance sur la

stabilité des systèmes flous de T-S.

Deux perspectives principales ont envisageables dans le sens de la diminution du

conservatisme des conditions de stabilité qui peuvent  intervenir aux niveaux suivants:

§ Nous avons montré que la fonction de Lyapunov  permet de déterminer de manière rapide

et précise les conditions de  stabilité et de stabilisation des modèles flous de T-S, mais dans

certains cas, ces conditions se montrent très conservatives. Parmi les causes du conservatisme

de cette méthode: les fonctions d'activation, généralement dépendantes de l'état, sont

totalement ignorées, c'est-à-dire, toute l’information contenue dans ces fonctions est non

utilisée. L'utilisation des fonctions de Lyapunov non quadratiques permet de réduire ce

conservatisme en prenant en compte les prémisses des modèles flous.

§ La loi de commande PDC utilisée le long de ce travail permet de trouver les conditions

suffisantes de stabilité et de stabilisation. L'utilisation de la loi de commande de type CDF

(Compensation et Division pour modèles Flous) permet de décrire de nouvelles conditions de

stabilité et de stabilisation qui peuvent être moins conservatives en réduisant le nombre de

conditions mise en œuvre (cette méthode permet d'éviter l'utilisation des modèles croisés).
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Résumé:
Ce mémoire a pour objet la proposition de nouvelles conditions de stabilité des systèmes flous
de T-S, obtenues par le relâchement des conditions classiques formulées en termes LMI. Dans
le premier chapitre, les modèles flous de T-S continus et discret sont rappelées, Ainsi que
l'outil numérique LMI et leurs propriétés matricielles. Le second chapitre s'intéresse à l'étude
de la stabilité et de la stabilisation de ce type de modèles flous. Cette étude est faite par une
approche utilisant une fonction de Lyapunov quadratique. Celle-ci permettant d'écrire
facilement  des  conditions  sous  la  forme de  contraintes  LMI.  Des  conditions  de  stabilisation
avec un observateur d'état sont également données. Les conditions obtenues étant seulement
conservatives. Dans le dernier chapitre, deux types de relâchement sont proposés pour réduire
cette conservativité. Dans le premier, on  suppose que le nombre de règles actives à chaque
instant  est  inférieur  au  nombre  total  de  règles,  et  le  deuxième  consiste  à  introduire  des
variables supplémentaires. Enfin, un exemple de la stabilisation adaptative est traité, et la
stabilité globale des modèles flous T-S est assurée.

Mots clés : Modèle flou de Takagi-Sugeno, Inégalité Matricielle Linéaire (LMI),
Concept PDC, Conditions de stabilité, Observateur flou, Relâchement, Systèmes non
linéaires.

Abstract:
This memory has for object the proposition of new conditions of stability of T-S fuzzy
systems    obtained  by  relaxing  the  classic  conditions  formulated  in  terms  LMI.  In  the  first
chapter, the continue and discrete T-S fuzzy model is recalled, as well as numerical tool LMI
and their matrix properties. The second chapter is interested in survey of the stability and the
stabilization of this type of fuzzy models. This survey is made by an approach using a
quadratic Lyapunov function. This one permitting to write some conditions easily in the form
of LMIs constraints. The conditions of stabilization with an observer of state are also given.
The conditions obtained being only conservatives. In the final chapter, two types different of
relaxation are proposed to reduce this conservativity. In the first, we assume that the number
of active rules at every instant is lower than the total number of rules, and the second consists
in introducing supplementary variables. Finally, an example of the adaptive stabilization is
treated, and the total stability of the T-S fuzzy model is guaranteed.

Keywords:Takagi-Sugeno fuzzy model, Linear Matrix Inequality (LMI), Concept PDC,
Conditions of stability, Fuzzy observer, Relaxation. Nonlinear systems,

:صــملخ
على شكل T-Sقتراح شروط  استقرار جدیدة للأنظمة الغامضة من نوع اھذه المذكرة تھدف إلى

المستمر و T-Sقمنا في الفصل الأول بإبراز النمط الغامض من نوع . متراجحات المصفوفات الخطیة
أما في الفصل . و دراسة خصائصھا المصفوفاتیةLMIالمتقطع، وكذلك قمنا بالتذكیر بالوسیلة الرقمیة 

بدراسة الاستقرار و الاستقراریة لھذا النمط من الأنظمة الغامضة، حیث استعملنا لذلك الثاني، اھتممنا
قمنا كذلك بإعطاء شروط . LMIدالة لیابونوف الرباعیة التي تمكننا من كتابة شروط استقرار على شكل 

. ـدودةإلي ھنا، جمیع شروط الاستقرار المتحصل علیھا محــ. استقرار في حالة استعمال ملاحظ حالة
حیث اعتبرنا في الطریقة الأولى . اقترحنا في الفصل الأخیر طریقتین للتقلیل من محدودیة ھذه الشروط

أن عدد النماذج النشطة في كل لحظة أقل من العدد الكلي للنماذج، أما في الثانیة، فحاولنا إدخال متغیرات 
نھایة عالجنا مشكلة متعلقة بـالاستقراریة في ال. إضافیة مكنتنا من التقلیل من محدودیة الشروط السابقة

.  الملائمة و استخلصنا كذلك شروطا للاستقرار الإجمالي لھذا النوع من الأنظمة الغامضة
، شروط PDCتصور ،LMI، متراجحة المصفوفات الخطیة T-Sالنظام الغامض :كلمات مفتاحیھ

.ةالاستقرار، الملاحظ الغامض، الإرخاء، الأنظمة غیر الخطی
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