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3.4.1 Algorithme de la méthode de trajectoire centrale . . . . . . . . . . 66

3.4.2 Résultats de convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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3.5.1 Exemples à taille fixe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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Introduction

La programmation mathématique, branche de l’optimisation, s’occupe de la mi-

nimisation (ou maximisation) sous contraintes (domaine réalisable) d’une fonction à

plusieurs variables, schéma très général s’appliquant à de nombreuses situations pra-

tiques dans beaucoup de domaines (minimisation de coûts, de durées,... etc).

La programmation semi-définie (PSD) est l’un des problèmes d’optimisation. L’étude

de ce genre de problèmes a connu un fantastique regain d’intérêt depuis les années 90,

entres autres parce que l’on a disposé depuis, d’algorithmes efficaces permettant de les

résoudre : il s’agit des algorithmes de méthodes de points intérieurs.

L’évolution rapide et le succès des méthodes de points intérieurs (MPIs) depuis leur

relance par Karmarkar (1984) [23] dans le domaine de la programmation linéaire, ont

incité les chercheurs du monde entier à développer tout un arsenal de méthodes per-

mettant de traiter convenablement plusieurs classes de problèmes considérées jadis

difficiles à résoudre, parmi lesquelles la programmation semi-définie (PSD). Grâce à

ces méthodes, la programmation semi-définie a connu une évolution considérable sur

tous les aspects : théorique, algorithmique et numérique.

Un tel succès constitue un bon stimulant pour d’autres développements. On parle déjà

de (PSD) quadratique, non linéaire et programmation semi-infinie.

On désigne par méthode de points intérieurs (MPI), toute procédure de résolution

générant une suite de points appartenant à l’intérieur (relatif) du domaine réalisable

(admissible) et convergeant vers une solution optimale du programme considéré. Il y a
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Introduction

principalement trois grandes catégories de méthodes de points intérieurs : les méthodes

affines, les méthodes de réduction du potentiel et les méthodes de trajectoire centrale.

En 1990, Monteiro et al [36] ont montré la convergence polynomiale de la méthode

affine primale-duale. La généralisation des méthodes de points intérieurs (MPIs) de la

programmation linéaire (PL) à la programmation semi-définie (PSD) a commencé au

début des années 1990. Les premiers travaux de (MPIs) pour (PSD) ont été développés

indépendamment par Alizadeh [2] et Nesterov et Nemirousky [41]. En 1995, Alizadeh

[2] a proposé une méthode de réduction du potentiel de Ye pour (PSD). Presque en

même temps, en 1994, Nesterov et al [41] ont prouvé que (MPIs) sont capables de

résoudre les problèmes d’optimisation conique généraux, en particulier les problèmes

(PSD), en un temps polynomial. En 1996, Vanderbeghe et al [52] ont proposé un algo-

rithme primal-dual de la méthode de réduction du potentiel. En 1997, Monteiro [38], a

proposé une méthode de trajectoire centrale primale-duale. En 1999, Monteiro et al [39]

ont proposé une méthode primale-duale de type trajectoire centrale et ont prouvé que la

complexité de son algorithme est polynomiale. Au même temps, Ji et al [30] ont étudié

la convergence de la méthode de trajectoire centrale de type prédicteur-correcteur. En

2002, Halicka et al [15] ont proposé une étude sur la convergence de la méthode de

trajectoire centrale en programmation semi-définie. Une année après, Benterki et al

[6] ont fait une étude aménagée théorique et numérique de l’algorithme proposé par

Alizadeh [2]. Les travaux se poursuivent à présent, on trouve ainsi ceux de Koulaei et

al [29] en (2007), qui se sont intéressés à l’extension de l’algorithme de type Mehrotra

pour la programmation semi-définie. La même année, Benterki et al [7] ont proposé une

méthode de points intérieurs réalisable pour résoudre le problème (PSD), l’avantage

de cette dernière est qu’elle fournie une solution strictement réalisable initiale pour

(PSD). En 2012, Liu et al [31] ont présenté un nouveau algorithme de type correcteur de

second ordre pour (PSD) et ont prouvé sa convergence polynomiale pour la direction
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Introduction

de Nesterov et Todd (NT). En 2015, Kettab et al [27] ont proposé une relaxation de la

méthode barrière logarithmique pour la programmation semi-définie.

La plupart de ces plus récents travaux sont concentrés sur les méthodes primales-

duales.

Notre travail apporte sur des contributions théoriques, algorithmiques et numériques

pour résoudre convenablement des problèmes d’optimisation de la programmation

semi-définie linéaire. On s’intéresse plus particulièrement, aux méthodes de type tra-

jectoire centrale primale-duale, à cause de leurs succès numérique vis-à-vis d’autres

classes de méthodes de points intérieurs.

Cette thèse est répartie en trois chapitres. Le premier chapitre présente un rappel des

notions fondamentales d’usage fréquent pour la suite, à savoir : l’analyse matricielle,

l’analyse convexe, la notion des cônes des matrices symétriques semi-définies posi-

tives en donnant ses principales propriétés et quelques résultats de la programmation

mathématique.

Le chapitre 2, est consacré à la programmation semi-définie. On donne alors la

formulation générale de ce type de problème et sa dualité. On précise ainsi quelques

domaines d’application et on termine par les méthodes de résolution d’un problème

(PSD).

Le dernier chapitre est le centre de ce travail. Sur le plan théorique, nous montrons

que le problème perturbé par le paramètre µ admet une solution optimale unique

pour chaque valeur de µ fixé et converge vers une solution optimale du problème

originel (PSD). Dans une deuxième partie, on présente d’une manière détaillée une

méthode primale-duale de points intérieurs de type trajectoire centrale pour résoudre

le problème (PSD) dans laquelle, en introduisant quatre nouvelles alternatives donnant

lieu au calcul effectif du pas de déplacement intervenant dans l’algorithme. L’ensemble

de ses résultats constituent l’originalité de notre travail. Ce chapitre est étayé par des
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expérimentations numériques d’ordre comparatif sur quelques exemples connus dans

la littérature.
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Chapitre 1

Préliminaires et notions fondamentales

Dans ce chapitre, nous allons introduire quelques notions fondamentales et résultats

bien connus sur les matrices carrées, symétriques et semi-définies positives, ainsi que

des notions de base de l’analyse convexe. Nous présentons aussi certains éléments

fondamentaux de la programmation mathématique.

1.1 Analyse matricielle

On noteraMm,n(R) l’espace vectoriel des matrices réelles m × n etMn(R) l’espace

vectoriel des matrices carrées d’ordre n, (i.e.,Mn(R)=Mn,n(R) ). L’espace vectoriel des

matrices carrées symétriques d’ordre n est noté Sn.

1.1.1 Déterminant, spectre et norme spectrale

Définition 1.1.1 Soit σn le groupe des permutations de {1, ...,n}. On définit le déterminant de

A ∈ Mn(R) d’éléments (ai j) par

detA =
∑
σ∈σn

εσaσ(1)1aσ(2)2...aσ(n)n

où εσ ∈ {−1, 1} désigne la signature de σ.

Proposition 1.1.1 [33] Soit la matrice A ∈ Mn(R), alors A est régulière (ou inversible) si et

seulement si det(A) , 0.
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1.1. Analyse matricielle

Définition 1.1.2 Pour une matrice A deMn(R), le polynôme à variable λ, pA(λ) = det(λIn −

A), est appelé le polynôme caractéristique de A. Les racines de pA(λ) sont dites les valeurs

propres de A.

Définition 1.1.3 Soient λ1, ..., λm les valeurs propres de la matrice A d’ordre n. Alors le

polynôme caractéristique peut être représenté par

pA(λ) = p0 + p1λ + ... + pn−1λ
n−1 + λn = (λ − λ1)n1 ...(λ − λm)nm ,

où les ni sont des nombres entiers positifs avec
m∑

i=1
ni = n. Le nombre ni est le multiplicateur ou

le multiplicateur algébrique de la valeur propre λi, i = 1, ...,m.

Une valeur propre est dite simple si son multiplicateur est égal à 1.

Il est important de signaler que le déterminant d’une matrice A est le produit de ses

valeurs propres.

Définition 1.1.4 (Spectre) Le spectre de A ∈ Mn(R), n ≥ 1, est l’ensemble des valeurs propres

de A

σ(A) = {λ ∈ R, (λIn − A) est singulière (i.e., n’est pas inversible)}.

Le rayon spectral de A est la plus grande en valeur absolue des valeurs propres de A

ρ(A) = max
λ∈σ(A)

|λ|.

Théorème 1.1.2 Soit A une matrice deMm,n(R). La norme spectrale de A, notée ‖A‖ est définie

par

‖A‖ =

√
n

max
i=1
|λi| =

√
ρ(AAT)

où λi, i = 1, ...,n, sont les valeurs propres de la matrice ATA.

Si A ∈ Sn, alors ‖A‖ = ρ(A).

Toutes les valeurs propres d’une matrice symétrique A ∈ Sn, notées λi(A) sont réelles.

La décomposition spectrale d’une matrice symétrique A fait l’objet du théorème suivant

Théorème 1.1.3 (Théorème Spectral) Soit A une matrice de Sn, alors il existe une matrice

P dans Mn(R) (dite de passage) vérifiant PPT = In (i.e., P orthogonale) qui diagonalise A,

c’est-à-dire A = PDPT où D est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les

valeurs propres de A (dans ce cas les matrices A et D sont dites semblables).
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1.1. Analyse matricielle

Pour nos besoins, il convient d’écrire les valeurs propres dans l’ordre croissant,

λmin(A) := λ1(A) ≤ λ2(A) ≤ ... ≤ λn(A) =: λmax(A).

Lemme 1.1.4 [33] Soient A et B deux matrices de Sn, alors

λmin(A + B) ≥ λmin(A) + λmin(B),

λmax(A + B) ≤ λmax(A) + λmax(B).

Proposition 1.1.5 [33] Soit la matrice A ∈ Mn(R), alors on a

1. Si A est orthogonale, alors les valeurs propres de A sont 1 ou −1.

2. A est régulière (ou inversible) si et seulement si 0 n’est pas une valeur propre de A.

Lemme 1.1.6 [33] Soit A une matrice inversible deMn(R), alors

1. λ est une valeur propre de A si et seulement si λ est une valeur propre de AT.

2. λ est une valeur propre de A si et seulement si λ−1 est une valeur propre de A−1.

3. λ est une valeur propre de A si et seulement si λ + β est une valeur propre de A + βIn.

4. λ est une valeur propre de A si et seulement si βλ est une valeur propre de βA.

1.1.2 Trace d’une matrice

Définition 1.1.5 La trace d’une matrice A ∈ Mn(R) est définie par la somme de ses éléments

diagonaux

tr(A) =

n∑
i=1

aii.

La trace est une application linéaire et pour A ∈ Mn(R), elle égale à la somme de ses

valeurs propres.

Proposition 1.1.7 [33] Soient A et B deux matrices deMn(R), alors on a

1. tr(αA + βB) = αtr(A) + βtr(B), ∀α, β ∈ R. (Linéarité)

2. tr(AT) = tr(A).

3. tr(A2) ≤ tr(ATA). (Commutativité)

4. tr(AB) = tr(BA). (Invariance par permutation)

5. Si A et B sont semblables, alors tr(B) = tr(A).

6. tr(AB) ≤ 1
2 tr(A2 + B2), avec A et B ∈ Sn.

7. tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA) , tr(ACB).

10



1.1. Analyse matricielle

1.1.3 Produit scalaire et norme de Frobenius

L’espace vectorielMm,n(R) est isomorphe à l’espace vectoriel Rm×n.

Définition 1.1.6 Le produit scalaire entre deux éléments A et B de l’espace vectorielMm,n(R)

est défini par

〈A,B〉 = tr(BTA) =

m∑
i=1

n∑
j=1

ai jbi j = tr(ATB). (1.1)

La norme, dite de Frobenius, associée à ce produit scalaire est défini comme suit

‖A‖F =
√
〈A,A〉 =

√
tr (ATA), ∀A ∈ Mn(R).

Pour A,B ∈ Sn, qui est isomorphe à l’espace vectoriel R
n(n+1)

2 , on a

〈A,B〉 = tr(AB) et ‖A‖F =

√√
n∑

i=1

λ2
i (A),

La proposition suivante donne quelques propriétés sur la norme de Frobenius qui

seront utilisés par la suite.

Proposition 1.1.8 [33] Pour toutes matrices A et B dansMn(R), on a

1. ‖A‖F = ‖AT
‖F.

2. ‖A‖ ≤ ‖A‖F ≤
√

n‖A‖.

3. ‖λA‖F = |λ|‖A‖F, ∀λ ∈ R.

4. ‖A + B‖F ≤ ‖A‖F + ‖B‖F (Inégalité triangulaire).

5. ‖AB‖F ≤ ‖A‖F · ‖B‖F.

6. ‖A + B‖2F + ‖A − B‖2F = 2(‖A‖2F + ‖B‖2F). (Identité de Parallélogramme )

7. Si 〈A,B〉 = 0, alors ‖A + B‖2F = ‖A − B‖2F = ‖A‖2F + ‖B‖2F.(Théorème de Pythagore)

8. 〈A,B〉 = 1
4 (‖A + B‖2F − ‖A − B‖2F).

9. 〈A,B〉 = 1
2 (‖A + B‖2F − ‖A‖

2
F − ‖B‖

2
F).

1.1.4 Matrices (semi-) définies positives

On étudie maintenant les matrices semi-définies positives. Bien qu’il est possible de

définir ce terme pour des matrices carrées quelconques, on va l’utiliser exclusivement

pour des matrices symétriques.
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1.1. Analyse matricielle

Définitions et résultats fondamentaux

Définition 1.1.7 On dit que la matrice A ∈ Sn est semi-définie positive, et on écrira A � 0, si

xTAx ≥ 0,∀x ∈ Rn. On note par Sn
+ l’ensemble des matrices symétriques semi-définies positives.

Définition 1.1.8 On dit que la matrice A ∈ Sn est définie positive, et on écrira A � 0, si

xTAx > 0, ∀x ∈ Rn
− {0}. On note par Sn

++ l’ensemble des matrices symétriques définies

positives.

On énonce certaines conséquences immédiates de ces définitions qui nous serviront

par la suite.

Théorème 1.1.9 [17](Caractérisations des matrices semi-définies positives)

Pour A ∈ Sn les propriétés suivantes sont équivalentes

1. A ∈ Sn
+

2. λi(A) ≥ 0 , ∀i = 1, ...,n.

3. Il existe C ∈ Mm,n(R) tel que A = CTC avec r1(C) = r1(A).

4. 〈A,B〉 ≥ 0, pour toute matrice B ∈ Sn
+.

Théorème 1.1.10 [17](Caractérisations des matrices définies positives)

Pour A ∈ Sn les propriétés suivantes sont équivalentes

1. A ∈ Sn
++.

2. λi(A) > 0 , ∀i = 1, ...,n.

3. Il existe C ∈ Mn(R) avec r1(C) = n tel que A = CTC.

4. Pour une suite arbitraire Ai ∈ Si, i = 1, ...,n, de sous-matrices principales de A : on a

det(Ai) > 0 pour i = 1, ...,n, où det(Ai), i = 1, ...,n, sont appelés les mineurs principaux

de la matrice A.

Il est facile de constater qu’une matrice A ∈ Sn
++ si et seulement si A−1

∈ Sn
++, puisque

les valeurs propres de A−1 sont 1
λi(A) pour tout i = 1, ...,n.

Lemme 1.1.11 (Racine carrée d’une matrice) Soit A ∈ Sn
++. Alors, il existe une unique

matrice de Sn
+ (Sn

++) telle que

A = BB = B2,

Où B est appelée la racine carrée de A, et on note B = A
1
2 . De plus, on a r1(A) = r1(B).
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1.1. Analyse matricielle

Proposition 1.1.12 [33] Soient A et B deux matrices deMn(R), alors

1. Si B est une matrice inversible, alors

λ est une valeur propre de A⇔ λ est une valeur propre de B−1AB.

2. Si B est une matrice orthogonale, alors

λ est une valeur propre de A⇔ λ est une valeur propre de BTAB.

3. Si B est une matrice définie positive, alors

λ est une valeur propre de BA⇔ λ est une valeur propre de B1/2AB1/2
∈ Sn.

Le lemme suivant montre que l’ensemble des matrices symétriques semi-définies po-

sitives a un angle d’ouverture égal à π
2 .

Lemme 1.1.13 [17] Soient A,B ∈ Sn
+. Alors 〈A,B〉 ≥ 0 et en plus 〈A,B〉 = 0 si et seulement si

AB = 0.

Ce lemme est équivalent au théorème de trace de Fejer (Fejer’s trace Theorem), qu’on

le formule comme un corollaire.

Corollaire 1.1.14 [18](Théorème de trace de Fejer)

A ∈ Sn
+ si et seulement si 〈A,B〉 ≥ 0, ∀B ∈ Sn

+

Proposition 1.1.15 Soit B ∈ Mn(R) une matrice inversible. Alors

1. A ∈ Sn si et seulement si BTAB ∈ Sn.

2. A ∈ Sn
+ si et seulement si BTAB ∈ Sn

+.

3. A ∈ Sn
++ si et seulement si BTAB ∈ Sn

++.

Complément de Schur

Théorème 1.1.16 [18] Soit M une matrice de dimension (p + q) × (p + q) définie par

M =

 A B

C D


où les blocs A,B,C et D sont des matrices de dimensions respectives (p × p), (p × q), (q × p) et

(q × q).
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– Si D est inversible. Alors, le complément de Schur du bloc D de la matrice M est constitué

par la matrice de dimension (p × p) suivante

A − BD−1C.

– De même, si A est inversible, le complément de Schur du bloc A de la matrice M est par

définition D − CA−1B.

Maintenant, si on suppose que la matrice M est symétrique i.e., les matrices A et D

sont symétriques et C = BT, alors la matrice M peut être exprimée par

M =

 A B

BT D

 =

 I BD−1

0 I


 A − BD−1BT 0

0 D


 I BD−1

0 I


T

.

La proposition suivante donne des caractérisations des matrices symétriques définies

positives par l’utilisation du complément de Schur

Proposition 1.1.17 [18] Soit M une matrice symétrique de la forme

M =

 A B

BT D

 ,
si D est inversible, alors les propriétés suivantes sont satisfaites

1. M est définie positive si et seulement si D et (A − BD−1BT) sont définies positives.

2. Si D est définie positive, alors M est semi-définie positive si et seulement si (A−BD−1BT)

est semi-définie positive.

Une autre version de cette proposition, par l’utilisation du complément de Schur du

bloc A à la place du complément de Schur du bloc D.

Proposition 1.1.18 [18] Soit M une matrice symétrique de la forme

M =

 A B

BT D

 ,
si A est inversible, alors les propriétés suivantes sont satisfaites

1. M est définie positive si et seulement si A et (D − BTA−1B) sont définies positives.
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2. Si A est définie positive, alors M est semi-définie positive si et seulement si (D−BTA−1B)

est semi-définie positive.

Théorème 1.1.19 (Factorisation de Cholesky) Pour A ∈ Sn
++, il existe une unique matrice

triangulaire inférieure et inversible L telle que A = LLT.

Définition 1.1.9 (Matrice à diagonale (strictement) dominante)

1. Une matrice A ∈ Mn(R) est à diagonale dominante si

|aii| ≥

n∑
i, j=1

|ai j| pour tout i = 1, ...,n.

2. Une matrice A ∈ Mn(R) est à diagonale strictement dominante si

|aii| >
n∑

i, j=1

|ai j| pour tout i = 1, ...,n.

Théorème 1.1.20 Si A ∈ Sn est à diagonale strictement dominante et si tous les éléments

diagonaux sont strictement positifs. Alors A est définie positive.

Définition 1.1.10 Soit x = (x1, x2, ..., xn)T
∈ Rn. On définit l’opérateur Dia1 par

Dia1(x) =



x1 0 . . . 0

0 x2 . .

. . . . .

. . . . .

. . . 0

0 . . . 0 xn


.

1.2 Analyse convexe

La notion de convexité est un outil mathématique important pour l’étude théorique

et numérique des problèmes d’optimisation. À ce propos, on présente dans cette partie

quelques notions de base d’usage courant.
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1.2.1 Ensembles et fonctions affines

Ensembles affines

Définition 1.2.1 Un sous-ensemble A de Rn est dit affine si

∀x, y ∈ A,∀λ ∈ R : λx + (1 − λ) y ∈ A.

Les ensembles affines élémentaires sont : φ,Rn, {x} avec (x ∈ Rn) et chaque sous-espace

vectoriel de Rn.

Définition 1.2.2 Soient x1, ..., xm, des points quelconques de Rn, on dit que x ∈ Rn est une

combinaison affine de x1, ..., xm, s’il existe (λ1, λ2, ..., λm) ∈ Rm tels que

x =

m∑
i=1

λixi avec
m∑

i=1

λi = 1.

Proposition 1.2.1 Un sous-ensemble A ⊆ Rn est affine si et seulement s’il contient toutes les

combinaisons affines de ses éléments.

Définition 1.2.3 [26] Etant donné A ⊆ Rn, alors il existe une partie affine unique F ⊆ Rn

contenant A appelée enveloppe affine de A et notée a f f (A). Autrement dit a f f (A) est la plus

petite partie affine de Rn contenant A.

a f f (A) = ∩{FA/FA ⊃ A et FA affine }.

Nous avons par définition dim(A) = dim(a f f (A)).

Si A , φ, alors a f f (A) , φ (puisque A ⊆ a f f (A)).

Un sous-ensemble A de Rn est affine si et seulement si A = a f f (A).

Théorème 1.2.2 [26] Soit A une partie non vide de Rn, alors

a f f (A) = {x ∈ Rn : x =

m∑
i=1

λixi, xi ∈ A,
m∑

i=1

λi = 1}.
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Fonctions affines

Définition 1.2.4 Une fonction f définie de Rn dans Rm est dite affine si

f [(1 − λ)x + λy] = (1 − λ) f (x) + λ f (y),∀x, y ∈ Rn,∀λ ∈ R.

Théorème 1.2.3 Toute fonction affine f de Rn dans Rm est de la forme f (x) = Ax + b, où

A ∈ Mm,n(R) et b ∈ Rm.

Proposition 1.2.4 Une fonction affine f deRn dansRm est linéaire si et seulement si f (0) = 0,

i.e.,b = 0.

1.2.2 Ensembles et fonctions convexes

Ensembles convexes

Définition 1.2.5 Un sous-ensemble C de Rn est dit convexe si

∀x, y ∈ C,∀λ ∈ [0, 1] : λx + (1 − λ) y ∈ C.

Autrement dit, si le segment de droite joignant deux points quelconques x, y ∈ C

[x, y] = {λx + (1 − λ) y 0 ≤ λ ≤ 1} est entièrement inclus dans C.

Définition 1.2.6 Soient x1, ..., xm, des points quelconques de Rn, on dit que x ∈ Rn est une

combinaison convexe de x1, ..., xm, s’il existe (λ1, λ2, ..., λm) ∈ Rm
+ tels que

x =

m∑
i=1

λixi avec
m∑

i=1

λi = 1.

Proposition 1.2.5 Un sous-ensemble C ⊆ Rn est convexe si et seulement s’il contient toutes

les combinaisons convexes de ses éléments.

Définition 1.2.7 Etant donné C ⊆ Rn, l’enveloppe convexe de C, noté Conv(C), est l’inter-

section de tous les ensembles convexes contenant C. Autrement dit Conv(C) est l’ensemble de

toutes les combinaisons convexes d’éléments de C.

Il déroule de ce qui précède que

– Un sous-ensemble C de Rn est convexe si et seulement si C = Conv(C).

– Tout ensemble affine est convexe. La réciproque est fausse.
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Théorème 1.2.6 L’intersection d’un nombre quelconque d’ensembles convexes est convexe.

Remarque 1.2.1 – La boule B = B(0, 1) unité euclidienne de Rn est un convexe fermé et

borné.

– ∀a ∈ Rn, ∀ε > 0, la boule de centre a et de rayon ε s’écrit

{x : d(x, a) ≤ ε} = a + {y : ‖y‖ ≤ ε} = a + εB.

Définition 1.2.8 Soit C un convexe non vide de Rn et x ∈ C. Le point x est dit extrémal (ou

sommet de C) s’il n’est pas à l’intérieur d’un segment de droite contenu dans C. Autrement dit

si

∀x1, x2 ∈ C,∀λ ∈]0, 1[, x = λx1 + (1 − λ)x2 ⇒ x = x1 = x2.

Tout point extrémal d’un convexe C est un point de la frontière de C.

Proposition 1.2.7 Soit C un convexe non vide de Rn, alors

x est un sommet de C si et seulement si C − {x} est un convexe.

Définition 1.2.9 (Intérieur relatif) L’intérieur relatif d’un sous-ensemble non vide C de Rn,

noté ri(C) est défini comme l’intérieur de C vu comme sous-ensemble de a f f (C).

ri(C) = {x ∈ a f f (C)/ ∃ε > 0 : (x + εB) ∩ a f f (C) ⊆ C}.

Si ri(C) = C, alors C est dit relativement ouvert.

Théorème 1.2.8 (Caractérisation de ri(C))

Soit C un convexe non vide de Rn. Alors

ri(C) = {z / ∀x ∈ C,∃µ > 1 : (1 − µ)x + µz ∈ C}.

Autrement dit, tout segment de droite dans C ayant z comme extrémité, peut être prolongé

au-delà de z sans sortir de C.

Fonctions convexes

Définition 1.2.10 On dit que f : C ⊂ Rn
−→ R ∪ {+∞} est convexe si l’une des deux

propriétés équivalentes suivantes est vérifiée

1. f (λx + (1 − λ)y) ≤ λ f (x) + (1 − λ) f (y), ∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ [0, 1].
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2. f (
m∑

i=1
λixi) ≤

m∑
i=1
λi f (xi), ∀m ∈N, ∀λi ≥ 0 tel que

m∑
i=1
λi = 1, ∀xi ∈ Rn.

Si l’inégalité (1) est stricte pour x , y et λ ∈]0, 1[, f est dite strictement convexe.

L’inégalité (2) est appelée inégalité de Jensen.

Théorème 1.2.9 Une combinaison linéaire à coefficients λi positifs des fonctions fi convexes

pour i = 1, ...,m est une fonction convexe.

Proposition 1.2.10 Soit f : R→ R ∪ {−∞,+∞}

1. Si f est dérivable sur un intervalle I ⊆ R, alors

f est convexe sur I si et seulement si f ′ est croissante sur I.

2. Si f est deux fois dérivable sur I, alors

f est convexe sur I si et seulement si f ′′(t) ≥ 0,∀t ∈ I.

Théorème 1.2.11 Soit f ∈ C1(C), C est un convexe ouvert de Rn (ou C = Rn).

Alors les affirmations suivantes sont équivalentes

1. f est convexe sur C.

2. f (y) − f (x) ≥ 〈∇ f (x), y − x〉, ∀x, y ∈ C.

3. 〈∇ f (y) − ∇ f (x), y − x〉 ≥ 0, ∀x, y ∈ C.

Théorème 1.2.12 Soit f ∈ C2(C), C est un convexe ouvert de Rn (ou C = Rn), Alors

1. f est convexe sur C si et seulement si la matrice Hessienne H(x) = ∇2 f (x) est semi-définie

positive (i.e., 〈H(x)y, y〉 ≥ 0, ∀x, y ∈ C).

2. f est strictement convexe sur C si et seulement si H(x) est définie positive (i.e., 〈H(x)y, y〉 >

0, ∀y , 0, ∀x, y ∈ C).

Définition 1.2.11 Une fonction f est dite concave si − f est convexe.

Définition 1.2.12 Une fonction f est dite cœrcive sur un ensemble convexe C si

lim
‖x‖→+∞

f (x) = +∞,∀x ∈ C.

Définition 1.2.13 On appelle fonction barrière toute fonction f qui vérifie

1. f (x) finie, si x appartient à l’intérieur relatif du domaine réalisable (admissible).

2. f (x) tend vers l’infini quand x s’approche de la frontière du domaine réalisable.
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Définition 1.2.14 On appelle sous-gradient d’une fonction f convexe sur C au point x0 ∈ C

tout vecteur r = (r1, r2, ..., rn)T
∈ Rn vérifiant

f (x) ≥ f (x0) + rT(x − x0),∀x ∈ C.

Théorème 1.2.13 On appelle sous-différentiel de f au point x0, l’ensemble de tous les sous-

gradients de f en x0. On le note ∂ f (x0).

Remarque 1.2.2 Si f est une fonction différentiable, alors {∇ f (x0)} = ∂ f (x0).

Lemme 1.2.14 (Direction admissible)

Soit C une partie non vide de Rn. Un vecteur d , 0 de Rn est dit direction de C en a ∈ C si

∃α > 0 / a + αd ∈ C,∀α ∈ [0, α].

Si la propriété est vraie ∀a ∈ C, on dit que d est une direction admissible pour C.

Définition 1.2.15 (Dérivée directionnelle)

Soit f une fonction quelconque deRn dansR∪ {−∞,+∞} et x0 un point dansRn tel que f (x0)

est finie. Alors la dérivée directionnelle (unilatérale) de f en x0 dans la direction d ∈ Rn est

définie par

f ′(x0, d) = lim
λ→0+

f (x0 + λd) − f (x0)
λ

si elle existe.

(±∞ sont des valeurs admises pour la limite).

Notons que

− f ′(x0,−d) = lim
λ→0−

f (x0 + λd) − f (x0)
λ

.

– La dérivée directionnelle est dite bilatérale si f ′(x0, d) = − f ′(x0,−d).

– Si f ′(x0, d) existe ∀d ∈ Rn, on dira que f est directionnellement différentiable en

x0.

– S’il existe un vecteur constant 10 ∈ Rn tel que f ′(x0, d) = 〈10, d〉, ∀d ∈ Rn. On dit

que f est G-différentiable (ou différentiable au sens de Gateaux) en x0 et on écrit :

f ′(x0) = 10.
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1.2.3 Le cône des matrices symétriques semi-définies positives

Définition 1.2.16 Un ensemble C ⊂ Rn est appelé cône si R∗+C ⊆ C. Autrement dit

∀x ∈ C, ∀λ > 0, λx ∈ C.

C’est la réunion des demi-droites (positives) passant par l’origine, ce dernier peut (ou ne peut

pas) appartenir à C.

– Un cône C est dit pointé ou saillant si C∩ (−C) = {0} (i.e., C ne contenant aucune droite).

– Un cône C est dit convexe si l’ensemble C est convexe.

Proposition 1.2.15 L’ensemble des matrices semi-définies positives Sn
+ est un cône (convexe),

pointu et fermé de pleine dimension dans R
n(n+1)

2 .

La fonction

− ln(det(X)) = − ln
n∏

i=1

λi (X) = −

n∑
i=1

lnλi (X) ,

joue un rôle très important dans les méthodes de points intérieurs.

La fonction X 7−→ det(X) est une fonction continue, qui est positive pour les matrices

définies positives, et nulle pour les matrices semi-définies positives singulières. La

fonction X 7−→ − ln(det(X)) tend vers l’infini quand X � 0 approche à la frontière

du cône des matrices semi-définies positives, elle agit comme une barrière dans les

itérations.

Lemme 1.2.16 La fonction − ln(det(X)) est strictement convexe sur l’ensemble des matrices

définies positives Sn
++.

Le cône des matrices semi-définies positives induit une relation d’ordre partiel sur

l’ensemble des matrices symétriques.

Définition 1.2.17 (La relation d’ordre partiel) Soient A,B ∈ Sn, alors

1. A � B⇐⇒ (A − B) ∈ Sn
+.

2. A � B⇐⇒ (A − B) ∈ Sn
++.
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Proposition 1.2.17 Soit C un ensemble convexe non vide de Rn, et a ∈ C, on pose

C∞(a) = {d ∈ Rn : a + λd ∈ C, ∀λ > 0},

alors C∞(a) est un cône convexe non vide.

Définition 1.2.18 On appelle cône de récession (ou asymptote) de C l’ensemble

C∞ =
⋂
a∈C

C∞(a).

Un élément d ∈ C∞, est appelé direction de récession.

Proposition 1.2.18 Soit C un convexe, fermé et non vide de Rn, alors

– C∞(a) = C∞(b), ∀a, b ∈ C.

– C est borné si et seulement si C∞ = {0}.

Définition 1.2.19 Une fonction f : Rn
→ R est dite inf-compacte si l’ensemble non vide des

niveaux inférieurs de f est compact dans Rn.

Théorème 1.2.19 Une fonction f est dite inf-compacte si et seulement si C∞ = {0}.

1.3 Programmation mathématique

1.3.1 Définitions

Dans cette partie, on donne les outils de base d’un problème d’optimisation.

On rappelle certaines définitions élémentaires, les principaux résultats d’existence

et d’unicité de la solution optimale et les conditions d’optimalité.

Problème d’optimisation

Définition 1.3.1 Un problème d’optimisation (minimisation) sans contraintes s’écrit comme

suit  min f (x) = f (x)

x ∈ Rn.

autrement dit  Trouver x ∈ Rn telle que

f (x) ≤ f (x), ∀x ∈ Rn.
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Un problème d’optimisation (minimisation) sous contraintes s’écrit sous la forme min f (x) = f (x)

x ∈ D.

autrement dit  Trouver x ∈ D telle que

f (x) ≤ f (x), ∀x ∈ D.

Où D ( Rn appelé ensemble des contraintes.

Programme mathématique

Un programme mathématique noté (PM) est un problème d’optimisation sous

contraintes dans Rn qui peut s’écrire de la façon suivante

(PM)



min f (x)

1i(x) ≤ 0, i = 1, ...,n,

h j(x) = 0, j = 1, ...,m,

x ∈ D.

Où

– D est une partie de Rn et x un vecteur appelé variable, ses n composantes sont

dites les inconnues du problème (PM).

– La fonction f : D −→ R est appelée fonction objectif ou économique.

– Les fonctions 1i : D −→ R, i = 1, ...,n, qui forment des inégalités sont appelées

les contraintes inégalités du problème.

– Les fonctions h j : D −→ R, j = 1, ...,m, qui forment des équations sont appelées

les contraintes égalités du problème.

– Si D = Rn, on dit que (PM) est un problème d’optimisation sans contraintes.

– Un vecteur x vérifiant les contraintes de (PM), c’est-à-dire 1i(x) ≤ 0, (i = 1, ...,n),

h j(x) = 0, ( j = 1, ...,m) et x ∈ D est dit solution réalisable de (PM), l’ensemble de

ces solutions réalisables forme le domaine de définition (ou domaine réalisable)
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de (PM), i.e.,

D = dom f
n⋂

i=1

dom1i

m⋂
j=1

domh j.

– Une solution réalisable x∗ est dite optimale (ou optimum global) de (PM), si elle

minimise la fonction f (x) sur l’ensemble de toutes les solutions réalisables.

– Un vecteur x0 est dit optimum local de (PM) si et seulement s’il existe un voisinage

V de x0 tel que x0 soit optimum global du problème

min f (x)

1i(x) ≤ 0, i = 1, ...,n,

h j(x) = 0, j = 1, ...,m,

x ∈ D ∩ V.

– la recherche du maximum d’une fonction f se ramène immédiatement au problème

de minimisation de − f .

Remarque 1.3.1 – L’ensemble des minimas globaux de (PM) est noté par ar1minD f (x).

– L’ensemble des minimas locaux de (PM) est noté par loc minD f (x).

– On a toujours : ar1minD f (x) ⊆ loc minD f (x), avec D un ouvert non vide.

Classification des problèmes mathématiques

On classifie le problème (PM) à partir de deux propriétés fondamentales à savoir la

convexité et la différentiabilité des fonctions du problème. En effet

– (PM) est convexe si les fonctions f et 1i sont convexes et les fonctions h j sont

affines.

– (PM) est différentiable si les fonctions f , 1i et h j sont différentiables.

1.3.2 Principaux résultats d’existence et d’unicité

Théorème 1.3.1 (Weierstrass ) Si f est une fonction réelle continue sur D ⊂ Rn compact (D

fermé borné), alors le problème (PM) admet au moins une solution optimale globale x∗ ∈ D.
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Théorème 1.3.2 Si D est convexe et f est strictement convexe alors, il existe au plus une

solution optimale de (PM).

Remarque 1.3.2 L’unicité d’une éventuelle solution optimale est en souvent une conséquence

de la stricte convexité de la fonction objectif et de la convexité du domaine réalisable du problème

d’optimisation.

Théorème 1.3.3 Si f est une fonction inf-compacte, alors le problème (PM) admet au moins

une solution optimale.

1.3.3 Conditions d’optimalité

Définition 1.3.2 Le lagrangien d’un programme mathématique (PM) est défini par

L(x, λ, y) = f (x) +

n∑
i=1

λi1i(x) +

m∑
j=1

y jh j(x), λi ∈ R+, y j ∈ R

Théorème 1.3.4 (Karush-Kuhn-Tucker(KKT))

Soit f : Rn
−→ R une fonction différentiable sur D ⊂ Rn, si x∗ est un minimum local du

problème (PM) alors, il existe un vecteur y ∈ Rm et λ ∈ Rn
+ tel que

∇ f (x∗) +
∑n

i=1 λi∇1i(x∗) +
∑m

j=1 y j∇h j(x∗) = 0 (condition d’optimalité),

λi1i(x∗) = 0, i = 1, ...,n (condition de complémentarité),

h j(x∗) = 0, j = 1, ...,m.
Les λi et les y j sont appelés multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker.

Définition 1.3.3 On dit qu’un problème de programmation mathématique est convexe s’il

consiste à minimiser une fonction convexe (ou maximiser une fonction concave) sur un domaine

convexe.

Ainsi le problème (PM) est un problème de programmation convexe (ou simplement un

programme convexe) si f est convexe, les fonctions 1i (i = 1, ...,n) et h j ( j = 1, ...,m) sont

convexes et D ⊂ Rn est aussi convexe.

Remarque 1.3.3 Si (PM) est convexe, alors les conditions d’optimalité (KKT) sont à la fois

nécessaires et suffisantes.

La propriété fondamentale des programmes convexes apparaı̂t alors dans le résultat

suivant

Théorème 1.3.5 Pour un programme convexe, tout optimum local est un optimum global.
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1.3.4 Programme linéaire

Un problème de programmation linéaire est un problème de programmation mathématique

convexe dans lequel

– L’ensemble des contraintes (ou des solutions réalisables) est défini par un système

d’équations (et/ou) d’inéquations linéaires.

– La fonction objectif (ou économique) est linéaire.

On considère des programmes linéaires sous forme standard du type

(PL)


min cTx

Ax = b

x ≥ 0.

où

n = nombre de variables

m = nombre de contraintes

A = matrice réelle m × n (matrice des contraintes)

c = (c1, ..., cn)T vecteur des coûts

b = (b1, ..., bm)T vecteur du second membre

cTx =
n∑

i=1
cixi fonction à minimiser (fonction objectif ou fonction économique).

On peut toujours mettre un programme linéaire quelconque sous forme standard

en introduisant des variables supplémentaires, dites variables d’écart.

Le dual de (PL) est donné par

(DL)


max bT y

AT y ≤ c

y ∈ Rm.

Pour plus de détails sur l’analyse matricielle voir [18, 33], sur l’analyse convexe voir

[26, 46] et sur la programmation mathématique voir [35].
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Chapitre 2

La programmation semi-définie :

Théorie, Applications et Résolution

2.1 Les programmes semi-définis

Rappelons que Sn est l’ensemble de (n × n) matrices symétriques.

Dans ce chapitre, on désigne par

– Sn
+ l’ensemble de (n × n) matrices symétriques semi-définies positives

Sn
+ = {A ∈ Sn : A est semi-définie positive (ou A � 0)}.

– Sn
++ l’ensemble de (n × n) matrices symétriques définies positives

Sn
++ = {A ∈ Sn : A est définie positive (ou A � 0)} = int(Sn

+).

La programmation semi-définie (PSD) est une généralisation de la programmation

linéaire (PL). En comparant avec la programmation linéaire standard le vecteur de

variables x ∈ Rn
+ est remplacé par une matrice variable X ∈ Sn

+. Autrement dit, le cône

de l’orthant positif x ≥ 0 est remplacé par le cône des matrices semi-définies positives

X � 0.

Définition 2.1.1 Le problème primal de la programmation semi-définie sous forme standard,
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2.1. Les programmes semi-définis

s’écrit comme suit

(PSD)


min〈C,X〉

〈Ai,X〉 = bi, i = 1, ...,m,

X ∈ Sn
+.

(2.1)

où

b ∈ Rm, C et Ai, i = 1, ...,m, sont des matrices dans Sn.

〈C,X〉 = trace(CX) =
∑
i, j

Ci jXi j.

Proposition 2.1.1 Un programme semi-défini est un programme convexe.

Pour la démonstration, il est facile de voir que la fonction objectif est une fonc-

tion linéaire, donc démontrer qu’un programme semi-défini est convexe, revient à

démontrer que l’ensemble des contraintes du problème (PSD) est un ensemble convexe.

Pour plus de détails voir [17].

Remarque 2.1.1 Si X est une matrice diagonale, le problème (PSD) se réduit à un problème

de programmation linéaire, néanmoins, plusieurs problèmes de programmation non linéaire

peuvent se formuler sous la forme (PSD), tel que la programmation quadratique convexe, la

programmation combinatoire, les problèmes de coupure maximale dans la théorie des graphes,

ainsi que les problèmes de min-max des valeurs propres.

2.1.1 Exemples

Nous présentons ici quelques problèmes de programmation mathématique qui

peuvent se convertir en (PSD).

Problème de programmation non linéaire

On donne le programme non linéaire suivant
min(x3

1 + x2)

x3
1x2 ≥ 1,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.
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2.1. Les programmes semi-définis

Ce problème s’écrit sous la forme d’un problème (PSD) comme suit
min〈C,X〉

〈A1,X〉 = b1

X ∈ S2
+,

avec

C = I, X =

 x3
1 x3

x3 x2

 , A1 =

 0 1
2

1
2 0

 et b1 = 1.

Problème de coupure maximale

Dans la théorie de graphe, le problème de coupure maximale s’écrit sous la forme

suivante

(CM)


max 1

4xTLx

x ∈ {−1,+1}n.
(2.1)

Où

x est un vecteur de Rn qui représente une coupure S du graphe.

L = Dia1(Ae) − A, est une matrice (n × n) laplacienne associée au graphe avec e =

(1, ..., 1)T
∈ Rn et A est une matrice (n × n) adjacente du graphe.

Le problème (CM) s’écrit sous forme d’un problème semi-défini (PSD) comme suit

(PSD)


max〈L,X〉

〈Ai,X〉 = 1
4 , i = 1, ...,n,

X ∈ Sn
+.

(2.2)

Où X = xxT et Ai = eieT
i tel que ei est le vecteur de Rn dont la ième composante est égale

à 1 et les autres sont nulles.

Le problème (PSD) obtenu est un problème continu.

Donc, on passe d’un cas discret (CM) à un cas continu (PSD) ce qui représente un

avantage considérable en théorie et même en pratique.
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2.2. Théorie de la dualité

2.2 Théorie de la dualité

Avant de définir le dual de (PSD), on a besoin d’introduire quelques notations pour

simplifier les résultats.

On définit l’opérateur linéaireA : Sn
→ Rm avecAX = (〈Ai,X〉)m

i=1.

L’adjoint deA, par définition est l’opérateurA∗ : Rm
−→ Sn vérifiant

〈AX, y〉 = 〈X,A∗y〉 pour tout X ∈ Sn et y ∈ Rm.

Ainsi

〈AX, y〉 =

m∑
i=1

yitr(AiX) = tr(X
m∑

i=1

yiAi) = 〈X,A∗y〉,

on obtient

A
∗y =

m∑
i=1

yiAi.

Pour obtenir le problème dual de (PSD), on considère la fonction lagrangienne associée

à ce dernier comme suit

L(X, y) = 〈C,X〉 + 〈b −AX, y〉,X ∈ Sn
+, y ∈ R

m

et on calcule la fonction duale associée H(y)

H(y) = min L(X, y)

= min
X∈Sn

+

〈C,X〉 + 〈b −AX, y〉

= min
X∈Sn

+

〈C,X〉 +
m∑

i=1
(bi − 〈Ai,X〉)yi

= min
X∈Sn

+

〈C −
m∑

i=1
yiAi,X〉 +

m∑
i=1

biyi

= 〈b, y〉 + min
X∈Sn

+

[
〈C −A∗y,X〉

]
.

Il est facile de voir que

min
X�0

[
〈C −A∗y,X〉

]
=


0 si C −A∗y � 0

−∞ ailleurs.
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2.2. Théorie de la dualité

D’où

max
y∈Rm

H
(
y
)

=


max〈b, y〉 si C −A∗y � 0

−∞ sinon.

Donc le problème dual (SDD) de (PSD) s’écrit sous la forme suivante

(SDD)


max〈b, y〉

A
∗y + S = C

y ∈ Rm, S � 0.

(2.3)

Théorème 2.2.1 (Dualité faible)

Si X et (y,S) sont des solutions réalisables de (PSD) et (SDD) respectivement, alors on a

toujours

〈C,X〉 − bT y = 〈S,X〉 ≥ 0.

Cette différence est appelée saut de dualité.

Preuve. On a

〈C,X〉 − bT y = 〈C,X〉 −
m∑

i=1

biyi

= 〈C,X〉 −
m∑

i=1

yi〈Ai,X〉

= 〈C −
m∑

i=1

yiAi,X〉 = 〈S,X〉.

Puisque les matrices S et X sont toutes les deux semi-définies positives et d’après le

Lemme 1.1.13, on déduit que tr(XS) ≥ 0.

Ce qui donne

〈C,X〉 − bT y = 〈S,X〉 ≥ 0.

�

Contrairement à la programmation linéaire, il n’est pas toujours vrai que l’optimalité de

deux problèmes (PSD) et (SDD) implique que 〈S,X〉 = 0. Pour illustrer ce phénomène,

on donne l’exemple de Vandenberghe et Boyd [53]
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2.2. Théorie de la dualité

Exemple 2.2.1 (Contre exemple)

Considérons le problème semi-défini suivant

(PSD)


min〈C,X〉

〈Ai,X〉 = bi, i = 1, ..., 4,

X ∈ S3
+.

(2.3)

où

C =


0 1

2 0
1
2 0 0

0 0 0

 , A1 =


0 −

1
2 0

−
1
2 0 0

0 0 1

 , A2 =


1 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,

A3 =


0 0 1

0 0 0

1 0 0

 , A4 =


0 0 0

0 0 1

0 1 0

 et b =


1

0

0

0


.

Qui est équivalent à 
min x12

X =


0 x12 0

x12 x22 0

0 0 1 + x12

 � 0.

En écrivant le problème dual associé, on obtient max y1

S = C − y1A1 − y2A2 − y3A3 − y4A4 � 0.

Le problème dual peut s’écrire sous la forme suivante
max y1

S =


−y2

1+y1

2 −y3
1+y1

2 0 −y4

−y3 −y4 −y1

 � 0.

Une condition nécessaire pour que la matrice primale soit semi-définie positive est que x12 = 0

car x11 = 0, de la même manière pour le problème dual, on obtient s12 = 0 car s22 = 0, i.e.

y1 = −1. Le saut de dualité à l’optimalité est égal à 1 qui est différent de 0.

On revient maintenant aux conditions qui assurent la dualité forte, et l’existence des

solutions primales et duales.
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2.2. Théorie de la dualité

Définition 2.2.1 (Faisabilité stricte)

Un point X est dit strictement réalisable pour (PSD) s’il est réalisable pour (PSD) et vérifie

X � 0.

Un point (y,S) est dit strictement réalisable pour (SDD) s’il est réalisable pour (SDD) et

vérifie S � 0.

Théorème 2.2.2 [17] (Dualité forte)

Supposons qu’il existe une solution strictement réalisable (y0,S0) pour (SDD). Soient

p∗ = min{〈C,X〉 : AX = b, X � 0},

et

q∗ = max{〈b, y〉 : A∗y + S = C, S � 0},

alors p∗ = q∗ et si p∗ est une valeur finie, elle est atteinte pour une certaine matrice X ∈ {X �

0 : AX = b}.

On donne dans le corollaire suivant le résultat de toutes les combinaisons primales-

duales possibles.

Corollaire 2.2.3 [17]

Soient p∗ et q∗ définis comme dans le Théorème 2.2.2

1. Si (PSD) est strictement réalisable avec p∗ finie, alors p∗ = q∗ et cette valeur est atteinte

pour (SDD).

2. Si (SDD) est strictement réalisable avec q∗ finie, alors p∗ = q∗ et cette valeur est atteinte

pour (PSD).

3. Si (PSD) et (SDD) sont strictement réalisables, alors p∗ = q∗ et ces deux valeurs sont

atteintes pour les deux problèmes.

2.2.1 Exemples pathologiques

On présente dans cette partie deux exemples de problème de programmation semi-

définie de Vandenberghe et Boyd [53], où on montre comment la dualité forte n’est pas

atteinte.

33



2.2. Théorie de la dualité

Minimum dual n’est pas atteint

Considérons le problème de programmation semi-définie suivant

p∗ =



max 〈

 0 −1

−1 0

 , X〉

〈

 1 0

0 0

 , X〉 = 1,

〈

 0 0

0 1

 , X〉 = 0, X � 0,

et son dual est donné par

q∗ =


min y1

S = y1

 1 0

0 0

 + y2

 0 0

0 1

 −
 0 −1

−1 0

 =

 y1 1

1 y2

 � 0.

Dans cet exemple, p∗ = q∗ = 0 et le maximum est atteint dans le primal mais

le minimum n’est pas atteint dans le dual. En effet, le primal n’est pas strictement

réalisable (puisque x22 = 0 pour toute solution réalisable).

Saut de dualité positif

A l’optimalité, il peut y avoir un saut de dualité positif entre le primal et le dual des

programmes mathématiques. Considérons à titre d’exemple le problème de program-

mation semi-définie primal avec les matrices de données suivantes

C =


0 0 0

0 0 0

0 0 1

 ,A1 =


1 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,A2 =


0 1 0

1 0 0

0 0 2

 ,
et b1 = 0, b2 = 2. Donc le problème (PSD) s’écrit
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2.2. Théorie de la dualité

p∗ = min {x33 : x11 = 0, x12 + x33 = 1, X � 0} ,

et son dual est

q∗ = max


2y2 : S = y1A1 + y2A2 − C =


−y1 −y2 0

−y2 0 0

0 0 1 − 2y2

 � 0


.

La solution optimale primale est

X∗ =


0 0 0

0 0 0

0 0 1

 ,
donc la valeur optimale primale est égale à p∗ = 1,

De même pour le dual, on a la valeur optimale duale est égale à q∗ = 0, pour la

solution optimale duale y∗ = (0, 0)T.D’où, à l’optimalité il y a un saut de dualité positif :

p∗ − q∗ = 1.

2.2.2 Relations primales-duales pour la programmation semi-définie

Comme pour la programmation linéaire, le problème (PSD) peut s’écrire sous plu-

sieurs formes, le tableau suivant présente les différents types de problèmes duaux
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2.3. Domaines d’applications en PSD

correspondants

Minimisation Maximisation

Variables Contraintes

matrice ou scalaire ≥ 0

matrice ou scalaire ≤ 0

matrice � 0

matrice � 0

matrice ou scalaire non astreint

matrice ou scalaire ≤

matrice ou scalaire ≥

matrice �

matrice �

matrice ou scalaire =

Contraintes Variables

matrice ou scalaire ≥

matrice ou scalaire ≤

matrice �

matrice �

matrice ou scalaire =

matrice ou scalaire ≥ 0

matrice ou scalaire ≤ 0

matrice � 0

matrice � 0

matrice ou scalaire non astreint

2.3 Domaines d’applications en PSD

L’intérêt pour (PSD) s’est encore accru ces dernières années lorsque de nombreuses

applications ont été identifiées dans des domaines variés tels que le contrôle, les

statistiques, la finance, la localisation, l’optimisation robuste, l’ingénierie, etc. Pour

ne citer que quelques exemples, les problèmes (PSD) apparaissent naturellement en

contrôle (stabilité), analyse des séries temporelles (complétion de covariances), graphes

(mélange de chaı̂nes de Markov), etc. Quelques unes de ces applications sont présentées

dans la partie suivante.
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2.3. Domaines d’applications en PSD

2.3.1 Optimisation des valeurs propres

a) Recherche des valeurs propres extrêmes

Il s’agit de plus anciens problèmes traités à l’aide de la programmation semi-définie.

Considérons A une matrice symétrique réelle, le problème de recherche de la valeur

propre minimale d’une matrice symétrique peut se formuler comme suit

λmin(A) = min
||x||=1

xTAx = min
x∈Rm,x,0

xTAx
||x||2

. (VE)

Posons X = xxT, alors

Tr(X) =

n∑
i=1

x2
i = ||x||2 = 1.

Le problème (VE) devient alors

λmin(A) =


min〈A,X〉

Tr(X) = 1

X � 0.

De même, le problème de la plus grande valeur propre peut s’écrire comme suit

λmax(A) = max
||x||=1

xTAx = max
x∈Rm,x,0

xTAx
||x||2

,

et sa formulation en (PSD) est

λmax(A) =


max〈A,X〉

Tr(X) = 1

X � 0.

b) Problèmes de Min-Max des valeurs propres

On suppose que la matrice symétrique A(x) depend affinement d’un paramètre

x ∈ Rk, i.e., A(x) = A0 + x1A1 + ... + xkAk, avec Ai ∈ Sn, i = 0, ..., k.

Le problème d’optimisation est de minimiser la valeur propre maximale de A(x) sur

Rk, i.e., il s’agit de résoudre le problème convexe et non différentiable ci-dessous

min
x∈Rk

λmax(A(x)). (2.4)
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2.3. Domaines d’applications en PSD

Ce problème peut se transformer en un problème de (PSD). Pour cela, on a besoin de

la propriété suivante

Propriété Soient M ∈ Sn et t ∈ R. Alors

M � tIn ⇐⇒ λmax(M) ≤ t.

Preuve. D’après le Théorème 1.1.3 et comme M ∈ Sn. On a

tIn −M = tIn − PDPT = P(tIn −D)PT.

En utilisant la Proposition 1.1.15 et la caractérisation des matrices symétriques semi-

définies positives (Théorème 1.1.9), il vient

tIn �M ⇐⇒ tIn −M � 0

⇐⇒ tIn −D � 0

⇐⇒ λmin(tIn −D) ≥ 0

⇐⇒ t ≥ λmax(M).

�

Revenons au problème (2.4) et introduisons une variable réelle t de façon à obtenir une

fonction objectif linéaire i.e., il s’agit de résoudre le problème suivant
min t

λmax(A(x))x∈Rk ≤ t.

Ce dernier est équivalent au problème (PSD) suivant
min t

tIn − A(x) � 0

x ∈ Rk.

Les problèmes de ce type surviennent dans la théorie de contrôle, l’optimisation

structurelle, la théorie de graphe et l’optimisation combinatoire. Pour de plus amples

développements, voir [34, 43, 56].
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c) Minimisation de la somme des r plus grandes valeurs propres

Pour minimiser la somme des r plus grandes valeurs propres de la matrice symétrique

A(x) dépend affinement de x i.e., A(x) = A0 + x1A1 + ... + xkAk, avec Ai ∈ Sn, i = 0, ..., k,

on résout le problème de programmation semi-définie suivant


min rt + tr(X)

tIn + X − A(x) � 0

X � 0.

Où X ∈ Sn et t ∈ R.

Pour la démonstration et plus de détails voir [42].

d) Minimisation de la norme spéctrale

Pour minimiser la norme ‖A(x)‖ de la matrice A(x) = A0 + x1A1 + ...+ xkAk ∈ Mn(R),

où les matrices Ai, i = 0, ..., k, sont quelconques (i.e., pas nécessairement symétriques),

on résout le problème (PSD) suivant
‖A(x)‖ = min t tIn A(x)

A(x)T tIn

 � 0.

Avec les variables x ∈ Rk et t ∈ R.

On utilise ici le théorème du complément de Schur.

2.3.2 Programmation quadratique avec contraintes quadratiques

Soit la contrainte (Ax + b)T(Ax + b) − cTx − d ≤ 0, avec x ∈ Rk. Il s’agit en fait de la

forme générale d’une contrainte quadratique convexe. On montre qu’elle peut s’écrire

comme suit  I Ax + b

(Ax + b)T cTx + d

 � 0.
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2.3. Domaines d’applications en PSD

Le côté gauche de cette inégalité dépend affinement du vecteur x, c’est-à-dire l’inégalité

peut être exprimée par

F(x) = F0 + x1F1 + ... + xkFk � 0,

où

F0 =

 I b

bT d

 , Fi =

 0 ai

aT
i cT

i

 , i = 1, ..., k,

avec A = [a1, ..., ak]. Donc un programme quadratique convexe avec contraintes qua-

dratiques de type 
min f0(x)

fi(x) ≤ 0, i = 1, ...,L,

où fi, i = 0, ...,L, sont des fonctions quadratiques convexes

fi = (Aix + b)T(Aix + b) − cT
i x − di,

peut s’écrire sous la forme du programme semi-défini suivant

min t I A0x + b

(A0x + b)T cT
0 + d0 + t

 � 0, I Aix + b

(Aix + b)T cT
i + di

 � 0, i = 1, ...,L.

Avec les variables x ∈ Rk et t ∈ R. Ce programme a une dimension de m × n, telle que

m = k + 1 et n = n0 + ... + nL, où Ai ∈ Rni×k.

2.3.3 Approximation logarithmique de Tchebychev

Supposons qu’on cherche à résoudre approximativement le système d’équations

aT
i x = bi pour i = 1, ...,m.

Le terme approximativement a été utilisé par ce que la résolution exacte est très difficile

(trop de contraintes). On peut dès lors choisir plusieurs critères pour déterminer la
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2.3. Domaines d’applications en PSD

meilleure solution. Le plus courant est la minimisation de la somme des carrés des

écarts (aT
i x−bi) ; cependant, dans l’approximation de Chebychev, on minimise la norme

du résidu l∞, i.e., on minimise l’écart maximal en valeur absolue, selon

min max
i
|aT

i x − bi|. (2.5)

Ce problème peut se mettre sous la forme du programme linéaire suivant
min t

−t ≤ aT
i x − bi ≤ t, i = 1, ...,m,

où x est une variable et t est une variable auxiliaire.

Dans certaines applications les bi sont des quantités s’exprimant dans une unité de

puissance ou d’intensité et généralement de logarithme. Dans ce cas, il est préférable

d’un point de vue purement physique de minimiser le maximum des écarts entre les

logarithmes de aT
i x et bi, ce qui se traduit par

min max
i
| log aT

i x − log bi|. (2.6)

On suppose que bi > 0 et aT
i x > 0, ∀i = 1, ...,m. Ce problème est appelé problème d’ap-

proximation logarithmique de Chebychev et peut être transformé en un programme

semi-défini. On transforme alors les contraintes en

− log t ≤ log
aT

i x
bi
≤ log t, d’où

1
t
≤

aT
i x
bi
≤ t.

Le problème (2.6) est équivalent au problème semi-défini suivant
min t

1
t ≤

aT
i x
bi
≤ t, i = 1, ...,m,

où 

min t
t −

aT
i x
bi

0 0

0
aT

i x
bi

1

0 1 t

 � 0, i = 1, ...,m.
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Le premier terme de la diagonale est responsable de l’inégalité
aT

i x
bi
≤ t, tandis que

aT
i x
bi
≥

1
t

se traduit par la matrice 2 × 2 inférieure droite. En effet, pour une matrice 2 × 2, le fait

d’être semi-définie positive implique la non-négativité du déterminant, d’où on déduit
aT

i x
bi

t − 1 ≥ 0 et finalement l’inégalité recherchée.

Donc, cet exemple illustre deux points importants. Premièrement, il montre que la pro-

grammation semi-définie inclut beaucoup de problèmes d’optimisation qui ne semblent

pas pour la première vue. Deuxièment, il montre que le problème est plus général qu’un

programme linéaire, malgré la proche analogie.

2.3.4 Problèmes géométriques en formes quadratiques

Plusieurs problèmes géométriques impliquant des fonctions quadratiques peuvent

être exprimés sous forme des programmes semi-définis. On présente ici un exemple

simple.

Supposons, qu’on donne k ellipsoı̈des E1, ...,Ek décrivent comme l’ensemble des sous-

niveaux des fonctions quadratiques

fi(x) = xTAix + 2bT
i x + ci, i = 1, ..., k,

i.e., Ei = {x / fi(x) ≤ 0}. Le but est de trouver la plus petite sphère contenant l’ensemble

des k ellipsoı̈des donnés. La condition qu’un ellipsoı̈de contient un autre, peut être

exprimée en termes d’une inégalité matricielle.

Supposons que les ellipsoı̈des E = {x : f (x) ≤ 0} et Ẽ = {x : f̃ (x) ≤ 0}, avec

f (x) = xTAx + 2bTx + c, f̃ (x) = xTÃx + 2̃bTx + c̃,

ont un intérieur non vide. Alors, on peut montrer que E contient Ẽ si et seulement s’il

existe un τ ≥ 0 tel que  A b

bT c

 � τ
 Ã b̃

b̃T c̃

 .
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Revenons à notre problème, considérons la sphère S représentée par

f (x) = xTx − 2xT
c x + γ ≤ 0.

S contient les ellipsoı̈des E1, ...,Ek si et seulement s’il existe τ1, ..., τk positifs tels que I −xc

−xT
c γ

 � τi

 Ai bi

bT
i ci

 , i = 1, ..., k.

Notre but est de minimiser le rayon de la sphère S qui est r =
√

xT
c xc − γ. Pour cela, on

exprime la condition r2
≤ t par l’inégalité matricielle suivante I xc

xT
c t + γ

 � 0,

et on minimise la variable t.

Donc, la recherche de la plus petite sphère qui contient les ellipsoı̈des E1, ...,Ek, revient

à la résolution du problème de programmation semi-défini suivant

min t I −xc

−xT
c γ

 � τi

 Ai bi

bT
i ci

 , i = 1, ..., k, τi ≥ 0, I xc

xT
c t + γ

 � 0,

où xc, τ1, ..., τk et t sont les variables du problème.

Cet exemple montre encore l’ampleur des problèmes qui peuvent être reformulés en

programmation semi-définie. Et que cette reformulation n’est pas simple.

2.3.5 Optimisation quadratique non convexe

La programmation semi-définie joue un rôle très utile dans l’optimisation non

convexe ou combinatoire. Considérons par exemple, le problème d’optimisation qua-
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dratique suivant 
min f0(x)

fi(x) ≤ 0, i = 1, ...,L,
(2.7)

où fi(x) = xTAix + 2bT
i x + ci, i = 0, ...,L. Les matrices Ai peuvent être indéfinies, dans

ce cas le problème (2.7) est un problème d’optimisation non convexe très difficile à

résoudre. Par exemple, il inclut tous les problèmes d’optimisation de fonction objectif

polynomiale et contraintes polynomiales (voir [42, 47]).

Dans la pratique, par exemple l’algorithme de branch-and-bound, il est important

d’avoir des bonnes et moins couteuses estimations inférieures de la valeur optimale

de (2.7) qui soient calculables efficacement. Shor [47] et Poljak et al [44] ont proposé le

calcul des estimations inférieures par la résolution du programme semi-défini suivant

max t A0 b0

bT
0 c0 − t

 + τ1

 A1 b1

bT
1 c1

 + ... + τL

 AL bL

bT
L cL

 � 0,

τi ≥ 0, i = 1, ...,L.

(2.8)

Où t et τi sont les variables du problème. On peut vérifier facilement que ce programme

semi-défini (2.8) offre des estimations inférieures pour (2.7).

Supposons que x est réalisable (satisfait les contraintes) pour le problème non convexe

(2.7), i.e.,

fi(x) =

 x

1


T  Ai bi

bT
i ci


 x

1

 ≤ 0,

Alors, si les variables t et τ1, ..., τL, satisfont les contraintes du programme semi-défini

(2.8), on déduit que

0 ≤

 x

1


T 

 A0 b0

bT
0 c0 − t

 + τ1

 A1 b1

bT
1 c1

 + ... + τL

 AL bL

bT
L cL



 x

1


= f0(x) − t + τ1 f1(x) + ... + τL fL(x)

≤ f0(x) − t.
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Par conséquent t ≤ f0(x) pour tout point x réalisable dans (2.7). Le problème (2.8) peut

être aussi obtenu via la dualité du lagrangien ; pour plus de détails, voir Shor [47] ou

Poljak et al [44].

Par ailleurs, le problème dual associé au programme semi-défini (2.8) est donné par

min tr(A0X) + 2bT
0 x + c0

tr(AiX) + 2bT
i x + ci ≤ 0, i = 1, ...,L X x

xT 1

 � 0,

(2.9)

où les variables sont X ∈ Sn et x ∈ Rn.

On voit que les deux problèmes (2.8) et (2.9) donne la même estimation.

Notons que la contrainte

 X x

xT 1

 � 0, (2.10)

est équivalente à X � xxT. Par conséquent, le problème de programmation semi-défini

(2.9) peut directement se considéré comme une relaxation du problème original (2.7),

qui peut s’écrire comme suit
min tr(A0X) + 2bT

0 x + c0

tr(AiX) + 2bT
i x + ci ≤ 0, i = 1, ...,L

X = xxT.

(2.11)

La seule différence entre les deux problèmes (2.11) et (2.9) est le remplacement de la

contrainte non convexe X = xxT par la relaxation de la contrainte convexe X � xxT.

Il est intéressant de noter que la formulation (2.11) est équivalente au problème (2.7).

Par exemple, nous considérons le programme (−1, 1)-quadratique
min xTAx + 2bTx

x2
i = 1, i = 1, ..., k,

(2.12)
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qui est un problème non convexe difficile. La contrainte entière xi ∈ {−1, 1} peut être

écrite comme une contrainte d’égalité quadratique x2
i = 1 ou l’équivalence de deux

inégalités x2
i ≤ 1 et x2

i ≥ 1. En appliquant (2.9), on trouve que le programme semi-défini

min tr(AX) + 2bTx

Xii = 1, i = 1, ..., k, X x

xT 1

 � 0,

(2.13)

donne une estimation inférieure de la valeur optimale du problème (2.12), avec X = XT

et x sont des variables.

2.4 Méthode de points intérieurs pour résoudre (PSD)

La méthode de points intérieurs est l’une des méthodes les plus utilisées et les

plus efficaces pour la résolution des problèmes (PSD), elle est relativement nouvelle

et s’apparente à la méthode projective de Karmarkar pour la programmation linéaire.

Derrière le terme points intérieurs découlent trois différents types de méthodes

1. Les méthodes affines.

2. Les méthodes de réduction du potentiel.

3. Les méthodes de trajectoire centrale.

2.4.1 Méthodes affines

L’idée remonte à Dikin (1967), Puis reprise et développée par plusieurs chercheurs

au milieu des années 80. Il s’agit pratiquement de l’algorithme de Karmarkar sans

fonction potentielle et sans transformation projective, on utilise une transformation

affine puis on remplace la contrainte de non négativité par un ellipsoı̈de qui contient

le nouvel itéré.
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L’algorithme correspondant à cette méthode est d’une structure simple, malheureu-

sement, il n’est pas facile de démontrer la polynomialité. À l’égard de cette dernière,

Dikin [12], en 1967 a prouvé la convergence de la méthode affine primale sous des

hypothèses de non dégénérescence. En 1990 Monteiro et al [36] ont démontré que la

méthode affine primale-duale est de complexité polynomiale (O(nL2)), où L représente

le nombre de bits requis pour stocker (et traiter) les données, par contre, la convergence

pour les méthodes affines primales ou duales est restée une question ouverte.

2.4.2 Méthodes de réduction du potentiel

Ces méthodes sont le fruit direct d’une grande partie des études acharnées menées

par plusieurs chercheurs vers la fin des années 80. En 1995, Alizadeh [2] a proposé

une méthode projective primale-duale pour résoudre les problèmes (PSD). En 2003,

Benterki et al [6] ont fait l’étude théorique et numérique de l’algorithme proposé par

Alizadeh [2]. En 2007, Benterki et al [7] ont proposé une méthode primale réalisable de

réduction du potentiel. L’algorithme de ces méthodes est basé sur ces deux principaux

éléments

1. La transformation projective Tk.

2. La réduction de la fonction potentielle primale-duale ψ(X,S).

Transformation projective

Dans ces méthodes, à chaque itération, on utilise la transformation projective Tk qui

nous permet de ramener le problème (PSD) à une forme réduite plus maniable. En effet,

supposons à l’itération k, qu’on dispose d’une solution strictement réalisable Xk ∈ Sn
++.

La factorisation de Xk donne une matrice triangulaire inférieure Lk telle que Xk = LkLT
k .

Il existe plusieurs choix de Lk telle que la factorisation de Cholesky de Xk ou bien la

racine carrée de Xk, i.e., Lk = X
1
2
k .
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2.4. Méthode de points intérieurs pour résoudre (PSD)

Soit r un entier fixé, on définie la transformation projective comme suit

Tk : Sn
→ Sn

×Rr

X 7→ Tk(X) = (X, x)

où

X =
(n + r)L−1

k XL−T
k

r + 〈X−1
k ,X〉

, x =
(n + r)

r + 〈X−1
k ,X〉

er, er = (1, ..., 1)T
∈ Rr.

Aussi, la transformation inverse est donnée par

X = T−1
k (X, x) = r

LkXLT
k

eT
r x

.

Sous la transformation Tk, le problème (PSD) est transformé en un problème de pro-

grammation semi-définie linéaire (TPSD). Puis, comme dans la programmation linéaire,

on remplace les contraintes des inégalitées X � 0 et x ≥ 0 de (TPSD) par la boule du

centre (I, er) et de rayon β avec 0 < β < 1. Donc le problème (TPSD) devient

min[〈C,X〉 − zkeT
r x

r ]

〈Ak
i ,X〉 −

bieT
r x
r = 0, i = 1, ...,m

tr(X) + eT
r x = n + r

‖X − I‖2 + ‖x − er‖
2
≤ β2 < 1,

où

C = LT
k CLk, zk = 〈C,Xk〉 et Ak

i = LT
k AiLk.

Ce problème est un programme mathématique convexe et différentiable, donc les condi-

tions de K.K.T sont nécessaires et suffisantes. La solution optimale obtenue est
X
∗

= I − βPk

x∗ = (1 − βpk)er,

où

Pk = Vk/(‖Vk‖
2 + rα2

k)
1
2 , pk = αk/(‖Vk‖

2 + rα2
k)

1
2 ,

avec

Vk = Ck +

m∑
i=1

yiAk
i , αk = −

1
r

(
m∑

i=1

biyi + zk),

48
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y ∈ Rm est la solution du système linéaire symétrique défini positif suivant

My = d, Mi, j = 〈Ak
i ,A

k
j〉 +

bib j

r
, di = −

bizk

r
− 〈Ck,Ak

i 〉, i, j = 1, ...,m.

Le nouveau itéré est donc Xk+1 = T−1
k (X, x).

Fonction potentielle primale-duale

Pour tout X,S ∈ Sn
++ la fonction potentielle primale-duale est définie par

ψ(X,S) = (n + r) ln〈X,S〉 − ln det(XS).

Cette fonction joue un rôle très important dans le développements des algorithmes de

réduction du potentiel après 1988. Les algorithmes correspondants à ces méthodes

possèdent une complexité polynomiale, ils nécessitent O(
√

n| ln ε|) itérations pour

réduire le saut de dualité (〈X,S〉 ≤ ε où ε est une précision donnée ). (Voir Alizadeh

[2]).

2.4.3 Méthodes de trajectoire centrale

Les méthodes de trajectoire centrale primale-duale ont été introduites à la même

époque que les méthodes de réduction du potentiel et pleinement développées au

début des années 90. Elles ont attiré une grande intention de la part des chercheurs

dans le monde entier et elles montrent en général un excellent comportement pratique

et théorique (une complexité polynomiale et une convergence super linéaire). On trouve

en 1996, les travaux de Helmberg et al [16] qui ont proposé un algorithme primal-dual de

trajectoire centrale pour (PSD). En 1997,Monteiro [38] a proposé une méthode primale-

duale de trajectoire centrale et a montré la convergence polynomiale de l’algorithme

à court et long pas. En 1999, Ji et al [30] ont étudié la convergence de la méthode

de trajectoire centrale de type predicteur-correcteur. Aussi, Monteiro et al [39] ont

proposé une méthode primale-duale de trajectoire centrale et ont montré la convergence
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polynomiale vers une solution optimale. Ces travaux se poursuivent à ce jour, on trouve

ainsi ceux de Halicka et al (2002) [15] qui ont proposé une étude sur la convergence

de la méthode de trajectoire centrale en optimisation semi-définie. En 2007 Koulaei et

al [29] ont proposé une extension de l’algorithme de Mehrotra predicteur-correcteur

basé sur la direction de Nesterov et todd (NT). En 2012, Liu et al [31] ont présenté un

nouveau algorithme de type correcteur de second ordre pour (PSD) et ont prouvé la

convergence polynomiale de ce dernier pour la direction de Nesterov et Todd (NT). En

2015, Kettab et al [27] ont proposé une relaxation de la méthode barrière logarithmique

pour la programmation semi-définie.

Les méthodes de trajectoire centrale reposent sur les principes suivants :

On associe au problème initial (PSD) un problème perturbé (PSD)µ, puis on applique

les conditions de (KKT) sur ce problème, on obtient le système non linéaire suivant
tr(AiX) = bi, i = 1, ...,m,X � 0,∑m

i=1 yiAi + S = C,S � 0,

XS = µI, µ > 0.

(2.14)

Où, on suppose que

– (H1) Les matrices Ai, i = 1, ...,m, sont linéairement indépendentes.

– (H2)
0
F (PSD) ×

0
F (SDD) , φ.

tels que
0
F (PSD) et

0
F (SDD) désignent les ensembles des solutions strictement réalisables

de (PSD) et (SDD) respectivement, i.e.,

0
F (PSD) =

{
X ∈ Sn

++ :AX = b
}
,

0
F (SDD) =

{(
y,S

)
∈ Rm

× Sn
++ : A∗y + S = C

}
,

Sous les hypothèses (H1) et (H2), le système (2.14) admet pour chaque µ > 0, une

solution unique (X(µ), y(µ),S(µ)).Cette solution s’appelleµ-centre de (PSD) et de (SDD).

L’ensemble des µ-centres, Λ = {X(µ), y(µ),S(µ)), µ > 0}, construit la trajectoire centrale
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qui converge vers la solution optimale primale-duale de (PSD) et (SDD) quand µ tend

vers zéro.

Le système (2.14) doit être résolu par la méthode de Newton, cette dernière consiste à

trouver la direction ∆W = (∆X,∆y,∆S), en résolvant le système linéaire suivant
A∆X = b, X � 0

A
∗∆y + ∆S = C,S � 0

S∆X + X∆S = µI − XS, µ > 0.

(2.15)

Le nouvel itéré est donné par

X+ = X + ∆X

y+ = y + ∆y

S+ = S + ∆S.

Signalant que la symétrie des itérés X+ et S+ n’est pas préservée pour toutes les direc-

tions trouvées dans (2.15). Pour cela, plusieurs aménagements ont été proposés par des

chercheurs afin de résoudre ce problème. On cite par exemple les travaux de Zhang

[59], Helmberg et al, Kojima et al et Monteiro [16, 28, 38], Alizadeh-Heaberly-Overton

[3] et Nesterov-Todd [48], qui ont proposé des opérateurs symétrisant les directions de

déplacement.

Actuellement, plusieurs chercheurs parmi eux, Y. Q. Bai et autres [5, 8, 10, 13, 55, 56]

ont introduit la notion des fonctions noyaux pour trouver une nouvelle classe de di-

rections, à travers laquelle les auteurs ont pu améliorer la complexité algorithmique de

méthodes à court et long pas.

Dans le chapitre suivant, on présente d’une manière détaillée une étude théorique et

numérique sur une méthode de trajectoire centrale. Et on mit en œuvre l’algorithme

correspondant pour la résolution d’un programme semi-défini (PSD).
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Chapitre 3

Méthode réalisable de trajectoire

centrale pour la programmation

semi-définie

Dans ce chapitre, on considère une méthode réalisable primale-duale de points

intérieurs pour la programmation semi-définie linéaire (PSD) basée sur la direction de

Alizadeh-Haeberly-Overton (AHO) [3, 40]. En premier lieu et par une nouvelle et simple

technique, on établit l’existence et l’unicité de la solution optimale du problème perturbé

(PSD)µ et sa convergence vers la solution optimale du problème (PSD). Ensuite, on

présente quatre nouvelles différentes alternatives pour calculer le pas de déplacement.

Après, on établit la convergence de l’algorithme obtenu et on montre que sa complexité

est d’ordreO
(√

n ln
[
ε−1(〈X0,S0

〉)
])
. Finalement, on présente quelques tests numériques

qui montrent l’efficacité de l’algorithme développé dans ce chapitre.
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3.1 Position du problème

Rappelons que le problème de programmation semi-définie, considéré comme pri-

mal est défini par

(PSD)


min〈C,X〉

AX = b,

X ∈ Sn
+,

où b ∈ Rm, les matrices C et Ai, i = 1, ...,m, sont dans Sn.

Le problème dual associé à (PSD) est défini par

(SDD)


max bT y

A
∗y + S = C,

S ∈ Sn
+,

Rappelons aussi que les ensembles des solutions strictement réalisables de (PSD) et

(SDD) sont respectivement

0
F (PSD) =

{
X ∈ Sn

++ :AX = b
}
,

0
F (SDD) =

{(
y,S

)
∈ Rm

× Sn
++ : A∗y + S = C

}
,

Tout au long de ce chapitre, on suppose que les hypothèses (H1) et (H2) sont

satisfaites, i.e., les matrices Ai, i = 1, ...,m, sont linéairement indépendentes et que
0
F (PSD)×

0
F (SDD) est non vide. Puisque sous la deuxième hypothèse, il est bien connu

que les deux problèmes (PSD) et (SDD) ont des solutions optimales X et (S, y) telles que

〈C,X〉 = bT y, i.e., les valeurs optimales de (PSD) et (SDD) coı̈ncident. La dualité forte,

et donc établie et peut être exprimé par 〈X,S〉 = 0 ou X S = 0.

Pour étudier le problème (PSD), on le remplace par son problème perturbé équivalent

(PSD)µ


min[ fµ (X) = 〈C,X〉 + µ1(X) + nµ lnµ], µ > 0,

AX = b,
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où

1(X) =


− ln (det X) si X ∈ Sn

++,

+∞ ailleurs.

On peut aussi étudier (PSD) à travers son problème dual perturbé

(SDD)µ


max[1µ

(
y,S

)
= bT y − µ1(S) − nµ lnµ], µ > 0,

A
∗y + S = C.

L’avantage principal de (PSD)µ réside dans la stricte convexité de sa fonction objectif

et son domaine réalisable. Par conséquent, les conditions d’optimalité sont nécessaires

et suffisantes. Ceci stimule les études théoriques et numériques du problème.

Commençons d’abord par montrer que (PSD)µ admet au moins une solution opti-

male.

3.2 Existence et unicité de la solution optimale du problème

(PSD)µ et sa convergence vers une solution du (PSD)

3.2.1 Existence et unicité de la solution optimale de (PSD)µ

Comme la fonction fµ est strictement convexe, alors si une solution optimale du

problème (PSD)µ existe elle est unique. Pour montrer que le problème (PSD)µ a une

solution, il suffit de montrer que la fonction fµ est inf-compacte, ce qui revient en

particulier à montrer que le cône de récession se réduit à zéro. Pour cette raison, on a

besoin du lemme suivant.

Lemme 3.2.1 Soient X une matrice de Sn
++ et t ∈ R, alors

lim
t→+∞

fµ (X + t∆X) − fµ (X)
t

= 〈C,∆X〉 .

Où ∆X est la direction de descente qui sera définie par la suite.

Preuve. On pose ξ (t) =
fµ(X+t∆X)− fµ(X)

t , alors

ξ (t) = 〈C,∆X〉 − µt−1 [ln det (X + t∆X) − ln det (X)] .
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La factorisation de Cholesky de X ∈ Sn
++ donne une matrice triangulaire inférieure LX

avec des éléments diagonaux positifs telle que X = LXLT
X. Alors, on peut écrire

ξ (t) = 〈C,∆X〉 − µt−1
[
ln det

(
X) + ln det(I + tL−1

X ∆XL−T
X

)
− ln det (X)

]
= 〈C,∆X〉 − µt−1

[
ln det(I + tL−1

X ∆XL−T
X )

]
,

donc

ξ (t) =


〈C,∆X〉 − µt−1

[
ln det(I + tL−1

X ∆XL−T
X )

]
si I + tL−1

X ∆XL−T
X ∈ S

n
++,

+∞ ailleurs.

Passons à la limite, on trouve

lim
t→+∞

ξ (t) = lim
t→+∞

[〈C,∆X〉 − µt−1 ln det(I + tL−1
X ∆XL−T

X )]

= 〈C,∆X〉 − µ lim
t→+∞

1
t

[
ln det(I + tL−1

X ∆XL−T
X )

]

= 〈C,∆X〉 − µ lim
t→+∞

n∑
i=1

[ln(1 + tλi (∆X))]
t

.

Puisque

det(I + tL−1
X ∆XL−T

X ) =

n∏
i=1

(1 + tλi (∆X)) ,

où λi (∆X) , i = 1, ...,n, sont les valeurs propres de L−1
X ∆XL−T

X .

Comme lim
t→+∞

ln(1+t)
t = 0, on obtient

lim
t→+∞

ξ (t) = lim
t→+∞

fµ (X + t∆X) − fµ (X)
t

= 〈C,∆X〉 .

Ce qui complète la preuve. �

Rappelons que le cône de récession est défini par

C∞
(

fµ
)

=

{
∆X ∈ Sn

+ :
(

fµ
)
∞

(∆X) = lim
t→+∞

[ξ (t) =
fµ (X + t∆X) − fµ (X)

t
] ≤ 0

}
,

qui s’écrit de manière équivalente d’après le lemme précédent

C∞
(

fµ
)

=
{
∆X ∈ Sn

+ : 〈C,∆X〉 ≤ 0
}
.
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Proposition 3.2.2 C∞
(

fµ
)

=
{
∆X ∈ Sn

+ : 〈C,∆X〉 ≤ 0
}

= {0}. Par conséquent, le problème

(PSD)µ admet une solution unique.

Preuve. Supposons que C∞
(

fµ
)
, {0}, alors il existe ∆X , 0 tel que ∆X ∈ C∞

(
fµ
)

i.e., 〈C,∆X〉 ≤ 0 et d’après l’hypothèse (H2), i.e.,
0
F (PSD) ×

0
F (SDD) , ∅, il existe (y, Ŝ) ∈

0
F (SDD) tel que

0 <
〈
Ŝ,∆X

〉
=

〈
C −

m∑
i=1

yiAi,∆X
〉

= 〈C,∆X〉 −
m∑

i=1
yi 〈Ai,∆X〉 .

Comme ∆X est une direction de déscente, i.e., 〈Ai,∆X〉 = 0,∀i = 1, ...,m, alors on obtient

〈C,∆X〉 > 0 contradiction. �

3.2.2 Convergence de la solution optimale de (PSD)µ vers la solution

optimale de (PSD)

Lemme 3.2.3 Soit Xµ une solution optimale primale de (PSD)µ, alors X = lim
µ→0

Xµ est une

solution optimale de (PSD).

Preuve. On pose fµ(X) = f (X, µ) et f (X) = f (X, 0). Comme fµ(X) est différentiable et

convexe, alors il existe une solution optimale Xµ de (PSD)µ telle que

∇X fµ(Xµ) = ∇X f (Xµ, µ) = 0.

D’où pour tout X ∈
0
F (PSD), on a

f (X) ≥ f (Xµ, µ) + 〈X − Xµ,∇X f (Xµ, µ)〉 + (0 − µ)
d f
dµ

f (Xµ, µ)

≥ f (Xµ, µ) + µ ln det Xµ − nµ lnµ − nµ

≥ 〈C,Xµ〉 − µ ln det Xµ + nµ lnµ + µ ln det Xµ − nµ lnµ − nµ

≥ 〈C,Xµ〉 − nµ,

ce qui implique d’une part

min
X∈

0
F (PSD)

[ f (X) = f (X, 0)] ≥ 〈C,Xµ〉 − nµ,
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3.3. Méthode de trajectoire centrale primale-duale

d’autre part, on a

〈C,Xµ〉 = f (Xµ) ≥ min
X∈

0
F (PSD)

[ f (X) = f (X, 0)].

Donc quand µ tend vers 0, on conclut que

f (X) = min
X∈

0
F (PSD)

f (X),

où X = lim
µ→0

Xµ.

Par conséquent, X est une solution optimale de (PSD). �

Remarque 3.2.1 On sait que si les valeurs des fonctions objectifs des problèmes (PSD) et

(SDD) sont égales et finies, alors si l’un de ces problèmes admet une solution optimale, l’autre

l’admet aussi.

3.3 Méthode de trajectoire centrale primale-duale

Rappelons que (PSD)µ est strictement convexe, donc les conditions de KKT sont

nécessaires et suffisantes. Par conséquent, (Xµ, yµ,Sµ) est une solution optimale primale-

duale de (PSD)µ et (SDD)µ lorsqu’elle satisfait le système non linéaire suivant
AX = b,X � 0,

A
∗y + S = C,S � 0,

XS = µI, µ > 0.

(3.1)

Pour tout µ > 0, notons par (Xµ, yµ,Sµ) la solution du système (3.1), ce triplet est appelé

point centre. L’ensemble de toutes ces solutions (points centres) défini le chemin central

ou la trajectoire centrale.

On dit qu’un point (X, y,S) est proche de la trajectoire centrale, c’est-à-dire dans le

voisinage de longueur θ de la trajectoire centrale s’il appartient à l’ensemble suivant

Tθ
(
µ
)

= {
(
X, y,S

)
∈

0
F (PSD) ×

0
F (SDD) : ‖

XS + SX
2

− µI‖F ≤ θµ},
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3.3. Méthode de trajectoire centrale primale-duale

pour un certain θ ∈ (0, 1) .

Comme X,S ∈ Sn, le produit XS n’est pas généralement dans Sn, alors le côté gauche

du système (3.1) est une application de Sn
× Rm

× Sn dans Rn×n
× Rm

× Sn. Donc, on

doit modifier le côté gauche du système (3.1) par une application de Sn
×Rm

× Sn dans

lui même. Pour cela, on utilise l’opérateur de symétrisation similaire HP : Rn×n
→ Sn

introduit par Zhang [59] défini comme suit

HP(M) =
1
2

[PMP−1 + (PMP−1)T], ∀M ∈ Rn×n,

où P ∈ Rn×n est une matrice régulière appelée matrice mise à l’échelle (Scaling matrix).

Zhang [59] a aussi observé que si P est inversible et M est semblable à une matrice

(symétrique) définie positive, alors

HP(M) = µI⇐⇒M = µI.

Donc, pour toute matrice inversible donnée, le système (3.1) est équivalent à
AX = b,X � 0,

A
∗y + S = C,S � 0,

HP(XS) = µI, µ > 0.

(3.2)

En appliquant la méthode de Newton sur le système (3.2), on obtient l’itération

X+ = X + ∆X, y+ = y + ∆y, S+ = S + ∆S,

où (∆X,∆y,∆S), est une solution du système linéaire suivant
A∆X = 0,

A
∗∆y + ∆S = 0,

HP(X∆S + ∆XS) = σµI −HP(XS),

(3.3)

Notons que ∆W = (∆X,∆y,∆S) ∈ Sn
×Rm

× Sn est la direction cherchée, σ ∈ (0, 1) est le

paramètre de centralité et µ =
〈X,S〉

n
est le saut de dualité qui correspond à (X, y,S). Le

système (3.3) peut être écrit comme suit

∇F(X, y,S)∆W = −F(X, y,S), (3.4)

58
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avec

F(X, y,S) =


AX − b

A
∗y + S − C

HP(XS) − σµI

 .
Les directions obtenues par la résolution du système précédent sont appelées la famille

de Monteiro-Zhang (MZ). Pour P = I, on obtient la direction de Alizadeh-Haeberly-

Overton (AHO) [3, 40], pour P = [X
1
2 (X

1
2 SX

1
2 −

1
2 X

1
2 ]

1
2 , on obtient la direction de Nesterov

et Todd (NT) [55] et pour P = X−
1
2 ou P = S

1
2 , on obtient la famille des directions de

Helmberg et al, Kojima et al et Monteiro (HKM) [16, 28, 38].

Dans ce qui suit, on utilise dans notre algorithme la direction de AHO vu sa simplicité

pratique.

Remarque 3.3.1 La définie positivité des matrices X+ = X + ∆X et S+ = S + ∆S n’est pas

toujours garantie. Pour surmonter cette difficulté, on introduit un paramètre α > 0 appelé pas

de déplacement et on pose

X+ = X + α∆X, y+ = y + α∆y et S+ = S + α∆S.

Le calcul du pas de déplacement par les méthodes de recherche linéaire classiques est

indésirable et en général impossible.

Dans ce sens, J. P. Crouzeix et B. Merikhi [11] ont utilisé les notions des fonctions ma-

jorantes pour le problème dual de (PSD), cela permet de calculer des pas de déplacement

par une technique simple. Indépendamment, en se basant sur des propriétés du calcul

matriciel sur la définie positivité, on propose quatre différentes alternatives qui offrent

des pas de déplacement variables à chaque itération. L’efficacité d’une alternative par

rapport à l’autre peut être mesurée par des tests numériques qu’on présentera à la fin

de ce chapitre.
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3.3.1 Calcul du pas de déplacement

L’itéré de la méthode de Newton modifié est décrit par la formule

X+ = X + α∆X, y+ = y + α∆y, S+ = S + α∆S,

où α est le pas de déplacement choisi tel que X+, S+
∈ Sn

++.

Avant de donner l’expression de α, on a besoin d’appliquer sur une matrice carrée le

résultat de H. Wolkowicz et G. P. H. Styan [58] que nous le rappelons dans la proposition

suivante.

Proposition 3.3.1 [58] Soit A une (n × n) matrice et soient λ1, λ2, ..., λn, ses valeurs propres,

on a

λ − δ
√

n − 1 ≤
n

min
i=1

λi ≤ λ −
δ

√
n − 1

,

λ +
δ

√
n − 1

≤
n

max
i=1

λi ≤ λ + δ
√

n − 1,

où

λ =
1
n

n∑
i=1

(A)ii et δ2 =
1
n

n∑
i=1

n∑
j=1

(A)2
i j − λ

2
.

En se basant sur cette proposition, on donne dans les lemmes suivants, quatre différentes

alternatives pour calculer le pas de déplacement α.

Première alternative

Lemme 3.3.2 Soit
(
X, y,S

)
∈

0
F (PSD) ×

0
F (SDD). Si α = ρmin (αX, αS) avec 0 < ρ < 1,

alors

(X+,S+) ∈ Sn
++ × S

n
++,

où pour A = X ou A = S, on a

αA =


−1

λ̄A−δA
√

n−1
− ε si

(
−1

λ̄A−δA
√

n−1
> 0 et

n
min

i=1
λi(∆A) < 0

)
,

ε si
(

−1
λ̄A−δA

√
n−1

< 0 et
n

min
i=1

λi(∆A) < 0
)
,

1 si
n

min
i=1

λi(∆A) > 0,
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tels que λA =
1
n

n∑
i=1

(
L−1

A ∆AL−T
A

)
ii
, δ2

A =
1
n

n∑
i=1

n∑
j=1

(
L−1

A ∆AL−T
A

)2

i j
−λ

2
A, λi(∆A), i = 1, ...,n, sont les

valeurs propres de L−1
A ∆AL−T

A , ε est un petit réel positif et A = LALT
A avec LA est la factorisation

de Cholesky de A.

Preuve. On sait que X = LXLT
X. Par conséquent

X+ = X + α∆X

= LXLT
X + α∆X

= LX(I + αL−1
X ∆XL−T

X )LT
X.

Or d’après la Proposition 1.1.15, la matrice X+ est définie positive si et seulement si la

matrice
(
I + αL−1

X ∆XL−T
X

)
l’est, ce qui est équivalent d’après le Lemme 1.1.9 à

1 + αλi(∆X) > 0, ∀i = 1, ...,n,

où λi(∆X), i = 1, ...,n, sont les valeurs propres de L−1
X ∆XL−T

X .

Alors, il suffit de trouver α > 0 vérifiant

1 + α
n

min
i=1

λi(∆X) > 0,

ou de manière équivalente, trouver α > 0 tel que

α
n

min
i=1

λi(∆X) > −1.

Si
n

min
i=1

λi(∆X) > 0 (ce qui se traduit par le fait que toutes les valeurs propres de ∆X

sont strictement positives), alors l’inégalité précédente est vérifiée pour toute valeur de

α > 0. Par contre, si
n

min
i=1

λi(∆X) < 0, il suffit de choisir 0 < α < −1
n

min
i=1

λi(∆X)
.

D’autre part, d’après la Proposition 3.3.1, on en déduit que

−1

λX − δX
√

n − 1
≤

−1
n

min
i=1

λi(∆X)
,

ce qui donne l’expression de αX.

De la même manière, on obtient l’expression de αS.
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Finalement, on prend

α = ρmin (αX, αS) , 0 < ρ < 1,

ce qui complète la preuve. �

Deuxième alternative

Lemme 3.3.3 Soit
(
X, y,S

)
∈

0
F (PSD) ×

0
F (SDD). Si α = ρmin (αX, αS) avec 0 < ρ < 1,

alors

(X+,S+) ∈ Sn
++ × S

n
++,

où pour A = X ou A = S, on a

αA =


−1

λA−δA
√

n−1
− ε si

(
−1

λA−δA
√

n−1
> 0 et

n
min

i=1
λi(A−1∆A) < 0

)
,

ε si
(

−1
λA−δA

√
n−1

< 0 et
n

min
i=1

λi(A−1∆A) < 0
)
,

1 si
n

min
i=1

λi(A−1∆A) > 0,

tels que λA =
1
n

n∑
i=1

(
A−1∆A

)
ii
, δ2

A =
1
n

n∑
i=1

n∑
j=1

(
A−1∆A

)2

i j
− λ

2
A, λi(A−1∆A), i = 1, ...,n, sont les

valeurs propres de A−1∆A et ε est un petit réel positif.

Preuve. On a

X+ = X + α∆X

= X
(
I + αX−1∆X

)
.

Comme X ∈ Sn
+ et d’après le Lemme 1.1.12, 3)

X+ = X
(
I + αX−1∆X

)
et X

1
2

(
I + αX−1∆X

)
X

1
2

ont les mêmes valeurs propres, or d’après la Proposition 1.1.15, si
(
I + αX−1∆X

)
est

définie positive, alors X+ l’est aussi.

Par le Lemme 1.1.9, la matrice
(
I + αX−1∆X

)
est définie positive si et seulement si

1 + αλi(X−1∆X) > 0, ∀i = 1, ...,n,
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où λi(X−1∆X), i = 1, ...,n, sont les valeurs propres de X−1∆X.

Alors, il suffit de trouver α > 0 vérifiant

1 + α
n

min
i=1

λi(X−1∆X) > 0,

ou de manière équivalente, trouver α > 0 tel que

α
n

min
i=1

λi(X−1∆X) > −1.

Si
n

min
i=1

λi(X−1∆X) > 0 (ce qui se traduit par le fait que toutes les valeurs propres de ∆X

sont strictement positives), alors l’inégalité précédente est vérifiée pour toute valeur de

α > 0. Par contre, si
n

min
i=1

λi(X−1∆X) < 0, il suffit de choisir 0 < α < −1
n

min
i=1

λi(X−1∆X)
.

D’autre part, d’après la Proposition 3.3.1, on déduit que

−1

λX − δX
√

n − 1
≤

−1
n

min
i=1

λi(X−1∆X)
,

ce qui donne l’expression de αX.

De la même manière, on obtient l’expression de αS.

Finalement, on prend

α = ρmin (αX, αS) , 0 < ρ < 1,

ce qui complète la preuve. �

Troisième alternative

Lemme 3.3.4 Soit
(
X, y,S

)
∈

0
F (PSD) ×

0
F (SDD). Si α = ρmin (αX, αS) avec 0 < ρ < 1,

alors

(X+,S+) ∈ Sn
++ × S

n
++,

où pour A = X ou A = S, on a

αA =


−

(λA−δA
√

n−1)
(βA−δ∆A

√
n−1) − ε si

(
−

(λA−δA
√

n−1)
(βA−δ∆A

√
n−1) > 0 et

n
min

i=1
λi(∆A) < 0

)
,

ε si
(
−

(λA−δA
√

n−1)
(βA−δ∆A

√
n−1) < 0 et

n
min

i=1
λi(∆A) < 0

)
,

1 si
n

min
i=1

λi(∆A) > 0,
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3.3. Méthode de trajectoire centrale primale-duale

tels que λA =
1
n

n∑
i=1

(A)ii, δ2
A =

1
n

n∑
i=1

n∑
j=1

(A)2
i j−λ

2
A, βA =

1
n

n∑
i=1

(∆A)ii , δ
2
∆A =

1
n

n∑
i=1

n∑
j=1

(∆A)2
i j−β

2

A,

λi(∆A), i = 1, ...,n, sont les valeurs propres de ∆A et ε est un petit réel positif.

Preuve. On sait que X+ = X + α∆X est définie positive si et seulement si
n

min
i=1

γi > 0, où

γi, i = 1, ...,n, sont les valeurs propres de X+.

D’après le Lemme 1.1.4, on a

n
min

i=1
γi ≥

n
min

i=1
βi +

n
min

i=1
λi(∆X),

où βi et λi(∆X), i = 1, ...,n, sont les valeurs propres de X et ∆X respectivement.

Alors, il suffit de trouver α tel que

n
min

i=1
γi ≥

n
min

i=1
βi + α

n
min

i=1
λi(∆X) > 0.

Si
n

min
i=1

λi(∆X) > 0 (ce qui se traduit par le fait que toutes les valeurs propres de ∆X

sont strictement positives), alors l’inégalité précédente est vérifiée pour toute valeur de

α > 0. Par contre, si
n

min
i=1

λi(∆X) < 0, il suffit de choisir 0 < α < −
n

min
i=1

βi

n
min
i=1

λi(∆X)
.

D’autre part, d’après la Proposition 3.3.1, on déduit que

−

(
λX − δX

√
n − 1

)(
βX − δ∆X

√
n − 1

) ≤ −
n

min
i=1

βi

n
min

i=1
λi(∆X)

.

Ce qui donne l’expression de αX.

De la même manière, on obtient l’expression de αS.

Finalement, on prend

α = ρmin (αX, αS) , 0 < ρ < 1.

Ce qui achève la preuve. �

Quatrième alternative

Lemme 3.3.5 Soit
(
X, y,S

)
∈

0
F (PSD) ×

0
F (SDD). Si α = ρmin (αX, αS) avec 0 < ρ < 1,

alors

(X+,S+) ∈ Sn
++ × S

n
++,
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où pour A = X ou A = S, on a

αA =


min

 n∑
i, j=1
|Ai j|−Aii

∆Aii−
n∑

i, j=1
|∆Ai j|

 si IA , φ

+∞ si IA = φ,

tel que

IA =

i ∈ {1, ...,n} : ∆Aii −

n∑
i, j=1

∣∣∣∆Ai j

∣∣∣ < 0

 .
Preuve. D’après la Définition 1.1.9, X+ = X + α∆X est définie positive si

X+
ii >

n∑
i, j=1

∣∣∣∣X+
i j

∣∣∣∣ , ∀i = 1, ...,n,

qui est équivalent à

Xii + α∆Xii >
n∑

i, j=1

∣∣∣Xi j + α∆Xi j

∣∣∣ , ∀i = 1, ...,n, (3.5)

comme
n∑

i, j=1

(∣∣∣Xi j

∣∣∣ + α
∣∣∣∆Xi j

∣∣∣) ≥ n∑
i, j=1

∣∣∣Xi j + α∆Xi j

∣∣∣ .
Alors, il suffit de trouver α tel que

Xii + α∆Xii >
n∑

i, j=1

(∣∣∣Xi j

∣∣∣ + α
∣∣∣∆Xi j

∣∣∣) ,∀i = 1, ...,n,

(3.5) est satisfaite dès que

α

∆Xii −

n∑
i, j=1

∣∣∣∆Xi j

∣∣∣ > n∑
i, j=1

∣∣∣Xi j

∣∣∣ − Xii,∀i = 1, ...,n,

d’où l’expression de αX.

En appliquant le même principe sur la matrice S+ = S +α∆S, on obtient l’expression de

αS.

Finalement, on prend

α = ρmin (αx, αS) , 0 < ρ < 1.

D’où la preuve. �
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3.4 L’algorithme prototype et l’analyse de sa complexité

Dans cette section, on présente l’algorithme de notre approche, puis on donne

quelques résultats qui servent pour l’étude de la convergence et la complexité de ce

dernier mesurée respectivement par la monotonie de l’objectif et le nombre d’itérations

total produit pour obtenir une solution optimale.

3.4.1 Algorithme de la méthode de trajectoire centrale

Début algorithme

Initialisation : ε > 0 est une précision donnée, σ, θ ∈ (0, 1) ,
(
X0, y0,S0)

∈ Tθ
(
µ
)

et k = 0;

Tant que 〈Xk,Sk
〉 ≥ ε faire

1. Prendre

– µk = 〈Xk,Sk
〉

n ;

– Hk = 2σµkI − (XkSk + SkXk);

2. Calculer ∆W = (∆Xk,∆yk,∆Sk);
∆Xk = E

−1
(
Hk
− F∆Sk

)
;

∆yk = −

(
B−1
AE

−1Hk
)

;

∆Sk = −A
∗∆yk;

3. Poser 
Xk+1 = Xk + αk∆Xk;

yk+1 = yk + αk∆yk;

Sk+1 = Sk + αk∆Sk;

αk est obtenu par l’une des quatres alternatives.

4. Prendre k = k + 1;

Fin tant que

Fin algorithme
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Dans l’algorithme, E et F sont des opérateurs de Sn dans Sn définis par

EM =
1
2

(SM + MS) et FM =
1
2

(XM + MX) .

3.4.2 Résultats de convergence

Lemme 3.4.1 Soient (X, y,S) ∈ Sn
++ × R

m
× Sn

++ et ∆W = (∆X,∆y,∆S) une solution du

système (3.3), alors

i) 〈∆X,∆S〉 = 0.

ii) 〈X,∆S〉 + 〈S,∆X〉 = tr(H), où H = σµI −
(XS + SX

2

)
tels que σ ∈ (0, 1) et µ =

〈X,S〉
n

.

iii) 〈(X + α∆X) , (S + α∆S)〉 = (1 − α (1 − σ)) 〈X,S〉 , ∀α ∈ R.

Preuve.

i) Par les deux premières équations du système (3.3) , on obtient

〈∆X,∆S〉 = 〈∆S,∆X〉 =

〈
−

 m∑
i=1

∆yiAi

 ,∆X
〉

= −

m∑
i=1

∆yi 〈Ai,∆X〉 = 0.

ii) On a

2tr (H) = tr(2H) = tr
(
2σµI − (XS + SX)

)
= tr (X∆S + S∆X + ∆XS + ∆SX)

= tr ((X∆S + ∆XS) + (S∆X + ∆SX))

= 2tr (X∆S + ∆XS)

= 2 (〈X,∆S〉 + 〈∆X,S〉) .

iii) En utilisant i), ii) avec les égalités

H = σµI −
(XS + SX

2

)
et tr (XS) = nµ,
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on obtient

〈(X + α∆X) , (S + α∆S)〉 = 〈X,S〉 + α (〈X,∆S〉 + 〈∆X,S〉) + α2
〈∆X,∆S〉

= 〈X,S〉 + α tr
(X∆S + S∆X + ∆XS + ∆SX

2

)
= 〈X,S〉 + α tr

((
σµI

)
−

(XS + SX
2

))
= 〈X,S〉 + α tr

(
σµI

)
− α tr

(XS + SX
2

)
= 〈X,S〉 + ασnµ − α 〈X,S〉

= (1 − α (1 − σ)) 〈X,S〉 ,∀α ∈ R.

�

Lemme 3.4.2 Soit (X+, y+,S+) une solution strictement réalisable, telle que

X+ = X + α∆X

y+ = y + α∆y

S+ = S + α∆S,

alors 〈
X+,S+〉 < 〈X,S〉 .

Preuve. Du lemme précédent, on a

〈X+,S+
〉 = 〈(X + α∆X), (S + α∆S)〉

= (1 − α(1 − σ))〈X,S〉

< 〈X,S〉,

puisque (1 − α (1 − σ)) < 1 (α > 0 et σ ∈ (0, 1)). �

Ce qui complète la preuve.

Lemme 3.4.3 Soient X+ et X deux solutions strictement réalisables de (PSD)µ avec X+=X +

α∆X, où α est le pas de déplacement et ∆X est la direction de Newton, alors fµ(X+) < fµ(X).

Preuve. On a

fµ(X+) ' fµ(X) +
〈
5 fµ(X),X+

− X
〉
.
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Donc

fµ(X+) − fµ(X) '
〈
5 fµ(X), α∆X

〉
.

Comme

5 fµ(X) = − 52 fµ (X) ∆X,

on déduit que

fµ(X+) − fµ(X) ' α
〈
− 5

2 fµ (X) ∆X,∆X
〉

' −α
〈
5

2 fµ (X) ∆X,∆X
〉
< 0,

tant que fµ est strictement convexe. D’où fµ(X+) < fµ(X). �

3.4.3 Analyse de la complexité

Dans cette partie, on donne une preuve simple de la convergence polynomiale de la

méthode de trajectoire centrale à court pas, en suivant les mêmes étapes de la preuve

de Monteiro [38] où on prouve que la complexité de notre algorithme est bornée par

O

(√
n ln

[
ε−1(〈X0,S0

〉)
])
. Tout au long de cette partie, on donne quelques lemmes tech-

niques qui seront fréquemment utilisés pendant l’analyse.

L’algorithme sélectionne une suite de pas de déplacement {αk} et de paramètres de

centralité {σk} , d’après la règle suivante pour tout k ≥ 0, soit αk = 1 et σk = 1 − δ
√

n , où

δ > 0 est une constante qui est spécifiée dans le théorème ci-dessous ; le résultat suivant

analyse le comportement d’une itération de la méthode de trajectoire centrale à court

pas.

Lemme 3.4.4 Soit (X, y,S) ∈
0
F (PSD)×

0
F (SDD) et soit

(
∆X,∆y,∆S

)
la solution du système

(3.3) avec H = σµI −
(XS + SX

2

)
. Pour tout α ∈ R, on pose(

X (α) , y (α) ,S (α)
)

=
(
X, y,S

)
+ α

(
∆X,∆y,∆S

)
, (3.6)

µ (α) =
〈X (α) ,S (α)〉

n
(3.7)
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Q (α) =
X (α) S (α) + S (α) X (α)

2
− µ (α) I. (3.8)

Alors,

Q (α) + Q (α)T = 2 (1 − α)
(XS + SX

2
− µI

)
+ α2 (∆X∆S + ∆S∆X) . (3.9)

Preuve. Soit α ∈ R donné. Par le Lemme 3.4.1, iii), on a

〈X (α) ,S (α)〉 = (1 − α + ασ) 〈X,S〉,

alors

µ (α) = (1 − α + ασ)µ.

D’où,

Q (α) + Q (α)T =X (α) S (α) + S (α) X (α) − 2µ (α) I

=(X + α∆X) (S + α∆S) + (S + α∆S) (X + α∆X)

−2 (1 − α + ασ)µI

=(1 − α)
(
XS + SX − 2µI

)
+ α

(
XS + SX − 2σµI

)︸                   ︷︷                   ︸
−2αH

+ 2α (E∆X + F∆S)︸               ︷︷               ︸
2αH

+α2 (∆X∆S + ∆S∆X)

=2 (1 − α)
(XS + SX

2
− µI

)
+ α2 (∆X∆S + ∆S∆X) .

�

Le lemme suivant fournit des bornes sur les directions ∆XX−1 et X∆S pour
(
X, y,S

)
∈

0
F (PSD) ×

0
F (SDD).

Dans la suite, on aura souvent besoin d’utiliser les deux inégalités suivantes décrites

dans [33]

‖A1A2‖F ≤ ‖A1‖ ‖A2‖F et ‖A1A2‖F ≤ ‖A1‖F ‖A2‖ , ∀A1,A2 ∈ Mn(R).

Lemme 3.4.5 Soit
(
X, y,S

)
∈

0
F (PSD) ×

0
F (SDD) telle que

∥∥∥XS − µI
∥∥∥ ≤ θµ, pour θ ∈ [0, 1)

et µ > 0.
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Supposons que
(
∆X,∆y,∆S

)
∈ Sn
×Rm

× Sn est une solution du système (3.3) pour H ∈ Rn×n

et soit δX = µ
∥∥∥∆XX−1

∥∥∥
F
, δS = ‖X∆S‖F . Alors,

δXδS ≤
1
2

(
δ2

X + δ2
S

)
≤
‖H‖F

2 (1 − θ)2 .

Preuve. En utilisant la dernière équation du système (3.3), on obtient

H =∆SX+X∆S+∆XS+S∆X
2

=∆SX+X∆S
2 +

µ(∆XX−1+X−1∆X)
2 + 1

2∆XX−1 (XS − µI
)

+
1
2
(
SX − µI

)
X−1∆X,

il s’ensuit que

‖H‖F ≥

∥∥∥∥∥∆SX+X∆S
2 +

µ(∆XX−1+X−1∆X)
2

∥∥∥∥∥
F
−

∥∥∥XS − µI
∥∥∥ ∥∥∥∆XX−1

∥∥∥
F

≥

(∥∥∥∆SX+X∆S
2

∥∥∥2

F
+

∥∥∥∥∥µ(∆XX−1+X−1∆X)
2

∥∥∥∥∥2

F

) 1
2

− θµ

(
δX

µ

)
≥

(
‖X∆S‖2F + µ2

∥∥∥∆XX−1
∥∥∥2

F

) 1
2

− θδX

=
(
δ2

X + δ2
S

) 1
2
− θδX ≥ (1 − θ)

(
δ2

X + δ2
S

) 1
2
,

où la deuxième inégalité est une conséquence de l’hypothèse
∥∥∥XS − µI

∥∥∥ ≤ θµ. En

utilisant le Lemme 3.4.1, i), on montre que 〈∆SX+X∆S,∆XX−1 +X−1∆X〉 = 〈∆X,∆S〉 = 0.

Le résultat se déduit facilement de la dernière inégalité. �

Théorème 3.4.6 Soient θ ∈ (0, 1) et δ ∈
[
0,
√

n
)

des constantes satisfaisant

θ2 + δ2

2 (1 − θ)2 (1 − δ
√

n )
≤ θ, avec θ ≤

1
2
. (3.10)

Supposons que (X, y,S) ∈ Tθ(µ) et soit (∆X,∆y,∆S) la solution du système (3.3) avec H =

σµI −
(

XS+SX
2

)
et σ = 1 − δ

√
n . Alors,

(a)
(
X+, y+,S+

)
=

(
X, y,S

)
+

(
∆X,∆y,∆S

)
∈ Tθ

(
µ+

)
,

(b) 〈X+,S+
〉 =

(
1 − δ

√
n

)
〈X,S〉.
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Preuve.

(b) est une conséquence immédiate du Lemme 3.4.1, iii) avec α = 1 et σ = 1 − δ
√

n . D’où,

µ+ =
〈X+,S+

〉

n
=

(
1 −

δ
√

n

)
µ. (3.11)

(a) Comme 〈XS+SX
2 − µI, I〉 = 0 et

(
X, y,S

)
∈ Tθ

(
µ
)
, on obtient∥∥∥∥∥σµI −

XS + SX
2

∥∥∥∥∥2

F
=

∥∥∥(σ − 1)µI
∥∥∥2

F
+

∥∥∥∥∥µI −
XS + SX

2

∥∥∥∥∥2

F

≤ [(1 − σ)2n + θ2]µ2 =
(
δ2 + θ2

)
µ2. (3.12)

Tant que
∥∥∥XS − µI

∥∥∥ ≤ θµ, il s’ensuit du lemme 3.4.5 avec H = σµI −
(

XS+SX
2

)
, que

∥∥∥∆XX−1
∥∥∥

F
≤

∥∥∥σµI − XS+SX
2

∥∥∥
F

(1 − θ)µ
, (3.13)

et ∥∥∥∆XX−1
∥∥∥

F
‖X∆S‖F ≤

∥∥∥σµI − XS+SX
2

∥∥∥2

F

2 (1 − θ)2 µ
. (3.14)

Soit Q+ = Q (1) = X+S++S+X+

2 − µ+I. En utilisant (3.9) avec α = 1, (3.14), (3.12), (3.10) et

(3.11), on obtient

1
2

∥∥∥Q+ + (Q+)T
∥∥∥

F
=

∥∥∥Q+
∥∥∥

F
=

1
2
‖∆X∆S + ∆S∆X‖F ≤ ‖∆X∆S‖F

≤

∥∥∥∆XX−1
∥∥∥

F
‖X∆S‖F ≤

∥∥∥σµI − XS+SX
2

∥∥∥2

F

2 (1 − θ)2 µ

≤

(
δ2 + θ2)µ
2 (1 − θ)2 ≤ θ

(
1 −

δ
√

n

)
µ = θµ+,

donc, on conclut que ∥∥∥∥∥X+S+ + S+X+

2
− µ+I

∥∥∥∥∥
F
≤ θµ+. (3.15)

En utilisant (3.13), (3.12) et (3.10), on obtient

∥∥∥∆XX−1
∥∥∥

F
≤

∥∥∥σµI − XS+SX
2

∥∥∥
F

(1 − θ)µ
≤

(
δ2 + θ2) 1

2

(1 − θ)

≤

[
2θ

(
1 −

δ
√

n

)] 1
2

< 1,
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puisque θ ≤ 1
2 et 0 < 1 − δ

√
n < 1.

Il est facile de voir que la dernière relation implique que I + ∆XX−1
� 0, d’où

X+ = X + ∆X =
(
I + ∆XX−1

)
X � 0. En utilisant la première équation du système (3.3) ,

on obtient

AX+ = A (X + ∆X) = AX +A∆X = b.

Et par conséquent X+
∈

0
F (PSD).

L’inégalité (3.15) implique que

λmin

(X+S+ + S+X+

2

)
= λmin (X+S+) ≥ (1 − θ)µ+ > 0,

d’où X+S+ = (X+)
1
2 (X+)

1
2 S+ (X+)

1
2 (X+)−

1
2 � 0, ce qui donne (X+)

1
2 S+ (X+)

1
2 � 0,

donc S+
� 0. D’après la deuxième équation du système (3.3), on a

A
∗y+ + S+ = A∗

(
y + ∆y

)
+ (S + ∆S) = A∗y + S +A∗∆y + ∆S = C,

ce qui implique (y+,S+) ∈
0
F (SDD).

Donc, on conclut que
(
X+, y+,S+

)
∈ Tθ

(
µ+

)
. �

Théorème 3.4.7 Soient θ ∈ (0, 1) , θ′ = (1 + α)θ et δ ∈
[
0,
√

n
)
.

Supposons que (X, y,S) ∈ Tθ(µ) et soit (∆X,∆y,∆S) la solution du système (3.3) avec H =

σµI −
(

XS+SX
2

)
et σ = 1 − δ

√
n . Alors,

(a)
(
X+, y+,S+

)
=

(
X, y,S

)
+ α

(
∆X,∆y,∆S

)
∈ Tθ′

(
µ
)
,

(b) 〈X+,S+
〉 =

(
1 − α δ

√
n

)
〈X,S〉.

Preuve.

(b) est une conséquence immédiate du Lemme 3.4.1, iii) avec σ = 1 − δ
√

n . D’où,

µ+ =
〈X+,S+

〉

n
=

(
1 − α

δ
√

n

)
µ. (3.16)

(a) On a X+ = X + α∆X et S+ = S + α∆S, donc
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‖
X(α)S(α)+S(α)X(α)

2 − µ(α)I‖F = ‖ (X+α∆X)(S+α∆S)+(S+α∆S)(X+α∆X)
2 − (1 − α + ασ)µI‖F

= ‖XS+SX
2 + α(X∆S+∆XS+S∆X+∆SX

2 ) − (1 − α + ασ)µI‖F

= ‖XS+SX
2 − µI + α(X∆S+∆XS+S∆X+∆SX

2 + (1 − σ)µI)‖F

= ‖XS+SX
2 − µI + α(σµI − XS+SX

2 + (1 − σ)µI)‖F

= ‖XS+SX
2 − µI + α(µI − XS+SX

2 )‖F

= ‖XS+SX
2 − µI‖F + α‖µI − XS+SX

2 ‖F

= (1 + α)‖µI − XS+SX
2 ‖F

≤ (1 + α)θµ = θ
′

µ.

En utilisant

la première équation du système (3.3) , on obtient

AX+ = A (X + α∆X) = AX + αA∆X = b.

Et par conséquent X+
∈

0
F (PSD).

D’après la deuxième équation du système (3.3), on a

A
∗y+ + S+ = A∗

(
y + α∆y

)
+ (S + α∆S) = A∗y + S + α(A∗∆y + ∆S) = C,

ce qui implique (y+,S+) ∈
0
F (SDD).

Donc, on conclut que
(
X+, y+,S+

)
∈ Tθ′

(
µ
)

. �

Corollaire 3.4.8 Soient θ et δ donnés comme dans le Théorème 3.4.7 et
(
X0, y0,S0)

∈ Tθ
(
µ
)
.

Alors la méthode de trajectoire centrale à court pas génère une suite de points
{(

Xk, yk,Sk
)}
⊂

Tθ
(
µ
)

telle que

〈Xk,Sk
〉 =

(
1 − α

δ
√

n

)k

〈X0,S0
〉 ∀k ≥ 0.

De plus, pour une précision donnée ε > 0, la méthode de trajectoire centrale à court pas trouve

un point (Xk, yk,Sk) vérifiant 〈Xk,Sk
〉 ≤ ε dans au plus O

(√
n ln

[
ε−1(〈X0,S0

〉)
])

itérations.

Preuve. Déterminer k qui vérifie 〈Xk,Sk
〉 ≤ ε, équivalent à trouver k tel que(

1 − α
δ
√

n

)k

〈X0,S0
〉 ≤ ε,∀α > 0. (3.17)
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1. Pour 0 < α < 1, l’inégalité (3.10) est équivalente à

k ln
(
1 − α

δ
√

n

)
≤ ln

(
ε

〈X0,S0〉

)
,

et comme

ln(1 − x) ≥ −x, 0 < x = α
δ
√

n
< 1,

cela est vérifié si

k(−α
δ
√

n
) ≤ ln(

ε
〈X0,S0〉

),

ou, de manière équivalente

k ≥
[
(αδ)−1√n ln

(
〈X0,S0

〉

ε

)]
.

2. Pour α ≥ 1, de l’inégalité (3.10), on a(
1 − α

δ
√

n

)k

〈X0,S0
〉 ≤

(
1 −

δ
√

n

)k

〈X0,S0
〉 ≤ ε,

donc trouver k qui vérifie cette inégalité, équivalent à trouver k tel que

k ln
(
1 −

δ
√

n

)
≤ ln

(
ε

〈X0,S0〉

)
,

et comme

ln(1 − x) ≥ −x, 0 < x =
δ
√

n
< 1,

cela est vérifié si

k
(
−
δ
√

n

)
≤ ln

(
ε

〈X0,S0〉

)
,

ou, de manière équivalente

k ≥
[
δ−1√n ln

(
〈X0,S0

〉

ε

)]
.

Ce qui complète la preuve. �
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3.5 Mise en oeuvre de la méthode de trajectoire centrale

pour (PSD)

Les exemples suivants sont pris de la littérature (voir par exemple [11, 25]) et

implémentés sur MATLAB R2008b sur Intel R© Core i3 (1.80 GHz) avec 4.00 Go RAM.

On a pris ε = 1.35e − 006, σ = 0.1 et ρ = 0.99.

Dans le tableau des résultats, (ex (m,n)) représente la taille de l’exemple, (Itr)

représente le nombre d’itérations nécessaire pour obtenir une solution optimale et

(Pas) représente l’intervalle des pas de déplacement pour chaque alternative (notée par

(Alt)). On compare nos résultats obtenus avec le code CVX standard noté par (CVX).

Rappelons que le problème primal considéré est

(PSD)


min〈C,X〉

〈Ai,X〉 = bi, i = 1, ...,m,

X ∈ Sn
+,

où, son dual associé est

(SDD)


max bT y

C −
m∑

i=1
yiAi = S,

y ∈ Rm,S ∈ Sn
+.

3.5.1 Exemples à taille fixe

Exemple 3.5.1

C =

 −1 −1

−1 −1

 , A1 =

 1 −1

−1 1

 , A2 =

 1 0

0 1

 , et b = (1, 1)T.

La solution primale-duale strictement réalisable initiale prise est

X0 =

 0.5 0

0 1.5

 , y0 = (0,−3)T et S0 =

 2 −1

−1 2

 .
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La solution optimale primale-duale trouvée est

X∗ =

 1 0

0 0.99999

 , y∗ =

 1

−2

 et S∗ = 10−7
×

 0.10558 0

0 0.10558

 .
La valeur optimale est 〈C,X∗〉 = bT y∗ = −2.

Exemple 3.5.2

C =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 , A1 =


1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 , A2 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , b =

 0

1

 .
La solution primale-duale strictement réalisable initiale prise est

X0 =


0.25 0 0

0 0.25 0

0 0 0.5

 , S0 =


3 0 0

0 1 0

0 0 1

 , y0 =

 −1

−1

 .
La solution optimale primale-duale trouvée est

X∗ =


0 0 0

0 0 0

0 0 0.99999

 , S∗ =


1.39603 0 0

0 0.60397 0

0 0 0

 , y∗ =

 −0.39603

0

 .
La valeur optimale est 〈C,X∗〉 = bT y∗ = 0.

Exemple 3.5.3

C =


5 0 0 0

0 8 0 0

0 0 8 0

0 0 0 5


, A4 = I, b =


1

1

1

2


,

et les matrices Ak, k = 1, ..., 3, sont définies comme suit

Ak
(
i, j

)
=


1 si i = j = k ou i = j = k + 1,

−1 si i = k, j = k + 1 ou i = k + 1, j = k,

0 ailleurs.
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La solution primale-duale strictement réalisable initiale prise est

X0 =
1
2

I, y0 =


1.5

1.5

1.5

1.5


etS0 =


2 1.5 0 0

1.5 3.5 1.5 0

0 1.5 3.5 1.5

0 0 1.5 2


.

La solution optimale primale-duale trouvée est

X∗ =


0.75 0 0 0

0 0.25 −0.25 0

0 −0.25 0.25 0

0 0 0 0.75


, y∗ =


0

1.5

0

5


et S∗ =


0 0 0 0

0 1.5 1.5 0

0 1.5 1.5 0

0 0 0 0


.

La valeur optimale est 〈C,X∗〉 = bT y∗ = 11.5.

Exemple 3.5.4

C =



−4 0 0 0 0 0

0 −2 0 0 0 0

0 0 −2 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, A1 =



1 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


,

A2 =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0


, A3 =



2 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1


et b =


6

2

4

 .

La solution primale-duale strictement réalisable initiale prise est

X0 =



1.467 0 0 0 0 0

0 0.087 0 0 0 0

0 0 0.36 0 0 0

0 0 0 4.26 0 0

0 0 0 0 0.086 0

0 0 0 0 0 0.532


, y0 =


−1

−1

−2
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et

S0 =



2 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 2


.

La solution optimale primale-duale trouvée est

X∗ =



1.99415 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 4.00251 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, y∗ =


0

−2.41354

−0.79323


et

S∗ =



0 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0

0 0 1.20677 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 2.41354 0

0 0 0 0 0 0.79323


.

La valeur optimale est 〈C,X∗〉 = bT y∗ = −8.

Le nombre d’itérations et l’intervalle des pas de déplacement pour chaque alternative

dans les exemples précédents sont résumés dans les tableaux suivants

ex (m,n)
1ère Alt

Itr Pas

2ème Alt

Itr Pas

3.5.1 (2, 2) 5 [1.05, 1.06] 5 [1.05, 1.06]

3.5.2 (2, 3) 11 [0.69, 0.82] 3 [0.29, 1.34]

3.5.3 (4, 4) 14 [0.7, 0.78] 7 0.99

3.5.4 (3, 6) 18 [0.51, 0.7] 8 0.99
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3ème Alt

Itr Pas

4ème Alt

Itr Pas

CVX

Itr Pas

5 [0.99, 1.09] 5 [0.99, 1.09] 6 [0.989, 1]

7 0.99 7 [0.99, 1.08] 5 [0.93, 1]

7 0.99 7 [0.99, 1.08] 5 [0.93, 1]

8 0.99 6 [0.99, 1.1] 7 [0.92, 1]

3.5.2 Exemple à taille variable

n = 2m, C = −I, b (i) = 2, i = 1, ...,m, et les matrices Ak, k = 1, ...,m, sont définies

comme suit

Ak
(
i, j

)
=


1 si i = j = k,

1 si i = j et i = m + k,

0 ailleurs,

La solution primale-duale strictement réalisable initiale prise est

X0 (i, j
)

=


1.5 si i ≤ j

0.5 si i > j
, y0 (i) = −2, i = 1, ...,m, et S0 = I.

La solution optimale primale-duale trouvée pour m ≤ 150 est

X∗ = I, y∗ = −1 et S∗ = 0Rn×n .

La valeur optimale pour m ≤ 150 est

〈C,X∗〉 = bT y∗ = −n = −2m.

Les tableaux suivants résument les résultats obtenus qui concernent le nombre d’itérations

et l’intervalle des pas de déplacement pour chaque alternative en considérant différentes
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tailles

taille (m,n)
1ère Alt

Itr Pas

2ème Alt

Itr Pas

(10, 20)

(20, 40)

(50, 100)

(100, 200)

(150, 300)

4 1.099

4 1.099

4 1.099

5 1.099

6 [0.88, 1.099]

4 1.099

4 1.099

4 1.099

5 1.099

6 [0.99, 1.099]

3ème Alt

Itr Pas

4ème Alt

Itr Pas

CVX

Itr Pas

8 [0.99, 1.099]

8 0.99

9 0.99

9 0.99

9 0.99

4 1.1

4 1.1

4 1.1

5 1.1

5 1.1

6 [0.989, 1]

6 [0.989, 1]

6 [0.989, 1]

7 [0.989, 1]

7 [0.989, 1]

3.5.3 Commentaires

À travers les tets numériques réalisés, les quatre alternatives offrent une solution

optimale de (PSD) et (SDD) avec un nombre d’itérations raisonnable.

On constate aussi que la quatrième alternative est la meilleure et que les résultats

numériques comparatifs obtenus la favorisent vis-à-vis du logiciel classique CVX. C’est

probablement dû à la nature du logiciel CVX qui base sur l’utilisation d’un point initial

non réalisable.
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Conclusion

Dans ce travail, on s’est intéressé à résoudre le problème de programmation semi-

définie (PSD) par la méthode de trajectoire centrale. On a associé à (PSD) un problème

perturbé, noté (PSD)µ. En premier lieu, on a montré l’existence et l’unicité de la solution

optimale du problème perturbé (PSD)µ et que celle-ci converge vers la solution optimale

du problème originel (PSD) quand µ tend vers zéro. Puis, on a prouvé le décroissement

de la fonction objectif sur la suite déterminée par notre algorithme.

Comme le problème (PSD)µ est strictement convexe, les conditions de KKT sont

nécessaires et suffisantes. Ceci nous a permis d’utiliser la méthode de Newton pour

calculer la direction de déscente et déterminer un nouveau itéré mieux que l’ancien

itéré.

Pour calculer le pas de déplacement, plusieurs méthodes ont été proposées. À

titre d’exemple celles de recherche linéaire qui sont très coûteuses. Pour remédier ce

problème, on a proposé une nouvelle approche : on donne quatre nouvelles alternatives

pour calculer le pas de déplacement par une technique simple, facile et moins coûteuse.

Pour en finir, on a analysé la convergence de l’algorithme à court pas obtenu et prouvé

que sa complexité est bornée par O
(√

n ln
[
ε−1(〈X0,S0

〉)
])

itérations.

Pour valoriser notre contribution, illustrer l’efficacité de notre approche et confirmer

la convergence des quatre alternatives vers la solution optimale du problème (PSD), on

a présenté des simulations numériques pour illustrer. Les résultats obtenus confirment
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les propos théoriques et montrent la supériorité de la quatrième alternative par rapport

aux autres, mesurée par le nombre d’itérations.

L’ensemble de ces résultats sont publiés dans ”Journal of Computational and Ap-

plied Mathematics” [51].
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     ملخص

  المسألة المسار المركزي . أرفقنا باستعمال طرٌقة (PSD) نصف المعرفة الخطٌة البرمجة سألةحل مب مناهتمافً هذه الأطروحة، 
(PSD)  التقرٌبٌة  مسألةالب(PSD) μ  وسٌطال ذات μ  ،سألة الحل الأمثل للم انٌةدوحجود وو ابرهن. فً البداٌة (PSD) μ، أن  اثم بٌن

 .إلى الصفر ؤولٌ μ مال (PSD) لة الأصلٌةسأهذا الحل ٌتقارب إلى الحل الأمثل للم
 الانتقال.لحساب خطوة  تكون بسٌطة، سهلة وغٌر مكلفة ةل جدٌدتعطً أربعة بدائ رٌقةط، اقترحنا خطوة الانتقال لتعٌٌن

 . (PSD) المعطاة لةسأالحل الأمثل للمنحو بعة رالبدائل الأتقارب كذا فعالٌة و  لتوضٌحٌتجارب عددٌة   ناقمفً النهاٌة 

 كلمات مفتاحية: 

 .العقديتحلٌل ال ،الثنوٌة -رٌقة المسار المركزي، طرٌقة النقط الداخلٌة الأولٌةالبرمجة الخطٌة نصف المعرفة، ط

 Abstract  

In this thesis, we are interested in solving the linear semidefinite programming problem (PSD) by a 
central trajectory method. We associated to (PSD) a perturbed problem, denoted (PSD)μ. First, we 
showed the existence and uniqueness of the optimal solution of the problem (PSD) μ and we showed 
that this solution converges to the optimal solution of the original problem (PSD)  when μ goes to 
zero. 
Then, to calculate the displacement step, we proposed four new alternatives to calculate the 
displacement step by a simple, easy and much less expensive technique. At last, to enhance our 
contribution, we presented numeric simulations to illustrate the efficiency and the convergence of 
the four alternatives toward the optimal solution of the considered problem (PSD). 
 

Keywords: 

Linear semidefinite programming, Central trajectory methods, Primal–dual interior point methods, 
Complexity analysis. 
 
Résumé 

Dans cette thèse, on s’est intéressé à la  résolution du problème de programmation semi-définie 
(PSD) par la méthode de trajectoire centrale. On a associé à (PSD) un problème perturbé,  noté 
(PSD)µ. En premier lieu, on a montré l'existence et l'unicité de la solution optimale du problème 
(PSD)µ , ensuite on a montré  que cette solution converge vers la solution optimale du problème 
originel (PSD) quand µ tend vers zéro. 

Puis, on a proposé quatre nouvelles alternatives pour calculer le pas de déplacement par une 
technique simple, facile et moins couteuse.  Enfin, pour valoriser notre contribution, on a présenté 
des simulations numériques pour illustrer l’efficacité et la convergence des quatre alternatives  vers 
la solution optimale du problème considéré (PSD). 

Mots clés : 

Programmation semi-définie linéaire,  Méthode de trajectoire centrale, Méthode de points intérieurs 
primale–duale, Analyse de la complexité. 
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