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Chapitre 0. Introduction

Chapitre 0

Introduction

Soit 
 une propriété de groupes ou de sous-groupes, c�est-à-dire que 
 est soit une classe

de groupes telles que les groupes abéliens, résolubles, nilpotents . . . etc ou une propriété liée aux

sous-groupes telle que la normalité, la sous-normalité . . . etc. Etant donné un groupe G soit

l�ensemble :

L
(G) = fH � G j H =2 
g

L�un des premiers problèmes importants en théorie des groupes est l�étude de l�in�uence de

la famille L
(G) sur la structure du groupe G lui-même pour une propriété donnée 
. Le point

de départ des recherches de ce genre se trouve dans le document de Dedekind [26], où on trouve

une classi�cation des groupes �nis dont tous les sous groupes sont normaux. C�est le cas où la

famille Lnon �normal (G) est vide dans la classe des groupes �nis. Mais la structure générale de

ces groupes a été décrite par Baer [8]. Le deuxième travail important a été l�étude de Miller et

Moreno en 1903 [49], où on trouve une classi�cation des groupes �nis non abéliens dont tous les

sous-groupes propres sont abéliens, i.e. LA(G) = fGg pour G �ni. Miller et Moreno ont démontré,

entre autres, que de tels groupes sont métabéliens.

En 1924 O. J. Schmidt [62] a classi�é les groupes �nis non-nilpotents dont tous les sous-

groupes propres sont nilpotents en démontrant que de tels groupes sont résolubles de longueur

au plus égal à 3 et leurs ordres sont divisibles par deux nombres premiers distincts. Donc si G

est �ni et LN(G) = fGg ; alors G est résoluble.
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Chapitre 0. Introduction

Ensuite, en appelant groupe non�
 minimal un groupe G où L
(G) = fGg, c�est en 1964

que la classi�cation des groupes non�
 minimaux a été traitée pour la première fois dans le cas

des groupes in�nis avec la parution de l�article de M. F Newman et J. Wiegold [51] où on trouve

une classi�cation des groupes minimaux non-nilpotents in�nis. Cette dernière, et bien qu�elle ne

fut pas complète, a incité plusieurs auteurs a étudier ce genre de problèmes et de nombreuses

publications ont été faites dans ce sens et beaucoup de résultats sur les groupes in�nis non�


minimaux , pour diverses propriétés (ou classes) de groupes 
, ont été obtenus. On pourra voir

par exemple [2]� [5], [9]� [18], [28] ; [29], [31], [32]; [36]; [42], [49]-[51], [55], [56], [61], [69], [74]

[76] et [77].

Schmidt dans son article [63], a décrit les groupes �nis G dans lesquels les sous-groupes de

la famille Lnon�normal(G) sont tous conjugués. Puis, dans l�exposé [64], il a procédé à la classi-

�cation des groupes �nis dans lesquels la famille Lnon �normal (G) est l�union de deux classes de

conjugaison. Dans les exemples ci-dessus G est un groupe �ni et l�ensemble L
(G) n�a clairement

que quelques ou peu d�éléments.

En voulant étendre la notion peu ou quelques éléments aux groupes in�nis et donner un sens

à L
(G) a peu d�éléments ou L
(G) est très faible, S. N. Chernikov [24] a proposé d�examiner

les groupes G in�nis pour lesquels la famille L
(G) remplit certaines conditions de �nitude,

notamment la condition maximale, la condition minimale sur ses membres ou l�ensemble des

membres est l�union d�un nombre �ni de classes de conjugaison. Cette approche qui semble très

intéressante et fructueuse a été l�objet de plusieurs travaux et de nombreux documents ont été

rédigés dans ce sens, on cite par exemples [16], [25], [27], [30], [35], [37]-[39], [57], [58], [68], [69],

[71] et [73]:

Dans cette thèse on s�intéresse à l�étude de l�in�uence de la famille L
(G) sur la structure du

groupe G dans le cas où 
 est classe des groupes X-par-Y , X désignant la classe des groupes

�nis, ou localement �nis, ou encore périodiques et Y désignant la classe des groupes de Baer. La

thèse se compose de quatre chapitres :

Le premier chapitre regroupe les notions fondamentales de la théorie de la sous-normalité ainsi

que quelques théorèmes sur la classe des groupes de Baer qui seront utiles pour la compréhension

de ce qui va être exposé dans les chapitres 3 et 4.
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Chapitre 0. Introduction

Dans le deuxième chapitre, on exposera une synthèse des plus importants résultats obtenus

lors de l�étude des groupes ayant peu de sous-groupes ne véri�ant pas une propriété donnée


. Plus précisement la synthèse porte sur les groupes non-
 minimaux, les groupes véri�ant la

condition minimale sur les sous-groupes non-
 et les groupes qui n�ont qu�un nombre �ni de

classes de conjugaison de sous-groupes non-
.

Dans le troisième chapitre on expose nos résultats publiés [6] ainsi que d�autres résultats

sur les groupes non-(�nis-par Baer) minimaux de type �ni. Les groupes non-(�nis-par-Baer)

minimaux résolubles seront exposés avec des démonstrations très complètes des di¤érents lemmes,

propositions et théorèmes.

En�n, et dans le quatrième chapitre, on s�intéressera à l�in�uence de la famille Lnon�L(F)B(G)

sur la structure des groupes localement gradués. On donnera des résultats sur les groupes locale-

ment gradués véri�ant la condition minimale ou ayant un nombre �ni de classes de conjugaison

de sous-groupes non-(localement �nis-par-Baer ). Ces résultats ont été acceptés pour publication

[7].
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Chapitre 1. Sous normalité et Groupes de Baer

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l�exposition de certaines notions et théorèmes fondamentaux de la

théorie de la sous-normalité. Il porte essentiellement sur les propriétés véri�ées par les groupes

de Baer qu�on utilisera dans les chapitres suivants. Les propositions et théorèmes sont donnés

sans démonstration.

1.2 Sous-normalité

Dé�nition 1.2.1 [43] : Un sous-groupe H d�un groupe G est dit sous-normal dans G, s�il existe

une série �nie de sous-groupes (Hi)0�i�n de G telle que :

H = Hn D Hn�1 � � � D H1 D H0 = G...........(1)

On écrit alors H sn G ou H .BG. Le plus petit entier n tel qu�il existe une série de longueur
n véri�ant (1) est dit indice de sous-normalité de H dans G et H est dit n-(sous-normal) dans

G ou encore H est sous-normal d�indice égal à n:

Dé�nition 1.2.2 [60] : Soit H un sous-groupe d�un groupe G. Le plus petit sous-groupe normal

dans G et contenant H est dit clôture normale de H dans G. On le note HG et on a HG =

hfgHg�1 : g 2 Ggi.

Dé�nition 1.2.3 [43] : Soit H un sous-groupe d�un groupe G. La série des clôtures normales

successives de H, notée
�
HG;n

�
n
, est dé�nie par HG;0 = G et 8i, HG;i+1 = HHG;i

. Pour tout

entier i; on a donc HG;i+1 D HG;i:

Lemme 1.2.4 [43] : Si H est un sous-groupe d�un groupe G, alors on a 8i, HG;i = H [G ;iH] :

Lemme 1.2.5 [43] : Si H est un sous-groupe n-(sous-normal) de G et si (Hi)0�i�nest la série

véri�ant H = Hn D Hn�1 � � � D H1 D H0 = G, alors 8i, HG;i � Hi:

Les deux lemmes ci-dessus servent à démontrer la proposition suivante :
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Chapitre 1. Sous normalité et Groupes de Baer

Proposition 1.2.6 [43] : Soit H un sous-groupe d�un groupe G. On a l�équivalence des propriétés

suivantes :

1� H est sous-normal dans G,

2� Il existe un entier positif n tel que HG;n = H,

3� Il existe un entier positif n tel que [G ;nH] � H.

Proposition 1.2.7 [43] : Soit G un groupe, K un sous-groupe de G et N un sous-groupe normal

dans G.

1� Si H est un sous-groupe n-(sous-normal) dans G, alors H \K est n-(sous-normal) dans

K.

2� Si pour tout � appartenant à une famille d�indices I, H� est un sous-groupe n-(sous-

normal) dans G, alors
T
�2I
H� est n-(sous-normal) dans G.

3� Si ' est un homomorphisme de G et H est un sous-groupe n-(sous-normal) dans G, alors

'(H) est un sous-groupe n-(sous-normal) dans '(G). En particulier, HN=N est n-(sous-normal)

dans G=N , par suite HN est n-(sous-normal) dans G.

Remarque 1.2.8 : En 1930 Wielandt s�est posé la question si dans un groupe �ni le groupe

engendré par une paire de sous-groupes sous-normaux est sous-normal et en 1934 dans un article

il a donné une réponse positive à sa question, mais en 1958 Zassenhaus a construit un exemple

d�un groupe in�ni G où un sous-groupe engendré par une paire de sous-groupes sous-normaux

n�est pas sous-normal dans G.

L�étude des classes de groupes où une paire de sous-groupes sous-normaux d�un groupe en-

gendre un sous-groupe sous-normal a suscité plusieurs recherches et beaucoup de résultats ont

été obtenus. On donnera dans la suite certains de ces résultats.

Proposition 1.2.9 [43] : Soient H et K deux sous-groupes sous-normaux d�un groupe G et soit

J = hH;Ki. Les propriétés suivantes sont équivalentes .

- J est sous-normal dans G,

- HKest sous-normal dans G,

- [H;K] est sous-normal dans G.
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Chapitre 1. Sous normalité et Groupes de Baer

Cette proposition admet comme corollaire le résultat suivant :

Corollaire 1.2.10 [43] : Soient H et K deux sous-groupes sous-normaux d�un groupe G et soit

J = hH;Ki. Alors J est sous-normal dans G dans les cas suivants :

1� HK = KHK,

2�H est 2�sous-normal dans G.

Théorème 1.2.11 [60] : Soient H et K deux sous-groupes sous-normaux d�un groupe G et soit

J = hH;Ki. Si G0est nilpotent ou véri�e la condition maximale sur les sous-groupes, alors J est

sous-normal dans G.

Proposition 1.2.12 [43] : Si H et K sont deux sous-groupes sous-normaux �nis (respectivement

nilpotents de type �ni) d�un groupe G, alors J = hH;Ki est sous-normal et �ni (respectivement

nilpotent de type �ni) dans G.

Théorème 1.2.13 [43] : Soient H et K deux sous-groupes nilpotents d�un groupe G. Si H est

normal dans G et K est sous-normal dans G, alors HK est nilpotent:

1.3 Groupes de Baer

Dé�nition 1.3.1 [43] : Un groupe G est dit de Baer si tous ses sous-groupes cycliques sont

sous-normaux, i.e 8x 2 G 9n 2 N; hxiG;n � hxi, ou encore, 8x 2 G 9n 2 N; [G ;n hxi] � hxi. Si

l�entier positif n ne dépend pas de x, alors on dit que G est n�Baer.

Théorème 1.3.2 [43] : Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1�G est un groupe de Baer,

2� Tout sous-groupe de G de type �ni est nilpotent et sous-normal dans G,

3� G est engendré par ses sous-groupes cycliques sous-normaux.

Remarque 1.3.3 [43] et [60] : -Un groupe de Baer est localement nilpotent. La réciproque est

fausse, par exemple le groupe localement diédral est localement nilpotent mais il n�est pas de

Baer.
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Chapitre 1. Sous normalité et Groupes de Baer

- Tout groupe nilpotent est de Baer. La réciproque est fausse, les groupes de Heineken et

Mohamed sont de Baer et ne sont pas nilpotents.

Proposition 1.3.4 [43] : La classe des groupes de Baer est close par passage aux sous-groupes

et aux quotients.

Théorème 1.3.5 [43] : Si H et K sont deux sous-groupes sous-normaux de Baer d�un groupe

G, alors J = hH;Ki est un sous-groupe sous-normal de Baer.

Théorème 1.3.6 [60] : Dans un groupe G il existe un unique sous-groupe maximal de Baer qui

contient tous les sous-groupes sous-normaux de Baer de G. On le note B(G). Le sous-groupe

B(G) est caractéristique dans G et G est de Baer si et seulement si B(G) = G.

Dé�nition 1.3.7 [60] : On dit qu�un groupe G véri�e la condition maximale (respectivement,

minimale) sur les sous-groupes, si toute chaine ascendante (respectivement, descendante) de sous-

groupes de G est stationnaire. On dit aussi que G véri�e max (respectivement, min).

Dé�nition 1.3.8 [60] : Un groupe G est dit de Chernicov si G est une extension �nie d�un

groupe abélien véri�ant la condition minimale sur les sous-groupes.

Théorème 1.3.9 [52] : Un groupe de Baer satisfait la condition maximale (respectivement, mini-

male) sur les sous-groupes si et seulement si il est nilpotent de type �ni (respectivement, nilpotent

de Chernicov et le centre du groupe est d�indice �ni ).

Dé�nition 1.3.10 [60] : Un groupe G est dit de rang �ni, s�il existe un entier positif n tel que

tout sous-groupe de G de type �ni est engendré par au plus n éléments. Si r est le plus petit entier

véri�ant la propriété, alors on dit que G est de rang �ni r.

Proposition 1.3.11 [59] : Un groupe de Baer de rang �ni, dont l�ensemble des nombres premiers

divisant l�ordre de ses éléments est �ni, est nilpotent.

Proposition 1.3.12 [43] : Soit p un nombre premier. Si G est un p-groupe résoluble d�exposant

�ni, alors G est de Baer.
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Chapitre 1. Sous normalité et Groupes de Baer

Proposition 1.3.13 [43] : Pour tout nombre premier p il existe un p-groupe de Baer.

Dé�nition 1.3.14 [60] : - Un groupe G est dit de Fitting si la clôture normale de tout sous-

groupe cyclique de G est nilpotente, c�est-à-dire 8x 2 G, hxiGest nilpotent, ou encore tout élément

de G appartient à un sous-groupe normal nilpotent.

- Le sous-groupe de G engendré par tous les sous-groupes normaux nilpotents de G est dit

sous-groupe de Fitting de G. Il est noté Fit(G).

Théorème 1.3.15 [60] : Le sous-groupe Fit(G) est caractéristique dans G et G est de Fitting

si et seulement si Fit(G) = G.

Proposition 1.3.16 [43] : La classe de Fitting est close par passage aux sous-groupes et aux

quotients.

Remarque 1.3.17 : - Un groupe de Fitting est de Baer. La réciproque est fausse, dans [59] on

trouve un exemple d�un groupe résoluble de longueur 3 et d�exposant p2 qui est de Baer mais non

de Fitting.

- Tout groupe nilpotent est de Fitting. La réciproque est fausse, les groupes de McLain sont

des exemples de groupes de Fitting qui ne sont pas nilpotents [60].

- Le produit de deux sous-groupes normaux de Fitting n�est pas en général de Fitting [43].

Théorème 1.3.18 [65] et [59] : Tout groupe de Baer, qui est résoluble de rang �ni ou nilpotent-

par-abélien, est de Fitting.
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Chapitre 2. Groupes ayant peu de sous-groupes ne véri�ant pas une propriété
donnée

2.1 Introduction

Soit 
 une classe de groupes. Un groupe G est dit non-
 minimal, si tous ses sous-groupes

propres sont dans la classe 
 tandis que G lui-même n�appartient pas à 
. On écrit G est un

groupe MN
.

L�étude des groupes in�nis MN
 a commencé avec l�article de M.F. Newman et J. Wiegold

[51] qui ont étudié les groupes non-nilpotents minimaux. Depuis, leur travail a donné naissance à

une recherche fructueuse dans cette direction et beaucoup de résultats ont été obtenus au cours

d�une quarantaine d�années.

Dans la deuxième section ce chapitre, on va donner une synthèse des principaux résultats

portant sur les groupes non-
N ou non-N
 minimaux, où 
 est l�une des classes parmi les

classes de groupes �nis, Chernikov, localement �nis, périodiques ou de rang �ni.

Notons que si G est un groupeMN
, alors on a L
(G) = fH � G j H =2 
g = fGg. L�hypo-

thèse tous les sous-groupes propres d�un groupe G sont dans la classe 
 a été a¤aiblie par certains

auteurs en supposant que la famille L
(G) = fH � G j H =2 
g remplit certaines conditions de

�nitude. En particulier, beaucoup de travaux ont été e¤ectués sur les groupes G dont l�ensemble

L
(G) véri�e la condition minimale ou dont les membres de la famille L
(G) ne forme qu�un

nombre �ni de classes de conjugaison. Dans la troisième et la quatrième section de ce chapitre

on exposera les résultats qui nous semblent les plus importants parmi ceux obtenus.

2.2 Groupes non-
 minimaux

Les premiers résultats importants portant sur les groupes in�nis non-
 minimaux sont ceux

obtenus par M. F. Newman et J. Wiegold [51] où 
 est soit la classe des groupes nilpotents N,

soit la classe Nk des groupes nilpotent de classe égale au plus à l�entier k. Il est clair qu�un groupe

MNN est soit de type �ni, soit localement nilpotent ; alors qu�un groupe MNNk est engendré

au plus par k+1 éléments. Dans le cas de type �ni, Newman et Wiegold ont démontré le résultat

suivant :

Théorème 2.2.1 [51] : Si G est un groupe in�niMNN de type �ni ouMNNk, alors G=Frat(G)
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Chapitre 2. Groupes ayant peu de sous-groupes ne véri�ant pas une propriété
donnée

est un groupe simple in�ni.

Ce théorème veut dire que si les groupes MNN et les groupes MNNk existent, alors de tels

groupes simples existent aussi. Ce qui a amené Newman et Wiegold à étudier les groupes MNN

et les groupes MNNk simples. Ils ont démontré le résultat suivant :

Théorème 2.2.2 [51] : Soit G un groupe simple in�ni MNN de type �ni ou MNNk. Alors :

(i) L�intersection de toute paire de sous-groupes maximaux est triviale.

(ii) Pour tout élément 1 6= x de G, il existe un élément g de G tel que G = hx; xgi.

(iii) G n�admet pas d�élément d�ordre 2.

Notons que ces deux théorèmes ont été établis avant qu�Olshanski ne construise ses exemples

de groupes simples, in�nis, de type �ni et dont tous les sous-groupes propres sont (cycliques)

d�ordre un nombre premier [52] ; [53]. Il est clair que ces groupes sont des exemples de groupes

MNN et de groupes MNNk. Notons aussi qu�il est facile de déduire qu�un groupe in�ni MNN

de type �ni ou MNNk est parfait et n�admet pas de sous-groupe propre d�indice �ni.

Avant de poursuivre l�exposition des résultats de Newman et Wiegold, signalons cette consé-

quence du résultat de Asar [4].

Théorème 2.2.3 Si G est un groupe MNN localement gradué. Alors G est résoluble.

Dans leur étude des groupes non-nilpotents minimaux localement nilpotents, Newman et

Wiegold ont supposé de plus que les groupes possèdent des sous-groupes maximaux. Ils les ont

appelés des groupes AN�.

Soient p un nombre premier, r = 0; 1 et n entier positf. On note B(p; r; n) le groupe engendré

par l�ensemble fb; h1; h2; : : :g véri�ant les relations suivantes :

[hi; hj] = [hi; b
p] = 1, 8i ; j

[hi+1; b] = hi; 8i

[h1; b] = 1 et bp
n
= hr1

On notera B l�ensemble des groupes B(p; r; n).
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Chapitre 2. Groupes ayant peu de sous-groupes ne véri�ant pas une propriété
donnée

Théorème 2.2.4 [51] : G est un groupe AN� si et seulement si G est isomorphe à un élément

de B. Deux groupes de B ne sont pas isomorphes.

Le théorème précédent admet la conséquence suivante :

Corollaire 2.2.5 : Si G est un groupe AN�, alors G est un p-groupe métabélien de Chernikov

et G=G
0
est un groupe cyclique �ni.

Notons que M. F. Newman et J. Wiegold n�ont pas traité le cas des groupesMNN localement

nilpotents et n�admettant pas de sous-groupes maximaux. Ce n�est qu�en 1997 que H. Smith [69]

a étudié et caractérisé de tels groupes. Plus précisément, il a démontré les résultats suivants :

Théorème 2.2.6 [69] : Soit G un groupeMNN localement nilpotent n�ayant pas de sous-groupes

maximaux. Alors on a :

(i) G est un p-groupe dénombrable et G=G0 ' Cp1 pour un certain premier p.

(ii) Tout sous-groupe de G est sous-normal.

Remarque 2.2.7 :Les groupes MNN localement nilpotents n�ayant pas de sous-groupes maxi-

maux sont dits groupes AN�. Les groupes AN� existent. En e¤et, l�exemple de H. Heineken et I. J.

Mohamed [40] est un groupeMNN métabélien localement nilpotent et n�ayant pas de sous-groupes

maximaux.

M. Xu [77] a utilisé les groupes non-nilpotents minimaux pour donner des résultats sur les

groupes non-Baer minimaux. Il a démontrer le théorème suivant :

Théorème 2.2.8 [77] : Si G est un groupe résoluble MNB, alors :

(i) G=G" est un groupe AN�,

(ii) 8x 2 G; hxiG" est un groupe de Baer et

(iii) 8H � G; H G00 = G implique que H = G.

Inversement, s�il existe un sous-groupe normal A de G tel que :

i) G=A est un groupe AN�,

ii) 8x 2 G; hxiA est un groupe résoluble de Baer et
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iii) 8H � G;HA = G implique que H = G,

alors G est un groupe MNB résoluble.

Remarque 2.2.9 [77] : Un groupe AN�est un groupe MNB, par contre un groupe AN� est un

groupe de Baer. Dans [77], Xu a donné un exemple d�un groupe MNB qui n�est pas un groupe

AN�.

Les groupes MNFNk ont fait l�objet des travaux de B. Bruno et R. E. Phillips [13] qui ont

démontré les résultats suivants :

Théorème 2.2.10 [16] : Soit k � 0 un entier. Les conditions suivantes dans un groupe locale-

ment gradué G sont équivalentes :

(i) G est un groupe non-FNk minimal

(ii) G est un groupe non-FA minimal

(iii) G est de Chernikov, G n�est pas dans FA et tout sous-groupe propre de G est soit �ni

soit abélien.

Remarque 2.2.11 [16] : La description complète des groupesMNFA donnée par B. Bruno et R.

E. Phillips les caractérise comme produit semi-directe d�un p�groupe divisible par un q�groupe

cyclique �ni, p et q étant deux nombres premiers non necessairement distincts. Plus précisément,

si G est un groupe MNFA; alors il existe un sous-groupe normal M de G et un élément z de G

tel que : G =M ./ hzi avec M =M1 �M2 � : : : : : : :�Mn , Mi
�= Cp/ et zq

s 2M:

M.Xu [70] a étudié les groupes MNFN. Dans le cas des groupes MNFN de type �ni il a

prolongé le résultat obtenu par M. F. Newman et J.Wiegold sur les groupes MNN de type �ni

aux groupes MNFN. Plus précisément, il a démontré le résultat suivant :

Théorème 2.2.12 [70] : Si G est un groupe MNFN de type �ni, alors G est un groupe parfait,

n�admet pas de sous-groupe propre d�indice �ni et G=Frat(G) est un groupe simple in�ni.

On a utilisé le théorème 2.2.12 pour démontrer le résultat suivant :
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Théorème 2.2.13 : Si G est un groupe MNFA de type �ni, alors G est parfait, n�admet pas de

sous-groupe propre d�indice �ni et G=Frat(G) est un groupe simple in�ni.

Preuve : Soit G un groupeMNFA de type �ni. On en déduit que G est soit �ni-par-nilpotent

soit un groupe MNFN. Supposons que G soit �ni-par-nilpotent. Donc il existe dans G un sous-

groupe normal �ni N tel que G=N soit nilpotent. On en déduit que G=N n�est pas dans la classe

FA, donc G=N est un groupeMNFA: Posons A = G=N , puisque A est nilpotent, A=A0 n�est pas

trivial et comme le produit de deux sous-groupes normaux �nis-par-abéliens est �ni-par-abélien,

A=A0 est un p-groupe (voir [51]). Comme le groupe A est nilpotent et A=A0 est un p-groupe, A

est un p-groupe et puisque il est nilpotent et de type �ni, A est �ni, par suite G est �ni, ce qui est

contradictoire. On en déduit que G est unMNFN de type �ni. Du théorème 2.2.12 G est parfait,

n�admet pas de sous groupe propre d�indice �ni et G=Frat(G) est un groupe simple in�ni.

Puisqu�un groupe localement gradué de type �ni admet un sous-groupe propre d�indice �ni,

on déduit du théorème 2.2.13 le résultat suivant :

Corollaire 2.2.14 : Un groupe localement gradué de type �ni dont tous les sous-groupes propres

sont �nis-par-abéliens, est �ni-par-abélien.

Notons que l�exemple d�Olshanskii [52] a¢ rme l�existence des groupesMNFN de type �ni et

des groupes MNFA de type �ni.

Dans le cas des groupes MNFN de type in�ni, Xu a donné la description suivante :

Théorème 2.2.15 [70] : G est un groupe MNFN de type in�ni si, et seulement si, G véri�e

l�une des conditions suivantes :

(i) G est un groupe MNFA non parfait,

(ii) G est un groupe AN�.

B. Bruno [13] ; R. E. Phillips et B. Bruno [17] et encore F. Napolitani et E. Pegoraro [50] ont

étudié les groupes dont tous les sous-groupes propres sont abéliens-par-�nis. Ils ont obtenu les

résultats suivants :

Théorème 2.2.16 [13] ; [17] ; [50] : Soit G un localement gradué MNAF; alors G est périodique

et on a :
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(i) G est un p-groupe pour un certain premier p si, et seulement si, G
0
est abélien, G=G

0 ' Cp1
et HG

0
< G pour tout sous-groupe propre H de G.

(ii) Si G n�est pas un p-groupe pour tout premier p; alors G = G
0
A, G

0 \A = 1, où A ' Cp1
pour certain premier p et G

0
est un sous-groupe normal minimal dans G et un q-sous-groupe

abélien élémentaire pour un certain premier q 6= p.

Notons que l�exemple de H. Heineken et I. J. Mohamed [40] est un p-groupe non-(abélien-

par-�ni) minimal.

Les groupes dont tous les sous-groupes propres sont nilpotents-par-�nis ont été étudiés par

Bruno[14] ,[15], R. E. Phillips [17] ; F. Napolitani et E. Pegoraro[50] et Asar [4]. Ils ont démontré

les résultats suivants :

Théorème 2.2.17 [17] ; [50] ; [4] et [14] : Si G est un groupe MNNF localement gradué, alors

G est périodique et on a :

i) Si G est localement nilpotent, alors G=G
0 ' Cp1 pour un certain premier p,

ii) G n�est pas localement nilpotent, si, et seulement si, G = V H et V \H = 1, où H ' Cp1
pour certain premier p et V est un q-groupe special pour un certain premier q 6= p tel que

H � CG(V
0
) et V=V

0
est un sous-groupe normal minimal dans G=V 0.

J. Otal et J. M. Pena [56] ont caractérisé les groupes in�nis dont tous les sous-groupes propres

sont de Chernikov-par-nilpotents de classe � k dans la classe des groupes localement gradués.

Plus précisément, ils ont montré le résultat suivant :

Théorème 2.2.18 [56] : Soit k � 0 un entier. Un groupe G localement gradué est Chernikov-

par-nilpotent de classe � k si, et seulement si, tout sous-groupe propre de G est Chernikov-par-

nilpotent de classe � k.

Le théorème 2.2.18 veut dire qu�il n�existe pas de MNCNk dans la classe des groupes locale-

ment gradué avec k entier positif.

Les groupes dont tous les sous-groupes propres sont nilpotents-par-Chernikov ont été étudié

par F. Napolitani et E. Pegoraro[50] et A.O.Asar [4]. En combinant leurs résultats on obtient le

théorème suivant :
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Théorème 2.2.19 [50], [4] : Si G est un groupe localement gradué dont tous les sous-groupes

propres sont nilpotents-par-Chernikov, alors G est nilpotent-par-Chernikov.

Utilisant le théorème précédent, B. Bruno et F. Napolitani [18] ont démontré le résultat

suivant :

Théorème 2.2.20 [18] : Soit k � 0 un entier. Si G est un groupe localement gradué dont tous

les sous-groupes propres sont (nilpotents de classe � k)-par-Chernikov, alors G est (nilpotent de

classe � k)-par-Chernikov.

N. Trabelsi [74] (respectivement, A. Dilmi [28]) ont étudier les groupes MNTN (respective-

ment MNL(F)N) et ils ont donné un résultat similaire à celui de M. F. Newman et J. Wiegold

obtenu pour les groupes MNN de type �ni. Plus précisément, ils ont obtenu les résultats sui-

vants :

Théorème 2.2.21 [28]; [74] : Si G est un groupeMNL(F)N (respectivement,MNTN,MNT(F)Nk,

MNTNk), alors G est parfait, de type �ni, n�admet pas de sous-groupes propres d�indice �ni et

G=Frat(G) est un groupe simple in�ni.

M. R. Dixon, M.J.Evans et H .Smith ont étudié les groupes dont tous les sous groupes propres

sont nilpotents-par-rang �ni [32] (respectivement, nilpotents de classe � c-par-rang �ni [29]) et

ils ont obtenu les résultats suivants :

Théorème 2.2.22 [32] : Soit G un groupe dont tous les sous-groupes propres sont dans la classe

NR :

- Si G admet un quotient propre de rang �ni, alors G est NR:

- Si G est localement nilpotent ou localement �ni et n�admet pas de quotient simple in�ni,

alors G est dans la classe NR:

- Si G n�est pas localement �ni et il est localement résoluble ou localement de rang �ni, alors

G est dans la classe NR:

Comme conséquence du Théorème 2.2.22 un groupe MNNR est parfait.
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Théorème 2.2.23 [29] : Soit k un entier positif et soit G un groupe dont tous les sous-groupes

propres sont dans la classe NkR. Alors :

- Si G est localement résoluble, G est dans la classe NR et il est NkR ou résoluble.

- Si G est localement �ni et n�admet pas de quotient simple in�ni, G est dans la classe NR

et il est NkR ou résoluble.

- Si G n�est pas localement �ni et il est localement résoluble ou localement de rang �ni, G est

dans la classe NR et il est NkR ou résoluble.

M. R. Dixon, M.J.Evans et H .Smith ont aussi étudié les groupes dont tous les sous groupes

propres sont de rang �ni -par-nilpotent de classe � k (respectivement de rang �ni -par-nilpotent)

et ils ont démontré les théorèmes suivants :

Théorème 2.2.24 [31] : Si G est un groupe (localement résoluble)-par-�ni dont tous les sous

groupes propres sont dans la classe RNc, alors G est dans la classe RNc:

Théorème 2.2.25 [31] : Soit G est un groupe (localement résoluble)-par-�ni dont tous les sous

groupes propres sont dans la classe RN. Alors :

Si G est un p-groupe, G est RN ou G est un groupe AN�.

Si G n�est pas un p-groupe, alors G est RN:

Du Théorème 2.2.25, on déduit qu�un groupe MNRN (localement résoluble)-par-�ni est un

groupe AN�.

2.3 Groupes véri�ant la condition minimale sur les sous-

groupes non-
.

Une condition sur les groupes in�nis est dite condition de �nitude si elle est véri�ée par

la classe des groupes �nis. L�étude des groupes in�nis véri�ant des conditions de �nitude est

développée à travers les travaux de S.N.Chernicov [22] et [23]. Ainsi Chernicov est dans l�étude de

l�in�uence de la famille L
(G) = fH � G j H =2 
g sur la structure des groupes in�nis a proposé

d�examiner le cas où la famille remplit certaines conditions de �nitude telle que la condition
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minimale sur ses membres. Les premiers résultats dans cette direction étaient ceux de Shuncov

et Chernicov sur les groupes véri�ant la condition minimale sur les sous-groupes non-abéliens

[72] et [25]. Entre autre Shuncov et Chernicov ont obtenus les résultats suivants :

Théorème 2.3.1 [72] :Si G est un groupe non-abélien in�ni véri�ant la condition minimale sur

les sous-groupes non-abéliens, alors G est de Chernicov si et seulement si G est localement �ni.

Théorème 2.3.2 [25] : Soit G un groupe non-abélien in�ni véri�ant la condition minimale sur

les sous-groupes non-abéliens. Si G admet une série de sous-groupes dont les quotients sont �nis,

alors G est de Chernicov.

Comme conséquence de leur résultats on obtient le résultat suivant :

Corollaire 2.3.3 : Soit G un groupe localement gradué. Si G véri�e la condition minimale sur

les sous groupes non-abéliens, alors G est abélien ou de Chernicov.

L.Ivan [37] a généralisé le théorème de Chernicov sur les groupes véri�ant la condition mini-

male sur les sous-groupes non-abéliens à d�autres classes de groupes et Il a obtenu des résultats

sur les groupes véri�ant la condition minimale sur les sous-groupes non-localement nilpotents

Plus tard J.Otal et J.M.Pena ont obtenu des résultats plus généraux en démontrant le théo-

rème suivant :

Théorème 2.3.4 [57] : Soit c un entier positif et soit P l�une des propriétés de sous-groupes

suivantes : normal, localement nilpotent, nilpotent de classe � c, localement nilpotent ou normal,

normal ou nilpotent de classe � c. Si G est un groupe localement gradué, alors G veri�e la

condition minimale sur les sous-groupes non-P si et seulement si G est de Chernicov ou tout

sous-groupe de G a la propriété P .

Avant ce résultat et en 1983 B. Bruno et R. E. Phillips ont étudié les groupes véri�ant la

condition minimale sur les sous-groupes non-FNk dans la classe des groupes localement gradués

et ils ont démontré le résultat suivant :

Théorème 2.3.5 [16] : Soit k � 0 un entier et soit G un groupe localement gradué veri�ant la

condition minimale sur les sous-groupes non-FNk. Alors G est dans FNk ou il est de Chernicov.
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S.Fransciosi , F.De Giovanni et Y.P.Sysak ont étudié les groupes véri�ant la condition mini-

male sur les sous-groupes non-PFNk et il ont obtenu les résultats suivants :

Théorème 2.3.6 [39] :Un groupe localement gradué qui véri�e la condition minimale sur les

sous-groupes non-PFNk est de Chernicov ou il est un groupe PFNk .

N.Trabelsi a éudié les groupes localement gradués véri�ant la condiion minimale sur les sous-

groupes non-TN (respecivement non-TNk) et il a démonré le résultat suivant :

Théorème 2.3.7 [73] : Un groupe localement gradué véri�ant la condition minimale sur les

sous-groupes non-TN (respecivement non-TNk ) est dans la classe TN (respectivementTNk)

M.R.Dixon et M.J.Evans ont obtenu le résultat suivant sur les groupes véri�ant la condition

minimale sur les sous-groupes non-résolubles de longueur � d.

Théorème 2.3.8 [30] : Soit G un groupe localement gradué. G véri�e la condidion minimale sur

les sous-groupes non-résolubles de longueur � d si est seulement si G véri�e l�une des conditions

suivantes : (i) G est résoluble de longueur � d, (ii) G est de Chernicov, (iii) G admet un

sous-groupe normal N tel que G=N est de Chernicov et N est un groupe linéaire, simple et

non-résoluble de longueur � d minimal.

M.R.Dixon, M.J.Evans et H.Smith ont a¤aibli la condition mininimale en consédirant une

autre condition de �nitude notée min-1 et ils ont donné les résultats ci-dessous sur les groupes

véri�ant min-1 sur les sous-groupes non-nilpotents.

Dé�nition 2.3.9 [33] : On dit qu�un groupe G véri�e min-1 sur les sous-groupes ayant une

propriété donnée P s�il n�admet pas de serie décroissante de sous-groupe (Hi) telle que pour tout

i; [Hi : Hi+1] soit in�ni.

Proposition 2.3.10 [33] : Un groupe localement gradué qui véri�e min-1 sur les sous-groupes

non-N est nilpotent ou localement �ni.

Théorème 2.3.11 [33] : Un groupe localement �ni G véri�e min-1 sur les sous-groupes non-N

si, et seulement si, G véri�e l�une des propriétés suivantes : (i) G est nilpotent, (ii) G est de
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Chernicov, (iii) Il existe dans G un sous-groupe normal N tel que N est un p-groupe nilpotent,

G=N est de Chernicov et tout sous-groupe non-nilpotent de G de rang in�ni contient N .

L�étude des groupes véri�ant min-1 sur les sous-groupes non-
 a récemment fait l�objet de

quelques articles pour di¤érentes propriétés de sous-groupes 
, voir par exemples [34] et [78].

2.4 Groupes n�ayant qu�un nombre �ni de classes de conju-

gaison de sous-groupes non-


Beaucoup de résultats sur les groupes dont la famille L
(G) = fH � G j H =2 
g est l�union

d�un nombre �ni de classes de conjugaison de sous-groupes non-
 ont été obtenus pour di¤é-

rentes propriétés de sous-groupes 
. Dans cette section on exposera certains de ces résultats. On

commence par un résultat de H.Smith :

Théorème 2.4.1 [69] : Un groupe localement gradué qui n�a qu�un nombre �ni de classes de

conjugaison de sous-groupes non-nilpoents est localement nilpotent et n�a qu�un nombre �ni de

sous-groupes non-nilpotents.

Le théorème précédent a¢ rme donc que si la famille LN(G) est l�union d�un nombre �ni de

classes de conjugaison de sous-groupes non-nilpotents, alors elle est �nie. Des résultats similaires

ont été obtenus par S. Franciosi, F. De Giovanni et Y.P.Sysak pour d�autres classes de groupes


 [39] et [38].

Proposition 2.4.2 [38] : Un groupe localement gradué n�ayant qu�un nombre �ni de classes de

conjugaison de sous-groupes non-FA n�a qu�un nombre �ni de sous-groupes non-FA.

Théorème 2.4.3 [39] : Un groupe localement gradué qui n�a qu�un nombre �ni de classes de

conjugaison de sous-groupes non-PFNk est un groupe PFNk ou un groupe de Chernicov ayant

un nombre �ni de sous-groupes non-FA.

H.Smith a démontré que si la famille L
(G) est l�union d�un nombre �ni de classes de conju-

gaison de sous-groupes non-
; alors elle est vide dans le cas où 
 est la classe des groupes CN (

respectivement Nk et S2). Les résultats sont énnoncés dans les théorèmes ci-dessous :
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Théorème 2.4.4 [71] :Un groupe localement gradué n�ayant qu�un nombre �ni de classes de

conjugaison de sous-groupes non-(Chernikov-par-nilpotents) est de Chernicov-par-nilpotent.

Théorème 2.4.5 [68] :Un groupe localement gradué n�ayant qu�un nombre �ni de classes de

conjugaison de sous-groupes non-nilpotents de classe � c est nilpotent de classe � c

Théorème 2.4.6 [68] : Un groupe localement gradué n�ayant qu�un nombre �ni de classes de

conjugaison de sous-groupes non-métabéliens est métabélien.

La question de savoir si le dernier théorème reste vrai pour les groupes localement gradués

qui n�ont qu�un nombre �ni de classes de conjugaison de sous-groupes non-résolubles de longueur

� k semble avoir une réponse positive. Ainsi H.Smith [68] démonntre que si un tel contre exemple

existe alors il contient un sous-groupe de type �ni de longueur k + 1 dont tous les sous-groupes

propres sont résolubles de longueur au plus égal à k: On termine notre synthèse par le résultat

obtenu par N.Trabelsi sur les groupes localement gradué n�ayant qu�un nombre �ni de classes de

conjugaison de sous-groupes non-TN (respectivement non-TNk):

Théorème 2.4.7 [73] :Un groupe localement gradué n�ayant qu�un nombre �ni de classes de

conjugaison de sous-groupes non-TN (respectivement non-TNk) est TN (respectivement TNk):
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1- Introduction.

2- Groupes non (�ni-par-Baer ) minimaux et non -Baer minimaux de type �ni.

3- Groupes résolubles non - Baer minimaux.

4- Groupes résolubles non-( �ni-par-Baer) minimaux .
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3.1 Introduction :

Le résultat de M.F.Newman et J.Wiegold [51] cité dans le chapitre précédent sur les groupes

MNN de type �ni a été établi pour d�autres classes de groupes comme suit : Si G est un groupe

non -
 minimal de type �ni, alors G est parfait, n�admet pas de sous-groupe propre d�indice �ni

et G=Frat (G) est un groupe simple in�ni, où 
 désigne la classe FN � M.Xu [76]� , L(F)N �

A.Dilmi [28] � et N.Trabelsi [74]�, la classe des groupes TN -N.Trabelsi [74]- et en�n la classe

des groupes FA théorème 2.2.13.

Dans ce chapitre on va établir un résultat similaire pour la classe FB ( respectivement B).

Aussi et lors de notre étude des groupes MNFB et en se limitant au cas résoluble, on va

démontrer un résultat sur les groupes MNFB analogue à celui de M.Xu (théorème 3.4 [77])

établi pour les groupes MNB, aprés avoir améliorer ce dernier. Plus précisément on démontre

les résultats suivants :

1- Si G est un groupe résoluble MNB, alors G n�est pas de type �ni et pour tout n � 2 on

a :

(i) G=(
n(G
0)) est un groupe AN�:

(ii) 8x 2 G; hxi
n(G0) est un groupe de Baer.

(iii) 8H � G; H 
n(G
0) = G implique que H = G:

2- Un groupe G est un groupe MNFB résoluble si et seulement si il existe un sous-groupe

normal A de G tel que :

i) G=A est un MNFA:

ii) 8x; y 2 G; hx; yiA est un groupe résoluble FB:

iii) 8H � G; HA = G implique que H = G.

3.2 Groupes non-FB minimaux et minimaux non-B de

type �ni.

Lemme 3.2.1 : La classe des groupes FB est close par passage aux sous-groupes et aux quotients.
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Preuve : Soit G un groupe FB, donc il existe dans G un sous-groupe normal �ni F tel que

G=F soit de Baer.

1- Si H est un sous-groupe de G; alors H \ F � F et H \ F B F , donc H \ F est �ni et

normal dans H; mais H=H \ F �= HF=F � G=F , et comme la classe B est close par passage

aux sous-groupes, HF=F est de Baer, par suite H=H \ F est de Baer. En�n, H est FB:

2 - Si N est un sous-groupe normal de G, alors FN est normal dans G comme produit de deux

sous-groupes normaux, par suite NF=N est normal dans G=N . Le groupe NF=N �= F=N \ F

est �ni comme quotient du groupe �ni F , donc NF=N est normal �ni dans G=N , mais (G=N)

= (NF=N) �= G=NF , et comme la classeB est close par passage aux quotientset le groupe G=NF

étant quotient de G=F , G=NF est de Baer . En�n, G=N est �ni-par-Baer.

Lemme 3.2.2 : Soit G un groupe de type �ni, si G admet un quotient non trivial localement

gradué, alors G admet un sous-groupe propre d�indice �ni.

Preuve :SoitG un groupe de type �ni et soitN un sous-groupe propre deG tel queG=N soit

localement gradué. Comme G est de type �ni, G=N est de type �ni et puisque il est localement

gradué, il admet un sous-groupe propreH=N d�indice �ni, de 1.6.9� [60] � (H=N)G=N est normal

d�indice �ni dans G=N , donc sans perdre la généralité on peut supposer H=N normal dans G=N ,

d�où H est normal dans G et on a (G=N)=(H=N) �ni, mais (G=N)=(H=N) �= G=H, par suite H

est un sous-groupe propre de G d�indice �ni.

Corollaire 3.2.3 : Un groupe �ni-par-Baer est localement gradué.

Preuve : Soit G un groupe FB; si H est un sous-groupe de G de type �ni, alors H est un

FB comme sous-groupe de G et puisque il est de type �ni, il est FN, donc il existe dans H un

sous-groupe normal K tel que H=K soit nilpotent. Puisque un groupe nilpotent est localement

gradué H=K est localement gradué, du lemme 3.2.2 H admet un sous-groupe propre d�indice

�ni. En�n, G est localement gradué.

Proposition 3.2.4 : Soit G un groupe de type �ni dont tous les sous-groupes propres sont FB.

Si G admet un sous-groupe propre d�indice �ni, alors G est un FB:
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Preuve : Soit G un groupe de type �ni dont tous les sous- groupes propres sont FB et soit

H un sous-groupe de G d�indice �ni, sans perdre la généralité on peut supposer H normal dans

G il su¢ t de remplacer H par HG:Le sous-groupe H étant propre dans G, il est FB et puisque

il est de type �ni, il est FN, par suite G est (FN)F: Comme la propriété de condition maximale

est close par extension et comme un groupe �ni (respectivement nilpotent de type �ni) veri�e

max, G véri�e la condition maximale sur ses sous-groupes, par conséquent tout sous-groupe de

G est de type �ni, et par suite tout sous-groupe propre de G est FN:

Si H est de type �ni de G, il est FN, et du corollaire 3.2.3 H est localement gradué, et comme

il est de type �ni, il admet un sous-groupe propre d�indice �ni, donc G est localement gradué.

Dans � [16] ; lemme 4 �, on a démontré qu�un groupe localement gradué de type �ni dont tous

les sous-groupes propres sont FN est FN, donc G est FN et a fortiori G est FB:

La proposition 3.2.4 admet pour conséquence le résultat suivant :

Corollaire 3.2.5 : Un groupe résoluble MNFB n�est pas de type �ni.

Preuve : Un groupe résoluble G est localement gradué, supposons que G est de type �ni,

donc il admet un sous-groupe propre d�indice �ni, comme tout sous-groupe propre de G est FB

par application de la proposition 3.2.4, il s�ensuit que G est FB; par suite G n�est pas unMNFB.

On déduit qu�un groupe résoluble MNFB est non de type �ni.

Théorème 3.2.6 : Si G est un groupe MNFB de type �ni, alors G est parfait, n�admet pas de

sous-groupe propre d�indice �ni et G=Frat(G) est simple in�ni.

Preuve : Soit G un groupe MNFB de type �ni. Comme G n�est pas FB; par la proposition

3.2.4 G n�admet pas de sous-groupe propre d�indice �ni.

Supposons G non parfait donc G 6= G, et par suite G=G0 est un groupe abélien non trivial.

Comme les groupes abéliens sont localement gradué et G de type �ni, du lemme 3.2.2 G admet un

sous-groupe propre d�indice �ni, par suite il est FB contradiction. On déduit que G est parfait.

Puisque un groupe de type �ni admet toujours un sous-groupe maximal, G 6= Frat(G),

donc G=Frat(G) n�est pas trivial et comme G n�admet aucun sous-groupe propre d�indice �ni,

G=Frat(G) est in�ni.

28



Chapitre 3. Groupes non-FB et non-B minimaux

Il reste à démontrer que G=Frat(G) est simple, supposons le contraire et soit H=Frat(G) un

sous-groupe normal non trivial de G=Frat(G), donc Frat(G) 6= H, par suite il existe un élément

x de H tel que x n�appartient pas à Frat(G), d�ou l�existance d�un sous-groupe maximal M tel

que x =2M

Comme M est maximal, G = hxiM et puisque x 2 H, G = HM . Le sous-groupeM étant

propre dans G, il est FB, par suite M=M \H est FB comme la classe FB est close par passage

aux quotients, mais G=H = MH=H �= M=M \ H, donc G=H est FB et par application du

corollaire 3.2.3 G=H est localement gradué, du lemme 3.2.2 G admet un sous-groupe propre

d�indice �ni contradiction. En�n, G=Frat(G) est simple.

Le théoreme 3.2.6 admet comme conséquence le résultat suivant :

Proposition 3.2.7 : Soit G un groupe MNB de type �ni, alors G est parfait, n�admet pas de

sous- groupe propre d�indice �ni et G=Frat(G) est simple in�ni.

Preuve : Soit G un groupe MNB de type �ni. Puisque un groupe de Baer est FB, G est un

MNFB ou il est FB:

Supposons que G est FB, puisque il est de type �ni, il est FN, et donc il veri�e la condition

maximale, par suite tout sous-groupe propre de G est de type �ni, et par conséquent tout sous-

groupe propre de G est nilpotent, donc G est un MNN, mais G est FN dont tous les sous-

groupes propres sont nilpotents, donc G est résoluble contradiction en vertu qu�un MNN de

type �ni est parfait. On déduit que G est un MNFB, d�ou le résultat.

3.3 Groupes résolubles non�B minimaux .

Dans M.Xu [77] ;on a établi que si G est un groupe résolubleMNB; alors G=G00est un groupe

AN�. On va établi un résultat qui généralise celui-ci dans le théorème 3.2.4

Lemme 3.3.1 : Un groupe NF de Baer est nilpotent.

Preuve : Soit G un groupe NF de Baer et soit N un sous groupe normal nilpotent d�indice

�ni dans G: Le groupe G=N étant �ni, il existe un nombre �ni d�éléments x1; x2; ::::; xp de G tel

que G = hx1; x2; ::::; xpiN: Comme G est de Baer et H = hx1; x2; ::::; xpi est un sous -groupe de
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type �ni de G, H est sous-normal est nilpotent. Le groupe G étant produit de deux sous-groupes

nilpotents l�un normal et l�autre sous normal, par application de théorème 1.2.13, le groupe G

est nilpotent:

Lemme 3.3.2 [51] : Un groupe abélien G dont toute paire de sous-groupes propres normaux

engendre un sous-groupe propre est un p�groupe cyclique ou p�groupe quasicyclique.

Corollaire 3.3.3 [51] : Si G est un groupe tel que toute paire de sous-groupes propres normaux

engendre un sous-groupe propre, alors si G=G0 n�est pas trivial, il est un p�groupe cyclique ou

un p�groupe quasicyclique et G0 =
T
n�2


n (G) :

Théorème 3.3.4 :Si G est un groupe MNB résoluble, alors G est de type in�ni et pour tout

n � 2 on a :

(i) G=(
n(G
0)) est un groupe AN�:

(ii) 8x 2 G; hxi 
n(G 0) est un groupe de Baer.

(iii) 8H � G; H 
n(G
0) = G implique que H = G:

Inversement � M. Xu, [77], Théorème 3.4 �s�il existe un sous-groupe normal A de G tel

que :

(1) G=A est un groupe AN�:

(2) 8x 2 G, hxiA est un groupe de Baer, résoluble.

(3) 8H � G, HA = G implique que H = G:

Alors G est un groupe résoluble MNB de type in�ni.

Preuve : (i) Soit G un groupe MNB résoluble, de la proposition 3.2.4 G est de type in�ni.

Comme le produit de deux sous-groupes normaux de Baer est de Baer, toute paire de

sous-groupes propres de G engendre un sous-groupe propre, et du corollaire 3.3.3 G=G0 est un

p�groupe cyclique ou un p�groupe quasicyclique et on a 8n � 2; G0 = 
n(G):

Supposons que G=G0 est un p-groupe quasicyclique, donc pour tout x de G; hxiG0 est propre

dans G; par suite hxiG0 est du Baer, d�ou hxi est sous-normal dans hxiG0; mais hxiG0 est normal

dansG, donc pour tout x deG, hxi est sous-normal dansG en�n,G est de Baer contradiction. On

déduit que G=G0 est un p�groupe cyclique et G admet un sous-groupe maximal, d�ou l�existence

d�un élément x de G tel que G = hxiG0 avec xpm 2 G 0; m entier positf
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Pour tout n � 2; soit H=
n(G
0) un sous-groupe propre de G=
n(G

0), donc H est un sous-

groupe propre de G, et par suite H est de Baer. Comme la Classe B est close par passage aux

quotients, H=
n(G
0) est de Baer. Le groupe G0=
n(G

0) est nilpotent et G=
n(G
0)=G0=
n(G

0) �=

G=G0 est �ni, donc G=
n(G
0) estNF et par suiteH=
n(G

0) estNF: Le groupeH=
n(G
0) étantNF

de Baer par le lemme 3.3.1, H=
n(G
0) est nilpotent, et par suite tout sous-groupe de G=
n(G

0)

est nilpotent.

Si G=
n(G
0) est nilpotent, alors il existe c entier positif c � 2 tel que 
c(G) = 
n(G

0),

mais 8n � 2, G0 = 
n(G), donc G
0 = 
n(G

0), d�ou G0est trivial et G est abélien contradiction.

On déduit que G=
n(G
0) n�est pas nilpotent, par suite il est MNN ayant un groupe maximal.

Finalement, G=
n(G
0) est un groupe AN�.

(ii) Soit x un élément de G; si hxi 
n(G0) n�est pas propre dans G, alors G = hxi 
n(G0),

d�ou G=
n(G
0) = hxi 
n(G0)=
n(G0), mais on a hxi 
n(G0)=
n(G0) �= hxi=
n(G0) \ hxi abélien,

donc G=
n(G
0) est abélien contradiction. Par suite, pour tout x de G; hxi
n(G0) est propre dans

G, et par conséquent il est résoluble de Baer.

(iii) Soit H un sous groupe de G tel que G = H
n(G
0), donc G=
n(G

0) = H
n(G
0)=
n(G

0),

mais H 
n(G
0)=
n(G

0) �= H=
n(G0) \H

Si H est propre dans G; alors il est de Baer et comme la classe B est close par passage aux

quotients, H=
n(G
0) \H est de Baer, et par suite G=
n(G

0) est de Baer contradiction. Donc H

n�est pas propre dans G c�est à dire que G = H:

Inversement � voir [77]�, soit A un sous groupe de G tel que :

1) G=A est un groupe AN�.

2) 8x 2 G; hxiA est un Baer résoluble groupe.

3) 8H � G; HA = G implique que H = G:

De (2) A est résoluble et de (1) G=A est un groupe AN�, donc il est résoluble, par suite G

est résoluble comme la classe résoluble est stable par extension. Si H est un sous-groupe propre

de G; de (3) HA est propre dans G, par suite HA=A est propre dans G=A mais, G=A est un

groupe AN�, donc HA=A est nilpotent, par suite pour tout h de H; hhiA=A est un sous-groupe

sous-normal dans HA=A, d�ou hhiA est sous-normal dans HA; mais de (2) hhiA est un sous-

groupe de Baer, par suite hhi est sous- normal dans hhiA, donc hhi est sous-normal dans HA et
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en�n, hhi est sous-normal dans H . On déduit que H est de Baer. Supposons que G soit de Baer

puisque un groupe AN�est de Cernicov, G est AF de Baer et du lemme 3.3.1G est nilpotent par

suite G=A est nilpotent contradiction. Donc G n�est pas de Baer. En�n, il est MNB:

Comme conséquence du théorème 3.3.5 on a le résultat suivant :

Corollaire 3.3.5 : Un groupe NA, MNB est un groupe AN�.

Le corollaire 3.3.5 est aussi une simple déduction du corollaire 3.2 � [77]�

3.4 Groupes résolubles non�FB :

Lemme 3.4.1 : Un groupe FB, localement nilpotent est de Baer.

Preuve : Soit G un groupe localement nilpotent FB, donc il existe dans G un sous-groupe

normal �ni H tel que G=H est de Baer. Par suite, pour tout x de G, hx;Hi=H est sous-normal

dans G=H , d�ou hx;Hi est sous-normal dans G: Comme H est �ni, hx;Hi est de type �ni,

mais G est localement nilpotent, donc hx;Hi est nilpotent, par conséquent hxi est sous-normal

dans hx;Hi comme sous-groupe d�un groupe nilpotent. On déduit que pour tout x deG, hxi est

sous-normal dans G. En�n, G est de Baer.

Corollaire 3.4.2 : Un groupeMNFB est unMNB si et seulement si il est localement nilpotent.

Preuve : Soit G un groupe MNFB

- Si G est MNB; alors tout sous-groupe propre de G est de Baer, s�il est de type �ni, il est

nilpotent, par suite G est localement nilpotent.

- Si G est localement nilpotent, alors tout sous-groupe de G est FB et localement nilpotent,

du lemme 3.4.1 tout sous-groupe de G est de Baer. Le groupe G n�est pas �ni-par-Baer, donc il

n�est pas de Baer puisque il est localement nilpotent. On déduit que G est un MNB:

Inversement si G est MNB; alors tout sous-groupe H de G est de Baer, par suite H est FB:

Si G est FB puisque il est localement nilpotent, du lemme 3.4.1 G est de Baer contradiction.

Donc G n�est pas FB et en�n, G est un MNFB:
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Lemme 3.4.3 : Si G est un groupe FB, alors il existe dans G un sous-groupe caractéristique

�ni H tel que G=H soit de Baer.

Preuve : Soit G est un groupe FB donc G est FL(N); et du lemme 2.9 � [21] � il existe dans

G un sous-groupe caractéristiques �ni H tel que G=H soit localement nilpotent et comme G est

FB, du lemme 3.1.1 G=H est FB et puisque il est localement nilpotent, du lemme 3.3.1G=H est

de Baer.

Proposition 3.4.4 : La classe FB est close par passage aux produit �ni des sous-groupes nor-

maux.

Preuve : Soient H et K deux sous- groupes normaux FB d�un groupe G;du lemme 3.4.3 il

existe deux sous-groupe caractéristiques �nis M et N de H et K respectivement tel que H=M

et K=N soient de Baer.

Les sous-groupes M et N sont caractéristiques dans H et K respectivement et H et K sont

normaux dans G;doncM et N sont normaux dans G et par suiteMN est un sous- groupe normal

�ni dans G; d�ou MN est normal dans HK :MN BHK. . . . . . . . . . . . .1
On a M normal dans H et K normal dans G par suite MK BHK. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2
De même N normal dans K et H normal dans G par suite : HN BHK . . . . . . . . . 3

De 1 , 2 et 3, on déduit queHN=MNBHK=MN etMK=MNBHK=MN . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
Comme H= (H \MN) �= H=M= (H \MN=M)et H=M est de Baer, H=H \MN est de Baer,

mais HN=MN �= H=H \ML, donc HN=MN est de Baer . . . . . . .5

Aussi K= (K \MN) �= K=N= (K \MN=N) et K=N de Baer d�ou K=K \MN est de Baer,

mais MK=MN �= K=(K \MN), donc NK=NL est de Baer . . . . . . .6

De 4 et 5 HN=MN :MK=MN est de Baer comme produit de deux sous-groupes normaux

de Baer, par suite HK=MN est de Baer. Finalement, HK est FB:

Lemme 3.4.5 : Si G est un groupe de Baer résoluble tel que G=G0 �ni, alors G est �ni.

Preuve : Soit G un groupe de Baer résoluble tel que G=G0 soit �ni, on démontre par réccu-

rence sur la longueur de G que G est �ni.

Si G est abélien, alors G est �ni par application de 5.2.6 [60]
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Supposons que tout groupe H de Baer et résoluble de longueur k < d véri�ant H=H 0 �ni est

�ni, et soit G un groupe de Baer résoluble de classe d tel que G=G0 �ni. Posons A = Gd�1, alors

G=A est de Baer résoluble de longueur d� 1 et A est abélien. On a G=A= (G=A)0 �= G=G0, donc

G=A= (G=A)0 est �ni et par hypothèse de réccurence G=A est �ni , et par suite G est abélien�

par-�ni et puisque il est de Baer du lemme 3.3 G est nilpotent et puisque G=G0est �ni, de 5.2.6

� [60] � on déduit que G est �ni.

Lemme 3.4.6 : Soit G un groupe MNFB; alors G=G0est un p-groupe cyclique et pour tout

n � 2 on a : G0 = 
n (G) :

Preuve : Soit G un groupe MNFB:

Comme le produit de deux sous-groupes normaux FB est FB, toute paire de sous-groupes

propres de G engendre un sous-groupe propre, du corollaire 3.3.3 G=G0 est un p-groupe cyclique

ou p-groupe quasicyclique et on a 8n � 2; G0 = 
n (G) :

Supposons que G=G0 est un p-groupe quasicyclique, donc pour tout x de G; hx;G0i est propre

dans G, par suitehx;G0i est FB; et du lemme 3.4.3 il existe un sous-groupe caractéristique �ni

N de tel que hx;G0i=N est de Baer. Mais hx;G0i normal dans G; donc N est normal �ni dans G,

par suite G=(CG(N)) est �ni , comme G=G0 est quasicyclique, G n�a pas de sous-groupe propre

d�indice �ni, par suite CG(N) = G et N est central dans G:

Si y 2 hx;G0i; alors hy;Ni=N est sous-normal dans hx;G0i=N; par conséquent hy;Ni est sous-

normal dans hx;G0i: Le groupe N est central dans G; donc N est abélien et 8z 2 N : zy = yz; par

suite hy;Niest abélien, d�ou hyi est normal dans hy;Ni, et par conséquent hyi est sous-normal

dans hx;G0i. On déduit que hx;G0i est de Baer, donc hxi est sous-normal dans hx;G0i; par suite

hxi est sous-normal dans G, d�ou G est de Baer contradiction. Finalement, G=G est un p-groupe

cyclique.

Proposition 3.4.7 : G un groupeMNFB;nilpotent-par-abélien, alors G estMNFA non parfait.

Preuve : Soit G un groupe nilpotent-par-abélien, donc G0 est nilpotent.

Si G est un MNFB; du lemme 3.4.6 G=G0 est un p-groupe cyclique, et par suite G est NF

Soit H un sous groupe propre de G; donc H est FB; par suite il existe dans H un sous-groupe

normal �ni K tel que H=K est de Baer.
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Le groupeG estNF; et comme la classe des groupesNF est close par passage aux sous-groupes

et aux quotients, H est NF, et par suite H=K est NF; du lemme 3.3.1, H=K est nilpotent, par

conséquent H est FN. Le groupe G n�est pas FB, donc il n�est-pas FN, par suite G est un

MNFN: Comme G est résoluble, il n�est pas parfait et puisque il n�est pas de type �ni, de

théorème 3.5 � [76]�G est un groupe AN�ou un MNFA non parfait, mais un groupe AN� est

de Baer, donc G est un MNFA non parfait.

Théorème 3.4.8 : Si G est un groupe résoluble MNFB; alors G est de type in�ni et pour tout

n � 2 on a :

i) G=
n(G
0) est un MNFA:

ii) 8x; y 2 G, hx; yi
n(G 0) est un sous-groupe FB:

iii) 8H � G, H
n(G 0) = G implique que H = G:

Inversement soit A un sous-groupe normal de G tel que :

1) G=A est un MNFA:

2)8x; y 2 G, hx; yiA est un sous-groupe résoluble FB:

3)8H � G, HA = G implique que H = G:

Alors G est un groupe résoluble MNFB:

Preuve : Soit G un groupe résoluble MNFB; du corollaire 3.2.5 G est non de type �ni et

du lemme 3.4.6 G=G0 est �ni.

Pour tout n � 2;

i) Soit H=
n(G
0) un sous-groupe propre de G=
n(G

0); donc H est un sous-groupe propre de

G, d�ou H est FB et comme la classe FB est close par passage aux quotients, H=
n(G
0) est FB,

par suite tout sous-groupe de G=
n(G
0) est FB, donc il existe dans H=
n(G

0) un sous-groupe

normal �ni K=
n(G
0) tel que H=
n(G

0)/K=
n(G
0) soit de Baer. Le groupe G0=
n(G

0) nilpotent et

G=
n(G
0)=G0=
n(G

0) �= G=G0 abélien �ni, donc G=
n(G0) est NF, et par suite H=
n(G0) est NF,

d�ou (H=
n(G
0)) (G=
n(G

0)) = G0=
n(G
0) est NF de Baer, du lemme 3.3 ;1 G=
n(G

0)=G0=
n(G
0

est nilpotent, donc H=
n(G
0) est FN;et par suite tout sous-groupe de G=
n(G

0) est FN:

Si G=
n(G
0) est FN, alors il existe c entier positif tel que 
c(G=
n(G

0)) soit �ni, par suite


c(G)=
n(G
0) est �ni pour un certain entier c. Mais 
c(G) = G

0 par le lemme 3.4.6 G0=
n(G
0)
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est �ni. Le sous-groupe G0étant propre dans G; il est FB, donc il existe un sous-groupe normal

�ni N de G0 tel queG0=N de Baer, d�ou G0=
n(G
0)N est de Baer comme quotient de G0=N . Le

groupe G0=G00 est �ni comme quotient de G0=
n(G
0), par suite G0=N= (G0=N) �= G0=G00N est �ni,

du lemme 3.4.5 G0=N est �ni, d�ou G0 est �ni, et par suite G est �ni contradiction. On déduit

que G=
n(G
0) n�est pas FN, donc il est MNFN, du théorème 3.5� [66]� il est un MNFA non

parfait.

(ii)Soient x et y deux éléments de G; si hx; yi
n(G0) n�est pas propre dans G; alors

G = hx; yi
n(G0); donc G=
n(G0)=hxi
n(G0)=
n(G0), mais hx; yi
n(G0)=
n(G0) �= hx; yi=
n(G0)\

hx; yi: Le sous-groupe hx; yi est de type �ni, donc il est propre dans G, par suite hx; yi est

FB; d�ou hx; yi=
n(G0) \ hx; yi est FB comme quotient de hx; yi; par suite G=
n(G0) est FB

contradiction. On déduit que pour tout x; y de G; hx; yi
n(G0) est pas propre dans G; par suite

hx; yi
n(G0) est résoluble FB:

(iii) Soit H un sous-groupe de G tel que G = H
n(G
0), donc G=
n(G

0) = H
n(G
0)=
n(G

0),

mais H
n(G
0)=
n(G

0) �= H=
n(G0) \H:

Si H est propre dans G; alors il est FB, donc H=
n(G
0) \H est FB, et par suite G=
n(G

0)

est FB contradiction. On déduit que H est pas propre dans G c-à-d G = H:

Inversement supposons qu�il existe dans G un sous-groupe normal A véri�ant :

1)G=A est un MNFA non parfait.

2)8x; y 2 G, hx; yiA est un groupe résoluble FB:

3)8H � G, HA = G implique que H = G:

Le groupe G=A est un MNFA non parfait, donc il metabélien, mais par 2), A est résoluble,

donc G est résoluble.

Un groupeMNFA est AF, si G=A est FB; alors il est FU; mais un groupeMNFA non parfait

est un MNFN contradiction. DoncG=A n�est pas FB: On va démontrer que tout sous-groupe

propre de G et FB:

Soit H un sous-groupe propre de G, de 3), HA est propre dans G; s�il est FB; alors H est

FB; donc sans perdre la généralité on peut supposer que H contient A: Mais A est FB, donc il

existe dans A un sous groupe �ni F normal dans G tel que A=F soit de Baer.
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Posons G 1 = G=F et A1 =A=F , alors G1=A1 est un MNFA et on a A1 de Baer, donc sans

perdre la généralité on peut supposer A de Baer.

Le groupe H=A est un sous-groupe propre de G=A; du théoreme 2.2.10 il est abélien ou �ni.

- Supposons que H=A est abélien, si H n�est pas FB, donc on peut construire une suite

descendante (Gn)de sous groupes non -FB de G contenant A. Comme G=A est de cernicov, la

suite (Gn=A)est stationnaire et par suite(Gn) est stationnaire, donc on peut supposer que tout

sous groupe deH qui contient A est FB: Le sous-groupeH=A est abelien dont toute paire de sous

groupe propre engendre un sous groupe propre, du lemme 3.3.2 H=A est un p-groupe cyclique ou

quasicyclique, si H=A et p-cyclique, alors il existe a dans H tel que H = haiA de 2) H est Baer

contradiction. Donc H=A est quasicyclique. Soit h de H , hhiA est propre dans H; donc hhiA est

FB; d�ou il existe un sous groupe �ni F de haiA normal dans H tel que hhiA=F soit de Baer, par

suite H=CH(F )A est �ni. mais, un sous groupe quasicyclique n�admet pas de sous groupe propre

d�indice �ni, donc H = CH(F )A; par suite il existe a dans A et c dans CH(F ) tel que h = ca:

On a hciF=F sn hhiA=F EH=A; d�ou hciF=FsnH=A, par suite hciFsn H, mais hci E hciF
comme c 2 CH(F ), et par conséquent hci sn H: On a a 2 A et A de Baer normal dans H, donc

hai sn H du proposition 1.2.12, ha ; ci est un sous-groupe de H sous-normal et nilpotent, et par

suite hhi sn H en�n, H est de Baer contradiction a. On déduit que H=A est �ni et non abélien.

Comme G=A est un MNFB, de remarque 2.2.11 il existe un sous-groupe normal M de G et

un élément y de G tel que G=A = M hzAi =A avec M=A = M1=A �M2=A � : : : : : : : �Mn=A,

Mi=A �= Cp/ et zq
s 2 A; p et q deux nombres premiers non necessairement distincts, n et s deux

entiers positifs.

Si n > 1 alors, K=A = hM=A ; H=Ai est un sous-groupe propre de G=A et puisque il est

in�ni il est abélien, donc H=A est abélien contradiction. Par suite n = 1 et M=A =M1=A �= Cp/ :

Le sous-groupe H=A\M=A est normal dansH=A et on aH=A\M=A et (H=A) = (H=A \M=A)

cycliques, donc il existe deux éléments x et y de H tel que H=A =hxAi hyAi : Par suite H =

hx ; yiA et de 2) H est FB contradiction. On déduit que tout sous-groupe de G est FB.

Finalement, G est MNFB:

Lemme 3.4.9 [77] : soit G un groupe résoluble localement nilpotent, si G=G0est un �-groupe,

alors G0est un �-groupe.
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Proposition 3.4.10 : Un groupe MNFB est dénombrable de torsion et � (G)est �ni.

Preuve : Soit G un groupe résolubleMNFB; du théorème 3.4.8 G=G00 est unMNFA; mais

un MNFA est dénombrable de torsion et l�ensemble des nombres premier divisant l�ordre de ses

éléments et au plus de cardinal égal à 2 -[16]�, donc G=G00est dénombrable, par suite il existe

un sous-groupe dénombrable hSi de G tel que G = hSiG00; de (iii) théorème 3.4.8., G = hSi,

donc G est dénombrable et de plus G=G00est de torsion et � (G=G00) � 2

Le sous-groupe G0 étant propre dans G, il est �ni- par-Baer, par suite il existe dans G0 un

sous-groupe normal �ni H tel que G0=H est de Baer.

Le groupe G0=HG00 est un quotient de G=G00 qui est sous-groupe de G=G00; donc G0=HG00 est

de torsion et on a � (G0=HG00) � 2:

Le groupeG0=H est résoluble de Baer, donc il est résoluble localement nilpotent etG0=H= (G0=H)0 �=

G0=HG00est un � �groupe du lemme 3.4.9 G0=H est un � �groupe et � (G0=H) � 2, mais H est

�ni, donc G0 est de torsion et � (G0) est �ni, et puisque G est un groupe MNFB, G=G0 est �ni,

par suite G est de torsion et � (G) est �ni.

Corollaire 3.4.11 : Un groupe MNFB; résoluble et de rang �ni est un MNFU non parfait et

de Cernicov.

Preuve : Soit G un groupeMNFB; résoluble de rang �ni. Comme G est un MNFB , G est

de torsion et l�ensemble des nombres premiers divisant l�ordre de ses éléments est �ni. Puisque il

est de rang �ni, par application de proposition 1.3.11 tout sous-groupe ou tout quotient de Baer

de G est nilpotent, par suite tous sous-groupe de G est FN et par conséquent G est un MNFN,

d�ou G est un MNFU non parfait de Cernicov.

Proposition 3.4.12 : Si G est un groupe MNFB tel que G0 est hypercentral, alors G est un

MNFU de Cernicov.

Preuve : Soit G est un groupe MNFB tel que G0 hypercentral, du théorème 3.4.8 G=G00est

un MNFU et de la remarque 2.2.18 G=G00est produit semi directe d�un p-groupe quasicyclique

par un groupe cyclique �ni, donc G=G00est une extension cyclique d�un groupe abélien divisible,

par suite G0=G00 est divisible. On a G0=G00 est divisible et G0 hypercentral, posons H = G0 donc
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H=H 0 divisible et H hypercentral du 9.23 � [59] � H = G0 est divisible, mais G est un groupe

minimal non �ni-par-Baer, donc G est de torsion et G=G0 est �ni, par application de théorème

9.23 � [59] � un groupe divisible hypercentral de torsion est abélien, d�ou G0 est abélien et par

suite G est abélien-par-�ni, de la proposition 3.4.7 on déduit que G est un MNFU non parfait

de Cernicov.

Remarque 3.4.13 : Dans [77] on trouve un exemple d�un groupe MNB localement nilpotent

et résoluble qui n�est pas un AN� groupe. G contient un sous-groupe normal propre H qui n�est

pas nilpotent , du lemme 3.3.1 H n�est pas FN par suite G n�est pas MNFN et de théorème

3.5 - [77] - G n�est pas un MNFU donc G est un MNFBqui n�est pas un MNFU;de plus G n�est

pas NF; alors un MNB ( respectivement un MNFB )n�est pas nécessairement de Cernicov

Remarque 3.4.14 :Un groupe de Baer qui est nilpotent-par-abélien ou résoluble de rang �ni est

de Fitting donc on peut établir les mémes résultats sur les MNFB pour les groupes résolubles

non-( �ni-par-Fitting) minimaux .
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Chapitre 4. Groupes ayant peu de sous groupes non� L (F)B

4.1 Introduction :

Dans son article [73] N.Trabelsi a démontré qu�un groupe localement gradué ayant en un

certain sens peu de sous-groupes non� L (F)N est L (F)N.

Dans ce chapitre on va établir un résultat analogue à celui�ci pour les groupes localement

gradué ayant peu de sous-groupes non � L (F)B, on commence par démontrer un résultat

sur les groupes MN � L (F)B similaire au résultat établi par A.Dilmi [28] pour les groupes

MN � L (F)N, plus précisement on démontre qu�un groupe MN � L (F)B est de type �ni,

parfait, n�admet pas de sous-groupes propres d�indice �ni et G=Frat(G) est simple in�ni. Dans

une deuxieme étape on démontre qu�un un groupe G véri�ant la condition minimale sur les sous-

groupes non�L (F)B ou qui n�a qu�un nombre �ni de classes de conjugaisons de sous-groupes

non� L (F)B est L (F)B:

4.2 Groupes MN � L (F)B:

Il est clair que la classe des groupes L (F)B est close par passage aux sous-groupes et aux

quotients.

Lemme 4.2.1 : Soit G un groupe localement nilpotent sans torsion, x et g deux éléments de G,

s�il existe deux entiers positifs n et k tel que [hgi ;k hxni] = 1; alors [hgi ;k hxi] = 1

Preuve : Soit G un groupe localement nilpotent sans torsion, et soient x et g deux éléments

de G tels qu�il existe deux entiers positfs n et k véri�ant [hgi ;k hxni] = 1. Posons H = hgi, K =

hxi et N = hxni, N est d�indice �ni dans K, du théorème 2.3.3 � [44]� [H ;k N ] est d�indice �ni

dans[H;k K] ; mais [H;k K] = 1, donc[H;k N ] est �ni, et comme G est sans torsion, [H;k K] est

trivial, donc [hgi ;k hxi] = [H;k K] = 1.

Lemme 4.2.2 : soit G un groupe localement nilpotent sans torsion, si G admet un sous-groupe

propre de Baer d�indice �ni, alors G est de Baer.

Preuve : Soit G un groupe localement nilpotent sans torsion, et soit N un sous-groupe

propre de G, de Baer et d�indice �ni [G : N ] = n. Sans perdre la généralité � [60] ;1.6.9 �, on
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peut supposer N normal dans G, pour tout x de G on a xn 2 N et puisque N est de Baer, hxni

est sous-normal dans N; mais N est normal dans G, donc hxni est sous-normal dans G, par suite,

pour tout g de G, [g;k xn] = 1, et du lemme 4.2.1, [g;k x] = 1, par conséquent hxi est sous-normal

dans G. En�n, G est de Baer.

Proposition 4.2.3 : Soit G un groupe de type in�ni dont tous les sous-groupes propres sont de

Baer, si G est sans torsion il est de Baer.

Preuve : Soit G un groupe sans torsion non de type �ni dont tous les sous-groupes propres

sont de Baer.

Supposons que G n�est pas de Baer, tout sous-groupe de G de type �ni est propre dans G,

donc il est de Baer et puisque il est de type �ni, il est nilpotent et par suite G est localement

nilpotent, d�ou G
0 � Frat(G)� [60] ; 12:1:5�

- Si G est parfait, alors G0 = G, et par suite G = Frat(G); donc G n�admet pas de sous-

groupes maximaux.

Soit B(G) le radical de Baer de G. Le sous-groupe B(G) est propre et caractéristique dans

G; si G=B(G) est de Baer alors, 8x 2 G; xB(G))=B(G) est sous-normal dans G=B(G), par suite

hx;B(G)i est sous-normal dansG et puisqueG n�admet pas de sous-groupes maximaux, hx;B(G)i

est propre dans G, il s�ensuit qu�il est de Baer, donc hxi est sous-normal dans G et B(G) = G

contradiction. On déduit que G=B(G) n�est pas de Baer.

On va démontrer queG=B(G)est simple, soitH=B(G) sous-groupe normal propre deG=B(G),

donc H est un sous-groupe normal propre de G, par suite H est de Baer.

Si H 6= B(G) alors, il existe x 2 H tel que x =2 B(G) mais, H est de Baer, donc hxi est

sous-normal dans H et puisque H est normal dans G, hxi est sous-normal dans G; par suite

x 2 B(G) contradiction, d�ou H = B(G) .On déduit que G=B(G) est simple.

G est localement nilpotent, donc G=B(G) est localement nilpotent simple, du théorème 5.27

� [59]� G=B(G) est cyclique d�ordre premier contradiction. On déduit que G est de Baer.

- Supposons que G n�est pas parfait donc, G=G0n�est pas trivial. Comme le produit de deux

sous-groupe normaux de Baer est de Baer etG=G0 n�est pas trivial, par le corollaire 3.3.3,G=G0est

un p� groupe cyclique ou quasicyclique : G=G0 = hxG0i ou G=G0 =hanG0 j apnG
0 = an�1G

0 et
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a0 2 G0i avecG0=
T
n�2


n (G)

Si G=G0 est est un p�groupe quasicyclique G=G0 =hanG0 j apnG
0 = an�1G

0 et a0 2 G 0i

alors, pour tout n, han; GGi est propre dans G et par suite il est de Baer, donc 8n ; an sn han; G0i

mais, han; G0i est normal dans G, d�ou 8n, hani sn G de plus G0 EG, par suite G est de Baer.

Supposons que G=G0 est un p- groupe cyclique G=G0 = hxG0i avec xpn 2 G0; G0étant de Baer

et d�indice �ni dans G, du lemme 4.2.2 on déduit que G est de Baer.

Lemme 4.2.4 : Un groupe L (F)B de type �ni est L (F)N:

Preuve : Soit G un L (F)Bde type �ni, donc il existe dans G un sous-groupe normal N

localement �ni tel que G=N soit de Baer, comme G est de type �ni, G=N aussi de type �ni et

par suite il est nilpotent. Finalement, G est L (F)N:

Lemme 4.2.5 : Un groupe L (F)B est localement gradué.

Preuve : Un groupe localement �ni est localement gradué. Un groupe de Baer est localement

nilpotent, et par suite il est localement gradué.

Comme la classe des groupes localement gradués est stable par extension, par le corollaire 1

dans [46] on déduit qu�un un groupe L (F)B est localement gradué

Proposition 4.2.6 : Soit G un groupe de type �ni dont tous les sous-groupes propres sont

L (F)B; alors G est (L (F)B si :

1- G est de type �ni et admet un sous-groupe propre d�indice �ni.

2- G est non de type �ni.

Preuve : Soit G un groupe dont tous les sous-groupes propres sont (L (F)B

- Supposons G de type �ni et admet un sous-groupe propre H d�indice �ni, alors HG est

d�indice �ni dans G � [60] ;1.6.9 �: Donc sans perdre la généralité on peut prendre H normal

dans G, comme H est propre dans G; il est L (F)B; et puisque G de type �ni et H d�indice �ni,

H est aussi est de type �ni, par le lemme 4.2.4 il s�ensuit que H est L (F)N; et par conséquent

il existe un sous-groupe K de H tel que K soit localement �ni et H=K est nilpotent, donc il

existe un entier positif k tel que 
k+1(H) soit localement nilpotent. Le groupe est G=H �ni et

H=
k+1(H) est nilpotent, donc G=
k+1(H) est nilpotent- par- �ni et puisque il est de type �ni,
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il véri�e max et ainsi tout sous-groupe de G=
k+1(H)est de type �ni. Soit K=
k+1(H) un sous-

groupe propre de G=
k+1(H), donc K est un sous-groupe propre de G, par suite K est L (F)B,

et par conséquent K=
k+1(H)est L (F)B et puisque il est de type �ni, il est L (F)N; donc il

existe un sous-groupe normal M=
k+1(H) de K=
k+1(H) tel queM=
k+1(H) soit localement �ni

et K=M soit nilpotent. Comme M=
k+1(H) est un sous groupe de G=
k+1(H); il est de type

�ni, mais il est localement �ni, donc M=
k+1(H)est �ni, d�ou K=
k+1(H)est FN: Le groupe

G=
k+1(H) étant NF; est localement gradué, et comme il est de type �ni dont tous les sous-

groupes propres sont FN, du lemme 4 -[16] - G=
k+1(H) est FN:Comme 
k+1(H) est localement

nilpotent, on en déduit que G est L (F)-par-FN, donc G est(L (F)-par- F)-par-N en�n, G est

L (F)N et a fortiori G est L (F)B.

- Supposons maintenant que G n�est pas de type �ni. Pour x et y deux éléments d�ordre �ni de

G posons H = hx; yi. Le groupe H étant de type �ni, il est propre dans G, donc il estL (F)B;et

par suite il est L (F)N, d�ou il existe dans H un sous- groupe localement �ni K tel que H=K

soit nilpotent. On a H est de type �ni et de torsion, donc H=K est de type �ni et de torsion et

puisque il est nilpotent, il est �ni. Mais H est de type �ni, donc K est de type �ni et par suite

il est �ni comme sous-groupe localement �ni. En�n, H est �ni, et par suite xy�1 est d�ordre �ni.

On déduit que l�ensemble des éléments de G d�ordre �ni forme un sous-groupe de G; d�ou G

admet un sous -groupe de torsion T normal et localement �ni tel que G=T est sans torsion.

Si G=T est non de type �ni, puisque il est sans torsion dont tous les sous-groupes propres sont

de Baer, du proposition 4.2.3 G=T est de de Baer, par suite G est L (F)B: Supposons G=T de

type �ni, donc il existe dans G un sous-groupe propreX tel que G = XT . Le sous-groupeX étant

propre dans G implique que X est L (F)B, par suite T=T \X est L (F)B; maisG=T = XT=T
�= T=T \X, donc G=T est L (F)B, et puisque G=T est sans torsion, il est de Baer. On déduit

que G est L (F)B:

Puisque un groupe localement gradué de type �ni admet un sous-groupe propre d�indice �ni

on déduit de la proposition 4.2.6 le résultat suivant :

Corollaire 4.2.7 : Un groupe localement gradué dont tous les sous-groupes propres sont L (F)B

est L (F)B
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Théorème 4.2.8 Si G est un groupe MN�L (F)Bde type �ni, alors G est parfait n�admet pas

de sous-groupe propre d�indice �ni et et G=(Frat(G) est simple in�ni.

Preuve : Soit G un groupe MN � L (F)B. Comme G n�est pas L (F)B de la proposition

4.2.6, G est de type �ni et n�admet pas de sous-groupe propre d�indice �ni.

Supposons G non parfait alors, G 6= G0 et par suite G=G est un groupe abélien non trivial,

mais un groupe abélien est localement gradué et G de type �ni, du lemme 3.2.2 G admet un

sous-groupe propre d�indice �ni, par suite il est L (F)B contradiction . On déduit que G est

parfait.

Puisque un groupe de type �ni admet toujours un sous-groupe maximal, G 6= Frat(G)

,donc G=Frat(G) n�est pas trivial, et comme G n�admet aucun sous- groupe propre d�indice �ni,

G=Frat(G) est in�ni.

Il reste à démontrer que G=Frat(G) est simple, supposons le contraire et soit H=Frat(G) un

sous-groupe normal non trivial de G=Frat(G), donc Frat (G) < H, d�ou il existe x 2 H tel que

x =2 Frat(G), par suite il existe un sous-groupe maximal M tel que x =2 M: Le sous-groupe M

est maximal, donc G = HM (G = hxiM et xH), M étant propre dans G, il est L (F)B; par

suite M==M \H est L (F)B mais, G=H = MH=H �= M==M \H; donc G=H est L (F)B et

par le lemme 4.2.5- il s�ensuit que G=H est localement gradué, et du lemme 3.2.2, G admet un

sous-groupe propre d�indice �ni contradiction. Finalement, G=Frat(G) est simple.

Remarque 4.2.9 : Les groupes non-localement �ni-par-Baer existent et les groupes d�Ol�shans-

kii [52] et [53] font l�exemple.

4.3 Groupes localement gradué avec peu de sous-groupes

non� L (F)B:

Lemme 4.3.1 : Soit G un groupe localement gradué qui véri�e la condition minimale sur les

sous-groupes non -Baer, si G est sans torsion il est de Baer.

Preuve : Soit G un groupe localement gradué sans torsion qui véri�e la condition minimale

sur les sous- groupes non -Baer
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Supposons que G n�est pas de Baer, donc il existe dans G un sous-groupe H minimal non-

Baer. Comme G est sans torsion, H est un sous-groupe non- Baer minimal sans torsion. Si H est

de type �ni puisque G est localement gradué, H admet un sous- groupe propre normal Kd�indice

�ni contradiction avec le fait qu� un MNB de type �ni n�admet pas de sous groupe propre

d�indice �ni. Donc H n�est pas de type �ni, du proposition 4.2.3 H est de Baer contradiction.On

déduit que G est de Baer.

Théorème 4.3.2 : soit G un groupe localement gradué, si G véri�e la condition minimale sur

les sous-groupes non� L (F)B; alors G est L (F)B:

Preuve : Soit G un groupe localement gradué qui véri�e la condition minimale sur les sous-

groupes non� L (F)B

- Si G est de type �ni puisque il est localement gradué, il admet un sous-groupe propre

normal H1d�indice �ni. Le groupe G est de type �ni et H1 d�indice �ni dans G, donc H1 est de

type �ni et ainsi il admet un sous-groupe propre H2 d�indice �ni, on peut par la suite dé�nir une

suite décroissante in�ni ( Hn ) de sous-groupes normaux de G telle que [Hk : Hk+1] soit �ni. Le

groupe G véri�e la condition minimale sur les sous-groupes non� L (F)B, donc il existe i � 1

tel que Hi soit L (F)B.

Comme [G : Hi] [G : H1] [H1 : H1] : : : : : : [Hi�1 : Hi] est �ni (produit �ni d�entiers), Hi est

L (F)B de type �ni et du lemme 4.2.4 Hi est L (F)N; d�ou il existe un sous-groupe K de

H tel que K soit localement �ni et H=K est nilpotent, par suite il existe un entier positif k tel

que 
k+1(Hi) soit localement nilpotent. Le groupe G=Hi est �ni et H=
k+1(Hi) nilpotent, donc

G=
k+1(Hi) est NF

Posons G = G=
k+1(Hi), G étant NF de type �ni, il satisfait max, donc tous sous-groupe

de G est de type �ni, par suite tout sous-groupe localement �ni est �ni, et par conséquent tout

sous-groupe L (F)B de G est FB, mais un sous-groupe FB de type �ni est FN, comme G est

un quotient de G, il véri�e la condition minimale sur les sous- groupes non�L (F)B, par suite

il véri�e la condition minimale sur les sous-groupes non -FN, supposons que G n�est pas FN,

donc il existe dans G un sous-groupe non-FN minimal M d�indice �ni, comme G est localemet

gradué et M d�indice �ni, M est localement gradué dont tous les sous groupes propre sont FN
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du lemme 4 -[16] M est FN contradiction. Par suite G est FN et comme 
k+1(Hi) est localement

nilpotent, G est L (F)-par-FN en�n, G est L (F)N et a fortiori G est L (F)B:

- Si G n�est pas de type �ni, pour x et y deux éléments d�ordre �ni de G posons H = hx; yi

Le sous groupe H étant un sous-groupe de type �ni de G, H véri�e la condition minimale

sur les sous-groupes non�L (F)B, d�après la partie1 ci-dessus et puisque il est de type �ni, H

est L (F)N; donc il existe dans H un sous-groupe localement �ni K tel que H=K soit nilpotent.

Comme H est de type �ni et de torsion, H=K est de type �ni et de torsion et puisque il est

nilpotent, il est �ni. Le groupe H=K �ni et H de type �ni, donc K est de type �ni mais, il

est localement �ni donc K est �ni ,on déduit que H est �ni, et par suite xy�1 est d�ordre �ni.

L�ensemble des éléments d�ordre �ni de G forme un sous-groupe de G, donc G admet un sous-

groupe de torsion T localement �ni tel que G=T est sans torsion.

Comme G=T est un groupe sans torsion localement gradué et veri�e la condition minimale

sur les sous-groupes non -Baer, par le lemme 4.3.1, il s�ensuit que G=T est de Baer et en�n; G

est L (F)B:

Lemme 4.3.3 : Soit P une propriété de groupes close par passage aux sous-groupes et soit

G un groupe véri�ant max localement, si G n�a qu�un nombre �ni de classes de conjugaisons de

sous-groupes ne véri�ant pas P; alors il veri�e la condition minimale sur les sous-groupes non-P:

Preuve : Soit P une propriété de groupes et soit G un groupe localement gradué qui veri�e

max localement

Supposons queG n�a qu�un nombre �ni de sous-groupes ne véri�ant pas P et soit (Gn)n�1 ; G1 �

G2 � G3 � � � � une suite descendante de sous -groupes de G ne véri�ant pas P , donc il existe

n tel que 8 i � n 9j � n ,Gj est le conjugué de Gi, par suite il existe n tel que 8i � n,9j � n

9g 2 G Ggj = Gi mais, i � j , d�ou Gi � Gj, par suite 8i � n 9j � n 9g 2 G, G
g
j � Gj

Comme le groupe G véri�e max localement, par � Amberg [1] ; lemme 4.6.3- Ggj = Gj, donc

Gi = Gj

On vient d�établir démontré 8i � n 9j � n;Gi = Gj mais, la suite est décroissante,

donc8i � n, Gi = Gn, d�ou la suite est stationnaire, et par suite G veri�e min sur les sous-

groupes non-P:
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Corollaire 4.3.4 : Soit G un groupe localement gradué ayant un nombre �ni de classe de

conjugaisons de sous-groupes non-Baer, si G est sans torsion il est de Baer.

Preuve : Soit G un groupe localement gradué ayant un nombre �ni de classe de conjugaisons

de sous-groupes non- Baer par la proposition 3.3� [39]� il s0ensuit que G est localement dans

la classe Baer-par-�ni, donc tout sous groupe de type �ni de G est Baer-par-�ni, mais un groupe

Baer�par-�ni de type �ni est nilpotent-par-�ni, par suite G est localement (nilpotent-par-�ni ),

donc G véri�e max localement, par application du lemme 4.3.3, G véri�e la condition minimale

sur les sous-groupes non-Baer, si G est sans torsion du lemme 4.3.1, G est de Baer.

Lemme 4.3.5 : Soit (P ) une propriété de groupe stable par passage aux sous-groupes et aux

quotients, si G groupe n�a qu�un nombre �ni de classes de conjugaisons de sous- groupes ne

véri�ant pas P alors pour tout sous-groupe normal N de G, G=N n�a qu�un nombre �ni de

classes de conjugaisons de sous-groupes ne véri�ant pas P:

Preuve : Il su¢ t de voir que pour H � K � G on a

f(K=H)xT j xT 2 G=Hg � fKxH j x 2 Gg [64]

Théorème 4.3.6 : Soit G un groupe localement gradué, si G n�a qu�un nombre �ni de classes

de conjugaisons de sous-groupes non-(localement �nis)-par-Baer alors, G est (localement �nis)-

par-Baer.

Preuve : Soit G un groupe localement gradué qui n�a qu�un nombre �ni de classes de conju-

gaisons de sous-groupes non-((localement �nis)-par-Baer).

Par application de proposition 3.3 [39] ; G est localement dans la classe L (F)B-par�F

- Si G est de type �ni, G est L (F)B-par�F

Soit N un sous-groupe normal de G d�indice �ni tel que N est L (F)B, comme N est

L (F)Bde type �ni, il est L (F)N par suite il admet un sous- groupe de torsion T , T ca-

ractéristique dans N par suite T est normal dans G: Le groupe N=T est L (F)B et puisque

il est sans torsion, il est de Baer, mais G=T=N=T �= G=N est �ni, donc G=T est BF, par
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suite il est localement dans la classe NF d�ou G=T est localement gradué et satisfait la condition

maximale localement. Comme G n�a qu�un nombre �ni de classe de conjugaisons de sous-groupes

non � L (F)B, du lemme 4.3.5 G=T est localement gradué et n�a qu�un nombre �ni de classe

de conjugaisons de sous-groupesL (F)B et qui localement satisfait la condition maximale, par

application du lemme 4.3.3, G=T véri�e min sur les sous- groupes L (F)B; du théorème 4.3.2

G=T est L (F)B, par suite G est L (F)-par L (F)B, et par conséquent G est (L (F)-parL (F))-

par- B, comme la classe localement �ni est stable par extension, il s�ensuit que G est L (F)B:

- Considérons le cas G n�est pas de type �ni, G est localement dans la classe L (F)B-par�F :

Soit x et y deux élément d�ordre �ni de G et posons H = hx ; yi, H est de torsion. Comme

H est de type �ni, il est L (F)B-par�F , donc il existe dans H un sous- groupe K de H normal

et L (F)B tel que H=K soit �ni. Le groupe H est de torsion, par suite K est de torsion mais,

H est de type �ni et H=K �ni, donc K est de type �ni, et comme K est L (F)B, par un meme

raisonnement que dans la proposition ci-dessus, on en déduit que K est �ni, d�ou H est �ni, et

par suite G admet un sous -groupe de torsion localement �ni. Comme G=T est sans torsion et

il n�a qu�un nombre �ni de classes de conjugaisons de sous- groupes non�L (F)B, il n�a qu�un

nombre �ni de classes de conjugaisons de sous- groupes non �Baer, du corollaire 4.3.4 il est de

Baer. En�n, G est L (F)B

Remarque 4.3.7 :Tous les résultats établis pour les groupes ayant peu de sous-groupes non -((

localement �nis) -par -Baer) peuvent et de la même façon être établis pour les groupes ayant peu

de sous-groupes non-(Torsion -par -Baer).
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