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Introduction

La plupart des signaux rencontrés en pratique sont de nature non stationnaires
caractérisés par un contenu spectral temps-variant. Les méthodes conventionnelles basées
sur une représentation temporelle ou fréquentielle sont inadéquates pour 1’analyse et le
traitement de ces signaux. La solution alternative consiste a combiner la représentation
temporelle et la représentation fréquentielle en une seule représentation conjointe temps-
fréquence capable de suivre I’évolution du contenu spectral du signal au cours du temps.
Une telle représentation fait correspondre a un signal unidimensionnel, fonction du temps,
une fonction bidimensionnelle du temps et de la fréquence. Conceptuellement, une
représentation temps-fréquence peut étre rapprochée a la représentation d’une composition
musicale qui associe a une piece musicale une séquence de notes ou chaque note consiste
en un nombre de composantes de différentes fréquences. Ces composantes sont présentes
pendant un intervalle de temps bien défini et leurs amplitudes peuvent varier durant cet
intervalle.

Les recherches dans le domaine de I’analyse temps-fréquence concernent le
développement de nouvelles représentations temps-fréquence ainsi que ’application de ces
représentations. De nombreuses distributions temps-fréquence ont été développées durant
les deux dernic¢res décades. Cependant, il n’existe pas une représentation temps-fréquence
unique qui convient a toutes les catégories de signaux. Une représentation temps-fréquence
peut étre appliquée avec succes a un probléme mais pas a un autre. La connaissance des
caractéristiques des différentes représentations temps-fréquence permet d’établir le choix
adéquat pour I’application envisagée.

Les représentations temps-fréquence sont appliquées dans des domaines trés variés
pour le traitement et I’analyse des signaux non stationnaires. Leur utilisation dans les
différentes applications varie de la simple représentation graphique des résultats, en vue de
mieux révéler les caractéristiques du signal, & leur manipulation sophistiquée. Parmi les
applications de I’analyse temps-fréquence on peut citer les télécommunications [Ami97],
les radars et sonars [Kim00, Boa90], I’analyse des signaux sismiques [Rou05], 1’analyse
des signaux biomédicaux [Boa0Ol, MonA02], etc.

Les représentations temps-fréquence peuvent étre divisées en représentations lin€aires et
quadratiques [HIa92]. Les représentations temps-fréquence quadratiques ont une
interprétation en terme de corrélation ou d’énergie. Par rapport aux représentations
linéaires, les distributions quadratiques sont caractérisées par une plus grande résolution
temps-fréquence. Il est toujours souhaitable que ces représentations soient munies de
certaines propriétés mathématiques choisies par référence aux propriétés des
représentations temporelles et fréquentielles. Parmi les représentations temps-fréquence
quadratiques, la distribution de Wigner-Ville satisfait le plus grand nombre de propriétés
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mathématiques désirables. Cependant, un inconvénient majeur qui limite I’intérét pratique
de la distribution de Wigner-Ville est la présence des termes d’interférences lors de
I’analyse des signaux multi-composantes.

En regroupant les représentations qui partagent des propriétés communes, différentes
classes peuvent étre distinguées au sein de la catégorie des distributions temps-fréquence
quadratiques. La classe de Cohen comprend toutes les représentations quadratiques
énergétiques invariantes par translation temporelle et fréquentielle. Quant a la classe affine,
elle comprend toutes les représentations quadratiques énergétiques invariantes par
translation temporelle et changement d’échelle. La classe corrélative est une classe duale
de la classe de Cohen par transformation de Fourier bidimensionnelle. Les différentes
classes ne s’excluent pas mutuellement dans le sens qu’une représentation temps-fréquence
peut appartenir a deux classes différentes.

Les représentations temps-fréquence dites paramétriques sont obtenues en représentant
le signal par un modele paramétrique. Une fois les paramétres du modele sont calculés, ils
sont utilisés dans le calcul de la distribution temps-fréquence. L’approche paramétrique
suppose implicitement une connaissance a priori de la structure du signal a analyser et la
qualité de la représentation temps-fréquence dépend de la précision du modele adopté. Le
modele autorégressif (AR) évolutif dont les parametres varient au cours du temps est
souvent utilisé.

Cette thése se focalise aussi bien sur le développement théorique que I’application des
méthodes d’analyse temps-fréquence. Les objectifs de ce travail peuvent étre résumés
comme suit :

(1) Hlustrer les caractéristiques et les propriétés des différentes représentations temps-
fréquence développées dans la littérature.

(i1) En considérant le probléme des interférences électromagnétiques dans les circuits
imprimés, proposer une méthode d’analyse a base d’ondelettes pour identifier la ligne
source de perturbations électromagnétiques en ne disposant que du signal perturbé. Les
lignes du circuit imprimé sont supposées véhiculer des signaux logiques. Le probléme de
détection et d’identification des sources d’interférence générées dans les pistes de circuits
imprimés présente une grande importance lors de la conception des systémes électroniques
et devient de plus en plus complexe avec la croissance de la vitesse de commutation des
composants ¢lectroniques.

(iii) Développer une représentation temps-fréquence quadratique sans termes
d’interférences basée sur un modele de prédiction linéaire bilatérale temps-variant et
appliquer cette distribution a I’estimation de la fréquence instantanée.

(iv) Etendre la distribution temps-fréquence basée sur le modele AR bilatéral temps-
variant aux signaux vectoriels ou multicanaux non stationnaires issus de plusieurs capteurs.
L’analyse des signaux vectoriels ou multicanaux a recu beaucoup d’attention dans le cas
stationnaire. Cependant, les travaux de recherche ayant traité le cas non stationnaire sont
rares.
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Organisation de la these
La suite de la thése est organisée comme suit :

Le premier chapitre présente les distributions temps-fréquence linéaires et quadratiques
développées dans la littérature. Il a pour objectif d’illustrer les propriétés des différentes
distributions temps-fréquence. Dans la classe des représentations linéaires, on présente la
transformée de Fourier a court terme et la transformée de Gabor. Dans la classe des
représentations temps-fréquence quadratiques, on s’intéresse a la classe de Cohen en
développant quelques distributions temps-fréquence populaires telles que la distribution de
Choi-Williams et la distribution a noyau en cone. Un concept étroitement li¢ a I’analyse
temps-fréquence  est celui de la fréquence instantanée. Les différentes méthodes
d’estimation de la fréquence instantanée seront présentées dans ce chapitre.

Le deuxieme chapitre est consacré a 1’analyse en ondelettes. On se focalisera plus
particuliérement sur I’application des ondelettes a la détection des singularités dans les
signaux. Le chapitre développe également 1’algorithme dyadique d’analyse et de synthese
des signaux discrets et présente quelques exemples d’ondelettes qui seront utilisées par la
suite dans le probléme de 1’analyse des signaux d’interférences sur circuits imprimés. A la
fin du chapitre, on présente le principe de débruitage des signaux au moyen de I’analyse en
ondelettes.

Le troisiéme chapitre a pour objectif d’illustrer le phénoméne des interférences
¢lectromagnétiques sur les circuit imprimés en présentant 1’aspect théorique du probléme
de couplage électromagnétique des lignes. Le probléme de couplage électromagnétique est
traité dans les domaines temporel et fréquentiel. Le chapitre présente également 1’approche
de simulation des signaux d’interférences basée sur la méthode des différences finies dans
le domaine temporel.

Le quatrieme chapitre traite le probleme des interférences électromagnétiques sur les
circuits imprimés. Les signaux d’interférences peuvent causer un sérieux probléme
d’intégrité du signal, particuliérement entre les longues lignes paralleles. Une méthode
originale basée sur I’analyse en ondelettes est proposée pour détecter les signaux
d'interférences et localiser la ligne ayant généré ce signal perturbateur en ne disposant que
du signal perturbé.

Le cinquiéme chapitre présente les méthodes d’analyse temps-fréquence basées sur la
modélisation autorégressive. Dans ce chapitre on propose une distribution temps-fréquence
basée sur un prédicteur linéaire bilatéral temps-variant. Le modéle de prédiction linéaire
bilatérale temps-variant est utilis€ comme alternative pour améliorer les performances du
prédicteur linéaire unilatéral conventionnel en terme de résolution temps-fréquence. Dans
la deuxiéme partie du chapitre, la distribution temps-fréquence basée sur le modeéle AR
bilatéral est étendue aux signaux vectoriels ou multicanaux.

En conclusion de cette thése, nous résumons les principales contributions de ce travail
et nous suggérons les perspectives de recherche future.



Chapitre 1

Distributions temps-fréquence

1.1. Introduction

L’analyse conjointe temps-fréquence s’est imposée depuis deux décennies comme
alternative a D’analyse conventionnelle basée sur une représentation temporelle ou
fréquentielle confrontée a plusieurs limitations aussi bien au niveau de son interprétation
physique qu’au niveau de son domaine d’application. Le besoin d’une représentation
bidimensionnelle temps-fréquence devient crucial lors de 1’analyse des signaux non
stationnaires caractérisés par un contenu spectral temps-variant.

Bien qu’il existe un grand nombre de représentations temps-fréquence, un probleme
qui se pose est le choix de la représentation adéquate pour I’application envisagée. Ce
choix ne peut se faire sans connaitre les caractéristiques des différentes distributions
temps-fréquence. Ce chapitre a pour objectif de présenter deux classes importantes de
représentations temps-fréquence et de discuter de leurs caractéristiques. La premicre partie
du chapitre présente la classe des représentations temps-fréquence linéaires de type
transformée de Fourier a court terme et transformée de Gabor. La deuxiéme partie du
chapitre présente les représentations temps-fréquence quadratiques regroupées sous le nom
de la classe de Cohen. Quelques représentations temps-fréquence quadratiques basées sur
un modele paramétrique composé¢ d’une combinaison linéaire de fonctions gaussiennes
concentrées dans le plan temps-fréquence sont aussi présentées. Le concept de la fréquence
instantanée est étroitement 1i¢ a I’analyse temps-fréquence et présente une importance
capitale dans la caractérisation des signaux non stationnaires. La derniére partie du chapitre
résume les différentes méthodes d’estimation de la fréquence instantanée.

1.2. Distributions temps fréquence Linéaires

Une représentation temps-fréquence linéaire s’obtient en corrélant le signal avec une
famille de fonctions, appelées atomes temps-fréquence, localisées en temps et en
fréquence. Soit x(¢) un signal a énergie finie,

||x||§ = I |x(t)|2a’t <o (1.1)

—0o0

L’ensemble des signaux satisfaisant (1.1) forme 1’espace de Hilbert L% (R) dans lequel
on définit le produit scalaire entre deux signaux x(7) et y(¢) par

<x,y>= +fox(z) v () dt (1.2)

—00
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ou le symbole * dénote le complexe conjugué.

Considérons I’ensemble des atomes temps-fréquence {¢,}, ou ¢, est une fonction
normée de 1’espace de Hilbert dépendante d’un indice multiple y. La forme générale de la
représentation temps-fréquence linéaire associée a x(¢) s’écrit comme [Hla92]

T.(y)= [x(0)¢,(r)dr =< x,4, > (1.3)

Les propriétés d’une représentation temps-fréquence sont déterminées par la famille
des atomes temps-fréquence ¢, intervenant la construction de la distribution.

1.2.1. Transformée de Fourier a court terme

Un inconvénient majeur lié a ’analyse de Fourier classique est qu’elle ne permette pas
la localisation temporelle des composantes fréquentielles. La transformée de Fourier a
court terme a été proposée comme alternative pour introduire la localisation temporelle en
pondérant le signal par une fenétre glissante appropriée [Rab78, All77a,b, Por80]. Les
atomes de Fourier a court terme sont construits par translation et modulation d’une
fonction A(¢)

¢, (t)=h, ()= /" h(z - 1) (1.4)
La transformée de Fourier a court terme prend la forme suivante

Sx(t,f):Tx(r)h*(r—t)e_ﬂ”ﬁdr (1.5)

—00

La transformée de Fourier a court terme a I’instant ¢ n’est autre que la transformée de
Fourier du signal x(7) pondéré par une fenétre analysante / (7 - £) centrée autour de ¢. Le
résultat de I’analyse de Fourier a court terme dépend de la fenétre de pondération utilisée.

La résolution temps-fréquence de ¢, est représentée symboliquement dans le plan
temps-fréquence par un rectangle de larguer temporelle Az et de larguer fréquentielle Af
comme illustré sur la figure 1.1. L’aire des atomes d’information ne dépend pas de leur
position dans le plan temps-fréquence. L’inégalité, dite d’Heisenberg-Gabor, exprimée par
[Fla93]

AtAfzi (1.6)

limite la résolution conjointe en temps et en fréquence de ¢,.

La transformée de Fourier a court terme présente quelques propriétés intéressantes. En
particulier, elle préserve la propriété de translation fréquentielle ainsi que la propriété de
translation temporelle. Une expression de la transformée de Fourier a court terme dans le
domaine fréquentiel, duale a celle définie dans le domaine temporel, est donnée par
[Hla92]

Su(ef)= e [ XV (v~ e dv (1.7)

—00
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ou X(f) et H(f) sont les transformées de Fourier du signal x(¢) et de la fenétre temporelle
h(t), respectivement.

A part Pexistence du facteur de phase e”™, 1’expression (1.7) est analogue a

I’expression (1.5). Elle montre que la transformée de Fourier a court terme peut étre
interprétée comme la transformée de Fourier inverse du spectre pondéré X(v) H (v — ).

A

2 7 Af

fir Af

\/

t 1 t
Figure 1.1 : Représentation symbolique de la résolution temps-fréquence des atomes de
Gabor. Le produit Az.Af est constant quelle que soit la position de la fenétre glissante.

1.2.1.1. Interprétation de la transformée de Fourier a court terme en terme de filtrage

La transformée de Fourier inverse du spectre pondéré X(v)H (v — f) peut étre
interprétée comme le résultat de filtrage du signal x(¢) par un filtre de réponse fréquentielle
H'(v — ). Le filtre est de type passe bande centré autour de la fréquence d’analyse f. La
figure 1.2 illustre ’opération de filtrage permettant d’obtenir la transformée de Fourier a
court terme.

e Jj2nft

() —— h(~t) e/ *™ — Se(t, 1)

Figure 1.2 : Définition de la transformée de Fourier a court terme comme une opération de
filtrage.
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Cette formulation montre que la transformée de Fourier a court terme n’est autre
qu’une analyse par banc de filtres uniformes. La réponse en fréquence d’un filtre se déduit
d’une réponse fréquentielle unique par une translation fréquentielle (Figure 1.3).

15

0.5+

0

0 005 01 015 02 025 03 03 04 045 05
Fréqguence nommalisée

Figure 1.3 : Interprétation de la transformée de Fourier a court terme comme une analyse
par banc de filtres.

1.2.1.2. Résolution temps-fréquence

L’expression (1.5) montre qu’une bonne résolution temporelle de la transformée de
Fourier a court terme nécessite une fenétre /(f) de courte durée. De méme, 1’expression
(1.7) montre que la transformée de Fourier a court terme évaluée a une fréquence f est le
résultat de filtrage du signal x(f) par un filtre passe bande de réponse fréquentielle H (v — f)
et, par conséquent, une bonne résolution fréquentielle de la transformée de Fourier a court
terme nécessite un filtre a bande étroite, soit donc une fenétre d’analyse /() de longue
durée. Or, le principe d’incertitude sur la résolution temps-fréquence ne permet pas
I’existence d’une fenétre de durée arbitrairement courte et de bande de fréquence
arbitrairement étroite. La résolution temps-fréquence se trouve alors limitée.

L’amélioration de la résolution temporelle s’obtient au détriment d’une dégradation de
la résolution fréquentielle et vice versa. Le compromis de la résolution temps-fréquence
peut étre illustré en considérant deux cas extrémes. Si une fenétre d’analyse infiniment
courte (impulsion de Dirac) est utilisée, la transformée de Fourier a court terme se réduit au
signal x(7) lui méme préservant ainsi toutes les variations temporelles mais ne fournissant
aucune résolution fréquentielle. Contrairement, si une fenétre d’analyse constante est
utilisée, la transformée de Fourier a court terme se réduit a la transformée de Fourier
perdant ainsi toute localisation temporelle.

1.2.1.3. Décomposition temps-fréquence

Le signal x(¢) peut étre considéré comme la superposition de versions translatées en
temps et en fréquence d’un signal élémentaire g(¢),

+00 +00

x(t)= I _[Tx(f,v)[g(t—T)eﬂ”w]drdv (1.8)

—00 —00
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Si g(#) est centré dans le domaine temporel autour de t= 0 et dans le domaine
fréquentiel autour de £ = 0 alors g(t — 7) €°7 "' est centré autour de (7, V) dans le plan
temps-fréquence. La fonction 7.(z, f) renseigne sur le degré de contribution du voisinage du
point (¢, f) a la construction du signal x(¢). La transformée de Fourier a court terme peut
étre substituée a 7,(z, f) si la fenétre analysante /() satisfait la condition suivante [Hl1a92]

~+00
[g()n" (¢)dt =1 (1.9)
Donc, il vient
+00 +00 )
x(t)= J ISX(T,v)g(t—T)eJZ””drdv (1.10)

L’expression (1.10) permet de reconstruire le signal x(¢) a partir de la transformée de
Fourier a court terme. Etant donnée une fenétre d’analyse A(?), il existe une infinité de
choix pour la fenétre g() satisfaisant la condition (1.9). Un choix possible est g(¢) = A(¢).

1.2.1.4. Discrétisation de la transformée de Fourier a court terme

En pratique, la transformée de Fourier a court terme est évaluée en des points temps-
fréquence (nT, kF) équidistants, ou n et k sont des entiers

~+00
S (nT,kF)= [x(c)h" (r —=nT)e 277 dy (1.11)

—o0
La version discréte de 1’équation de reconstruction est donnée par

x(t)= +ZOO %on(nT,kF)g(t—nT)ejZ”(kF)’ (1.12a)

n=—o0 k=—o0

La relation (1.12a) reste valable tant que les pas d’échantillonnage 7 et F, la fenétre
analysante /(¢) et la fenétre de synthése g(#) vérifient la relation

% +Zw g(¢+k%—nTjh*(t—nT):5(k) pour tout ¢ (1.12b)

n=—00

avec 8(0) =1 et 8(k) = 0 pour k # 0.

Les versions discrétes des équations d’analyse et de synthése peuvent étre
implémentées en utilisant des méthodes basées sur la transformée de Fourier rapide ou au
moyen d’un banc de filtres [All77a].
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1.2.2. Expansion de Gabor

La relation de synthese (1.12a) peut étre interprétée comme une expansion du signal
x(¢) en versions translatées g, «(f) de fonctions élémentaires g(¢). La représentation qui en
résulte est I’expansion de Gabor exprimée par [Gab46, Baa80a, Hel66, MonL67, Wex90]

+00

xt)=Y chn,k gni(t) (1.13a)

n=—00 k=—00

ou les coefficients C,; sont les coefficients de Gabor et les fonctions élémentaires {g, «(¢)}
sont données par

g i () = g(t —nT)e/ 7" (1.13b)

Les parametres 7 et F sont les pas d’échantillonnage en temps et en fréquence,
respectivement. Le produit 7.F détermine la densité d’échantillonnage de la grille. Dans la
version originale de I’expansion de Gabor, les fonctions €élémentaires g, x(¢) n’étaient autres
que des fonctions gaussiennes translatées en temps et en fréquence parce que les signaux
gaussiens sont caractérisés par une localisation conjointe temps-fréquence optimale en
terme de principe d’incertitude. Les coefficients de Gabor C,; donnent une indication sur
le contenu temps-fréquence du signal autour du point (n , k). La forme analytique de la
fenétre gaussienne est donnée par

1/4
g(t) = (ﬁj el (1.14)
T

Les résolutions temporelle et fréquentielle peuvent €tre ajustées avec le paramétre a.
La résolution fréquentielle est d’autant meilleure (résolution temporelle mauvaise) que a
est petit et vice versa.

Pour qu’un signal a énergie finie puisse étre représenté par une combinaison linéaire de
fonctions de base de Gabor, cette dernicre doit étre complete. Une condition nécessaire
permettant de garantir une base complete est 7.F < 1 [Jan81, Dau91]. Cette condition
constitue une borne sur le pas d’échantillonnage temps-fréquence utilisé.
L’échantillonnage critique correspond a 7.F = 1. Dans ce cas, les coefficients de Gabor ne
sont pas redondants. Un pas d’échantillonnage 7.F < 1 introduit une redondance dans les
coefficients de Gabor et, par conséquent, les signaux de la base de Gabor ne seront pas
linéairement indépendants. Il convient de signaler qu’une base de Gabor avec une bonne
résolution temps-fréquence peut ne pas étre orthogonale. Si la base de Gabor est compléte,
la condition de bi-orthogonalité est exprimée par [Bas80, Dau92]

T anp Ot 0Vt = 50— m)o(k — ) (1.15)

—00

ou, de maniére équivalente, par
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Sy (nT kF)= jg r—nT)e 77 * T g7 — 5(n)S (k) (1.16)

La condition d’orthogonalité est suffisante pour la reconstruction parfaite du signal. La
construction d’une fenétre analysante est basée sur la théorie des frames [Dau92, Aus91].

1.3. Distribtions temps-fréquence quadratiques

Les distributions temps-fréquence linéaires sont désirables pour leur simplicité et leurs
propriétés élégantes. Cependant, lorsque on veut interpréter la représentation temps-
fréquence du signal comme une distribution d’énergie en fonction du temps et de la
fréquence, il est préférable de passer a des distributions temps-fréquence quadratiques.
Etant donné un signal x(7) a énergie finie, son énergie s’exprime par

2 e 2

= (@] de = [|x ()| daf (1.17)

o 2 2 . e e )
Les quantités |x(t)| et |X (f )| constituent des densités d’énergie temporelle et

spectrale du signal x(7), respectivement. Une distribution temps-fréquence énergétique 7.(z,
f) combine les densités d’énergie temporelle et spectrale en une seule distribution
d’énergie conjointe. Cette interprétation énergétique est exprimée par les propriétés
marginales suivantes :

jT t,f)df = p (¢ |x(t)| (1.18a)

[Tt f)dr = P.(f)=|x (1) (1.18b)

Ces relations expriment que les densités d’énergie unidimensionnelles py(¢) et P.(f) sont
des densités marginales de la distribution temps-fréquence 7,(¢, f) et que I’énergie du signal
est obtenue en intégrant 7.(z, f) sur le plan temps-fréquence entier [Coh89].

Plusieurs représentations temps-fréquence quadratiques peuvent étre interprétées en
terme de 1’énergie du signal bien qu’elles ne satisfont pas les propriétés de marginalité. Un
exemple de telles représentations est le spectrogramme défini par [Rab7§]

2
P(t, f)=1S,(t. 1) (1.19)
ou Sy(t, f) est la transformée de Fourier a court terme de x(z).

Les représentations temps-fréquence quadratiques possédent aussi une deuxi¢me
interprétation en terme de la fonction de corrélation. Une représentation temps-fréquence
corrélative combine la fonction de corrélation temporelle 7,(7) et la fonction de corrélation
fréquentielle R,(v)[Hla91, Hla92]. Les propriétés marginales dans ce cas s’expriment
comme suit :
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T.(c.0)=r.(c) = ijoox(t+r)x*(t)dt (1.20a)
1 0)= R )= [X(7+0)" () (1.200)

Les variables 7 et v dénotent le délai temporel et le décalage fréquentiel,
respectivement.
1.3.1. Distribution de Wigner-Ville
1.3.1.1. Définition et propriétés

La distribution de Wigner-Ville a été développée en mécanique quantique en 1932 par
E. P. Wigner et introduite en traitement du signal par J. Ville en 1948 [Vil48]. Elle est
exprimée par [ClaT80a,c]

WVD (¢, f)= T)x(t +%j x*(t _%j o i27fT g, (121)

—00

La distribution de Wigner-Ville peut étre exprimée comme la transformée de Fourier
de la fonction de corrélation temporelle instantanée g.(z , 7) ou comme la transformée de
Fourier inverse de la fonction de corrélation spectrale O.(f', V)

WVD.(t, f) = qu(z,r)e‘fz”f “dr = TQX (f.v)e!?dy (1.22a)

Ol‘l . T * T
qx(t,r)—x[t+EJx (t—zj (1.22b)
Qx(f,V)=X(f+%jX*(f—%j (1.22¢)

Parmi toutes les représentations temps-fréquence énergétiques, la distribution de
Wigner-Ville satisfait un grand nombre de propriétés mathématiques désirables et possede
des performances supérieures a celles du spectrogramme [ClaT80a,c, Coh89, Hla92].
Cependant, elle peut prendre des valeurs négatives et, par conséquent, elle ne satisfait pas
une propriété¢ fondamentale de la densité spectrale d’énergie qui est la positivité [Jan85,
Mou85]. Les signaux gaussiens sont les seuls signaux a avoir une distribution de Wigner-
Ville positive. Pour obtenir des distributions d’énergie positives pour tous les signaux, il
est nécessaire de faire une opération de moyennage sur la distribution de Wigner-Ville ce
qui entraine une dégradation de la résolution temps-fréquence.

La distribution de Wigner-Ville est caractérisée par une grande concentration temps-
fréquence [Jon92, Jan82, ClaT84]. Cependant, elle présente un inconvénient majeur lié a sa
nature quadratique. La distribution de Wigner-Ville des signaux multi-composantes
présente des termes d’interférences appelés aussi cross-termes ou artéfacts qui rendent
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difficile son interprétation. Le probleme des termes d’interférences peut étre illustré en
considérant I’exemple d’un signal x(¢) contenant deux composantes x;(¢) et x2(),

x(t) = x;(£) + x5 () (1.23)

La distribution de Wigner-Ville correspondante s’écrit comme

WD, (1, f)=WVD, (1. f)+WVD, (¢, f)+WVD, . (t.f)+WVD, . (¢ f)

=WVD, (¢, f)+WVD,, (t. )+ 2ReWVD, . (¢, f)f (1.24)

ou WvVD (t, f ) désigne la distribution de cross Wigner-Ville définie par

X1,X2

+00
— N I PR P 24
WVDy, , (t.f)= J xl(t+ 2jx2(t 2]6 dr (1.25)

—00

La distribution de Wigner-Ville du signal a deux composantes apparait comme la
somme de trois distributions. Deux distributions, appelées auto-termes ou termes propres,
sont associées aux composantes x;(¢) et x(f) formant le signal et une distribution appelée
cross-terme ou terme d’interférence est le résultat d’interaction entre les deux
composantes. Le terme d’interférence est le résultat de la transformation non linéaire
caractérisant la distribution de Wigner-Ville. La figure 1.4 montre, comme exemple, la
distribution de Wigner-Ville du signal composé de deux atomes de Gabor exprimé par

(=1, =)

025 ——— 025 5
x(l‘)=(72'62) e 20° ejzﬂfot+(7mz) e 200 It (1.26)

outy=0.05s,14 =0.16s, fo = 200 Hz, f; = 100 Hz, o= 0.01. Le signal de duré¢ 0.25 s est
échantillonné a 1 kHz.

Sur la figure 1.4b, on peut facilement identifier les termes propres aux fréquences 100
Hz et 200 Hz et le terme d’interférence localis¢€ entre les deux termes propres. En général,
la distribution de Wigner-Ville d’un signal a K composantes est composée de K auto-

termes et de C12< = K(K — 1)/2 termes d’interférences [Fla84]. Les termes d’interférences
de la distribution de Wigner-Ville apparaissent entre chaque deux composantes et sont
reconnus par leur caractére oscillatoire. Les termes d’interférences rendent difficile
I’interprétation du diagramme temps-fréquence limitant ainsi 1’intérét pratique de la
distribution de Wigner-Ville.

Les termes d’interférences peuvent étre réduits en utilisant le signal analytique (signal
complexe). Le signal analytique associ¢ a un signal réel est obtenue en annulant la partie
négative du spectre et en doublant la partie positive pour préserver 1’énergie.
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Figure 1.4 : Représentation temporelle du signal composé de deux atomes de Gabor (a) et
sa distribution de Wigner-Ville (b). Comme observé sur la figure, la distribution de
Wigner-Ville est composée de deux termes propres associés aux composantes contenues
dans le signal et d’un terme d’interférence situé entre les deux termes propres.

1.3.1.2. Discrétisation de la distribution de Wigner-Ville

Le processus de discrétisation ne permet pas de préserver toutes les propriétés de la
distributions de Wigner-Ville continue. De nombreuses définitions de la distribution de
Wigner-Ville discréte ont été proposées dans la littérature [ClaT80b, ClaT83, Pey86]. En

changeant la variable d’intégration dans (1.21) a 8 = %, la distribution de Wigner-Ville
s’écrit comme
+00 .
WVD,(t, f)=2 [x(t+0)x"(t - 0)e7*7? a6 (2.27)

En supposant que le signal est échantillonné a une fréquence f;, 1’évaluation de (2.27) aux
instants discrets n/f; donne la distribution de Wigner-Ville a temps discret

n _ n+m)\| x| n—m —jammf ] f,
WD, —,f|=2 3 x[ jx[ ]e’ , 0<n<N-1 (2.28)
[fs ] ‘m‘<N/2 fs fs

ou n et m sont les variables discrétes correspondantes aux variables continues ¢ et 7,
respectivement.

A partir de (2.28), on observe que WVD,(n/fs, f) est périodique en f de période fi/2.
D’autre part le spectre discret de x(n), noté X(f), est périodique de période f;. Si le signal a
temps continu est échantillonné a une fréquence f; égale a la fréquence de Nyquist, alors
les contributions dans la distribution de Wigner-Ville du signal a temps continu dans

Pintervalle f; /4 <|f|< f,/2 sont repliées vers I'intervalle |f| < f; /4 de la distribution de

Wigner-Ville a temps discret résultant en une distorsion de I’information. Pour éviter cette
distorsion causée par le repliement spectral, le signal doit €tre suréchantillonné au moins
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d’un facteur de 2. En posant f; = 1, I’évaluation de (2.27) aux fréquences /2N conduit a la
définition de la distribution de Wigner-Ville discréte suivante [ClaT80b,83, ChaD82]

WVD . (n,k)=2 Yx(n+mi (n—m)e ™ N  0<n<N-1,0<k<N-1 (229)
|m|<N/2

Une définition de la distribution de Wigner-Ville discréte peut étre obtenue en
discrétisant la forme donnée par (2.21), ce qui conduit a

N-1 * ‘

wyvD, (nk)= 3 x L [y P P (1.30)

* 2 2
m=—N

Lorsque m est impair, le calcul nécessite la connaissance des valeurs du signal aux
instants non entiers. Ces valeurs sont calculées par interpolation du signal en ajoutant des
zéros a sa transformée de Fourier, ce qui permet d’éviter le probléme de repliement. La
version interpolée de x(n), notée Xx(n), est un signal de longueur 2N ayant pour

transformée de Fourier X (f)définie & partir de la transformée de Fourier de x(n) par
[Mal98]

2X (k) si0<k<N/2

~ 0 si N/2<k <3N/2

X (k)= ) (1.31)
2X(k-N) si3N/2 <k <2N
X(N/2) sik=N/2,3N/2

Le calcul de la transformée de Fourier inverse montre que x(2n) = x(n)pour 0 <n <N
— 1. Pour n n’appartenant pas a I’intervalle [0, 2N — 1], X(n) est posé égal a 0. La version
discréte de la distribution de Wigner-Ville prend la forme suivante

2n+m)x" (2n- m)e_ﬂ”km/N

M=

wvD, (nk)= Y %
m=—N
IN-1 . —j27(2k)m
=Y ¥2n+m-N)¥ 2n-m+N) 2V (1.32)
m=0

Pour un intervalle 0 < n < N — 1, la distribution de Wigner-Ville discréte est la

transformée de Fourier discréte du signal y(m)=XQ2n+m—N)X (2n—m+ N)évaluée
aux fréquences 2k.

Une autre forme de la distribution de Wigner-Ville discréte a été proposée dans
[Pey86]. Dans cette approche, la discrétisation est considérée dans les domaines temporel
et fréquentiel, chacun a part, puis simultanément. dans les domaines temporel et
fréquentiel. Dans chacun des cas, le probléme de repliement spectral a été étudié et une
formule de reconstruction de la distribution de Wigner-Ville a été¢ proposée. L’expression
de la version discréte en temps et en fréquence de la distribution de Wigner-Ville a été
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obtenue en échantillonnant le signal continu a un pas d’échantillonnage 7 sur tout
I’intervalle NT puis en le rendant périodique de période NT. La distribution de Wigner-
Ville discréte en temps et en fréquence qui en résulte est de la forme

—jrk

1 N1 * (Zm—n)
WVDx(n,k)zﬁ zox(m)x (n—m)e N ,0<n<2N-1,0<k<2N -1 (1.33)
o

Pour éviter le phénomene de repliement spectral, un suréchantillonnage d’un facteur 2
du signal original est nécessaire.

Notons que le repliement spectral causé par la discrétisation de Wigner-Ville peut
¢galement étre évité sans avoir recours au processus de suréchantillonnage en analysant le
signal analytique de x(n) [Boa8&8].

1.3.2. Fonction d’ambiguité

La fonction d’ambiguité est une représentation temps-fréquence corrélative définie par
[Coh85a,b, Aus85]

+00 .
AF (z,v)= | ;{w%}i“(z —%)e‘ﬂﬂwa’t (1.34)

—00

ou rest le délai temporel et vest son dual dans le domaine fréquentiel appelé Doppler. En
utilisant les fonctions de corrélation temporelle et spectrale, il vient

AF (z,v)= T q.(t,7)e 2™V dr = T 0. (f.,v)e! /T df (1.35)

—00

ou gt , 7) et O(f, v) sont les fonctions de corrélation temporelle et spectrale données
respectivement par (1.22b) et (1.22¢).

La fonction d’ambiguité satisfait les propriétés marginales corrélatives et elle maximale
a I’origine et sa valeur maximale est égale a 1’énergie du signal

AF (z,v) < 4,(0,0)= T x(t) dt (1.36)
|4F,(z.v)

—0o0

La distribution de Wigner-Ville et la fonction d’ambiguité sont duales dans le sens
qu’elles sont des paires de transformées de Fourier [ClaT80c, Szu84]

AF,(z,v)= T TWVDX (¢, £)e 7272 ) g qf (1.37)

—00 —00

Les termes d’interférences de la fonction d’ambiguité sont situés de part et d’autre de
I’origine dans le plan (7, v) [Jan82, Fla84]. La figure 1.5 montre, comme exemple, la
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fonction d’ambiguité du signal composé de deux atomes de Gabor. La composante centrée
sur I’origine correspond au terme propre alors que les composantes situées de part et
d’autre de I’origine sont associées au terme d’interférence.

Doppler [Hz]

L L L L L
01 -0.05 [o] 0.05 01 0.15

Délai [s]

Figure 1.5: Fonction d’ambiguité du signal composé de deux atomes de Gabor. La
composante centrée sur I’origine correspond aux termes propres alors que les composantes
situées de part et d’autre de I’origine sont associées aux termes d’interférences.

1.3.3. Classe de Cohen

En introduisant une fonction paramétre ¢c(7 , V) appelée noyau, les différentes
distributions temps-fréquence peuvent étre regroupées dans une forme générale unique
connue sous le nom de la classe de Cohen [Fla80, Coh89, Hla91]. La classe de Cohen
comprend toutes les distributions temps-fréquence présentant une dépendance d’ordre 2 du
signal. Chaque distribution temps-fréquence est caractérisée par une fonction noyau
bidimensionnelle qui détermine ses propriétés. Une représentation temps-fréquence
membre de la classe de Cohen est définie par [Coh89]

+00 400 +00

C.t.fi0c)=] | Iefz”(‘”"f*m)q)c(r,v)x(u+§jx*(u—§jdvdrdu (1.38)

—00 —00 o0

En introduisant une fonction noyau, il est possible de développer une distribution
temps-fréquence avec certaines propriétés en imposant des contraintes a la fonction noyau
et non a la distribution elle-méme. Le spectrogramme et la distribution de Wigner-Ville
apparaissent comme des membres de la classe de Cohen.

Chaque membre de la classe de Cohen peut étre interprété comme une version filtrée

bidimensionnelle de la distribution de Wigner-Ville. Toutes les distributions de la classe de
Cohen satisfont la propriété de translation temporelle et fréquentielle [H1a92],

F() = x(t~10)e”?™ = T, ) =T (t~to, f = f) (1.39)
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Une distribution peut étre étudiée dans quatre domaines différents qui peuvent étre mis
en évidence en exprimant la classe de Cohen en fonction de la distribution de Wigner-Ville
ou de la fonction d’ambiguité [Jeo92, Coh85a,b]

Coltefi00)= | AR (@)pc(ew)e T az dy

—00 —00

400 400

= [ [WVD,(u,&)®c(t—u, f - E)dudé

—00 —00

+00 +00

= q u,t)yolt—u,rt e/ dudr
[ Ja.wo)ycle—ur)e 2/

—00 —00

+00 +00

= [ [O.(Ev)We(f—&v)e*™dvde (1.40)

—00 —00

ou o7, V), DAt , 1), wc(t, 1) et Y(f, v) sont les fonctions noyaux bidimensionnelles
dans les différents domaines.

La figure 1.6 montre les relations entre les quatre domaines des distributions de la
classe de Cohen ainsi que les fonctions noyaux correspondantes. Les quatre domaines sont
reliés par la transformation de Fourier. La fonction noyau a pour objet d’altérer le domaine
correspondant afin de préserver les propriétés désirées et supprimer les propriétés non
désirées.

La distribution de Wigner-Ville est fondamentale pour la classe de Cohen. En effet,
toutes les autres distributions sont générées par une convolution bidimensionnelle de la
distribution de Wigner-Ville avec une fonction noyau. Néanmoins, toute autre distribution
peut étre utilisée a la place de la distribution de Wigner-Ville. Cette derniére apparait
comme une distribution de la classe de Cohen caractérisée par la fonction noyau ¢c(7, v) =
1. Notons qu’une approche pour I’implémentation pratique des membres de la classe de
Cohen a été proposée dans [Je092b].

1.3.4. Propriétés désirables des représentations temps-fréquence

Les propriétés d’une certaine distribution temps-fréquence dépendent de la fonction
noyau ¢@c (r,v) qu’elle utilise. Ces propriétés peuvent étre exprimées comme contraintes
imposées a la fonction noyau. Le tableau 1.1 montre les propriétés désirables des
représentations temps-fréquence et les contraintes que la fonction noyau (ou sa transformée
de Fourier en temps, en fréquence ou en temps et en fréquence) doit satisfaire [Lou93].
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Fonction de corrélation temporelle

qx(t T)®t\lfc(f T)
IF, /
Ft
F.IF,

Fonction Ambiguité Distribution de Wigner-Ville
AF v )ock.v) VD, f)®, ® . f)

//

0, (fv)®, ¥c(f.v)

Fonction de corrélation spectrale

A

(a)
v C(tar )

IF, A

F‘r
F.IF,
Y C (Z’ f)
IF,
Ye(fv)

(b)

Figure 1.6 : Relation entre les différentes représentation temps-fréquence et les fonctions
noyaux dans les différents domaines. Les symboles F et IF désignent les transformées de
Fourier directe et inverse, respectivement et ® dénote ’opération de convolution. (a)
Relation entre les représentations temps-fréquence. (b) Relation entre les fonctions noyaux.
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Propriété Contrainte
Invariance a la translation temporelle @O (z', v) est indépendant du temps ¢
Invariance a la translation fréquentielle P (z‘,v) est indépendant de la fréquence f
Energie oc (0,0) =1
Marginalité temporelle oc (0, v) =1, Vv
Marginalité fréquentielle ®c (z-,O) =1, Vr
Réalité oc(v.v)=gc(-7,v)
Fréquence instantanée a partir de la 0
@c (0, v) =let —[goc (T’V)]r:O =0, Vv

fréquence moyenne

Retard de groupe a partir du temps moyen

Support temporel fini +00 ‘ |r|

Support fréquentiel fini +00 .
upp qu M’C (T’V)e—JzzzfrdT -0, |f| >%

—00

Unitarité oc (r, v) =1, Vv,r

Tableau 1.1 : Propriétés désirables des représentations temps-fréquence et les contraintes
imposées a la fonction noyau.

1.3.5. Distribution de Wigner-Ville lissée

La distribution de Wigner-Ville est trés attractive du point de vue des propriétés
mathématiques. Cependant, la présence de termes d’interférences limite son intérét
pratique. Plusieurs fonctions noyaux ont été proposées pour réduire les termes
d’interférences. Ces derniers ont un caractére oscillatoire et, par conséquent, ils peuvent
étre atténués par une opération de lissage (filtrage passe bas). Sachant que toute
distribution de la classe de Cohen peut étre obtenue au moyen d’une opération de
convolution bidimensionnelle de la distribution de Wigner-Ville avec une fonction noyau,
cette dernicre doit avoir la propriété d’un filtre passe bas afin de permettre un lissage de la
distribution de Wigner-Ville. Une telle fonction noyau est qualifiée de fonction de lissage.

Le passage au domaine d’ambiguité permet d’illustrer I’opération de lissage. En effet,
dans le domaine de Wigner-Ville, les auto-termes et les termes d’interférences sont
mélangés et, par conséquent, il n’est pas possible de distinguer la région qui correspond
aux auto-termes de celle associée aux termes d’interférences alors que ceci devient
possible en passant au domaine d’ambiguité. Dans le domaine de Wigner-Ville, les termes
d’interférences sont situés entre les auto-termes alors que dans le domaine d’ambiguité, les
termes d’interférences sont situés de part et d’autre de 1’origine. Les distributions a noyau
ont pour but de transférer la distribution de Wigner-Ville a la fonction d’ambiguité,
multiplier la fonction d’ambiguité par une fonction noyau passe bas concentrée autour de
I’origine dans le plan (7, v) afin d’atténuer les termes d’interférences et enfin retourner au
plan temps-fréquence (¢, f).
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Bien que I’opération de lissage permette d’atténuer les termes d’interférences, elle
conduit & une diminution de la résolution temps-fréquence d’ou I’existence d’un
compromis entre une forte atténuation des termes d’interférences et une bonne
concentration temps-fréquence. Une fonction noyau ayant un support étalé¢ dans le domaine
de Wigner-Ville (correspondant a une fonction passe bas étroite dans le domaine
d’ambiguité) conduit a une forte atténuation des termes d’interférences mais elle résulte en
une mauvaise concentration temps-fréquene. Contrairement, une fonction de lissage ayant
un support étroit dans le domaine de Wigner-Ville (correspondant a une fonction de
support ¢étalé¢ dans le domaine d’ambiguité) est caractérisée par une faible atténuation des
termes d’interférences et une bonne concentration temps-fréquence. Deux distributions a
noyau trés populaires sont la distribution de Choi-Williams et la distribution a noyau en
cone appelée aussi distribution de Zhao.

1.3.5.1. Distribution de Choi-Williams

La distribution de Choi-Williams [ChoH89] est particulierement intéressante pour
I’analyse de signaux multi-composantes. Elle utilise un noyau qui a pour effet de réduire
les termes d’interférences causés par la nature non linéaire de la transformation.

Considérons un signal x(¢) a K composantes x{¢),i=1,2,..., K
K
x(t) =2 x; (1) (1.41)
i=l

Le développement du terme x(u +§jx*[u —%) qui figure dans I’expression (1.38)

définissant les distributions de la classe de Cohen donne
Au+l|xu-L —§x ut+|xu-L |+ PIDIP ut+|xu-L
2 2) o 'Co2)'0 2) S0 2)0 2
La distribution temps-fréquence s’écrit comme
K
Colt, f30¢)= X Cr (1. 300 )+ LX.Cors (. f30¢) (1.42)

i=1 i#]

ou

~+00 +00 +00 " (_ 5 ) T " T
Cxi,xj(taf3§0c)= [ [ [e" vi—of +vu ¢C(T>V)xi(”+5jxj[”_EJdVde” (1.43)

—00 —00 —00

Une distribution temps-fréquence de la classe de Cohen d’un signal mult-composantes
est composée des distributions de chaque composante et des termes d’interférences
résultant de I’interaction entre les différentes composantes.

Il s’en suit de (1.43) que l’amplitude et la forme des termes d’interférences sont
déterminées par la fonction noyau @c(7, v). D’une part, les termes causent des problémes
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d’interprétation et peuvent affecter le processus de traitement ultérieur et, d’autre part, ils
font partie de la distribution temps-fréquence.

La distribution de Choi-Williams est un membre de la classe de Cohen obtenue en
prenant pour fonction noyau la fonction donnée par [F1a93, ChoH89]

~(mve )2

oow (T,v)=e 20° (1.44)

ou o> 0 est un facteur d’échelle.

En substituant la fonction noyau ¢cp(7 , V) donnée par (1.44) dans (1.38), la
distribution de Choi-Williams s’écrit comme

W, (1, f)= +foe‘ﬂ’?f{+fo%e—202(u—f)2/ o x(u + %)x*[t —9 du}dr (1.45)

L’effet du noyau de Choi-Williams sur les termes d’interférences apparait clairement
en examinant la fonction d’ambiguité qui s’écrit comme

AF (z,v;p0 )= T TCx (t, f; (pC)eﬂ”(w”f)dt df (1.46)

—00 —00

En combinant (1.38) et (1.46), il vient

+

AF, (z,v;00 )= pc(z,v) | ejz’w”x(u +%)x*[u —%jdu (1.47)

—00

La fonction d’ambiguité d’un signal composé¢ de K composantes prend la forme
suivante

K
AFx(z-’V;(DC)= ZAFxl-,xi (T>V;¢C)+ ZZAFxl-,xl» (T,V;(DC) (1-473)
i=1 i#] ‘
ou
+00 " r N T
AF,  (cvipc) = oc(ew) [of ( 5) (“‘5)"” (1.47b)

+oo .
AF, ., (r,vipc )= 0c(z,v) jeﬂ”"“xi(u +%jxj[u —gjdu, i#j (1.47¢)

La fonction d’ambiguité du signal multi-composantes apparait comme la somme des
auto-termes associés aux différentes composantes et des termes d’interférences associés
aux paires de composantes. Les auto-termes sont donnés par (1.47b) et les termes
d’interférences sont exprimés par (1.47c). Une caractéristique des auto-termes donnés par
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(1.47b) est qu’ils passent par 1’origine alors que les termes d’interférences sont situés de
part et d’autre de I’origine. Par conséquent, les auto-termes sont renforcés et les termes
d’interférences sont atténués si une forte pondération est appliquée aux régions (7, V)
proches de I’origine et une faible pondération est appliquée aux régions (7, v) loin de
I’origine. Le noyau exponentiel donné par (1.44) remplit bien cette fonction. La figure 1.7
montre la distribution de la fonction noyau de Choi-Williams dans le domaine d’ambiguité
pour o =1 et o= 10. Le facteur d’échelle & permet de réaliser un compromis entre la
résolution temps-fréquence et I’atténuation de I’amplitude des termes d’interférences. Une
grande valeur de o a pour effet d’augmenter la concentration des auto-termes et donc la
résolution temps-fréquence de la distribution mais elle a pour effet d’atténuer faiblement
les termes d’interférences. Inversement, une petite valeur de o permet d’atténuer fortement
les termes d’interférences mais elle conduit & une faible résolution temps-fréquence. La
figure 1.8 montre la distribution de Choi-Williams du signal composé de deux atomes de
Gabor donné par (1.26) pour trois valeurs différentes du paramétre o.

Lo e &

N

Anplitude

o .

8

. . . . . . . .
o] 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0] 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Temps [s] Temps [s]

(a) (b)

Figure 1.8 : Illustration de la distribution de Choi-Williams du signal composé de deux
atomes de Gabor pour différentes valeurs du parameétre o. (a) Représentation temporelle du
signal. (b) Distribution de Choi-Williams pour o= 0.05. (c) Distribution de Choi-Williams
pour o= 1. (d) Distribution de Choi-Williams pour o= 10.
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Figure 1.8 (suite)

Les représentations temps-fréquence développées dans [Jeo92c] sont basées sur la
méme idée que celle utilisée dans le développement de la distribution de Choi-Williams
mais en incorporant des propriétés désirables a la fonction noyau. Ces distributions sont a
interférences réduites et possédent un plus grand nombre de propriété¢ désirables que la
distribution de Choi-Williams.

1.3.5.2. Distribution temps-fréquence a noyau en cone

La fonction noyau en cone proposée dans [Zha90] est localisée uniquement autour de
’origine et sur ’axe 7. Elle est exprimée par

Pegne (T,v) =777 VT (1.48)

T

Le noyau en cone permet de supprimer les cross-termes situés dans la méme région
que les termes propres mais au prix d’une perte de la propriété de marginalité fréquentielle.
La figure 1.9 illustre la fonction noyau en cone pour deux valeurs de o.

A S &
A S &

N
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Vv o :‘: y o
2 2
4 4
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8 8
W s 4 2 o0 2z 4 6 s D W s w4 2 o0 2z 4 6 s
T T
(a) (b)

Figure 1.9 : Fonction noyau en cone pour o= 1 (a) et o= 10.
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1.3.5.3. Spectrogramme
Le spectrogramme peut étre exprimé par [ClaT80c]

SPM (1, £) = +jw +foWVD;, (u—1,& = fIWVD, (u,&)du d (1.49)

—00 —00

Le spectrogramme apparait comme une version lissée de la distribution de Wigner-
Ville. L’opération de lissage agit comme un filtre passe-bas sur les termes d’interférences
de caractere oscillatoire réduisant ainsi leur proéminence. La fonction de lissage Dgp(1 , f)
n’est autre que la distribution de Wigner-Ville de la fenétre d’analyse A(f) avec
retournement des axes

O p(t, /)= WVD, (-1~ f) (1.50)

Le lissage dans le spectrogramme est intense ce qui conduit non seulement a une forte
atténuation des termes d’interférences mais aussi & une dégradation importante de la
résolution temps-fréquence [Jeo92a, Kad92b]. L’¢étalement temporel A¢ et 1’étalement
fréquentiel Af de la fonction de lissage Wsp(f, f) déterminent le compromis entre
I’atténuation des interférences et la résolution temps-fréquence.

La quantité et le nombre de termes d’interférences dans le spectrogramme d’un signal
multi-composantes dépendent de la structure de ce dernier. Si les supports temps-fréquence
des transformées de Fourier a court terme de deux composantes ne se chevauchent pas
alors le terme d’interférence correspondant est nul. Le nombre de termes d’interférences

dans le spectrogramme d’un signal contenant K composantes peut varier entre 0 a C[2<
termes d’interférences. Contrairement a la distribution de Wigner-Ville qui contient un

nombre constant de C12< termes d’interférences. Une autre différence entre le
spectrogramme et la distribution de Wigner-Ville concerne la géométrie des termes
d’interférences. Dans le spectrogramme, les termes d’interférences correspondants a
chaque deux composantes sont situés dans la région de chevauchement de leurs supports
temps-fréquence alors que dans la distribution de Wigner-Ville, ils sont situés entre les
termes propres.

1.3.5.4. Distribution de Pseudo Wigner-Ville

La distribution de pseudo Wigner-Ville lissée permet d’ajuster les largeurs temporelle
At et fréquentielle Af librement et indépendamment 1’une de 1’autre [Jac83]. La distribution
de pseudo Wigner-Ville lissée est définie par

+00 +00

PwvDEM (e, )= | [gle—u)H(f ~EWVD, (u,&)du d& (1.51)

—00 —00

La distribution de pseudo Wigner-Ville est définie par une fonction de lissage
séparable @pwyp(t, f) = g(f) H(f), ou g(¢) et H(f) sont deux fonctions de pondération dont
les longueurs effectives déterminent indépendamment les largeurs de lissage temporelle Az
et fréquentielle Af, respectivement. Le découplage des opérations de lissage temporel et
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fréquentiel permet une grande flexibilité. Le cas particulier correspondant au choix g(¢) =
0(?) (At = 0) conduit a la distribution de Wigner-Ville.

1.3.5.5. Autres distributions de la classe de Cohen

L’analyse des signaux multi-composantes constitue jusqu’a présent un sujet de
recherche actif. Il n’existe pas une distribution temps-fréquence unique qui donne des
résultats satisfaisants pour tous les signaux. L’objectif de ces recherches consiste a
améliorer les performances des distributions temps-fréquence en développant des
distributions a termes d’interférences atténués tout en préservant les termes du signal et/ou
les propriétés mathématiques désirables. Généralement, ceci s’obtient en concevant des
fonctions noyaux appropriées. Des exemples de distributions temps-fréquence développées
durant la derniére décade pour 1’analyse des signaux multi-composantes sont la distribution
exponentielle généralisée [Bou91], la distribution de Butterworth [Pap92]. Plus
récemment, il a ét¢ montré que la distribution temps-fréquence utilisant la fonction noyau
proposée dans [BarBO1] posséde des performances, en terme de résolution temps-
fréquence et suppression des termes d’interférences, supérieures a celles de la distribution
de Wigner-Ville et du spectrogramme.

1.3.6. Représentations temps-fréquence basées sur les fonctions gaussiennes
adaptatives

Cette catégorie de représentations temps-fréquence repose sur une approche différente
de celle développée dans les sections précédentes. L’approche consiste a substituer au
signal a analyser un modele paramétrique composé d’une combinaison linéaire de
fonctions gaussiennes concentrées dans le plan temps-fréquence. Une fois calculés, les
paramétres du modele sont utilisés dans le calcul de la distribution temps-fréquence.

1.3.6.1. Expansion dans la base gaussienne adaptative

Le signal x(¢) est exprimé comme une combinaison linéaire de fonctions élémentaires
hy(t) localisées en temps et en fréquence [Qia94b]

x(0)= Y B, (1) (1.52)

p=0

Pour mieux modéliser le comportement non stationnaire du signal, des fonctions
¢élémentaires gaussiennes /,(f) caractérisées par une largeur ¢, et un centre temps-
fréquence (¢, , f,) ajustables sont utilisées dans la décomposition (1.52)

h)=g,—1,)e "7 (1.53a)

2
ou _r

gp(t)z(mxp)_o'zse Zap, a, eR”, ty,fp €R (1.53b)

Les fonctions gaussiennes g,(¢) sont caractérisées par une résolution temps-fréquence
optimale au sens du principe d’incertitude d’Heisenberg. Le paramétre ), dans (1.53b)
détermine le compromis entre les résolutions en temps et en fréquence. Les parametres a,,
t, et f, sont choisis de manicre a ce que /,(f) ressemble au mieux a x(¢).
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Les fonctions gaussiennes utilisées dans I’expansion (1.52) ne constituent pas une base
orthonormée et, par conséquent, les coefficients B, ne sont pas, en général, uniques. La
procédure de calcul des parametres B, ), t, €t f, se résume comme suit :

A chaque étape p (étape initiale p = 0), les parameétres o, ¢, et f, sont choisis tels que
400 2
*

2
‘rp‘ =MaXy 1.0y jxp(t)hp(t)dt ,apeR+, ty,f, €R (1.54)

—0o0

2
‘BP‘ = MAX gt Sy

A T’étape initiale, on pose x (t) = x(t). Pour p > 1, x,(?) est la différence entre x,, - 1(f) et
sa projection sur /4, . (¢)

xp(t)= xpfl(t)_Bpflhpfl(t)

Or, la fonction £,(¢) est normalisée, ce qui permet d’écrire
o O =l s O =18,

ou |||| dénote la norme Euclidienne.

Les coefficients B, sont calculés en utilisant (1.54). Apres Q étapes, il vient

o{0)= iogphp (1) + xpm (1)

et

0 2
2 2
[N = 2|8, | +[xou (@)

p=0
ou xp + 1(¢) est une erreur (résidu) monotone décroissante qui tend vers zéro lorsque Q
devient grand.
Lorsque Q tend vers I’infini, le signal reconstruit sans erreur s’écrit comme

x(f) = %Bphp 0)

ou

B, = [x, () (t)ds
) ()= x, ()-8, 0
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La norme de lerreur xp + 1(f) décroit lorsque le nombre de fonctions élémentaires
utilisées dans la décomposition (1.52) augmente. L’erreur de reconstruction du signal x(7) a
I’étape Q peut tre exprimée au moyen du rapport signal a bruit (RSB) donné par [Qia94b]

RSB =10lo M
= g 5 (1.55)
o)
On montre que [Qia94b]
HxQH(t)H o )| HHsme H <[w(0)|* (sin Oppax )22 (1.56a)
ou <x, h > B
cosd, = (1.56b)
ol T

Une approche similaire appelée poursuite adaptative (Matching Pursuit) a été
développée indépendamment dans [Mal93] et plusieurs algorithmes efficaces permettant
d’estimer les parameétres intervenant dans la décomposition ont été proposés [Goo99,
GriR01, GriR03].

1.3.6.2. Représentations temps-fréquence a interférences supprimées

Ces représentation temps-fréquence sont basées sur la décomposition du signal dans la
base des fonctions gaussiennes. En prenant la distribution de Wigner-Ville des deux
membres de 1’équation (1.52), il vient [Qia94a,b]

o 2
WYD. (. f)= Y|B,| WD, (0 -1,)+
p=0

t, +t f,+f
2y ZRe{‘Bqu‘WVD ( p2 9 r- p2 "J} (1.57)

p=0 g>p

La distribution de Wigner-Ville de x(¢) apparait comme la somme de deux termes. Le
premier terme est une combinaison linéaire de distributions de Wigner-Ville non négatives
de fonctions gaussiennes décalées en temps et en fréquence et concentrées en (¢, , f,). Le
second terme est la somme de distributions de cross Wigner-Ville de fonctions gaussiennes

. : . 1 1 s .
oscillatoires concentrées en [E(tp +1, )’E(fp + fy )j Si I’énergie contenue dans les

termes d’interférence est négligeable alors les auto-termes seules peuvent étre utilisés pour
représenter le signal. La représentation temps-fréquence qui en découle s’appelle
distribution a termes d’interférences supprimés. Elle est non négative et ne comprend pas
de termes d’interférences.

La représentation temps-fréquence a termes d’interférences supprimés peut éEtre
construite en utilisant la décomposition de Gabor de x(¢)
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+00 +00

x(t)= 3 3.C,,glt—mAT)e/>7 A (1.58a)
M=—00 =—00
ou
+00
Cpup = [x(e)h" (¢ —=mAT )e 727" dt (1.58b)

La fonction d’analyse /(¢) est telle que A(f) = f g(¢), ou p est une constante réelle. En
remplacant ¢, par mAT et f, par nAF dans ’expression de la distribution a termes
d’interférences supprimés, il vient

+00 +00

CDR(.f)= ¥ X

m=—00 n=—00

2
WVD,(t—mAT, f —nAF)

Cm,n

(=mATY P (-naF)?

‘e o (1.59)

+00 40
=2Y Y [Cun
m

=—00 B=—00

ou I’égalité HWVDg (t, f )H2 = || g||2 =1 a été exploitée dans le développement.

1.3.6.3. Spectrogramme adaptatif

La représentation temps-fréquence appelée spectrogramme adaptatif est construite a
partir de la décomposition dans la base des fonctions gaussiennes. En prenant la
distribution de Wigner-Ville des deux membres de (1.52) et en supprimant les termes
d’interférences, il vient [Qia94b]

(t—tp )?

ap

~@zfa,lr-1,)
. a,eR"1,eR, [, €[0,0 (1.60)

ADS(, f)=23 ‘Bp‘ze_
p=0

Il convient de noter que 1’énergie contenue dans le spectrogramme adaptatif est ¢gale a
I’énergie contenue dans le signal x(¢) :

© 2
|4DS (@, 1) = ZO‘BP‘ (L.61)
p=

Le spectrogramme adaptatif est donc une distribution temps-fréquence énergétique non
négative et sans termes d’interférences. Inspirée de la distribution présentée dans
[Qia9%4a,b], une distribution temps-fréquence positive présentant des distributions
marginales correspondantes a la puissance instantanée et le spectre instantané a été
proposée dans [Ped99].

1.3.7. Distributions de la classe affine

Une autre classe de distributions quadratiques appelée classe affine comprend toutes
les distributions quadratiques énergétiques qui préservent les propriétés de translation
temporelle et d’échelonnement temporel [Ber88, Rio92, Hla92]
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()= yls| x(s(t = 19)) = T (¢, ) = Tx(s(t —1, )fj (1.62)

Comme les représentations de la classe de Cohen, toute représentation temps-fréquence
appartenant a la classe affine peut étre obtenue a partir de la distribution de Wigner-Ville
moyennant une transformation affine

T.(t, f;10)= T +fon(u,g)H( f(z—u),%du dé (1.63)

ou IT est une fonction noyau bidimensionnelle indépendante du signal x(7).

Les représentations temps-fréquence de la classe affine permettent une analyse a des
résolutions temporelle et fréquentielle variables. Elles sont particuliérement intéressantes
pour I’analyse des signaux a modulation de fréquence hyperbolique.

1.3.8. Discussion

Les représentations temps-fréquence quadratiques présentées utilisent une fonction
noyau caractérisée par une bande passante et une bande d’arrét fixes, ce qui limite la classe
des signaux pour lesquels une certaine distribution temps-fréquence posseéde des bonnes
performances. En effet, quelle que soit la fonction noyau utilisée, il est toujours possible de
trouver des signaux caractérisés par des termes d’interférences a grande énergie dans la
bande passante ou par des auto-termes a grande énergie dans la bande d’arrét de la fonction
noyau [BarR93].

La fonction noyau exponentielle de Choi-Williams donnée par (1.44) posséde une
grande amplitude le long des axes vet ret, donc, la distribution de Choi-Williams possede
des meilleures performances pour les signaux dont les auto-termes de la fonction
d’ambiguité sont situés sur ces axes. Pour ce type de signaux, les termes d’interférences
ont été supprimés au prix d’un élargissement des auto-termes. Par contre, les performances
de la distribution de Choi-Williams se dégradent pour les signaux dont les auto-termes de
la fonction d’ambiguité ne sont pas situés le long des axes v et r comme par exemple les
signaux a forte modulation de fréquence.

La distribution temps-fréquence a noyau en cone possede des bonnes performances
pour les signaux dont les auto-termes de la fonction d’ambiguité sont situés prés de I’axe v
mais elle est mal adaptée a certains signaux chirps.

Malgré que ces signaux différent uniquement dans ’orientation dans le plan temps-
fréquence, aucune distribution ne posséde des bonnes performances pour les deux types de
signaux. Il est bien clair qu’une distribution a noyau fixe possede des bonnes performances
uniquement pour certaines configurations des auto-termes et des termes d’interférences de
la fonction d’ambiguité et, donc, elle ne permet I’analyse que d’une classe limitée de
signaux. Puisque la configuration des auto-termes et des termes d’interférences dépend du
signal a analyser, des bonnes performances peuvent étre obtenues pour une large classe de
signaux si des noyaux dépendant du signal sont utilisés. Un noyau dépendant du signal
offre une meilleure représentation temps-fréquence en ajustant sa forme de fagon a laisser
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passer les auto-termes et supprimer les termes d’interférences quelle que soit leur
orientation et leur forme [BarR93, Jon95].

1.4. Estimation de la fréquence instantanée

1.4.1. Concept de fréquence instantanée des signaux non stationnaires

La fréquence instantanée est un concept d’une grande importance dans I’analyse des
signaux non stationnaires. Elle peut étre considérée comme une généralisation de la
fréquence traditionnelle des signaux sinusoidaux et périodiques [Boa92a].

La fréquence instantanée est définie a partir de la phase du signal analytique et du
moment d’ordre 1 d’une représentation temps-fréquence de la classe de Cohen [Lov93].
Dans le cas d’un signal réel non sinusoidal s(#), on peut lui associer le signal analytique x(¢)
défini par

x(t)=s(t)+ jH[S(t)] = a(t)em(t) (1.64)
ou HJ.] est la transformée de Hilbert définie par
~+00 _
H[s(t)] =V.p. I %dt (1.65)

v.p. désigne la valeur principale de Cauchy de I’intégrale.

La fréquence instantanée est définie par

_ld _ 1 dg(r)
ﬁ(r)—gz[argx(t)]—zﬁ " (1.66)

1.4.2. Fréquence instantanée discréte

Considérons un signal réel a temps discret s(n). Le signal analytique x(n) correspondant
est exprimé par

x(n)=s(n)+ jH ;[s(n)] = a(n)ej¢(") (1.67)
ou H,[.] est la transformée de Hilbert a temps discret définie par [Boa92a]

Hls(n)]= +zoo 2s(n—m) (m impair) (1.68)

La discrétisation de 1’opération de différenciation de la phase permet d’aboutir a deux
estimateurs de la fréquence instantanée donnés, respectivement, par les différences finies
directe et inverse [Boa92a]

) =L 1) () (1.6%)
o)=L gl0)- gl -1) (1.690)

ou f; est la fréquence d’échantillonnage.
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Un autre estimateur de la fréquence instantanée discréte est donnée par la différence
finie centrale

Fi0) = L5 (gln+ 1)~ pln 1) (1.70)

4

L’estimateur basé¢ sur la différence finie centrale présente 1’avantage d’étre non biaisé
pour les signaux a modulation de fréquence linéaire et il correspond aux moments du
premier ordre de plusieurs distributions temps-fréquence.

1.4.3. Méthodes d’estimation de la fréquence instantanée discréte

Plusieurs méthodes d’estimation de la fréquences instantanée ont été proposées dans la
littérature. Une revue de ces méthodes ainsi que des exemples d’application sont donnés
dans [Boa92b]. D’autres méthodes d’estimation de la fréquence instantanée peuvent étre
également consultées dans [Gos04]. Cette section présente quelques estimateurs de la
fréquence instantanée basés sur la définition de celle-ci ou utilisant les distributions temps-
fréquence.

1.4.3.1. Version lissée de ’estimateur a différence de phase

L’estimateur de la fréquence instantanée basé sur la différence finie centrale est non
biaisé pour les signaux a modulation de fréquence linéaire mais il est caractérisé par une
trés grande variance pour les signaux bruités. L’opération de lissage a pour objetif de
réduire la variance de I’estimateur. Si la largeur de bande du signal est connue, le signal
bruité est filtré puis un lissage est appliqué a I’estimateur pour réduire sa variance. Un
exemple d’estimateur basé sur la différence de phase lissée a été proposé dans [Kay88a]. Il
est donné par

. N-2
7)== S (n)glo-+1)- 9l0) (1.71)
T n=0
ou A(n) est la fenétre de lissage définie par
SN [ [a=(v2-D)T
h(n)—Nz_l 1 { N2 } (1.72)

La réduction de la variance obtenue en utilisant la fenétre de lissage est donnée par

Var( f )sans fenétre N (N + 1) N
~ = r— (1.73)
Var( f )avec fenétre 6(N-1) 6

1.4.3.2. Estimation basée sur le nombre de passages par zéro

La méthode du nombre de passages par zéro peut étre utilisée pour estimer la fréquence
locale d’un signal a bande étroite. Pour un signal sinusoidal ou un signal localement
stationnaire, la fréquence est définie comme I’inverse de la période ou comme la moitié de
I’inverse de I’intervalle entre deux passages par zéro
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Oou encore
(1.74)

ou 77 est I'intervalle entre deux passages par zéro, f est la fréquence et Z est le taux de
passages par zéro. Puisque le signal est a temps discret, la valeur de 7, est mesurée en
nombre d’échantillons k& entre deux passages par zéro. L’estimateur prend la forme
suivante :

f=— (1.75)

Pour réduire la variance de 1’estimateur, il a été proposé de prendre la moyenne du
nombre de passages par zéro sur une fenétre de longueur M [Rab78]. Pour les signaux non
stationnaires modulés en fréquence, 1’estimateur prend la forme suivante

fi(”):%l/l) (1.76a)
ou Z(n) est donné par
M
Z(n)= _lejgn[x(m)]— sgn[x(m — 1)]| h(n—m) (1.76b)

ou A(n) est une fenétre de pondération de longueur M définie par

1
— 0<n< Ml
hn)=1apr PO (1.76¢)

0 ailleurs

et sgn(m) est la fonction signe définie par

|+l pour x(1)>0
sgn[x(n)]—{_l pour x(1) < 0 (1.76d)

L’estimateur basé sur le nombre de passages par zéro introduit un bruit de
quantification dans le cas ou I’intervalle entre deux passages par zéro n’est pas égal a un
nombre entier de périodes d’échantillonnage. Le bruit de quantification peut étre réduit en
interpolant le signal.

1.4.3.3. Estimation adaptative de la fréquence instantanée

La formulation adaptative du probléme d’estimation de la fréquence instantanée utilise
un filtre prédicteur linéaire dont les coefficients sont mis a jour a chaque échantillon du
signal [GriL75]. La fréquence instantanée est estimée a partir du pic de la densité spectrale
de puissance :

7:(n)= argmax 1
S

. (1.77)

1+ iak (n)e_ﬂ”fk
k=1
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ou p et an), k=1, 2, ... p sont, respectivement, ’ordre et les coefficients du filtre
prédicteur. Les paramétres du filtre prédicteur sont calculés en utilisant un algorithme
adaptatif.

1.4.3.4. Estimation de la fréquence instantanée basée sur les moments des
distributions temps-fréquence

Certaines distributions temps-fréquence telle que la distribution de Wigner-Ville
permettent d’estimer la fréquence instantanée a partir de leurs moments du premier ordre
[Lov93]. L’estimateur de la fréquence instantanée basé sur les moments du premier ordre
de la distribution de Wigner-Ville est donné par

n M M-1 @
f(n):g e M wyD,(nk)| mod2z (1.78)
k=0

ou M = NT_l et WVD_(n,k) est la distribution de Wigner-Ville discréte de x(n).

Cette méthode nécessite un temps de calcul prohibitif et elle n’est pas, en général,
statistiquement optimale. D’autres distributions temps-fréquence de la classe de Cohen
fournissent une estimation de la fréquence instantanée a partir de leurs moments du
premier ordre. Ces moments donnent approximativement une version lissée de 1’estimateur
de la fréquence instantanée basé¢ sur la différence finie centrale
fo
2

my(n) = |7, ()@ D (n1)]  mod (1.79)

ou ® dénote I’opération de convolution, fc (n) est ’estimateur de la fréquence instantanée

basé sur la différence finie centrale et d(n, 1) est la version discréte de la fonction noyau
utilisée dans la définition de la classe de Cohen évaluée en k= 1.

En général, ces méthodes sont d’une grande complexité en terme du nombre
d’opérations arithmétiques mises en ceuvre.

1.4.3.5. Estimation de la fréquence instantanée basée sur les pics des distributions
temps-fréquence

Ce type d’estimateurs calcule la fréquence instantanée comme la fréquence qui
correspond au pic d’une certaine distribution temps-fréquence. L’utilisation de la
transformée de Fourier a court terme comme distribution temps-fréquence conduit a une
bonne performance pour les signaux localement stationnaires. Cependant, la performance
se dégrade dans le cas des signaux non stationnaires modulés en fréquence. La transformée
de Fourier a court terme adaptative obtenue en utilisant différentes fenétres d’analyse a
différents instants a été proposée comme alternative pour améliorer la résolution de
I’estimateur de la fréquence instantanée [Kwo00].

L’estimation de la fréquence instantanée en utilisant le pic de la distribution de
Wigner-Ville a été également proposée [RaoP90]. En effet, la distribution de Wigner-Ville
permet de localiser 1’énergie le long de la loi de la fréquence instantanée. L’estimateur
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basé sur le pic de la distribution de Wigner-Ville fournit une fréquence localisée le long de
la loi théorique de la fréquence instantanée pour les signaux modulés linéairement en
fréquence et a amplitude constante. La présence de non linéarités dans la loi de la
fréquence instantanée introduit un biais au pic de la distribution temps-fréquence.
Cependant, ce biais peut étre réduit en ajustant la fenétre d’analyse de sorte que les
variations de la fréquence instantanée peuvent étre considérées comme linéaires sur la
longueur de la fenétre.

L’estimateur de la fréquence instantanée basé sur le pic de la distribution de Wigner-
Ville est optimal pour les signaux modulés linéairement en fréquence caractérisés par un
rapport signal a bruit grand a modéré. La distribution de Wigner-Ville polynomiale
[Boa93a, BarB99] et la distribution de cross Wigner-Ville [Boa93b] ont été proposées
comme alternatives pour améliorer les performances de l’estimateur de la fréquence
instantanée basé sur la distribution de Wigner-Ville. L’approche proposée dans [Kat9§]
consiste a utiliser la distribution de Wigner-Ville avec des fenétres d’analyse dont la
longueur est calculée de maniére optimale en utilisant une formule de la variance de
I’estimation. Une forme robuste de la distribution de Wigner-Ville a été ¢galement utilisée
comme estimateur de la fréquence instantanée des signaux contaminés par un mélange de
bruits impulsionnel et gaussien [Dju01].

1.5. Conclusion

Dans ce chapitre, différentes classes de méthodes d’analyse temps-fréquence ont été
présentées. Les distributions temps-fréquence linéaires de type transformée de Fourier a
court terme ont une résolution temps-fréquence limitée par la fenétre d’analyse. Les
distributions temps-fréquence quadratiques sont caractérisées par une grande concentration
temps-fréquence et possédent une interprétation énergétique ou corrélative. Parmi les
distributions temps-fréquence quadratiques, la distribution de Wigner-Ville posséde un
grand nombre de propriétés désirables. Cependant, la présence des termes d’interférences
dus a sa nature quadratique limite son intérét pratique pour 1’analyse des signaux multi-
composantes. De méme, la distribution de Wigner-Ville peut prendre des valeurs négatives
et, donc, elle ne peut étre interprétée comme une distribution d’énergie. Les distributions
quadratiques utilisant une fonction noyau de lissage dans le but de réduire les termes
d’interférences causés par la nature non linéaire de la transformation sont particuliérement
intéressantes pour I’analyse des signaux multi-composantes. Néanmoins, la réduction ou la
suppression des termes d’interférences se fait au détriment d’une diminution de la
résolution temps-fréquence.

Une autre approche d’analyse temps-fréquence présentée dans ce chapitre est basée sur
le modele paramétrique composé de la combinaison linéaire de fonctions gaussiennes
concentrées dans le plan temps-fréquence. Cette formulation permet de supprimer les
termes d’interférences et conduit a des distributions temps-fréquence positives.

La fréquence instantanée d’un signal non stationnaire est étroitement liée a sa
distribution temps-fréquence. En effet, la fréquence instantanée peut étre calculée en
utilisant les moments du premier ordre de certaines distributions temps-fréquence comme
elle peut étre estimée en recherchant les fréquences correspondantes aux pics de ces
distributions.



Chapitre 2

Analyse en ondelettes

2.1. Introduction

Dans de nombreuses applications, les signaux a analyser sont composés de structures
de différentes tailles nécessitant ainsi des distributions temps-fréquence qui utilisent des
atomes caractérisés par des supports temporels variables pour une meilleure performance.
La transformée en ondelettes présente un intérét particulier pour cette classe de signaux. Ce
chapitre a pour objectif de présenter 1’analyse en ondelettes sans prétendre de décrire tous
les aspects théoriques ou détailler les développements mathématiques. La détection des
singularités au moyen de 1’analyse en ondelettes qui est la base de plusieurs applications
est également présentée dans ce chapitre. Le chapitre présente la version discréte de la
transformée en ondelettes et développe 1’algorithme d’analyse et de synthése de Mallat.
Enfin, on donne quelques exemples de bases d’ondelettes et le principe de débruitage avec
seuillage des coefficients d’ondelettes.

2.2. Transformée en ondelettes continue

La transformée en ondelettes a été introduite originalement comme une représentation
temps-échelle. Elle permet de décomposer un signal a énergie finie sur des fonctions

dilatées et translatées. Une ondelette est une fonction y(¢) € LZ(R) de moyenne nulle
[Chu92, Mal9§]

Tt//(t)dt =0 (2.1)

Elle est normalisée et centrée au voisinage de ¢ = 0. Une famille d’atomes temps-
¢échelle est obtenue par échelonnement d’un facteur s et translation d’un facteur u de
I’ondelette mere yAt)

1 t—u
= 2.2
l//u,s(f) ,—1//( ) (2.2)

S S

ou s > 0 est le parametre échelle et u est le parametre de translation temporelle.

L’action du paramétre s sur i (qui doit €tre oscillatoire) est une dilatation si s > 1 ou
une compression si s < 1. La forme de la fonction i reste inchangée. Le facteur 1/ Js

maintient une norme constante Hl//u s (tm =1.

La transformée en ondelettes continue d’un signal x(#) est définie par [Chu92, Mal9§]

35
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W, (u,s) = \/_ j O ( ujdt (2.3)

La formulation temps-fréquence de la transformée en ondelettes permet d’établir une
comparaison de cette derni¢re avec la transformée de Fourier a court terme. En définissant
I’échelle d’analyse par s = fy/ f, ou fp est la fréquence centrale de  (7), la transformée en
ondelettes prend la forme suivante [Rio91, Fla93]

+00

¥ (6)= |+ L

fo ( Jf: (z —t)]dr (2.4)

La transformée en ondelettes posséde les propriétés de translation en temps et en
échelle. Cependant, elle ne préserve pas la translation fréquentielle.

La fonction yAt) est localisée dans les domaines spatial (temporel) et fréquentiel. Pour
que la transformée en ondelette soit inversible, la fonction ondelette y(¢) doit vérifier la
condition, dite d’admissibilité, exprimée par

+00 2
C, = [[¥(N) %< 0 (2.5)
0

ou W(f)est la transformée de Fourier de y(¢). Dans la plupart des cas, la condition (2.5) se

réduit au fait que I’ondelette y(¢) soit de moyenne nulle. La formule de reconstruction
s’écrit comme [Dau92]
1 ~+00
x(f)—C— [ du ,[ 2 l//us(t)W (u,s) (2.6)
W —©

L’expression (2.6) montre que la transformée en ondelettes permet la représentation du
signal comme une superposition linéaire d’ondelettes y;, (f) pondérées par les coefficients
W.(u,s).

La distribution d’énergie de la transformée en ondelettes appelée scalogramme et
définie par SC, u s |W u SX est un membre d’une classe quadratique de distributions

appelée classe affine [Ri092]. Le scalogramme préserve les propriétés de translation
temporelle et d’échelonnement temporel. Il est non linéaire de nature et, donc, il présente
un comportement trés similaire au spectrogramme (cf. § 1.3.5.3.) vis a vis des termes
d’interférences et de leur géométrie [Kad92b]. Le chevauchement des supports temps-
¢échelle des transformées en ondelettes de chaque paire de composantes d’un signal multi-
composantes conduit a 1’apparition d’un terme d’interférence dans le scalogramme. Par
conséquent, le scalogramme d’un signal & K composantes peut contenir au minimum z€éro

. , . 2 . r
terme d’interférence et au maximum Cj termes d’interférences.
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2.3. Interprétation de la transformée en ondelettes en terme de filtrage et résolution
temps-fréquence

La transformée en ondelettes W (u,s)peut étre interprétée comme la convolution du
signal x(f) avec la version conjuguée et inversée dans le temps de I’ondelette notée i (¢)

W.(u,s)=w,(u)®x(u)= Tl/T(u —t)x(t)dt (2.7a)
ou -~
7 (1) = *(—5] (2.7b)
Vs \/; 4 P .

Cela signifie que la transformée en ondelettes continue agit comme un filtre dont la
réponse impulsionnelle est de moyenne nulle.

Une propriété fondamentale de la transformée en ondelettes est qu’elle permette une
localisation des événements en temps et en fréquence. Le segment de x(¢) qui contribue a la
valeur de W (u,s)est celui qui coincide avec I’intervalle de y, ,(¢) caractérisé par la plus

grande énergie. La sélectivit¢ en fréquence de la transformée en ondelettes peut étre
expliquée en utilisant son interprétation comme un ensemble de filtres linéaires temps-
invariant dont les réponses impulsionnelles sont les versions dilatées et translatées de
I’ondelette mére inversée dans le temps.

Comme illustration de la sélectivité en fréquence de la transformée en ondelettes,
considérons I’ondelette appelée chapeau Mexicain définie comme la seconde dérivée de la

fonction gaussienne
2
-t

2 [2 e
W(t)—ﬁl/4\/§[02 lJe (2.8)

ou o est un facteur d’échelle permettant d’ajuster le support temporel de 1’ondelette.

La figure 2.1 montre [’évolution temporelle de 1’ondelette chapeau Mexicain
normalisée pour o = 1 et son spectre d’énergie d’amplitude |‘P( f )| pour trois valeurs

différentes du facteur d’échelle. La figure 2.1b montre que I’ondelette est de type passe
bande. Le facteur Q défini comme le rapport de la fréquence centrale a la largeur de bande
a 3 dB reste invariant vis a vis de la dilatation de I’ondelette.

Pour les grandes valeurs de I’échelle s, le filtre associé¢ a I’ondelette posseéde une
réponse fréquentielle centrée sur une fréquence de faible valeur et, donc, la transformée en
ondelettes W, (u,s) capte le contenu fréquentiel de x(f) autour de cette faible valeur de la
fréquence. Pour les petites valeurs de s, la bande passante du filtre associé est plus décalée

vers les hautes fréquences et, donc, la transformée en ondelettes capte 1’information
correspondante aux hautes fréquences de son spectre.
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Figure 2.1 : Ondelette chapeau Mexicain normalisée. (a) Représentation temporelle pour o
= 1. (b) Spectre d’amplitude pour trois valeurs différentes du facteur d’échelle s.

Les mesures quantitatives de la résolution temps-fréquence sont basées sur la durée et
la largeur de bande de I’ondelette mere. Le moment d’ordre 1 de 1’ondelette yA7) donné par
[Bur9g] :

+joot|c,u(t)|2a’t
P (2.92)

[wpa

fournit une mesure du centre de y(¢). De maniére similaire, on peut définir une mesure du

centre de |‘P( f Y , transformée de Fourier de yA?), par le moment d’ordre 1 donné par

[ A ar
fo="2 (2.9b)
J () ar

—00

Les mesures de la durée de I’ondelette Az et de sa largeur de bande Af sont données par

+00

PP
At= | (2.10a)
J o) ar
(- s PP
Af = | (2.10b)

(U
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Pour que les valeurs des intégrales dans les numérateurs des expressions (2.10a) et
(2.10b) soient finies, I’ondelette doit étre a décroissance rapide dans les domaines temporel
et fréquentiel [Bur98]. Pour les fonctions dont la décroissance n’est pas suffisamment
rapide, des mesures alternatives telles que la longueur de I’intervalle contenant une grande
proportion de son énergie peuvent tre utilisées.

Le produit de la durée de I’ondelette par sa largeur de bande est indépendant de la
dilatation, ce qui se traduit par I’égalité suivante

At (s)Af, (s)=At, Af, =c, (2.10c)
ou ¢, est une constante.
La transformée en ondelettes peut étre considérée comme une représentation temps-

fréquence a résolution variable. La variation de la résolution temps-fréquence en fonction
du parametre d’échelle s est illustrée graphiquement sur la figure 2.2.

A
AZ/2 S = 1/2
f <>
2fp l————— | - 2Af
At s=1
<>
foj—==mmmmmmmm o - Af
2At s =2
<>
e S et 5 am
to/2 +t to+t 2ty + t t

Figure 2.2 : Illustration de la résolution temps-fréquence en fonction du paramétre
d’échelle. Une augmentation de la résolution fréquentielle entraine une diminution de la
résolution temporelle et vice versa. L’aire des atomes temps-fréquence est toujours
constante.
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2.4. Détection des singularités avec les ondelettes

Dans plusieurs applications, les signaux a analyser contiennent des transitions raides.
Les irrégularités et les structures non stationnaires peuvent contenir une information d’un
intérét considérable [Cve95, Mal92ab]. La régularit¢ locale d’un signal peut étre
caractérisée par la décroissance de I’amplitude de la transformée en ondelettes le long des
valeurs de 1’échelle. Les singularités dans un signal peuvent étre détectées en suivant les
maximums locaux de la transformée en ondelettes aux échelles fines.

2.4.1. Régularité au sens de Lipschitz

Pour caractériser les structures singuliéres contenues dans un signal x(#), on quantifie sa
régularité locale. L exposant de Lipschitz donne une mesure de la régularité uniforme en
un point ou sur un intervalle [Mal92a,b Mal98]. Si x(¢) présente une singularité en un point
t;, donc non dérivable en ce point, alors ce comportement singulier est caractérisé par
I’exposant de Lipschitz.

La formule de Taylor relie la dérivabilité d’un signal a son approximation polynomiale
locale. Supposons que x(#) soit m fois dérivable dans I’intervalle Is =[¢; - o, t; + 0] et soit
P.(?) le polyndme de Taylor au voisinage de ¢;

et (6)
P, (1)= ZIXT,(t")(t—ti)" @.11)
k=0 .

La formule de Taylor montre que pour tout # appartenant a /5, I’erreur d’approximation
&, (t)=x(z)- F, (¢) satisfait la relation suivante :

2, () < |t_—tl;sup x(m (u)( (2.12)
" uelt;—h.t;+h)

|I’I’l

ot x)(¢) est la dérivée d’ordre m de x(7). La dérivabilité d’ordre m de x(¢) au voisinage de
t; donne une borne supérieure de D’erreur & (f) lorsque ¢ tend vers #. L’exposant de
Lipschitz reformule cette borne supérieure en utilisant des exposants non entiers.

Le signal x(¢) est dit Lipschitz & > 0 en ¢; s’il existe un polynome P, (f) de degré m =
| & qui satisfait pour tout # la relation suivante [Mal98]

x(t)- P, (t)13K|t—ti|“ (2.13)

ou K est une constante indépendante de #; et | ] dénote la partie enticre de .

Le signal x(¢) est uniformément Lipschitz « sur [a, b] s’il satisfait (2.13) pour tout ¢
appartenant a I’intervalle [a, b]. La régularité¢ de Lipschitz de x(¢) en ¢; ou sur [a, b] est la
borne supérieure de « telle que x(#) soit Lipschitz &. On note qu’une fonction bornée mais
discontinue en ¢; est Lipschitz 0 en #. Si la régularité de Lipschitz « est inférieure a 1 en ¢
alors x(#) n’est pas dérivable en ¢; et « caractérise le type de singularité.
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2.4.2. Ondelettes 2 moments nuls

Pour mesurer la régularité locale d’un signal, il est important d’utiliser des ondelettes a
moments nuls. L’ondelette y(¢) possede ¢ moments nuls si

00
[tfv@dt=0, k=01,..q-1 (2.14)

—00

On montre que si l’ondelette possede g moments nuls alors la transformée en
ondelettes peut étre interprétée comme un opérateur de dérivation d’ordre g a différentes
échelles [Mal98]. Ceci constitue une premicre relation entre la dérivabilité de x(7) et la
décroissance de I’amplitude de sa transformée aux échelles fines.

La propriété de Lipschitz (2.13) permet d’approximer le signal x(f) au voisinage de ¢
par un polyndéme P,(¢)

x(t)= P, (t)+¢, (t) (2.152)

‘g,i (t)( <Kl -|* (2.15b)

ou

Une transformée en ondelettes estime I’exposant & en ignorant le polynome P,(f). Pour
cela, ’ondelette utilisée doit avoir ¢ > o moments nuls. Une telle ondelette est orthogonale
aux polynomes de degré ¢ — 1. Puisque a < g, le polyndome P,(¢) est au maximum de degré
g — 1. En posant ¢’ = (¢ — u)/s, on peut vérifier que

W, ()= jP ()\/l_y/(t_”jdtzo 2.16)
or, x(t)= B, (t)+ & (¢), ce qui conduit a

W (u,s)=W, (u,s) (2.17)

Ei

Ceci montre que la transformée en ondelettes a pour effet de supprimer la partie
polynomiale contenue dans x(7) si le nombre des moments nuls de I’ondelette utilisée est
supérieur ou égal au degré du polynome.

2.4.3. Opérateur de dérivation multi-échelles

Une ondelette a ¢ moments nuls peut étre exprimée comme la dérivée d’ordre g d’une
fonction At). La transformée en ondelettes agit comme un opérateur de dérivation multi-
échelles. Supposons que yA(f) soit a décroissance rapide, ce qui veut dire que pour un
exposant de décroissance m, il existe une constante C,, telle que, pour tout ¢, on a

lw(r) < : C|m|m (2.18)
+ |t

Une ondelette yA¢) a décroissance rapide possede ¢ moments nuls si on peut trouver
une fonction 6 (7) a décroissance rapide telle que [Mal92a]

w(e)=(-1)7 %eq(t) (2.19)
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Il en découle que

W (u,s)=s9 i(x(u) ®0, (u)) (2.20a)
du?
ou B
0, =s726(-1/s) (2.20b)

En outre, y(f) ne possede pas plus de ¢ moments nuls si et seulement si

+foe(t)dz #0 (2.21)

2.4.4. Mesure de la régularité avec les ondelettes

La décroissance de I’amplitude de la transformée en ondelettes le long des valeurs de
I’échelle est liée a la régularit¢é du signal analysé. La mesure de cette décroissance
asymptotique est équivalente au zoom de la structure du signal avec des échelles allant
jusqu’a zéro. Supposons que 1’ondelette yA¢) possede ¢ moments nuls et qu’elle soit g fois
continuellement dérivable (C?) avec des dérivées a décroissance rapide. Pour tout 0 <k < g
et m € N, il existe une constante C,, telle que, pour tout z, on a

‘W(")(t)( <_Cm (2.22)
1+e™

Si x(¢) est uniformément Lipschitz « < ¢ sur un intervalle [a, b] alors sa transformée en
ondelettes satisfait la relation suivante pour tout (i, s) € [a, b] x R" [Mal92b]:
w

X

(u,5) < As**1? (2.23)

ou A est une constante positive.

Cette relation relie la régularité uniforme de Lipschitz de x(¢) sur un intervalle a
I’amplitude de sa transformée en ondelettes aux échelles fines. Inversement, si x(f) est
borné et W,(s, u) satisfait (2.23) pour un certain & < ¢ non entier alors x(f) est
uniformément Lipschitz a sur [a + 0, b - 5], pour 0 > 0.

Lorsque I’échelle s décroit, Wy(u, s) mesure les variations fines au voisinage de u. La
relation (2.23) montre que | Wy(u, s) | décroit proportionnellement a s* * 2 sur les
intervalles ou x(¢) est uniformément Lipschitz a.

Si y(t) posseéde exactement ¢ moments nuls alors la décroissance de la transformée en
ondelettes ne donne aucune information sur la régularité de Lipschitz de x(¢) pout « > ¢g. Si
le signal x(7) est uniformément Lipschitz « > g alors il est g fois continuellement dérivable
(C et | Wu, s) | ~s9" " aux échelles fines montre la grande régularité de x(7).
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2.4.5. Détection des singularités

Les singularités d’un signal x(¢) peuvent étre détectées en cherchant les lieux de
convergence des maxima du module de la transformée en ondelettes aux échelles fines
[Hwa92, Mal92a,b]. Pour mieux comprendre les propriétés de ces maximums, la
transformée en ondelettes est exprimée comme un opérateur de dérivation multi-échelles.
Comme mentionné précédemment, si y(t) possede exactement g moments nuls et un
support compact alors il existe une fonction &) de support compact telle que

d?0(t)
=(-1)9 =222 2.24
~ v =1 (2.24)
avec IH(t)dt;ﬁO.

-00

La transformée en ondelettes peut étre réécrite sous forme d’un opérateur de dérivation
multi-échelles

q

W (u,s)=s9 d (x(u)®6_’s(u)) (2.25)

du?

Si ’ondelette posseéde un seul moment nul, les maximums du module de la transformée
en ondelettes sont les maximums de la premiére dérivée du signal x(¢) lissé par 6, (t) Ces

maximums sont utilisés pour localiser les discontinuités et les contours d’images. Si
I’ondelette posseéde deux moments nuls alors les maximums correspondent aux grandes
courbures. Si Wy(u, s) n’a aucun maximum aux échelles fines alors x(7) est localement
régulier.

Le signal x(#) peut étre singulier (non Lipschitz 1) en un point 7 s’il existe une
séquence de maximums du module de la transformée en ondelettes Wi(u,, Sp)pen qui
converge vers ¢; aux échelles fines [Mal98§]

limu, =t et lims, =0 (2.26)
p—>0 p—>0

Ce résultat garantit que les singularités sont détectées en suivant les maximums du
module de la transformée en ondelette aux échelles fines. La figure 2.3 montre, comme
exemple, un signal rectangulaire ou les singularités sont détectées en suivant les lignes des
maximums du module de la transformée en ondelettes aux échelles fines.

Les maximums de I’amplitude de la transformée en ondelettes contiennent une
information sur les transitions et les singularités du signal. Si on peut reconstruire le signal
a partir de ces maximums, il serait possible de modifier les singularités du signal en
procédant a un traitement de ces maximums. L’amplitude des singularités peut é&tre
modifiée en changeant ’amplitude des maximums et donc il est possible de supprimer
certaines singularités en supprimant les maximums correspondants.
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Figure 2.3: Détection des singularités dans un signal rectangulaire en suivant les
maximums de la transformée en ondelettes aux échelles fines. (a) Signal temporel. (b)
Transformée en ondelettes.

2.5. Transformée en ondelettes discrete

La transformée en ondelettes continue d’un signal est redondante. En discrétisant les
parametres s et u, la transformation demeure inversible. Cependant, le pas
d’échantillonnage qui permet de préserver toute 1’information contenue dans le signal
analysé ne peut dépasser le pas d’échantillonnage critique défini par [Dau92]

s=27,u=k2/, jkeZ (2.27)

L’échantillonnage critique fournit la base minimale nécessaire a la reconstruction du
signal. Le choix d’un pas d’échantillonnage plus grand que le pas d’échantillonnage
critique conduit & une perte d’information et donc le signal d’origine ne peut étre
parfaitement reconstruit. La base obtenue suite a un échantillonnage critique est donnée par

{y/j,k (1) = 2‘1’/2://(2‘% - k) jk e Z}.

La décomposition d’un signal x(#) a énergie finie dans la base d’ondelettes s’écrit
comme

H(0 = T X a4 40 (2.28)
J
Pour un échantillonnage plus général exprimé par
S:s({,u:kuos({,j,kez,so >1ug >0 (2.29)
il est toujours possible de reconstruire le signal original si la base

{wj’k () :saj/zy/(sajt—kuol j.k eZ} constitue une frame [Gos99, Dau92]. La frame

satisfait I’inégalité suivante :
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0<R <Y |W(f+k)> <Ry <0 (2.30)
k

ou 0< R, <R, <oosont appelées les bornes de la frame. Pour 1’échantillonnage défini par
(2.29), ’ondelette s’exprime comme

/2 t—kuOS({

j
S0

via) =sy’ =sgf/2y/(sgft—ku0) (2.31)

La décomposition en ondelettes permet une localisation temps-fréquence du signal en
le représentant par quelques coefficients. Elle présente un grand intérét dans l’analyse
d’une large classe de signaux. Les coefficients intervenant dans la décomposition
décroissent rapidement lorsque j et £ augmentent. Cette propriété est particuliérement utile
dans les problémes de compression des signaux et des images, le débruitage et la détection.
La décomposition en ondelettes fournit une description plus précise et une séparation des
caractéristiques du signal. En effet, un coefficient d’ondelette représente une composante
qui est elle méme locale et facile a interpréter.

La théorie des ondelettes est étroitement liée au concept de 1’analyse multirésolution.
En effet, il est possible de construire des bases d’ondelettes orthonormées et développer
des algorithmes rapides en utilisant la théorie de I’analyse multirésolution.

2.6. Analyse multirésolution

Une meilleure interprétation peut étre donnée a I’analyse en ondelettes en utilisant
I’analyse multirésolution [Bur98] dont la formulation nécessite deux fonctions de base
étroitement liées : la fonction échelle notée ¢(f) et la fonction ondelette notée yAt).
L’analyse multirésolution consiste a décomposer une fonction compliquée en plusieurs
fonctions plus simples qu’on analyse séparément. C’est le cas, par exemple, d’une fonction
constituée d’un segment a variation rapide et d’un segment a variation lente. En utilisant
une combinaison des fonctions échelle et ondelette, une large classe de signaux peut &tre
décomposée sous forme

+00 . Jo o .
x(1) = _Zczjo,k(p(2_]0t—k)+ S Sw w2k (2.32)

_ Jj=—00 k=—m®

ou I’indice jy désigne un niveau d’approximation quelconque.

L’objectif d’une telle décomposition est de disposer de coefficients qui donnent une
meilleure description du signal que celle offerte par la forme originale. En particulier, la
description des discontinuités dans les signaux nécessite un grand nombre de composantes
spectrales, alors que quelques types d’ondelettes sont appropriées pour représenter les
signaux incluant les discontinuités.

Pour définir une analyse multirésolution, il faut avoir une fonction a énergie finie ¢(¢)
. . S . o 2
appelée fonction échelle qui génére une séquence emboitée {A j} de sous espaces de L

telle que [Mal89, Mal98, Tru98]
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0}...ca4,cdycd4_c... > L*(R) (2.33)

et satisfaisant les conditions suivantes

O U4, =L*®R)

jezZ

i) 4, = {0}

jezZ
(i) x(t)ed; ©x(27'Ned,,
(1v) x(t)e Ay © x(t—k) e A4,
Si ces conditions sont satisfaites, on montre qu’il existe une fonction appelée fonction

échelle, notée ¢(), qui par dilatation et translation engendre une base orthonormée de A;.
En combinant les conditions (iii) et (iv), on obtient une base orthonormée de la forme

Wik (=272007T k), jk ez (2.34)

Chaque séquence A4; peut étre interprétée comme un espace d’approximation :
1’approximation de x(f) €L*(R) a la résolution j est obtenue par sa projection sur 4;. La
résolution est d’autant plus fine que j est petit. Les détails additionnels nécessaires pour
passer de la résolution j a j - 1 sont obtenus par projection de s sur I’espace W
complémentaire de 4; dans 4; _  :

ou le symbole @ dénote la somme directe. La figure 2.4 illustre le principe de 1’analyse

multirésolution.

Ao
/ \
A1 Wl
A
A> w,
A3 Wi

Figure 2.4 : Principe de 1’analyse multirésolution.

En fixant un certain niveau de résolution jj, on peut écrire les deux relations suivantes :

4, = @ W (2.36a)
l=j0+1
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L’R)=4; @ &W, (2.36b)
J<Jo

L’ensemble des sous espaces W est généré par une fonction yA(r) appelée ondelette
mere calculée explicitement a partir de ¢(¢) telle que %// k(@)= 277/ 21//(2_j t— k), j,k € Z}

constitue une base de L*(R).

2.7. Propriétés des ondelettes

2.7.1. Orthogonalité

Lorsqu’on parle de bases d’ondelettes orthogonales cela sous-entend que les ondelettes
sont orthogonales par rapport a I’échelle et par rapport a la translation pour une échelle
donnée. Par contre, 1’orthogonalité de la fonction échelle implique que les fonctions
échelle sont orthogonales uniquement par rapport a la translation pour une échelle donnée
et non par rapport aux différentes échelles puisque les sous espaces d’approximation sont
emboités. La condition permettant d’assurer I’orthogonalité de la fonction échelle et qui est
trés utilisée pour construire le filtre associé est exprimée dans le domaine fréquentiel par
[G0s99]

S|o(f+n) =1 (2.37)

ou @(f) est la transformée de Fourier de la fonction échelle et f dénote la fréquence
normalisée.

Le sous espace W; est complémentaire de A4; dans A4;;. Si en plus, on impose
I’orthogonalité entre W, et A; (W, L A4;), la décomposition est dite orthogonale. En
particulier, la relation d’orthogonalité entre 4y et W, se traduit par I’équation suivante

+Ooco(t)t//(t -Ndt=0, leZ (2.38)
]

—00

La condition d’orthogonalité n’est pas une condition nécessaire pour la reconstruction
du signal. Cependant, elle permet de développer des méthodes de calcul simples.
Supposons que W, n’est pas orthogonale a 4; et que I’ondelette y;(f) € W; possede une

ondelette duale 7, ; (1) Wi . La dualité implique que la relation suivante est satisfaite

<Y kO Y1) >=0; 10k ms Jikil,meZ (2.39)

ou ¢, désigne le symbole de Cronecker. Pour reconstruire le signal x(7), le sous espace

Wj doit étre orthogonal a 4;, La base d’ondelettes {1// ik (0, j,keZ} est dite
biorthogonale.
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2.7.2. Relations a deux échelles

Les relations a deux échelles établissent un lien entre les fonctions échelle et ondelette
a un niveau d’échelle donné a la fonction échelle au niveau d’échelle immédiatement
inférieur. Ces relations peuvent étre déduites des propriétés suivantes

o(t)e Ay < A, (2.402)

w(t)eWyc A (2.40b)

I1 s’en suit que la fonction échelle ¢(¢) et I’ondelette mere yA(#) peuvent étre exprimées
par une combinaison linéaire de fonctions de A.; :

o() =Y g0 (N20(2t - k) (2.41a)
k

w(t)=> g (kN2p(2t - k) (2.41b)
k

ol go(k) et gi(k) sont deux séquences de ¢ avec ¢* dénotant I’ensemble des séquences
discrétes a énergie finie.

Les équations (2.41a) et (2.41b) définissent les relations a deux échelles. En général,
pour tout j € Z, les relations liant 4; et 4;.; sont exprimées par :

P27 t)=Y go(k)ﬁgo(z‘f*lt— k) (2.42a)
k

v 7= g (k)\/Ego(Z_th— k) (2.42b)
k

En prenant la transformée de Fourier des relations (2.42a) et (2.42b), il vient

O(f) = %GO [@q{%} (2.43a)
Y(f) = %Gl (%)@(%) (2.43b)

O(f), (), Go(f) et Gi(f) sont les transformées de Fourier de ¢(¢), wt), go(k) et gi(k),
respectivement.

Du fait que les ondelettes génerent les espaces orthogonaux complémentaires et que les
versions translatées de 1’ondelette sont orthogonales, on montre que les séquences go(k) et
g1(k) sont reliées par [Tru98]

g1(k) = (=D)F go(1-k) (2.44)

La relation (2.44) définit ce qu’on appelle des filtres miroirs en quadrature dans la
littérature des bancs de filtres.
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2.8. Représentation d’un signal dans les espaces d’approximation et d’ondelette

Les sous espaces d’approximation A4, sont emboités. Si on considére un signal
arbitraire a énergie finie, on ne peut affirmer qu’il est dans I’'un des sous espaces, c’est a
dire qu’on ne peut garantir I’existence d’une séquence a;; telle que

x0)=Ya, 0ol t—k) (2.45)
k

Cependant, pour une certaine valeur de j, x(#) peut étre approximé par x;(¢) € A4;, soit
donc

xX()x Y a0 )= Zaj,kgo(Z_jt—k) (2.46)
k k

Les coefficients a;; de la fonction échelle sont calculés a partir des échantillons du
signal. Puisque 4; est un sous espace de L?etx(?) e L% xj(?) peut étre considéré comme une
projection orthogonale de x(7) dans le sous espace 4;. Donc, I’erreur x(#) — x;(¢) qui résulte
de la projection est orthogonale a 4; et, par conséquent, a la fonction échelle, ce qui permet
d’écrire

<X, 0;;>—<x;,¢;;>=0 pourtout/eZ (2.47)

Si la fonction échelle et ses versions translatées forment une base orthonormée, le
développement de (2.47) permet d’aboutir a I’équation suivante :

aj’m =< x,¢j’m > (2.48)

Si le signal x() est échantillonné a des instants ¢ = k27, la discrétisation de (2.48) donne

a;, =277 Tx(z‘)(p* (2‘ft - m)dl

—00

~ 27725 x(k27 )p" (k = m) (2.49)
k

La diminution de la valeur de j entraine un espace d’approximation plus large puisque
@«(t) est plus étroite et est translatée avec des pas plus petits d’ou la possibilité de
représenter des détails plus fins. En augmentant la valeur de j, la fonction échelle devient
plus large et elle est translatée avec des pas plus grands. Par conséquent, les fonctions
échelle larges peuvent représenter uniquement une information grossiére et, donc, I’espace
qu’elles engendrent est plus petit. Les caractéristiques du signal ne sont pas décrites en
utilisant ¢, (f) et en diminuant j pour augmenter la dimension du sous espace qu’elle
engendre mais en définissant un ensemble d’ondelettes () qui génerent la différence
entre les espaces engendrés par les fonctions échelle. La partie du signal correspondant a
cette différence s’écrit comme

d= f %o Wik i (1) (2.50)

j:—oo f=—o0
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ou les coefficients d’ondelettes sont calculés en utilisant une formule similaire a (2.48)
avec la fonction échelle remplacée par la fonction ondelette

Wj,m =< X,l//j’m > (2.51)

Si la base d’ondelettes est biorthogonale, les coefficients d’échelle et d’ondelette sont
calculés en remplagant ¢;«(¢) et y;«(t) dans (2.48) et (2.51), respectivement, par leurs
duales.

2.9. Algorithme de décomposition

L’algorithme de décomposition permet de trouver a partir d’une approximation a une
¢échelle donnée, I’approximation et les détails a I’échelle immédiatement inférieure par
itérations successives. L’algorithme de Mallat [Mal89] permet d’obtenir la décomposition

pour les analyses multirésolutions orthogonales et biorthogonales. Désignons par s =2/ le
paramétre échelle et par u = k27 le paramétre de translation, ou j et k représentent deux
entiers. La transformée en ondelettes discréte de x(¢) au point (k2j ,27 ) représente la

corrélation entre x(f) et w () en ce point. Cette transformation génére un ensemble de
points dans le plan temps-échelle donnés par

o 4o Wl =D/
Wik :Wx(k2j,2f):2—f/2 [ x(Oy (%Jcﬁ (2.52)

L’algorithme de décomposition sépare le signal en composantes a différentes échelles
ou chaque composante peut Etre traitée séparément. L’algorithme retient 1’information
pertinente de sorte qu’on peut reconstituer le signal. L’algorithme de décomposition peut
étre développé en exprimant les fonctions échelle et ondelette a un niveau j comme une
combinaison linéaire des fonctions d’échelle au niveau j — 1.

Puisque 4o < 4 .1, on peut écrire

P(1) =Y g (kW2 o2t~ k)
k

donc

0, (O=27" go(pW2 o227t~ k)-p)

En regroupant les indices et les exposants, on obtient

@)= 2.0 (D)1 prak (1)
P

Donc, on peut calculer les coefficients a;x = < x, @;x > de ’approximation au niveau j
comme

Ajr = 2.80(p) < X, Qi1 p+2k =
p

Sion pose [ =p + 2k, il vient
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ajp=2800-2k)<x,0; ;>
l
Si on désigne par g (k) = go(—k), on obtient

ajp =280 2k-l)<x,0; ;>
/

soit donc
ajr=2.8002k-Da;_y, (2.53)
!

Considérons maintenant une ondelette de Wy. Sa décomposition sur la base de 4
donne

w(t) =Y g (Kp_; = g (V2 p(2t - k)
k k

ce qui permet d’aboutir a I’expression de g(k) suivante

g =<y, x>

Un calcul analogue au précédent permet d’aboutir a 1’expression des coefficients
d’ondelettes suivante

Wik =XV jk >

=281(P) <X,0;1 prok >
P

En posant g,(k)=g;(—k), on obtient 1’équation de décomposition en ondelettes a
I’échelle j
Wik =281C2k-D<x,0; ;>
/

= ZZ:§1 (2k—Da;_, (2.54)

Les membres de droite des équations (2.53) et (2.54) correspondent a une décimation
par deux apres convolution. Les coefficients échelle et ondelette a un niveau de résolution j
peuvent €tre obtenus par convolution des coefficients échelle au niveau de résolution j - 1
avec les coefficients des filtres associés g(et g;suivie d’une décimation par deux. Le filtre

gy est passe bas alors que le filtre g, est passe haut. Par itération, on obtient les

composantes du signal associées aux différents niveaux de résolution. On retrouve ces
structures dans la littérature de bancs de filtres ou des algorithmes efficaces ont été
développés. La figure 2.5 illustre le processus de décomposition en utilisant la notation
vectorielle suivante

a;=lahw; =ik 8 =) & =E 0}



Chapitre 2 : Analyse en ondelettes 52

a;,———>—— g @ aj
81
(2

j
Figure 2.5 : Processus de décomposition en ondelette a un niveau.

Ce bloc de décomposition est appliqué de manicre itérative aux coefficients de la
fonction échelle a une échelle supérieure pour obtenir I’arbre dyadique de décomposition
en ondelettes représenté sur la figure 2.6.

ay %o @ Ay %o @ Aprm
g g
2 2

Figure 2.6: Arbre dyadique de décomposition en ondelettes.

2.10. Algorithme de reconstruction

La transformée en ondelette discréte posséde une transformée inverse unique
permettant la reconstruction parfaite du signal. L’algorithme de reconstruction retrouve le
signal a partir des composantes a différentes échelles en exploitant les relations a deux
échelles entre la fonction échelle et 1’ondelette [Mal89]. Considérons la somme des
composantes au niveau de résolution ; :

xi(0)+d; ()= %aj,k¢j,k (?) +%Wj,kl//j,k () =x;4(0) (2.55)

En substituant les relations a deux échelles (2.42a) et (2.42b) dans (2.55), on obtient
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Sa; gDl =2k -1)e T, Mol -2k - 1)
k / k [

“Ya, el i-1)  (256)
/

Par comparaison des coefficients de 2™/ 't - [) dans les deux membres de 1’égalité
(2.56), il vient

a; ;=Y |gol-2k)a, ;. +g (1 -2k)w; ;] (2.57)
k

Le membre de droite de (2.57) correspond a une interpolation suivie d’une convolution.
La séquence des coefficients d’échelle au niveau de résolution j est sur-échantillonnée, ce
qui veut dire que sa longueur est doublée par insertion d’un zéro entre deux échantillons
successifs, puis convoluée avec la séquence des coefficients du filtre associé. La méme
procédure est appliquée a la séquence des coefficients d’ondelette a la résolution j, et les
résultats sont additionnés pour donner les coefficients d’échelle au niveau de résolution j -
1. L’algorithme de reconstruction est illustré sur la figure 2.7.

a, 1, a M- a } aM
.y @ g | %@7 g >

D D

Whrim Wit

Figure 2.7 : Processus de reconstruction a partir de la fonction échelle et des coefficients
d’ondelettes.

2.11. Exemples de bases d’ondelettes

2.11.1. Ondelette de Haar

L’ondelette de Haar est la plus simple des bases d’ondelettes. La fonction échelle
utilisée dans la construction de I’ondelette est donnée par

1 0<t<«l
p(t) = . (2.58)
0 sinon
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Cette fonction peut étre décomposée comme suit

p(t) = p(2t) — (2t — 1) (2.59)

En prenant la transformée de Fourier des deux membres de (2.59), il vient

S 1+e /7
O(f) = GD( 2}—2 (2.60)

En comparant (2.60) et (2.43a), on en déduit la réponse fréquentielle du filtre g
associée a la fonction échelle

1 )
G, =—(l+e /2%
La fonction de transfert du filtre s’écrit comme

Go(z) = %(l+z_l) (2.61a)

L’utilisation des propriétés des filtres miroirs en quadrature permet déterminer le filtre g; :
1 1
Gi(z)=—F=\l-z (2.61b)
1 [ ( )

En utilisant (2.43b), on obtient la transformée de Fourier de I’ondelette

v() =2 l-e 7 Jo(r/2)

soit donc

w (1) =p(2)—p(2t-1)

ce qui donne finalement

1 0<r< l
2
w(t)=<-1 % <t<l (2.62)
0 sinon

Les filtres associés a ’ondelette de Haar sont simples. L’inconvénient majeur qui
limite I’intérét de cette ondelette est sa mauvaise résolution fréquentielle et les
discontinuités qui sont inadéquates pour I’approximation des fonctions lisses. La figure 2.8
montre la représentation graphique des fonctions échelle et ondelette associées a la base de
Haar.
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Figure 2.8 : Fonctions échelle et ondelette de la base de Haar.
(a) fonction échelle. (b) ondelette.

2.11.2. Ondelette de Shannon

La fonction échelle associée a I’ondelette de Shannon aussi appelée ondelette de
Littelwood-Paley est définie dans le domaine fréquentiel par

~1/2< f<1/2

. (2.63)
simmon

® 1
o=,

Son expression dans le domaine temporel peut étre déduite par transformation de
Fourier inverse et en choisissant une phase nulle, ce qui donne

05 :
o(t) = | ey =071 (2.64)

05 Tt

La réponse fréquentielle du filtre numérique associée est déterminée a partir de la

relation o2
Go(f)=+2 %

or, G (f)est périodique de période 1, ce qui donne

V2 —1/2< F<1/2
Go(f) = Y2ss<y
0 sinon
soit donc
. ATm
sin —
2
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G, (f) peut étre déduite facilement par

1 —2e72m —1/2< f<-1/4
Gl(f):—e_jz”fGS(f+5): 0 —1/4< f<1/4
272 1/4< f<1/2
soit donc sinl_ n”
(=D
72 T

La fonction ondelette peut étre déterminée par

U (N () e y2<|f]<1
¥(f)=—=G| = |0 = |=
) V2 1[2j [Zj {0 sinon

En prenant la transformée de Fourier inverse, on obtient

_coszt—sin2rt

w(t) = 1 (2.65)
A=)
2

La figure 2.9 représente graphiquement des fonctions échelle et ondelette de la base de
Shannon. Notons que I’inconvénient de I’analyse par I’ondelette de Shannon est la
mauvaise localisation temporelle.

nar

06+

0.4+

0z2r

02r

04k

06k

nak

(a) (b)

Figure 2.9 : Fonctions échelle et ondelette de Shannon. (a) fonction échelle. (b) ondelette.
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2.11.3. Ondelettes a support compact (Daubechies)

Cette famille d’ondelettes orthonormale est caractérisée par la compacité des supports.
Cependant, elle n’est pas a phase linéaire. La compacité des fonctions de base et des filtres
associés permet une réduction du cotit de calcul, ce qui facilite d’envisager des applications
en temps réel. L’ondelette de Daubechies possede ¢ (= 2) moments nuls, soit donc

+00
[ t"w()dt =0, n=0,1,---,q—1

—00

ce qui permet d’écrire G (f) sous la forme

14+ /27

Go(f)=(—

q
> J P(f) (2.66)

ou P(f) est un polyndme trigonométrique. Le développement de la condition
d’orthogonalit¢ de y(r) permet d’aboutir a une équation dont la solution fournit les
coefficients du filtre associé¢ a 1’ondelette. La figure 2.10 représente graphiquement les
fonctions échelle et ondelettes de Daubechies d’ordre 7.

(a) (b)

Figure 2.10 : Fonctions échelle et ondelette de la base de Daubechies. (a) fonction échelle.
(b) ondelette.

2.12. Seuillage des coefficients d’ondelettes

Le seuillage est une technique utilisée en traitement du signal avec les ondelettes. 11
consiste a annuler les coefficients d’ondelettes inférieurs a un certain seul. Le seuillage est
souvent utilis¢ dans le debruitage, la compression des signaux et des images [Don94,
Don98]. On distingue trois sortes de seuillage : seuillage dur, seuillage tendre et seuillage
par pourcentage.

2.12.1. seuillage dur

Si le signal ou la valeur du coefficient est inférieur a une certaine valeur prédéfinie, il
est posé égal a zéro. Le seuillage dur est exprimé comme suit
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(2.67)

{x pour |x| 20
y =

0 pour |x| <o

ou o est la valeur du seuil. Le seuillage dur est illustré graphiquement sur la figure 2.11a.
Le graphe est non linéaire et discontinu en x = o.

2.12.2. Seuillage tendre

Le seuillage tendre est défini par

_ {sgn(x)q(M - 0') pour |x| >0 2.68)

0 pour |x| <o

Généralement, g(x) est une fonction linéaire. Cependant, des fonctions non linéaires de
degré trois ou quatre peuvent étre utilisées. La figure 2.11b illustre le seuillage tendre pour
une fonction g(x) linéaire.

2.12.3. Seuillage par pourcentage

Dans ce type de seuillage, un pourcentage des coefficients d’ondelettes qui ne
dépassent pas le seuil est posé égal a zéro. Le seuillage par pourcentage est utilis¢
particuliérement dans les applications de compression. Le choix de la valeur du seuil o est
basé sur I’histogramme de I’ensemble des coefficients et le nombre total de coefficients.
Une fois le seuil est déterminé, le principe est le méme que celui du seuillage dur.

Y

-G s

(a)

Figure 2.11 : Principe du seuillage. (a) Seuillage dur. (b) Seuillage tendre.
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(b)

Figure 2.11 (suite)

2.13. Conclusion

Contrairement aux méthodes d’analyse temps-fréquences développées dans le chapitre
1 pour lesquelles la résolution temps-fréquence est fixe, ’analyse en ondelettes permet une
analyse a résolution temps-fréquence variable. Cette propriété est particulierement
intéressante pour I’analyser des signaux incluant des structures de différentes tailles.

La transformée en ondelettes peut étre exprimée comme un opérateur de dérivation
multi-échelles. Cette interprétation est d’une grande importance pour la détection des
singularités dans les signaux. En utilisant des ondelettes a moments nuls, les singularités
peuvent étre détectées en suivant les maximums locaux de la transformée en ondelettes
aux ¢échelles fines. Cette propriété est exploitée dans le chapitre 4 pour estimer la fréquence
du signal source de perturbations ¢électromagnétiques dans un circuit imprimé.

L’analyse en ondelettes peut étre réalisée en utilisant des algorithmes efficaces.
L’algorithme de Mallat est un exemple d’algorithme utilisé¢ dans ce contexte. Il consiste a
appliquer la décomposition de maniére itérative aux coefficients de la fonction échelle a
une échelle supérieure pour obtenir I’arbre dyadique de décomposition en ondelettes. Le
signal peut étre reconstruit a partir des composantes a différentes échelles moyennant un
algorithme de reconstruction qui exploite les relations a deux échelles entre la fonction
échelle et I’ondelette.



Chapitre 3

Les signaux d’interférences électromagnétiques

3.1. Introduction

Durant la phase de conception et de mise au point des systémes électroniques, le
probléme d’interférences ¢lectromagnétiques se pose des que les signaux véhiculés par les
conducteurs deviennent rapides. Par exemple, sur un circuit imprimé, une piste acheminant
des signaux logiques est susceptible de produire des interférences qui peuvent perturber
une deuxiéme piste se trouvant a proximité et véhiculant des signaux de contrdle sur une
distance de 10 cm. Les cables longs transportant des bits parall¢les a grande vitesse sont
aussi candidats aux interférences électromagnétiques. L’un des problémes auxquels on
s’intéresse dans ’analyse des interférences électromagnétiques est I’identification de la
source ayant généré cette interférence. L’application de I’analyse en ondelettes au
probléme d’identification des lignes sources de perturbation électromagnétiques sur les
circuits imprimés constitue I’un des objectifs de ce travail. L’analyse en ondelettes semble
prometteuse pour détecter et identifier les sources d’interférences électromagnétiques
[Buc00, AntO1].

Pour une meilleure compréhension du probléme, il nous a paru donc utile d’inclure un
chapitre consacré aux signaux d’interférences ¢lectromagnétiques. L’objet de ce chapitre
est de présenter 1’aspect théorique des interférences électromagnétiques et établir la
solution dans les domaines temporel et fréquentiel dans le cas de trois lignes couplées. Le
chapitre présente également la méthode des différences finies dans le domaine temporel
pour la simulation des interférences électromagnétiques.

3.2. Interférence et couplage électromagnétiques

Les interférences électromagnétiques constituent un aspect de couplage entre les lignes
ou les pistes de circuits imprimés. Bien qu’il existe une certaine ressemblance entre le
probléme des interférences électromagnétiques et celui du couplage d’antennes, il convient
de noter que le phénoméne d’interférences est un probléme de couplage de champ proche
entre un circuit émetteur et un circuit récepteur se trouvant a proximité 1’un de 1’autre.

Les interférences électromagnétiques entre lignes ou conducteurs peuvent étre causées
par un champ électrique via une capacité mutuelle ou par les variations temporelles du

champ magnétique via une inductance mutuelle (Figure 3.1).

Dans la phase d’analyse de I’interférence électromagnétique, avant d’attribuer la
perturbation a une source d’interférences, il est nécessaire que la ligne réceptrice ne soit

60
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pas contaminée par le bruit. Une autre cause de perturbations pouvant affecter les
données véhiculées par les lignes sont les réflexions provoquées par une charge non
adaptée a la ligne.

Dans la prédiction des interférences électromagnétiques, il est souvent supposé que la
ligne de transmission est sans pertes. Une source de pertes dans les lignes de transmission
est ’effet de peau. La présence de deux conducteurs conduisant des courants de directions
opposées tend a accroitre la résistance de la ligne. Une seconde source de pertes est le
di¢lectrique séparant les conducteurs. L’erreur due a 1’exclusion des pertes dans la ligne de
transmission peut étre importante uniquement dans le cas de longs cables et de conducteurs
acheminant des signaux caractérisés par un faible temps de montée et est, en général,
inférieure a I’erreur due a I’imprécision des calculs.

Source

Récepterur

Figure 3.1: Phénomene d’interférences ¢Electromagnétiques dans une ligne de
transmission.

3.3. Interférences dans une ligne a trois conducteurs

Le phénomeéne d’interférences électromagnétiques ne peut avoir lieu que lorsque la
ligne de transmission est composée de trois conducteurs ou plus. Pour illustrer ce
phénoméne, on considére une ligne a trois conducteurs représentée sur la figure 3.2
[ClaR92]. Les circuits attachés aux extrémités des conducteurs de la ligne sont susceptibles
de s’interférer via les inductances mutuelles et les capacités mutuelles entre les
conducteurs. Une source de résistance interne R; générant une tension V(f) est connectée a
une charge R; a travers un conducteur générateur et un conducteur de référence. Deux
autres résistances de terminaison notées Ryg et Rpg sont connectées aux extrémités proche
(near-end) et lointaine (far-end), respectivement, d’un conducteur récepteur via le
conducteur de référence. Les indices NE et FE font référence a I’extrémité proche et
I’extrémité lointaine, respectivement. Les conducteurs sont supposés paralléles a 1’axe z et
ont une section uniforme le long de la ligne. De méme, il est supposé que le diélectrique
séparant les conducteurs de la ligne est de section uniforme. Le courant /5(z, ) et la tension
Ve(z, t) associés au circuit générateur génerent des champs électromagnétiques qui
interagissent avec le circuit récepteur composé du conducteur récepteur et du conducteur
de référence. Cette interaction induit un courant Ig(z, f) et une tension Vy(z, ) le long du
circuit récepteur. Le courant et la tension induits donnent naissance a des tensions Vyg(t) et
Vre(t) aux bornes des résistances connectées aux extrémités du circuit récepteur.

La prédiction des interférences ¢€lectromagnétiques consiste a déterminer les tensions
Vne(f) et Vig(f) connaissant la section de la ligne, la source V(?), les résistances Rs, Ry, Ryg
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et Rpg. On distingue deux types d’analyse des interférences : I’analyse temporelle et
I’analyse fréquentielle. L’analyse temporelle s’intéresse a la détermination de la forme
d’onde des tensions Vyg(?) et Vee(f) pour une forme générale de la tension source Vs(¢).
L’analyse fréquentielle consiste a déterminer les tensions Vye(jw) et Veg(jw) pour une
source de tension sinusoidale Vs(¢) = V cos(at + ¢).

Rs Conducteur générateur
Vv T
Conducteur récepteur
vt (D * L ) * §RL
Rne Vie(f) ) VFE(f) < RFe
- IG 2,0+ Iz(z,0)

@ @

Conducteur de référence

< ] N
W »

\ 4

z=0 z=1

Figure 3.2 : Interférences dans une ligne a trois conducteurs.

Deux configurations typiques de lignes de transmission rencontrées dans les circuits
imprimés sont représentées sur la figure 3.3. La configuration représentée sur la figure
3.3-a consiste en deux pistes paralléles sur la face d’un diélectrique qui a le plan de masse
sur l’autre face (microstrip couplé). La configuration représentée sur la figure 3.3-b
consiste en trois pistes paralleles placées sur un diélectrique (strips couplés). Dans les deux
configurations, le milieu séparant les conducteurs n’est pas homogene.

Notons que I’effet des interférences dépend aussi de la complexité du circuit. Des
modeles de prédiction des interférences ¢lectromagnétiques dans des circuits types tels que
les transistors ou les amplificateurs opérationnels ont été également proposés dans la
littérature.

e Gavine s ;///

(a) microstrip couplé (b) strips couplés

Figure 3.3 : Configurations rencontrées dans les circuits imprimés.
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3.4. Equations de la ligne de transmission

Dans D’analyse des interférences générées dans les lignes multiconducteurs, il est
suppos¢ que le mode ¢lectromagnétique transverse (TEM : transverse electromagnetic) est
le seul mode existant. Sous 1’hypothéese de structure de champ TEM, les tensions de lignes
Vao(z, t) et Vi(z, t) ainsi que les courants Ig(z, t) et Ix(z, f) peuvent étre définis de fagcon
unique pour des fréquences d’excitation non nulles. Cependant, cette supposition reste
approximative puisque les structures TEM pures n’existent pas pour les conducteurs
imparfaits ou en cas de diélectrique non homogéne. Néanmoins, I’approximation reste
acceptable pour les bons conducteurs aux fréquences de travail de ’ordre du GHz. Cette
structure de champ est alors appelée le mode quasi TEM.

Dans une ligne de transmission, chaque conducteur est caractérisé par une résistance
par unité de longueur notée rg pour le conducteur générateur, rz pour le conducteur
récepteur et ry pour le conducteur de référence. Les circuits générateur et récepteur
possédent des inductances propres par unité de longueur notées /g et I et une inductance
mutuelle par unité de longueur notée /,,. Les champs électriques engendrés par les tensions
donnent naissance a des courants de déplacement et de conduction qui circulent entre les
conducteurs. A ces effets correspondent la conductance propre g et la capacité propre cg
associées au circuit générateur, la conductance propre gx et la capacité propre cg associées
au circuit récepteur et les éléments mutuels g, et ¢,. Le schéma électrique d’une ligne de
transmission a trois conducteurs est représenté sur la figure 3.4.

I (z,t) IGAZ g Az A X I6(z+A z)
Jo(z+A 2)
A —1
GG M S T gar Zeear = cpaz
K& TRAz [rA z Ix(z+A2)
Dy AN~ >
Va(z,1) &GAZS T Az IiEa2)
I6(z,0)+i(z,0) ToAZ
< Az >
| |
Z ZHAZ

Figure 3.4 : Schéma d’une ligne a trois conducteurs.

Les équations de la ligne de transmission peuvent étre obtenues en considérant les
relations liant les tensions et les courants aux deux extrémités de cette section et en faisant
tendre la longueur de la section vers zéro, ce qui donne [ClaR92]

8VG(Z,I) _
0z

g Ar(z0) 3y

ol-(z,t
_(rG+7”0)]G(Z,t)—rOIR(Z,t)_lG Ga(Z )_ .
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OVr(z,t)
0z

dlg(z1) " ER)

3.1b
ot ot G.1b)

=1yl (z,0) = (rg + 1) (z,0) 1,

%z_(gG+gm)VG(Z’t)+ngR(Zat) (e +e,) ez, FrCD

o 19

0l p(z,t)

aVG (Z, t)
G2 (cp +
oz ot (e

¢ )% (3.1d)

m

= ngG(Zat)_(gR + 8 )VR (Zat)+cm

Sous forme compacte, ces équations différentielles aux dérivées partielles deviennent

VD przpy- 1 AED (3.22)
zZ
ACD _ _Gyzn-cVED (3.2b)
ot ot
ou
Ve(z,0)]
Vizn=| 6&" (3.3a)
Ve (z,1)
1-(z,0)]
Iy =| 6@ (3.3b)
IR (Z, t)_
Les matrices des parametres par unité de longueur sont données par
o +1ry T
= { G } (3.4a)
) rp + i
/ /
L= [ G m } (3.4b)
lm lR
ot ~
G_|gtem —gm } (3.40)
|~ Em 8R + Em
L ~
c=|GTm Tm } (3.4d)
|~ Cm cp+c,

Il est difficile de résoudre les équations de ligne précédentes dans le domaine temporel.
Dans le domaine fréquentiel, ces équations deviennent

dil?(z) =—ZI(z) (3.52)
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ii(z) =YV (2) (3.5b)
dz

ou les vecteurs des phaseurs tension et courant sont donnés par

Poy=| 6@ (3.6)
VR (Z

iz)=| 6@ (3.6b)
IR (Z

Les tensions et courants dans le domaine temporel peuvent étre déduits comme suit
V(z,t) = Re{l?(z)ef‘”f } (3.7a)

I(z.t) = Re{ F(2)e™ | (3.7b)
Les matrices impédance et admittance intervenant dans I’équation (3.5) sont données par

Z=R+ joL (3.8a)
Y=G+ joC (3.8b)

La résolution des équations de lignes multiconducteurs nécessite la détermination des
parametres par unité de longueur pour une configuration particuli¢re de la ligne. Il convient
de distinguer entre les parametres par unité de longueur internes et externes. Les
parametres externes sont dus aux champs électromagnétiques externes aux conducteurs. La
partie du champ magnétique interne contribue a I’inductance interne par unité¢ de longueur.
L’inductance par unité de longueur totale est la somme des inductances interne et externe.
Pour des lignes de dimensions typiques, ’inductance par unité¢ de longueur interne est
négligeable par rapport a I’inductance par unité de longueur externe, ce qui justifie
I’approximation de I’inductance par unité de longueur par I’inductance externe. De méme,
le courant a l’intérieur des conducteurs rencontre une résistance interne par unité de
longueur. Les expressions des parameétres par unité de longueur sont difficiles a déterminer
dans le cas de lignes dans un milieu non homogéne. Dans le cas d’un milieu homogene,
des expressions approximatives des parametres par unité de longueur peuvent étre
déterminées alors qu’en présence d’un milieu non homogene, on utilise généralement les
méthodes numériques. Les résistances internes par unit¢ de longueur rg, rz et ry et les
inductances internes par unité¢ de longueur sont indépendantes des configurations des
lignes si les conducteurs sont suffisamment séparés. Les résultats obtenus dans le cas d’une
ligne a trois conducteurs peuvent étre étendues aux lignes multiconducteurs. Si le milieu
séparant les conducteurs de la ligne est homogene, les matrices des parameétres sont reliées
par

LC=CL=ucl (3.9)
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ou w est la perméabilité du milieu, ¢ est sa permittivité et I, désigne la matrice unité de

dimensions 2 x 2
I, = ! 0 (3.10)
2700 1 '

Dongc, il suffit de déterminer une des matrices des parametres pour déduire ’autre a
partir de la relation
_ | -
C=pel' =—1L"! (3.11)

v2

ou v =1/ A/ He est la vitesse de groupe qui est égale a la vitesse de propagation des ondes
dans la ligne. En remplacant L et C dans I’équation (3.11) par leurs expressions données

par (3.4b) et (3.4d), on obtient les expressions des capacités par unité de longueur en
fonction des inductances par unité de longueur

[

¢, = m (3.12a)
" 2o, — 12
ce+e, = U (3.12b)
2t -1,2) '
cptc, = g (3.12¢)
R 2t —1.2) '

Dans un milieu non homogene, la matrice inductance par unité¢ de longueur n’est pas
affectée par la non homogénéité du diélectrique puisque u = 1. Donc, si Cy désigne la
matrice capacité par unité¢ de longueur sans dié¢lectrique, la matrice inductance est donnée

par yeqCo ! Généralement, les méthodes numériques sont utilisées pour déterminer les

parametres par unité de longueur dans un milieu non homogene. Bien que les méthodes
numériques donnent des résultats précis, elles nécessitent un temps de calcul prohibitif.
Pour réduire le temps de calcul, des équations empiriques obtenues par approximations ont
été proposées comme alternative pour calculer la capacité et I’inductance [Soh01].

Dans ce modele, les différents paramétres ont été supposés constants. Pour tenir
compte de la dépendance des parameétres de la ligne en fonction de la fréquence, des
modeles d’approximation utilisant la fonction rationnelle de Debye ont été¢ proposés
[Sca01].

3.5. Analyse fréquentielle des interférences électromagnétiques

Une solution exacte de I’équation de la ligne de transmission peut étre obtenue dans le
cas d’une excitation sinusoidale sans aucune restriction. Si la ligne peut étre considérée
comme ¢lectriquement courte, des résultats plus simples peuvent étre déduits a partir de la
solution générale.
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3.5.1. Solution générale

Les équations de ligne dans le domaine fréquentiel données par (3.5) sont des équations
différentielles couplées du premier ordre. Pour découpler ces équations différentielles,
dérivons chaque équation par rapport a z et substituons la seconde, ce qui conduit aux
équations du second ordre de la forme

-
dng) = ZYV(2) (3.13a)
dz
-
ddl gz) = YZi(z) (3.13b)
y4

La solution générale est obtenue en définissant la transformation suivante

A A

(3.14)

La matrice de transformation 7 est de dimension 2x2 et I . €st le courant modal. La

solution générale de (3.14) est de la forme

I,(z2)=e"?I, —e""I, (3.15)
ou
i}?GZ
- e 0
e = . (3.16)
0 eTTR?
et
. |12
T (3.17)
Ir

avec 7% et ;?,% désignant les valeurs propres de YZ . Les grandeurs 7; et yp sont

appelées les constantes de propagation. Les quantités I, I, I g €t I,z sont des
constantes a déterminer. Les courants sont obtenus a partir de la solution modale

I(2)=Ti, =l 7717 -1, (3.18)
Les tensions de ligne sont obtenues a partir de (3.5)

L dI(2)
dz
S 1 Rad L (3.19)

I}(z) =-Y
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3.5.2. Couplage inductif et couplage capacitif

Les équations précédentes ont peu d’intérét dans le contexte du phénomeéne
d’interférences ¢€lectromagnétiques. Des expressions littérales simplifiées donnant les
tensions d’interférences peuvent étre obtenues dans le cas d’une ligne sans perte a trois
conducteurs dans un milieu homogene. Les conducteurs sont supposé€s étre parfaits et
séparés par un milieu homogene sans pertes. Cette approximation permet d’aboutir a des
résultats qui illustrent le mécanisme d’interférences électromagnétiques. Pour une ligne

sans pertes,ona R=G =0, 2=ja>L et IA’=ja)(:‘ .

En général, on s’intéresse aux tensions et courants aux extrémités de la ligne. Dans ce
cas, la ligne couplée a trois conducteur peut étre assimilée a un circuit multi-poles (Figure
3.5). L’écriture des équations du quadripdle permet de déduire les tensions aux extrémités
de la ligne. Si la ligne est de longueur / électriquement courte a la fréquence de travail (/

<< A) et si le couplage entre le circuit générateur et le circuit récepteur est faible, on obtient
[ClaR92]

p 1 R p RypR ;
Vg = NE___ ol 11, +—DEZEE e, 1V (3.20a)

; 1 R s RygRep . 5
Vig = (_ e jol,l I, +—"EEE joc,l VGDCJ (3.20b)

ou
Den~(1+ jotg 1+ jotg) (3.21a)
G el +(cg +cp)l RiRy (3.21b)
R¢+R; R, +R;
TR =L+(c1¢ +cm)lm (3.21¢)
Ryg + Rpg Ryg + Rpg
~ R ~
Gpe ==V (3.21d)
R, +R;
I L p (3.21¢)
Gpoe = o o :
¢ R +R,

Les expressions (3.20a) et (3.20b) montrent que pour des lignes faiblement couplées et
¢lectriquement courtes, 1’interférence est une combinaison linéaire des contributions dues a
I’inductance mutuelle /,, entre les deux circuits (couplage inductif) et a la capacité
mutuelle ¢, entre les deux circuits (couplage capacitif). Ceci est appelé le principe de
superposition des couplages inductif et capacitif.
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R /N
S (0)
A-I—
1(0)
2{(0) Ligne a
Trois
Conducteurs
z=0 zZ= /

Figure 3.5 : Représentation de la ligne a trois conducteurs sous forme
de circuit multi-poles.

Si la fréquence d’excitation est suffisamment basse de telle sorte que 1’approximation
Den =~ 1 soit valable, les expressions (3.20) se simplifient davantage et deviennent

5 Ryg - ~ RypRpp . 5
Var = wl I +—2= "L _gme [V, 3.22a
- Jolyllc, . Rug + Rop Joc,l Vg, ( )
A R A Ryr-R A
Vep =——A4E Gyl 11, +—NETFE e ¥ 3.22b

Il est clair que Dinterférence est la superposition de deux composantes: une
composante est due a I’inductance mutuelle entre les deux circuits (couplage inductif) et
I’autre est due a la capacité mutuelle entre les deux circuits (couplage capacitif). Si la
composante due au couplage inductif est dominante par rapport a celle due au couplage
capacitif alors les tensions d’interférences se réduisent a

R R R
yIND _ _ TNE oy | ] 3.23a
vNE =—R¢jw1 11 (3.23b)

Si la composante due au couplage capacitif est dominante par rapport a celle due au
couplage inductif alors il vient

R R.nR n

Ve =—NEZFE 5oy 1V, 3.24a
NS R Ry JollVe,. ( )
R R.wR N

Vi =—NEZFE 551 1V, 3.24b
I Jol,lVe,. ( )

Le couplage total est la somme de ces deux composantes
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Vg =V +Vai" (3.25a)
Vig =Vi- +Vig" (3.25b)

L’interférence peut étre considérée comme une fonction de transfert entre I’entrée V et

les sorties VNE et Vg . On montre que les fonctions de transfert sont de la forme

VgE = ol B + pP) (3.26a)
S
Veg _ . (MIND MCAP) 3.26b
oM +Mpg (3.26b)
S
ou
R L
My =——2E m (3.27a)
Ryg +Rpp Ry + R
Rye R R, C
Mg = —NEEE —Lom (3.27b)
Ryg +Rpp R+ R,
R L
MpP =-——1E m (3.27¢)
Ryg +Rpp Ry +R;
RyrR R, C
M%P =M]$£~P _ NE‘FE L~ m (3.27d)

" Ryg +Rpp R, +R;

ou L,=l,l et C,=cy,l sont I’inductance mutuelle et la capacit¢ mutuelle totales entre le
circuit générateur et le circuit récepteur.

Les expressions (3.26a) et (3.26b) montrent que les contributions dues aux couplages
inductif et capacitif sont fonctions de la fréquence d’excitation; elles augmentent
linéairement avec I’augmentation de la fréquence. Les réponses fréquentielles sont
caractérisées par une pente de 20 dB/décade.

3.5.3. Couplage di a Pimpédance commune

Les conducteurs imparfaits peuvent produire des interférences non négligeables aux
basses fréquences. Pour des charges typiques, aux basses fréquences, la résistance du
conducteur de référence est inférieure aux résistances de charge, et donc la majorité du
courant du circuit générateur retourne par le conducteur de référence ce qui provoque une

chute de tension V,donnée par
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n R n
Vop=—"2—V, (3.28)
Ry +R;

Cette tension donne naissance a des interférences dans le circuit récepteur dont les
fonctions de transfert sont exprimées par

VSl R R

E — Myp =—2E ! (3.29a)
vEL R R

LR V) p— 0 (3.29b)
Ve Ryg +Rpp Ry + Ry

Le couplage total est approximativement la somme des couplages inductif, capacitif et
a impédance commune

5
N jolM P+ MG )b (3.300)
S
I}FE _ IND CAP Ccl

3.6. Analyse temporelle des interférences électromagnétiques

Il s’agit de prédire les tensions dans les extrémité proche et lointaine de la ligne
couplée a trois conducteurs pour une forme d’onde quelconque de la tension source Vy(¢). Il
est supposé que le mode TEM est le seul mode de propagation dans la ligne. On se place
¢galement dans le cas de conducteurs parfaits et de diélectrique sans pertes.

3.6.1 Couplage inductif et couplage capacitif

Le terme jo dans le domaine fréquentiel est substitué par 1’opérateur d/dt dans le

domaine temporel. Par la suite, les équations (3.26a) et (3.26b) s’écrivent dans le domaine
temporel comme suit :

Vi (6) = My 220 (3.31)
dt
Vep(t) =M g 47, 1) (3.31b)
dt
ou
M g =M P + M " (3.32a)

My = MEP + EAP (3.32b)
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Il en découle que pour une ligne €lectriquement courte, I’interférence n’est autre que la
dérivée de la tension source multipliée par les coefficients d’interférences Myg et Mpg.
Dans le domaine temporel, I’interférence est la somme de contributions produites par les
couplages inductif et capacitif dus a I’inductance mutuelle et a la capacité mutuelle entre le
circuit générateur et le circuit récepteur. La figure 3.6 montre les tensions d’interférences
pour une source de tension périodique trapézoidale. Le signal d’interférence apparait sous
forme d’impulsions durant la période de transition de la source. Durant le temps de montée
de I'impulsion de la source, la tension d’interférence est positive si le coefficient
d’interférence est positif. Durant le temps de descente, la tension d’interférence est une
impulsion négative si le coefficient d’interférence est positif. Le coefficient d’interférence
Mg correspondant a I’extrémité proche est toujours positif alors que le coefficient Mzg
associé a ’extrémité lointaine est positif si le couplage capacitif est dominant par rapport
au couplage inductif. Si le couplage inductif est dominant par rapport au couplage capacitif
alors le coefficient Mgy est négatif.

V(t)
v e
¢
Iy I
(a)
Vye(t)
i
v
M yp—
t}"
y t
- M yg o
f
(b)
147500
i\
v
M pp—
t}"
v t
Mg o
f
(c)

Figure 3.6 : Source de tension trapézoidale et interférences aux éxtrémités proche et
lointaine. (a) Source trapézoidale. (b) Interférence a I’extrémité proche. (c) Interférence a
I’extrémité lointaine.
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Il a été suposée que la ligne est €lectriquement courte. Pour un signal qui contient des
composantes fréquentielles allant du continu jusqu’a des fréquences ¢Elevées
(théoriquement infinies), seule les composantes qui sont inférieures a la fréquence pour
laquelle la ligne est électriquement courte sont traitées correctement par ce modele. Les
hautes fréquences au dela de cette valeur ne sont pas correctement traitées. Cette contrainte
est traduite par la condition suivante sur les temps de montée et de descente de la tension
source

t,ty>10T), (3.33)

ou Tp = [l/v est le temps de retard de la ligne.

3.6.2. Couplage di a Pimpédance commune

La prise en considération de la résistance des conducteurs a pour effet d’ajouter une
contribution due a I’'impédance commune. On obtient donc

dv, (1)

Vg (0 = (M PGP )25 4y Sy ) (3.342)
av, (1)

Ve ()= (M B2 + MG )L MLy (3.34b)

ou les coefficients de couplage de I’impédance commune M ]% et M 1%15 sont donnés par

R R
ML = ——NE 0 (3.352)
Ry +Rpp Ry +R;

R R
My =-—FtE 0 (3.35b)
Ryg +Rpp R+ Ry

La contribution due a I'impédance commune est une version attenuée de V(¢)
représentée par les termes M 1% Vi(t)et M % V().

3.7. Simulation des interférences

Il existe plusieurs programmes de simulation des interférences électromagnétiques dans
les lignes couplées. Une approche consiste a déterminer les parameétres de la ligne tels que
I’inductance mutuelle et la capacit¢ mutuelle au moyen d’un programme de calcul
numérique et, par la suite, utiliser ces parameétres avec un programme de simulation tel que
SPICE ou PSPICE pour prédire I’interférence électromagnétique [Wes01].

L’approche basée sur la méthode des différences finies dans le domaine temporel
(FDTD : Finite Difference Time Domain) [Yee66] fournit des résultats précis dans le
probléme d’analyse des interférences entre les lignes de transmission [Pot91, XiaOl]. De
méme, elle présente I’avantage de pouvoir simuler des structures tridimensionnelles. La
méthode FDTD résout les équations de Maxwell dans deux ou trois dimensions [Kun93]
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Ixi=-28 (3.36a)
ot
VxH =‘2—?+j (3.36b)

ot B=uH,D=¢E et J=0E.

L’espace de simulation a trois dimensions est décomposé en éléments cubiques de
faces A x, Ay et A z appelés cellules de Yee. Les six composantes des champs Ey, Ey, E,,
Hy, Hy et H, sont définies en chaque point de la cellule de maniére entrelacée ou chaque

composante du champ E est entourée par quatre composantes du champ H et vice versa
(Figure 3.7). La notation utilisée pour décrire les champs est, par exemple,

(3.37)

E)’Z[i,j,k]= EXKX +%)Ax,jAy,kAz}

t=nAt

ou x désigne la composante suivant I’axe ox, n représente 1’instant d’évaluation et (i, j, k)
désigne I’indice de la cellule de Yee contenant le champ a calculer. En se reportant a la
figure 3.7, on remarque que la composante Ex(i, j, k) est localisée en

1 . . .
Hi +5JAX, j Ay,kAz] Les champs sont définis uniquement aux points de I’espace et

non sur toute la cellule. Les parameétres €, u et ¢ peuvent étre spécifiés pour chaque
composante du champ permettant ainsi de simuler des milieux linéaires anisotropiques.

Figure 3.7 : Cellule de Yee.
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Pour obtenir les équations de mise a jour de ces champs, les dérivées sont remplacées
par des approximations de différence de second ordre dans le domaine temporel

1 1
n+

1 pl
2 . . _ 2 . .
—;H;:[z',j,k]: Hy [”f’k]AtHX [”f’k]m(mz) (3.38)

Les approximations dans le domaine spatial donne

o o o Elijk+1]-E!i, k]
EES[I,],/(]= Y s Y +0(A22) (3.39a)
oy “T Ay '
L’équation (3.36a) donne
OFE
O =l{ Y —aEZ} (3.40)
ot u| 0z oy

En combinant les équations précédentes, on obtient I’équation de mise a jour de

Hy, 2[i, j,k]

1 nl. . nl. . 1
— ECli, j,k+1|-E;|i, ],k il A —E™i. -
H:+2 [iaj,k]z—At y[l J +A]Z y[l / ]_ £, [Z’J'i'l:z]y E, [Z’J’k] + H: Z[i,j,k]

(3.41)

En procédant de la méme facon, on peut obtenir les expressions de mise a jour des
autres composantes des champs électrique et magnétique.

La méthode FDTD permet la modélisation des interférences électromagnétiques entre
des structures arbitraires. Cependant, elle devient coliteuse en terme de temps de calcul et
de capacité¢ de stockage dans le cas de 1’analyse des interactions entre des objets séparés
par un large espace. Pour tirer profit des avantages de la méthode des différences finies
tout en diminuant le temps de calcul et la capacité¢ de stockage, la combinaison de la
méthode des moments avec la méthode des différences finies a ét¢ envisagée [Lin99].
D’autres méthodes basées sur 1’analyse multirésolution ont été également proposées
comme alternative [Wer96, Kru96, Kru97].

Dans le cadre de ce travail, le simulateur appelé XFDTD basé¢ sur la méthode des
différences finies dans le domaine temporel a été utilisé pour simuler les interférences
¢lectromagnétiques.



Chapitre 4
Analyse en ondelettes des signaux d’interférences sur

circuits imprimeés

4.1. Introduction

Dans la derniere décade, des grands efforts ont ét¢ déployés pour augmenter la vitesse
des circuits numériques. Cependant, aux hautes fréquences, le temps de commutation
devient plus court donnant naissance au phénomene des interférences €électromagnétiques.
Comme conséquence, I’intégrité du signal véhiculé par les pistes du circuit imprimé peut
étre affectée si le phénomeéne n’est pas pris en considération dés la premiére étape de
conception du systeéme électronique [Kha89]. Les signaux d’interférences causent un
sérieux probleme d’intégrité du signal particulierement entre les longues lignes paralleles
[Gra92, ScaOl]. Particulierement, lorsque la ligne de connexion devient électriquement
longue, le signal d’interférence peut entrainer la distorsion de la fonction logique [ParB94,
Yea88]. Le probléme d’intégrit¢é du signal devient donc crucial durant la phase de
simulation et de conception du circuit.

Les interférences ¢électromagnétiques constituent un aspect important de 1’analyse de la
compatibilité électromagnétique que le concepteur se trouve confronté avec pour améliorer
les performances du systéme et assurer son succes. A cette fin, plusieurs approches ont été
proposées dans la littérature pour prédire les interférences électromagnétiques [GriSO1,
Soh01, Xia01]. Néanmoins, un probléme qui peut se poser au concepteur est de déterminer
si le mauvais fonctionnement du prototype est dii aux erreurs logiques ou aux
interférences. Il est donc d’une importance capitale de détecter les interférence et identifier
leur source en utilisant des simulations durant la phase de conception en vue de les
¢liminer ou, au moins, de les réduire a des niveaux acceptables avant la construction du
prototype. Donc, une méthode efficace d’identification de la ligne source des interférences
¢lectromagnétiques s’avere donc indispensable.

Généralement, dans la conception des circuits imprimés, ’identification des lignes
perturbatrices est basée sur une méthode géométrique ou les contraintes en terme
d’interférences sont spécifiées en valeurs de tension qui sont converties en distance
maximale. Seules les lignes dont la distance les séparant de la ligne perturbée ne dépasse
pas la distance maximale seront prises en considération dans la procédure d’identification
de la ligne perturbatrice. Cependant, il n’est pas rare qu’une ligne située au dela de la
distance maximale spécifiée donne lieu a une interférence électromagnétique de grande
amplitude alors qu’il n’existe pas une regle générale d’identification efficace.

76
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Récemment, il a ét¢ montré que les ondelettes peuvent Etre utilisées dans la prédiction
des interférences et le diagnostique des pannes dans les lignes de transmission [Ant01,
Buc00, GriS00]. Dans [Buc00], les ondelettes ont été utilisées pour générer la signature de
I’interférence en vue d’identifier la ligne défectueuse et dans [Ant01], la décomposition en
paquets d’ondelettes a été utilisée dans 1’extraction des caractéristiques et la classification
des sources d’interférences électromagnétiques. Une des caractéristiques importantes des
ondelettes est leur capacité de détecter les singularités ce qui les rend trés efficaces pour
I’analyse des signaux perturbés par des interférences électromagnétiques. En outre, la
puissance moyenne des coefficients d’ondelettes peut fournir une information sur la
distance séparant les lignes couplées [Kac03a].

Dans ce chapitre, la décomposition en ondelettes est utilisée pour analyser les signaux
d’interférences électromagnétiques sur circuits imprimés. L’objectif de [’analyse est
d’identifier la ligne source de la perturbation en ne disposant que du signal perturbé.
L’ approche suivie consiste a estimer la fréquence du signal ayant causé 1’interférence, puis
déterminer la distance de séparation entre la ligne perturbatrice et la ligne perturbée. Ces
deux paramétres sont d’un grand intérét pour I’identification de la ligne source de
perturbation. Contrairement a ’approche géométrique, il n’est pas indispensable de
spécifier un seuil pour la distance séparant les lignes couplées. Dans ce qui suit, on
présente la configuration du circuit imprimé simulé ainsi que le modéle des signaux a
traiter. Dans le reste du chapitre, on présente les résultats qui montrent I’efficacité des
ondelettes dans ’analyse des signaux d’interférences pour déterminer la fréquence du
signal perturbateur ainsi que la distance séparant la ligne perturbatrice et la ligne perturbée.

4.2. Configuration du circuit imprimé

Le circuit imprimé est simulé en utilisant le simulateur XFDTD de REMCOM basé sur
la méthode des différences finies dans le domaine temporel (cf. § 3.7). Il a une structure de
stripline (Figure 4.1) . Le substrat jouant le role de diélectrique a une épaisseur /4 et il est
caractérisé par une permittivité relative &. Dans les exemples traités, & prend une valeur
entre 4 et 5 qui est typiquement la permittivité¢ de 1’époxy utilis€¢ dans la fabrication des
circuits imprimés. Sur une face du diélectrique se trouve la masse et sur I'autre face se
trouvent deux pistes paralleles de longueur L = 10 cm et de largeur w véhiculant des
signaux logiques (horloge, signaux de contréle, etc.). A une extrémité de la premiére ligne
(ligne 1) est connectée une source de tension, de résistance interne R, = 50 €, générant un
signal logique de forme trapézoidale. Sur I’autre extrémité de la ligne est attachée une
résistance de charge R; = 50 Q. Deux résistance de terminaison Ryz et Rgz sont attachées a
la seconde ligne (ligne 2) aux extrémités proche et lointaine par rapport a la source. Les
deux résistances ont une valeur de 50 Q.

Le signal se propageant le long de la ligne 1 (ligne perturbatrice) cause des
interférences qui affectent le signal véhiculé par la ligne 2 (ligne perturbée). Les signaux
générés ont une amplitude de 5 V et un rapport cyclique de 0.5. L’effet réciproque de la
ligne perturbée sur la ligne perturbatrice est négligé. Dans les exemples qui seront
présentés, on ne s’intéresse qu’a I’interférence générée a I’extrémité proche puisqu’elle est
caractérisée par des impulsions de plus grande amplitude et de plus longue durée que celles
de I’interférence de I’extrémité lointaine [Clay92, Wes01].



Chapitre 4 : Analyse en ondelettes des signaux d'interférences sur circuits imprimés 78

ligne 2
ligne 1 \
< \ A AN A1 A
L
A
h
\ 4
N
masse
w d

Figure 4.1 : Configuration du circuit imprimé utilisé¢ dans la simulation.

4.3. Détection des interférences

L’objectif est de mettre en évidence la présence ou I’absence des interférences
¢lectromagnétiques sans se préoccuper de leur origine ou de leur estimation. En utilisant
une décomposition en ondelettes, il est possible de détecter si des interférences
¢lectromagnétiques sont présentes dans le signal véhiculé par une ligne du circuit imprimé.
Les coefficients d’ondelettes refletent le degré de corrélation entre le signal et I’ondelette
analysante et fournissent une description locale du signal. En particulier, ils sont tres
efficaces pour détecter les singularités. Considérons un signal perturbateur véhiculé par la
ligne 1 de fréquence f'= 200 MHz et de temps de montée et de descente 7. = t,= 0.5 ns. Le
signal perturbé a une fréquence /= 50 MHz et des temps de montée et de descente ¢, = ¢, =
2.5 ns. Les paramétres du circuit imprimé utilisé sont : permittivité & = 4.7, ¢épaisseur du
substrat 2 = 1.5 mm et largeur des pistes w = 2 mm. La ligne perturbée se trouve a une
distance de 1 mm de la ligne perturbatrice.

La figure 4.2a montre le signal sans perturbation, la figure 4.2b illustre sa
représentation temps-échelle alors que les figures 4.2c, 4.2d et 4.2¢e montrent les
coefficients d’ondelettes aux niveaux de résolution 1, 2 et 3, respectivement. L’ondelette
de Daubechies db3 a été utilisée dans 1’analyse. On constate bien que les d’ondelettes
associés au signal sans perturbation sont nuls partout sauf aux instants de transition ou le
signal passe du niveau logique haut au niveau logique bas et vice versa. Les figures 4.3a et
4.3b montrent le signal perturbateur et le signal perturbé, respectivement, alors que la
figure 4.3c montre la représentation temps-échelle du signal perturbé. Les coefficients
d’ondelettes du signal perturbé aux niveaux de résolution 1, 2 et 3 sont représentés sur les
figures 4.3d, 4.3e et 4.31, respectivement. Contrairement au cas du signal sans perturbation,
les coefficients d’ondelettes associés au signal perturbé sont partout non nuls. Aux échelles
fines, les coefficients d’ondelettes introduits par les perturbations ont des niveaux
beaucoup plus faibles que ceux des coefficients d’ondelettes associés au signal sans
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perturbation. En augmentant le niveau de décomposition, I’amplitude des coefficients
d’ondelettes augmente et 1’effet des interférences électromagnétiques est toujours apparent.

En augmentant la distance séparant la ligne perturbatrice et la ligne perturbée, 1’analyse
en ondelettes permet toujours la détection des interférences. La figure 4.4 montre la
distribution temps-échelle du signal perturbé ainsi que les coefficients d’ondelettes a
différents niveaux de résolution pour une distance de séparation de 5 mm.

L’analyse en ondelettes a été effectuée en utilisant ’ondelette de Haar. La figures 4.5
montre la distribution temps-échelle du signal sans perturbation et les résultats de la
décomposition en ondelettes a différents niveaux de résolution. Les coefficients
d’ondelettes du signal non perturbé sont constants durant la période de transition. Les
coefficients d’ondelettes associés au signal perturbé a différents niveaux de résolution pour
une distance de séparation de 1 mm sont montrés sur la figure 4.6. L’ effet de I’interférence
apparait clairement en comparant les coefficients d’ondelettes correspondant au signal sans
perturbation a ceux correspondant au signal perturbé. La superposition du signal
d’interférence au signal utile introduit des perturbations aux coefficients d’ondelettes. La
figure 4.7 montre les résultats d’analyse en ondelettes au moyen de I’ondelette de Haar
pour une distance de séparation de 5 mm.



Chapitre 4 : Analyse en ondelettes des signaux d'interférences sur circuits imprimés 80

Anplitude [V]

T

100

Echelle
3

. . . .
10 12 14 16
Temps [ns]

(a) Signal sans perturbation

Temps [ns]

(b) Représentation temps-échelle

Temps [ns]

(c) Coefficients d’ondelettes au niveau 1

x10°

Temps [ns]

(d) Coefficients d’ondelettes au niveau 2

. . . . . . .
6 8 10 12 14 16 18 20
Temps [ns]

(e) Coefficients d’ondelettes au niveau 3

Figure 4.2 : Analyse en ondelettes du signal original sans perturbation en utilisant
I’ondelette de Daubechies db3. (a) Signal sans perturbation. (b) Représentation temps-
échelle du signal sans perturbation. (c) Coefficients d’ondelettes au niveau de résolution j =
1. (d) Coefficients d’ondelettes au niveau de résolution j = 2. (e) Coefficients d’ondelettes

au niveau de résolution j = 3.
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Figure 4.3 : Analyse en ondelettes du signal perturbé pour une distance de séparation de 1
mm en utilisant 1’ondelette de Daubechies db3. (a) Signal perturbateur. (b) Signal perturbé.
(c) Représentation temps-échelle du signal perturbé. (d) Coefficients d’ondelettes au
niveau de résolution j = 1. (e¢) Coefficients d’ondelettes au niveau de résolution j = 2. (f)
Coefficients d’ondelettes au niveau de résolution j = 3.
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Figure 4.4 : Analyse en ondelettes du signal perturbé pour une distance de séparation de 5
mm en utilisant 1’ondelette de Daubechies db3. (a) Signal perturbé. (b) Représentation
temps-échelle du signal perturbé. (c) Coefficients d’ondelettes au niveau de résolution j =
1. (d) Coefficients d’ondelettes au niveau de résolution j = 2. (e) Coefficients d’ondelettes
au niveau de résolution j = 3.
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Figure 4.5 : Analyse en ondelettes du signal original sans perturbation en utilisant
I’ondelette de Haar. (a) Représentation temps-échelle du signal sans perturbation. (b)
Coefficients d’ondelettes au niveau de résolution j = 1. (c) Coefficients d’ondelettes au
niveau de résolution j = 2. (d) Coefficients d’ondelettes au niveau de résolution j = 3.
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Figure 4.6 : Analyse en ondelettes du signal perturbé pour une distance de séparation de 1
mm en utilisant 1’ondelette de Haar. (a) Représentation temps-échelle du signal perturbé.
(b) Coefficients d’ondelettes au niveau de résolution j = 1. (¢) Coefficients d’ondelettes au
niveau de résolution j = 2. (d) Coefficients d’ondelettes au niveau de résolution j = 3.
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Figure 4.7 : Analyse en ondelettes du signal perturbé pour une distance de séparation de 5
mm en utilisant 1’ondelette de Haar. (a) Représentation temps-échelle du signal perturbé.
(b) Coefficients d’ondelettes au niveau de résolution j = 1. (¢) Coefficients d’ondelettes au
niveau de résolution j = 2. (d) Coefficients d’ondelettes au niveau de résolution j = 3.

4.4. Estimation de la fréquence du signal perturbateur

4.4.1. Procédure d’estimation

La fréquence du signal perturbateur est d’une grande importance du fait qu’elle fournit
une information précieuse sur la source d’interférence. L’approche suivie pour son
estimation consiste a effectuer un seuillage sur les coefficients d’ondelettes résultant de la
décomposition aux niveaux de résolution fins du signal perturbé en utilisant 1’ondelette de
Daubechies (db) [Kac03b, Kac04]. Ce seuillage a pour effet d’éliminer les coefficients dus
a Dinterférence. Les coefficients d’ondelettes obtenus aprés seuillage sont associés au
signal utile et correspondent aux instants de transition. Une approximation linéaire des
¢échantillons du signal dans chaque intervalle défini par deux instants de transition
consécutifs permet d’estimer le signal utile sans interférence et donc estimer le signal
d’interférence comme suit
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Ve ()= Vais (1) - Vina (?) 4.1)

ou V1), Vas(t) et V,a(f) représentent le signal d’interférence, le signal perturbé et
I’estimation du signal sans perturbation, respectivement. Notons que I’interférence est
périodique et a la méme période que le signal trapézoidal qui I’a causé.

La méthode d’estimation de la fréquence du signal perturbateur consiste a effectuer une
décomposition en ondelettes de 1’interférence reconstruite et, par la suite, détecter les
maximums de la séquence d’autocorrélation des coefficients résultant de cette
décomposition. Une interpolation de la séquence d’autocorrélation des coefficients
d’ondelettes permet de revenir a I’échelle originale du signal et estimer la période comme
la durée entre deux maximums consécutifs. La procédure d’estimation de la fréquence du
signal perturbateur se résume comme suit :

1. Analyse en ondelettes du signal perturbé

Le signal perturbé est la superposition du signal utile sans perturbation et de
I’interférence qui introduit des coefficients d’ondelettes non nuls dans la décomposition.
En effectuant une analyse en ondelettes aux échelles fines (j = 1) au moyen d’une ondelette
ayant un nombre de moments nuls suffisamment élevé telle que I’ondelette db7, les détails
fins correspondant aux transitions du signal non perturbé et les interférences causées par le
signal perturbateur peuvent étre facilement mis en évidence. L’utilisation d’une ondelette
de Daubechies avec un nombre de moments nuls élevé permet de discriminer entre les
deux sous ensembles de détails.

2. Seuillage des coefficients d’ondelettes

L’ensemble des coefficients d’ondelettes comprend des coefficients de faibles valeurs
et des coefficients de grandes valeurs. Les coefficients de grandes valeurs proviennent des
transitions du signal non perturbé alors que les coefficients de faibles valeurs sont dus au
signal d’interférence. En annulant tous les coefficients qui n’exceédent pas un certain seuil
choisi égal a 50 % du coefficient maximal, tous les coefficients d’ondelettes introduits par
le signal d’interférence sont supprimés. Les coefficients restants proviennent du signal non
perturbé et peuvent étre utilisés pour localiser les instants de transition d’un niveau logique
a un autre.

3. Reconstruction du signal d’interférence

Pour estimer le signal non perturbé, une approximation linéaire au sens des moindres
carrés sur base des échantillons du signal perturbé dans chaque intervalle défini par deux
instants de transitions successifs est utilisée. Le signal d’interférence est alors estimé par
(4.1).

4. Décomposition en ondelettes du signal d’interférence

Le signal d’interférence est composé¢ d’une suite d’impulsions de signes alternés.
L’impulsion positive correspond au temps de montée du signal perturbateur alors que
I’impulsion négative correspond au temps de descente. Une décomposition en ondelettes
au niveau j = 3 rend plus claire cette structure quasi-périodique. L’ondelette d’analyse n’est
pas contrainte d’avoir un grand nombre de moments nuls puisque les amplitudes des
transitions dans I’interférence reconstruites sont du méme ordre. Bien que la structure du
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signal d’interférence est quasi-périodique, il est difficile d’obtenir une estimation directe de
la période.

5. Calcul de la séquence d’autocorrélation

La période du signal d’interférence est estimée en calculant la séquence
d’autocorrélation des coefficients d’ondelettes obtenus a 1’étape 4 et en localisant ses
maximums. Les coefficients d’ondelettes a un certain niveau sont calculés a partir des
coefficients d’ondelettes du niveau inférieur par filtrage puis sous-échantillonnage d’un
facteur 2. Pour maintenir I’échelle temporelle initiale, une opération de sur-échantillonnage
est nécessaire. La durée entre deux valeurs maximales successives de la séquence
d’autocorrélation sur-échantillonnée fournit une estimation de la période du signal
d’interférence.

4.4.2. Résultats et discussion

L’approche d’estimation de la fréquence du signal perturbateur est illustrée par des
exemples de simulation. Considérons le cas de d’une ligne perturbatrice véhiculant un
signal logique représenté par une forme d’onde trapézoidale de fréquence /= 250 MHz et
de temps de montée et de descente ¢ = ¢ = 0.25 ns (Figure 4.8a). La ligne perturbée
véhicule un signal de fréquence /= 50 MHz et de temps de montée et de décente #. = t, =
2.5 ns (Figure 4.8b). Le circuit imprimé utilisé dans cet exemple présente les mémes
caractéristiques que le circuit précédent. La ligne perturbatrice se trouve a une distance de
3 mm de la ligne perturbée. Les coefficients d’ondelettes résultant d’une décomposition au
niveau 1 en utilisant I’ondelette de Daubechies db7 sont représentés sur la figure 4.8c. Les
coefficients d’ondelettes associés aux instants de transition du signal utile sont beaucoup
plus grands que les coefficients dus au signal d’interférence. En choisissant un seuil de
50% de la valeur maximale des coefficients d’ondelettes et en annulant les coefficients
inférieurs a ce seuil, on arrive a isoler les coefficients dus au signal utile et, par conséquent,
localiser les instants de transition et reconstruire le signal sans perturbation. La figure 4.8d
montre le signal sans perturbation estimé. L’interférence reconstruite en utilisant (4.1) est
représentée sur la figure 4.8e. On constate bien la présence d’impulsions de signes alternés
qui correspondent aux temps de montée et de descente du signal perturbateur. Cependant,
le signal d’interférence reconstruit n’est pas tout a fait périodique mais quasi-périodique a
cause de I’erreur commise sur la localisation des coefficients d’ondelettes de la deuxiéme
décomposition qui se répercute sur ’approximation linéaire du signal. En calculant la
séquence d’autocorrélation du signal d’interférence on voit apparaitre des pics de
différentes amplitudes (Figure 4.8f). La période du signal perturbateur peut étre estimée
par la durée séparant deux pics consécutifs qui donne 7 = 3.9864 ns, d’ou une fréquence

estimée f =250.8525 MHz .

Au lieu d’utiliser la séquence d’autocorrélation du signal d’interférence pour estimer la
fréquence du signal perturbateur, utilisons celle des coefficients d’ondelettes. La figure
4.8g montre les coefficients d’ondelettes obtenus par une décomposition au niveau 3 en
utilisant I’ondelette de Daubechies db2. On constate bien le caractére quasi-périodique que
présente ces coefficients. Néanmoins, il est difficile d’en déduire la fréquence du signal
perturbateur. Cela devient possible en calculant la séquence d’autocorrélation qui fait
apparaitre des pics bien localisés (Figure 4.8h). Aprés retour a I’échelle originale par
interpolations successives, 1’estimation de la période du signal perturbateur comme la
durée entre deux pics consécutifs donne 7 = 3.9960 ns qui correspond a une fréquence
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estimée f =250.2481 MHz. On note que les pics de la séquence d’autocorrélation des

coefficients d’ondelettes sont définis avec plus de précision que les pics de la séquence
d’autocorrélation du signal d’interférence reconstruit par seuillage. La figure 4.9 illustre les
résultats obtenus pour des distances de séparation entre la ligne perturbatrice et la ligne
perturbée égales a 10 mm et 15 mm. Dans tous les cas, la fréquence est estimée avec une
trés bonne précision.

Considérons un autre exemple dans lequel le signal perturbateur a une fréquence /=
100 MHz et des temps de montée et de descente #. = tr= 0.5 ns. Le signal perturbé est celui
de ’exemple précédent (f = 50 MHz, temps de montée et de descente . = #,= 2.5 ns). La
figure 4.10 montre les résultats obtenus pour une distance de séparation de 3 mm. Le calcul
a partir de la séquence d’autocorrélation du signal d’interférence reconstruit donne une

fréquence estimée f‘ =100.4381 MHz, alors qu’a partir de la séquence d’autocorélation

des coefficients d’ondelette, on trouve f =99.9547 MHz . Notons que méme en

augmentant la distance de séparation, la fréquence du signal perturbateur est estimée avec
une tres bonne précision.

Considérons le cas ou la fréquence du signal perturbateur n’est ni entiére ni multiple de
la fréquence du signal perturbé. Le signal perturbateur a pour fréquence /= 141.2965 MHz
et des temps de montée et de descente ¢ = = 0.5 ns alors que le signal perturbé posséde
toujours les mémes caractéristiques que précédemment, soit /= 50 MHz et #.= #,= 2.5 ns.
Comme montré sur la figure 4.11, les pics de la séquence d’autocorrélation sont bien
apparents. La fréquence estimée a partir de la séquence d’autocorrélation du signal

d’interférence reconstruit est f =142.6551 MHz alors que celle calculée en passant a une

décomposition en ondelettes au niveau 3 est f =144.4408 MHz .

Cette fréquence estimée sera utilisée pour déterminer la distance séparant la ligne
perturbatrice et la ligne perturbée qui est un parameétre trés important dans ’identification
de la ligne source de perturbation.

Vs V]

B L L L L L L L L L
i} 2 4 & 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 B a 10 12 14 18 18 20
Temps [ns] Temps [ns]

(a) Signal perturbateur (b) Signal perturbé

Figure 4.8: Illustration de la procédure d’estimation de la fréquence du signal perturbateur.
Fréquence du signal perturbateur /=250 MHz, distance de séparation d = 3 mm.
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4.5. Détermination de la distance de séparation

4.5.1. Procédure de calcul

L’algorithme proposé pour estimer la distance séparant la ligne perturbatrice et la ligne
perturbée utilise deux lois empiriques vérifiées par des simulations. On suppose que les
puissances moyennes de deux interférences causées par deux signaux de référence de
fréquences différentes et connues véhiculés par une ligne perturbatrice se trouvant a une
certaine distance de référence aussi connue ont été obtenues par simulation durant une
étape de prétraitement. Ses signaux sont considérés comme des signaux de référence.

La premicre loi concerne la variation de la puissance moyenne du signal d’interférence
en fonction de la fréquence. Des simulations ont montré que la puissance moyenne de
I’interférence croit linéairement avec sa fréquence. La figure 4.12 montre la variation de la
puissance moyenne du signal d’interférence pour cinq valeurs différentes de la fréquence
en prenant comme distance de référence d,.r = 1 mm. Les paramétres du circuit imprimé
utilisé sont : permittivité & = 5, épaisseur £ = 1.5 mm et largeur des pistes w = 1 mm. Les
résultats montrés sur la figure 4.12a sont obtenus en reconstruisant le signal d’interférence
a partir du signal perturbé selon I’approche décrite précédemment alors que ceux montrés
sur la figure 4.12b sont obtenus en simulant le signal d’interférence, c’est a dire
I’interférence est générée sur la ligne perturbée lorsque cette derniére ne véhicule aucun
signal utile. Comme observé sur la figure, une loi linéaire décrit bien cette dépendance
dans la plage des fréquences utiles pour les circuits imprimés.
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Figure 4.12: Approximation des puissances moyennes des interférences par une fonction
linéaire de la fréquence. (a) Interférences reconstruites a partir du signal perturbé. (b)
Interférences simulées.

Connaissant les puissances moyennes des interférences causées par les deux signaux de
référence, il est possible de déduire une relation donnant la variation de la puissance
moyenne du signal d’interférence en fonction de la fréquence pour la distance de référence
dyer. La variation de la puissance moyenne du signal d’interférence en fonction de la
fréquence s’exprime comme suit :
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Pld,.f)=af+b (4.2)

ou P; est la puissance moyenne du signal d’interférence, f est sa fréquence et a et b sont
deux constantes a déterminer connaissant les puissances moyennes de référence.

Dés lors, il est possible de déterminer la puissance moyenne de tout signal
d’interférence dont la fréquence a été déterminée selon la procédure développée dans la
section précédente.

Pour estimer la distance séparant deux lignes couplées, une loi empirique basée sur des
simulations et reliant la puissance moyenne du signal d’interférence a la distance de
séparation a été proposée sous une forme équivalente a 1’équation du ‘path loss’ de la
propagation électromagnétique. Cette relation est exprimée par

Pl-(d,f)=% (4.3)

ou d est la distance de séparation, & est une constante qui dépend de 1’épaisseur du circuit
imprimé et K(f) est un paramétre dépendant de la fréquence déterminé a partir de la

puissance moyenne de I’interférence générée par le signal de référence. En posant d = d,.,
dans (4.3), le parametre K(f) est obtenu comme

K(f)=PBldny. f)d2y (44)

Substituons (4.4) et (4.2) dans (4.3), il vient

Pl(d’f)zpl(dref’f)£d;,ef]

=(af +b)(di76fj (4.5)

Pour une certaine fréquence, la puissance moyenne de I’interférence suit une variation
hyperbolique en fonction de la distance de séparation. Pour étudier la variation de
I’exposant & en fonction de I’épaisseur du circuit imprimé, plusieurs simulations ont été
effectuées. L’exposant « calculé au moyen d’une approximation au sens des moindres
carrés décroit linéairement lorsque I’épaisseur du circuit imprimé augmente (Figure 4.13)
et la loi de variation, représentée en trait pointillé, est approximée par la relation suivante :

a=-0.1812 h+2.4898 (4.6)

Des simulations ont montré que pour une épaisseur / constante, I’exposant « est quasi-
constant dans la plage des valeurs de la permittivité utiles pour les circuits imprimés.
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Figure 4.13: Variation de I’exposant « en fonction de I’épaisseur # du circuit imprimé.
Les symboles ‘+’ indiquent les valeurs obtenues par calcul sur base des puissances
moyennes des interférence estimées et les symbole ‘0’ indiquent les valeurs obtenues par
approximation au sens des moindres carrés.

L’algorithme de calcul de la distance de séparation est résumé comme suit :

1. Estimation de la fréquence du signal d’interférence en utilisant 1’algorithme basé sur
I’analyse en ondelettes.

2. Obtention de la relation linéaire entre la puissance moyenne du signal d’interférence et
la fréquence pour une distance de référence d,.r. Cela implique le calcul des constantes a et
b dans (4.2) a partir de la connaissance des puissances moyennes d’une interférence de
référence obtenue durant une étape de prétraitement.

3. Calcul de « en utilisant (4.6)

4. Calcul de la puissance moyenne du signal d’interférence reconstruit obtenu durant
I’étape d’estimation de la fréquence.

5. Calcul de la distance de séparation en utilisant (4.5).

4.5.2. Résultats et discussion

Considérons un signal perturbateur de fréquence f= 250 MHz et de temps de montée et
de descente ¢ = ty= 0.25 ns et un signal perturbé de fréquence /= 50 MHz et de temps de
montée et de descente ¢ = tr = 2.5 ns. Les paramétres du circuit imprimé utilisé sont :
permittivité & = 4.7, épaisseur du substrat # = 1.5 mm et largeur des pistes w =2 mm. La
distance séparant les deux lignes est de 3 mm. Apres reconstruction de I’interférence a
partir du signal perturbé, le calcul fournit une fréquence estimée f =250.2481 MHz . Pour
obtenir la relation linéaire entre la puissance moyenne du signal d’interférence et la
fréquence pour une distance de référence de 1 mm, deux puissances moyennes
d’interférences associées a des signaux perturbateurs de fréquences 100 MHz et 200 MHz
ont ¢été utilisées. Elles étaient calculées a partir des signaux d’interférences reconstruits
durant 1’étape d’estimation de la fréquence. Les puissances moyennes correspondantes
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sont égales a 0.0318 W et 0.0677 W, respectivement. La substitution de ces valeurs dans
(4.2) permet de calculer les constantes a et b définissant la relation linéaire. Le calcul
fournit a = 3.59 x 10°* et b = 0.0209. L’équation (4.6) fournit un exposant & = 2.1274. La
puissance moyenne P; = 0.0143 du signal d’interférence reconstruit durant 1’étape
d’estimation de la fréquence permet de calculer la distance de séparation en utilisant (4.5).
En utilisant (4.5), le calcul fournit une distance estimée

1
d :(“ﬂb]“dmf =2.62mm.

P

1

L’approche proposée fournit une estimation précise méme pour des grandes valeurs de
la distance séparant les deux lignes couplées. La méme procédure de calcul a été appliquée
a des lignes séparées par des distances variant de 1 mm a 20 mm avec un pas de 1 mm. La
figure 4.14a représente les puissances moyennes calculées sur base des échantillons du
signal d’interférence reconstruit (symboles ‘x’) et les puissances moyennes obtenues par
approximation en utilisant la relation (4.5) (symboles ‘0’) pour les différentes valeurs de la
distance de séparation. La figure 4.14b donne la méme représentation graphique en
utilisant une échelle logarithmique.

Les figures 4.15 et 4.16 montrent les résultats obtenus pour des signaux perturbateurs
de fréquences /= 100 MHz et /= 141.2965 MHz caractérisés par des temps de temps de
montée et de descente #. = t,= 0.5 ns.

La relation (4.5) fournit donc un moyen de calcul de la distance séparant la ligne
perturbatrice et la ligne perturbée avec une certaine tolérance. La distance estimée selon
I’approche proposée en fonction de la distance de séparation exacte est représentée
graphiquement pour les différents signaux perturbateurs sur la figure 4.17. Si on considére,
par exemple, le cas d’un circuit imprimé dans lequel la distance entre deux pistes
quelconques est un nombre multiple d’un certain pas, en fixant une tolérance, il est
possible de déterminer exactement la distance entre la ligne perturbatrice et la ligne
perturbée.

L’algorithme global d’estimation de la fréquence du signal perturbateur et de la
distance séparant les deux lignes couplées permet la localisation de la ligne perturbatrice
avec une précision acceptable dont 1’intérét est considérable durant la phase de conception
des circuits imprimés.
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Figure 4.14: Variation de la puissance moyenne en fonction de la distance de séparation
pour un signal perturbateur de fréquence f = 250 MHz et de temps de montée et de

descente ¢ = # = 0.25 ns. Les symboles

‘0’ désignent les valeurs calculées par

reconstruction de I’interférence et les symboles ‘x’ désignent les valeurs obtenues en
utilisant la relation (4.5). (a) Echelle linéaire. (b) Echelle logarithmique.
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Figure 4.15: Variation de la puissance moyenne en fonction de la distance de séparation
pour un signal perturbateur de fréquence /= 100 MHz et de temps de montée et de
descente ¢, = tr= 0.5 ns. Les symboles ‘0’ désignent les valeurs calculées par reconstruction
de I’interférence et les symboles ‘x’ désignent les valeurs obtenues en utilisant la relation
(4.5). (a) Echelle linéaire. (b) Echelle logarithmique.
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pour un signal perturbateur de fréquence f = 141.2965 MHz et de temps de montée et de

descente ¢, = tr= 0.5 ns. Les symboles ‘0’ désignent les valeurs calculées par reconstruction
de l’interférence et les symboles ‘x’ désignent les valeurs obtenues en utilisant la relation

(4.5). (a) Echelle linéaire. (b) Echelle logarithmique.
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Figure 4.17 : Distance estimée en fonction de la distance exacte pour des signaux
perturbateurs avec différents parameétres. (a) Signal perturbateur de fréquence /=250 MHz
et de temps de montée et de descente #.= tr = 0.25 ns. (b) Signal perturbateur de fréquence

/=100 MHz et de temps de montée et de descente #, =t = 0.5 ns. (c) Signal perturbateur

de fréquence /= 141.2965 MHz et de temps de montée et de descente tr= #. = 0.5 ns.
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4.6. Réduction des interférences

Dans les simulations des interférences électromagnétiques, nous avons considéré le cas
de deux lignes paralleles de 10 cm de longueur. Le phénomene d’interférences
¢lectromagnétiques est d’autant plus important que les lignes sont longues et que I’angle
entre elles est petit. La diminution de la longueur des pistes permet de diminuer
I’amplitude des interférences ainsi que la durée des impulsions. Sur la figure 4.18 ont été
superposées les interférences causées par des lignes perturbatrices de longueurs 10 cm
(trait pointillé) et 2 cm (trait continu) véhiculant un signal logique de fréquence = 250
MHz et de temps de montée et de descente #. = #,= 0.25 ns et séparées par une distance de
1 mm de la ligne perturbée.

Le parallélisme des pistes favorise également le phénomene d’interférences. Le
concepteur de circuits imprimés doit s’efforcer pour effectuer des connexions les une
inclinées par rapport aux autres pour réduire au maximum [’amplitude et la durée des
impulsions d’interférences. Sur La figure 4.19 ont été représentées les interférences
obtenues dans le cas d’une ligne perpendiculaire (trait continu) et d’une ligne parallele
(trait pointillé) a la ligne perturbée. Les deux lignes ont des longueurs de 5 cm alors que le
signal perturbateur a une fréquence /= 250 MHz et un temps de montée et de descente ¢, =
tr=0.25 ns. Dans le cas des lignes parall¢les, la distance de séparation est de 1 mm alors
que dans le cas des lignes perpendiculaires, les deux extrémités des lignes sont placées
I’une a coté de I’autre et elles sont séparées par une distance de 1 mm.

s

0z I
0.1

ok

Interférence []

01 F

021

Nikc] S P P o A

04p L) L

05 1 1 1 1 1 . 1 1 1
0 2 4 B g 10 12 14 16 18 20

Temps [ns]

Figure 4.18: Effet de la longueur des lignes sur les interférences électromagnétiques. La
courbe en trait continu correspond a une ligne perturbée de longueur 2 cm et la courbe en
trait pointillé correspond a une longueur de 10 cm.
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Figure 4.19: Effet de la direction des lignes sur les interférences. La courbe en trait
continu correspond a deux pistes perpendiculaires et la courbe en trait pointillé
correspond a deux lignes paralléles.

4.7. Conclusion

La méthode d’identification de la ligne perturbatrice sur circuits imprimés utilisant
I’analyse en ondelettes a été validée par simulation de signaux logiques véhiculés par deux
lignes sur un circuit imprimé. La procédure d’identification est basée sur 1’estimation de la
fréquence du signal d’interférence et la détermination de la distance séparant les lignes
couplées. L’approche proposée ne fait aucune supposition concernant la localisation de la
ligne perturbatrice. La connaissance des puissances moyennes de signaux d’interférence
générés par deux signaux de référence de fréquences connue et émis a partir d’une certaine
distance de référence permet de déterminer avec une bonne précision la distance de
séparation.



Chapitre 5
Analyse temps-fréquence par modélisation

autorégressive

5.1. Introduction

Plusieurs méthodes paramétriques, fréquemment utilisées en estimation spectrale des
signaux stationnaires ont été étendues au cas non stationnaire. Particulierement, le
probléeme de la modélisation temps-variant et I’estimation spectrale des signaux non
stationnaires basées sur un modele autorégressif (AR) a fait ’objet de plusieurs travaux
[Gre83, Con99a,b]. Dans [Gre83], la représentation du filtre en treillis a étendue au cas non
stationnaire et une procédure similaire a I’algorithme récursif de Levinson permettant de
calculer les coefficients du modele AR temps-variant a ¢ét¢ développée. La densité
spectrale de puissance temps-variant a été utilisée alors comme une distribution temps-
fréquence.

La modélisation AR est étroitement liée au probleme de la prédiction linéaire. En effet,
le modele AR et le prédicteur linéaire optimal sont identiques s’ils ont le méme ordre. La
forme usuelle de la prédiction linéaire est la prédiction unilatérale qui consiste a exprimer
I’échantillon courant du signal par une somme pondérée des échantillons passés. Une autre
forme de la prédiction lin€aire, appelée prédiction linéaire bilatérale, a été introduite et
appliquée a plusieurs problémes en traitement du signal pour améliorer les performances
de la prédiction linéaire unilatérale [Dav9l, Lee89, Hsu93, Hsu94]. Dans la prédiction
linéaire bilatérale, I’échantillon courant du signal est estimé par une combinaison linéaire
symétrique des échantillons passés et futurs. Il a été montré que le modéle de prédiction
linéaire bilatérale présente des performances supérieures a celles du modéle de prédiction
linéaire unilatérale dans plusieurs situations. En particulier, il a été montré que le modéle a
base de prédiction lin€aire bilatérale conduit a une plus petite erreur de prédiction et une
meilleure résolution fréquentielle que le modele basé sur la prédiction linéaire unilatérale.

L’objectif de ce chapitre est de développer les différentes méthodes d’estimation de la
distribution temps-fréquence basée sur le modele AR temps-variant. Apres avoir présenté
les méthodes de traitement par bloc ainsi que les méthodes récursives, on propose une
distribution temps-fréquence basée sur le modele de prédiction linéaire bilatérale temps-
variant comme alternative au modéle de prédiction linéaire unilatérale conventionnel. On
montre que la représentation temps-fréquence proposée présente des meilleures
performances que celles de la distribution temps-fréquence basée sur le prédicteur linéaire
unilatéral temps-variant en terme de résolution temps-fréquence. La distribution temps-

101
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fréquence basée sur le modele de prédiction linéaire bilatérale temps-variant est également
utilisée pour estimer la fréquence instantanée. Enfin, la distribution temps-fréquence
utilisant le prédicteur lin€aire bilatéral temps-variant est étendue aux signaux vectoriels. Le
chapitre présente des exemples permettant de comparer les performances des distributions
temps-fréquence utilisant les prédicteurs linéaires unilatéral et bilatéral temps-variant et
celles de la distribution de Choi-Williams (cf. § 1.3.5.1.).

5.2. Analyse temps-fréquence basée sur le modele AR non stationnaire
5.2.1. Modélisation AR non stationnaire

Soit x(n) un processus stochastique discret de moyenne nulle. La représentation AR
temps-variant de x(n) est donnée par [Gre83]

x(n):—Zp:al-(n—i)x(n—i)+u(n) (5.1)

i=1

ou p est I’ordre du modéle AR temps-variant, u(n) est un bruit blanc gaussien de moyenne
nulle et de variance o” et a,(n), i = 1, . . ., p, sont les coefficients AR temps-variant.

Plusieurs méthodes de calcul des coefficients du modele AR temps-variant ont été
développées dans la littérature. Une approche consiste a supposer que le signal est
localement stationnaire, ce qui signifie que les coefficients ai(n) évoluent lentement dans le
temps, et alors appliquer les algorithmes dédiés au cas stationnaire sur des fenétres
d’analyse de courte durée. Les performances de cette approche dépendent essentiellement
de la longueur de la fenétre. Si les propriétés statistiques du signal varient rapidement,
I’algorithme doit étre appliqué sur des fenétres trés courtes afin de pouvoir suivre
I’évolution du signal entrainant ainsi une dégradation notable de la qualité d’estimation.

Une deuxieéme approche est basée sur la modélisation des coefficients a;(n) comme un
processus Markovien. Si les paramétres du modéle de Markov sont connus, le probléme
d’estimation des parametres a(n) se réduit simplement a I’estimation des états du modele
en utilisant un estimateur basé sur le filtre de Kalman. Si la matrice de transition et la
covariance du bruit sont inconnues, le probléme devient celui d’une estimation non linéaire
simultanée de 1’¢état et des parameétres du modéle.

Une troisieme approche qui sera développée dans ce chapitre consiste a approximer les
coefficients a;(n) par une combinaison linéaire d’un nombre réduit de fonctions de base f;
[Hal83, Nie02]

ai(m)= Y a, f(n) (5.2)
j=0

Un choix adéquat des fonctions de base permet de modéliser une grande variété de
signaux non stationnaires. Il existe une multitude de fonctions de base dans la littérature.
Dans [RaoT70], les fonctions de base n’étaient autre que le développement en série de
Taylor de second ordre des coefficients AR temps-variant alors que dans [Lip75], une
décomposition a un ordre quelconque a été utilisée. D’autres choix possibles de fonctions
de base incluent la base de Fourier, les polynomes de Legendre et les fonctions
sphéroidales (prolate spheroidal) [Hal83, Gre83, Nie02].



Chapitre 5 : Analyse temps-fréquence par modélisation autorégressive 103

Moyennant la formulation donnée par (5.2), le probléme de la modélisation AR temps-
variant se réduit a la détermination des coefficients constants a;. Chaque terme de la
somme (5.1) peut étre écrit comme

a;(n—=i)x(n—i)= iaijfj(n—i)x(n—i) (5.3)
j=0

Définissons le vecteur X,,..; comme

X, i =[fotn=iyx(n—i)-- f,,(n—i)x(n—i)]" (5.4)

ou T dénote le vecteur transposé. Donc, (5.3) devient

a;(n—i)x(n—i)=[a; -+ a,, ]X,; (5.5)

L’ équation de récurrence décrivant le processus AR non stationnaire prend alors la forme
suivante :

s+ X7 xT 4= um) (5.6)

ou A est le vecteur donné par
A= ]T (5.7)
=1%10 A1 A2 Aom apO apm :

L’innovation u(n) du processus AR non stationnaire est identique a 1’erreur de
prédiction e, (n) = x(n)—x(n), ot x(n) est le prédicteur optimal de x(n) sur base des p
¢chantillons passés, et les parametres AR sont identiques aux coefficients du prédicteur
optimal, ce qui se traduit par

i) =—|x 1 x4 (5.8)

La minimisation de ’erreur quadratique moyenne &; :E[ef (n)], ou le symbole E

dénote la moyenne statistique, conduit a I’ensemble des équations linéaires dont la forme
est identique a celle de I’ensemble des équation de Yule-Walker

n—1
El| Xo o Xp || A=—E| i |xn) (5.9)

X, , X, .,

Le systeme d’équations (5.9) est le résultat de la minimisation de la variance d’un bruit
blanc stationnaire. Par conséquent, I'utilisation d’un estimateur ergodique de la moyenne
statistique reste valable. Le fait que le bruit u(n) soit stationnaire et ergodique permet de
substituer la moyenne statistique dans (5.9) par une moyenne temporelle.

Les méthodes de résolution de I’ensemble des équations (5.9) peuvent étre divisées en
méthodes par bloc et méthodes récursives [ChaR87].
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5.2.2. Méthodes d’estimation par bloc

En remplacgant la moyenne statistique par son estimateur et en définissant la fonction de
corrélation généralisée par

Ck](i,j):ka(n—i)ﬁ(n—j)X(n—i)X(I’l—j) iajzla"'ap (510)
n
k,0=0,---,m
le systeme d’équations (5.9) devient
2 2 apcy (i, ) =—cy0,)), 1<i<p, 0<l<m (5.11)
i=1k=0

ot fo(n) = 1.

Selon D’intervalle de sommation sur n dans (5.10), on distingue la méthode de la
covariance et la méthode de I’autocorrélation usuelles [Mak75]. Dans la méthode de la
covariance, la sommation sur n s’étend de p a N — 1, ou N est le nombre total
d’échantillons. Le systéme d’équations (5.11) peut étre écrit sous la forme matricielle
suivante :

Coo Co1 -+ Copy || ag €o
Co Cn Cf’" = ¢ (5.12)
le Cm2 Cmm a, Cm
ou
ﬂi:[all' azl'"'(lpl']T, Ongm (512b)
¢; =[co;i(0,1) ¢;(0,2) - ¢ (0,p)] . 0<i<m (5.12¢)
e (1) cp(1,2) cu(lp)
2.1 22) - 2
Cy = C’d(:’) C"’(:’) . c"’(z’p), 0<k<m, 0<i<m.  (5.12d)
cu(pl) cp(p.2) cu(p.p)
Soit donc de la forme
CA=-c (5.13)

La matrice C est composée de (m + 1) x (m + 1) blocs symétrique de p x p éléments
donnés par (5.12d) et le vecteur ¢ est composé de (m + 1) vecteurs de p x 1 éléments
donnés par (5.12¢).
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Dans la méthode de I’autocorrélation, la sommation sur # s’étend de - o a + o avec les
valeurs des échantillons non disponibles posées égales a zéro. Les ¢léments de la matrice
de corrélation deviennent

culi )= S foln) fi(nti=)x(n) x(n+i-j)=ryli- ) (5.14)

n=—0

Avec cette définition des €léments de la matrice de corrélation, la matrice C dans (5.13)
devient bloc symétrique et de Toeplitz.

5.2.3. Méthodes d’estimation récursives

L’approche récursive suppose implicitement que le vecteur des parametres A dépend
du temps et, donc, il sera noté A4, pour faire apparaitre cette dépendance. Le vecteur
courant a I’instant n, est calculé récursivement a partir du vecteur précédent estimé a
I’instant » — 1 en utilisant I’algorithme des moindres carrés récursif (algorithme RLS)
développé en Annexe. En définissant le vecteur Y, par

T
Y, =X, xI, - xI, (5.15)

I’équation (5.8) peut étre réécrite sous la forme matricielle suivante :
i(n)=-v]A4,=-A4]Y, (5.16)

Le vecteur des paramétres 4, est calculé en minimisant la fonction cotlt donnée par

E(m) =3 A"e2 (i) (5.17)
i=1

ou I’erreur de prédiction e;(7) est exprimée par

e (i) = x(i) — £(i) = x()) + AT ¥, (5.18)

Le parametre de pondération A, appelé facteur d’oubli, est inférieur a I’unité. Il permet
d’attribuer des plus forts poids aux erreurs de prédiction les plus récentes par rapport aux
erreurs de prédiction passées.

La valeur optimale du vecteur des parametres 4, minimisant la fonction colt E(n)

s’obtient en résolvant I’ensemble des équations normales exprimées sous forme matricielle
par

d(n) A, =—¥(n) (5.19a)
ou di(n) est la matrice de corrélation de dimension p(m + 1) x p(m + 1) donnée par

n .
d(n)=> 2"y, v! (5.19b)
i=1
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et Y’(n) est le vecteur de cross corrélation de dimension p(m + 1) x 1 donné par

P(n)= 3 A", x(i) (5.19¢)
i=1

L’algorithme des moindres carrés récursif permettant de calculer le vecteur des
coefficients A, se résume comme suit [Hay91]

Initialisation

Py=96 - p(m+1)> @vec S dénotant une petite constante positive

AOZO

pourn=1,2,...

k,=i+Y P, Y,

ou I,n+1) désigne la matrice unité de dimension p(m+1)xp(m+1) et 0 dénote le vecteur nul
de dimension p(m+1)x1.

Une fois I’algorithme a convergé, les paramétres AR temps-variant sont calculés en
utilisant (5.2). Si le modéle des coefficients AR temps-variant ne change pas au cours de
I’intervalle d’analyse, ’algorithme peut étre arrété dés que la différence entre les vecteurs
estimés a deux instants successifs devient négligeable. Cependant, lorsque le modéle des
parametres change durant I’intervalle d’analyse, un critére de convergence doit étre calculé
pour détecter ce changement et mettre a jour le vecteur des coefficients 4,. Un critére de
convergence est exprimée en fonction de la norme du vecteur des paramétres par [ChaR87]

C = “; (5.20)

La convergence de 1’algorithme est atteinte lorsque la valeur de C, est inférieure a un
certain seuil.

La détermination du facteur d’oubli est souvent basée sur un choix arbitraire.
Néanmoins, quelques procédures de sélection de ce facteur ont été proposées dans la
littérature. Ces méthodes permettent de fixer I’intervalle ou la valeur adéquate du facteur
d’oubli en se basant sur un critére qui refléte le degré de non stationnarité du signal. Par
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exemple, dans [ChoY91, Got95], le facteur d’oubli est choisi tel que la longueur effective
1/(1 - Z) soit inférieure ou égale a I’intervalle de stationnarité du signal et que la fréquence
la plus basse (1 - 1), donnée par I’inverse de la longueur effective, soit inférieure ou égale
a la plus basse fréquence sous considération.

5.2.4. Distribution temps-fréquence a base de modéle AR temps-variant

La distribution temps-fréquence qui n’est autre que la densité spectrale de puissance du
processus AR temps-variant est exprimée par [Gre83]

2
P.(n,f)= oo A j’z_l) (5.21a)
z=exp(j2m /)
ou
A(n,z) =1+ fai(n)z—f (5.21b)

i=l1

La quantité P.(n, /) exprime la distribution de la puissance du signal dans le plan

temps-fréquence et il est appelé densité spectrale de puissance instantanée. La figure 5.1
montre le schéma bloc illustrant la méthode de calcul de la distribution temps-fréquence du
processus x(n) en utilisant un modéle AR temps-variant dont les parameétres sont estimés
par I’algorithme des moindres carrés récursif.

x(n) 2] Nz 1
v v ‘ v
Algorithme b4 Algorithme Y Algorithme
de calcul @9 de calcul de calcul

e

] :

~ ]

e(n)

v VvV v
Estimation de la densité
spectrale de puissance

Puissance spectrale instantanée

Figure. 5.1 : Schéma bloc de la procédure récursive d’estimation de la densité spectrale de
puissance instantanée.
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5.3. Analyse temps-fréquence a base de modele de prédiction linéaire bilatérale
temps-variant

La prédiction linéaire bilatérale a été utilisée dans le cas stationnaire dans le but
d’améliorer les performances du prédicteur unilatéral usuel [Lee89, Hsu93, Hsu94]. Une
comparaison entre les prédicteurs unilatéral et bilatéral est donnée dans [Hsu95]. Une
revue des principaux résultats de la prédiction linéaire bilatérale dans le cas stationnaire
permet une meilleure compréhension de son extension au cas non stationnaire.

5.3.1. Modé¢le AR bilatéral temps-invariant

Le modéle AR bilatéral d’ordre p fait intervenir les p échantillons passés et futurs. Il est
décrit par I’équation aux différence linéaire suivante [Tug86, Hsu94]:

x(n) = —fﬁi(x(n—i)+x(n+i))+u(n) (5.22)
i=1

ol u(n) est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance o et les B; sont les
coefficients du modele AR bilatéral. A partir de (5.22), on peut voir que x(n) est modélisé
comme la sortie d’un systéme linéaire temps invariant non causal excité par 1’entrée u(n).
La fonction de transfert du systéme est donnée par

HZ—— 5.23
(2) = (5.23a)

ou

§
B(z) =1+ ZB ( ) (5.23b)

Le prédicteur linéaire bilatéral d’ordre p estime I’échantillon présent x(n) comme une
combinaison lin€aire des p échantillons passés et futurs

P
x(n) = —Zb,-(x(n—i)+x(n+i)) (5.24)
i=1

I1 a été montré que les coefficients du modéle AR bilatéral d’ordre p sont différents des
coefficients du prédicteur linéaire bilatéral optimal du méme ordre [Hsu94]. Par
conséquent, I’utilisation d’un estimateur spectral ayant une forme similaire a celle de
I’estimateur spectral basé sur le prédicteur linéaire unilatéral

€2

P - "2
v (f) ‘B(Z)B(z_l)

(5.25)

z=exp(j27 f)

ou ¢ est I’erreur de prédiction bilatérale quadratique moyenne et B(z) est le filtre associé

a Derreur de prédiction bilatérale, introduit un biais. Cependant, il a ét¢ montré que

I’estimateur spectral modifié

3

A= |B(exp(j27 f))

(5.26)
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fournit le spectre exact du processus AR [Hsu95]. Un avantage de la prédiction linéaire
bilatérale est qu’elle conduit a une erreur de prédiction plus petite que celle obtenue avec
un prédicteur linéaire unilatéral. On peut écrire les relations suivantes [Hsu93]

2
g2 = ‘9—117 (5.27)
1+ al-2
. =1 .. . .
oua,i=1,2,... p,sontles coefficients de prédiction unilatérale. La relation (5.27)

montre que D’erreur quadratique moyenne bilatérale est toujours inférieure a 1’erreur
quadratique moyenne unilatérale.

5.3.2. Modéle de prédiction linéaire bilatérale non stationnaire

Le prédicteur linéaire bilatéral temps-variant peut étre obtenu a partir de (5.24) en
supposant que les coefficients de prédiction bilatérale sont fonctions du temps

%(n) = —ﬁ b;(n—i)(x(n —i)+ x(n +1)) (5.28)
i=l1

et ’estimateur spectral modifié correspondant devient

2
__ &
Pe(n f)= Bln-17) | (5.29a)
z=exp(j27 f)
ou
B(n,z)=1+ Zp:bi(n)(z_i +zi) (5.29b)

i=1

Les parametres b;(n) sont estimés comme dans le cas unilatéral. En posant

bi(n—i)= X by f;(n—1i) (5.30)
j=0
I’équation (5.28) prend la forme suivante
fmy=-|x7, - xT_ |B (5.31a)
ou
_ [ ]T
B = blO"'blmeO"'me"'pr"'bpm (5.31b)

X, =[fon=i)x(m=i)+ x(n+0))+ fry(n=i)x(m=i)+ x(n+ )] i=1-, p
(5.31¢c)

La minimisation de D’erreur quadratique moyenne agconduit a D’ensemble des
équations linéaires données par
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X, X
: T T _ .
El|l : [Xn—l --~Xn_p] B=-E|| : x(n) (5.32)

X, ., X, ,

n—1

La solution du systeme (5.32) peut étre obtenue en utilisant une approche par bloc ou
une approche récursive.

5.3.3. Méthodes d’estimation par bloc

En définissant la fonction de corrélation généralisée par
i )) =2 fi(n=i)fi(n= ) x(n=i)+ x(n+i)x(n - j)+x(n+j)) (5.33a)
n

et la matrice Cy; par

cu(Ll)  cy(12) cu(lp)
2.1 22) .- 2
C, = ck’:’ ckl(:’) . c"’(:’p) , 0<k<m, 0<I<m  (533b)
cu(pl) cu(p2) - culp.p)

Les éléments b; sont calculés en résolvant le systéme d’équations écrit sous forme
matricielle comme

Coo Coi -+ Cop || by Co
C C o C b c
:10 :11 . lm :1 - :1 (5:342)
le Cm2 Cmm bm Cm
ou
_[ r :
by = by by b, [, O<i<m (5.34b)
et
¢; =lcoi(01) ¢p;(02) - ¢ (0,p)], 0<i<m (5.34¢)
5.3.4. Méthodes d’estimation récursives
En définissant le vecteur ¥, par
T
v, -xI xI, - xI,] (5.35)

ou les vecteurs X),; sont donnés par (5.31c), I’équation (5.31a) prend la forme suivante
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i(n)=-v'B,=-B'Y, (5.36)

L’équation (5.36) posséde la méme forme que 1’équation (5.16) a ’exception que les
vecteurs ¥, ; sont formés en utilisant les échantillons passés et futurs. Le vecteur des
parametres de prédiction bilatérale B peut étre calculé en utilisant 1’algorithme des
moindres carrés récursif en tenant compte des nouvelles définitions des vecteurs X, et ¥,
[Kac05]. La fonction cofit a minimiser est donnée par

E(n)=3 22 (i) (5.37a)
i=1

ou I’erreur de prédiction bilatérale e,(7) est exprimée par
e, (i) = x(i)— 2(i) = x(i) + B ¥, (5.37b)

La valeur optimale du vecteur des paramétres B, minimisant la fonction colt E(n)
s’obtient en résolvant I’ensemble des équations exprimées sous forme matricielle par

®(n) B, =—¥(n) (5.38a)

ou di(n) est la matrice de corrélation de dimension p(m + 1) x p(m + 1) donnée par

®(n)=3 7Y, ¥ (5.38b)
i=1

et ¥(n) est le vecteur de cross corrélation de dimension p(m + 1) x 1 donné par

¥(n)= fz’”Yi x(i) (5.38¢)
i=1

5.4. Estimateur de la fréquence instantanée a base de prédiction linéaire bilatérale

Dans ce paragraphe, on montre que le prédicteur lin€aire bilatéral temps-variant fournit
une estimation de la loi de la fréquence instantanée [Kac02a, Kac05]. Pour un signal
complexe temps discret modulé en amplitude et en fréquence de la forme

x(n) = a(n) exp| jo(n)], (5.39)

la fréquence instantanée et la phase instantanée discrétes sont exprimées, respectivement,
par [Boa92a]

£ = (p(m - 9(n 1) (5.40)
7T

on) =21 3 (k) (5.41)

k=—o0
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Une forme équivalente a (5.41) est donnée par

¢(n) =2nf (n) + ¢(n 1) (5.42)

Si x(n) est un signal modulé en amplitude et en fréquence de la forme x(n) = a(n)
cos[@(n)], ayant un produit largeur de bande-durée suffisamment grand et une amplitude
a(n) lentement variable, il peut étre remplacé par sa séquence analytique a temps discret.
Dans ce cas, le signal analytique z(n) peut étre approximé par (5.39) [Boa90, Fla93]

Dans la définition précédente de la fréquence instantanée, il est supposé que le signal
est mono-composante. Si le signal est multi-composantes, il peut étre modélisé par la
somme de plusieurs signaux mono-composantes ou chaque composante est caractérisée par
son enveloppe et sa fréquence instantanée.

Les distributions temps-fréquence sont des outils puissants pour 1’estimation de la
fréquence instantanée. L’estimation de la fréquence instantanée au moyen du prédicteur
linéaire a été introduite par Griffiths [GriL75] qui a montré que le spectre instantané est
caractérisé par des pics associés aux lignes spectrales contenues dans le signal. De
manicre similaire, on peut montrer que les pdles de la distribution temps-fréquence basée
sur le prédicteur linéaire bilatéral temps-variant sont situés sur la fréquence instantanée
théorique du signal et, alors, elle peut étre utilisée comme un estimateur de la fréquence
instantanée. Si le modele basé sur le prédicteur linéaire bilatéral est une représentation
précise du signal x(n), on peut utiliser I’approximation x(n) = x(n). Dans le cas d’un

signal modulé en fréquence de la forme
x(n) = aexp[jo(n)], (5.43)

la fréquence instantanée est rendue proportionnelle au message
f(n)= fo +m(n) (5.44)

ou fy is la fréquence de la porteuse et m(n) est le message.

En substituant (5.43) dans(5.28), il vient

. p
£ =—a Lbe(n=klesplo(n - 0]+ explion+ )] (5.43)

en utilisant (5.42) et (5.44), on peut écrire

o(n—k)=o(n)-2nkf, —anilm(n—i) (5.46a)
i=0
o(n+ k) = p(n) + 21 kfy +2nkilm(n+i) (5.46b)

i=0
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La substitution de (5.46a) et (5.46b) dans (5.45) donne

i=0

p k-1
2(n) = —aexp[jo(m)]> by (n - k){exp{— J2mkfy — j2my. m(n - i)} +
k=1

exp{janfo + j2nkilm(n +i)}} (5.47)

i=0

Cependant, I’erreur de prédiction bilatérale est supposée étre faible, soit donc Xx(7n) =~ X(n), ce qui
donne

i by (n— k){exp{— Jj2nkfy — janZ_:Im(n — i)} +
k=1

i=0

exp{janfo + j27tk§m(n + i)}} ~-1 (5.48)
i=0

Si le message est supposé étre constant sur un intervalle de temps de longueur 2 p — 1
en nombre de périodes d’échantillonnage, m(n)~mntl)=---= m(n +(p- l)), alors
(5.48) devient

kiilbk (n=k)lexp {= j27k[fo + m(m]+ exp {27k fo + m(m = =1 (5.49)

L’équation (5.49) montre que les pdles du modéele prédicteur bilatéral sont situés sur
la fréquence instantanée théorique du signal modulé. Ceci est une expression valable dans
le cas général des signaux modulés en fréquence sans aucune restriction sur la loi de la
fréquence instantanée. Les parametres de prédiction linéaire bilatérale temps-variant sont
calculés en les exprimant par une combinaison linéaire d’un ensemble de fonctions de base
et ’algorithme des moindres carrés récursif est utilisé pour calculer les coefficients
constants résultant de la décomposition.

Si le signal est composé¢ de plusieurs composantes spectrales temps-variant, la
distribution temps-fréquence basée sur le prédicteur linéaire bilatéral donne lieu a une ligne
spectrale temps-variant pour chaque composante si I’ordre du modele utilisé est plus grand
que le nombre de composantes. Cependant, I’ordre du mod¢le doit étre choisi avec une
grande précaution parce qu’un ordre élevé peut conduire a I’apparition de pics spectrales
fantdomes qui rendent I’interprétation difficile.

5.5. Exemples numériques

Dans ce paragraphe, on donne des exemples qui illustrent les performances de la
distribution temps-fréquence utilisant le modele de prédiction lin€aire bilatérale sur des
signaux réels et synthétiques. Une comparaison avec la distribution temps-fréquence basée
sur la prédiction linéaire unilatérale et la distribution de Choi-Williams est aussi fournie.
Les exemples permettent d’illustrer la bonne résolution temps-fréquence de la distribution
temps-fréquence basée sur la prédiction linéaire bilatérale dans I’analyse des signaux
multi-composantes et on montrent que le prédicteur linéaire bilatéral nécessite un ordre
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plus faible que celui du modele de prédiction linéaire unilatérale pour atteindre une
meilleure résolution et une estimation plus précise de la distribution temps-fréquence. Les
cinq premiers polyndmes de Legendre ont été utilisés dans I’expansion des coefficients AR
temps-variant. La fréquence d’échantillonnage et f; = 1 KHz alors que la longueur du
signal est N = 1000 en nombre d’échantillons. Le facteur d’oubli de 1’algorithme des
moindres carrés récursif est fixé a 1 =0.99.

Exemple 5.1— signal de parole pathologique

Dans les applications médicales, les mesures acoustiques du signal de parole sont
souvent utilisées soit pour détecter les pathologies du larynx soit pour suivre 1’évolution
du patient au cours de traitements. Les mesures des perturbations des vibrations de la glotte
peuvent renseigner sur plusieurs aspects pathologiques de la qualité de la voix ce qui les
rend d’un intérét particulier dans 1’évaluation et la discrimination des voix normales et
pathologiques [K1i90, ParJO1]. De nombreuses méthodes sont basées sur la mesure des
perturbations de la fréquence fondamentale (jitter) des voyelles soutenues. L’analyse
temps-fréquence fournit un moyen puissant pour détecter et localiser les perturbations de la
fréquence fondamentale. Cet exemple illustre I’aptitude de la distribution temps-fréquence
basée sur le prédicteur linéaire bilatéral a analyser et a suivre 1’évolution de la fréquence
fondamentale dans le plan temps-fréquence. Le signal de parole échantillonné a 20 KHz
consiste en une voyelle /a/ soutenue produite par un locuteur dysphonique. Pour suivre
I’évolution de la fréquence fondamentale, le signal a été filtré passe bas a une fréquence de
coupure de 400 Hz. L’analyse temps-fréquence du signal filtré a été est effectuée en
utilisant la distribution de Choi-Williams et les distributions temps-fréquence basées sur
les prédicteurs linéaires unilatéral et bilatéral. Ces distributions sont représentées sur la
figure 5.2. Parmi les trois distributions, la distribution temps-fréquence basée sur le
prédicteur linéaire bilatéral suit avec précision 1’évolution de la fréquence fondamentale et
elle est caractérisée par une grande concentration.
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Figure 5.2 : Signal de parole filtré passe bas et les différentes distributions temps-
fréquece. (a) Signal de parole filtré. (b) Distribution de Choi-Williams. (c) Distribution
temps-fréquence basée sur le modéle AR unilatéral temps-variant d’ordre p=2. (d)
Distribution temps-fréquence basée sur le modele AR bilatéral temps-variant d’ordre p=1.

Exemple 5.2 —Trois chirps linéaires paralleles

Dans cet exemple, on compare la distribution temps-fréquence utilisant un modele de
prédiction linéaire bilatérale temps-variant, la distribution temps-fréquence basée sur le
prédicteur linéaire unilatéral et la distribution de Choi-Williams en terme de résolution
temps-fréquence. Le signal de test utilisé est composé de la somme de trois chirps linéaires
[Con99a,b].

befor e
x(n) =Y cos| 27| fo, +7n n (5.50)

i=1
avec a, =50 Hz /s, for = 100 Hz, fo, = 150 Hz et fo3 = 155 Hz.

La fréquence instantanée de la premi¢re composante croit linéairement de 100 Hz a
150 Hz , celle de la deuxiéme composante croit de 150 Hz a 200 Hz et celle de la troisiéme
composante varie de 155 Hz a 205 Hz. Dans un tel cas, en plus du probléme des termes
d’interférences, la distribution de Wigner-Ville s’est montrée incapable de distinguer entre
les deux hautes composantes spectrales. Quant a la distribution de Choi-Williams, méme si
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elle a permis de réduire considérablement les termes d’interférences, elle n’a pu
discriminer entre les deux hautes composantes fréquentielles du signal (Figure 5.3a). La
distribution temps-fréquence basée sur le prédicteur lin€aire unilatéral est incapable de
distinguer les deux composantes méme en choisissant un ordre de modele p = 6 (Figure
5.3b). La distribution temps-fréquence basée sur le prédicteur linéaire bilatéral d’ordre p =
3 montre clairement trois composantes spectrales bien distinguées (Figure 5.3c). Cet
exemple illustre la supériorité de la performance de la distribution temps-fréquence basée
sur le prédicteur linéaire bilatéral par rapport aux deux autres distributions dans 1’analyse
des signaux multi-composantes modulés en fréquence. Des coupes des trois distributions
temps-fréquence prises a I’instant # = 0.2 s sont montrées sur les figures 5.3d, 5.3e et 5.3f.

280
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Figure 5.3 : Analyse temps-fréquence du signal composé de la somme de trois chirps
linéaires paralleles. (a) Distribution de Choi-Williams. (b) Distribution temps-fréquence
basée sur le modele AR unilatéral temps-variant d’ordre p = 6. (c) Distribution temps-
fréquence basée sur le modéle AR bilatéral temps-variant d’ordre p = 3. (d) Coupe de la
distribution de Choi-Williams a I’instant # = 0.2 s. (e) Coupe de la distribution temps-
fréquence utilisant le modele AR unilatéral temps-variant a I’instant # = 0.2 s. (f) Coupe de

la distribution temps-fréquence utilisant le modele AR bilatéral temps-variant a 1’instant ¢ =
0.2s.
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Figure 5.3 (suite)

Exemple 5.3—Signal modulé¢ en fréquence

L’objectif de cet exemple est d’illustrer 1’aptitude de la distribution temps-fréquence
basée sur le prédicteur linéaire bilatéral a estimer la fréquence instantanée des signaux
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modulés en fréquence. La fréquence du signal synthétisé croit linéairement de 50 Hz a 200
Hz. La fréquence instantanée est estimée comme la fréquence correspondante au
maximum de la distribution temps-fréquence (cf. § 1.4.3.5.). La figure 5.4 montre les
fréquences instantanées estimées au moyen de la distribution de Choi-Williams, de la
distribution basée sur le prédicteur linéaire unilatéral d’ordre p = 2 et de la distribution
basée sur le prédicteur linéaire bilatéral d’ordre p = 1. On peut observer que les courbes
des fréquences instantanées estimées se chevauchent sur I’intervalle d’analyse. Pour plus
d’illustration, des coupes des trois distributions temps-fréquence prises a ’instant t = 0.2 s
ont été représentées. On peut voir que le lobe associé a la distribution basée sur le
prédicteur bilatéral (Figure 5.4c) est plus étroit que les lobes associés a la distribution
basée sur le prédicteur unilatéral (Figure 5.4b) et a la distribution de Choi-Williams (Figure
5.4a).

Considérons maintenant I’effet du bruit blanc gaussien sur la performance des trois
distributions temps-fréquence. Le signal utilisé¢ dans le test est caractérisé par un rapport
signal a bruit de 10 dB. Comme montré sur la figure 5.5¢c, en utilisant un ordre p =1, la
distribution temps-fréquence basée sur le prédicteur linéaire bilatéral demeure précise et
possede toujours une bonne concentration autour de la fréquence instantanée théorique.
Pour le méme rapport signal a bruit, les distributions de Choi-Williams et celle basée sur
le prédicteur linéaire unilatéral d’ordre p = 2 sont biaisées comme illustré sur les figures
5.5a et 5.5b, respectivement. Des coupes des différentes distributions temps-fréquence
prises a I’instant # = 0.2 s sont montrées sur les figures 5.5d et 5.5e. A nouveau, la
distribution temps-fréquence basée sur le prédicteur linéaire bilatéral est caractérisée par le
lobe le plus étroit autour de la fréquence instantanée théorique et est la moins biaisée. La
diminution du rapport signal a bruit donne lieu a des distributions temps-fréquence de plus
en plus biaisées. Néanmoins, 1’approche utilisant le prédicteur linéaire bilatéral fournit les
meilleures estimations que celles obtenues par le prédicteur linéaire unilatéral et la
distribution de Choi-Williams.

Une propriété du modele prédicteur bilatéral est qu’il renforce les pics de la densité
spectrale [Hsu95], ce qui le rend plus avantageux que le modéle prédicteur unilatéral pour
I’estimation de la fréquence instantanée. La supériorité de la performance du prédicteur
linéaire bilatéral par rapport a celle du prédicteur linéaire unilatéral pour 1’estimation de la
fréquence instantanée des signaux contaminés par du bruit peut étre illustrée en
représentant la largeur de bande du pic spectral en fonction du rapport signal a bruit. Il a
été observé que la distribution temps-fréquence basée sur le prédicteur linéaire bilatéral est
caractérisée par un pic spectral étroit méme pour des faibles rapports signal a bruit. En
effet, la largeur du pic spectral d’une coupe de la distribution temps-fréquence basée sur le
prédicteur linéaire bilatéral a I’instant £ = 0.2 s n’excéde pas 0.02 Hz méme pour des
rapports signal a bruit aussi faibles que 10 dB alors qu’elle augmente rapidement lorsque le
rapport signal a bruit décroit dans le cas de la distribution temps-fréquence basée sur le
prédicteur linéaire unilatéral. Comme montré sur la figure 5.6, méme en prenant un ordre p
= 4, La performance de I’estimateur de la fréquence instantanée basée sur le prédicteur
linéaire unilatéral n’atteint pas celle de 1’estimateur basé sur le prédicteur linéaire bilatéral
en terme de largeur de bande a 3 dB du pic spectral. En particulier, a un rapport signal a
bruit de 30 dB, le pic spectral a 3 dB correspondant a 1’estimateur basé sur le prédicteur
linéaire bilatéral est 10 fois moins étroit que le pic correspondant a I’estimateur basé sur le
prédicteur linéaire unilatéral.
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Figure 5.4 : Estimation de la fréquence instantanée au moyen des différentes distributions
temps-fréquence. (a) superposition des fréquences instantanées estimées par la distribution
de Choi-Williams, la distribution basée sur le prédicteur linéaire unilatéral temps-variant
d’ordre p = 2 et la distribution basée sur le prédicteur linéaire bilatéral temps-variant
d’ordre p = 1. (b) Coupe de la distribution de Choi-Williams a I’instant ¢ = 0.2 s. (c)
Coupes des distributions temps-fréquence basées sur les prédicteurs unilatéral d’ordre p =
2 (en trait pointillé) et bilatéral d’ordre p = 1 (en trait continu) a ’instant = 0.2 s.

5.6. Complexité arithmétique

La distribution temps-fréquence basée sur le prédicteur linéaire bilatéral posseéde une
meilleure performance que celle de la distribution basée sur le prédicteur unilatéral et de
Choi-Williams mais au prix d’une certaine augmentation du nombre d’opérations. Le
calcul de la distribution temps-fréquence basée sur le prédicteur a long terme bilatéral
nécessite N additions supplémentaires par rapport a la distribution temps-fréquence basée
sur le prédicteur linéaire unilatéral. Si m dénote le plus haut degré du polynome de
Legendre, le calcul des paramétres du prédicteur bilatéral d’ordre p au moyen de
I’algorithme des moindres carrés récursif standard necessite O(p*(m+1)”) opérations
arithmétiques a chaque itération n > p. L’estimation de N fréquences de la distribution
temps-fréquence basée sur le prédicteur bilatéral au moyen de 1’algorithme de la
transformée de Fourier rapide nécessite O(Nlogx(N) opérations a chaque instant. La
complexité de calcul de la distribution temps-fréquence basée sur le prédicteur bilatéral est
alors approximé par O(N*loga(N) + Np*(m + 1)?). Le nombre d’opérations nécessaires pour
le calcul de la distribution de Choi-Williams est approximativement O(N*log ().
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Figure 5.5 : Distributions temps-fréquence du signal modulé en fréquence a un rapport
signal a bruit de 10 dB. (a) Distribution de Choi-Williams. (b) Distribution temps-
fréquence basée sur le prédicteur linéaire unilatéral temps-variant d’ordre p = 2. (c)
Distribution temps-fréquence basée sur le prédicteur linéaire bilatéral temps-variant
d’ordre p = 1. (d) Coupe de la distribution de Choi-Williams a I’instant ¢ = 0.2 s. (e)
Coupes superposées des distributions temps-fréquence basées sur les prédicteurs unilatéral
d’ordre p = 2 (trait pointill¢) et bilatéral d’ordre p = 1 (trait continu) a I’instant # = 0.2 s.
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Figure 5.6: Largeur de bande a 3 dB du pic spectral d’une coupe de la distribution temps-
fréquence basée sur le prédicteur linéaire unilatéral d’ordre p = 4 a I’instant # = 0.2 s en
fonction du rapport signal a bruit. La largeur de bande a 3 dB du pic spectral d’une coupe
de la distribution temps-fréquence basée sur le prédicteur linéaire bilatéral d’ordre p = 1 est
de 0.02 Hz pour un rapport signal a bruit entre 10 dB et 30 dB.

5.7. Extension aux signaux vectoriels

Dans plusieurs applications telles que 1’analyse de 1’électroencéphalogramme (EEG) et
le traitement des données spatiales, les signaux sont enregistrés a partir de plusieurs
capteurs (canaux) conduisant ainsi a des processus vectoriels ou multicanaux. Vu la
relation entre les signaux provenant des différents capteurs, un modele multicanaux
permettant de modéliser et analyser conjointement les signaux est plus approprié. Dans une
telle situation, I’information peut étre extraite des spectres individuels des canaux ainsi que
des cross spectres des paires de canaux.

Différents algorithmes ont été développés pour la modélisation paramétrique et
I’analyse spectrale multicanaux des signaux stationnaires [Mor78, Fri86, Has03].
L’algorithme de Levinson-Wiggins-Robinson (LWR) qui est une extension de I’algorithme
récursif basé sur une structure en treillis du cas scalaire est bien connu dans la modélisation
autorégressive vectorielle [Wig65]. La modélisation et [’analyse temps-fréquence
multicanaux des signaux non stationnaires trouve des applications dans plusieurs
disciplines de traitement du signal [Arn98, Pau95, Cra02]. Plusieurs chercheurs ont
considéré le probléeme de la modélisation autorégressive vectorielle. Dans [Ger83], un
algorithme récursif basé sur une structure circulaire d’un filtre en treillis a été proposé pour
calculer les coefficients de corrélation partielle de la structure en question. La modélisation
des parametres du processus AR vectoriel comme des variables aléatoires [Arn98, E1100,
Jia93]. Dans cette approche, une procédure basée sur le filtre de Kalman a été utilisée pour
estimer les parametres vectoriels.

L’objectif de cette partie du travail est de proposer une approche basée sur un modele
AR vectoriel bilatéral temps-variant pour 1’analyse temps-fréquence des signaux vectoriels
non stationnaires. Le modéle AR vectoriel bilatéral temps-variant est une généralisation du
modele AR bilatéral rencontré dans le cas scalaire. Il estime I’échantillon présent du signal
d’un certain canal par une somme pondérée symétrique des échantillons passés et futurs de
ce canal ainsi que des autres canaux. Les parameétres multidimensionnels temps-variant du
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modele AR vectoriel bilatéral sont modélisés par une combinaison linéaire d’un ensemble
de fonctions de base et alors 1’algorithme des moindres carrés récursif est utilisé pour
estimer les coefficients intervenant dans la combinaison linéaire. Le modéele AR vectoriel
bilatéral nécessite un ordre plus petit que celui du modéle AR vectoriel unilatéral pour
accomplir une meilleure résolution dans le plan temps-fréquence. Puisque la procédure
d’estimation des parameétres multidimensionnels temps-variant du modéle AR vectoriel
bilatéral nécessite le méme nombre de multiplications que le modele AR unilatéral,
I’utilisation d’un ordre plus petit permet de réduire la complexité de calcul.

5.7.1. Modélisation autorégressive vectorielle temps-variant

Soit x(n) = [x1(n) x2(n) . . . xu(n)] T un processus stochastique stationnaire M-
dimensionnel discret de moyenne nulle. Le processus vectoriel x(n) peut étre modélisé
comme la sortie d’un systéme multicanaux excité par un bruit blanc gaussien u(n) M-
dimensionnel de moyenne nulle et de matrice de covariance %, [Kay88b]

xX(n) = =3 A x(n—i)+ u(n) (5.51)
i=1

L’expression (5.51) est le modele AR vectoriel du processus, p est ’ordre du modéle et
A, i=1,..., psontles parametres du modele de dimensions M x M a estimer. Le spectre
AR vectoriel du processus est la matrice de dimension M x M donnée par

P(N=A,(z)2, AF (! 5.52
=47z, A7) (552
ou /1 dénote la matrice complexe conjuguée transposée et A,(z) est donnée par
& -
A,(2)=1y +XY Az (5.53)

i=1
avec I), désignant la matrice unité de dimension M x M.

Considérons le cas ou le processus vectoriel x(n) est non stationnaire. Le modele AR
vectoriel temps-variant correspondant est obtenu a partir de (5.51) en considérant que les
parametres sont dépendants du temps

x(n) = —i A;(n—i)x(n—1i)+u(n) (5.54)
i=1

Le modele donné par (5.54) est une extension du modéle AR non stationnaire scalaire
développé dans [Gre83], ou les coefficients scalaires sont remplacés par des coefficients
matriciels. La matrice densité spectrale de puissance peut étre écrite comme [Arn9S,
Ger90]

p(n,f) — AL (n - l,z)ZuA;)H (n - l,z_l)

, (5.55a)

z=exp(j27)

ou » ‘
Ap(n,z):IM +§Ai(n)z_’ (5.55b)
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La quantité¢ P(n, f) est la matrice densité spectrale de puissance instantanée. Chaque
¢lément diagonal de P(n , f) montre la distribution de la puissance d’un certain canal dans
le plan temps-fréquence alors que chaque élément non diagonal montre la distribution du
cross spectre d’une paire de canal dans le plan temps-fréquence.

5.7.2. Analyse temps-fréquence multicanaux basée sur le modéle autorégressif
bilatéral

5.7.2.1. Distribution temps-fréquence

La représentation AR vectorielle bilatérale temps-variant d’ordre p du processus x(n)
est obtenue a partir de la version scalaire [Kac02b, Kac05] en remplacant les scalaires par
des matrices ce qui conduit a

P
x(n) ==Y B;(n—i)(x(n—i)+ x(n+i))+v(n) (5.56)

i=1
ou Bin),i=1, ..., psontles parametres M x M du modele AR vectoriel bilatéral temps-
variant et v(n)=[vi(n) v2(n) . . . vi(n)]" est le vecteur du bruit blanc gaussien de dimension

M et de matrice de covariance X,. La matrice de la distribution temps-fréquence basée sur
le modele AR vectoriel bilatéral temps-variant peut étre exprimée par

Pl )- B85 1)

5.57a
z=exp(j2xf’) ( )

ou
p P
B, (n,z)=1y +lei(n) (z ’+z’) (5.57b)
1=
5.7.2.2. Estimation des paramétres multidimensionnels

Considérons le probléme d’estimation des parametres du modele AR vectoriel bilatéral
temps-variant. Si les coefficients M-dimensionnels temps-variant Bi(n) sont lentement
variables alors ils peuvent étre exprimés par une combinaison linéaire de fonctions de base

m
Bi(n)= > B;f;(n), i=l-p (5.58)
j=0
ouByi=1,...,p; j=0,... msontdes matrices constantes de dimensions M x M a

calculer. Comme dans le cas scalaire, les polynomes de Legendre peuvent étre utilisés
comme fonctions de base. Chaque terme de la décomposition donnée par (5.56) peut étre
écrit comme

B, (n—i)(x(n—i)+x(n+i))= fBl.j f(n=i)x(n—i)+ x(n+1i)). (5.59)
j=0

En définissant le vecteur X, par

fon=i)x(n—i)+ x(n+1))

| AG=i)(x(n—i)+ x(n+1))

X i=1,,p (5.60)

n—i

fon(n=0)(x(n i)+ x(n +1))
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I’équation (5.56) devient
Xn—l
Xn—2
x(n)=—§1§2---§p .|+ v(n) (5.61a)
Xn_p
ou
B, =[BiB; - B;,],i=1,,p (5.61b)
L’équation (5.56) peut étre réécrite comme
x (1) by b, - b, |[ X4
XA (n pl pL ... pT X
20| _ | b b by +v(n) (5.622)
Xy (1) _bATﬂ biy - bATxlp_ Xnp
ou
_ |3, (i0) 2 (i0) (i0) 7 (D) 1, (i1) (@) (im) ¢ (im) (imy |1
by = bgy by by byt bia’ brag bt b g (5.62b)
avec b,gj) dénotant I’élément (%, /) de la matrice B;;
@ =B, | (5.62¢)

Kl

Egalisons les deux membres de 1’équation matricielle pour obtenir I’ensemble des M

équations suivantes
T T T .
xi(n):_an—lxn—Q"'Xn—pJéi+vi(n)’ 1:1,...’M
ou

T T T
l_’i:[bil b, - bip

La minimisation de I’erreur quadratique moyenne dans chaque canal donne
X, X

Xna o7 T T
E : [Xn—l Xyo Xn—p l—)i =-E

X, , X, ,

(5.63a)

(5.63b)

x;(n)|, i=1---,M (5.64)
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Chaque ensemble des équations données par (5.64) posseéde la méme forme que
I’équation développée dans le cas scalaire [Kac05] a I’exception que les vecteurs X, . ;, i =
1, ..., p sont formés en utilisant les échantillons passés et futurs de tous les canaux. Le
vecteur courant des paramétres b; est estimé récursivement a partir du vecteur précédent en

utilisant I’algorithme des moindres carrés récursif. Définissons le vecteur ¥, par
Y, =|x", x', .. xI | 5.65
n — |“*n-l1 n—2 n—p ( : )
L’algorithme des moindres carrés récursif permettant de résoudre (5.64) est résumé
comme suit :
Initialisation
avec o dénotant une petite constante positive.

-1
PO =0 Ip(m+1)’

éi,() :05 lzls:p
Pouri=1,2,...,p

Pourn=1,2,...

kK, =A+YIP Y,

bi,n = éi,n—l - kn (xi (}’l) + YnT—l Qi,n—l)

P, = %(Pn—l _knYnTPn—l)

n

Une fois I’algorithme a convergé, une estimation des parameétres B;; peut étre obtenue
en utilisant (5.62b) et (5.62c¢).

La matrice de covariance du bruit d’entrée est estimée comme la matrice de covariance
de I’erreur de prédiction multicanaux

B T
X, = Z‘(x(n) + ﬁBi (n) (x(n—i) + x(n + i))J (x(n) + ﬁB,. (n) (x(n i)+ x(n+ i))j
=0

1 N
N n i=1 i=1
(5.66)
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5.7.3. Exemples numériques

La performance du modele AR vectoriel bilatéral temps-variant pour I’analyse temps-
fréquence multicanaux est illustrée en utilisant des signaux synthétiques. La distribution
temps-fréquence basée sur le modele AR vectoriel bilatéral temps-variant est comparée a la
distribution temps-fréquence basée sur le modele AR vectoriel unilatéral et a la distribution
de Choi-Williams. Le parameétre o qui controle la réduction des termes d’interférence
versus la résolution temps-fréquence dans la distribution de Choi-Williams a été fixé a 0.5.
Les quatre premiers polyndmes de Legendre ont été utilisés dans la décomposition des
coefficients AR multidimensionnels temps-variant. Le facteur d’oubli A dans 1’algorithme
des moindres carrés récursif a été posé égal a 0.99. A travers les exemples de simulation,
des signaux a deux canaux ont générés. La longueur des signaux est N = 500 et la
fréquence d’échantillonnage est £, = 1 kHz.

Exemple 5.4

Cet exemple illustre la grande résolution de la distribution temps-fréquence basée sur le
modele AR vectoriel bilatéral temps-variant. Un signal a deux canaux composé de deux
chirps linéaires paralleles proches a été¢ généré selon le modele suivant

xy(n) _ 0.9 0.5 || s(n) N wy (n) (5.67a)
X5 (n) 0.8 —0.7]|s,(n) Wy (n) '

ou les composantes s,(n) sont données par
ar
s;(n) =cos| 27 f0i+7n ni{, i=1,2 n=0,--,N-1 (5.67b)

aveca , =100 Hz /s, fo; =50 Hz, fo, =57 Hz
et w(n)= [wl( n) wy(n )]T est le vecteur bruit blanc gaussien a deux composantes.

La fréquence instantanée de la premiére composante varie linéairement de 50 Hz a 100
Hz alors que la fréquence instantanée de la seconde composante varie de 57 Hz a 107 Hz.
Le rapport signal a bruit dans chaque canal est de 20 dB.

On peut observer sur les figures 5.7a et 5.7b que les auto distributions de Choi-
Williams de chaque canal montre une seule composante. Les deux composantes
apparaissent comme une seule composante dans le plan temps-fréquence. La cross
distribution temps-fréquence basée sur la méthode de Choi-Williams (Figure 5.7c) montre
deux composantes légeérement séparées et caractérisées par un élargissement autour de la
loi de la fréquence instantanée. L’amplitude des termes d’interférences dans la cross
distribution temps-fréquence est plus petite que celle des termes d’interférence des auto
distributions de sorte qu’ils sont considérablement réduits alors que les auto termes sont
toujours concentrés. Les auto distributions des canaux 1 et 2 ainsi que les cross
distributions temps-fréquence basées sur un modele vectoriel AR unilatéral d’ordre p=4
sont incapables de discerner de maniere précise les deux composantes dans la totalité du
plan temps-fréquence comme illustré sur les figures 5.8a, 5.8b et 5.8c. Les auto
distributions temps-fréquence des canaux 1 et 2 utilisant un modele AR vectoriel bilatéral



Chapitre 5 : Analyse temps-fréquence par modélisation autorégressive 127

ainsi que la cross distribution montrées sur les figures 5.9a, 5.9b et 5.9¢, respectivement,
font apparaitre clairement deux composantes distinguables fortement concentrées autour de
la loi théorique linéaire de la fréquence instantanée. Notons qu’un ordre p = 2 a ¢été utilize
pour le modele AR vectoriel bilatéral. Comme dans la cas scalaire, le modele AR vectoriel
bilatéral renforce les pics conduisant a une amélioration de la résolution de la distribution
temps-fréquence.

Exemple 5.5

Cet exemple consiste en un signal a deux canaux généré selon le modéle suivant :

xy(n) |- 0.8 045 ]| s;(n) N wy (n) (5.682)
X5 (n) -0.6 —0.7||s,(n) wy (1)
ou les deux composantes sont données par

(94
/
s1(n)=cos 27{f01 +7nj n| aveca, =100 Hz/s, fy =57 Hz (5.68b)

$,(n) = cos 27{f02 +ﬁTfn2J n|, avecfB; =500 Hz/sz,f02 =50 Hz (5.68c¢)
et w(n)= [Wl( n) wy(n )]T est le vecteur bruit blanc gaussien.

La premicre composante est un chirp linéaire dont la fréquence instantanée varie de 57
Hz a 107 Hz alors que la seconde composante est un chirp quadratique dont la fréquence
instantanée augmente non linéairement de 50 Hz a 175 Hz. Le rapport signal a bruit dans
chaque canal est de 25 dB.

Les figures 5.10a, 5.10b et 5.10c montrent que les auto distributions de Choi-Williams
de chaque canal ainsi que la cross distribution font apparaitre une seule composante entre
les instants 0 s et 0.35 s. Du fait que les deux composantes sont trés proches 1’'une de
I’autre, elles apparaissent comme une seule composante dans cet intervalle. Au dela de
I’instant 0.35 s, les deux composantes sont distinguées bien qu’un élargissement autour de
la loi théorique de la fréquence instantanée est observé. Les distributions temps-fréquence
estimées au moyen du modele AR vectoriel unilatéral d’ordre p=4 montre deux
composantes au dela de I’instant 0.15 s comme observé sur les figures 5.11a, 5.11b et
5.11c. Cependant, entre les instants 0 s et 0.15 s, les distributions temps-fréquence a base
du modéle AR vectoriel unilatéral sont incapables de discerner clairement les deux
composantes. Les auto distributions temps-fréquence correspondant aux deux canaux ainsi
que la cross distribution basées sur un modele AR vectoriel bilatéral d’ordre p=2 montrent
avec clarté deux composantes dans la totalité du plan temps-fréquence comme observé sur
les figures 5.12a, 5.12b et 5.12c.
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Figure 5.7 : Distribution de Choi-Williams du signal a deux canaux de I’exemple 5.4. Le
signal de chaque canal est composé de la combinaison linéaire de deux chirps linéaires
paralléles. Le rapport signal a bruit dans chaque canal est de 20 dB. (a) Auto distribution
de Choi-Williams du canal 1. (b) Auto distribution de Choi-Williams du canal 2. (c) Cross
distribution de Choi-Williams.
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Figure 5.8 : Distribution temps-fréquence basée sur le modele AR vectoriel unilatéral du
signal a deux canaux de I’exemple 5.4. Les quatre premiers polynomes de Legendre ont été
utilisés dans la décomposition des coefficients matriciels temps-variant. L’ordre du modéle
est p = 4. Le signal dans chaque canal est compos¢ d’une combinaison linéaire de deux
chirps linéaires paralléles. Le rapport signal a bruit dans chaque canal est de 20 dB. (a)
Auto distribution temps-fréquence du canal 1. (b) Auto distribution temps-fréquence du
canal 2. (¢) Cross distribution temps-fréquence.
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Figure 5.9 : Distribution temps-fréquence basée sur le modéle AR vectoriel bilatéral du
signal a deux canaux de I’exemple 5.4. Les quatre premiers polynomes de Legendre ont été
utilisés dans la décomposition des coefficients matriciels temps-variant. L’ordre du modele
est p = 2. Le signal dans chaque canal est compos¢ d’une combinaison linéaire de deux
chirps linéaires paralléles. Le rapport signal a bruit dans chaque canal est de 20 dB. (a)
Auto distribution temps-fréquence du canal 1. (b) Auto distribution temps-fréquence du

canal 2. (c) Cross distribution temps-fréquence.
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Figure 5.10 : Distribution de Choi-Williams du signal & deux canaux de I’exemple 5.5. Le
signal dans chaque canal est composé de la combinaison linéaire d’un chirp quadratique et
d’un chirp linéaire. Le rapport signal a bruit dans chaque canal est de 25 dB. (a) Auto
distribution de Choi-Williams du canal 1. (b) Auto distribution de Choi-Williams du canal
2. (c) Cross distribution de Choi-Williams.
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Figure 5.11 : Distribution temps-fréquence basée sur le modele AR vectoriel unilatéral du
signal a deux canaux de I’exemple 5.5. Les quatre premiers polynomes de Legendre ont été
utilisés dans la décomposition des coefficients matriciels temps-variant. L’ordre du modéle
est p = 4. Le signal dans chaque canal est composé d’une combinaison linéaire d’un chirp
quadratique et d’un chirp linéaire. Le rapport signal a bruit dans chaque canal est de 25 dB.
(a) Auto distribution temps-fréquence du canal 1. (b) Auto distribution temps-fréquence du
canal 2. (c) Cross distribution temps-fréquence.
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Figure 5.12 : Distribution temps-fréquence basée sur le modele AR vectoriel bilatéral du
signal a deux canaux de I’exemple 5.5. Les quatre premiers polynomes de Legendre ont été
utilisés dans la décomposition des coefficients matriciels temps-variant. L’ordre du modele
est p = 2. Le signal dans chaque canal est composé d’une combinaison linéaire d’un chirp
quadratique et d’un chirp linéaire. Le rapport signal a bruit dans chaque canal est de 25 dB.
(a) Auto distribution temps-fréquence du canal 1. (b) Auto distribution temps-fréquence du

canal 2. (c) Cross distribution temps-fréquence.
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5.7.4. Complexité arithmétique

A chaque itération, le calcul des paramétres matriciels du modéle AR vectoriel bilatéral
temps-variant d’ordre p a M canaux utilisant les polyndomes de Legendre jusqu’au degré m
nécessite M(m + 1)p opération d’addition plus que le modéle AR vectoriel unilatéral
temps-variant. A chaque itération 1’algorithme des moindres carrés récursifs nécessite

O(M 2(m+1)2 pz) opérations pour calculer les parametres matriciels du modéle AR

vectoriel bilatéral temps-variant. Les éléments de la matrice cross-spectrale instantanée
peuvent étre calculés efficacement en utilisant 1’algorithme de la transformée de Fourier

rapide. Cela nécessite a chaque itération O(M ’N log, (N )) pour calculer N points FFT des

entrées des matrices de dimensions MxM et O(M 3 ) pour I’inversion et la multiplication
des matrices. Le modele AR vectoriel bilatéral temps-variant nécessite donc

O(N2M2 log,(N)+ NM?(m+1)? p* + NM3) opérations.

5.8. Conclusion

Une distribution temps-fréquence basée sur un prédicteur linéaire bilatéral temps-
variant a ét¢ proposée et comparée a la distribution de Choi-Williams et a la distribution
basée sur un prédicteur linéaire unilatéral temps-variant. Il a été montré que la distribution
temps-fréquence proposée posseéde une performance supérieure a celle des deux autres
distributions. En particulier, il a ét¢ montré que la distribution temps-fréquence basée sur le
modele prédicteur linéaire bilatéral temps-variant est capable de discerner deux
composantes non stationnaires trés proches qui ne peuvent étre discernées en utilisant la
distribution de Choi-Williams ou la distribution basée sur le prédicteur linéaire unilatéral
temps-variant méme en augmentant son ordre. Dans tous les cas, le prédicteur linéaire
bilatéral nécessite un ordre plus petit que celui du prédicteur lin€aire unilatéral pour
accomplir une estimation avec une plus grande précision. Le choix de I’ordre du modele
est d’'une grande importance parce qu’un mauvais choix peut donner lieu a 1’apparition de
fausses composantes spectrales conduisant a des résultats d’estimation erronés.

Le prédicteur linéaire bilatéral temps-variant a été étendu au cas vectoriel pour
I’analyse temps-fréquence des signaux multicanaux. Il a ét¢ montré que le modele AR
vectoriel bilatéral nécessite un ordre plus faible que celui du modele unilatéral pour
accomplir une meilleure résolution temps-fréquence. La distribution temps-fréquence
basée sur le modele AR vectoriel bilatéral a été testée sur des signaux multicanaux non
stationnaires et comparée a la distribution basée sur le modele AR vectoriel unilatéral
conventionnel et a la distribution de Choi-Williams. La distribution temp-fréquence
utilisant le modele AR vectoriel bilatéral a montré une performance supérieure a celle des
deux autres distributions en terme de résolution temps-fréquence. En effet, elle permet de
discerner deux composantes ayant des fréquences instantanées trés proches que ni la
distribution de Choi-Williams ni la distribution basée sur le modele AR vectoriel unilatéral
ne permettent de les distinguer avec clarté.
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Le résultat d’analyse des signaux non stationnaires dépend fortement de la distribution
temps-fréquence utilisée. Les distributions temps-fréquence linéaires sont désirables pour
leur simplicité. Cependant, leur résolution temps-fréquence est limitée. Les méthodes
temps-fréquence quadratiques sont attractives pour leur grande résolution temps-fréquence
et fournissent une interprétation en terme de quantité corrélative ou énergétique. La classe
de Cohen comprend I’ensemble des distributions temps-fréquence obtenues par filtrage de
la distribution de Wigner-Ville joue un role important dans ce cadre.

Les termes d’interférences associés aux distributions temps-fréquence quadratiques lors
de I’analyse des signaux multi-composantes constituent une sérieuse limitation de ces
distributions. En effet, ils rendent difficile I'interprétation de la distribution temps-
fréquence limitant ainsi son intérét pratique. Les distributions de Choi-Williams et a noyau
en cone permettent de réduire les termes d’interférences en utilisant une fonction noyau
adéquate. Cependant, la réduction de I’amplitude des termes d’interférence se fait au
détriment d’une diminution de la résolution temps-fréquence.

Une autre catégorie de distributions temps-fréquence quadratiques est obtenue en
substituant au signal un mod¢le paramétrique compos€¢ d’une combinaison linéaire de
fonctions gaussiennes concentrées dans le plan temps-fréquence. Cette approche donne
lieu a des distributions temps-fréquence a termes d’interférences supprimés préservant les
propriétés de positivité et de marginalité temporelle et fréquentielle.

Comme application de 1’analyse temps-fréquence, une méthode basée sur I’analyse en
ondelettes a ¢été proposée pour identifier la ligne perturbatrice générant des signaux
d’interférences électromagnétiques dans les circuits imprimés. L’analyse en ondelettes a
¢té utilisée pour séparer le signal utile sans perturbation et le signal interférant.
L’algorithme mis au point permet d’estimer la fréquence du signal perturbateur ainsi que la
distance entre la ligne perturbatrice et la ligne perturbée sans faire aucune supposition
concernant la localisation de la ligne perturbatrice. La méthode d’identification a été testée
et validée en simulant un circuit imprimé composé d’une ligne perturbatrice et d’une ligne
perturbée. La méthode permet de déterminer la fréquence du signal perturbateur et la
distance séparant les lignes couplées avec une bonne précision.

Le modele de prédiction linéaire bilatérale temps-variant a été proposé pour construire
une distribution temps-fréquence quadratique comme alternative au prédicteur linéaire
unilatéral. Les parameétres du modele sont exprimés par une combinaison linéaire de
fonctions de base connues et ’algorithme des moindres carrés récursif est utilisé pour
calculer les coefficients intervenant dans la combinaison lin€aire. Les résultats d’analyse
des signaux synthétiques et réels montrent que la distribution temps-fréquence basée sur le
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prédicteur lin€aire bilatéral possede une meilleure résolution que la distribution temps-
fréquence basée sur le prédicteur linéaire unilatéral temps-variant et la distribution de
Choi-Williams. La distribution temps-fréquence basée sur le prédicteur linéaire bilatéral
temps-variant permet de distinguer deux composantes non stationnaires trés proches qui ne
peuvent étre discernées en utilisant la distribution de Choi-Williams ou la distribution
basée sur le prédicteur linéaire unilatéral temps-variant méme en augmentant son ordre. La
distribution temps-fréquence basée sur le prédicteur linéaire bilatéral temps-variant a été
utilisée pour estimer la fréquence instantanée en recherchant les fréquences qui
correspondent aux pics.

L’approche d’analyse temps-fréquence proposée dans le cas des signaux
monodimensionnels a été¢ étendue aux signaux multicanaux. En se basant sur des signaux
synthétiques, il a ét¢ montré que le modele AR vectoriel bilatéral temps-variant nécessite
un ordre plus petit que celui du modele AR vectoriel unilatéral temps-variant pour
accomplir une meilleure résolution temps-fréquence. Dans le cas vectoriel, la réduction du
nombre de parametres présente un grand intérét parce qu’elle permet une réduction
considérable de la complexité de calcul.

Dans la partie du travail sur ’application de 1’analyse en ondelettes a la détection et
I’identification des sources d’interférences électromagnétiques sur circuits imprimés, nous
avons traité le probléme d’une seule source perturbatrice. Cependant, il n’est pas rare
qu’en pratique, les interférences soient causées par plusieurs sources de perturbation. Le
cas de plusieurs sources perturbatrices peut étre envisagé comme suite a ce travail et peut
étre considéré dans les futures recherches. Dans ce contexte, il est suggéré de faire une
analogie avec le probléme de la séparation aveugle en traitement du signal et appliquer les
méthodes existantes pour retrouver la contribution de chaque source perturbatrice.
Néanmoins, la présence d’un grand nombre de paramétres tels que la longueur des lignes,
I’épaisseur du substrat et les caractéristiques des signaux complique la situation. Le
développement d’une méthode qui prend en considération toutes ces variables peut étre
envisagé.

Dans la partie du travail sur ’analyse temps-fréquence par modélisation AR, la
généralisation de la distribution temps-fréquence basée sur le modele AR bilatéral temps-
variant aux signaux multidimensionnels peut étre envisagée comme suite a ce travail.



Annexe

Algorithme des moindres carrés récursif

A.1. Algorithme des moindres carrés récursif (RLS) a pondération exponentielle

La méthode des moindres carrés récursive utilise I’information contenue dans le nouvel
échantillon disponible pour mettre a jour les estimations précédentes des différentes
quantités. La fonction colit 2 minimiser est donnée par [Hay91]

E(n) = 3. f(n.i) e (i) (A1)

i=1
ou e(i) est I’erreur de prédiction exprimée par
e(i)=x(i)+ A" (n)X (@), i=12,---,n (A2)
et le vecteur X(7) est composé¢ des p échantillons passés,
X(@0)=[x(-1) - xi-2) - x(i-p) (A3)
et A(n) est le vecteur des coefficients de prédiction a long terme
-, i
A(n) =lay(n) ax(n) -+ a,(n) (A.4)
Le facteur de pondération A(n, i), appelé facteur d’oubli, est tel que
0<p(ni)<1,i=1,2,--,n (A.52)
I1 permet de tenir compte du comportement non stationnaire du signal en attribuant une

plus grande contribution aux échantillons récents qu’aux échantillons passés. Le facteur
d’oubli fréquemment utilis¢ applique une pondération exponentielle,

Plni)=2""i=1,2,---,n (A.5b)
ou A est une constante positive plus petite que I'unité.

La mémoire de I’algorithme ou la longueur effective asymptotique de la fenétre
d’analyse, en nombre d’échantillons, est définie par

L, =—— (A.6)
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Le cas particulier A =1 correspond a une mémoire infinie.

En utilisant un facteur d’oubli exponentiel, la fonction coflit & minimiser prend la forme
suivante :

E(n) = ; 27 Je(i)? (A7)

La valeur optimale du vecteur de prédiction A(n) minimisant la fonction coit £(n)
s’obtient en résolvant I’ensemble des équations normales donné sous forme matricielle par

@(n) A(n)=0(n) (A.8)

ou Q(n) est la matrice de corrélation de dimension p x p donnée par

®(n) = ; X () XT (i) (A.9)

et 8(n) est le vecteur de cross corrélation de dimension p x 1 donné par
n .
0(n)=> 2" X (i) x(i) (A.10)
i=1
En isolant le terme correspondant a i = n dans la sommation du membre de droite de
I’équation (A.9), il vient
n-1

®(n)= E/I”_iX(i)XT(i)+ X(n) X" (n)

i=l1

- A[Elﬂ”_l_iX(i)XT (i)} X)X (n)
=A®(n-1)+ X(n) X (n) (A.11)

L’opération d’adaptation permettant d’obtenir la matrice de corrélation di(n) met donc

en ceuvre I’ancienne valeur @(n—1) et un terme de correction X (1) X T (n).

De méme, la valeur du vecteur de cross corrélation &n) peut s’écrire sous la forme
0(n)=10(n—1)+ X (1) x(n) (A.12)

Le calcul de A(n) dans (A.8) nécessite la détermination de I’inverse de la matrice de

corrélation ¢(n) Ceci peut étre accompli en appliquant le lemme d’inversion matricielle
suivant :

Soient R et U deux matrices de dimensions /; x /; semi-définies positives telles que
R=U"'"+vwly? (A.13a)
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ou W est une autre matrice de dimension /; x /; semi-définie positive et V est une matrice
de dimension /; x /,. L’inverse de la matrice R est exprimé par

—1
R‘1=U—UV(W+VTUV) viu (A.13b)

En supposant que la matrice de corrélation ¢(n) est semi-définie positive, donc non

singuliére, le lemme d’inversion matricielle peut étre appliqué a 1’équation récursive
(A.11). En posant

R =®(n)

U™ =20(n-1)
V =X(n)
w=1I,

la substitution de ces définitions dans le lemme d’inversion matricielle conduit a la relation
récursive permettant de calculer I’inverse de la fonction de corrélation

B o (n— l)X(n)XT (n)di_l (n - l)

& '(n)=1"d7 (n-1 A.14
) O X )0 (n 1) X () (19
En posant
P(n)=o"'(n) (A.15)
/TIP(n ~1)X(n)
K(n)= , A.16
O = X ) Pl =D X () (A10)
I’équation (A.14) peut étre réécrite comme
& '(n)=P(n)=2"P(n-1)-2"K(n) X" (n)P(n-1) (A.17)

Notons que P(n) est une matrice de dimension p x p alors que K(n) est un vecteur de
dimension p x 1. En réarrangeant (A.16), on peut écrire

K(n) = /1_1P(n - 1)X(n)— /TlK(n)XT (n)P(n - 1)X(n)
= lxl_lP(n ~1)-2"'K(n)XT (n)P(n- I)JX(n) (A.18)

L’expression entre crochets n’est autre que P(n) donné par (A.17). Donc, I’équation
(A.18) se réduit a

K(n)=P(n)X(n) (A.19)
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ou encore, puisque P(n)= ! (n), il vient

K(n)=®'(n)X(n) (A.20)

A.2. Adaptation du vecteur des coefficients

Les équations (A.8), (A.12) et (A.15) permettent d’exprimer 1’estimateur du vecteur de
prédiction a I’instant » comme suit

A(n): —¢_1(n)0(n)
=—P(n)0(n)
=—AP(n)0(n—1)- P(n) X (n)x(n) (A21)

En substituant P(n) tel que donné par (A.17) dans le terme de droite de 1’équation
(A.21), il vient

A(n) = A(n 1)~ K(n)x(n)+ X7 (n) A(n - 1)|
= A(n—1)- K(n)a(n) (A.22)
ou a(n) est I’innovation définie par

a(n) = x(n)+ XT(n)A(n - 1)
=x(n)+ A" (n-1)X(n) (A.23)

Le produit A7 (n—1)X(n) représente une prédiction de 1’échantillon courant x(n) sur
base des valeurs du vecteur des coefficients de prédiction a I’instant » — 1. L’innovation

a(n) est une estimation de I’erreur de prédiction a priori. Elle est, en général, différente de
I’estimateur de 1’erreur de prédiction a posteriori donné par

e(n)=x(n)+ AT(n)X(n) (A.24)
qui fait intervenir la valeur du vecteur des coefficients de prédiction a I’instant courant #.

A.3 Initialisation de I’algorithme des moindres carrés récursif
L’équation récursive (A.17) doit étre initialisée en choisissant une valeur de départ
P(0) ne conduisant pas & une matrice de corrélation @(n) singuliére. Une méthode

permettant d’aboutir au choix des valeurs initiales consiste a modifier légérement
I’expression de la matrice de corrélation @(n) en écrivant

n ,
D(n)=Y 2" X)X ([()+54" 1 (A.25)
i=1
ou 7 est la matrice identité de dimension p x p et o une constante positive.

Ce choix affecte uniquement la valeur initiale et non les relations récursives. En posant

n =0, on obtient 45(0) —51 (A.26a)
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et par conséquent, la valeur de P(0) est
P0)=67"1 (A.26b)
Le vecteur des coefficients de prédiction peut tre initialisé au vecteur nul
A(0)=0 (A.26¢)
ou 0 est le vecteur nul de dimension p x 1.

A.4. Comportement de I’algorithme RLS dans un environnement non stationnaire

Un probleéme lié¢ a I’utilisation de I’algorithme des moindres carrés récursif est le choix
du facteur d’oubli A. Dans un environnement stationnaire, les meilleurs résultats sont
obtenus lorsque les coefficients de prédiction sont lentement adaptés, ce qui correspond a
A =1 [Hay91]. Lorsque I’algorithme RLS opére dans un environnement non stationnaire,
le facteur d’oubli est assigné une valeur inférieure a 1 pour suivre 1’évolution du vecteur
des parametres optimal qui varie d’une itération a 1’autre. Le processus d’adaptation doit
non seulement trouver la valeur optimale du vecteur des parameétres mais aussi suivre le
changement continu de la valeur optimale.

Afin de pouvoir suivre les variations statistiques, 1’algorithme posséde une mémoire
finie déterminée par le choix d’une valeur A<I. Cependant, le fait d’utiliser une valeur A<l
dans un environnement non stationnaire entraine le changement du comportement de
I’algorithme RLS.

En général, la performance d’un algorithme adaptatif dont le processus d’adaptation
utilise une opération de moyennage statistique sur un nombre fini d’échantillons se
dégrade. Dans I’algorithme RLS pondéré exponentiellement, ces dégradations, exprimées
par I’exces de I’erreur quadratique moyenne, sont dues a deux sources d’erreurs [Ele86,
Top88]. La premiere source d’erreur est attribuée a la pondération exponentielle de la
séquence du carré de I’erreur et donc a la nature exponentielle des estimateurs de la
matrice de corrélation et du vecteur de cross corrélation qui est une conséquence de la
longueur finie de la durée de I’analyse. Cette erreur, appelée bruit d’estimation, entraine un
¢écart du vecteur des coefficients de prédiction par rapport a sa valeur optimale. La seconde
source d’erreur est associée a la non stationnarité du signal. Le temps de réaction de
I’algorithme d’adaptation pour s’adapter a son environnement et suivre les variations
statistiques du vecteur des coefficients de prédiction introduit une erreur appelée erreur de
retard (lag error).

Des formes approximatives ont ét¢ développées pour les deux types d’erreur [MedS81,
Ele86]. En général, lorsque la mémoire de I’algorithme RLS devient courte, ce qui se
traduit par une diminution du facteur d’oubli 4, I’excés de I’erreur quadratique di au bruit
d’estimation augmente. Cela est équivalent a dire qu'une adaptation rapide de 1’algorithme
RLS entraine une augmentation du bruit d’estimation. Pour une valeur de A trés proche de
I’unité, le terme de I’erreur quadratique dG au bruit de retard est inversement
proportionnelle a (1 - A) et, par conséquent, il augmente lorsque le facteur d’oubli A croit.
D’ou la nécessité de faire un compromis entre le bruit d’estimation et le bruit de retard lors
du choix du facteur d’oubli A.
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Abstract

Joint time-frequency representations are powerful tool for nonstationary signals analysis
frequently encountered in practice. They map a one-dimensional signal, function of time,
to a bi-dimensional function of time and frequency. The development of new time-
frequency representations as well as their application to signals analysis constitute an
active research field in signal processing. The contribution of this research work concerns
the theoretical development as well as the application of time-frequency analysis methods.

The application aspect, concerns the problem of detection of electromagnetic
interferences and identification of disturbance source lines in printed circuit boards (PCB).
The theoretical aspect concerns the development of a parametric time-frequency
distribution based on a bilateral time-varying autoregressive model. This model is
proposed as an alternative to improve the performances of the conventional unilateral
autoregressive model. The time-varying parameters of the bilateral autoregressive model
are modeled as a linear combination of a known set of time functions basis and, therefore,
the recursive least squares algorithm is used to estimate the coefficients involved in the
linear combination.

We propose also a time-varying bilateral vector autoregressive-based approach for
time-frequency analysis of multichannel nonstationary signals. Bilateral vector
autoregressive model is a generalization of the scalar bilateral autoregressive model where
the scalar coefficients are replaced by matrices.

Keywords: Time-frequency analysis, wavelet analysis, electromagnetic interference
signals, time-varying linear predictive modeling, vector signals analysis.
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