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INTRODUCTION 

On appelle un système quantique dépendant du temps tout système quantique régi par 

l’équation de Schrödinger  

݅԰ డ

డ௧
|߰ሺݐሻۧ ൌ  ሻۧ         (1)ݐሻ|߰ሺݐሺܪ

où l'Hamiltonien ܪሺݐሻ dépend explicitement du temps à travers un ensemble de paramètres 

dépendant du temps ሼ ௜ܺሺݐሻ, ݅ ൌ 1, 2, … ሽ, ces derniers peuvent représenter l'interaction du 

système considéré avec des champs externes dépendant du temps (champ électrique, champ 

magnétique, ….) ou, tout simplement, des paramètres internes dépendant du temps (la masse, 

la charge, la profondeur d'un puits de potentiel, …) [1-3]. En générale, l'objectif des systèmes 

dépendant du temps est de trouver les fonctions |߰ሺݐሻۧ vérifiant l’équation de Schrödinger (1) 

et correspondant à la condition initiale |߰ሺݐ଴ሻۧ. Cela est aussi équivalent à trouver l'opérateur 

d'évolution ܷሺݐ,  ଴ሻ vérifiantݐ

|߰ሺݐሻۧ ൌ ܷሺݐ,  ଴ሻۧ         (2)ݐ଴ሻ|߰ሺݐ

݅԰ డ

డ௧
ܷሺݐ, ଴ሻݐ ൌ ,ݐሻܷሺݐሺܪ  ଴ሻ         (3)ݐ

ܷሺݐ଴, ଴ሻݐ ൌ  (4)           ܫ

En réalité, résoudre l'équation de Schrödinger (1) ou son équivalent (3) présente des 

difficultés mathématiques énormes ; pour illustrer cette affirmation, prenons l’exemple le plus 

simple et connu en mécanique quantique, celui de l’oscillateur harmonique à une dimension 

dont l’Hamiltonien est donné par [4-6] 

ሻݐሺܪ ൌ ௣మ

ଶ௠ሺ௧ሻ
൅ ଵ

ଶ
݉ሺݐሻ߱ሺݐሻଶݔଶ        (5) 

On montre que cet Hamiltonien admet comme états propres les fonctions suivantes [4-6] 

߮௡ሺݔ, ሻݐ ൌ ቀఉ
ሺ௧ሻమ

గ
ቁ
భ
ర
݁ି

ഁሺ೟ሻమೣమ

మ԰ ߯௡ሺߚሺݐሻݔሻ       (6) 

où les ߯௡ sont les polynômes d’Hermite [7] et 

ሻݐሺߚ ൌ ට௠ሺ௧ሻఠሺ௧ሻ

԰
          (7) 

avec les valeurs propres suivantes 

ሻݐ௡ሺܧ ൌ ቀ݊ ൅ ଵ

ଶ
ቁ ԰߱ሺݐሻ         (8) 
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En utilisant les propriétés des polynômes d’Hermite [7], on montre que les coefficients 

du développement 

|߰ሺݐሻۧ ൌ ∑ ሻ௡ݐ௡ሺܥ |߮௡ሺݐሻۧ         (9) 

sont donnés par 

         
  2

2
2000 t

t
tiCtEtCtCi

                    (10-a) 

         
  2

6
3111 t

t
tCitEtCtCi

                    (10-b) 

         
 

     
  2

)1)(2(

2

1
22





 

nn

t

t
tC

nn

t

t
tCitEtCtCi nnnnn 



 

              (10-c) 

Il est clair que ce système n’admet pas une solution analytique. 

Pour résoudre l’équation de Schrödinger dépendant du temps (1), plusieurs méthodes 

exactes et d'approximation ont été proposées. Entre autres, deux méthodes ont eu intérêt 

considérable que ce soit sur le plan théorique ou expérimental, à savoir l’approximation 

adiabatique reposant sur le théorème adiabatique et la théorie des invariants de Lewis et 

Riesenfeld [8, 9]. L’importance des deux méthodes vient du fait que le problème (1) se réduit 

à un problème de calcul de phases, en particulier la partie dite géométrique. 

Les phases géométriques, prévu par S. Pancharatnam [10] dans son étude de 

l'interférence de la lumière classique dans des états de polarisations distincts, continuent à 

faire l'objet d'un grand intérêt. Les phases géométriques relatives à la mécanique quantique, 

découvertes par M. V. Berry [11] dans le contexte d’une évolution adiabatique, unitaire et 

cyclique d’un système quantique dépendant du temps, représentent l'un des développements 

les plus intéressants au cours des 30 dernières années. Dans son article, Berry a montré qu’un 

état propre d'un Hamiltonien dépendant d’un ensemble de paramètres cycliques variant de 

façon adiabatique en fonction du temps acquiert à la fois la phase dynamique bien connue et 

une phase invariante de jauge qui ne dépend que de la géométrie du chemin suivi par 

l'Hamiltonien dans l'espace des paramètres. L'explication mathématique de cette phase 

géométrique a été rapidement donnée par B. Simon [12]. Quelques années plus tard et en 

rejetant l'hypothèse d'adiabaticité, Y. Aharonov et J. Anandan [13] ont généralisé le résultat 

de Berry pour toute évolution temporelle d'un système quantique. Aharonov et Anandan ont 
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examiné le cas cyclique non-adiabatique et ont souligné que la phase géométrique est due à la 

courbure de l'espace des états quantiques purs. Les techniques de nano-fabrication modernes 

ont permis d'étudier les interférences quantiques, et donc les phases géométriques quantiques 

dans les dispositifs électroniques mésoscopiques. Les effets célèbres de Aharonov-Bohm [14-

17] et Aharonov-Casher sont des exemples pertinents, de même que la phase de Berry acquis 

par un système quantique adiabatique lors de la variation cyclique d'un paramètre extérieur. 

La phase de Aharonov et Anandan a été récemment détectée expérimentalement à l'aide de 

l'interférométrie RMN [18]. 

L'étude des phases géométriques a, jusqu'ici, été confinés aux spectres discret. Cela est 

dû au fait que le théorème adiabatique n’a été démontré que pour les systèmes vérifiant la 

condition du gap entre les états du spectre discret. Dans le cas non-adiabatique, où aucune 

condition n’est imposé, l’application de la théorie des invariants pour le cas du spectre 

continu n’est apparue que dans un nombre très limité de travaux dans la littérature où de 

sérieux problèmes ont émergé à cause de la généralisation directe de la théorie de Lewis et 

Riesenfeld démontrée seulement pour le cas du spectre discret. L’étude de la phase 

géométrique dans le cas du spectre continu a été faite pour la première fois par R. G. Newton 

[19] qui a trouvé un lien implicite entre cette phase et la matrice S de diffusion où il a montré 

que l'expression de la phase géométrique est étonnamment semblable à l'équation de 

l'opérateur d'onde dans la représentation interaction. Ensuite, G. Ghosh [20] a étendu 

l'approximation adiabatique pour les spectres continus comme un ansatz et s’est limité au 

problème de la diffusion par un potentiel unidimensionnel sans réflexion. 

L’objectif de ce travail est de traiter les systèmes quantiques dépendant du temps dans 

les cas où les spectres sont continus en généralisant tous les résultats décrits ci-dessus. à 

savoir ; le théorème adiabatique, la théorie des invariant et les phases géométriques (de Berry 

dans le cas adiabatique et de Aharonov-Anandan dans le cas non-adiabatique). Le travail est 

organisé comme suit : 

Le premier chapitre est consacré à l’approximation adiabatique où on va tout d’abord 

rappeler le théorème adiabatique dans le cas du spectre discret. Après avoir discuté les 

problèmes liés à l’application de ce théorème dans le cas du spectre continu, on va proposer 

une forme généralisée du théorème adiabatique. Ensuite, on va démontrer et donner les 

conditions de validité de ce nouveau théorème [21-23]. 
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Le deuxième chapitre est consacré à la généralisation de la théorie des invariants pour 

le cas du spectre continu. Pour faire, on va donner une nouvelle approche pour la théorie de 

Lewis et Riesenfeld reposant sur l’idée de l’invariance des projecteurs liés à l’opérateur 

invariant. Cela est fait, la généralisation au cas du spectre continu se déduit par analogie [23-

26]. Le chapitre est aussi consacré à la discussion détaillée des différents travaux antérieurs. 

Le troisième chapitre est consacré à l’étude des phases géométrique dans le cas du 

spectre continu. Ce dernier contient deux sections principales : dans la première section, on va 

s’intéresser à la phase géométrique dans le cadre de l’approximation adiabatique où on va 

appliquer les résultats du premier chapitre pour généraliser la phase géométrique de Berry. 

Dans la deuxième section, on va utiliser les résultats du deuxième chapitre pour trouver une 

base des états cycliques en termes des fonctions propres de l’invariant pour généraliser la 

phase géométrique de Aharonov-Anandan pour le cas du spectre continu. 

Dans le quatrième chapitre et en utilisant les résultats des trois premiers chapitres, on 

va démontrer l’aspect géométrique de la matrice S dans les deux cas adiabatique et non-

adiabatique. Si le cas adiabatique a été déjà traité dans la littérature par R. G. Newton et G. 

Ghosh, le cas non-adiabatique sera, à notre connaissance, traité pour la première fois dans le 

cadre de ce travail [23, 24]. 

Finalement, On propose trois exemples d’application pour illustrer les différents 

résultats obtenus dans ce travail ; dans le premier on va calculer la phase géométrique 

généralisée pour un système décrit par l’équation de Dirac dans un champ électromagnétique 

dépendant du temps. Dans le deuxième, on va étudier le problème d’une particule soumise à 

un potentiel linéaire. Finalement, on va étudier la diffusion d’une particule par le potentiel de 

Pöschl-Teller modifié dans les deux cas adiabatique et non-adiabatique. 

 



 

 

 

Chapitre I 

Généralisation du théorème 
adiabatique pour le spectre 

continu 
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CH I - GENERALISATION DU THEOREME ADIABATIQUE 
POUR LE SPECTRE CONTINU 

I. Les méthodes d’approximation : 

1) La nécessité des méthodes approximatives : 

Toutes les méthodes exactes proposées pour la résolution de l'équation (1) se 

ressemblent dans le fait qu’elles sont soit formelles soit elles ne sont applicables que pour des 

cas limités [27-29]. Pour cette raison, on fait appel à des méthodes d’approximation. Bien 

qu’elles ne donnent pas des solutions analytiques, ces dernières sont généralement très 

puissantes et applicables à de nombreux systèmes physiques, selon la méthode, où elles 

offrent des résultats à un ordre de précision élevé. Ces méthodes sont surtout utilisées dans les 

domaines de la physique appliquée ; tels que la physique du solide [30], physique des 

plasmas, l’information quantique [31-33]…etc. Entre autres, on cite 

1. La théorie des perturbations dépendant du temps : 

2. L’approximation soudaine : 

3. … 

4. L’approximation adiabatique : 

II. Approximation adiabatique : 

1) L’approximation adiabatique en mécanique quantique : 

Les premiers travaux sur l’approximation adiabatique en mécanique quantique sont 

dus à M. Born et V. Fock [34] qui ont fait une extension des travaux d’Ehrenfest [35] en 

mécanique classique et l’ancienne théorie des Quanta [1-3, 28]. Dès lors, aucune intention 

pour examiner l'approximation adiabatique n'est concernée. Mais à partir des années 

cinquante, il y avait eu un réveil d'intérêt intense dans le sujet [36]. Des applications pratiques 

ont été trouvées en physique des plasmas, technologie de fusion, accélérateurs des particules 

chargées, et même dans l'astronomie galactique [38]. 

Supposons maintenant que les paramètres ሼ ௜ܺሺݐሻ, ݅ ൌ 1, 2, … ሽ varient lentement en 

fonction du temps. Posons 

0ttT f             (11) 
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le temps nécessaire pour effectuer l'évolution entre l'instant initial et un instant final ݐ௙ et qui 

vérifie ܶ ≫ (modification adiabatique). Pour des raisons qui seront claires par la suite, 

passons à 

ݏ ൌ ௧ି௧బ
்

           (12) 

qui vérifie 

ݏ ∈ ሾ0,1ሿ           (13) 

Ainsi, on a deux types de temps, ou plus exactement deux échelles de temps [3], à 

savoir 

- L’échelle ݏ ; ou l’échelle des temps rapides ou microscopiques. 

- L’échelle ݐ ; ou l’échelle des temps lents ou macroscopiques. 

Le paramètre adiabatique ܶ contrôle le décalage entre les deux échelles [1, 3]. 

L’équation de Schrödinger s’écrit dans l’échelle rapide comme suit 

   ssHs
sT

i  )(

          (14) 

Ceci posé, l’évolution du système de l’instant 0t  à l’instant ft  ne dépend que du 

paramètre ܶ qui mesure la rapidité avec laquelle s’effectue le passage de ܪሺݐ଴ሻ ≡  ሺ0ሻ àܪ

௙൯ݐ൫ܪ ≡  .ሺ1ሻܪ

La question qui se pose maintenant est de savoir quelle forme va prendre la fonction 

d’onde lorsque le paramètre adiabatique est très grand ܶ ≫ ? D’après la théorie des 

perturbations, on montre que la probabilité de transition du système d’un état à un autre tend 

vers zéro lorsque la perturbation est assez lente [1, 6, 28, 36]. La généralisation de cet 

important résultat pour un système dépendant du temps dans le cas général constitue le 

théorème adiabatique sur lequel repose toute l’approximation adiabatique. 

2) Le théorème adiabatique dans le cas du spectre discret : 

C’est l’un des plus anciens et importants théorèmes en mécanique quantique [1, 39], et 

qui est largement appliqué soit en physique théorique ou expérimentale [40]. Il s’agit d’une 

propriété des états du spectre discret de l’Hamiltonien d’un système subissant une évolution 

adiabatique [1, 3, 36]. 

Dans l’échelle microscopique, l’opérateur d’évolution s’écrit comme suit 

   sUttU T0,            (15) 
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Le but de l’approximation adiabatique est, essentiellement, de déterminer l’opérateur 

d’évolution ்ܷሺ1ሻ et d’examiner sa dépendance en fonction de ܶ. 

Désignons par ܧ௡ሺݏሻ les valeurs propres constituant le spectre de ܪሺݏሻ supposé 

entièrement discret, et par ௡ܲሺݏሻ les projecteurs sur leurs sous-espaces respectifs. Ce sont par 

hypothèse des fonctions continues de ݏ. On suppose, en outre, que [1, 36] 

- Les valeurs propres restent distinctes les unes des autres pendant toute la période de 

transition 

    metnsEsEss mn  ,:10/        (16) 

- Les dérivées  
ds

sdPn  et  
2

2

ds

sPd m  sont bien définies et continues dans tout cet 

intervalle, mises à part d’éventuelles discontinuités de première espèce. 

1. L’énoncé du théorème adiabatique : 

Dans la limite ܶ → ∞, le théorème adiabatique stipule [1, 6, 11, 41] 

« Si le système se trouve à l’instant initial dans un état propre de ܪሺ0ሻ, il passe à l’instant ݐଵ, 

sous les conditions précisées ci-dessus, dans l’état propre de ܪሺ1ሻ qui s’en déduit par 

continuité ». 

Ainsi, si on prépare le système quantique dans l’un des états propres de l’Hamiltonien 

à l’instant ݐ଴, le système à un instant ultérieur reste dans le même état propre mis à l’instant 

considéré à un facteur de phase près [1, 11, 36, 42-44], tandis que sa valeur propre évolue 

continûment [39] ; les vecteurs propres constituent donc de bonnes approximations de la 

solution exacte pour un système adiabatique [43]. Ce résultat est dû au fait que la 

modification adiabatique prend lieu dans un temps assez long de sorte que la transition entre 

les différents niveaux d’énergie soit négligeable [2].  

2. Démonstration du théorème adiabatique : 

En supposant les conditions indiquées plus haut de continuité, de non croisement et de 

dérivabilité vérifiées, Le théorème adiabatique stipule que l’opérateur d’évolution ்ܷሺݏሻ 

possède la propriété asymptotique suivante [3, 5, 36, 38, 41] 

    )(lim0)(lim: sUsPPsUIk T
T

nnT
T 

        (17) 
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Le théorème adiabatique a connu plusieurs démonstrations dans la littérature [45] ; la 

première démonstration dans le cadre de la mécanique quantique moderne est dû à M. Born et 

V. Fock [34]. En 1961, L. Landau a donné une démonstration du théorème dans le cadre de la 

limite quasi-classique [6]. Une autre démonstration est donnée par [6, 28] dans le cas où la 

modification adiabatique est considérée une perturbation. Parmi les démonstrations les plus 

récentes on peut citer la démonstration de Reichardt [46] et celle A. Ambainis et O. Regev 

[45] qui trouvent leurs application surtout en information quantique. 

3. Validité de l’approximation adiabatique : 

Si on se tient au premier ordre, l’approximation adiabatique est assurée par la 

condition suivante [1, 2, 40] 

   
     f

mn

mn tttmn
tEtE

tt
,,,1 0



 
       (18) 

Ainsi, l’ordre de grandeur de l’erreur commise dans l’approximation adiabatique ne 

dépend que des quantités    tt mn    qui représentent les vitesses de rotation des axes 

propres de l’Hamiltonien et les fréquences de Bohr correspondant aux transitions ݊ → ݉ 

représentées par les différences    tEtE mn   [3]. 

III. Les applications du théorème adiabatique : 

L’application du théorème adiabatique a connu un intérêt croissant dans les différents 

domaines de la physique [3, 40], tels que la transition de Landau-Zener en physique 

moléculaire [39], la théorie quantique des champs [42, 47, 48], l’électrodynamique quantique 

[3, 49, 50], physique nucléaire et chimie physique [42]. Parmi ses applications les plus 

récentes on cite : l’effet Hall quantique [3, 41] ; où les auteurs de [41] ont montré que le flux 

moyenné du transport de charge est un nombre entier dans la limite adiabatique. 

L’information quantique [48] ; telle que l’information quantique géométrique [39], les 

problèmes d’optimisation [45] et la construction de nouveaux algorithmes basés sur 

l’approximation adiabatique [39]. Finalement, on a la phase géométrique de Berry [11], qui 

constitue l’une des plus importantes applications du théorème adiabatique [51], et pour 

laquelle on va consacrer le troisième chapitre. 
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IV. L'approximation adiabatique pour le spectre continu : 

1) Introduction : 

L’histoire du théorème adiabatique dans 

la mécanique quantique a débuté avec les travaux 

de M. Born et V. Fock qui l’ont montré pour les 

Hamiltoniens bornés ayant des spectres purement 

discrets et non dégénérés [41, 52]. En 1950 T. 

Kato a généralisé ce travail en introduisant un 

caractère purement géométrique à l’évolution 

adiabatique [53]. D’après T. Kato, le contenu du 

théorème adiabatique incarne deux parties : 

premièrement, l'existence d'un changement virtuel du système qui peut être appelé une 

transformation adiabatique, et, d'autre part, la transformation dynamique du système qui passe 

à travers une transformation adiabatique dans la limite où l'évolution de l'Hamiltonien est 

infiniment lente. 

En utilisant cette idée, Kato a prolongé 

le domaine d’application aux Hamiltoniens qui 

contiennent des parties continues en plus du 

spectre discret à condition que le système soit 

initialement dans les régions discrètes [36, 41, 

49, 52]. En particulier cette généralisation a été 

appliquée au cas d’un état discret séparé de la 

région continu par un gap comme le montre la 

figure 2 ; de telles situations sont rencontrées 

souvent en physique atomique. 

Plusieurs auteurs [32, 58] ont officiellement étendu les résultats de Kato concernant la 

validité de l'approximation adiabatique lorsque le temps T est grand mais fini. A. Lenard [54], 

L. M. Garrido [55] et S. J. Sancho [56] ont formellement prolongé le travail de Kato à des 

ordres supérieurs en 
ଵ

்
 [3]. Pour des Hamiltoniens ܪሺݐሻ analytiques en ݐ, L. D. Landau et E. 

M. Lifshitz [6, 41] ont décrit une méthode formelle pour calculer le passage par effet tunnel 

hors des bandes d’énergie d’un spectre continu. En 1981, G. Nenciu [56] a montré un 

ng  
)(tEn

t
Figure 2 : Exemple d’un état discret séparé 

d’un continuum d’états par un gap. 

Figure 1 : La variation de la différence entre les 
niveaux d’énergie en fonction du temps. 
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théorème adiabatique pour des opérateurs auto adjoints bornés et a annoncé une généralisation 

aux opérateurs non bornés. Plus tard, J. E. Avron et A. Elgart [41, 52] ont montré que le 

théorème adiabatique est valable aussi pour les Hamiltoniens non borné et ils l'ont appliqué 

pour l'étude de l'effet Hall quantique.  

Toutes ces généralisations dépendent de l’existence du gap dans le cas du spectre 

discret. Rappelons tout simplement ici que les travaux réalisés par Kato [53], Garrido [55], 

Nenciu [56], et Avron et al. [41] et qui ont suivi celui de Born et Fock [34] ont conduit à une 

formulation du théorème adiabatique sous l'hypothèse du gap usuel 

     tEtEtg nmnm            (19) 

entre les niveaux ݊ et ݉. On peut alors affirmer que la condition générale de validité du 

comportement adiabatique est bien formulée comme suit : plus la quantité min
଴ழ௧ழ்,௠

	|g௡௠ሺݐሻ| 

est grande plus la probabilité de transition est faible. 

En effet, la démonstration donnée par M. Born et V. Fock [34], bien que très générale, 

elle est encore limitée par l'hypothèse de considérer le spectre purement discret et non 

dégénéré de l'Hamiltonien, à l'exception de quelques situations de dégénérescence 

accidentelle dues aux croisements des niveaux d'énergie. Ces limitations sont assez 

artificielles du point de vue physique et devraient être retiré de la dérivation du théorème 

adiabatique faite par Kato. 

2) Le théorème adiabatique dans le cas du spectre continu : 

1. Le théorème adiabatique sans la condition du gap 

Malgré l'existence de nombreuses publications contenant des démonstrations 

rigoureuses des estimations nécessaires pour justifier l'approximation adiabatique [32, 41, 52, 

53, 58], des doutes ont été soulevés quant à sa validité [59-63] ce qui a conduit à une 

confusion à propos de la condition nécessaires à son application [40, 45, 65, 66]. 

Le théorème adiabatique sans la condition du gap a été montré pour la première fois en 

1999 par Avron et Elgart [52] qui avaient montré que le théorème adiabatique reste valable à 

condition que les projections spectrales soient de rang fini indépendamment de toutes 

considérations spectrales. Un résultat similaire a été prouvé par Bornemann [67] pour les 

Hamiltoniens discrets lorsque l'ensemble des croisements des valeurs propres est de mesure 

nulle dans le temps. La limitation de ces approches est que, en général, aucune estimation ne 
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peut être faite ni sur la vitesse avec laquelle le régime adiabatique est atteint ni sur l’ordre de 

grandeurs de l'erreur commise [52]. 

La condition du gap est généralement associée à des stabilités spectrales. Par 

conséquent, la situation où le gap n'existe pas va conduire à des instabilités spectrales. Ainsi, 

il est difficile d'établir des projections spectrales régulières, ce qui est une condition 

nécessaire pour la validité du théorème adiabatique dans les applications pratiques. En fait, le 

théorème adiabatique généralisé, selon l'approche de Avron et Elgart [52], est beaucoup plus 

approprié pour les systèmes sans la condition du gap et qui ont une origine discrète. En fait, 

on dit que le gap protège l’état du système contre les fuites vers d’autre sous-espaces [49, 50]. 

Ainsi, L’existence d’un gap entre les niveaux d’énergie est une condition nécessaire pour 

assurer la validité de l’approximation adiabatique [3, 40, 68, 69], une exigence qui n’est pas 

vérifiée dans le cas d’un spectre continu. 

Dans un très récent papier, D. M. Tong et al [40] ont montré que les conditions 

qualitatives du gap données par (18) sont insuffisantes pour assurer la validité du théorème 

adiabatique [32]. De plus, la régularité des projecteurs peut être supposée vérifiée dès le début 

[3]. Pour l’ordre de grandeur du paramètre adiabatique, on peut toujours imaginer d’autre 

quantités qui peuvent jouer le rôle du gap lorsque ce dernier n’existe pas [3, 52]. Pour illustrer 

cette dernière affirmation on prend l’exemple d’un système quantique chargé à deux niveaux, 

initialement dans l’état fondamental, et qui est tourné lentement. Le théorème adiabatique 

échouerait si le nombre de photons produits par la rotation lente ne tend pas à zéro dans la 

limite adiabatique. A. Ori [49] a montré que le nombre de photons rayonnés qu’est de l’ordre 

de 2T  tend vers zéro dans la limite adiabatique. On voit dans cet exemple que, dans le cadre 

de l’électrodynamique quantique, la condition du gap est remplacée par une condition sur le 

nombre de photons rayonnés.  

2. Le théorème adiabatique généralisé pour le spectre continu : 

Dans le cadre de ce travail on va proposer une nouvelle approche du théorème 

adiabatique pour le cas du spectre continu. Cette approche consiste à donner une forme plus 

simple et pratique à ce dernier ainsi qu’une démonstration aussi simple, rigoureuse et directe. 

Le but d’une telle proposition est d’appliquer l’approximation adiabatique à des systèmes 

dont l’Hamiltonien possède un spectre complètement continu, supposée non dégénéré pour 

des raison de simplicité et qui vérifie un certain nombre de conditions qui seront données 

ultérieurement. 
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L’idée est complètement opposée à celle décrite dans le paragraphe ci-dessus. Dans 

l’approche précédente le but était de chercher à se débarrasser de la condition du gap [69] et 

d’essayer de limiter son rôle en la remplaçant avec d’autre propriétés telles que : la régularité 

des projections spectrales, la distance à une résonance voisine dans le modèle de Dicke [50], 

l’échelle de temps intrinsèque dans le cas d’un état discret à la frontière d’un spectre continu 

[68], le nombre de photons rayonnés en électrodynamique quantique, …etc. Alors, au lieu de 

faire tous ces remplacements, l’idée de ce travail est de garder la condition du gap pour le cas 

du spectre continu ?!! 

Pour résoudre ce paradoxe on doit créer ou définir une sorte de gap, 

un vrai gap, pour le spectre continu. En effet, dans le cas du spectre 

continu on ne peut pas énumérer Les valeurs propres et les fonctions 

propres car elles sont caractérisées par la valeur de la quantité physique 

correspondante. En plus, Bien que les fonctions propres des opérateurs 

ayant des spectres continus ne puissent pas être normalisées de la façon 

habituelle comme pour les fonctions ayant des spectres discrets, on peut 

construire avec eux de nouvelles quantités – les différentielles propres de 

Weyl (paquets d'ondes) – [5, 70] qui possèdent les mêmes propriétés que 

possèdent les fonctions propres appartenant au spectre discret (pour plus 

de détails, voir [71]). 

Les différentielles propres sont définies par 

   



kk

k

dktktk


 ',',          (20) 

Elles divisent le spectre continu des valeurs propres en des régions discrètes finies mais 

suffisamment petites de taille ݇ߜ (voir la fig. 3). La différentielle propre (20) est un paquet 

d'ondes spécial, qui a seulement une extension finie dans l'espace ; par conséquent, il disparaît 

à l'infini et peut donc être vu en analogie avec les états liés. En outre, parce qu'elles ont une 

extension spatiale finie, les différentielles propres peuvent être normalisées. Alors dans la 

limite ݇ߜ → 0, une normalisation significative des fonctions propres eux-mêmes suit : la 

normalisation en termes de la distribution de Dirac. 

Pour ݇ߜ, un petit intervalle autour de la valeur du paramètre ݇ [ceci correspond à un 

groupe d'états «voisins» ; voir la fig. 3], l'opérateur 

} δk 

} 

} 

} 

k 

Figure 3 : 
Décomposition du 

spectre continu selon J. 
Von Neumann [72]. 
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     



kk

k

dktktktkP


 ',',',         (21) 

représente le projecteur (l'opérateur de projection différentiel [31]) sur les états contenus dans 

l'intervalle et caractérisés par les valeurs du paramètre ݇ dans la marge des valeurs ݇ߜ. 

L'action de ܲߜሺ݇,  ሻۧ d'onde est définie parݐሻ sur une fonction |߰ሺݐ

       



kk

k

dktktkCttkP


 ',',',        (22) 

L'application de l'opérateur de projection différentiel ܲߜሺ݇,  ሻ cause ainsi la projectionݐ

de la fonction d'onde sur le domaine des états |߮ሺ݇,  ݇ ሻۧ, qui sont caractérisés par des valeursݐ

dans l'intervalle ݇ߜ. 

Une fois on a rappelé ces deux quantités, on peut maintenant donner l'énoncé du 

théorème adiabatique généralisé au cas du spectre continu. 

3. L’énoncé du théorème adiabatique généralisé : 

Pour simplifier, on suppose que le spectre de ܪ est entièrement continu et qu’il est non 

dégénéré. 

Par hypothèse les valeurs propres 

,ሺ݇ܧ ,ሺ݇ܲߜ ሻ et les projecteursݏ  ሻ doiventݏ

vérifier les deux conditions suivantes 

- Pour un intervalle ሾ݇, ݇ ൅  ሿ, dont les݇ߜ

conditions auxquelles ݇ߜ seront 

données par la suite, les valeurs 

propres supposées continues vérifient 

       kkkletkkkkslEskEss   ,,',,,':10/   (23) 

Cette condition est l’analogue de la condition de non croisement (16) (voir figure 4). 

- les dérivées   
ds

skPd ,  et   
2

2 ,

ds

skPd   sont bien définies et continues dans tout cet 

intervalle, mises à part d’éventuelles discontinuités de première espèce. 

A la limite ܶ → ∞ le théorème adiabatique généralisé s’énonce comme suit : 

 

),( skE

),( slE

s

k  

Figure 4 : Evolution d’une gamme d’énergie de 
largeur k  en fonction du temps. 
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« Sous les deux conditions ci-dessus, si le système se trouve à l’instant initial ݏ ൌ 0 dans un 

état appartenant à un intervalle ሾ݇, ݇ ൅  ሿ et si l'Hamiltonien évolue suffisamment lentement݇ߜ

il reste à tout instant ݏ dans le même intervalle ». 

Formellement, le théorème adiabatique généralisé stipule que ்ܷሺݏሻ possède la 

propriété asymptotique suivante 

    )(lim,0,)(lim: sUskPkPsUk T
T

T
T 

         (24) 

4. Démonstration du théorème adiabatique généralisé1 : 

a) Représentation des axes tournants : 

Les axes propres de l’Hamiltonien ܪሺݏሻ sont animés d’un certain mouvement de 

rotation dans l’espace de Hilbert. En vue d’éliminer ce mouvement, on se met dans la 

représentation des axes tournants en utilisant l’opérateur unitaire ܣሺݏሻ donnée par 

       sAkPsAskP  0,,           (25) 

L'opérateur  sA  vérifiant la condition initiale ܣሺ0ሻ ൌ 1 est donné par l’équation différentielle 

     sAsKsA
s

i 



          (26) 

où ܭሺݏሻ est un opérateur hermitien obéissant à 

      skPsKskP
s

i ,,,  



         (27) 

Pour une raison qui deviendra claire ultérieurement, on peut lever l’arbitraire dans le 

choix de  sK  en imposant la condition supplémentaire 

       kkkkpoursksKsk   ,'0,',       (28) 

cette dernière implique 

         dkskskiskPsK ,,,1          (29) 

Dans la représentation des axes tournant, l’observable ܪሺݏሻ se transforme en 

                dkkkskEsAsHsAsH A 0,0,,       (30) 

De même ܭሺݏሻ se transforme en 

                                                 
1 Pour plus de détails voir [71]. 
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         sAsKsAsK A            (31) 

L’opérateur d’évolution de cette nouvelle « représentation » est, donc, donné par 

       sUsAsU T
A           (32) 

vérifiant 

                sUsKsHTsU
s

i AAAA 



        (33) 

    10 AU            (34) 

b) Démonstration du théorème : 

Il est clair que ܪሺ஺ሻሺݏሻ et ܭሺ஺ሻሺݏሻ sont indépendants de ܶ. On s’attend donc à ce que, à 

la limite ܶ → ∞, l’effet de ܭሺ஺ሻሺݏሻ au second membre de l’équation (33) soit complètement 

masqué par celui de ܶܪሺ஺ሻሺݏሻ. Désignons par Φ்ሺݏሻ la solution de l’équation de Schrödinger 

ainsi formée, on trouve 

 
 

   


 dkkkes

s
dsskEiT

T 0,0,
0

'',

          (35) 

Démontrer (24) est donc analogue à montrer que ܷሺ஺ሻሺݏሻ tende vers Φ்ሺݏሻ. Comme 

on va le voir, cette propriété est bien vérifiée et donne, d’après (32), le résultat suivant 

     ssAsU T
T

T 


          (36) 

Pour le montrer, on fait une nouvelle transformation unitaire en posant 

             sUsAssUssW TT
A

T
         (37) 

vérifiant 

     
s

dssWsK
i

sW
0

'''1


         (38) 

avec 

         ssKssK A            (39) 

ou, d’après (31) 

           ssAsKsAssK           (40) 
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On montre que le noyau ܭഥሺݏሻ est une somme de fonctions oscillantes dont les 

fréquences augmentent indéfiniment avec ܶ et qu’en conséquence l’intégrale du second 

membre de l’équation de Volterra (38) tend vers zéro lorsque ܶ → ∞ [73]. 

     dkdlslkKsK ,,          (41) 

avec 

           0,0,0,0,,, lklsKkslkK        (42) 

ce qui donne 

 
       slkKeslkK A

dsslEskE
iT s

,,,, 0
'';'; 

         (43) 

où 

                sAslslsKsksksAslkK A ,,,,,,      (44) 

Suivant la condition (28), pour un k fixé, on remarque que ܭሺ஺ሻሺ݇, ݈,  ሻ est nul pourݏ

tout ݈ ∈ ሾ݇, ݇ ൅  ሿ, donc on a le résultat important suivant݇ߜ

   kkklslkKk  ,/0;,:         (45) 

quant aux valeurs de ܭഥሺ݇, ݈, ݈ ሻ telles queݏ ∉ ሾ݇, ݇ ൅  ሿ, elles contiennent le facteur oscillant݇ߜ

expൣ݅ܶ԰ିଵ ׬ ൫ܧሺ݇, ሻ′ݏ െ ,ሺ݈ܧ ′ݏሻ൯݀′ݏ
௦
଴ ൧. La fréquence circulaire des oscillations s’obtient en 

dérivant la phase de l’exponentielle par rapport à s, ce qui donne     slEskET ,,1   . 

Suivant l’hypothèse (23) la différence ܧሺ݇, ሻݏ െ ,ሺ݈ܧ ݈ ሻ, pourݏ ∉ ሾ݇, ݇ ൅  ሿ, n’est jamais݇ߜ

nulle, donc la fréquence augmente proportionnellement à ܶ lorsque ܶ → ∞. Ainsi, en posant 

 
s

dssKsF
0

'')(           (46) 

on trouve 
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 



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      (47) 
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    
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s
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dsslEskEiT
s

 
 
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     (48) 



CH I - GENERALISATION DU THEOREME ADIABATIQUE POUR LE SPECTRE CONTINU 

 24

,ሺ஺ሻሺ݇ܭ ݈,  ሻ est une fonction continue de s indépendant de ܶ. Quant à l’exponentielle, il estݏ

clair [73] que sa phase n’est jamais stationnaire. En intégrant par partie, il vient d’ailleurs 
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',,
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',,
;,

00




 (49) 

Il est clair que l’expression entre crochets reste finie si ܭሺ஺ሻሺ݇, ݈,  ሻ et les dérivéesݏ

de	ܭሺ஺ሻሺ݇, ݈, ,ሺ݇ܧ ,ሻݏ ,ሺ݈ܧ ሻ etݏ ,ሺ݇ܨ restent finis. Donc ݏ ሻ par rapport àݏ ݈,  ሻ tendݏ

asymptotiquement vers zéro comme 
ଵ

்
. En conclusion, lorsque ܶ → ∞, on a 

  






T

OsF
1

           (50) 

En fait, à l’inverse du cas discret, la différence ܧሺ݇, ሻݏ െ ,ሺ݈ܧ  ሻ peut être aussi petiteݏ

de sorte qu’elle annule l’influence du terme 
ଵ

்
, pour s’assurer que ça ne sera pas le cas, on doit 

ajouter la condition supplémentaire suivante : la longueur ݇ߜ de l’intervalle ሾ݇, ݇ ൅  ሿ est݇ߜ

choisie de sorte que 

    
T

slEskE
1

,,           (51) 

A la limite ܶ →  peut être choisi aussi petit que l’on veut. La condition (51) fixe ݇ߜ ,∞

donc ݇ߜ en lui donnant la valeur minimale en fonction du paramètre adiabatique, elle 

constitue l’analogue des résultats de S. Jansen et al [32]. 

Par conséquent, on a 

  






T

OsW
1

1           (52) 

En se reportant à la définition de ܹሺݏሻ, on tire le résultat annoncé 

      















 T
OssAsU T

T
T

1
1         (53) 

Comme Φ்ሺݏሻ commute avec les projecteurs ܲߜሺ݇, 0ሻ et comme l’opérateur unitaire 

 ሻ possède la propriété (25), on aݏሺܣ

           ssAskPkPssA TT  ;0;        (54) 
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L’expression asymptotique de U்ሺݏሻ qu’on vient d’obtenir vérifie donc bien les 

relations (24). 

CQFD. 

c) L’approximation adiabatique : 

Si ܶ est suffisamment grand, on peut, en première approximation, remplacer 

l’opérateur d’évolution U்ሺ1ሻ par sa forme asymptotique 

       111, 0 TTf AUttU           (55) 

c’est l’approximation adiabatique. 

Examinons les conditions de validité de l’approximation adiabatique dans l’hypothèse 

où l’état initial est un état propre de ܪሺ0ሻ. Soit  0,0k  le vecteur normalisé représentant 

l’état du système à l’instant ݐ଴. L’approximation adiabatique consiste à écrire 

         0;110;, 000 kAkttU Tf          (56) 

Une mesure de l’erreur que comporte cette approximation est donnée par la probabilité ߟ de 

trouver le système à l’instant ݐ௙ dans un état hors de l’intervalle ሾ݇଴, ݇଴ ൅  ଴ሿ݇ߜ

               0,,1111,0, 00000 kttUAQAttUk ff        (57) 

 0,1 00 kPQ            (58) 

il vient 

       0,110, 000 kWQWk          (59) 

En résolvant cette équation itérativement et en ne gardant que le premier ordre, on 

trouve 

     
 




000 ,

2

0
2 0,10,

kkkk

dkkFk


         (60) 

En revenant à l’échelle macroscopique ݐ, on vérifie que le module carré de cette 

grandeur n’est que la densité de probabilité de trouver le système dans l’intervalle 

ሾ݇, ݇ ൅ ሿ݇ߜ ് ሾ݇଴, ݇଴ ൅  ଴ሿ݇ߜ

donnée par 
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       

    
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1
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,,,


 






      (61)  

L’intégrant du second membre de l’équation (61) est le produit de la fonction    tktk ,, 0   

par une exponentielle oscillante de fréquence ܧሺ݇, ሻݐ െ ,ሺ݇଴ܧ  ሻ. Si ces deux quantités varientݐ

dans le temps de façon suffisamment régulière, la probabilité est, au plus, de l’ordre de 

grandeur de la valeur maximum atteinte par le rapport de ces deux dernières dans l’intervalle 

,଴ݐൣ  ௙൧, c'est-à-direݐ

   
   
    k

tkEtkE

tktk
tkk

fttt





2

0

0

,
0 ,,

,,
max,

0 





       (62) 

La condition de validité de l’approximation adiabatique 

 
 

1,
000 ,

0
2  





kkkk

tkk


          (63) 

implique que 

 
 

   
 

   tkEtkEtktkttt
kkkkkkkk

f ,,min,,max:, 0
,

0
,

0
000000


 

    (64) 

Ainsi, on a obtenu un critère de validité de l’approximation adiabatique dans le cas du 

spectre continu, une chose qui n’était pas possible dans l’approche de Avron et Elgart. A la 

limite ܶ → ∞, le deuxième membre de l’inégalité ci-dessus peut être aussi petit que l’on 

veut ; ainsi, on peut prendre dans la pratique 

        0,,:,,, 00000  tktktttkkkk f        (65) 

Cette condition a été considérée très récemment avec plus de détails par V. I. Yukalov 

[74]. 

3) Solution de l'équation de Schrödinger : 

On va maintenant déterminer la solution de l'équation de Schrödinger (1) pour un 

système ayant un spectre continu évoluant de façon adiabatique. Cette évolution s’effectue 

pendant la période ܶ qui est supposée très grande pour qu’on puisse appliquer 

l’approximation adiabatique généralisée. 
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Donc on cherche la solution 

|߰ሺݐሻ〉 ൌ ׬ ,ሺ݈ܥ ,ሻ|߮ሺ݈ݐ ݈݀〈ሻݐ
ஶ
ିஶ         (66) 

avec 

   00 ,tkt             (67) 

   kltkC 0,           (68) 

On applique l’égalité (24) sur le ket initial (67), ce qui donne 

       00000 ,),(,,,),( tkttUtkPtktkPttU        (69) 

d’après la propriété (22) du projecteur ܲߜሺ݇,  ଴ሻ on trouveݐ

           
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
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k

dktkttUtktkdktktktkttU


 ',),(,','',',,'),( 000000  (70) 

Le premier membre donne 

       ttkttUdltkkkttU
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k







0000 ,'),(',''),(      (71) 

Tandis que le deuxième membre donne en remplaçant |߰ሺݐሻۧ par son développement (66) 
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   (72) 

En remplaçant (71) et (72) dans (70) on trouve 

     



kk

k

dktktkCt


 ',','         (73) 

Le système passe donc à l’instant ݐ dans l’état |߰ሺݐሻۧ appartenant à l’intervalle 

ሾ݇, ݇ ൅  doit vérifier la condition (51). Par ݇ߜ ,ሿ. Pour que cette approximation soit valable݇ߜ

comparaison avec (66), les coefficients ܥሺ݈,  ሻ vérifientݐ
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   
   







kkkltlC

kkkltlC



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        (74) 

La probabilité pour que le système soit dans un état à l’extérieur de l’intervalle est 

donnée par 

 
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d’après (74), il est clair que cette dernière est nulle, ce qui est en accord avec le théorème 

adiabatique généralisé. 

Il reste maintenant à déterminer les coefficients ܥሺ݇ᇱ, ′݇ ,ሻݐ ∉ ሾ݇, ݇ ൅  ሿ ; en݇ߜ

substituant (74) dans l’équation (1) on obtient 
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Multiplions maintenant l'équation (76) par le bra de la différentielle propre (20), on trouve 
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d'où 
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ce qui donne 
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Comme la variable quelconque ݇ balaye tout le spectre des valeurs réelles et du fait que ݇ߜ 

est très petit, l'égalité entre les intégrales (80) implique celle entre les intégrants, donc 
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C'est une équation différentielle du premier ordre admettant la solution suivante 
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Si on prend en compte la condition initiale (68), cette dernière s’écrit 

,ሺ݇ᇱܥ ሻݐ ൌ ሺ݇ᇱߜ െ ݇ሻ݁ି
೔
԰ ׬ ாሺ௞,௧ሻௗ௧ᇱ

೟
೟బ
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԰ ׬ ఋఝሺ௞,௧′ሻ|௜԰ۦ ങ

ങ೟ᇲ
|ఝሺ௞,௧′ሻ〉ௗ௧ᇱ

೟
೟బ     (83) 

L'interprétation et la discussion de ce résultat seront données en détails dans le 

troisième chapitre. 
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CH II - GENERALISATION DE LA THEORIE DES 
INVARIANTS POUR LE SPECTRE CONTINU 

I. Introduction : 

La théorie des invariants pour des Hamiltoniens Hermitiens a été introduite en 1969 

par H. R. Lewis, JR., W. B. Riesenfeld [9], où ils ont dérivé une simple relation entre les 

vecteurs propres de l’invariant et la solution de l’équation de Schrödinger. 

La théorie des invariants représente l’un des piliers fondamentaux dans l’étude des 

systèmes dépendant du temps. Cette importance de la théorie des invariants est reliée au 

langage mathématique puissant qui la caractérise, et à sa souplesse dans la solution de 

l’équation de Schrödinger dépendant du temps. Dans cette partie de notre travail, on va 

donner quelques notions essentielles concernant la théorie des invariants telle qu’elle a été 

introduite par Lewis et Riesenfeld dans le cas du spectre discret (pour lequel son application a 

été limité depuis sa découverte). Á travers ces notions on peut, au moins, donner aux lecteurs 

une idée sur l’importance de la théorie des invariants pour la résolution de l’équation de 

Schrödinger dépendant du temps. Cette dernière sera généralisée ultérieurement pour le cas du 

spectre continu. 

On considère la théorie des invariants pour un système quantique général dont 

l'opérateur Hamiltonien ܪሺݐሻ est explicitement dépendant du temps. Bien sûr, un tel système 

n'est pas fermé, dans le sens où il y a des influences externes qui peuvent changer les 

paramètres du système, changer son énergie totale ou le moment angulaire, etc…. La théorie 

du rayonnement semi-classique fournit un exemple bien connu ; dans ce cas le système 

quantique est pris pour être un atome ou une molécule qui subit une transition radiative, et le 

terme explicitement dépendant du temps dans l'Hamiltonien est l'interaction avec le champ de 

radiation classique. 

L’idée de base de la théorie des invariants est la dérivation d’une relation entre les 

états propres de l'invariant et la solution de l'équation de Schrödinger. On peut trouver une 

transformation de phase dépendant du temps pour chaque état propre d'un invariant telle que 

la fonction propre devient une solution particulière de l'équation (1), la phase correspondante 

est déterminée en résolvant une simple équation différentielle du premier ordre. 
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II. La théorie de Lewis-Riesenfeld : 

1) Exposition de la méthode : 

L'objectif donc est de résoudre l’équation de Schrödinger (1) pour un système dont 

l'Hamiltonien ܪሺݐሻ est explicitement dépendant du temps, d'après Lewis et Riesenfeld [8, 9] 

on peut toujours supposer l'existence d'un autre opérateur Hermitien non trivial ܫሺݐሻ, ce 

dernier est dit invariant s’il satisfait l’équation de Liouville-Von Neumann 

ௗூሺ௧ሻ

ௗ௧
ൌ డூሺ௧ሻ

డ௧
൅ ଵ

௜԰
ሾܫሺݐሻ, ሻሿݐሺܪ ൌ 0        (84) 

ሻݐሺܫ ൌ  ሻ           (85)ݐାሺܫ

En appliquant l'équation (84) sur |߰ሺݐሻ〉 et en utilisant l'équation (1), on obtient la relation 

డூሺ௧ሻ

డ௧
|߰〉 ൅ ଵ

௜԰
ሾܫሺݐሻ, 〈߰|ሻሿݐሺܪ ൌ 0        (86) 

d'où 

݅԰ డ

డ௧
ሾܫሺݐሻ|߰〉ሿ ൌ  ሻ|߰〉ሿ         (87)ݐሺܫሻሾݐሺܪ

Cette dernière formule implique que l'action de l'invariant sur un vecteur d'état, 

solution de l’équation de Schrödinger, produit une autre solution. Ce résultat est valable pour 

tout invariant, même si ce dernier implique des opérations de dérivation par rapport au temps. 

Si l'invariant n'implique pas des dérivations par rapport au temps, alors on est capable de 

dériver une règle simple et explicite pour choisir les phases des fonctions propres de ܫሺݐሻ 

telles que ces états eux-mêmes satisfassent l'équation de Schrödinger. Dans ce qui suit, On 

suppose que ܫሺݐሻ n'implique pas des dérivations par rapport au temps. 

On suppose que l'invariant ܫሺݐሻ a un ensemble complet de fonctions propres. Soit ߣ௡ 

les valeurs propres de ܫሺݐሻ et ห߮௡,௞ሺݐሻ〉 ses fonctions propres, où ݇ représente tous les autres 

nombres quantiques nécessaires pour spécifier les états propres. L'équation aux valeurs 

propres s'écrit comme 

〈ሻݐሻห߮௡,௞ሺݐሺܫ ൌ  ሻ〉         (88)ݐ௡ห߮௡,௞ሺߣ

ൻ߮௡,௞ሺݐሻห߮௡ᇱ,௞ᇱሺݐሻൿ ൌ  ௞,௞ᇱ        (89)ߜ௡,௡ᇱߜ

En vertu de l'équation (85), les valeurs propres ߣ௡ sont réelles et indépendantes du 

temps, comme on peut le déduire facilement en dérivant l'équation (88) par rapport au temps 

డூሺ௧ሻ

డ௧
ห߮௡,௞ሺݐሻ〉 ൅ ሻݐሺܫ డ

డ௧
ห߮௡,௞ሺݐሻ〉 ൌ

డఒ೙
డ௧
ห߮௡,௞ሺݐሻ〉 ൅ ௡ߣ

డ

డ௧
ห߮௡,௞ሺݐሻ〉   (90) 
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On applique l'équation (84) sur l'état propre ห߮௡,௞ሺݐሻ〉, ce qui donne 

݅԰ డூሺ௧ሻ

డ௧
ห߮௡,௞ሺݐሻ〉 ൅ 〈ሻݐሻห߮௡,௞ሺݐሺܪሻݐሺܫ െ 〈ሻݐሻห߮௡,௞ሺݐሺܪ௡ߣ ൌ 0    (91) 

le produit scalaire de l'équation (91) par un état 〈߮௡ᇱ,௞ᇱሺݐሻห est 

݅԰ ർ߮௡ᇱ,௞ᇱሺݐሻቚ
డூሺ௧ሻ

డ௧
ቚ߮௡,௞ሺݐሻ඀ ൅ ሺߣ௡ᇱ െ ሻൿݐሻห߮௡,௞ሺݐሺܪሻหݐ௡ሻൻ߮௡ᇱ,௞ᇱሺߣ ൌ 0   (92) 

ce qui implique 

ർ߮௡,௞ሺݐሻቚ
డூሺ௧ሻ

డ௧
ቚ߮௡,௞ሺݐሻ඀ ൌ 0         (93) 

en prenant maintenant le produit scalaire de l'équation (90) avec 〈߮௡,௞ሺݐሻห, on obtient 

డఒ೙
డ௧

ൌ ർ߮௡,௞ሺݐሻቚ
డூሺ௧ሻ

డ௧
ቚ߮௡,௞ሺݐሻ඀ ൌ 0        (94) 

Comme les valeurs propres sont indépendantes du temps, il est clair que les états 

propres doivent être dépendants du temps. 

Pour trouver le rapport entre les états propres de ܫሺݐሻ et les solutions de l'équation 

Schrödinger, Lewis et Riesenfeld ont écrit en premier lieu l'équation du mouvement de 

ห߮௡,௞ሺݐሻ〉, en commençant par l'équation (90) et en utilisant l'équation (94), ils ont abouti à 

൫ߣ௡ െ ሻ൯ݐሺܫ డ

డ௧
ห߮௡,௞ሺݐሻ〉 ൌ

డூሺ௧ሻ

డ௧
ห߮௡,௞ሺݐሻ〉       (95) 

En prenant le produit scalaire avec 〈߮௡ᇱ,௞ᇱሺݐሻห et en utilisant l'équation (92) pour éliminer 

ർ߮௡ᇱ,௞ᇱሺݐሻቚ
డூሺ௧ሻ

డ௧
ቚ߮௡,௞ሺݐሻ඀ ils ont obtenu 

݅԰ሺߣ௡ െ ௡ᇱሻߣ ർ߮௡ᇱ,௞ᇱሺݐሻቚ
డ

డ௧
ቚ߮௡,௞ሺݐሻ඀ ൌ ሺߣ௡ െ  ሻൿ  (96)ݐሻห߮௡,௞ሺݐሺܪሻหݐ௡ᇱሻൻ߮௡ᇱ,௞ᇱሺߣ

pour ߣ௡ ്  ௡ᇱ, on trouveߣ

݅԰ ർ߮௡ᇱ,௞ᇱሺݐሻቚ
డ

డ௧
ቚ߮௡,௞ሺݐሻ඀ ൌ ൻ߮௡ᇱ,௞ᇱሺݐሻหܪሺݐሻห߮௡,௞ሺݐሻൿ     (97) 

L'équation (96) n'implique pas  

݅԰ ർ߮௡,௞ᇱሺݐሻฬ
߲
ݐ߲ ฬ߮௡,௞ሺݐሻ඀ ൌ ൻ߮௡,௞ᇱሺݐሻหܪሺݐሻห߮௡,௞ሺݐሻൿ 

Si l'équation (97) est valable pour ߣ௡ ൌ ௡ߣ ௡ᇱ aussi bien que pourߣ ്  ௡ᇱ, alors on déduitߣ

immédiatement que ห߮௡,௞ሺݐሻ〉 est une solution particulière de l'équation de Schrödinger. 
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Jusqu’ici, on n’a pas parlé de la phase de ห߮௡,௞ሺݐሻ〉	: on peut définir un nouvel 

ensemble des vecteurs propres de ܫሺݐሻ lié à l'ensemble précédent par une transformation de 

jauge dépendant du temps. 

ห߮௡,௞ሺݐሻ〉ఈ ൌ  ሻ〉       (98)ݐห߮௡,௞ሺ	ሻ൧ݐ௡,௞ሺߙ݅ൣ݌ݔ݁

où ߙ௡,௞ሺݐሻ est une fonction réelle du temps arbitrairement choisie. Ces ห߮௡,௞ሺݐሻ〉ఈ sont des 

états propres orthonormaux de ܫሺݐሻ associés à ߣ௡, aussi bien que les ห߮௡,௞ሺݐሻ〉. Pour un choix 

approprié des phases ߙ௡,௞ሺݐሻ, l'équation (97) sera vérifiée pour ߣ௡ ൌ  ௡ᇱ et donc l'objectif seraߣ

atteint, à condition d'avoir 

԰ߜ௞௞ᇱ
ௗఈ೙,ೖ
ௗ௧

ൌ ർ߮௡,௞ᇱሺݐሻቚ ቂ݅԰
డ

డ௧
െ ሻቃݐሺܪ ቚ߮௡,௞ሺݐሻ඀      (99) 

Pour satisfaire cette équation, les états ห߮௡,௞ሺݐሻ〉 doivent être choisies de sorte que le membre 

à droite s’annule pour ݇′ ് ݇. La diagonalisation est toujours possible car l’opérateur    

݅԰ డ

డ௧
െ  ሻ sont choisies pourݐ௡,௞ሺߙ ሻ est hermitien. Une fois on a choisi les états, les phasesݐሺܪ

qu’elles satisfassent l’équation simple 

԰
ௗఈ೙,ೖ
ௗ௧

ൌ ർ߮௡,௞ሺݐሻቚ ቂ݅԰
డ

డ௧
െ ሻቃݐሺܪ ቚ߮௡,௞ሺݐሻ඀       (100) 

Du fait que chacun de ces nouveaux états propres de ܫሺݐሻ satisfait l'équation de 

Schrödinger, la solution générale est donnée par 

|߰ሺݐሻ〉 ൌ ∑ ௡,௞݁௜ఈ೙,ೖܥ
ሺ௧ሻ	ห߮௡,௞ሺݐሻ〉௡,௞         (101) 

où ܥ௡,௞ sont des coefficients indépendants du temps correspondant à |߰ሺݐ଴ሻ〉 via 

|߰ሺݐ଴ሻ〉 ൌ ∑ ௡,௞݁௜ఈ೙,ೖܥ
ሺ௧బሻ	ห߮௡,௞ሺݐ଴ሻ〉௡,௞        (102) 

En résumé: 

- L'action de l'invariant ܫሺݐሻ sur une solution de l'équation de Schrödinger (1) donne une 

autre solution de cette équation. 

- Cet invariant possède un spectre indépendant du temps. 

- Si ܫሺݐሻ a un spectre non-dégénéré, toutes ses fonctions propres sont aussi solutions de 

l'équation de Schrödinger (1) à une phase près. Et s’il a un spectre dégénéré, on peut 

introduire des bases adaptées à chaque sous-espace propre, dont les éléments deviennent 

des solutions de l'équation de Schrödinger. 
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2) La recherche de l'invariant : 

Une fois que l'on connaît l'intérêt d'utiliser les invariants pour trouver des solutions 

exacte pour l'équation de Schrödinger, on peut aborder directement le problème de trouver ces 

invariants. En fait, trouver un invariant ne repose pas sur des méthodes rigoureuses dans le 

cas général ; en effet, l'idée principale de la théorie des invariants est de fournir une base de 

l'espace de Hilbert dont les éléments sont eux-mêmes des solutions particulières de l'équation 

de Schrödinger et sur la base desquelles on peut construire des solutions générales. Ainsi, il y 

a une infinité de candidats pour fournir une telle base ; à condition qu’ils vérifient l'équation 

de Liouville-Von Neumann (84) avec la condition (85). Dans la majorité des cas, on propose 

des opérateurs d'essai dépendant d'un certain nombre de paramètres qui seront déduit après 

l’insertion dans l'équation (84). Une fois l'invariant est trouvé, les résultats ci-dessus 

s'appliquent. Pour assurer le fait que la base obtenue est la meilleure base pour le système en 

question, il est généralement préférable de proposer une forme pour l'invariant qui soit proche 

de celle de l'Hamiltonien. 

Dans le cas d'un système de dimension finie, il y a un résultat dû à [75] qui stipule 

qu’on peut avoir un invariant pour le système (1) si et seulement si, on peut construire une 

algèbre de Lie. Dans le cas de dimension infinie, pour qu'un système de la forme (1) ait un 

invariant, il faut que l'algèbre de Lie soit de dimension finie. Paradoxalement, plusieurs 

exemples d'intérêt physique (comme l'oscillateur harmonique), ont une algèbre de Lie de 

dimension finie (elle est même de dimension réduite). Supposons par exemple que l'algèbre 

de Lie engendrée par ܪሺݐሻ est donnée par l'ensemble des opérateurs hermitiens 

Λ ൌ ሼ ଵܶ, ଶܶ, … , ௡ܶሽ          (103) 

On essaie donc de trouver des invariants ܫሺݐሻ qui se décomposent complètement sur cette 

algèbre de Lie. On prend alors ܫሺݐሻ sous la forme: 

ሻݐሺܫ ൌ ∑ ሻݐ௟ሺߚ ௟ܶ
௡
௟ୀଵ           (104) 

En injectant cette forme dans la formule (84), on voit bien que les ߚ௟ሺݐሻ doivent vérifier un 

certain système d'équations. Pour retrouver ces équations différentielles, on doit connaître la 

décomposition des commutateurs ሾܪሺݐሻ, ௟ܶሿ dans la base Λ. En faisant cela, on trouve les 

coefficients ܥ௟
௝ 

ሾܪሺݐሻ, ௟ܶሿ ൌ ∑ ௟ܥ
௝
௝ܶ

௡
௝ୀଵ          (105) 
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Connaissant ces coefficients, on peut donner les équations différentielles, que les ߚ௟ሺݐሻ 

doivent vérifier 

ሻݐሶ௟ሺߚ݅ ൌ ԰∑ ௟ܥ
௝ߚ௝ሺݐሻ

௡
௝ୀଵ ,																						݈ ∈ ሼ1,2, … , ݊ሽ     (106) 

Ainsi, à chaque ensemble des ߚ௟ሺݐሻ qui vérifient (106), est associé un invariant (104). 

3) Nouvelle approche 

Dans ce paragraphe, on va proposer une nouvelle approche pour décrire la théorie des 

invariants ci-dessus en termes de l'opérateur d'évolution et des projecteurs sur l'espace de 

Hilbert [24]. Cette approche va fournir une porte vers une généralisation plus simple et facile 

de la théorie des invariants pour le cas des spectres continus. 

L'idée de base est de remplacer l'équation de Liouville-Von Neumann (84), toujours en 

gardant la condition (85), par l'équation suivante 

ሻݐሺܫ ൌ ܷሺݐ, ,ݐ଴ሻܷାሺݐሺܫ଴ሻݐ  ଴ሻ        (107)ݐ

en effet, en dérivant cette équation par rapport au temps 

డூሺ௧ሻ

డ௧
ൌ డ௎ሺ௧,௧బሻ

డ௧
,ݐ଴ሻܷାሺݐሺܫ ଴ሻݐ ൅ ܷሺݐ, ଴ሻݐሺܫ଴ሻݐ

డ௎శሺ௧,௧బሻ

డ௧
     (108) 

et en utilisant l'équation (3) et son conjuguée complexe en retrouve l'équation (84) 

డூሺ௧ሻ

డ௧
ൌ ଵ

௜԰
,ݐሻܷሺݐሺܪ ,ݐ଴ሻܷାሺݐሺܫ଴ሻݐ ଴ሻݐ െ

ଵ

௜԰
ܷሺݐ, ,ݐ଴ሻܷାሺݐሺܫ଴ሻݐ  ሻ   (109)ݐሺܪ଴ሻݐ

ሻݐሺܫ߲

ݐ߲
ൌ
1
݅԰
ሾܪሺݐሻ,  ሻሿݐሺܫ

Ceci dit, considérons le projecteur instantané sur l'état propre2 |߮௡ሺݐሻ〉 de l'invariant à 

l'instant ݐ 

௡ܲሺݐሻ ൌ |߮௡ሺݐሻ〉߮ۦ௡ሺݐሻ|         (110) 

On peut montrer que ce dernier est aussi un invariant, en effet 

݅԰ డ௉೙ሺ௧ሻ

డ௧
ൌ ݅԰ డ|ఝ೙ሺ௧ሻ〉

డ௧
|ሻݐ௡ሺ߮ۦ ൅ ݅԰|߮௡ሺݐሻ〉

డۦఝ೙ሺ௧ሻ|

డ௧
      (111) 

d'où 

݅԰ డ௉೙ሺ௧ሻ

డ௧
ൌ ∑ ሻ|݅԰ݐ௠ሺ߮ۦ

డ

డ௧
|߮௡ሺݐሻ〉ሾ|߮௠ሺݐሻ〉߮ۦ௡ሺݐሻ| െ |߮௡ሺݐሻ〉߮ۦ௠ሺݐሻ|ሿ௠ஷ௡   (112) 

où on a utilisé la relation d'orthonormalisation pour trouver 

                                                 
2 Pour des raisons de simplicité, on suppose que le spectre est non dégénéré. 
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ሻ|݅԰ݐ௠ሺ߮ۦ
డ

డ௧
|߮௡ሺݐሻ〉 ൌ െ݅԰ డۦఝ೙ሺ௧ሻ|

డ௧
|߮௠ሺݐሻ〉      (113) 

en utilisant les équations (90) et (91) ainsi que la propriété 
డఒ೙
డ௧

ൌ 0 on trouve 

ሻ|݅԰ݐ௠ሺ߮ۦ
డ

డ௧
|߮௡ሺݐሻ〉 ൌ 〈ሻݐሻ|߮௡ሺݐሺܪ|ሻݐ௠ሺ߮ۦ ൅

ఒ೘
ఒ೙
|ሻݐ௠ሺ߮ۦ ቂ݅԰

డ

డ௧
െ ሻቃݐሺܪ |߮௡ሺݐሻ〉 (114) 

d'où 

݅԰ డ௉೙ሺ௧ሻ

డ௧
ൌ ∑ |ሻݐ௡ሺ߮ۦ〈ሻݐሻ〉ሾ|߮௠ሺݐሻ|߮௡ሺݐሺܪ|ሻݐ௠ሺ߮ۦ െ |߮௡ሺݐሻ〉߮ۦ௠ሺݐሻ|ሿ௠ ൅

∑ ఒ೘
ఒ೙
|ሻݐ௠ሺ߮ۦ ቂ݅԰

డ

డ௧
െ ሻቃݐሺܪ |߮௡ሺݐሻ〉ሾ|߮௠ሺݐሻ〉߮ۦ௡ሺݐሻ| െ |߮௡ሺݐሻ〉߮ۦ௠ሺݐሻ|ሿ௠ஷ௡   (115) 

en utilisant maintenant la propriété (97) et l'hermiticité de l'Hamiltonien, i.e. 

〈ሻݐሻ|߮௡ሺݐሺܪ|ሻݐ௠ሺ߮ۦ ൌ  〈ሻݐሻ|߮௠ሺݐሺܪ|ሻݐ௡ሺ߮ۦ

le deuxième terme de (115) s'annule et on trouve 

݅԰ డ௉೙ሺ௧ሻ

డ௧
ൌ |ሻݐ௡ሺ߮ۦ〈ሻݐሻ|߮௡ሺݐሺܪ െ |߮௡ሺݐሻ〉߮ۦ௡ሺݐሻ|ܪሺݐሻ ൌ ሾܪሺݐሻ, ௡ܲሺݐሻሿ   (116) 

CQFD. 

En termes de la formule (107), cette propriété importante du projecteur peut s'écrire 

௡ܲሺݐሻܷሺݐ, ଴ሻݐ ൌ ܷሺݐ, ଴ሻݐ ௡ܲሺݐ଴ሻ        (117) 

Cette équation est l'analogue exact de l'équation (17) décrivant le théorème 

adiabatique, ainsi on s'attend à avoir des solutions analogues! Il faut noter ici qu'il n'y a aucun 

lien entre les deux cas du fait que les projecteurs dans l'équation (17) projettent sur les états 

propres de l'Hamiltonien tandis que dans l'équation (117) on a affaire à des projections sur les 

états propres de l'invariant. En fait, dans la limite adiabatique où l'Hamiltonien lui-même est 

considéré en tant qu'invariant les deux formules coïncident. 

Il reste maintenant la détermination de la solution de l'équation de Schrödinger. Pour 

faire, on développe la solution sur la base des vecteurs propres de l'invariant 

|߰ሺݐሻ〉 ൌ ∑ ሻ〉௠ݐሻ|߮௠ሺݐ௠ሺܥ          (118) 

avec 

|߰ሺݐ଴ሻ〉 ൌ |߮௡ሺݐ଴ሻ〉          (119) 

En appliquant (117) sur la condition initiale (119) on trouve 
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௡ܲሺݐሻܷሺݐ, 〈଴ሻݐ଴ሻ|߰ሺݐ ൌ ܷሺݐ, ଴ሻݐ ௡ܲሺݐ଴ሻ|߰ሺݐ଴ሻ〉      (120) 

௡ܲሺݐሻ|߰ሺݐሻ〉 ൌ ܷሺݐ,  ଴ሻ〉        (121)ݐ଴ሻ|߰ሺݐ

∑ ௠〈ሻݐሻ|߮௠ሺݐ௡ሺ߮〉ሻݐ௠ሺܥ |߮௡ሺݐሻ〉 ൌ |߰ሺݐሻ〉       (122) 

d'où 

|߰ሺݐሻ〉 ൌ  ሻ〉         (123)ݐሻ|߮௡ሺݐ௡ሺܥ

Il est clair d'après ce résultat que si la particule se trouve dans l'un des états propres de 

l'invariant à l'instant initial, la solution de l'équation (1) évolue de sorte qu'elle reste toujours 

proportionnelle au même état propre donné à l'instant ݐ. Le coefficient ܥ௡ሺݐሻ est déduit par 

l'insertion de (123) dans (1) ; en effet 

݅԰ డ஼೙ሺ௧ሻ

డ௧
|߮௡ሺݐሻ〉 ൅ ݅԰ܥ௡ሺݐሻ

డ

డ௧
|߮௡ሺݐሻ〉 ൌ  ሻ〉    (124)ݐሻ|߮௡ሺݐሺܪሻݐ௡ሺܥ

d'où 

݅԰ డ஼೙ሺ௧ሻ

డ௧
ൌ െܥ௡ሺݐሻ߮ۦ௡ሺݐሻ| ቂ݅԰

డ

డ௧
െ ሻቃݐሺܪ |߮௡ሺݐሻ〉      (125) 

ce qui donne 

ሻݐ௡ሺܥ ൌ ଴ሻ݁ݐ௡ሺܥ
೔
԰ ׬ ఝ೙ሺ௧ᇱሻ|ቂ௜԰ۦ

ങ
ങ೟ᇲ

ିுሺ௧ᇱሻቃ|ఝ೙ሺ௧ᇱሻ〉ௗ௧ᇱ
೟
೟బ       (126) 

Ainsi, on a obtenu un résultat équivalent au résultat (101) ci-dessus obtenu dans le 

travail initial de Lewis et Riesenfeld [8, 9] et aux résultats obtenus dans le cadre du théorème 

adiabatique pour le cas discret. 

III. La théorie des invariants pour le spectre continu: 

1) Introduction : 

Tout ce qui a été dit en ce qui concerne les propriétés d'un invariant ce généralisent 

sans ambiguïté au cas du spectre continu, à savoir : un invariant est un opérateur satisfaisant 

l’équation de Liouville-Von Neumann (84) avec la condition (85), l'action de l'invariant sur 

un vecteur d'état solution de l’équation de Schrödinger produit une autre solution et la 

recherche d’un invariant ce fait de la même manière que celle pour le cas discret.  

Dans ce paragraphe on va essayer de généraliser naïvement le travail original de Lewis 

et Riesenfeld [8, 9] pour le cas où le spectre est continu, supposé non dégénéré, pour des 

raisons de simplicité. Soit ߣሺ݇ሻ les valeurs propres de ܫሺݐሻ et |߮ሺ݇,  ,ሻ〉 ses fonctions propresݐ

où ݇ est un nombre réel. L'équation aux valeurs propres s'écrit comme 
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,ሻ|߮ሺ݇ݐሺܫ 〈ሻݐ ൌ ,ሺ݇ሻ|߮ሺ݇ߣ  ሻ〉        (127)ݐ

,ሺ݇߮ۦ ,ሻ|߮ሺ݇ᇱݐ ሻۧݐ ൌ ሺ݇ߜ െ ݇′ሻ        (128) 

Vérifions maintenant si la propriété (85) assure toujours l'indépendance par rapport au 

temps des valeurs propres! Ainsi, en dérivant l'équation (127) par rapport au temps, on obtient 

డூሺ௧ሻ

డ௧
|߮ሺ݇, 〈ሻݐ ൅ ሻݐሺܫ డ

డ௧
|߮ሺ݇, 〈ሻݐ ൌ డఒሺ௞ሻ

డ௧
|߮ሺ݇, 〈ሻݐ ൅ ሺ݇ሻߣ డ

డ௧
|߮ሺ݇,  ሻ〉   (129)ݐ

L’équivalent de l'équation (92) est donc 

݅԰ ർ߮ሺ݇ᇱ, ሻቚݐ డூ
ሺ௧ሻ

డ௧
ቚ߮ሺ݇, ሻ඀ݐ ൅ ൫ߣሺ݇′ሻ െ ,ሺ݇ᇱ߮ۦሺ݇ሻ൯ߣ ,ሻ|߮ሺ݇ݐሺܪ|ሻݐ ሻۧݐ ൌ 0   (130) 

En prenant maintenant le produit scalaire de l'équation (127) par 〈߮ሺ݇′,  ሻ| (et non pasݐ

〈߮ሺ݇,  ሻ| à cause de la propriété (128)), on obtientݐ

డఒሺ௞ሻ

డ௧
ሺ݇ߜ െ ݇′ሻ ൌ 〈߮ሺ݇′, |ሻݐ డூ

ሺ௧ሻ

డ௧
|߮ሺ݇, 〈ሻݐ ൅ ൫ߣሺ݇′ሻ െ ,′ሺ݇ሻ൯〈߮ሺ݇ߣ ሻหݐ డ

డ௧
|߮ሺ݇,  ሻ〉 (131)ݐ

ce qui donne d'après (130) 

݅԰ డఒሺ௞ሻ

డ௧
ሺ݇ߜ െ ݇′ሻ ൌ ൫ߣሺ݇′ሻ െ ,′ሺ݇ሻ൯〈߮ሺ݇ߣ ሻหݐ ቂ݅԰ డ

డ௧
െ ሻቃݐሺܪ |߮ሺ݇,  ሻ〉   (132)ݐ

Si on prend ݇ ൌ ݇′ le deuxième membre s'annule tandis qu'on voit l'apparition du produit 

݅԰ డఒሺ௞ሻ

డ௧
ሺ0ሻߜ ൌ 0          (133) 

ce qui implique que les valeurs propres sont indépendants du temps 

డఒሺ௞ሻ

డ௧
ൌ 0           (134) 

Ce résultat va impliquer la propriété importante déduite de l'équation (132) 

൫ߣሺ݇′ሻ െ ,′ሺ݇ሻ൯〈߮ሺ݇ߣ |ሻݐ ቂ݅԰ డ

డ௧
െ ሻቃݐሺܪ |߮ሺ݇, 〈ሻݐ ൌ 0     (135) 

Là il faut faire attention, l'équation (135) n'est pas une équation ordinaire, en fait la 

quantité 〈߮ሺ݇′, |ሻݐ ቂ݅԰ డ

డ௧
െ ሻቃݐሺܪ |߮ሺ݇,  ሻ〉 est une distribution dont le support ne contientݐ

qu’un seul point, à savoir [76]  

݌݌ݑܵ ቀ〈߮ሺ݇′, |ሻݐ ቂ݅԰ డ

డ௧
െ ሻቃݐሺܪ |߮ሺ݇, ሻ〉ቁݐ ൌ ሼ݇ ൌ ݇′ሽ     (136) 

Il est clair donc qu’on ne peut pas obtenir des résultats analogues à (97) ou (99) parce 

que, d’après la théorie de distribution [76], une telle quantité peut s’écrire sous la forme 
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〈߮ሺ݇′, |ሻݐ ቂ݅԰ డ

డ௧
െ ሻቃݐሺܪ |߮ሺ݇, 〈ሻݐ ൌ ∑ ,௡ሺ݇ܥ ݇′ሻߜ

ሺ௡ሻሺ݇ െ ݇′ሻ௡     (137)
 

où ߜሺ௡ሻሺ݇ െ ݇′ሻ est la ݊è௠௘ dérivée de la fonction de Dirac et les ܥ௡ሺ݇, ݇′ሻ sont des fonctions 

complexes. Ce résultat sera illustré par l'exemple du potentiel linéaire dépendant du temps 

traité dans le cinquième chapitre. 

2) Discussion des travaux précédents : 

En général, le spectre de l’invariant peut être discret, continu ou les deux en même 

temps. La théorie de Lewis et Riesenfeld pour un spectre continu a été considérée pour la 

première fois par J. G. Hartley et J. R. Ray [77] où ils ont étendu la théorie de Lewis et 

Riesenfeld d'un système général d’Ermakov aux systèmes ayant des spectres continus comme 

un ansatz où ils ont relié la solution de l'équation de Schrödinger aux fonctions propres de 

l'opérateur invariant ayant un spectre continu par la formule 

|߰ሺݐሻ〉 ൌ ݁௜ఏೖሺ௧ሻ|߮ሺ݇,  ሻ〉         (138)ݐ

La limitation de l'approche de Hartley-Ray est qu'elle traitait seulement une gamme 

limitée d’Hamiltoniens ayant tous des spectres discrets pour lesquels ils ont trouvé des 

invariants avec des spectres continus (par rapport à la valeur ݇), et qu’ils n’ont pas traité des 

problèmes ayant des spectres continus. En plus, ils n'ont pas donné une formule explicite pour 

la phase de Lewis et Riesenfeld pour les spectres continus. Plus tard, X-C. Gao et al [78] ont 

étendu la théorie des invariants de Lewis et Riesenfeld pour obtenir une formulation 

généralisée de la théorie des invariants en introduisant le concept des invariants de base qui 

possèdent, en général, des spectres continus, X-C. Gao et al ont trouvé des solutions de 

l’équation de Schrödinger (Eq. (12) de la Réf. [78]) en utilisant la technique des intégrales de 

chemins. Dans leur solution, les auteurs ont généralisé la phase de Lewis et Riesenfeld 

directement pour définir les deux phases dynamiques et géométriques qui conduisent à un 

résultat infini (voir Eq. (137)), comme il a été montré dans l’introduction ci-dessus. Le cas des 

Hamiltoniens ayant des spectres continus n'avait été traité, à notre connaissance, dans la 

littérature que dans le travail de I. A. Pedrosa et al. [79-82] et J. R. Choi [83, 84] où ils ont 

considéré, entre autres, le problème de l'oscillateur harmonique inversé : dans l'article de 2002 

[79], I. A. Pedrosa et al. ont donné la phase (Eq. (36)) sans montrer comment ils l'ont trouvé? 

toujours en généralisant le résultat discret (Eq. (12)) naïvement. D'autre part, dans le 

document de 2004 [80], ils ont donné une forme explicite pour la phase généralisée (Eq. (6)) 

sous une forme qui est complètement fausse, parce que le membre droit est infinie tandis que 

le membre à gauche est finie. 
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Pour trouver la phase, la plupart des auteurs [77-84] substituent la solution (138) dans 

l'équation de Schrödinger ce qui mène au résultat suivant 

԰ ௗఏೖሺ௧ሻ

ௗ௧
|߮ሺ݇, 〈ሻݐ ൌ ൬݅԰

డ

డ௧
െ ሻ൰ݐሺܪ |߮ሺ݇,  ሻ〉      (139)ݐ

On projette ensuite cette équation sur le bra ߮ۦሺ݇, ,′ሺ݇߮ۦ ሻ| ouݐ  ሻ|. Si on choisit le premierݐ

bra (cette procédure est clairement parallèle à celle pour le cas discret), alors on obtient 

԰ ௗఏೖሺ௧ሻ

ௗ௧
ሺ0ሻߜ ൌ ,ሺ݇߮ۦ |ሻݐ ൬݅԰

డ

డ௧
െ ሻ൰ݐሺܪ |߮ሺ݇,  ሻ〉      (140)ݐ

qui est infini (voir l’introduction ci-dessus). D'autre part, si on multiplie par le deuxième bra, 

on constate que la phase est proportionnelle à ߜሺ݇ െ ݇′ሻ ce qui confirme les affirmations 

données ci-dessus. 

3) Généralisation de la théorie des invariants 

En suivant la même méthode ci-dessus pour établir la généralisation du théorème 

adiabatique ainsi que l'analogie établie entre la nouvelle approche proposée pour décrire la 

théorie des invariants et le théorème adiabatique pour le cas discret, l'évolution exacte d'un 

système quantique dont l'Hamiltonien et l'invariant possèdent des spectres continus est donnée 

par 

"Si le système se trouve à l'instant initiale ݐ଴ dans l'état propre |߮ሺ݇,  ଴ሻ〉 de l'invariant, ilݐ

reste à tout instant ݐ dans le sous espace généré par les états propres |߮ሺ݇,   appartenant à	ሻ〉ݐ

un intervalle ሾ݇, ݇ ൅  ."est supposée petite ݇ߜ ሿ, où la longueur݇ߜ

En d'autres termes, l'évolution exacte d'un système quantique ayant un spectre continu 

est gouvernée par la formule 

,ሺ݇ܲߜ ,ݐሻܷሺݐ ଴ሻݐ ൌ ܷሺݐ, ,ሺ݇ܲߜ଴ሻݐ  ଴ሻ       (141)ݐ

qui constitue la généralisation de l'équation (117) précédente. 

Pour démontrer cette affirmation, il faut et il suffit de démontrer que l'opérateur de 

projection différentielle ܲߜሺ݇,  ሻ est une constante du mouvement, c’est-à-dire qu'il vérifieݐ

l'équation de Liouville-Von Neumann (84), ou sa nouvelle version (107). En effet, en dérivant 

l'équation (21) on trouve 

݅԰ డఋ௉ሺ௞,௧ሻ

డ௧
ൌ ݅԰ ׬ ቂడ

|ఝሺ௞ᇱ,௧ሻ〉

డ௧
,′ሺ݇߮ۦ |ሻݐ ൅ |߮ሺ݇′, 〈ሻݐ డ

|ఝሺ௞ᇱ,௧ሻۦ

డ௧
ቃ ݀݇′

௞ାఋ௞
௞    (142) 

d'où 
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݅԰ డఋ௉ሺ௞,௧ሻ

డ௧
ൌ ݅԰ ׬ ׬ ቂ߮ۦሺ݈, |ሻݐ డ

|ఝሺ௞ᇱ,௧ሻ〉

డ௧
|߮ሺ݈, ,′ሺ݇߮ۦ〈ሻݐ |ሻݐ ൅

௞ାఋ௞
௞

ஶ
ିஶ

డۦఝሺ௞ᇱ,௧ሻ|

డ௧
|߮ሺ݈, ,′ሻ〉|߮ሺ݇ݐ ,ሺ݈߮ۦ〈ሻݐ ሻ|ቃݐ ݀݇′ ݈݀       (143) 

en a utilisant la relation d'orthonormalisation (128) on trouve 

,ሺ݈߮ۦ ሻ|݅԰ݐ డ

డ௧
|߮ሺ݇, 〈ሻݐ ൌ െ݅԰ డۦఝሺ௞,௧ሻ|

డ௧
|߮ሺ݈,  ሻ〉      (144)ݐ

d'où 

݅԰ డఋ௉ሺ௞,௧ሻ

డ௧
ൌ ׬ ׬ ,ሺ݈߮ۦ ሻ|݅԰ݐ డ

డ௧
|߮ሺ݇′, ,ሻ〉ሾ|߮ሺ݈ݐ ,′ሺ݇߮ۦ〈ሻݐ |ሻݐ െ |߮ሺ݇′, ,ሺ݈߮ۦ〈ሻݐ ′ሻ|ሿ݀݇ݐ

௞ାఋ௞
௞ ݈݀

ஶ
ିஶ

            (145) 

en utilisant l'équation (135) on a 

,ሺ݈߮ۦ ሻ|݅԰ݐ డ

డ௧
|߮ሺ݇′, 〈ሻݐ ൌ ,ሺ݈߮ۦ ,′ሻ|߮ሺ݇ݐሺܪ|ሻݐ 〈ሻݐ ൅ ఒሺ௟ሻ

ఒሺ௞ᇱሻ
,ሺ݈߮ۦ |ሻݐ ቂ݅԰ డ

డ௧
െ ሻቃݐሺܪ |߮ሺ݇′, 〈ሻݐ

            (146) 

d'où 

݅԰ డఋ௉ሺ௞,௧ሻ

డ௧
ൌ ׬ ׬ ,ሺ݈߮ۦ ,′ሻ|߮ሺ݇ݐሺܪ|ሻݐ ,ሻ〉ሾ|߮ሺ݈ݐ ,′ሺ݇߮ۦ〈ሻݐ |ሻݐ െ

௞ାఋ௞
௞

ஶ
ିஶ

|߮ሺ݇′, ,ሺ݈߮ۦ〈ሻݐ ′ሻ|ሿ݀݇ݐ ݈݀ ൅         (147) 

en utilisant maintenant l'hermiticité de l'Hamiltonien, i.e. 

,ሺ݈߮ۦ ,′ሻ|߮ሺ݇ݐሺܪ|ሻݐ 〈ሻݐ ൌ ,′ሺ݇߮ۦ ,ሻ|߮ሺ݈ݐሺܪ|ሻݐ  ሻ〉      (148)ݐ

on obtient 

݅԰ డఋ௉ሺ௞,௧ሻ

డ௧
ൌ ׬ ׬ |߮ሺ݈, ,ሺ݈߮ۦ〈ሻݐ ሻݐሺܪ|ሻ݈݀ݐ

ஶ
ିஶ

|߮ሺ݇′, ,′ሺ݇߮ۦ〈ሻݐ ′݇݀|ሻݐ
௞ାఋ௞
௞ െ

׬ |߮ሺ݇′, ,′ሺ݇߮ۦ〈ሻݐ ሻݐሺܪ|ሻݐ ׬ |߮ሺ݈, ,ሺ݈߮ۦ〈ሻݐ ݈݀|ሻݐ
ஶ
ିஶ ݀݇′

௞ାఋ௞
௞ ൅ ׬ ׬

ఒሺ௟ሻ

ఒሺ௞ᇱሻ
,ሺ݈߮ۦ |ሻݐ ቂ݅԰ డ

డ௧
െ

௞ାఋ௞
௞

ஶ
ିஶ

ሻቃݐሺܪ |߮ሺ݇′, ,ሻ〉ሾ|߮ሺ݈ݐ ,′ሺ݇߮ۦ〈ሻݐ |ሻݐ െ |߮ሺ݇′, ,ሺ݈߮ۦ〈ሻݐ ′ሻ|ሿ݀݇ݐ ݈݀    (149) 

d'où 

݅԰ డఋ௉ሺ௞,௧ሻ

డ௧
ൌ ,ሺ݇ܲߜሻݐሺܪ ሻݐ െ ,ሺ݇ܲߜ ሻݐሺܪሻݐ ൅ ׬ ׬

ఒሺ௟ሻ

ఒሺ௞ᇱሻ
,ሺ݈߮ۦ |ሻݐ ቂ݅԰ డ

డ௧
െ

௞ାఋ௞
௞

ஶ
ିஶ

ሻቃݐሺܪ |߮ሺ݇′, ,ሻ〉ሾ|߮ሺ݈ݐ ,′ሺ݇߮ۦ〈ሻݐ |ሻݐ െ |߮ሺ݇′, ,ሺ݈߮ۦ〈ሻݐ ′ሻ|ሿ݀݇ݐ ݈݀    (150) 

Dans le dernier terme, on remarque la présence du produit 

,ሺ݈߮ۦ |ሻݐ ൤݅԰
߲
ݐ߲
െ ሻ൨ݐሺܪ |߮ሺ݇′, ,ሻ〉ሾ|߮ሺ݈ݐ ,′ሺ݇߮ۦ〈ሻݐ |ሻݐ െ |߮ሺ݇′, ,ሺ݈߮ۦ〈ሻݐ  ሻ|ሿݐ
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qui est identiquement nul du fait que le support de la distribution ߮ۦሺ݈, |ሻݐ ቂ݅԰ డ

డ௧
െ

ሻቃݐሺܪ |߮ሺ݇′, ሻ〉 est égale à l'ensemble ሼ݈ݐ ൌ ݇′ሽ, donc le dernier terme de (150) est 

identiquement nul3, d'où 

݅԰ డఋ௉ሺ௞,௧ሻ

డ௧
ൌ ሾܪሺݐሻ, ,ሺ݇ܲߜ  ሻሿ         (151)ݐ

CQFD. 

Passons maintenant à la démonstration de l'énoncé décrivant l'évolution d'un système 

dépendant du temps et ayant un spectre continu. On développe la solution de l'équation de 

Schrödinger (1) sur la base des vecteurs propres de l'invariant 

|߰ሺݐሻ〉 ൌ ׬ ,ሺ݈ܥ ,ሻ|߮ሺ݈ݐ ݈݀〈ሻݐ
ஶ
ିஶ         (152) 

avec 

|߰ሺݐ଴ሻ〉 ൌ |߮ሺ݇,  ଴ሻ〉          (153)ݐ

appliquons (141) sur la condition initiale (153) 

,ሺ݇ܲߜ ,ݐሻܷሺݐ 〈଴ሻݐ଴ሻ|߰ሺݐ ൌ ܷሺݐ, ,ሺ݇ܲߜ଴ሻݐ  ଴ሻ〉     (154)ݐ଴ሻ|߰ሺݐ

,ሺ݇ܲߜ 〈ሻݐሻ|߰ሺݐ ൌ ܷሺݐ, ଴ሻݐ ׬ |߮ሺ݇′, ,′଴ሻ〉〈߮ሺ݇ݐ ,଴ሻ|߮ሺ݇ݐ ′݇݀〈଴ሻݐ
௞ାఋ௞
௞    (155) 

,ሺ݇ܲߜ ሻݐ ׬ ,ሺ݈ܥ ,ሻ|߮ሺ݈ݐ ݈݀〈ሻݐ
ஶ
ିஶ ൌ ܷሺݐ, ଴ሻݐ ׬ ሺ݇ߜ െ ݇′ሻ|߮ሺ݇′, ′݇݀〈଴ሻݐ

௞ାఋ௞
௞    (156) 

׬ ׬ ,ሺ݈ܥ ,′ሻ|߮ሺ݇ݐ ,′ሻ〉〈߮ሺ݇ݐ ,ሻ|߮ሺ݈ݐ ′݇݀〈ሻݐ
௞ାఋ௞
௞ ݈݀

ஶ
ିஶ ൌ ܷሺݐ, ,଴ሻ|߮ሺ݇ݐ  ଴ሻ〉   (157)ݐ

׬ ׬ ,ሺ݈ܥ ሺ݈ߜሻݐ െ ݇′ሻ|߮ሺ݇′, ′݇݀〈ሻݐ
௞ାఋ௞
௞ ݈݀

ஶ
ିஶ ൌ |߰ሺݐሻ〉     (158) 

ce qui donne finalement 

|߰ሺݐሻ〉 ൌ ׬ ,′ሺ݇ܥ ,′ሻ|߮ሺ݇ݐ ′݇݀〈ሻݐ
௞ାఋ௞
௞        (159) 

Ainsi, on vient de démontrer que si le système vérifie la condition initiale (153), son 

état reste dans un intervalle ሾ݇, ݇ ൅  .ݐ ሿ à tout instant݇ߜ

CQFD. 

Il reste maintenant la détermination des coefficients ܥሺ݇′,  ሻ, pour faire, on insert laݐ

solution (159) dans l'équation de Schrödinger (1), ce qui donne 

                                                 
3 Ce résultat est mathématiquement vrai car les deux bornes d'intégration sont déterminées. 
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׬
డ஼ሺ௞ᇱ,௧ሻ

డ௧
|߮ሺ݇′, ′݇݀〈ሻݐ

௞ାఋ௞
௞ ൌ ௜

԰
׬ ,′ሺ݇ܥ ሻݐ ቂ݅԰ డ

డ௧
െ ሻቃݐሺܪ |߮ሺ݇′, ′݇݀〈ሻݐ

௞ାఋ௞
௞    (160) 

Multiplions maintenant l'équation (160) par le bra de la différentielle propre (20), on trouve 

׬
డ஼ሺ௞ᇱ,௧ሻ

డ௧
,ሺ݇߮ߜۦ ,′ሻ|߮ሺ݇ݐ ′ሻۧ݀݇ݐ

௞ାఋ௞
௞ ൌ ௜

԰
׬ ,′ሺ݇ܥ ,ሺ݇߮ߜۦሻݐ |ሻݐ ቂ݅԰ డ

డ௧
െ ሻቃݐሺܪ |߮ሺ݇′, ′݇݀〈ሻݐ

௞ାఋ௞
௞

            (161) 

d'où 

׬
డ஼ሺ௞ᇱ,௧ሻ

డ௧
׬ ,"ሺ݇߮ۦ ,′ሻ|߮ሺ݇ݐ ′ሻۧ݀݇ݐ
௞ାఋ௞
௞ ݀݇′

௞ାఋ௞
௞ ൌ ௜

԰
׬ ,′ሺ݇ܥ ,ሺ݇߮ߜۦሻݐ |ሻݐ ቂ݅԰ డ

డ௧
െ

௞ାఋ௞
௞

ሻቃݐሺܪ |߮ሺ݇′,  ሻ〉݀݇′          (162)ݐ

׬
డ஼ሺ௞ᇱ,௧ሻ

డ௧
׬ "ሺ݇ߜ െ ݇′ሻ݀݇′
௞ାఋ௞
௞ ݀݇′

௞ାఋ௞
௞ ൌ ௜

԰
׬ ,′ሺ݇ܥ ,ሺ݇߮ߜۦሻݐ |ሻݐ ቂ݅԰ డ

డ௧
െ

௞ାఋ௞
௞

ሻቃݐሺܪ |߮ሺ݇′,  ሻ〉݀݇′          (163)ݐ

ce qui donne 

׬
డ஼ሺ௞ᇱ,௧ሻ

డ௧
݀݇′

௞ାఋ௞
௞ ൌ ௜

԰
׬ ,′ሺ݇ܥ ,ሺ݇߮ߜۦሻݐ |ሻݐ ቂ݅԰ డ

డ௧
െ ሻቃݐሺܪ |߮ሺ݇′, ′݇݀〈ሻݐ

௞ାఋ௞
௞   (164) 

Comme la variable quelconque ݇ balaye tout le spectre des valeurs réelles et du fait que ݇ߜ 

est très petit, l'égalité entre les intégrales (164) implique celle entre les intégrants, donc 

డ஼ሺ௞ᇱ,௧ሻ

డ௧
ൌ ௜

԰
,′ሺ݇ܥ ,ሺ݇߮ߜۦሻݐ |ሻݐ ቂ݅԰ డ

డ௧
െ ሻቃݐሺܪ |߮ሺ݇′,  ሻ〉     (165)ݐ

C'est une équation différentielle du premier ordre admettant la solution suivante 

,ሺ݇ᇱܥ ሻݐ ൌ ,ሺ݇ᇱܥ ଴ሻ݁ݐ
೔
԰ ׬ ఋఝሺ௞,௧′ሻ|ቂ௜԰ۦ ങ

ങ೟ᇲ
ିுሺ௧ᇱሻቃ|ఝሺ௞ᇱ,௧′ሻ〉ௗ௧ᇱ

೟
೟బ      (166) 

qui s'écrit, si on prend en compte la condition initiale (153) 

,ሺ݇ᇱܥ ሻݐ ൌ ሺ݇ᇱߜ െ ݇ሻ݁
೔
԰ ׬ ఋఝሺ௞,௧′ሻ|ቂ௜԰ۦ ങ

ങ೟ᇲ
ିுሺ௧ᇱሻቃ|ఝሺ௞ᇱ,௧′ሻ〉ௗ௧ᇱ

೟
೟బ      (167) 

Ce dernier résultat est la généralisation de l'équation (126) obtenu dans le travail initial 

de Lewis et Riesenfeld [8, 9] pour le cas où le spectre est continu. On a aussi obtenu une 

phase analogue à celle de Lewis et Riesenfeld en termes des différentielles propres. Le 

symbole d’intégration qui apparait implicitement dans la définition des différentielles propres 

(20) va permettre de se débarrasser de la fonction de Dirac ainsi que ses dérivées présentées 

par la formule (136) ce qui donne le résultat fini suivant (voir aussi le problème d’une 

particule soumise à un potentiel linéaire dans le cinquième chapitre) 

,ሺ݇߮ߜ〉 |ሻݐ ቂ݅԰ డ

డ௧
െ ሻቃݐሺܪ |߮ሺ݇, 〈ሻݐ ൌ ∑ ,௡ሺ݇ܥ׬ ݇′ሻߜ

ሺ௡ሻሺ݇ െ ݇′ሻ݀݇ᇱ௡ ൌ ∑ డ೙஼೙ሺ௞,௞ᇱሻ

డ௞೙
ቚ
௞ୀ௞ᇱ

௡

            (168)
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En plus, on peut remarquer la grande ressemblance entre le résultat (167) et celui 

obtenu dans le cadre de l'approximation adiabatique, équation (83), mais la différence entre 

les deux est fondamentale du fait que dans l'équation (83) on travaille dans la base des états 

propres de l'Hamiltonien, tandis qu'ici on est dans la base des états propres de l'invariant. Le 

prochain chapitre est consacré pour la discussion de ces deux résultats. 

 



 

 

Chapitre III 

La phase géométrique 
généralisée 
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CH III - LA PHASE GEOMETRIQUE 
GENERALISEE 

I. Introduction 

D’après les résultats obtenus ci-dessus, le système, préparé initialement dans un état 

propre (de l’Hamiltonien pour le cas adiabatique et de l'invariant dans le cas exacte), reste à 

tout instant dans le même état propre à un facteur de phase près si le spectre est discret, et 

dans un intervalle vérifiant la condition4 (51) autour de cet état si le spectre est continu.  

Ce chapitre sera consacré à l'étude de ce facteur de phase dans les deux cas ainsi que 

sa relation avec la fameuse phase géométrique de Berry [11]. 

II. Le cas adiabatique : 

1) La phase de Berry dans le cas discret : 

En généralisant les résultats de Born et Fock obtenus pour les systèmes adiabatiques à 

la limite ܶ → ∞ [34], M. V. Berry, dans un papier très célèbre [11] a fait l'une des plus 

importantes découvertes de la mécanique quantique pour les systèmes dépendant du temps. 

En fait, le phénomène a été découvert pour la première fois en 1956 par S. Pancharatnam [10] 

dans son étude de l'interférence de la lumière classique dans les états de polarisation distincts, 

et redécouvert en 1984 par M. V. Berry. Berry c'est intéressé au cas où le système quantique 

dépendant du temps à travers un ensemble de paramètres ሼ ௜ܺሺݐሻ, ݅ ൌ 1, 2, … ሽ revient à son 

état initial après une période ܶ, c'est-à-dire 

ܪ ቀ ௜ܺ൫ݐ௙ ൌ ଴ݐ ൅ ܶ൯ቁ ൌ ൫ܪ ௜ܺሺݐ଴ሻ൯        (169) 

la période ܶ est supposée très grande pour qu’on puisse appliquer l’approximation 

adiabatique. Cette propriété (169) est équivalente à dire que le système effectue une évolution 

le long d’une courbe fermée ܥ dans l’espace des paramètres ሼ ௜ܺሺݐሻ, ݅ ൌ 1, 2, … ሽ définie par 

௜ܺ൫ݐ௙൯ ൌ ௜ܺሺݐ଴ሻ,				݅ ൌ 1, 2, …        (170) 

Berry a montré qu’en plus de la phase dynamique due à l'évolution du système dans la 

représentation des axes tournant, le système acquiert également une nouvelle phase dont on 

                                                 
4 Dans le cas adiabatique, sinon, une telle condition n’est pas exigée. 
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peut attribuer au mouvement de rotation [11, 13, 36, 43, 44, 85, 86] ; en effet, si on suppose 

que le système se trouve à l’instant initial 0t  dans l’un des états propres de l’Hamiltonien 

   00 tt n            (171) 

Berry a montré qu'à l'instant ݐ la solution de l'équation de Schrödinger est 

        ttt
i

t n
G
nn 







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exp         (172) 

où 
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t

t

nn dttEt
0

''           (173) 

n'est autre que la phase dynamique, tandis que 

      
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
t

t

nn
G
n dtt

t
itt

0

''
'

'           (174) 

Cette phase supplémentaire est connue sous le nom de la phase de Berry. Après une 

période ܶ le système revient à son état initiale d’après (169), d’où 

               0tetet n

tt
i

fn

tt
i

f

f
G
nfnf

G
nfn 

 
       (175) 

2) Interprétation de La phase de Berry : 

Berry a montré que la phase ߛ௡ீ൫ݐ௙൯ ne s’annule pas bien que le système revienne à 

son état initial [87]. En plus, elle ne dépend que de la surface engendrée par la courbe 11] ܥ, 

36], autrement dit, de la géométrie de cette dernière [44] et non pas du temps mis pour la 

parcourir par opposition à la phase dynamique ; en effet, si on se met dans l’échelle 

microscopique il est clair que la phase dynamique dépend du paramètre adiabatique et que la 

phase de Berry n’en dépend pas. Pour cette raison, cette dernière est dite aussi phase 

géométrique [13, 43, 88] et est interprété topologiquement comme étant la courbure d’une 

connexion dans l’espace des vecteurs d’unité [13, 36, 89, 90]. Si on considère l'espace des 

états normalisés comme un faisceau de fibres dans l'espace des rayons5, alors ce faisceau a 

une connexion normale. Cette connexion permet une comparaison des phases des états sur 

deux rayons voisins. La phase de Berry est alors une conséquence de la courbure de cette 

connexion. 

                                                 
5 Un rayon est défini comme une classe d'équivalence des états qui ne diffèrent les uns des autres que par un 
facteur de phase. 
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Dans le cas le plus simple la phase géométrique est exprimée en termes de l’aire de 

n'importe quelle surface enfermée par la courbe ܥ. Si la surface est sphérique (figure 5), l’aire 

est  à l'angle solide avec lequel la courbe ܥ est vue à partir du centre de la sphère [11, 92]. En 

particulier, Berry a décrit la phase géométrique pour les particules avec spin : le cas d’un 

spineur correspondant à une valeur s de la composante de spin le long d’une direction r

 dans 

l’espace des paramètres. Si la direction est prise autour de la courbe fermée ܥ sur la sphère de 

rayon ݎ, l’état du système acquière une phase géométrique donnée par le produit de la 

composante ݏ du spin avec l’angle solide à un signe moins près [92], Voir l'application 

« l’équation de Dirac dans un champ électromagnétique » dans le cinquième chapitre ci-

dessous. 

 

 

La phase géométrique peut être généralisée facilement aux espaces des paramètres 

ayant plus de trois dimensions si elle est exprimée en termes de quantités mathématiques 

appelées 2-forme. Une 2-forme peut être considérée en tant qu’un flux, ou un écoulement, 

d'une grandeur par l'espace (figure 6). La phase géométrique peut alors être calculée par 

l'intégration de la 2-forme sur n'importe quelle surface enfermée par le circuit [92]. 

De plus, B. Simon [12] a donné une interprétation géométrique à la phase de Berry en 

terme d’holonomie [11, 12, 36, 85, 87] ; en effet, l’évolution adiabatique du système le long 

de la courbe fermée ܥ est analogue à un transport parallèle du vecteur d’état le long de la 

courbe. Après une période, le vecteur revient à son point de départ mais déphasé par rapport 

au vecteur initial. Un tel système est dit non holonome et le déphasage qui est proportionnel à 

Figure 5 : L’angle solide enfermé par la courbe 
[91]. 

Figure 6 : Le flux d’une 2-forme à travers une 
surface enfermée par une courbe [91]. 
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l’angle solide enfermé par la courbe fermée représente la phase de Berry en question [92]. Un 

phénomène analogue est rencontré en mécanique classique ; le pendule de Foucault [28], et en 

optique : la phase de Pancharatnam [10, 93, 94]. 

D’après Berry [11], lorsque le système subit une évolution adiabatique cyclique il 

retournera à son état initial. Néanmoins ses horloges internes ont enregistré l’écoulement du 

temps : c’est l’origine de la phase dynamique habituelle. Le système enregistre également le 

chemin qu’il a suivi : c’est l’origine de la phase géométrique de Berry. 

L’acquisition d’une phase géométrique dans une évolution adiabatique n’est pas 

confinée aux phénomènes quantiques, en effet, J. H. Hannay [95] a montré que l’analogue 

classique de la phase de Berry existe [55, 85, 87, 96-99]. Cette dernière, notée ∆ீߠሺݐሻ, est 

souvent connue sous le nom de l’angle de Hannay. Pour les systèmes intégrables6, l'angle de 

Hannay n'est qu’un décalage supplémentaire pris par les variables d'angle du système 

classique quand les paramètres de ce dernier subissent une modification adiabatique le long 

d'un circuit fermé dans l'espace de paramètre [85]. Dans un autre papier, Berry et Hannay ont 

établi une relation semi-classique entre la phase de Berry et l’angle de Hannay, soit [87] 

   
k

t
t

G
kG







           (176) 

3) les différentes applications de La phase de Berry : 

Depuis sa découverte en 1983, la phase de Berry a suscité un grand intérêt soit sur le 

plan théorique ou expérimental [100] ce qui montre que cette dernière n’est pas une phase 

ordinaire [3, 48, 87, 88, 98, 101, 102]. En fait, il est connu que la dynamique des systèmes 

quantiques ne dépend que du module carré de la fonction d’onde quel que soit la phase 

attribuée à cette dernière, ce qui laisse l’impression que la phase de Berry ne peut pas être 

mesurée expérimentalement, ce qui n’est pas le cas [11, 28]. En effet, on peut imaginer une 

expérience où on divise un faisceau de particules en deux parties : la première est soumise à 

une modification adiabatique, et la deuxième est laissée libre, puis on recombine les deux 

parties, avec un mécanisme approprié, ce qui donne une image d’interférence qui permet de 

mesuré cette phase [13, 28, 88]. Parmi ces expériences d’interférence, on a [13, 89, 105], par 

exemple, celles effectuées par des neutrons dans des champs magnétiques hélicoïdaux [103] 

                                                 
6 Là où il est possible d'écrire l’Hamiltonien du système en termes des variables d'action et d'angle [86]. 
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ou avec des photons polarisés dans des fibres optiques tordues [104]. Elle est aussi observée 

dans les expériences de résonance quadripolaire nucléaire (RQN), voir la figure 7 [44]. 

 

 

La phase de Berry a de nombreuses applications [42, 90]. Elles s’étendent de l'effet 

Hall quantique [3, 41], l’effet Aharonov-Bohm (fig. 8) [14-17, 38, 94, 97], l’effet Young-

Tailor [90] et l’effet Güoy [102, 106] – qui ne peuvent être expliquées qu’en terme de la 

phase de Berry – jusqu'à la compréhension de l'atténuation des excitations collectives dans les 

systèmes finis de Fermi [42], ainsi qu’aux transitions de phase quantique qui se trouvent en 

dehors du modèle habituel de Landau-Ginzburg-Wilson [48, 107]. En outre, le théorème et la 

phase adiabatiques de Berry ont joué des rôles importants dans la conception des algorithmes 

quantique et l'exécution des calculs géométriques de l’information quantique [39, 42, 48, 

101]. 

4) La phase de Berry pour le spectre continu : 

Depuis sa découverte en 1983 [11], tous les travaux sur la phase de Berry ont resté 

confinés aux cas des spectres discrets. Cet effet est dû essentiellement au fait que la phase de 

Berry repose sur le théorème adiabatique, dans sa version ordinaire, qui n’est valable que pour 

le cas du spectre discret (cf. les discussions du Ch. I.). De plus, on vérifie que la 

généralisation directe de la forme (174) au spectre continu donne une quantité infinie. En 

effet, en substituant directement la solution 

     tket ti ,            (177) 

dans l'équation de Schrödinger et en appliquant le bra  tk ;'  on trouve 

         kk
t

t
tkEtk

t
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Temps 

Signal 

Ligne du 
flux 

Figure 7 : Le Déphasage de Berry dû à la diffusion 
des atomes de Xénon [44]. 

Figure 8 : L’effet Aharonov-Bohm dans une boite 
transportée autour d’une ligne de Flux. 
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D’après la définition de la fonction de Dirac, on voit que lorsqu’on a 'kk  , la quantité 

   tk
t

itk ,,' 

  devient infinie. En fait, le résultat ci-dessus implique que cette quantité 

est une distribution dont le support ne contient qu’un seul point, à savoir 'kk  . D’après la 

théorie de distribution [76], une telle quantité peut s’écrire sous la forme suivante (voir Eq. 

(137)) 

       



n

n
n kkkkCtk

t
itk ')',(;;'         (179) 

Les tentatives pour la généralisation de la phase de Berry pour le spectre continu n’ont 

apparu que très récemment. La première tentative est celle de R. G. Newton en 1994 [19] où il 

a pu donner un aspect géométrique à la matrice S de diffusion. Deux ans plus tard, Z. Tang et 

D. Finkelstein ont appliqué les résultats de Berry au cas d’un spectre d’énergie continu 

correspondant à certains cas des théories de jauge [108]. Un mois plus tard, G. Ghosh [20] a 

publié un travail qui renforce l’idée de R. G. Newton mais pour des cas particuliers de 

diffusion7. Néanmoins, ces travaux ne peuvent pas être considérés comme de vraies 

généralisations de la phase de Berry mais de simples extensions des résultats obtenus dans le 

cadre du spectre discret. En effet, les auteurs ne se sont pas interrogés sur la validité du 

théorème adiabatique dans le cas continu, un problème qui n’a pas encore été résolu. De plus, 

les résultats obtenus sont soit implicites ou traitant des cas particuliers.  

D'après les résultats du premier chapitre de ce travail, où on a appliqué la version 

généralisée du théorème adiabatique on va donner une généralisation de la phase de Berry 

pour le cas du spectre continu.  

Considérons un système quantique subissant une évolution adiabatique le long d’un 

circuit fermé C  défini par le système des équations (170), comme pour le cas discret. Par 

analogie avec les résultats obtenus par Berry, la solution décrite par (73) et (83) de l'équation 

de Schrödinger peut s'écrire 

        tktktk
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où 
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7 Les travaux de R. G. Newton et G. Ghosh seront considérés avec plus de détails dans le prochain chapitre. 
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n'est que la phase dynamique habituelle et 

      
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G dttk
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itktk
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Ce résultat constitue la généralisation de la phase de Berry (174) pour le cas du spectre 

continu. D’après (179), il est clair que cette dernière est complexe, d’où, contrairement à la 

phase de Berry, la phase géométrique généralisée peut jouer le rôle d’une amplitude 

géométrique si elle est purement imaginaire. De plus, on montre qu’elle a un caractère 

géométrique ; en effet, comme pour le spectre discret, après une période ܶ le système revient 

à son état initial, et on obtient 
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avec 

,൫݇ீߛ ௙൯ݐ ൌ ,ሺ݇ீߛ ሻܥ ൌ ∮ ൻ߮ߜ൫݇, Ԧܺ൯ห݅԰׏ሬሬԦ௑ሬԦห߮൫݇, Ԧܺ൯ൿ݀ Ԧܺ஼      (184) 

Ԧܺ représente un vecteur de l’espace des paramètres défini par 

Ԧܺ ൌ ሺ ଵܺ, ܺଶ, ܺଷ, … ሻ          (185) 

et ׏ሬሬԦ௑ሬԦ l’opérateur gradient suivant les axes de l’espace des paramètres défini par 

ሬሬԦ௑ሬԦൌ׏ ቀ డ
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, డ

డ௑య
, … ቁ         (186) 

En appliquant le théorème de Stokes [11], on obtient 

      
S

XX
G SdXkiXkCk





 ,,,        (187) 

avec S  la surface engendrée par la courbe fermée ܥ, et comme cette dernière n’est pas nulle, 

la phase ீߛሺ݇, ,ሺ݇ீߛ ሻ est différente de zéro, ou plus exactement deܥ  ଴ሻ, d’où le caractèreݐ

géométrique de celle-ci. En effet, d’après (187) on voit que cette phase ne dépend que de la 

surface S  et non pas de la manière avec laquelle le circuit ܥ est traversé. Pour les particules 

ayant un spin s, on montre que cette phase représente le produit du spin avec l’angle solide 

enfermé par le circuit ܥ à un signe moins près, mais cette fois l’angle solide n’est pas 

nécessairement vue à partir de l’origine des axes de l’espace du paramètres. Ce résultat sera 

illustré plus bas en considérant l’exemple d’une particule de spin 
ଵ

ଶ
 dans un champ 

électromagnétique. 
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Ainsi, on a obtenu un résultat analogue à celui obtenu par Berry dans le cas discret et 

qui vérifie les mêmes propriétés de ce dernier. Cette analogie entre les deux phases permet de 

mesurer ீߛሺ݇,  ሻ expérimentalement au même titre que la phase de Berry ; en 2011, H. D. Liuݐ

et X. X. Yi [109] ont proposé une expérience pour explorer la phase géométrique dans les 

processus de diffusion. De plus, d’après les résultats de Z. Tang et D. Finkelstein [108], la 

phase géométrique généralisée offre un nouvel aperçu sur l’origine des termes topologiques 

comme le terme de Chern-Simon et le terme de Wess-Zumino et par la même occasion sur les 

anomalies et le spin des solitons de la théorie de jauge [110]. En plus, on va voir que cette 

phase généralisée (182) est liée directement avec la matrice S de diffusion. En effet, on va 

voir que les éléments diagonaux de la matrice S, ou plus exactement les amplitudes de 

transmission, sont proportionnels aux différentes phases géométriques correspondant aux 

différentes valeurs de l’indice continu. 

III. Le cas non-adiabatique : 

1) Introduction : 

En plus de l’intérêt expérimental dont la phase de Berry a connu, cette dernière a incité 

une multitude d’activité sur le plan théorique qui ont conduit à de différentes généralisations 

[2, 43]. En effet, la définition originale de la phase de Berry est faite sous les conditions d’une 

évolution adiabatique, unitaire et cyclique d’un système quantique hermitien non dégénéré. 

Parmi ces généralisations on cite 

1. Systèmes non cycliques : 

Comme on l’a vu précédemment, la phase de Berry est calculée lorsque le système 

effectue une évolution le long d’une courbe fermée ܥ dans l’espace des paramètres. Ce 

résultat a été généralisé par J. Samuel, R. Bhandari [111] pour le cas d’une évolution non 

cyclique et non unitaire [2, 43, 85]. Cette généralisation s’étend aux cas classiques [85] et 

entre dans différentes applications physiques [2]. 

2. Systèmes non hermitiens : 

La majorité des études sur la phase de Berry ont été consacrées aux systèmes 

hermitien, mais il est montré [112-115] aussi que les systèmes non hermitien ou dissipatives 

admettent aussi une phase analogue, la seule différence est que cette dernière est complexe 

[88] tandis que la phase de Berry est réelle [11]. 
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3. Autres généralisations : 

D’autre part, la phase géométrique a été généralisée pour les cas dégénérés [11, 44], 

les systèmes non linéaires [116], le cas d’une mesure incomplète, par opposition à une mesure 

complète d’un ensemble complet d’observable qui commutent (ECOC) qui projette l’état dans 

un sous espace unidimensionnel de cet ensemble [105] et à des phases qui sont des invariants 

de jauge [44, 97, 102] introduites par Bargmann [117]. 

2) La phase géométrique de Aharonov-Anandan : 

En 1987, Y. Aharonov et J. Anandan [13] ont montré que l’existence d’une phase 

géométrique ne se restreint pas aux systèmes adiabatiques [2, 29, 43, 44, 85, 87, 88, 97, 107, 

118], et qu’un état quantique acquière une phase géométrique dans n’importe quelle évolution 

cyclique due à l’holonomie de la connexion dans l’espace des vecteurs d’unité [98, 107]. 

Cette phase généralisée tend exactement à la phase de Berry dans la limite adiabatique [13]. A 

l’inverse de la phase de Berry, la phase géométrique obtenue dans le cas général est un 

invariant de jauge [13, 107]. La découverte de cette phase a permet de prolonger le champ 

d’application de la phase de Berry [13, 98, 118] et a permet de résoudre quelques problèmes 

liés à cette dernière ; elle a permet d’enlever, par exemple, le mystère de pourquoi la phase de 

Aharonov-Bohm [14] devrait émerger de la phase de Berry quoique l’effet de Aharonov-

Bohm soit indépendant de l’approximation adiabatique [13] ? Cette même généralisation pour 

les systèmes non-adiabatiques a été étendue à l’angle de Hannay dans le cas classique [51, 85, 

87, 97, 98]. L'idée principale dans le travail de Aharonov-Anandan est leur identification de 

l'intégrale de la valeur moyenne de l’Hamiltonien ԰ିଵ ׬ ݐሻۧ݀ݐሻ|߰ሺݐሺܪ|ሻݐሺ߰ۦ
்
଴  comme une 

phase dynamique. Une fois que cette phase dynamique est retirée de la phase totale, 

l'évolution de la phase du système est de nouveau déterminée par la connexion normale et on 

récupère la phase de Berry pour n'importe quelle évolution cyclique du système quantique. 

Dans toute description quantique de n’importe quel system physique, on a un espace 

de Hilbert ࣢ dont les vecteurs non nuls représentent des états du système. Tout vecteur 

|߰ሺݐሻۧ dans ࣢ ainsi que ces multiples par un nombre complexe (i.e. ܿ|߰ሺݐሻۧ) représentent le 

même état dans l’espace de Hilbert. Cet arbitraire dans la représentation des états peut être 

réduit en imposant la condition de normalisation 

ሻۧݐሻ|߰ሺݐሺ߰ۦ ൌ 1          (188) 
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Mais il reste encore un arbitraire dû aux facteurs de phase car un état normalisé |߰ሺݐሻۧ 

et un vecteur ߙ|߰ሺݐሻۧ représentent le même état dans l’espace de Hilbert à condition que le 

module de ߙ soit égal à l’unité ሺ‖ߙ‖ ൌ 1ሻ. L’ensemble de tous les vecteurs ߙ|߰ሺݐሻۧ, où ߙ 

prend toutes les valeurs complexes possibles de modules unitaire, s’appelle un rayon unitaire 

et est noté ห ෨߰ሺݐሻൿ [119]. Ainsi, les rayons représentent des vecteurs sans aucun arbitraire de 

phase. 

Pour comprendre la phase géométrique de Aharonov-Anandan on commence par une 

situation simple dans laquelle un vecteur d’état |߰ሺݐሻۧ évolue cycliquement dans l’espace de 

Hilbert et revient au même vecteur d’état après une période ܶ avec une différence de phase 

qui peut être écrite 

|߰ሺܶሻۧ ൌ expሺ݅߶ሻ |߰ሺ0ሻۧ         (189) 

La phase totale ߶ contient deux parties : la première partie est la phase dynamique tandis que 

la deuxième est la phase géométrique. On va s’intéresser de la dernière phase qui peut être 

trouvé en soustrayant la partie dynamique de la phase totale. 

L’évolution cyclique du vecteur d’état peut être décrite par une courbe ܥ dans ࣢ car 

|߰ሺݐሻۧ et ߙ|߰ሺݐሻۧ représentent deux points différents dans ࣢. Comme il y a une infinité des 

valeurs de ߙ donc il y a une infinité de courbe ܥ dans ࣢ qui puissent décrire la même 

évolution cyclique. Dans l’espace projectif de Hilbert ܲ des rayons, tous ces points sont 

représentés par le même rayon. Ainsi on va obtenir une seule courbe fermée ܥሚ dans l’espace 

des rayons ܲ correspondant au nombre infini des courbes dans l’espace usuel de Hilbert. 

Comme il n’y a aucun arbitraire de phase dans ܲ on doit avoir dans l’intervalle ሾ0, ܶሿ 

ห ෨߰ሺܶሻൿ ൌ ห ෨߰ሺ0ሻൿ          (190) 

Aharonov et Anandan [13] ont exploité cette propriété pour démontrer l’existence de la phase 

géométrique pour toute évolution cyclique. Ils ont commencé par supposer que l’état 

normalisé |߰ሺݐሻۧ ∈ ࣢ évolue suivant l’équation de Schrödinger (1). On peut toujours définir 

un vecteur d’état ห ෨߰ሺݐሻൿ (équivalent à |߰ሺݐሻۧ) dans ܲ par 

ห ෨߰ሺݐሻൿ ൌ ݁ି௜௙ሺ௧ሻ|߰ሺݐሻۧ         (191) 

En substituant (189) et (191) dans (190) on obtient 

݂ሺܶሻ െ ݂ሺ0ሻ ൌ ߶          (192) 
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Si on suppose que la fonction d’onde totale tourne par 2ߨ radian pour cette période ܶ, 

ce qui résulte dans un mouvement cyclique pour n’importe quel vecteur d’état dans l’espace 

de Hilbert, donc on doit avoir une autre condition 

݂ሺܶሻ െ ݂ሺ0ሻ ൌ  (193)          ߨ2

La simple satisfaction de la condition (193) assure l’unicité de la fonction d'onde dans 

l'espace de Hilbert habituel. De plus, on obtient de (1) et (191) 

݅԰ డ

డ௧
ൣ݁௜௙ሺ௧ሻห ෨߰ሺݐሻൿ൧ ൌ  ሻۧ        (194)ݐሺ߰|ܪ

െ԰ డ௙ሺ௧ሻ

డ௧
݁௜௙ሺ௧ሻห ෨߰ሺݐሻൿ ൅ ݅԰݁௜௙ሺ௧ሻ డ

డ௧
ห ෨߰ሺݐሻ඀ ൌ  ሻۧ     (195)ݐሺ߰|ܪ

et comme |߰ሺݐሻۧ est normalisée, on trouve 

െ԰ௗ௙ሺ௧ሻ

ௗ௧
ൌ ሻۧݐሺ߰|ܪ|ሻݐሺ߰ۦ െ ർ ෨߰ሺݐሻቚ݅԰ డ

డ௧
ቚ ෨߰ሺݐሻ඀      (196) 

En intégrant cette équation et en utilisant (192) on trouve 

߶ ൌ െଵ

԰
׬ ݐሻۧ݀ݐሺ߰|ܪ|ሻݐሺ߰ۦ
்
଴ ൅ ׬ ർ ෨߰ሺݐሻቚ݅ డ

డ௧
ቚ ෨߰ሺݐሻ඀ ݐ݀

்
଴ ൌ ߛ ൅  (197)    ߚ

où 

ߛ ൌ െ ଵ

԰
׬ ݐሻۧ݀ݐሺ߰|ܪ|ሻݐሺ߰ۦ
்
଴          (198) 

est proportionnelle à l’intégral de la valeur moyenne de l’Hamiltonien, autrement dit, la phase 

dynamique. Si on soustraie la partie dynamique ߛ de la phase totale ߶ on obtient donc la 

phase géométrique de Aharonov-Anandan 

ߚ ൌ ׬ ർ ෨߰ሺݐሻቚ݅ డ
డ௧
ቚ ෨߰ሺݐሻ඀ ݐ݀

்
଴          (199) 

Il est clair que les mêmes ห ෨߰ሺݐሻൿ peuvent être choisis pour une infinité de courbes 

possibles par un choix approprié de ݂ሺݐሻ. Cette phase est géométrique dans le sens qu’elle ne 

dépend pas de l’Hamiltonien responsable de l’évolution. En plus, elle est indépendante de la 

paramétrisation et la redéfinition de phase de |߰ሺݐሻۧ. Ainsi, ߚ ne dépend que de l’évolution de 

la projection de |߰ሺݐሻۧ dans l’espace projectif de Hilbert ܲ	: dans une évolution cyclique, la 

fonction d'onde d'un système quantique maintient une mémoire de son mouvement sous 

forme de facteur de phase géométrique [13, 120-123]. 
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3) La phase géométrique de Aharonov-Anandan pour le spectre continu : 

Dans le travail de Aharonov-Anandan le problème de la nature du spectre n’a pas été 

posé explicitement ; en effet, les états cycliques peuvent être des états quelconques de 

l’espace de Hilbert vérifiant la condition (188). Si on plus de la condition (188) on choisit des 

états cycliques qui sont des états propres d’un certain opérateur donné, les résultats 

concernant la phase vont dépendre de la nature du spectre. En effet, dans le cas du spectre 

discret les résultats du paragraphe précédent restent les mêmes et ne posent aucun problème. 

Par contre, s’il s’agit d’un spectre continu, on doit utiliser des différentielles propres au lieu 

des fonctions propres (voir CH I et CH II). Ainsi, pour des fonctions propres |߰ሺ݇,  ሻۧݐ

vérifiant la condition 

,ሺ݇߰ۦ ,′ሻ|߰ሺ݇ݐ ሻۧݐ ൌ ሺ݇ߜ െ ݇′ሻ        (200) 

on définit le vecteur d’état 

ห ෨߰ሺ݇, ሻൿݐ ൌ ݁ି௜௙ሺ௧ሻ|߰ሺ݇,  ሻۧ         (201)ݐ

où la fonction ݂ሺݐሻ vérifie (192). De plus, en suivant les mêmes étapes précédentes on obtient 

െ԰ డ௙ሺ௧ሻ

డ௧
݁௜௙ሺ௧ሻห ෨߰ሺ݇, ሻൿݐ ൅ ݅԰݁௜௙ሺ௧ሻ డ

డ௧
ห ෨߰ሺ݇, ሻ඀ݐ ൌ ,ሺ݇߰|ܪ  ሻۧ    (202)ݐ

En multipliant maintenant par la différentielle propre normalisée ൻߜ ෨߰ሺ݇,  ሻห, on trouveݐ

െ԰ௗ௙ሺ௧ሻ

ௗ௧
ൌ ,ሺ݇߰ߜۦ ,ሺ݇߰|ܪ|ሻݐ ሻۧݐ െ ർߜ ෨߰ሺ݇, ሻቚ݅԰ݐ డ

డ௧
ቚ ෨߰ሺ݇,  ሻ඀    (203)ݐ

En intégrant cette équation et en utilisant (192) on trouve 

߶ ൌ െଵ

԰
׬ ,ሺ݇߰ߜۦ ,ሺ݇߰|ܪ|ሻݐ ݐሻۧ݀ݐ
்
଴ ൅ ׬ ർߜ ෨߰ሺ݇, ሻቚ݅ݐ డ

డ௧
ቚ ෨߰ሺ݇, ሻ඀ݐ ݐ݀

்
଴ ൌ ߛ ൅  (204)  ߚ

où 

ߛ ൌ െ ଵ

԰
׬ ,ሺ݇߰ߜۦ ,ሺ݇߰|ܪ|ሻݐ ݐሻۧ݀ݐ
்
଴         (205) 

Représente la phase dynamique. De la même manière, si on soustrait la partie dynamique ߛ de 

la phase totale ߶ on obtient donc la phase géométrique de Aharonov-Anandan 

ߚ ൌ ׬ ർߜ ෨߰ሺ݇, ሻቚ݅ݐ డ
డ௧
ቚ ෨߰ሺ݇, ሻ඀ݐ ݐ݀

்
଴         (206) 

4) Lien entre la phase géométrique de Aharonov-Anandan et la théorie des invariants : 

Bien qu'elle donne des solutions exactes, la théorie des invariants ne fournit pas la 

phase géométrique dans le cas général. Dans ce paragraphe, on va voir qu’on peut trouver des 
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cas pour lesquels la phase de Lewis et Riesenfeld ait un aspect géométrique. Comme il a été 

montré dans le paragraphe précédent, la condition d’adiabaticité n’est plus nécessaire pour 

assurer l’existence d’une phase géométrique si l’évolution en question est cyclique. Le 

problème qui se pose est la détermination des états cycliques ห ෨߰ሺݐሻൿ.  

En fait, il est assez surprenant que les phases géométriques n'ont pas été découvertes 

plus tôt. En fait, il y a quelques articles plus anciens [34, 53, 124] dans la littérature où les 

auteurs étaient très proches de la découverte de la phase géométrique. Peut-être l'un des plus 

importants d'entre eux est le papier classique de Lewis et Riesenfeld [13] sur les invariants 

dynamiques. La correspondance entre la phase de Berry et la phase de Lewis et Riesenfeld a 

été soulignée pour la première fois par D. A Morales [125]. En 1994, Monteoliva et al. [126] 

ont développé un formalisme pour calculer les phases de Berry pour les systèmes quantiques 

périodiques non-adiabatiques quand un invariant dynamique est connu ; en fait, une voie 

normale d'obtenir une telle base des états cycliques est de considérer les vecteurs propres d'un 

invariant périodique hermitien. Ils ont montré que si un opérateur invariant périodique ayant 

un spectre non dégénérée est connu, on pourrait alors obtenir tous les états cycliques pures en 

termes des états propres de ܫሺ0ሻ et calculer les phases géométriques correspondantes 

directement en termes des états propres de ܫሺݐሻ. Monteoliva et al. ont également souligné que, 

pour un Hamiltonien périodique ܪሺݐሻ, leur méthode était plus commode que de procéder à 

une décomposition de Floquet [127] de l'opérateur évolution temporelle ܷሺݐሻ 

ܷሺݐሻ ൌ ܼሺݐሻ݁௜ெሺ௧ሻ          (207) 

et l'obtention des états cycliques pures en tant qu’états propres de l'opérateur ܯሺݐሻ, comme 

initialement proposé par D. J. Moore et G. E. Stedman [128, 129] (voir aussi l'article de G. B. 

Furman [130]). Leurs méthode a été appliquée à l'oscillateur harmonique généralisé et au 

système à deux niveaux, où les opérateurs invariants sont explicitement construits. Des 

formules pour les phases de Berry conventionnelles sont aisément obtenues en prenant la 

limite adiabatique des résultats exacts. Plus tard, A. Mostafazadeh [131] a généralisé les 

résultats de Monteoliva et al. [126] aux évolutions cycliques dégénérées où il a analysé la 

relation entre les invariants dynamiques périodiques et les opérateurs de Floquet. Très 

récemment, C.Y. Jeffrey Teo et al. [132] ont généralisé la théorie des phases géométriques à 

une évolution cyclique de l’espace propre d'un opérateur invariant de dégénérescence d’ordre 

ܰ. La phase géométrique correspondante est interprétée en tant qu’une holonomie recueilli du 

faisceau universel de Stiefel sur une variété Grassmannienne. 



CH III - LA PHASE GEOMETRIQUE GENERALISEE 

 60

Ainsi, on peut noter que l'analyse de Berry correspond au cas où ܫሺ0ሻ ൌ  ሺ0ሻ dans leܪ

cas d’une évolution adiabatique tandis que celle de Aharonov-Anandan au cas ܫሺ0ሻ ൌ

ห ෨߰ሺ0ሻൿൻ ෨߰ሺ0ሻห (plus une évolution cyclique). 

D’après la discussion ci-dessus, un moyen de trouver les états cycliques est donc 

l'utilisation d'un invariant périodique 

ሺܶሻܫ ൌ  ሺ0ሻ           (208)ܫ

Pour un invariant T-périodique (208) et un Hamiltonien T-périodique ܪሺܶሻ ൌ  ሺ0ሻ, lesܪ

vecteurs d'état initiaux  

|߰௡ሺ0ሻۧ ൌ |߮௡ሺ0ሻۧ          (209) 

subissent des évolutions cycliques ayant une forme analogue à (191) 

|߰௡ሺܶሻۧ ൌ ݁௜ఏ೙ሺ்ሻ|߮௡ሺ0ሻۧ         (210) 

où ߠ௡ሺܶሻ représente la phase de Lewis et Riesenfeld. 

Ainsi on peut traiter la phase géométrique dans l'évolution d'un espace propre de 

l'opérateur invariant dans le cadre de la théorie de Aharonov-Anandan. Dans le cas actuel, 

chaque espace propre de l'opérateur invariant est un rayon dans l'espace de Hilbert et par 

conséquent est un point dans l'espace de Hilbert projectif, de sorte que l'évolution des espaces 

propre correspond exactement à l'évolution des états physiques purs. En choisissant des 

projecteurs élémentaires dépendant du temps sur l'état propre |߮௡ሺݐሻۧ de l'invariant ܫሺݐሻ tels 

que 

|߰௡ሺݐሻۧ߰ۦ௡ሺݐሻ| ൌ |߮௡ሺݐሻۧ߮ۦ௡ሺݐሻ|        (211) 

|߰௡ሺ0ሻۧ ൌ |߮௡ሺ0ሻۧ ൌ |߮௡ሺܶሻۧ        (212) 

alors l'évolution cyclique peut être obtenus formellement à partir de l'évolution exacte (107) 

en termes de l'opérateur d'évolution comme 

ܷሺܶ, 0ሻ ௡ܲሺ0ሻ ൌ ௡ܲሺ0ሻܷሺܶ, 0ሻ        (213) 

En suivant la même approche de ce travail et en utilisant l’équation (141), l'évolution 

cyclique dans le cas du spectre continu est décrite par 

ܷሺܶ, 0ሻܲߜሺ݇, 0ሻ ൌ ,ሺ݇ܲߜ 0ሻܷሺܶ, 0ሻ        (214) 

et les états cycliques 

|߰ሺ݇, 0ሻۧ ൌ |߮ሺ݇, 0ሻۧ          (215) 
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pour l'évolution en question sont avec précision les états propres de ܷሺܶ, 0ሻ correspondant 

aux phases propre ߠሺ݇, ܶሻ, comme on peut le voir de (214), c’est-à-dire chaque état revient à 

lui-même après un temps ܶ (dans l'évolution associée à ܪሺݐሻ à un facteur de phase ߠሺ݇, ܶሻ 

près). 
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CH IV - ASPECT GEOMETRIQUE DE LA MATRICE S 

I. Introduction : 

La théorie de diffusion joue un rôle central en physique dans ses différents domaines 

(physique des particules, physique nucléaire, …etc.), pour cette raison, elle est considérée 

parmi les théories physique qui ont reçus un grand intérêt soit sur le plan théorique ou 

expérimental et dont la majorité des développements sont presque parfaitement établies. Cette 

théorie s’occupe en général des phénomènes de collisions entres particules. En mécanique 

classique, ça revient à déterminer les différentes vitesses et énergies ainsi que le paramètre 

d’impact de la collision [37, 132]. Par contre, en mécanique quantique on s'intéresse au calcul 

des différentes probabilités possibles [1,2, 5, 6, 27, 28, 36, 70]. Parmi les grandeurs les plus 

importantes dans la théorie de diffusion quantique, on a la matrice de diffusion ou la matrice 

S ; en effet, les différentes probabilités précédentes se déduisent directement à travers les 

éléments de la matrice S. 

Le but de ce chapitre est d’établir un lien direct entre la matrice S et la phase 

géométrique généralisée (adiabatique et cyclique) obtenue plus haut dans le cas d’une 

diffusion élastique. Ce résultat est dû au fait qu’on a généralement affaire avec des spectres 

continus dans la théorie de diffusion. De plus, il est connu qu’en suivant une approche 

dépendant du temps on aboutit à des résultats analogues à ceux obtenus par la théorie de 

diffusion : par exemple, en utilisant la règle d’or de Fermi, on obtient les même résultats 

concernant la section efficace de diffusion, qui est liée à la matrice S, que celles obtenus dans 

le cadre de l’approximation de Born [1, 6, 27]. 

En effet, R. G. Newton a démontré, dans un travail récent [19], par une méthode 

directe et rigoureuse, mais implicite, que la matrice S se réduit à un facteur de phase 

géométrique dans le cas du spectre continu (formule (8) de [19]). Mais comme on l’avait dit 

précédemment, l’inconvénient du résultat de Newton réside dans le fait qu’il l’a obtenu sans 

donner aucune forme explicite de cette phase géométrique ou poser la question sur la validité 

du théorème adiabatique dans le cas du spectre continu, des questions qui n’avait pas encore 

eu de réponse. En outre, G. Ghosh a démontré [20], pour des cas particuliers, un résultat 

analogue à celui de R. G. Newton, mais cette fois en donnant une forme explicite de la phase 

géométrique. Pour surmonter les difficultés liées à l’apparition de la fonction de Dirac dans la 
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forme de la phase, G. Ghosh a utilisé des produits entre fonctions, au lieu d’utiliser des 

produits scalaires, où il a écrit la phase géométrique sous forme d’une série (formule (6) de 

[20]). Comme pour R. G. Newton, G. Ghosh a appliqué directement le théorème adiabatique 

ordinaire pour le cas du spectre continu, une chose qui n’est pas évidente d’après les 

discussions du premier chapitre précédent. 

Dans ce travail on va établir les mêmes résultats obtenus par R. G. Newton et G. 

Ghosh, c'est-à-dire on va montrer par une méthode directe et simple que dans le cas où la 

diffusion est élastique la matrice S est liée à la phase géométrique généralisée qu’on a obtenu 

précédemment. 

L'idée est d'appliquer le théorème adiabatique généralisé ci-dessus pour le cas 

adiabatique en premier lieu. Dans une deuxième partie, et du fait que le processus de diffusion 

est un processus cyclique, on va appliquer la théorie des invariant généralisée aux cas des 

spectres continus ainsi que la phase de Aharonov-Anandan. L’avantage que présente le travail 

en cours est qu’on va écrire la matrice S en fonction de la phase géométrique de façon 

explicite. A titre d’application, on va reprendre dans le chapitre suivant l’un des exemples 

traités par G. Ghosh pour qu’on puisse comparer les résultats. Dans cet exemple, qui a une 

solution exacte dans la théorie de diffusion, on va voir qu’en utilisant une approche dépendant 

du temps on trouve une solution très proche de la solution exacte où on peut identifier la 

phase géométrique généralisée au coefficient de transmission. 

II. L’aspect géométrique de la matrice S : 

1) Représentation interaction et matrice S : 

Pour définir la matrice S, on doit d’abord se mettre dans la représentation interaction. 

En effet, considérons l’équation de Schrödinger (1) où l’Hamiltonien est définit par 

ሻݐሺܪ ൌ ଴ܪ ൅ ܸሺݐሻ          (216) 

où 

଴ܪ ൌ
௣మ

ଶ௠
           (217) 

est l’Hamiltonien libre et ܸሺݐሻ le potentiel sur lequel sera diffusée la particule libre. La 

collision est supposée élastique, d'où 

,ሺ݇ܧ ሻݐ ൌ  (218)         ݐ∀															,ሺ݇ሻܧ
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Aucune condition sur l’ordre de grandeur du potentiel n’est imposée, sauf qu’il doit 

vérifier les deux conditions suivantes 

lim
௧→௧బ

ܸሺݐሻ ൌ 0           (219) 

lim
௧→௧೑ୀ௧బା்

ܸሺݐሻ ൌ 0          (220) 

Comme on traite ici la théorie de diffusion, on suppose que les spectres de ܪሺݐሻ et ܪ଴ 

sont continus, de plus on se restreint dans ce travail aux cas non dégénérées. 

D’après les conditions ci-dessus, pour 0tt   l’évolution de la particule en question est 

régie par l’Hamiltonien libre ܪ଴, l’état de la particule est donnée par 

       dktktkCt t
0,,ˆ 0         (221) 

où les fonctions  0,tk  sont solutions de l’équation aux valeurs propres suivante 

     000 ,, tkkEtkH           (222) 

et les coefficients  tkCt ,ˆ 0  sont donnés par 

   
').(

,,ˆ 00


 


t

dtkE
i

tt ekCtkC


        (223) 

pour simplifier, on suppose que la particule se trouve à ݐ → െ∞ dans l’état ݇ ൌ ݇଴, c’est-à-

dire 

   0,0 kkkCt             (224) 

Pour 0tt  , l’état de la particule est donnée par 

      dktktkCt ,,           (225) 

où   tk,  représente une base de l'espace de Hilbert. En outre, la fonction  t  peut être 

développée sur la base des vecteurs  0,tk , on obtient 

       dktktkCt t
0,,0         (226) 

où les coefficients ܥ௧బሺ݇, ,ሺ݇ܥ ሻ sont liés aux coefficientsݐ  ሻ parݐ

         ',',,', 0
0 dktktktkCtkCt         (227) 
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Les coefficients ܥ௧బሺ݇, ,ݐሻ représentent les éléments de l’opérateur d’évolution ܷሺݐ  ଴ሻݐ

dans la base  0,tk  ; en effet, d’après (223), (224) et (225), on a 

   00

').(

0 ,
0

0

tket
t

dtkE
i

 


  

d'où 

                 0000

').(

0000 ,,,,,,,
0

0
0 tkttUtketttUtkttktkC

t
dtkE

i
t  


  

ce qui donne 

       tkCetkttUtk tdtkE
i t

,,,, 0

0
0 ').(

0000
        (228) 

Pour se mettre dans la représentation interaction, on applique la transformation 

unitaire ݁
೔
԰
ுబሺ௧ି௧బሻ sur les opérateurs et les fonctions d’onde de l’espace de Hilbert. En effet, la 

fonction d’onde  t  se transforme comme suit 

     tet
ttH

i

 00~ 
           (229) 

En l’injectant dans l’équation (1),  t~  vérifie l’équation de Schrödinger suivante 

   ttVt
t

i  ~)(
~~ 




          (230) 

avec 

       0000~ ttH
i

ttH
i

etVetV





           (231) 

En appliquant la transformation (229) sur la relation (225), on obtient 

      dktktkCt ,~,~           (232) 

où les vecteurs de base  tk,  se transforment selon la formule suivante 

     tketk
ttH

i

,,~ 00 


           (233) 

De la même manière, (226) se transforme en 

       dktktkCt t
0,,

~~ 0         (234) 
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avec 

      tkCetkC tttkE
i

t ,,
~

0
0

0


           (235) 

De plus, l’opérateur d’évolution ܷሺݐ,  ଴ሻ se transforme enݐ

     00 ,,
~ 00

ttUettU
ttH

i


           (236) 

Cet opérateur constitue l’opérateur d’évolution dans la représentation interaction. Ses 

éléments sont liés à ceux de ܷሺݐ,  ଴ሻ parݐ

              00000000 ,,,,,
~

,
0

tkttUtketkttUtk
ttkE

i




     (237) 

ce qui donne d’après (228) et (235) 

       tkCetkttUtk tdtkE
i t

,
~

,,
~

, 0

0
0 ').(

0000
 


       (238) 

D’après les conditions (219) et (220), la solution de l'équation de Schrödinger  t  

vérifient la propriété suivante 

     ftttktt   00 ,         (239) 

Par conséquent, pour un instant ݐ ൒  ௙, c'est-à-dire après l’interaction, on aݐ

       tkCetkttUtk tdtkE
i t

,
~

,,
~

, 0

0
0 ').(

000
 


       (240) 

En passant aux limites ݐ଴ → െ∞ et ݐ → ∞ dans l’opérateur d’évolution en 

représentation interaction on obtient la définition de la matrice S [1, 6, 19, 70], en effet 

 0
,

,
~

lim
0

ttUS
tt 

           (241) 

Alors, en substituant (240) dans la définition ci-dessus, on trouve 

            


,

~
,,

~
lim,,, 00

,
0

0

kCkttUkkSk
tt

   (242) 

Ainsi, pour déterminer la matrice S il suffit de déterminer les coefficients 

 ሚିஶሺ݇,൅∞ሻ. D’après (227) ces derniers sont bien définies si on détermine les coefficientsܥ

,ሺ݇ܥ  ሻ. Ces derniers s'obtiennent en insérant le développement (225) dans l'équation deݐ

Schrödinger (1), on distingue deux cas. 
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2) Le cas adiabatique : 

Dans le cadre de l’approximation adiabatique, la base des vecteurs  tk,  n'est que la 

base des états propres de L'Hamiltonien, ainsi, on a 

   00 ,, tktk            (243) 

Les coefficients ܥሺ݇,  ሻ donnés par la formule (83) s'écrit iciݐ

       


















 
t

t

t

t

dttk
t

tkdtkE
i

kktkC
00

'',
'

',')(exp, 0 


    (244)  

D’après les relations (227), les coefficients ܥ௧బሺ݇,  ሻ sont données parݐ

         


















 
t

t

t

t

t dttk
t

tkdtkE
i

tktktkC
00

0 '',
'

',')(exp,,, 00000 


  (245) 

De leurs définitions (235), on obtient pour les coefficients 

         















 
t

t

t dttk
t

tktktktkC
0

0 '',
'

',exp,,,
~

0000      (246) 

En passant aux limites ݐ଴ → െ∞ et ݐ → ∞, on obtient, d'après (244) 

            










 




'',
'

',exp,,,, 0000 dttk
t

tkkkkSk    (247) 

La formule ci-dessus devient en prenant compte de (239) et de (182) 

       


,

00

0

,,
k

i G

ekkkSk


        (248) 

3) Le cas non-adiabatique : 

On va maintenant s’intéresser au cas non-adiabatique. D'après les discussions du 

chapitre précédent, on peut toujours définir une phase géométrique pour une telle évolution à 

condition qu'elle soit cyclique. En fait, dans le processus de diffusion décrit ci-dessus, la 

cyclicité est assurée par les formules (219-220) ou (239) ; en effet, si on considère une 

particule préparé dans un état propre de l'Hamiltonien libre à ݐ ൌ െ∞, elle évolue librement 

jusqu'à ce qu'elle entre dans la région d'interaction, dans laquelle la particule est dispersée 

élastiquement par le potentiel dépendant du temps. Puis, elle sort de la région d'interaction et 

évolue librement jusqu'à ce qu'elle soit détectée. 
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Dans ce travail, on va s'intéresser des états cycliques générés par les états propres de 

l'invariant supposé périodique. Cette étude va dépendre de la forme de l'invariant qui à son 

tour dépend de la forme du potentiel ܸሺݐሻ. Les processus de diffusion qui seront considérés 

sont caractérisés par un Hamiltonien libre ܪ଴ régissant l'évolution de l'état avant et après 

l'interaction, tandis que l'interaction ܸሺݐሻ va prendre la forme particulière 

ܸሺݐሻ ൌ ܸሺݔ െ  ሻ          (249)ݐݒ

avec 

ܸሺݐ → േ∞ሻ ൌ 0          (250) 

où ݒ est une constante arbitraire qui peut être interprétée comme une vitesse classique. 

On montre que l'opérateur donné par 

ሻݐሺܫ ൌ ሻݐሺܪ െ ݌ݒ ൌ ௣మ

ଶ௠
൅ ܸሺݔ െ ሻݐݒ െ  (251)       ݌ݒ

est invariant correspondant à l'Hamiltonien, où ݌ est l'impulsion. En effet 

݅԰ డூሺ௧ሻ

డ௧
ൌ ݅԰ డ௏ሺ௫ି௩௧ሻ

డ௧
ൌ െ݅԰ݒ డ௏ሺ௫ି௩௧ሻ

డ௫
       (252) 

de l'autre côté 

ሾܪሺݐሻ, ሻሿݐሺܫ ൌ ሾܪሺݐሻ, ሻݐሺܪ െ ሿ݌ݒ ൌ െݒሾܪሺݐሻ, ሿ݌ ൌ െݒሾܸሺݔ െ ,ሻݐݒ ሿ݌ ൌ െ݅԰ݒ డ௏ሺ௫ି௩௧ሻ

డ௫
 (253) 

d'où 

݅԰ డூሺ௧ሻ

డ௧
ൌ ሾܪሺݐሻ,  ሻሿ          (254)ݐሺܫ

CQFD. 

On remarque donc que l'invariant (251) vérifie bien l'équation de Liouville-Von 

Neumann (84), de plus, la propriété (250) assure la périodicité de l'invariant, en effet 

ሺ൅∞ሻܫ ൌ ሺ൅∞ሻܪ െ ݌ݒ ൌ ଴ܪ െ ݌ݒ ൌ  ሺെ∞ሻ      (255)ܫ

Dans ce cas, la base des vecteurs  tk ,  n'est que la base des états propres de 

L'invariant ܫሺݐሻ. Avant d'aller plus loin, on note qu'il est facile de démontrer que les états 

propres de l'invariant sont liés à ceux de l'Hamiltonien par la relation suivante 

߮ሺ݇, ݔ െ ሻݐݒ ൌ ݁
೔೘ೡ
԰
௫Φሺ݇, ݔ െ  ሻ        (256)ݐݒ
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où les fonctions d'ondes Φሺ݇, ݔ െ  ሻ représentent les fonctions propres instantanées deݐݒ

l'Hamiltonien ܪሺݐሻ correspondant aux valeurs propres 

ሺ݇ሻܧ ൌ ሺ݇ሻߣ ൅ ௠௩మ

ଶ
          (257) 

et ߣሺ݇ሻ sont les valeurs propres de l'invariant. La fonction d'onde Φሺ݇, ݔ െ  ଴ሻ n'est autreݐݒ

qu'une onde plane, ainsi on a 

߮ሺ݇, ݔ െ ଴ሻݐݒ ൌ ݁
೔೘ೡ
԰
௫Φሺ݇, ݔ െ ଴ሻݐݒ ൌ Φሺ݇ ൅݉ݒ, ݔ െ  ଴ሻ    (258)ݐݒ

Cela est dit, revenons maintenant au problème de la détermination des coefficients 

,ሺ݇ܥ  ሻ, qui s'écrit ici, d'après la formule (167)ݐ

,ሺ݇ܥ ሻݐ ൌ ሺ݇ߜ െ ݇଴ ൅ ሻݒ݉ exp ቂ௜
԰
׬ ,ሺ݇߮ߜۦ |ሻ′ݐ ቂ݅԰ డ

డ௧ᇱ
െ ሻቃ′ݐሺܪ |߮ሺ݇଴ െ ,ݒ݉ ′ݐ݀〈ሻ′ݐ

௧
௧బ

ቃ (259) 

Cela est dû au fait que l'état de la particule a été choisi pour qu'elle soit donné à ݐ଴, 

d'après (223) et (224), par la fonction Φሺ݇଴, ݔ െ      ଴ሻ, autrement dit, par la fonctionݐݒ

߮ሺ݇଴ െ ,ݒ݉ ݔ െ  .଴ሻݐݒ

D’après les relations (227), les coefficients ܥ௧బሺ݇,  ሻ sont données parݐ

           
















 
t

t

t dttmvktH
t

itmvk
i

tmvktktkC
0

0 '','
'

',exp,,, 0000  


 (260) 

De leurs définitions (235), on obtient pour les coefficients ܥሚ௧బሺ݇,  ሻݐ

           
















 
t

t

t

t

t dttmvktH
t

itmvk
i

dtkE
i

tmvktktkC
00

0 '','
'

',')(exp,,,
~

0000  


            (261) 
Soit maintenant la transformation 

߮ሺ݇, ݔ െ ሻݐݒ ൌ ݁
ష೔ೡ
԰
௣ሺ௧ି௧బሻ߮ሺ݇, ݔ െ  ଴ሻ       (262)ݐݒ

݁
೔ೡ
԰
௣ሺ௧ି௧బሻܪሺݐሻ݁

ష೔ೡ
԰
௣ሺ௧ି௧బሻ ൌ  ଴ሻ        (263)ݐሺܪ

La formule (261) devient 

         

     


































t

t

t

t

t

t

t

dttmvktHtmvk
i

dtkE
i

dttmvk
t

itmvk
i

tmvktktkC
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0

0

',,')(exp

'',
'

',exp,,,
~
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0000










  (264) 

ce qui donne, d'après (258) 
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         

     


































t

t

t

t

t

t

t

dttktHtk
i

dtkE
i

dttmvk
t

itmvk
i

tmvktktkC
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0

0

',,')(exp

'',
'

',exp,,,
~

00000

0000










  (265) 

         

 


































t

t

t

t

t

dtkEkE
i

dttmvk
t

itmvk
i

tmvktktkC

0

0

0

')()(exp

'',
'

',exp,,,
~

0

0000








  (266) 

En passant aux limites ݐ଴ → െ∞ et ݐ → ∞, on obtient, d'après (239) et (258) 

       
 

    





















 

'',
'

',exp

,,,,

00

')()(

00
0

0

dttmvk
t

tmvk

ekkkSk

t

t
dtkEkE

i





    (267) 

En prenant compte de la propriété (239), la formule ci-dessus devient 

          












 




'',
'

',exp,, 0000 dttmvk
t

tmvkkkkSk    (268) 

Afin de garder l'analogie entre les deux cas adiabatique et non-adiabatique, on va 

utiliser les états propres de l'invariant pour exprimer les éléments de la matrice S, ainsi 

          












 




'',
'

',exp,, 0000 dttmvk
t

tmvkkkmvkSmvk   

            (269) 

ce qui donne 

          










 




'',
'

',exp,, 0000 dttk
t

tkkkkSk     (270) 

ou 

       


,

00

0

,,
k

i G

ekkkSk


        (271) 

4) Discussion : 

Il est clair d’après les deux formules formule (248) et (271) que la matrice S est 

diagonale dans la base construise par les vecteurs |߮ሺ݇,  ଴ሻۧ. En fait, les deux équations sontݐ

équivalentes à l’équation aux valeurs propres suivante 
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   00 ,, tkstkS k            (272) 

par conséquent, les kets |߮ሺ݇,  ଴ሻۧ constituent les vecteurs propres de l’opérateur Sݐ

correspondant aux valeurs propres 

 


,k
i

k

G

es

            (273) 

Cette expression exprime le lien cherché entre la matrice de diffusion et la phase 

géométrique généralisée pour les deux cas, d’où l’aspect géométrique de la matrice S. Par 

conséquent, la relation (273) permet d’interpréter les phases géométriques généralisées 

obtenues plus haut comme le logarithme des valeurs propres ݏ௞ de la matrice S. En termes du 

langage de la théorie de diffusion, les valeurs propres ݏ௞ représentent les amplitudes de 

transmission ݐሺ݇ሻ [4, 6, 20], la relation (273) devient 

 


;
)(

k
i G

ekt

           (274) 

Cet important résultat, est une bonne confirmation de la validité du théorème 

adiabatique généralisé considéré dans le premier chapitre, ainsi que les résultats obtenus dans 

le chapitre précédent pour le cas non-adiabatique. En effet, il n’est pas nécessaire, dans une 

première étape, de chercher à confirmer l’existence de la phase géométrique généralisée dans 

le laboratoire, quoique une telle confirmation expérimentale soit indispensable. Il suffit 

d’appliquer les raisonnements de ce travail sur un exemple qui admet une solution exacte dans 

le cadre de la théorie de diffusion et de comparer l’amplitude de transmission ainsi obtenue 

avec la phase géométrique généralisée correspondant. Dans le chapitre suivant, on va 

reprendre l’un des exemples traités par G. Ghosh [20] où on va voir que la phase géométrique 

généralisée est une bonne approximation de l’argument de l’amplitude de transmission. 

Dans un travail très récent, et comme il a été déjà mentionné dans le chapitre 

précédent, H. D. Liu et X. X. Yi ont étudié la phase géométrique dans un processus de 

diffusion avec des degrés de liberté de pseudo-spin et ont exploré la phase géométrique pour 

un problème de diffusion en ne prenant que le processus de transmission en compte [109]. 
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CH V - APPLICATIONS 

I. Introduction : 

On propose ci-dessous trois exemples d’application pour illustrer les différents 

résultats obtenus dans ce travail ; dans le premier on va calculer la phase géométrique 

généralisée pour l’équation de Dirac dans un champ électromagnétique. Dans le deuxième, on 

va étudier le problème d’une particule soumise à un potentiel linéaire. Finalement, on va 

étudier la diffusion d’une particule par le potentiel de Pöschl-Teller dans les deux cas 

adiabatique et non-adiabatique. 

II. L’équation de Dirac dans un champ électromagnétique : 

1) Description du problème : 

Dans ce paragraphe on va traiter l’exemple d’une particule relativiste de spin 
2

1  et de 

masse ݉ሺݐሻ dans un champ électromagnétique dépendant du temps, l’évolution, supposée 

suffisamment lente, est décrite par l’équation de Dirac unidimensionnelle suivante 

݅԰ డ

డ௧
|߰ሺݐሻۧ ൌ  ሻۧ         (275)ݐሻ|߰ሺݐ஽ሺܪ

L’Hamiltonien ܪ஽ሺݐሻ est donné par 

  2
*

3 )(.
1).(0

01).(
. ctm

tf

tf
pctH D  



















       (276) 

avec 

     tfitftf IR           (277) 

Le champ électromagnétique est représenté par la fonction ݂ሺݐሻ (voir la limite non 

relativiste plus bas), ܿ est la vitesse de la lumière dans le vide et ߙଷ et ߚ représentent les 

matrices de Dirac, données dans la représentation standard par [1] 














0

0
3

3
3




           (278) 













10

01
            (279) 
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avec ߪଷ la matrice de Pauli suivant l’axe 0 ,[4] ݖ  et 1 les matrices nulle et unité 

respectivement, ces trois matrices sont des matrices 22 . Par conséquent, l’Hamiltonien 

ሻ est une matrice 44ݐ஽ሺܪ qui s’écrit 

      
     













1..

1..
2*3

32

ctmtfpc

tfpcctm
tH D 

        (280) 

ou, d’une manière plus condensée 

            122122.11. *3322 tfpctfpcctmctmtH D    (281) 

où les kets 1  et 2  représentent les vecteurs de la base canonique de l’espace des bispineurs 

définis par 











0

1
1            (282) 











1

0
2            (283) 

On vérifie facilement que ܪ஽ሺݐሻ est un opérateur hermitien. Alors, comme le système 

quantique décrit ci-dessus est adiabatique, on peut appliquer le théorème adiabatique ordinaire 

ou généralisé selon la nature du spectre. Pour faire, on doit d’abord résoudre l’équation aux 

valeurs propres correspondant à ܪ஽ሺݐሻ. 

2) Recherche des vecteurs et valeurs propres : 

On montre que l’Hamiltonien admet comme états propres les fonctions normalisée 

suivantes [21, 22, 71] 

   

       
   

        
















2

2

,,.

,.
1

,,.

,
,

.

2

1
2222

2

2

1
2222

3
zk

i

e

ctkgtkctm

tkctm

ctkgtkctm

tkgc
tk
























            (284) 

correspondant aux valeurs propres 

,േሺ݇ܧ ሻݐ ൌ േ԰߱ሺ݇,  ሻ         (285)ݐ

où 

      222 ,., tkgctmctk          (286) 

et 

    ktftkg ,           (287) 
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3) Calcul de la phase géométrique généralisée : 

Supposons pour commencer que la particule se trouve à l’instant initial dans l’état 

   00 , tlt             (288) 

D’après le théorème adiabatique généralisé, la particule se trouve à l’instant ݐ dans 

l’état 

        tltltl
i

t G ,,,exp 







  


       (289) 

avec la phase dynamique 

      
t

t

dttlgctmctl
0

',.,
222         (290) 

et la phase géométrique 

       





t

t

G dtdltl
t

itltl
0

''',
'

',',          (291) 

Après quelques calculs numériques, on trouve [21, 22, 71] 

     

       
 
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
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
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
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




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
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
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




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

 











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
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
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
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

 (292) 

En intégrant par rapport à ݈′ et ݐ on trouve 

         
       
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
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     (293) 

Après une période ܶ, cette phase peut s’écrire 

              
       









Tt

t

G dt
ctlgtlctm

tftfltftftftfci
Ttl

0

0

'
',',.'

''''''

2
,

2222

***2

0





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   (294) 
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En utilisant (277), (285) et (286) on trouve  

 
   

 
    










 






C

I

R
I

G

cmlElE

tf

ltf
dtf

cTtl
2

2

2
0

2
,         (295) 

Ainsi, on a obtenu la phase géométrique généralisée correspondant à une particule 

relativiste qui évolue adiabatiquement dans un champ électromagnétique. 

4) Interprétation de la phase géométrique généralisée : 

Comme on l’avait dit ci-dessus, on va montrer que la phase géométrique généralisée 

(295) dans l’exemple en cours n’est que le produit du spin de la particule, qui vaut 
ଵ

ଶ
, avec 

l’angle solide enfermé par le cycle parcouru dans l’espace des paramètres. Le résultat central 

dont on va obtenir consiste en ce que l’angle solide obtenu représente celui à travers lequel le 

cycle est vue à partir d’un point de coordonnées ሺ݈, 0,0ሻ dans l’espace des paramètres, où l  

est l’indice quantique, en non pas du point ሺ0,0,0ሻ dans le cas du spectre discret [11, 91, 92, 

134]. Ainsi, le résultat décrit dans ces références n’est qu’un cas particulier, ݈ ൌ 0, de celui 

obtenu ici. 

On se met dans les coordonnées sphériques de l’espace des paramètres 

      cossin
1

kE
c

kf R
         (296) 

      sinsin
1

kE
c

f I
          (297) 

   cos
1

kE
c

cm            (298) 

En utilisant les coordonnées sphériques ci-dessus on trouve 

 
     

 
  







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
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
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d

Ttl




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2
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0

        (299) 

ou 

     


C

G dTtl  sin1
2

, 0


        (300) 

Comme le système subit une évolution cyclique, alors le premier terme de la formule 

ci-dessus s’annule et le second terme n’est que l’angle solide enfermé par le cycle ܥ et dont le 
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centre avec lequel on voit est, selon les relations (296), (297) et (298), le point de 

coordonnées ሺ ோ݂ ൌ ݈, ூ݂ ൌ 0,݉ ൌ 0ሻ, voir la figure 9, on a donc 

   lTtlG '
2

, 0 
           (301) 

 

où le facteur 
2

1  représente exactement la valeur du spin de la particule en question ce qui est 

en accord avec les résultats obtenus dans le cas discret. Il est clair que l’angle solide Ω′ሺ݈ሻ est 

différent de l’angle solide Ω obtenu par [11, 91, 92, 134] qui est un cas particulier de Ω′ሺ݈ሻ, en 

effet 

   0' l           (302) 

5) La limite non relativiste : 

Dans ce paragraphe, on va voir que la phase géométrique donnée par (295) ou encore 

(301) est un effet purement relativiste qui disparaît en passant à la limite non relativiste du 

système (275). Dans cette limite on va voir que ce dernier représente une particule dans un 

champ électromagnétique où on va identifier les parties réelle et imaginaire du champ 

complexe ݂ሺݐሻ avec le potentiel scalaire et le vecteur potentiel respectivement. Alors, pour 

passer à la limite non relativiste on effectue la transformation unitaire suivante [1] 

 
 

 tet

t

t

dttm
ci







0

2

''


         (303) 

par conséquent l’équation (275) devient 

cf R

cf I

2cm  

clcf R 

Le cycle C  

  
'

Figure 9 : L’angle solide dans le cas du spectre continu. 
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     ttHtcm
t

i D  





 


 2        (304) 

ce qui donne d’après (281) 

            ttfpctfpcctmt
t

i  122122.2 *332 



  (305) 

En écrivant |߰ሺݐሻۧ dans la base des bispineurs 1  et 2  

      2,1, 21 tztzt           (306) 

on obtient 

      tztfpctz
t

i ,, 2
3

1  



        (307) 

        tztfpctzctm
t

i ,,.2 1
*3

2
2  





 




       (308) 

la limite non relativiste consiste à prendre [1] 

  2.2 ctm
t

i 



           (309) 

donc, (307) et (308) donnent 

     tztHtz
t

i NR ,, 11  



         (310) 

où 

    
   tm

f

tm

tfp
tH IRNR

22

22




         (311) 

qui est l’Hamiltonien non relativiste correspondant à (276). Il est clair que cet Hamiltonien 

représente une particule dans un champ électrique déterminé par le potentiel scalaire définie 

par 

   tm

f
tVe I

2

2

            (312) 

et un champ magnétique défini par le vecteur potentiel suivant 

   tfteA R            (313) 

L’hamiltonien (311) admet comme vecteurs propres les fonctions d’onde 
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 
z

f
ki R

etkz






 

 




2

1
,,1

         (314) 

correspondant aux énergies suivantes 

     tm

f

tm

k
tkE I

22
,

222




         (315) 

En appliquant les résultats de troisième chapitre, la phase géométrique généralisée 

correspondant à ce système est donnée selon (182) par 

        






 






 






t

t

zlliR
t

t

z
f

liz
f

li
G dtdldzze

f
dtdldze

t
ietl

RR

00

''
2

''
'2

1
, '

'





     (316) 

ce qui donne 

      0''',
0

1   
t

t

R
G dtdlllfitl           (317) 

Ainsi, on voit que dans la limite non relativiste le système (275) n’admet pas une 

phase géométrique généralisée. 

III. Une particule dans un champ homogène : 

Considérons maintenant une particule dans un champ homogène décrite par 

l’Hamiltonien suivant [6] 

     xtf
tm

p
tH 

2

2

         (318) 

où ݌ représente l’impulsion de la particule et ݉ሺݐሻ et ݂ሺݐሻ sont des fonctions qui dépendent 

aléatoirement du temps.  

1) Le potentiel linéaire dans la littérature : 

L'évolution temporelle d'un système quantique soumis à une force uniforme et 

dépendant du temps a attiré un intérêt considérable dans les dernières années. Le propagateur 

exact de ce système [135] ainsi que les solutions exactes de Volkov [136, 137] sont connus 

depuis longtemps. Plusieurs travaux récents [138-147] se sont concentrés sur les solutions 

exactes et leurs propriétés physiques et mathématiques. Tout d'abord, I. Guedes [139] a 

obtenu une solution spéciale pour le potentiel linéaire dépendant du temps en utilisant les 
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opérateurs invariants. Plus tard, M. Feng [140] a suivi une méthode basée sur des 

transformations spatio-temporelle de l'équation de Schrödinger pour obtenir des solutions en 

termes des ondes planes et des fonctions d'Airy. La solution de Guedes n’est, en fait, qu’un 

cas particulier de celle de Feng. Cependant, H. Bekkar et al. [141] ont souligné que la solution 

d'Airy n’est, en fait, qu’une superposition de solutions de type ondes planes. Dans son 

commentaire [142], J. Bauer a expliqué que la solution trouvée par Guedes [139] était 

simplement un cas particulier de la solution de Volkov, avec u vecteur d'onde ݇ ൌ 0, de 

l'équation de Schrödinger dépendant du temps décrivant une particule chargée non relativiste 

se déplaçant dans un champ électromagnétique. J. Dunkel et S. A. Trigger [144] ont examiné 

l'incertitude initiale minimum des solutions de type gaussien pour un potentiel linéaire 

sinusoïdale en fonction du temps. G. E. Bowman [145] a étudié l'évolution temporelle de l'état 

général du système quantique linéaire dépendant du temps, ce qui s'est avéré être celui d'une 

particule libre plus un mouvement global découlant de la force classique. S. P. Kim [146] a 

montré qu’une particule libre chargée dans un champ électrique constant et/ou oscillant 

possède un paquet d'ondes gaussien (POG). En utilisant la méthode des fonctions d'essai, 

Gengbiao Lu et al. [147] ont construit une solution exacte dont le centre se déplace le long de 

la trajectoire classique. 

Très récemment, P-G. Luan et C-S. Tang [43] ont réexaminé l'invariant linéaire 

proposé par Guedes [139] et ont indiqué que, outre les solutions décrites dans les références 

[139–142], une solution sous forme de POG pourrait naturellement être dérivée de la méthode 

de Lewis et Riesenfeld si un invariant linéaire non-hermitien est utilisé. Dans un autre article 

récent, M. Maamache et al. [148] ont montré qu’on peut toujours obtenir des solutions en 

termes de POG même pour une valeur non nulle du paramètre ܤ de [143]. L'invariant linéaire 

proposé est démontré comme étant un opérateur hermitien ayant des fonctions propres sous 

formes de POG. Dans un premier papier L. Krache et al. [26] ont montré, en utilisant la 

théorie des invariant et les transformations unitaire, que l'équation de Schrödinger avec un 

potentiel linéaire dépendant du temps possède une chaîne infinie de paquets d'ondes 

reproduisant le mouvement classique. Les différentes possibilités de la nature du spectre de 

l’invariant (discret ou continu) ont été décrits séparément pour les différentes valeurs de la 

fréquence d'un oscillateur harmonique. Ensuite, L. Krache et al. [149] ont utilisé une 

approche de paquets d'ondes pour analyser la dépendance temporelle non-triviale des 

solutions d’un système mécanique quantique décrivant une particule dans un potentiel 

linéaire. L. Krache et al. ont trouvé un lien entre le système d'une particule libre avec celui 
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d'une particule dans un potentiel linéaire dépendant du temps en utilisant l'hypothèse de L. De 

Broglie. 

2) Application de la théorie des invariants généralisée : 

Afin trouver des solutions exacte pour le problème (318) on propose un invariant 

général sous la forme 

ሻݐሺܫ ൌ ܽሺݐሻ݌ଶ ൅ ܾሺݐሻ݌ ൅ ܿሺݐሻݔ ൅ ݀ሺݐሻ       (319) 

où les fonctions ܽሺݐሻ, ܾሺݐሻ, ܿሺݐሻ et ݀ሺݐሻ sont déterminées en insérant l’invariant ܫሺݐሻ dans 

l’équation de Liouville-Von Neumann (84), en effet 

݅԰ డூሺ௧ሻ

డ௧
ൌ ሶܽ ሺݐሻ݌ଶ ൅ ሶܾ ሺݐሻ݌ ൅ ሶܿሺݐሻݔ ൅ ሶ݀ሺݐሻ       (320) 

ሾܪሺݐሻ, ሻሿݐሺܫ ൌ ቂ ௣మ

ଶ௠ሺ௧ሻ
൅ ݂ሺݐሻݔ, ܽሺݐሻ݌ଶ ൅ ܾሺݐሻ݌ ൅ ܿሺݐሻݔ ൅ ݀ሺݐሻቃ    (321) 

ሾܪሺݐሻ, ሻሿݐሺܫ ൌ ቂ ௣మ

ଶ௠ሺ௧ሻ
, ܿሺݐሻݔቃ ൅ ሾ݂ሺݐሻݔ, ܽሺݐሻ݌ଶ ൅ ܾሺݐሻ݌ሿ     (322) 

ሾܪሺݐሻ, ሻሿݐሺܫ ൌ ቂ݅԰2݂ሺݐሻܽሺݐሻ െ ݅԰ ௖ሺ௧ሻ

௠ሺ௧ሻ
ቃ ݌ ൅ ݅԰݂ሺݐሻܾሺݐሻ     (323) 

Par comparaison, on trouve le système des équations  

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
ሶܽሺݐሻ ൌ 0																															
ሶܾ ሺݐሻ ൌ ݂ሺݐሻܽሺݐሻ െ ௖ሺ௧ሻ

ଶ௠ሺ௧ሻ

ሶܿሺݐሻ ൌ 0																																
ሶ݀ ሺݐሻ ൌ ݂ሺݐሻܾሺݐሻ																	

         (324) 

qui admet les solutions suivantes 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
ܽሺݐሻ ൌ ܽ଴																																																																																																																														

ܾሺݐሻ ൌ 2ܽ଴ ׬ ݂ሺݐ′ሻ݀ݐ′ െ ܿ଴ ׬
ௗ௧ᇲ

௠ሺ௧ᇲሻ
൅ ܾ଴																																																																									

ܿሺݐሻ ൌ ܿ଴																																																																																																																															

݀ሺݐሻ ൌ 2ܽ଴ ׬ ݂ሺݐ′ሻ ׬ ݂ሺݐ"ሻ݀ݐ" ′ݐ݀ െ ܿ଴ ׬ ݂ሺݐᇱሻ ׬
ௗ௧"

௠ሺ௧"ሻ
ᇱݐ݀ ൅ ܾ଴ ׬ ݂ሺݐᇱሻ݀ݐᇱ ൅ ݀଴

 (325) 

où ܽ଴, ܾ଴, ܿ଴ et ݀଴ des constantes réelles. Pour des raisons de simplicité, on peut choisir  

ܽ଴ ൌ 1            (326) 

݀଴ ൌ 0            (327) 

L’équation aux valeurs propres de ܫሺݐሻ s’écrit donc en représentation position 
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ቂെ԰ଶ డమ

డ௫మ
െ ݅԰ܾሺݐሻ డ

డ௫
൅ ܿ଴ݔ ൅ ݀ሺݐሻቃ ߮ሺ݇, ,ݔ ሻݐ ൌ ݇߮ሺ݇, ,ݔ  ሻ    (328)ݐ

L’idée principale pour la résolution de cette équation est l’utilisation de la 

transformation unitaire dépendant du temps 

Φሺ݇, ሻݔ ൌ Ξሺݐሻ߮ሺ݇, ,ݔ  ሻ         (329)ݐ

avec 

Ξሺݐሻ ൌ exp ቂ ௜

ସ԰௖బ
൫ܾሺݐሻଶ െ 4݀ሺݐሻ൯݌ቃ exp ቂ௜௕

ሺ௧ሻ

ଶ԰
 ቃ      (330)ݔ

On vérifie facilement que l’action de la transformation Ξሺݐሻ sur les opérateurs de 

position et du moment donne 

ݔ ⟶ ΞሺݐሻݔΞାሺݐሻ ൌ ݔ ൅ ଵ

ସ௖బ
൫ܾሺݐሻଶ െ 4݀ሺݐሻ൯      (331) 

݌ ⟶ Ξሺݐሻ݌Ξାሺݐሻ ൌ ݌ െ ௕ሺ௧ሻ

ଶ
         (332) 

L’action de la transformation exp ቂ ௜

ସ԰௖బ
൫ܾሺݐሻଶ െ 4݀ሺݐሻ൯݌ቃ sur une fonction d’onde 

dans la représentation position permet d’avoir 

exp ቂ ௜

ସ԰௖బ
൫ܾሺݐሻଶ െ 4݀ሺݐሻ൯݌ቃ ,ݔሺܨ ሻݐ ൌ ܨ ቆݔ ൅ ଵ

ସ௖బ
൫ܾሺݐሻଶ െ 4݀ሺݐሻ൯ቇ   (333) 

La transformation Ξሺݐሻ permet donc de passer de l’invariant dépendant du temps (319) 

avec les paramètres (325), (326) et (327) à l’invariant 

଴ܫ ൌ ΞሺݐሻܫሺݐሻΞାሺݐሻ ൌ ଶ݌ ൅ ܿ଴(334)        ݔ 

indépendant du temps. En d’autres termes, l’équation aux valeurs propres (328) se transforme 

pour donner l’équation d’Airy 

ቂ డ
మ

డ௓మ
െ ܼቃΦሺ݇, ܼሻ ൌ 0         (335) 

où on a introduit la variable 

ܼ ൌ ቀ௖బ
԰మ
ቁ
భ
య ቀݔ െ ௞

௖బ
ቁ          (336) 

La solution de l’équation différentielle ordinaire du second ordre (325) est donnée par 

les fonctions 

Φሺ݇, ሻݔ ൌ ଵ

ଶగ
ቀ ଵ

௖బ԰ర
ቁ
భ
ల ݅ܣ ቈቀ

௖బ
԰మ
ቁ
భ
య ቀݔ െ ௞

௖బ
ቁ቉       (337) 
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avec Ai  la fonction d’Airy définie sous sa forme intégral par 

ሻݔሺ݅ܣ ൌ ׬ ݁௜ఒ௫݁௜
ഊయ

య ߣ݀
ஶ
ିஶ          (338) 

et qui vérifie la relation d’orthonormalisation 

Φሺ݇ሻ|Φሺ݇′ሻۧۦ ൌ ሺ݇ߜ െ ݇′ሻ         (339) 

En appliquant la transformation inverse Ξାሺݐሻ on trouve les fonctions propres de 

l’invariant ܫሺݐሻ 

߮ሺ݇, ሻݔ ൌ ଵ

ଶగ
ቀ ଵ

௖బ԰ర
ቁ
భ
ల exp ቂെ ௜௕ሺ௧ሻ

ଶ԰
ቃݔ ݅ܣ ቈቀ

௖బ
԰మ
ቁ
భ
య ቀݔ െ

௕ሺ௧ሻమାସ൫௞ିௗሺ௧ሻ൯

ସ௖బ
ቁ቉   (340) 

D’après les résultats du deuxième chapitre, la solution de l’équation de Schrödinger 

(1) correspondant à l’Hamiltonien (318) est donnée par (152) et (167), autrement dit 

߰ሺݔ, ሻݐ ൌ ݁
೔
԰
ఏሺ௞,௧ሻ߮ሺ݇,  ሻ         (341)ݔ

où la phase totale est donnée par 

,ሺ݇ߠ ሻݐ ൌ ׬ ,ሺ݇߮ߜۦ |ሻ′ݐ ቂ݅԰ డ

డ௧ᇱ
െ ሻቃ′ݐሺܪ |߮ሺ݇, ′ݐ݀〈ሻ′ݐ

௧
௧బ

     (342) 

En utilisant les propriétés de la fonction d’Airy, on trouve la valeur moyenne suivante 

,′ሺ݇߮ۦ ሻ|݅԰ݐ డ

డ௧
െ ,ሻ|߮ሺ݇ݐሺܪ 〈ሻݐ ൌ ԰మ

௠ሺ௧ሻ
ቀ௖బ
԰మ
ቁ
మ
య ሺଶሻሺ݇ߜ െ ݇ᇱሻ െ ݅԰ ௕ሺ௧ሻ

ଶ௠ሺ௧ሻ
ቀ௖బ
԰మ
ቁ
భ
య ሺଵሻሺ݇ߜ െ ݇ᇱሻ െ

ଵ

ଶ௠ሺ௧ሻ
ቂ݇′ ൅ ௕ሺ௧ሻమ

ସ
െ ݀ሺݐሻቃ ሺ݇ߜ െ ݇′ሻ        (343) 

Ce résultats confirme les discussions du deuxième chapitre en ce qui concerne la 

généralisation directe de la théorie des invariants au cas du spectre continu et donne un 

exemple concret du développement (137) de la valeur moyenne               

,′ሺ݇߮ۦ ሻ|݅԰ݐ డ

డ௧
െ ,ሻ|߮ሺ݇ݐሺܪ  ,ሻ〉 en termes de la fonction de Dirac et ses dérivées. En effetݐ

pour ݇ ൌ ݇′ il est clair que (343) diverge 

,ሺ݇߮ۦ ሻ|݅԰ݐ డ

డ௧
െ ,ሻ|߮ሺ݇ݐሺܪ 〈ሻݐ ൌ ԰మ

௠ሺ௧ሻ
ቀ௖బ
԰మ
ቁ
మ
య ሺଶሻሺ0ሻߜ െ ݅԰ ௕ሺ௧ሻ

ଶ௠ሺ௧ሻ
ቀ௖బ
԰మ
ቁ
భ
య ሺଵሻሺ0ሻߜ െ ଵ

ଶ௠ሺ௧ሻ
ቂ݇′ ൅

௕ሺ௧ሻమ

ସ
െ ݀ሺݐሻቃ ሺ0ሻߜ → ∞         (344) 

Par contre, l’utilisation des résultats de ce travail concernant le remplacement des 

fonctions d’onde par des différentielles propres permet d’éliminer la fonction de Dirac ainsi 

que ses dérivées, ce qui donne 
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,ሺ݇߮ߜۦ ሻ|݅԰ݐ డ

డ௧
െ ,ሻ|߮ሺ݇ݐሺܪ 〈ሻݐ ൌ ׬ ቊ

԰మ

௠ሺ௧ሻ
ቀ௖బ
԰మ
ቁ
మ
య ሺଶሻሺ݇ߜ െ ݇ᇱሻ െ ݅԰ ௕ሺ௧ሻ

ଶ௠ሺ௧ሻ
ቀ௖బ
԰మ
ቁ
భ
య ሺଵሻሺ݇ߜ െ ݇ᇱሻ െ

ଵ

ଶ௠ሺ௧ሻ
ቂ݇′ ൅ ௕ሺ௧ሻమ

ସ
െ ݀ሺݐሻቃ ሺ݇ߜ െ ݇′ሻቋ ݀݇′       (345) 

,ሺ݇߮ߜۦ |ሻݐ ௜԰డ
డ௧
െ ,ሻ|߮ሺ݇ݐሺܪ 〈ሻݐ ൌ ቈ

డమ

డ௞ᇱమ
԰మ

௠ሺ௧ሻ
ቀ௖బ
԰మ
ቁ
మ
య቉
௞ᇱୀ௞

െ ቈ
డ

డ௞ᇱ
݅԰ ௕ሺ௧ሻ

ଶ௠ሺ௧ሻ
ቀ௖బ
԰మ
ቁ
భ
య቉
௞ᇱୀ௞

െ
௞ା್

ሺ೟ሻమ

ర
ିௗሺ௧ሻ

ଶ௠ሺ௧ሻ

            (346) 
ainsi 

,ሺ݇߮ߜۦ ሻ|݅԰ݐ డ

డ௧
െ ,ሻ|߮ሺ݇ݐሺܪ 〈ሻݐ ൌ െ

௞ା್
ሺ೟ሻమ

ర
ିௗሺ௧ሻ

ଶ௠ሺ௧ሻ
      (347) 

d’où la phase totale 

,ሺ݇ߠ ሻݐ ൌ െ׬
௞ା್

ሺ೟ᇲሻమ

ర
ିௗሺ௧ᇱሻ

ଶ௠ሺ௧ᇱሻ
′ݐ݀

௧
௧బ

        (348) 

IV. Diffusion par le potentiel de Pöschl-Teller modifié : 

Cet exemple est consacré à l’illustration de l’aspect géométrique de la matrice S dans 

les deux cas adiabatique et non-adiabatique. Considérons une particule libre de masse ݉ 

représentée par une onde plane unidimensionnelle à l’instant ݐ → െ∞ 

  xkiexk .
0

0

2

1
,,


           (349) 

L’hamiltonien libre ܪ଴ correspondant est donné par 

m

p
H

2

2

0             (350) 

x
ip



             (351) 

L’énergie de la particule correspondant à l’état (349) est 

 
m

k
kE

2

2
0

2

0


           (352) 

A cette instant, ݐ → െ∞, on suppose que la particule se trouve à ݔ → െ∞. Cette 

particule se propage vers les valeurs croissantes de ݔ où elle sera diffusée par le potentiel de 

Pöschl-Teller modifié [20, 150] situé au point 0xx   (fig.10), et qui est défini par la formule 

suivante [20, 150] 

   201

2
1

2

0 ),(
xxkchm

k
xxV





        (353) 
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où ݇ଵ est un paramètre 

Bien qu’il soit doublement dégénéré, le 

système peut être traité comme étant non 

dégénéré du fait que le potentiel ne contient pas 

des parties qui donnent naissance à des 

réflexions. En effet, une particule qui se propage 

dans une direction ne sera pas réfléchie par le 

potentiel (353), ainsi, il n’y aura pas des 

transitions entre les états d’un même sous-espace 

dues à la dégénérescence. Alors, le fait que le 

spectre soit dégénéré ou non ne change rien. 

1) Approche indépendant du temps (solution exacte) : 

La particule considérée est décrite par l’Hamiltonien total 

   201

2
1

22

2 xxkchm

k

m

p
H





        (354) 

L’équation aux valeurs propres correspondante est donnée, en prenant compte de (351), par 

         00002
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,,,,,,,
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xxkkExxkxxVxxk
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
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


    (355) 

Effectuons maintenant le changement de variable suivant [6] 

  01 xxkth            (356) 

on obtient l’équation de Legendre [5-7] 
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avec 

1n             (358) 

et 

 
2

2 2



kmE
k            (359) 

On distingue deux cas 

ሺ݇ሻܧ - ൏ 0	: on a un seul état lié représenté par le polynôme de Legendre associé  
nP  

correspondant à l’énergie 

Figure 10 : Le potentiel de Pöschl-Teller 
modifié. 
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ሺ݇ሻܧ - ൐ 0	 : on a un spectre continu dont les états propres sont donnés par [20] 
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qui correspondent aux valeurs propres ܧሺ݇ሻ données par (359) 

 
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k
kE

2

22
            (362) 

Selon la théorie de diffusion, l’amplitude de transmission ݐሺ݇ሻ est définie par la forme 

asymptotique de la solution ߮ሺ݇଴, ,ݔ ݔ ଴ሻ pourݔ → ൅∞ 
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On obtient alors l’expression suivante pour l’amplitude de transmission 

ie
ikk

ikk
kt 





01

01
0 )(          (364) 

la valeur exacte de la phase est donc 

)(2 1

k

k
arctg           (365) 

Il est clair que le module carré de ݐሺ݇଴ሻ est égale à 1, et par conséquent l’amplitude de 

réflexion ݎሺ݇଴ሻ est nulle [4-6]. 

2) Approche dépendant du temps : 

Pour confirmer les résultats 

du quatrième chapitre on va 

considérer cet exemple comme un 

système dépendant du temps au lieu 

de le traiter en se basant sur la forme 

asymptotique des solutions. En 

effet, on fait dépendre le paramètre 

de position ݔ଴ du temps de sorte 

qu’il vérifie les conditions suivantes 

lim
௧→ିஶ

ሻݐ଴ሺݔ ൌ ൅∞          (366) 

Figure 11 : Les différentes positions du potentiel au 
cours du temps. 

  txxV 0;  

x 
dt  
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lim
௧→ାஶ

ሻݐ଴ሺݔ ൌ െ∞          (367) 

On se met dans le repère lié à la particule où on voit le potentiel se rapprochant de la 

particule puis il s’éloigne après la diffusion dans le sens inverse sans changer de forme. C’est-

à-dire, pour ݐ → െ∞ le potentiel se trouve localisé à ݔ → ൅∞ très loin de la particule, à 

l’instant dt  le potentiel devient assez proche de la particule pour qu’elle soit diffusé, et pour 

ݐ → ൅∞ le potentiel s’éloigne vers ݔ → െ∞ et la particule devient libre à nouveau (fig. 11). 

Par conséquent, le potentiel auquel est soumise la particule est, d’après (353) 

    201

2
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txxkchm

k
txV


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
        (368) 

1. Le cas adiabatique 

Supposons que ݔ଴ሺݐሻ varie lentement en fonction du temps, l’Hamiltonien de la 

particule prend donc la forme (216), où ܪ଴ est défini par (350). On vérifie que cet 

Hamiltonien admet les fonctions suivantes comme vecteurs propres normalisés 

       
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e
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2

,,

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correspondant aux valeurs propres ܧሺ݇ሻ données par (359). 

D’après les résultats du premier et du troisième chapitre de ce travail, le système qui se 

trouve à l’instant ݐ → െ∞ dans l’état donné par (349) évolue à l’instant t , d’après (180), vers 

l’état 

         txxktktk
i
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avec 
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et 

         


 
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
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G dtdkdxtxxk
t

itxxktk
0

''',,
'

',,', 000
*

0       (372) 

Pour comparer ce résultat avec celui obtenu dans le cadre de la théorie de diffusion on 

doit d’abord se mettre dans la représentation interaction, ce qui donne d’après (229) et (233) 
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

 


      (373) 

En passant aux limites ݐ → െ∞ et ݐ → ൅∞, on s’attend d’après le paragraphe 

précédent que ீߛሺ݇଴, ൅∞ሻ soit une valeur approchée de l’argument   défini par (365). En 

effet, lorsque le potentiel s’éloigne vers ݔ → െ∞ et la particule devient libre, on obtient 
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ce qui donne d’après (349) et (371) 
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Après quelques calculs élémentaires l’équation (372) donne 
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On a obtenu donc la phase géométrique généralisée correspondant au système ci-

dessus. Ainsi, (375) donne 
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En posant 
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on voit qu’on a obtenu exactement le même résultat de G. Ghosh (formule (12) de [20]). En 

effectuant les développements de Taylor de ߜ଴ et ߜ en fonction du rapport 
௞భ
௞బ

 on obtient 
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On remarque qu’au premier ordre on a 

଴ߜ ൌ  (381)            ߜ

En réalité, l’approximation ci-dessus ne présente pas une grande erreur (voir fig. 12) : 

en effet, d’après la figure 10, la valeur maximale du potentiel est donnée par 
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            (382) 

par conséquent, pour les valeurs de ݇଴ tels que 

  max0 VkE   

c'est-à-dire, pour  
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la particule sera piégée par le potentiel et appartient à l’état lié  
nP  correspondant à 

l’énergie (360), on sort donc du spectre continu. Par conséquent, pour rester dans le spectre 

continu on a 
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1 
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           (384) 

t  
0


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k

k
 

2

 

2  

Figure 12 : Les courbes de la phase géométrique généralisée et 
de l’argument de l’amplitude de transmission. 
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La figure 12, représente les courbes de ߜ଴ et ߜ en fonction du rapport 
௞భ
௞బ

. On voit que 

les deux courbes coïncident pour les valeurs de ݇଴ vérifiant la condition (384) ; plus l’énergie 

de la particule est grande, plus l’erreur commise dans (381) est petite. 

Ainsi, on a obtenu les mêmes résultats en utilisant deux approches différentes et on a 

confirmé le résultat (274), d’où la confirmation de l’aspect géométrique de la matrice S. 

2. Le cas non-adiabatique 

Afin d’illustrer les résultats du quatrième chapitre, où on a traité la diffusion par des 

potentiels de la forme (249), considérons le cas particulier 

ሻݐ଴ሺݔ ൌ .ݒ  (385)           ݐ

où ݒ est une constante qu’on peut interpréter comme une vitesse. 

D’après (251), l’invariant correspondant au système décrit par l’Hamiltonien (354) 

avec (385) prend la forme 

ሻݐሺܫ ൌ ሻݐሺܪ െ ݌ݒ ൌ ௣మ
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On montre facilement que les vecteurs propres de cet invariant sont données par 
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correspondant aux valeurs propres 
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En appliquant les résultats du deuxièmes chapitre concernant le cas du spectre continu, 

la phase totale est donnée par 

,ሺ݇ߠ ሻݐ ൌ ׬ ,ሺ݇߮ߜۦ |ሻ′ݐ ቂ݅԰ డ
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On trouve 

,ሺ݇ߠ ሻݐ ൌ െ
԰ቂ௞ି೘ೡ

԰
ቃ
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ଶ௠
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La solution générale du problème est donc donnée par 

߰ሺݔ, ሻݐ ൌ ௞ܥ׬ exp ቈെ݅
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ቃ
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correspondant à la condition initiale (349), ce qui implique 
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Ce qui donne, d’après (387) et (391) 
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correspondant aux valeurs propres 
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Afin de confirmer les résultats obtenus dans le quatrième chapitre, calculons la partie 

géométrique de la phase totale, c’est-à-dire 
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pour ݐ଴ → െ∞ et ݐ → ∞, on montre facilement que cette phase vaut 

ሺ݇଴,∞ሻீߛ ൌ
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Ce qui donne d’après (273) et (274) 

ܵ௞బ ൌ ሺ݇଴ሻݐ ൌ ݁
೔
԰
ఊಸሺ௞బ,ஶሻ         (397) 

où ܵ௞బ représente la valeur propre de la matrice S et ݐሺ݇଴ሻ l’amplitude de transmission. 

Ce résultat confirme les résultats obtenu dans ce travail ainsi que ceux obtenu par G. 

Ghosh [20] pour le cas du spectre continu ; en effet, pour passer à la limite adiabatique il 

suffit de prendre le cas où la vitesse de déplacement du potentiel est très petite, c’est-à-dire 

ݒ → 0            (398) 

Ce qui permet de retrouver le résultat (378). 
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CONCLUSION 

L’objectif de ce travail était de trouver les solutions de l’équation de Schrödinger 

dépendant du temps pour les systèmes quantiques ayant des spectres continus. Deux méthodes 

de résolution ont été étudiées en détails, à savoir ; l’approximation adiabatique et la théorie 

des invariants. 

On a proposé une nouvelle forme simple et pratique du théorème adiabatique 

généralisé reposant sur l’idée de la décomposition de l’unité de Von Neumann. De plus, on 

est arrivé à une démonstration rigoureuse, simple et directe de ce théorème et qui est en plus 

analogue à celle utilisée dans le cas discret. On a donné aussi les différentes conditions de 

validité pour cette démonstration, à savoir : la propriété de non croisement (Eq. (23)), la 

régularité des projecteurs et la longueur de l’intervalle de projection en fonction du paramètre 

adiabatique (Eq. (51)). 

Ensuite et après avoir discuté les différents travaux précédents en clarifiants les 

différentes erreurs qu’ils contiennent, on a donné une nouvelle approche pour la théorie de 

Lewis et Riesenfeld. Cette dernière nous a permis de proposer et démontrer une forme 

généralisée de la théorie des invariants permettant de trouver des solutions exactes pour 

l’équation de Schrödinger pour les systèmes quantiques ayant des spectres continu. 

Parmi les importantes conséquences de ces deux généralisations, on a pu généraliser la 

notion de la phase géométrique pour le cas du spectre continu dans le cas adiabatique et non-

adiabatique. Comme on l’a vu, on a établi une forme analogue à la phase de Berry (dans le cas 

adiabatique) ou de Aharonov-Anandan (dans le cas non-adiabatique).  

L’autre important résultat, est celui concernant l’aspect géométrique de la matrice S, 

où on a obtenu des résultats plus améliorés que ceux obtenus par R. G. Newton et G. Ghosh 

dans le cas adiabatique. En effet, on a donné une forme explicite à la relation entre la phase 

géométrique généralisée et la matrice S et qui utilise des produits scalaires au lieu d’utiliser 

des produits entre fonctions. En utilisant la théorie des invariants généralisée ainsi que les 

résultats de Aharonov-Anandan on a démontré que la matrice S conserve son aspect 

géométrique même si l’évolution est non-adiabatique.  

Finalement, à titre d’illustration, on a appliqué les résultats de ce travail sur trois 

exemples importants, à savoir ; l’équation de Dirac dans un champ électromagnétique 
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dépendant adiabatiquement du temps où on a pu écrire la phase de Berry généralisée sous la 

forme d’un angle solide. Une particule dans un potentiel linéaire dépendant aléatoirement du 

temps où on a calculé la phase Lewis-Riesenfeld généralisée. Finalement, on a traité la 

diffusion d’une particule par le potentiel de Pöschl-Teller modifié afin d’illustrer l’aspect 

géométrique de la matrice S dans les deux cas adiabatique et non-adiabatique.  

On note vers la fin, que les résultats de ce travail sont obtenus dans des cas 

particuliers ; les spectres sont complètement continus et non dégénérés. En fait, les 

généralisations établies ici constituent une première étape qui ouvre la porte pour d’autres 

généralisations. En effet, comme pour le cas discret, on s’attend que la phase géométrique 

généralisée puisse être aussi généralisée aux systèmes classiques (une sorte d’angle de 

Hannay généralisée peut apparaître pour les phénomènes de collision), les systèmes non-

adiabatiques ouverts et les systèmes non Hermitiens. Finalement, la généralisation qui peut 

être d’une grande importance est la généralisation vers les spectres dégénérés, ce qui 

permettra, si une telle généralisation est possible, de calculer les différentes grandeurs de la 

théorie de diffusion tels que les amplitudes de réflexion et les sections efficaces en plus des 

amplitudes de transmission dont on a établi dans le cadre travail. 
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By defining ‘‘a virtual gap’’ for the continuous spectrum through the notion of eigendifferential (Weyl’s

packet) and using the differential projector operator, we present a rigorous demonstration and discussion

of the quantum adiabatic theorem for systems having a nondegenerate continuous spectrum. An explicit

formula for a generalized geometrical phase is derived in terms of the eigenstates of the Hamiltonian.

Examples are given for illustration.
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The adiabatic theorem (AT) is one of the basic results in
quantum theory [1]. It is concerned with quantum systems
described by an explicitly, but slowly, time-dependent
Hamiltonian. This AT concerns states j ðtÞi satisfying
the time-dependent Schrödinger equation

i@
@

@t
j ðtÞi ¼ HðtÞj ðtÞi; (1)

and asserts that if a quantum system with a time-dependent
nondegenerate Hamiltonian HðtÞ is initially in the nth
eigenstates of Hð0Þ, and if HðtÞ evolves slowly enough,
then the state at time t will remain in the nth instantaneous
eigenstates of HðtÞ up to a multiplicative phase factor
�nðtÞ. There has been a sudden regain of interest in the
AT for itself among physicists when in 1984, M.V. Berry
[2] pointed out that if it was applied to Hamiltonians,
whose parameters vary slowly in time and has been con-
fined to discrete spectrum, satisfying Hðt1Þ ¼ Hðt2Þ, it

could generate a geometrical phase (GP) factor e�
B
n . This

is a part from the familiar dynamical phase factor

e�ði=@Þ
R
EnðtÞdt associated with the time evolution of the

state being so transported with instantaneous eigenenergy
EnðtÞ, depending only on the curve C which has been
followed in the parameters space. And more recently, the
AT has renewed its importance in the context of quantum
control [3], for example, concerning adiabatic passage
between atomic energy levels, as well as for adiabatic
quantum computation [4].

There are several points of view for a discussion of the
quantum AT [5–7]; each one offers interesting insight. Let
us simply recall here that works [1,5,6] have led to a
formulation of the AT under the usual gap assumption
gnmðtÞ ¼ EnðtÞ � EmðtÞ, between level n and m. One
may then state that a general validity condition for adia-
batic behavior is well controlled as follows: the larger is the
quantity min0�t�T;mjgnmðtÞj, the smaller will be the tran-

sition probability.
Despite the existence of extensive literature on rigorous

proofs of estimates needed to justify the adiabatic approxi-
mation (AA) [1,6–8], doubts have been raised about its
validity [9] leading to confusion about the precise condi-
tion needed to use it [10]. In part, this is because some

papers emphasize different aspects, such as the asymptotic
expansion, the replacement of the requirement of nonde-
generate ground state by a spectral projection separated
from the rest of the spectrum, dependence of first order
estimates on the spectral gap, and even extensions to
systems without a gap. ATwithout gap conditions is known
to be true [7]; however, in general, no estimates on the error
terms are available. J. E. Avron and A. Elgart have shown
in Ref.[7] that the AT holds provided the spectral projec-
tion is of finite rank independently of any spectral consid-
erations, and that it is much more appropriate for the
systems without a gap condition and which have a discrete
origin. A similar result was proven in [11] for discrete
Hamiltonian when the set of eigenvalues crossings is of
measure zero in time. The limitation of these approaches is
that, in general, no estimate can be made on the rate at
which the adiabatic regime is attained [7].
In this Letter, (i) we present a straightforward, yet

rigorous, proof of the AT and AA for systems whose
Hamiltonian has a completely continuous spectrum (CS)
supposed nondegenerated for reasons of simplicity and
which checks a certain number of conditions which will
be given later on, (ii) we give a generalization of the GP,
(iii) we apply this theory to two physical examples.
In the case of CS we cannot numerate eigenvalues and

eigenfunctions, they are characterized by the value of the
physical quantity in the corresponding state. Although the
eigenfunctions ’ðk; tÞ of the operators with CS cannot be
normalized in the usual manner as is done for the functions
of discrete spectra, one can construct with the ’ðk; tÞ new
quantities—theWeyl’s eigendifferentials (wave packets)—
[12] which possess the properties of the eigenfunction of
discrete spectrum. The eigendifferentials are defined as

j�’ðk; tÞi ¼
Z kþ�k

k
j’ðk0; tÞidk0: (2)

They divide up the CS of the eigenvalues into finite but
sufficiently small discrete regions of size �k. The eigen-
differential (2) is a special wave packet which has only a
finite extension in space; hence, it vanishes at infinity and
therefore can be seen in analogy to bound states.
Furthermore, because the �’ have finite spatial extension,
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they can be normalized. Then in the limit �k! 0, a mean-
ingful normalization of the function ’ themselves follows:
the normalization on � functions.

For �k, a small connected range of values of the pa-
rameter k (this corresponds to a group of ‘‘neighboring’’
states), the operator

�Pðk; tÞ ¼
Z kþ�k

k
j’ðk0; tÞih’ðk0; tÞjdk0 (3)

represents the projector (the differential projection opera-
tor) onto those states contained in the interval and charac-
terized by the values of the parameter k within the range of
values �k. The action of �Pðk; tÞ on a wave function j ðtÞi
causes thus the projection of the wave function onto the
domain of states ’ðk; tÞ which is characterized by k values
within the �k interval. Before proceeding further, we give
the statement of the AT.

Let us call UTðsÞ the evolution operator where s is the
fictitious time and T is the time interval during which the
evolution of the system takes place and where the slowly
time-dependent Hamiltonian HðsÞ ¼ R

Eðk; sÞj’ðk; sÞi�
h’ðk; sÞjdk, 0 � s � 1, has a purely CS Eðk; sÞ.

If the following conditions are fulfilled (i) As mentioned
earlier, the CS is divided into discrete regions of size �k,
we must define a gap of energy for the CS; in other words,
the size �k is chosen so that jEðk; sÞ � Eðk0; sÞj � 1

T ,8 k0 =2 ½k; kþ �k�. (ii) We assume that the eigenvalues
are piecewise differentiable in the parameter s, and there is
no level crossing throughout the transition, i.e., Eðk0; sÞ �
Eðk00; sÞ=s 2 ½0; 1�; k0 2 ½k; kþ �k�; k” =2 ½k; k þ �k�.
(iii) The derivatives @

@s �Pðk; sÞ and @2

@s2
�Pðk; sÞ are well

defined and continuous in the interval 0 � s � 1.
Under these conditions, it is possible to prove the AT:
Theorem.—If the quantum system with time-dependent

Hamiltonian having a nondegenerate CS is initially in an
eigenstate j’ðk; 0Þi of Hð0Þ and if HðsÞ evolves slowly
enough, then the state of the system at any time s will
remain in the interval [k, kþ �k].

The AT can be formally written, at the first order, in
terms of the evolution operator as

8 k: lim
T!1UðsÞ�Pðk;0Þ¼�Pðk;sÞ lim

T!1UðsÞþO
�
1

T

�
: (4)

Notice that if, initially, the system is in the state j’ðk; 0Þi
so that Hð0Þj’ðk; 0Þi ¼ Eðk; 0Þj’ðk; 0Þi and expanding an
arbitrary state vector on the basis of the instantaneous
quasi-eigenfunction, then in the limit T ! 1 (4) implies
that the state

j ðsÞi ¼ UðsÞj’ðk; 0Þi ¼
Z kþ�k

k
Ck0 ðsÞj’ðk0; sÞidk0; (5)

belongs to the subspace generated by the states j’ðk; sÞi
pertaining to the interval [k, kþ �k].

Proof.—The demonstration that we present follows the
same approach developed in Ref. [12] for the discrete case,
and it consists of three steps: first, we change to the
evolution picture where the Hamiltonian has time-

dependent spectral projections; i.e., we go over to a time-
dependent reference frame following the axes which di-
agonalize HðsÞ. In this picture, the time evolution gen-
erator contains an immediately integrable contribution,
which we eliminate by going over to a second picture,
and finally, one shows that the remaining evolution opera-
tor differs from identity by terms Oð1=TÞ. We introduce a
unitary transformation UTðsÞ ¼ AðsÞ�TðsÞWðsÞ where
the unitary operator AðsÞ has the property �Pðk; sÞ ¼
AðsÞ�Pðk; 0ÞAþðsÞð8 k 2 RÞ and is completely defined
by the initial condition Að0Þ ¼ I and the differential equa-
tion i@@AðsÞ=@s ¼ KðsÞAðsÞ. The appropriate Hermitian
operator KðsÞ obeys the following commutation relation,

i@
@

@s
�Pðk; sÞ ¼ ½KðsÞ; �Pðk; sÞ�; (6)

and is determined without ambiguity if we add the addi-
tional condition h’ðk; tÞjKðtÞj’ðk0; tÞi ¼ 0, (8 k0 2
½k; kþ �k�). This gives

KðtÞ ¼ i@
Z
½1� �Pðk; tÞ�j _’ðk; tÞih’ðk; tÞjdk: (7)

The unitary transformation AþðsÞ carries the vectors and
operators of the Schrödinger ‘‘representation’’ over the
vectors and operators of a new ‘‘representation,’’ the ‘‘ro-
tating axis representation.’’ The observable HðsÞ is trans-
formed into HðAÞðsÞ ¼ AþðsÞHðsÞAðsÞ giving HðAÞðsÞ ¼R
Eðk; sÞj’ðk; 0Þih’ðk; 0Þjdk. Similarly, KðsÞ becomes

KðAÞðsÞ ¼ AþðsÞKðsÞAðsÞ. The operator �TðsÞ may be
written, with the initial condition �Tð0Þ ¼ I, as

�TðsÞ ¼
Z
e�ði=@ÞT�ðk;sÞj’ðk; 0Þih’ðk; 0Þjdk; (8)

where �ðk; sÞ ¼ R
s
0 Eðk; s0Þds0. The demonstration of (4) is

equivalent to showing that ½WðsÞ; �Pðk; 0Þ� ¼ 0. To prove
this result, we insert UTðsÞ in the evolution equation
i@@UTðsÞ=@s ¼ THðsÞUTðsÞ. This gives the equation sat-
isfied by the unitary operator W in its integral form

WðsÞ ¼ I þ i

@
FðsÞWðsÞ þ 1

@
2

Z s

0
Fðs0Þ �KðsÞWðs0Þds0; (9)

taking into account the equation i@@WðsÞ=@s ¼ �KðsÞWðsÞ
and FðsÞ¼R

s
0
�Kðs0Þds0 where �KðsÞ ¼ �þ

T ðsÞKðAÞðsÞ�TðsÞ.
We are going to show that FðsÞ is a sum of oscillating
functions whose frequencies increase indefinitely with T,
and consequently, the two last terms on the right-hand side
of the equation (9) tend to zero when T ! 1. Any operator
[and in particular FðsÞ] admits the following decomposi-
tion FðsÞ¼RR

Fðk;k0;sÞdkdk0 ¼R
s
0Pðk;0Þ �Kðs0ÞPðk0;0Þds0,

where Pðk; 0Þ ¼ I is the projector. Using (8), we obtain

Fðk; k0; sÞ ¼
Z s

0
exp

�
i

@
T½�ðk; s0Þ � �ðk0; s0Þ�

�

� KðAÞðk; k0; s0Þds0 (10)

where k0 =2 ½k; kþ �k�, because for k0 2 ½k; kþ �k�, the
Fðk; k0; sÞ vanish (see the condition stated above).

KðAÞðk; k0; s0Þ is a continuous function of s independent of
T. The phase of the exponential, however, does depend on
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T, and Fðk; k0; sÞ is therefore of the formR
s
0 e

iT�ðs0Þ=@fðs0Þds0, where f is a continuous function and

� is a continuous monotonic function. Such an integral is
known to go to zero when T ! 1. In conclusion, when
T ! 1 we have FðsÞ ¼ Oð1=TÞ. Since the two last terms
in Eq. (9) contain the factor FðsÞ, then for T ! 1 and from
UTðsÞ ¼ AðsÞ�TðsÞWðsÞ, we obtain

UTðsÞ ’ AðsÞ�TðsÞ
�
I þO

�
1

T

��
: (11)

Finally, (8) implies �TðsÞ�Pðk; 0Þ ¼ �Pðk; 0Þ�TðsÞ and
hence AðsÞ�TðsÞ�Pðk;0Þ¼AðsÞ�Pðk;0Þ�TðsÞ¼�Pðk;sÞ�
AðsÞ�TðsÞ. This concludes the proof of the AT (4). j

If T is sufficiently large, we can, in first approximation,
replace Uðt1; t0Þ by its asymptotic form:

Uðt1; t0Þ ¼ UTð1Þ ’ Að1Þ�Tð1Þ: (12)

This is called the AA. If the initial normalized state is
j’ðk0; 0Þi, then under this approximation,
Uðt1; t0Þj’ðk0; 0Þi � Að1Þ�Tð1Þj’ðk0; 0Þi. To determine

the validity of the AA for a given process, we can estimate
the error by computing the probability � ¼
h’ðk0; 0ÞjWþð1ÞQ0Wð1Þj’ðk0; 0Þi of finding the system at
time t1 in a state different from Að1Þ�Tð1Þj’ðk0; 0Þi, where
Q0 ¼ I � �Pðk0; 0Þ. Solving (9) iteratively and keeping
only the first order term, we find

� � 1

@
2

Z
k=2½k0;k0þ�k0�

jh’ðk0; 0ÞjFð1Þj’ðk; 0Þij2dk: (13)

Hence, the AA is applicable when �� 1. This condi-
tion is not easy to verify in practice because in general we
do not have enough explicit information about the operator
Fð1Þ. A different way of writing �� 1, more amenable to
interpretation, is to define a normalized time through the
variable transformation t ¼ t0 þ sT (0 � s � 1), and the
initial normalized state j’ðk0; t0Þi of Hðt0Þ with the eigen-
value Eðk0; t0Þ. Then, using (7) and (10) and performing
the change s! t in (13) yields

� � 1

@
2

Z
k=2½k0;k0þ�k0�

��������i@
Z t1

t0

e
ði=@Þ

R
t

t0
½Eðk0;t0Þ�Eðk;t0Þ�dt0 h’ðk0; tÞj _’ðk; tÞidt

��������
2

dk: (14)

The condition �� 1 is, therefore, in most cases, certainly
satisfied if

max
k=2½k0;k0þ�k0�

jh’ðk0;tÞj _’ðk;tÞij

� min
k=2½k0;k0þ�k0�

jEðk0;t0Þ�Eðk;t0Þj; 8 t2½t0; t1�; (15)

with max and min taken over all k =2 ½k0; k0 þ �k0�.
Condition (15) may be taken as a criterion for the validity
of the AA in the case of a CS. This estimate of the AA
could not be derived if using the Avron-Elgart’s approach
[7] as mentioned earlier.

The question arises: is there a GP for a CS? This case
was raised for the first time by R.G. Newton [13] who
looks at the S matrix as a GP factor. Newton introduced
what may be called the noninteraction picture to get the GP
factor in the CS. G. Ghosh [13] extends the AA to the
continuous spectra like an ansatz.

In order to derive the GP for the nondegenerate CS, we
insert (5) in the Schrödinger equation (1) and we multiply
the resulting equation by

Rþ1
�1h’ðk00; tÞjdk00, since k can

sweep all the possible values and the intervals �k should be
small (�k! 0) the equality between integrals implies the
equality between integrands, this yields

CkðtÞ ¼ �ðk0 � kÞ
� e

�
R
t

t0
½ði=@ÞEðk0;t0Þþ

Rþ1
�1 dk

00h’ðk00;t0Þjð@=@t0Þj’ðk0;t0Þi�dt0
;

(16)

hence, the adiabatic solution of the time-dependent
Schrödinger equation (1) is

j ðk; tÞi ¼ eði=@Þ½��Dðk;tÞþ�Gðk;tÞ�j’ðk; tÞi; (17)

where �Dðk; tÞ is the familiar dynamical phase factor, and

�Gðk; tÞ ¼
Z t

t0

Z þ1

�1
h’ðk0; t0Þji@ @

@t0
j’ðk; t0Þidt0dk0; (18)

is the generalized GP which embodies another central
result of this Letter. Note that all properties of the GP in
discrete case are fulfilled by the generalized GP �Gðk; tÞ
(18) for the continuous case.
We now want to analyze the nature of the phase (18)

through examples. Our first case is the Dirac equation in a
time-dependent electromagnetic field where the Hermitian
time-dependent Dirac Hamiltonian defined in a 4-
dimensional Hilbert space spanned by the two-dimensional
basis state j1i and j2i can be written

HDðtÞ ¼ mðtÞc2½j1ih1j � j2ih2j� þ c�3½p� fðtÞ�j1ih2j
þ c�3½p� f�ðtÞ�j2ih1j (19)

p is the momentum operator, the mass mðtÞ and fðtÞ are
periodic slow functions of time, �3 is the 2� 2 standard
Pauli matrix. At any time t, the instantaneous eigenstates
(normalized to � function) of the Hamiltonian (19) are

j’	ðz;k;tÞi¼
�

c�3gðk;tÞffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi½mðtÞc2
@!ðk;tÞ�2þjgðk;tÞj2c2p j1i

þ mðtÞc2
@!ðk;tÞffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi½mðtÞc2
@!ðk;tÞ�2þjgðk;tÞj2c2p j2i
�

�e
ði=@Þkzffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2�@

p (20)

and correspond to the eigenvalues 	@!ðk; tÞ where

@!ðk; tÞ ¼ c
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
m2ðtÞc2 þ jgðk; tÞj2p

and gðk; tÞ ¼ fðtÞ � k.
Substituting (20) in Eq. (18) and using of the following
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representation of the adiabatic parameters ½RefðtÞ �
k�c ¼ @! sin� cos’, ImfðtÞc ¼ @! sin� sin’ and
mðtÞc2 ¼ @! cos�; !, �, and ’ are now chosen as time-
dependent adiabatic quantities, we find that the generalized
GP is nothing but the solid angle �Gðk;CÞ ¼ � @

2� sub-

tended by the circuit C when seen from (k, 0, 0) in [RefðtÞ,
ImfðtÞ, mðtÞc] space.

Our next example is the geometrical aspect of the S
matrix: A very general way of looking at the S matrix as
a GP factor has been implicitly provided by Newton [13],
where the expression for GP looks strikingly similar to the
equation of the wave operator in the interaction picture.
This leads Newton to conclude that the Smatrix appears in
geometric phase as an expression of the adiabatic switch-
ing on and off of the interaction. Here, we show explicitly
that, in the case of an elastic scattering, the generalized GP
(18) is nothing but the diagonal element of the S matrix.

The state vector j ðtÞi ¼ Uðt; t0Þj ðt0Þi of the given
physical system is assumed to satisfy the Schrödinger
equation (1), Uðt; t0Þ being the unitary evolution operator
associated to the Hamiltonian operator HðtÞ. In order to
solve Eq. (1) under the adiabatic assumption, we assume
that the Hamiltonian can be split into two parts HðtÞ ¼
H0 þ VðtÞ so that H0 represents the noninteracting parti-
cles Hamiltonian . In other words, H0 represents the free
Hamiltonian operator whose eigenstates in the CS are
defined as H0j’FðkÞi ¼ EðkÞj’FðkÞi. For the present, we
have primarily elastic scattering in mind, and we may think
of VðtÞ as the time-dependent potential of interaction. We
assume that VðtÞ varies slowly in time with VðtÞ � 0 for
t0 < t < t1.

In scattering problems, we are interested in calculating
transition amplitudes between states j’FðkÞi (F stands for
free evolution). The system initially in the state
j ð�1Þi ¼ j’Fðk0Þi evolves freely towards the interac-
tion region under the action of the free Hamiltonian H0.
Expansion of the adiabatic evolved state j ðtÞi (17) on the
basis of the instantaneous eigenstates j’FðkÞi of H0 leads
to the matrix elements of the evolution operator Uðt; t0Þ in
the basis fj’FðkÞig

h’FðkÞjUðt; t0Þj’Fðk0Þi
¼ eði=@Þ½��Dðk0;tÞþ�Gðk0;tÞ�h’FðkÞj’ðk0; tÞi: (21)

In the interaction picture ~Uðt; t0Þ ¼ e
i
@
ðt�t0ÞH0Uðt; t0Þ, the

corresponding matrix elements of ~U between the eigen-
states of the unperturbed Hamiltonian H0 satisfy

h’FðkÞj ~Uðt; t0Þj’Fðk0Þi
¼ e

ði=@Þ½��Dðk0;tÞþ
R
t

t0
EðkÞdt0þ�Gðk0;tÞ�h’FðkÞj’ðk0; tÞi: (22)

As expected, the initial (t � t0) and final (t � t1) eigen-
states of the free Hamiltonian H0 are identical, i.e.,
j’Fðk0; t � t1Þi ¼ j’FðkÞi. By pushing the initial time
into the distant past, i.e., t0 ! �1, similarly t! 1 sig-
nals that the scattering process is complete, we obtain the
scattering matrix or S matrix

h’FðkÞjSj’Fðk0Þi¼�ðk�k0Þexp
�
i

@
�Gðk0;þ1Þ

�
: (23)

On the basis of this comparison, we may conclude that
after the Hamiltonian completes an adiabatic circuit from
H0 via HðtÞ back to H0, the state which initially was given
by j’FðkÞi has gone over into a new state that differs from
it by a multiplicative factor Sk which is the eigenvalue of
the unitary Smatrix; it is related to the generalized GP (18)
by Sk ¼ exp½i

@
�Gðk;þ1Þ�.
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By defining “a virtual gap” for the continuous spectrum through the notion of eigendifferential �Weyl’s
packet� and using the differential projector operator, we present a rigorous demonstration and discussion of the
quantum adiabatic theorem and the validity condition of the adiabatic approximation for systems having a
nondegenerate continuous spectrum. We show that a quantal system in an eigenstate, of operators with a
continuous nondegenerate eigenvalue spectrum, slowly transported around a closed curve C by varying pa-
rameters in its Hamiltonian, will acquire a generalized geometrical phase factor where an explicit formula is
derived in terms of the eigenstates of the Hamiltonian. Examples are given for illustration.
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I. INTRODUCTION

The adiabatic theorem is one of the basic results in quan-
tum theory �1,2�. It is concerned with quantum systems de-
scribed by an explicitly, but slowly, time-dependent Hamil-
tonian. This adiabatic theorem concerns states ���t��
satisfying the time-dependent Schrödinger equation

i�
�

�t
���t�� = H„X� �t�…���t�� , �1�

and asserts that if a quantum system with a time-dependent

nondegenerate Hamiltonian H(X� �t�) is initially in the nth

eigenstates of H(X� �0�), and if H(X� �t�) evolves slowly
enough, then the state at time t will remain in the nth instan-

taneous eigenstates of H(X� �t�) up to a multiplicative phase
factor �n�t�. The explicit time dependence of the Hamil-
tonian stems in some applications from the time dependence
of external parameters such as electric field, which is slowly
turned on. However, often the slowly varying parameters
come from an idealization of the coupling to another quan-
tum system. The idealization consists in prescribing the time-
dependent configuration of the other system in the full quan-
tum system Hamiltonian. There are several points of view for
a discussion of the quantum adiabatic theorem; each one
offers interesting insight. As Kato �2� has pointed out, the
contents of the adiabatic theorem embody two parts: first, the
existence of a virtual change of the system, which may be
called an adiabatic transformation, and, second, the dynami-
cal transformation of the system goes over to an adiabatic
transformation in the limit when the change of the Hamil-
tonian is infinitely slow. The adiabatic theorem proof given
by Born and Fock �1�, although very general, is still re-
stricted by the assumption of considering the purely discrete
and nondegenerate Hamiltonian’s spectrum, except for acci-
dental degeneracy caused by crossing. These limitations are
rather artificial from the physical point of view and should be
removed from Kato’s derivation of the adiabatic theorem.
Several authors �3� had formally extended the Kato’s results
on the approximate validity of the adiabatic theorem when
the time T, during which the approximation takes place, is
large but finite. Nenciu �4� demonstrated the adiabatic theo-

rem for bounded Hamiltonians. Later, Avron and Elgart �5�
showed that the adiabatic theorem holds for unbounded
Hamiltonians as well and applied it to deal with the quantum
Hall effect.

Let us simply recall here that the works following that of
Born and Fock �1� by Kato �2�, Garrido �3�, Nenciu �4�, and
Avron et al. �4� have led to a formulation of the adiabatic
theorem under the usual gap assumption gnm�t�=En�t�
−Em�t�, between levels n and m. One may then state that
a general validity condition for adiabatic behavior is well
controlled as follows: the larger is the quantity
min0�t�T,m�gnm�t�� the smaller will be the transition probabil-
ity.

Despite the existence of extensive literature on rigorous
proofs of estimates needed to justify the adiabatic approxi-
mation �2,4–6�, doubts have been raised about its validity �7�
leading to confusion about the precise condition needed to
use it �8�. In part, this is because some papers emphasize
different aspects, such as the asymptotic expansion, the re-
placement of the requirement of nondegenerate ground state
by a spectral projection separated from the rest of the spec-
trum, dependence of first order estimates on the spectral gap,
and even extensions to systems without a gap.

Adiabatic theorem without gap conditions is known to be
true �5�, however, in general, no estimates on the error terms
are available. Avron and Elgart have shown in Ref. �5� that
the adiabatic theorem holds provided the spectral projection
is of finite rank independently of any spectral considerations.
A similar result was proven by Bornemann �9� for discrete
Hamiltonian when the set of eigenvalue crossings is of mea-
sure zero in time. The limitation of these approaches is that,
in general, no estimate can be made on the rate at which the
adiabatic regime is attained �5�.

The gap condition is generally associated to spectral sta-
bilities. Consequently, the situation where the gap does not
exist will lead to spectral instabilities. Thus it is difficult to
establish smooth spectral projections, which is a necessary
condition for the validity of the adiabatic theorem in the
practical applications. In fact, the generalized adiabatic theo-
rem, according to Avron and Elgart’s approach �5�, is much
more appropriate for the systems without a gap condition and
which have a discrete origin.
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There has been a sudden regain of interest in the adiabatic
theorem for itself among physicists when in 1984, Berry �10�
pointed out that if it was applied to Hamiltonians confined to
discrete spectrum, whose parameters vary slowly in time,

satisfying H(X� �t1�)=H(X� �t2�), it could generate a geometri-

cal phase factor e�n
B
. This is a part from the familiar dynami-

cal phase factor e−�i/���En�t�dt associated with the time evolu-
tion of the state being so transported with instantaneous
eigenenergy En�t�, depending only on the curve C, which has
been followed in the parameter space. The question arises: Is
there a geometrical phase for a continuous spectrum? This
case was raised for the first time by Newton �13� who looks
at the S matrix as a geometrical phase factor. Newton �13�
introduced what may be called the noninteraction picture to
get the geometric phase factor in the continuous spectrum. In
order to reinterpret the usual scattering phase shift as an adia-
batic phase in the spirit of the original investigation of Berry,
Ghosh �14� extends the adiabatic approximation to the con-
tinuous spectra such as an ansatz and confines himself to one
dimensional scattering with negligible reflection. Because
the states are not normalizable and gauge invariance is lost,
Ghosh �14� showed that the phase shift can be expanded in a
series of reparametrization invariant terms.

And more recently, the adiabatic theorem has renewed its
importance in the context of quantum control �11�, for ex-
ample, concerning adiabatic passage between atomic energy
levels, as well as for adiabatic quantum computation �12�.

In this paper �i� we present a straightforward, yet rigor-
ous, proof of the adiabatic theorem and adiabatic approxima-
tion for systems whose Hamiltonians have a completely con-
tinuous spectrum supposed nondegenerated for reasons of
simplicity and which check a certain number of conditions,
which will be given later on; �ii� we give a generalization of
the geometrical phase; and �iii� we apply this theory to three
physical examples: a Dirac particle in a time-dependent elec-
tromagnetic field, a relation between the geometrical phase
and the S matrix, and the unidimensional reflectionless po-
tential.

The state ���t�� of the system evolves according to the
Schrödinger equation �1�. At any instant, the natural basis
consists of eigenstates ���k , t�� �assumed continuous� of

H(X� �t�), that satisfy

H„X� �t�…���k,t�� = E�k,t����k,t�� , �2�

with energies E�k , t�.
In the case of continuous spectrum we cannot numerate

eigenvalues and eigenfunctions; they are characterized by the
value of the physical quantity in the corresponding state.
Although the eigenfunctions ��k , t� of the operators with
continuous spectra cannot be normalized in the usual manner
as is done for the functions of discrete spectra, one can con-
struct with the ��k , t� new quantities—the Weyl eigendiffer-
entials (wave packets)—�15� which possess the properties of
the eigenfunction of discrete spectrum. The eigendifferentials
are defined by the equation

����k,t�� = �
k

k+�k

���k�,t��dk�. �3�

They divide up the continuous spectrum of the eigenvalues
into finite but sufficiently small discrete regions of size �k
�see Fig. 1�.

The eigendifferential �3� is a special wave packet, which
has only a finite extension in space; hence, it vanishes at
infinity and therefore can be seen in analogy to bound states.
Furthermore, because the �� have finite spatial extension,
they can be normalized. Then in the limit �k→0, a mean-
ingful normalization of the function � themselves follows:
the normalization on � functions.

For �k, a small connected range of value of the parameter
k �this corresponds to a group of “neighboring” states; see
Fig. 1�, the operator

�P�k,t� = �
k

k+�k

���k�,t��	��k�,t��dk� �4�

represents the projector �the differential projection operator
�16�� onto those states contained in the interval and charac-
terized by the values of the parameter k within the range of
values �k. The action of �P�k , t� on a wave function ���t�� is
defined by

�P�k,t����t�� = �
k

k+�k

C�k�,t����k�,t��dk�. �5�

The application of the differential projection operator
�P�k , t� causes thus the projection of the wave function onto
the domain of states ��k , t�, which is characterized by k val-
ues within the �k interval. Before proceeding further, we
give the statement of the adiabatic theorem.

II. GENERALIZED ADIABATIC THEOREM

Let us call UT�s� the evolution operator, where s is the
fictitious time and T is the time interval during which the
evolution of the system takes place,

FIG. 1. Decomposition of the continuous spectrum.
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i�
�

�s
UT�s� = TH�s�UT�s� , �6�

where the slowly time-dependent Hamiltonian H�s�
=�E�k ,s����k ,s��	��k ,s��dk, 0�s�1, has a purely continu-
ous spectrum E�k ,s�.

If the following conditions are fulfilled:
�i� As mentioned earlier �see Fig. 1� the continuous spec-

trum is divided into discrete regions of size �k. We must
define or create a gap of energy for the continuous spectrum;
in other words, the size �k is chosen so that

�E�k,s� − E�k�,s�� �
1

T
, ∀ k� � �k,k + �k� . �7�

�ii� We assume that the eigenvalues are piecewise differ-
entiable in the parameter s, and there is no level crossing �see
Fig. 2� throughout the transition, i.e.,

E�k�,s� � E�k�,s�, s � �0,1� ,

k� � �k,k + �k�, k� � �k,k + �k� . �8�

�iii� The derivatives �
�s�P�k ,s� and �2

�s2 �P�k ,s� are well
defined and continuous in the interval 0�s�1.

Under these conditions it is possible to prove the adiabatic
theorem:

Theorem. If the quantum system with time-dependent
Hamiltonian having a nondegenerate continuous spectrum is
initially in an eigenstate ���k ,0�� of H�0� and if H�s� evolves
slowly enough, then the state of the system at any time s will
remain in the interval �k ,k+�k�.

The adiabatic theorem can be formally written, at the first
order, in terms of the evolution operator as

lim
T→	

U�s��P�k,0� = �P�k,s� lim
T→	

U�s� + O
 1

T
� ∀ k .

�9�

Notice that if, initially, the system is in the state ���k ,0��
so that H�0����k ,0��=E�k ,0����k ,0�� and expanding an ar-
bitrary state vector on the basis of the instantaneous quasi-
eigenfunction, then Eq. �9� implies that

lim
T→	

U�s����k,0�� = �P�k,s� lim
T→	

U�s����k,0�� , �10�

and in the limit T→	 the state

���k,s�� = U�s����k,0�� = �
k

k+�k

C�k�,s����k�,s��dk�

�11�

belongs to the subspace generated by the states ���k ,s�� per-
taining to the interval �k ,k+�k�.

Proof. The demonstration that we present follows the
same approach developed in Ref. �16� for the discrete case
and it consists of three steps: first we change to the evolution
picture where the Hamiltonian has time-dependent spectral
projections; i.e., we go over to a time-dependent reference
frame following the axes which diagonalize H�s�. In this
picture, the time evolution generator contains an immedi-
ately integrable contribution, which we eliminate by going
over to a second picture, and finally one shows that the re-
maining evolution operator differs from identity by terms
O�1 /T�.

To do this, we introduce a unitary operator A�s� having
the property

�P�k,s� = A�s��P�k,0�A+�s� ∀ k � R . �12�

It is completely defined by the initial condition A�0�= I and
the differential equation

i�
�

�s
A�s� = K�s�A�s� . �13�

The operator K�s� obeys the following commutation relation:

i�
�

�s
�P�k,s� = �K�s�,�P�k,s�� , �14�

and is determined without ambiguity if we add the following
supplementary condition:

	��k,t��K�t����k�,t�� = 0, ∀ k� � �k,k + �k� , �15�

an equation that yields the following expression:

K�t� = i�� �1 − �P�k,t����̇�k,t��	��k,t��dk . �16�

The unitary transformation A+�s� carries the vectors and op-
erators of the Schrödinger “representation” over the vectors
and operators of a new representation, the “rotating axis rep-
resentation.” The evolution operator in this new representa-
tion U�A��s�=A+�s�UT�s� verifies the following equation:

i�
�

�s
U�A��s� = �TH�A��s� − K�A��s��U�A��s�, U�A��0� = I ,

�17�

where

H�A��s� = A+�s�H�s�A�s� =� E�k,s����k,0��	��k,0��dk ,

�18�

and

FIG. 2. Evolution of a range of energy of width �k as a function
of time.
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K�A��s� = A+�s�K�s�A�s� . �19�

Since H�A��s� and K�A��s� are T independent, it is to be ex-
pected that in the T→	 limit the first term of the right-hand
side in Eq. �17� dominates. We can approximately solve such
an equation in which we go over to a time-dependent refer-
ence frame following the axis which diagonalizes H�A��s�.
We define 
T�s� via

i�
�

�s

T�s� = TH�A��s�
T�s� , �20�

in which the solution may be written, with the initial condi-
tion 
T�0�= I, as


T�s� =� exp�−
iT��k,s�

�

���k,0��	��k,0��dk , �21�

where ��k ,s�=�0
sE�k ,s��ds�. If, as we will see immediately,

U�A��s� tends toward 
T�s� for large T, we will have approxi-
mately

UT�s� �
T→	

A�s�
T�s� . �22�

We go over to a second picture and we show that
the remaining evolution operator differs from the identity
by terms O� 1

T �. Thus, we change to a last picture with opera-

tor W�s��
T
+�s�A+�s�UT�s�, and ��� generator K̄ �s�

=
T
+�s�A+�s�K�s�A�s�
T�s�.

i�
�

�s
W�s� = K̄�s�W�s�, W�0� = I , �23�

equivalent to the integral equation

W�s� = I +
i

�
�

0

s

K̄�s��W�s��ds�. �24�

Now, we prove that in the limit T→	, W�s�= I+O� 1
T �. We

begin by considering the operator F�s�=�0
s K̄�s��ds�. Any op-

erator �and, in particular, F�s�� admits the following decom-
position:

F�s� =� � F�k,k�,s�dkdk�

= �
0

s � � 	��k,0��K̄�s�����k�,0�����k,0��


	��k�,0��dkdk�ds�. �25�

Using Eq. �21� we obtain

F�k,k�,s� = �
0

s

exp� iT���k,s�� − ��k�,s���
�


K�A�


�k,k�,s��ds�, k� � �k,k + �k� , �26�

an expression in which we have introduced the condition
k�� �k ,k+�k� because, from Eq. �15�, we deduce
F�k ,k� ,s�=0 for k�� �k ,k+�k�.

Let k�� �k ,k+�k�, since K�A��k ,k�s�� is a continuous

function of s, our assumption implies that ��k ,s��
−��k� ,s�� is a continuous nonvanishing monotonic function
of s; after integrating Eq. �26� by parts we obtain

F�k,k�,s� =
�

iT�exp� iT���k,s�� − ��k�,s���
�




� K�A��k,k�s��

E�k,s�� − E�k�,s��
�

0

s

− �
0

s

exp� iT���k,s�� − ��k�,s���
�






�

�s�
K�A��k,k�s��

E�k,s�� − E�k�,s��
ds�� . �27�

Hence, according to the condition �7�, F�k ,k� ,s� �k�� �k ,k
+�k�� asymptotically converges toward 0 as 1

T . Summariz-
ing, as T→	 we have

F�s� = O
 1

T
� . �28�

Using Eq. �23�, integration by parts turns Eq. �24� into

W�s� = I +
i

�
F�s�W�s� +

1

�2�
0

s

F�s��K̄�s�W�s��ds�,

�29�

since the last two terms in this equation contain the factor
F�s�, then for T→	 and from UT�s�=A�s�
T�s�W�s� we ob-
tain

UT�s� � A�s�
T�s��I + O
 1

T
�
 . �30�

Finally, Eq. �21� implies 
T�s��P�k ,0�=�P�k ,0�
T�s�
and hence A�s�
T�s��P�k ,0�=A�s��P�k ,0�
T�s�
=�P�k ,s�A�s�
T�s�. This concludes the proof of the adia-
batic theorem �9�. �

In the next section, we will show how to obtain the con-
ditions in guaranteeing the validity of the adiabatic approxi-
mation.

III. ADIABATIC APPROXIMATION

If T is sufficiently large, we can, in first approximation,
replace U�t1 , t0� by its asymptotic form as follows:

U�t1,t0� = UT�1� � A�1�
T�1� . �31�

This is called the adiabatic approximation. If the initial nor-
malized state is ���k0 ,0��, under this approximation
U�t1 , t0����k0 ,0���A�1�
T�1����k0 ,0��. To determine the
validity of the adiabatic approximation for a given process,
we can estimate the error by computing the probability � of
finding the system at time t1 in a state different from
A�1�
T�1����k0 ,0��
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� = 	��k0,0��U+�t1,t0�A�1�
T�1�Q0A+�1�
T
+�1�


U�t1,t0����k0,0�� , �32�

where Q0= I−�P�k0 ,0�. This quantity may be rewritten as

� = 	��k0,0��W+�1�Q0W�1����k0,0�� . �33�

Solving Eq. �24� iteratively and keeping only the first order
term, we find

� �
1

�2 	��k0,0��F+�1�Q0F�1����k0,0��

=
1

�2�
k��k0,k0+�k0�

�	��k0,0��F�1����k,0���2dk . �34�

Hence, the adiabatic approximation is applicable when
��1. This condition is not easy to verify in practice, be-
cause in general we do not have enough explicit information
about the operator F�1�. A different way of writing ��1,
more amenable to interpretation, is to define a normalized
time through the variable transformation t= t0+sT�0�s�1�,
and the initial normalized state ���k0 , t0�� of H�t0� with the
eigenvalue E�k0 , t0�. Then, using Eqs. �16� and �26� and per-
forming the change s→ t in Eq. �34� yields

	��k0,t0��F�t1����k,t0��

= i��
t0

t1

exp� i

�
�

t0

t

�E�k0,t�� − E�k,t���dt��

 �	��k0,t���̇�k,t�� − 	��k0,t���P�k0,t���̇�k,t���dt .

�35�

Since 	��k0 , t���P�k0 , t���̇�k , t��=0 for k� �k0 ,k0+�k0�, Eq.
�34� may be recast as

� �
1

�2�
k��k0,k0+�k0�

�i��
t0

t1

exp� i

�
�

t0

t

�E�k0,t��

− E�k,t���dt��	��k0,t���̇�k,t��dt�2

dk , �36�

and the adiabatic approximation for ���k0 , t0�� holds only if

���k0→k,t�

= �i��
t0

t1

exp� i

�
�

t0

t

�E�k0,t�� − E�k,t���dt��

	��k0,t���̇�k,t��dt�2

� 1, ∀ k � �k0,k0 + �k0� .

�37�

The integral of Eq. �37� will be sufficiently small if the phase
of the integrated function vibrates fast enough and the am-
plitude of the integrated function is small enough, thus
���k0→k,t� is at the maximum

���k0→k,t� � max
t��t0,t1�

� �	��k0,t���̇�k,t��
E�k0,t�� − E�k,t��

�2

,

∀ k � �k0,k0 + �k0� . �38�

The condition ��1 is therefore, in most cases, certainly
satisfied if maxk��k0,k0+�k0����k0→k,t��1 or equivalently,

max
k��k0,k0+�k0�

�	��k0,t���̇�k,t���

� min
k��k0,k0+�k0�

�E�k0,t�� − E�k,t���, ∀ t � �t0,t1� ,

�39�

with max and min taken over all k� �k0 ,k0+�k0�. Condition
�39� may be taken as a criterion for the validity of the adia-
batic approximation in the case of a continuous spectrum.
This estimate of the adiabatic approximation could not be
made in the Avron-Elgart approach �5� as mentioned earlier.

IV. GENERALIZED GEOMETRICAL PHASE

The previous adiabatic theorem asserts that the evolved
eigenstate of a Hamiltonian at time t0,

���k,t0�� = ���k,t0�� , �40�

remains at any time t in the interval �k ,k+�k�.
In order to fully appreciate the meaning of the generalized

geometrical phase at the level of the adiabatic Hamiltonian,
one should recall the effect of a general time-dependent uni-
tary transformation of the Hilbert space. Let V�t� be such a
transformation and define the transformed state vectors as

��̃�k,t�� = V�t����k,t�� . �41�

The Schrödinger equation �1� defined by the original
Hamiltonian, becomes

i�
�

�t
��̃�k,t�� = H̃�t���̃�k,t�� , �42�

where the transformed Hamiltonian is

H̃�t� = V�t�H�t�V+�t� + i�
�V�t�

�t
V+�t� . �43�

Transformation �41� may be used to yield an exact solution
of the Schrödinger equation, if one can find a V�t� that makes
the transformed Schrödinger equation �42� easily solvable.

If one defines the unitary operator V�t� in the form

V�t� =� ���k,0��	��k,t��dk , �44�

it is easy to verify that

V�t�V+�t� =� ���k,0��	��k,0��dk = I . �45�

The computation of the terms in the product in Eq. �43� is
straightforward as follows:
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H̃�t� =� E�k,t����k,0��	��k,0��dk

−� � 	��k,t��i�
�

�t
���k�,t�����k,0��	��k�,0��dkdk�.

�46�

The resemblance of this equation to the gauge transforma-
tions of the gauge potential in non-Abelian gauge theories is
remarkable. Then by virtue of the condition �39�, one has

H̃�t� =� E�k,t����k,0��	��k,0��dk

−� dk�
k

k+�k

	��k,t��i�
�

�t
���k�,t�����k,0��	��k,0��dk�.

�47�

In arriving at Eq. �47� we have made use of the fact that
the quantity 	��k , t� � �̇�k� , t�� is proportional to the Dirac
delta function ��k−k�� �17,18� and therefore we can
immediately replace 	��k , t� � �̇�k� , t�����k ,0��	��k� ,0�� by
	��k , t� � �̇�k� , t�����k ,0��	��k ,0��. Note that the adiabatic
Hamiltonian �47� gives a familiar dynamical phase �D�k , t�
=− 1

��t0
t E�k , t��dt� and the generalized Berry phase �G�k , t�

for the continuous spectrum

�G�k,t� = �
t0

t

	���k,t���i�
�

�t�
���k,t���dt�. �48�

Note that all properties of the geometrical phase in dis-
crete case are fulfilled by the generalized geometrical phase
�48� for the continuous case. As the interval �k ,k+�k� is
located inside of the interval �−	 , +	� and the quantity
	��k , t� � �̇�k� , t�� is proportional to the Dirac delta function
��k−k��, we can write the generalized geometrical phase in
the following practical form:

�G�k,t� = �
t0

t �
−	

+	

	��k�,t���i�
�

�t�
���k,t���dt�dk�, �49�

which embodies another central result of this paper. We now
want to analyze the nature of the phase �49� through ex-
amples.

A. Relativistic spinning particle in an electromagnetic field

The Dirac Hamiltonian of a particle in a time-dependent
electromagnetic field �19,20� can be written in a four-
dimensional Hilbert space spanned by the two-dimensional
basis state �1� and �2� as

HD�t� = m�t�c2��1�	1� − �2�	2�� + c�3�p − f�t���1�	2�

+ c�3�p − f*�t���2�	1� , �50�

where p is the momentum operator, the mass m�t� and the
complex parameter f�t� are periodic slow functions of time,
and �3 is the 2
2 standard Pauli matrix. In this way ���t�� is
a four-dimensional spinor state. In fact, in the nonrelativistic
limit �19�, this Hamiltonian reduces to a Hamiltonian of a

charged particle interacting with an electromagnetic field in
the so-called dipole approximation, i.e., the vector potential
eA�t�=Re f�t� and the scalar potential eV�t�= Im f�t�

2m�t� are only
functions of time but do not depend on coordinates.

At any time t, the instantaneous eigenstates of the Hamil-
tonian, normalized to a �-Dirac function �50� are

����z,k,t�� = � c�3g�k,t�
��m�t�c2 � ���k,t��2 + �g�k,t��2c2

�1�

+
m�t�c2 � ���k,t�

��m�t�c2 � ���k,t��2 + �g�k,t��2c2
�2�� e�i/��kz

�2��
,

�51�

and correspond to the eigenvalues ����k , t�
= �c�m2�t�c2+ �g�k , t��2 and g�k , t�= f�t�−k.

Substituting Eq. �51� in Eq. �49� leads to

�G�k,t� =
i�c2

2
�

t0

t g*�k,t��ġ�k,t�� − ġ*�k,t��g�k,t��
�m�t�c2 � ���k,t��2 + �g�k,t��2c2dt�,

�52�

when we use the following representation of the adiabatic
parameters �Re f�t�−k�c=�� sin � cos �, Im f�t�c
=�� sin � sin �, and m�t�c2=�� cos �; �, �, and � are now
chosen as time-dependent adiabatic quantities. The general-
ized geometrical phase is nothing but the solid angle sub-
tended by the closed curve C when seen from �k ,0 ,0� in
�Re f�t�, Im f�t�, m�t�c� space �see Fig. 3�, i.e.,

�G�k,C� = −
�

2
� . �53�

B. Geometrical aspect of the S matrix

A very general way of looking at the S matrix as a geo-
metric phase factor has been implicitly provided by Newton
�13�, where the expression for a geometrical phase looks
strikingly similar to the equation of the wave operator in the
interaction picture. This leads Newton to conclude that the S
matrix appears in a geometric phase as an expression of the

FIG. 3. Solid angle subtended by the closed curve C.
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adiabatic switching on and off of the interaction. Here we
show explicitly that, in the case of an elastic scattering, the
generalized geometrical phase �49� is nothing but the diago-
nal element of the S matrix.

The state vector ���t��=U�t , t0����t0�� of the given physi-
cal system is assumed to satisfy the Schrödinger equation
�1�, U�t , t0� being the unitary evolution operator associated to
the Hamiltonian operator H�t�. In order to solve Eq. �1� un-
der the adiabatic assumption, we assume that the Hamil-
tonian can be split into two parts,

H�t� = H0 + V�t� , �54�

so that H0 represents the noninteracting particles Hamil-
tonian. In other words, H0 represents the free Hamiltonian
operator. For the present we have primarily elastic scattering
in mind, and we may think of V�t� as the time-dependent
potential of interaction. We assume that V�t� varies slowly in
time with

V�t� � 0, t0 � t � t1. �55�

In scattering problems, we are interested in calculating
transition amplitudes between states ��F�k�� �F stands for
free evolution�. The system initially in the state

���− 	�� = ��F�k0�� �56�

evolves freely towards the interaction region

���t�� = exp�−
i

�
�

−	

t�t0

E�k0�dt�
��F�k0�� , �57�

under the action of the free Hamiltonian H0 whose eigen-
states in the continuous spectrum are defined as

H0��F�k�� = E�k���F�k�� . �58�

Let us now expand the state vector ���t�� on the basis of
the instantaneous eigenstates ���k , t�� of H�t� in the continu-
ous spectrum

���t�� =� Cad�k,t����k,t��dk �59�

�where ad stands for adiabatic evolution�. By using the re-
sults of the third section of this paper, one can easily find

Cad�k�,t� = ��k� − k�exp�− �
t0

t 
 i

�
E�k�,t��

+ 	���k,t���
�

�t�
���k�,t����dt�
, k� � �k,k + �k� .

�60�

Expansion of ���t�� on the basis of the instantaneous
eigenstates ��F�k�� of H0 leads to

���t�� =� CF�k,t���F�k��dk , �61�

from which we may conclude by comparison with Eq. �59�
that

CF�k,t� =� Cad�k�,t�	�F�k����k�,t��dk�, �62�

with the initial condition �56�, i.e., CF�k ,−	�=��k−k0�.
The coefficients CF�k , t� represent the matrix elements of

the evolution operator U�t , t0� in the basis ���F�k���,

CF�k,t� = exp�−
i

�
�

−	

t

E�k0�dt�
	�F�k��U�t,t0���F�k0�� .

�63�

In the interaction picture, the solution of the Schrödinger
equation is transformed to

��̃�t�� = exp� i

�
H0�t − t0�
���t�� . �64�

The corresponding evolution operator Ũ�t , t0� is related to
the time-dependent unitary operator U�t , t0� by

Ũ�t,t0� = exp� i

�
H0�t − t0�
U�t,t0� . �65�

It is easily verified that, using Eqs. �63� and �64�, the
matrix elements of this time-dependent operator between the
eigenstates of the unperturbed Hamiltonian H0 satisfy

	�F�k��Ũ�t,t0���F�k0��

= CF�k,t�exp� i

�

E�k��t − t0� + �

−	

t0

E�k0�dt��
 .

�66�

Let us now insert Eq. �60� in Eq. �62�. This yields, taking
into account that the collision is elastic and the initial condi-
tion �56�,

CF�k,t� = 	�F�k����k0,t��exp�−
i

�
E�k0��t − t0�

− �
t0

t

	���k0,t���
�

�t�
���k0,t���dt�
 . �67�

A comparison of Eq. �66� with Eq. �67� reveals that

	�F�k��Ũ�t,t0���F�k0��

= 	�F�k����k0,t��exp� i

�
�

−	

t0

E�k0�dt�

− �
t0

t

	���k0,t���
�

�t�
���k0,t���dt�
 . �68�

As expected, the initial �t� t0� and final �t� t1� eigen-
states of the free Hamiltonian H0 are identical, i.e.,

��F�k0,t � t1�� = ��F�k�� . �69�

By pushing the initial time into the distant past, i.e., letting
t0→−	, similarly t→ +	 signals that the scattering process
is complete, and we obtain the scattering matrix or S matrix
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	�F�k��S��F�k0�� = 	�F�k�� lim
t→+	,t0→−	

Ũ�t,t0���F�k0��

= ��k − k0�exp� i

�
�G�k0, + 	�
 . �70�

On the basis of this comparison we may conclude that
after the Hamiltonian completes an adiabatic closed curve
from H0 via H�t� back to H0, the state which initially was
given by ��F�k , t0�� has gone over into a new state that differs
from it by a unitary transformation

S��F�k�� = Sk��F�k�� , �71�

where Sk is the eigenvalue of the unitary S matrix, and it is
related to the generalized geometrical phase �49� by

Sk = exp� i

�
�G�k, + 	�
 . �72�

This result expresses the geometric aspect of the S matrix
and represents the transmission amplitude t�k� �14�.

C. Scattering by a reflectionless potential

Our final example is the unidimensional potential

V�x,t� = −
�2k1

2

m„cosh�k1�x − x0�t���…2 , �73�

which is reflectionless for all values of the incident energy,
m is the particle’s mass, k1 is a constant, and x0�t� is a
slowly time-dependent function satisfying x0�t� =

t→�	
�	 �see

Fig. 4�.
We have introduced a parameter in the potential indicat-

ing its position in space so that a change in the parameter
displaces the potential bodily without any change of its
shape. In particular, the spectrum of eigenvalues is indepen-
dent of the value of this parameter. At time t=−	, the

particle is in the free state as a plane wave and the potential
is far to the right of it at x=	. Now the parameter is varied
so as to let the potential interact adiabatically with the par-
ticle and then recede to x=−	 at time t=	. We are left with
a plane wave with its phase shifted and proceeding to x=	.
The potential V�x , t� �73� has a single bound state of energy

Ek=k1
=−

�2k1
2

2m and whose exact positive energy solutions given
by

��x,k,x0�t�� = „ik − k1 tanh�k1�x − x0�t���…
eik·x

�2��k1 + ik�
,

�74�

are normalized in terms of the eigendifferentials �21�.
Inserting Eq. �74� in Eq. �49� we get

�G�k, + 	� =
2�k1k

k2 + k1
2 , �75�

which gives according to Eq. �72�,

Sk = t�k� = exp�2i
k1k0

k0
2 + k1

2
 = ei�0. �76�

This agrees with the results for the transmission amplitude
obtained by Ghosh �14� and is a good approximation for the
well known exact transmission amplitude �14�.

t�k� = exp�2i arctan
 k1

k
�
 = ei�, �77�

obtained in the time-independent case. Figure 5 illustrates
indeed a good agreement between the exact value � �solid
line� of the argument of the transmission amplitude and �0
�dashed line�, the value of the generalized geometrical phase.
The interval �−�2,�2� corresponds to a discrete spectrum
region.

FIG. 4. Potential positions in the course of time.
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FIG. 5. The geometrical phase for the reflectionless
potential.
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V. CONCLUSION

We have presented a simple and practical form of the
generalized adiabatic theorem. We have examined in a direct
manner its demonstration as well as the validity condition of
the adiabatic approximation, similar to the one used in the
discrete case. As it appears in the title, we give some appli-
cations of this adiabatic theorem, in particular, the generali-

zation of the geometrical Berry phase for the continuous
spectrum and its connection with the scattering matrix.
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We present a complete derivation of the exact evolution of quantum mechanics for the case when the
underlying spectrum is continuous. We base our discussion on the use of the Weyl eigendifferentials. We
show that a quantum system being in an eigenstate of an invariant will remain in the subspace generated
by the eigenstates of the invariant, thereby acquiring a generalized non-adiabatic or Aharonov–Anandan
geometric phase linked to the diagonal element of the S matrix. The modified Pöschl–Teller potential and
the time-dependent linear potential are worked out as illustrations.
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1. Introduction

Quantum geometric phase have been attracting significant re-
search interest in the recent 30 years. Berry [1] showed that, an
eigenstate of parameter-dependent Hamiltonian H( �X(t)) varying
adiabatically and cyclically acquires, besides the well-known dy-
namical phase e−ih̄−1 ∫

En(t)dt , a geometrical phase

γ G
n (C) =

∮
C

〈
ψn( �X)

∣∣ih̄−→∇ �X
∣∣ψn( �X)

〉
d �X, (1)

which depends essentially on the closed path C that has been fol-
lowed in the parameters space. As explained by Simon [2], the
geometrical transport, along C , that brings an initial eigenstate to
the evolved state, can be derived from the natural connection of
the line bundle. Later, the geometric phase was, generalized to the
cases of degenerate energy eigenstates by Wilczek and Zee [3].

Removing the adiabatic hypothesis, Aharonov and Anandan [4]
have reformulated and generalized Berry’s result and shown that
such a geometrical phase may appear for any state which is cyclic
with respect to some evolution. They defined their non-adiabatic
geometrical phase for the cyclic evolution in the projective Hilbert
space by removing the dynamical part, identified as the integral of

* Corresponding author. Tel.: +213 0 661571157; fax: +213 0 36926153.
E-mail address: S_yahiadz@yahoo.fr (Y. Saadi).
0375-9601/$ – see front matter © 2012 Elsevier B.V. All rights reserved.
doi:10.1016/j.physleta.2012.02.054
the expectation value of the Hamiltonian h̄−1 ∫ T
0 〈Ψ (t)|H(t)|Ψ (t)〉,

from the total phase ϕ . They showed that the geometrical phase
can be written in the form

βG =
T∫

0

〈
ψ̃(t)

∣∣i d

dt

∣∣ψ̃(t)
〉
dt, (2)

where |ψ̃(t)〉 = e−i f (t)|Ψ (t)〉 with f (T ) − f (0) = ϕ such that
|ψ̃(T )〉 = |ψ̃(0)〉. The cyclic states can be obtained as eigenstates
of a periodic invariant operator I(T ) = I(0) introduced by Lewis
and Riesenfeld [5]. In general, even for non-adiabatic, non-unitary
and non-cyclic evolutions, a reparametrization invariant phase can
be defined which is associated with a curve in the ray space [6,7].

In their classical paper on dynamical invariant I(t), Lewis and
Riesenfeld [5] are very close to discover the geometric phase.
They showed that for a quantal system characterized by a time-
dependent Hamiltonian H(t) and a Hermitian invariant operator
I(t), the eigenstate |φn(t)〉 of I(t) develops a global phase given by

h̄θn(t) =
t∫

0

〈
φn

(
t′)∣∣[ih̄

∂

∂t′ − H

]∣∣φn
(
t′)〉dt′, (3)

where

h̄θ
g
n (t) =

t∫ 〈
φn

(
t′)∣∣ih̄ ∂

∂t′
∣∣φn

(
t′)〉dt′, (4)
0

http://dx.doi.org/10.1016/j.physleta.2012.02.054
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http://www.elsevier.com/locate/pla
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has been interpreted as a non-adiabatic geometrical phase af-
ter Berry’s phase discovery. The correspondence of Berry’s phase
and Lewis–Riesenfeld phase has been pointed out by Morales [8]
for the case of quadratic Hamiltonians. Notice that Berry’s analy-
sis corresponds to the case where H(0) = I(0) (and an adiabatic
evolution) and the one of Aharonov–Anandan to the case I(0) =
|ψ̃(0)〉〈ψ̃(0)| (and a cyclic evolution).

Most of the works on both geometrical phase and the invariant
theory are confined to discrete spectra. In the case of continuous
spectra, such as in the scattering theory, Newton [9] within non-
interaction picture method revealed that its geometric phase factor
is connected to the S matrix. In order to reinterpret the usual scat-
tering phase shift as an adiabatic phase in the spirit of the original
investigation of Berry, Ghosh [10] extended the adiabatic approxi-
mation to the continuous spectra like an ansatz and confined the
derivation to a one-dimensional scattering problem with negligible
reflection.

Using the Weyl eigendifferentials [12,13]

∣∣δφk(t)
〉 =

k+δk∫
k

∣∣φk′(t)
〉
dk′ (5)

which in some sense “technically discretizes” the continuous spec-
trum and lays the basis for transferring all the concepts known for
discrete spectra to the continuous case, Maamache and Saadi [11]
have proved the adiabatic theorem for Hamiltonian systems with
continuous spectra and addressed the corresponding generalization
of the concept of the adiabatic Berry’s phase to the continuous
case

γ G
k (t) =

t∫
0

〈
δψk

(
t′)∣∣ih̄ ∂

∂t′
∣∣ψk

(
t′)〉dt′ (6)

(|ψk(t)〉 is an eigenstate of the instantaneous Hamiltonian) and
showed that the generalized geometrical phase is the diagonal
element of the S matrix, yielding a consistent picture. Very re-
cently, Liu and Yi [14] explored the geometric phase in the scat-
tering process by taking only the transmission process into ac-
count.

Important questions motivate our work: How could one treat
the time-dependent quantum problems for a continuous spectrum
and investigate the possibility of finding geometric phases related
to the invariant operator theory? Should the S matrix conserve its
geometric aspect without recourse to adiabaticity (i.e. in a cyclic
evolution)? The key idea in this Letter is the use of the Weyl eigen-
differentials in order to present a theoretical proof of the exact
quantum evolution for systems whose Hamiltonians and their in-
variants have a completely continuous spectrum supposed to be
non-degenerated. The expression for the obtained total phase is
expressed in terms of the eigenvectors of the invariant operator.
Once the generalization of the invariants theory is established, we
show, based on the cyclicity of the scattering problems, that the
geometric aspect of the S matrix is independent of the nature of
the time evolution of the system.

2. Exact evolution for continuous spectrum

2.1. Review of the discrete spectrum case

Let us recall that the general method to introduce the Lewis and
Riesenfeld theory, valid whatever the time dependence of the pa-
rameters, considers invariant operators. For a system specified by a
time-dependent Hamiltonian H(t), and a corresponding evolution
operator U (t), an invariant is an operator I(t) such that
dI

dt
= ∂ I

∂t
+ 1

ih̄
[I, H] = 0. (7)

We note that in view of Eq. (7) any dynamical invariant satisfies

I(t) = U (t)I(0)U−1(t). (8)

It possesses a remarkable property that any eigenstate |φn(0)〉 of
an invariant operator at time zero I(0) evolves continuously into
the corresponding eigenstate |φn(t)〉 of the invariant operator I(t)
at time t (each eigenstate is associated with the time-independent
eigenvalue λn),∣∣Ψn(t)

〉 = U (t)
∣∣φn(0)

〉 = eiθn(t)
∣∣φn(t)

〉
(9)

exactly as an eigenstate of the Hamiltonian does when the evo-
lution is adiabatic. It follows from the Schrödinger equation
(ih̄∂/∂t − H(t))|Ψn(t)〉 = 0 that the corresponding global phase
θn(t) satisfies the relation (3).

One way to describe the Lewis and Riesenfeld’s exact quantum
evolution is to introduce the concept of elementary projectors on
an eigenstate |φn(t)〉 of the invariant operator I(t)

Pn(t) = ∣∣φn(t)
〉〈
φn(t)

∣∣. (10)

It is easy to verify that each projector Pn(t) is therefore a constant
of motion, i.e., Pn(t) = U (t)Pn(0)U+(t), and the exact evolution
can be formally written, in terms of the evolution operator as

∀t: U (t)Pn(0) = Pn(t)U (t). (11)

Notice that if, initially, the system is in the eigenstate |φn(0)〉 so
that I(0)|φn(0)〉 = λn|φn(0)〉, then

Pn(0)
∣∣φn(0)

〉 = ∣∣φn(0)
〉

(12)

and (11) gives

U (t)
∣∣φn(0)

〉 = Pn(t)U (t)
∣∣φn(0)

〉
. (13)

2.2. Generalization to the continuous spectrum case

The Lewis and Riesenfeld theory in a continuous spectrum
was raised for the first time by Hartley and Ray [15] where
they extended this theory for a general Ermakov system to cases
where the invariant has continuous eigenvalues. They looked, as
an ansatz, at the eigenfunctions in a continuous spectrum |φk(t)〉
of the invariant operator I(t) and the solution |Ψk(t)〉 of the
Schrödinger equation in the form∣∣Ψk(t)

〉 = eiθk(t)
∣∣φk(t)

〉
. (14)

The limitation of the Hartley–Ray approach is that, in general,
there is no explicit formula of Lewis and Riesenfeld phase and
they didn’t deal with problems having continuous spectra of ori-
gin. In the following, we will show that (14) is a solution of the
Schrödinger equation, this has not been shown before in the con-
tinuous case.

To find the phase, usually most authors [16] will substitute the
solution (14) into the Schrödinger equation which leads to the fol-
lowing result

h̄
d

dt
θk(t)

∣∣φk(t)
〉 = [

ih̄
∂

∂t
− H

]∣∣φk(t)
〉
, (15)

and then project this equation onto the 〈φk(t)| (this proce-
dure is clearly parallel to that for the discrete case), it fol-
lows that the corresponding global phase θk(t) satisfies the rela-
tion h̄ d

dt θk(t)δ(0) = 〈φk(t)|[ih̄ ∂
∂t − H]|φk(t)〉 which is infinite, i.e.,

δ(0) = ∞. In fact, it’s well known and easily shown that the
term 〈φk(t)|[ih̄ ∂ − H]|φk′(t)〉 is a one-point support distribution,
∂t
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i.e. supp(〈φk(t)|[ih̄ ∂
∂t − H]|φk′(t)〉) = {k′} that can be written as∑

n Γn(k)δ(n)(k − k′) [17] which diverges when k = k′ and which
will lead to a finite result when integrated over k or k′ (for an
illustration see Appendix A).

Before proceeding further, we give the statement of the exact
quantum evolution. Given a time-dependent Hamiltonian system
H(t) with a continuous spectrum, it is possible to build a Hermi-
tian invariant operator I(t) verifying (7), such that its eigenvalues
λk are purely continuous and constants

I(t)
∣∣φk(t)

〉 = λk
∣∣φk(t)

〉
. (16)

Let us call U (t) the evolution operator associated to the time-
dependent Hamiltonian H(t). The evolution of the system obeys
to the Schrödinger equation

ih̄
∂

∂t

∣∣Ψk(t)
〉 = H(t)

∣∣Ψk(t)
〉
. (17)

It is easy to verify that each differential projection operator

δPk(t) =
k+δk∫
k

∣∣φk′(t)
〉〈
φk′(t)

∣∣dk′, (18)

δPk(t)
∣∣Ψ (t)

〉 =
k+δk∫
k

Ck′(t)
∣∣φk′(t)

〉
dk′ (19)

is therefore a constant of motion, i.e.,

δPk(t) = U (t)δPk(0)U+(t).

Under these conditions it is possible to state the exact quantum
evolution: “If the time-dependent quantum systems whose Hamiltoni-
ans and their invariants have a completely continuous non-degenerated
spectrum are initially in an eigenstate |φk(0)〉 of I(0) then the state
of the system at any time t will remain in the subspace generated by
the eigenstates |φk(t)〉 of I(t) pertaining to the interval [k,k + δk]”. In
other words, the exact evolution can be formally written in terms
of the evolution operator as

∀k, ∀t: U (t)δPk(0) = δPk(t)U (t). (20)

Notice that if, initially, the system is in the state |Ψk(0)〉 = |φk(0)〉,
then (20) implies that

δPk(t)U (t)
∣∣Ψk(0)

〉 = U (t)δPk(0)
∣∣Ψk(0)

〉
. (21)

Expanding an arbitrary state vector |Ψ (t)〉 on the basis of the in-
stantaneous quasi-eigenfunction of I(t) and using (19) we obtain

∣∣Ψk(t)
〉 =

k+δk∫
k

Ck′(t)
∣∣φk′(t)

〉
dk′; ∀k′ ∈ [k,k + δk], (22)

we see that the state |Ψk(t)〉 belongs to the subspace generated
by the states |φk(t)〉 pertaining to the interval [k,k + δk]. Inserting
(22) in the Schrödinger equation (17) and multiplying the obtained
result by 〈δφk(t)|, one finds

k+δk∫
k

Ck′(t)
〈
δφk(t)

∣∣[H(t) − ih̄
∂

∂t

]∣∣φk′(t)
〉
dk′ =

k+δk∫
k

ih̄
∂

∂t
Ck′(t)dk′.

(23)

Since k can sweep all the possible values and the intervals δk
should be small (δk → 0), the equality (23) between integrals im-
plies the equality between integrands which gives after integration
Ck′(t) = δ
(
k′ − k

)
exp

[
−i

t∫
0

dt′ 〈δφk
(
t′)∣∣1

h̄
H

(
t′) − i

∂

∂t′
∣∣φk′

(
t′)〉],

(24)

hence

∣∣Ψk(t)
〉 = exp

{
i

h̄
θk(t)

}∣∣φk(t)
〉
, (25)

where θk(t) is the global phase given by

θk(t) =
t∫

0

〈
δφk

(
t′)∣∣[ih̄

∂

∂t′ − H
(
t′)]∣∣φk

(
t′)〉dt′. (26)

This global phase is a generalization to any time evolution of the
result obtained in the case of adiabatic evolution in which the in-
variant eigenvectors |φk(t)〉 are replaced by the Hamiltonian eigen-
vectors and where the interval δk is inversely linked to the adia-
batic period T , a relation that ensures the adiabatic approximation
which is not the case here; indeed, δk is time independent and can
be freely chosen. Moreover, using the proprieties of the Dirac dis-
tribution, the integral included in the eigendifferential will ensure
the finite value of the new phase (see Appendix A), indeed,

θk(t) =
t∫

0

∫ 〈
φk′

(
t′)∣∣[ih̄

∂

∂t′ − H
(
t′)]∣∣φk

(
t′)〉dk′ dt′

=
t∫

0

∫ ∑
n

Γn(k, t)δ(n)
(
k − k′)dk′ dt′

=
t∫

0

∑
n

(−1)nΓ
(n)

n (k, t)dt′. (27)

The explicit formula of the global phase (26), not derived in
the Hartley–Ray approach [15] as mentioned earlier, shows that
the phase factor is not equal to the dynamical contribution h̄−1∫ t

0 〈δφk(t′)|H(t′)|φk(t′)〉dt′ , but acquires an additional geometric
contribution for the continuous spectrum

θG
k (t) =

t∫
0

〈
δφk

(
t′)∣∣ih̄ ∂

∂t′
∣∣φk

(
t′)〉dt′. (28)

It is furthermore important that all the properties of the geomet-
rical phase in the discrete case are fulfilled by the generalized
version (28).

3. Cyclic evolution and the S matrix

We will now show how this result gives the cyclic evolution. In
the discrete spectrum case, the quantity of main importance in the
study of the periodic systems, cyclic states and the accompanying
phases is the evolution operator U (t). For a T -periodic invariant
I(T ) = I(0) and T -periodic Hamiltonian H(T ) = H(0), the initial
state vectors |Ψn(0)〉 = |φn(0)〉 undergo cyclic evolutions∣∣Ψn(T )

〉 = eiθn(T )
∣∣φn(0)

〉
. (29)

Thus we can deal with the geometrical phase in the evolution
of an eigenspace of the invariant operator in the framework of
the Aharonov–Anandan phase theory. In the present case, each
eigenspace of the invariant operator is a ray in the Hilbert space
and hence is a point in the projective Hilbert space, so that the
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evolution of eigenspaces corresponds exactly to the evolution of
physical pure states. Choosing a time-dependent elementary pro-
jectors (10) on an eigenstate |φn(t)〉 of the invariant operator I(t)
such that |Ψn(t)〉〈Ψn(t)| = |φn(t)〉〈φn(t)| and |Ψn(0)〉 = |φn(0)〉 =
|φn(T )〉, then the cyclic evolution can be formally obtained from
the exact evolution (11) in terms of the evolution operator as

U (T )Pn(0) = Pn(0)U (T ). (30)

In the case of a continuous spectrum, we can state that the
cyclic evolution can be written as

U (T )δPk(0) = δPk(0)U (T ) (31)

and the cyclic states |Ψk(0)〉 = |φk(0)〉 for the evolution in question
are precisely the eigenstates of U (T ) with eigenphases θk(T ), as
can be seen from (21), i.e. each state returns to itself after time T
(in the evolution associated with H(t) up to a phase θk(T )).

In order to illustrate this result better, we discuss here the scat-
tering processes. In a scattering process a state of a particle is
prepared in the remote past. It evolves freely until it enters in
the interaction region, in which the particle is scattered elastically
by the time-dependent potential. Then, it goes out of the inter-
action region and evolves freely until the state is detected in the
far future, i.e., when it reaches the asymptotic limit. The scattering
processes considered are characterized by (i) the free Hamiltonian

H0 = p2

2m governing the evolution of the state before and after the
interaction takes place where p is the momentum and m the mass,
and (ii) the interaction H ′(x − vt) with H ′(t → ±∞) → 0 where v
is an arbitrary constant that can be interpreted as a classical ve-
locity. The global Hamiltonian is

H(t) = H0 + H ′(x − vt) (32)

and the associated invariant, given by

I(t) = H0 + H ′(x − vt) − vp (33)

produces a cyclic change of H(t) and I(t) so that H(−∞) = H(∞)

and I(−∞) = I(∞). We next define instantaneous eigenfunctions

φk(x − vt) = e
imv

h̄ (x−vt)Φk(x − vt), (34)

which means that

φk(x − vt) = e
−iv

h̄ p(t−t0)φk(x − vt0), (35)

and Φk satisfies

HΦk = EkΦk, (36)

where

Ek = λk + mv2

2

are the eigenvalues (energies) of the Hamiltonian.

For k ∈ [k0,k0 + δk0], in the interaction picture

Ũ (t) = exp

[
i

h̄
H0(t − t0)

]
U (t) (37)

the corresponding matrix elements of Ũ (t) between the eigen-
states of the invariant satisfies
〈
φk(t)

∣∣Ũ (t)
∣∣φk0(t0)

〉 = 〈
φk(t)

∣∣exp

[
i

h̄
H0(t − t0)

]∣∣φk0(t0)
〉

× exp

[
− i

h̄

t∫
t0

〈
δφk(t0)

∣∣H(t0)
∣∣φk0(t0)

〉
dt′

]

× exp

[ t∫
t0

〈
δφk

(
t′)∣∣ih̄ ∂

∂t′
∣∣φk0

(
t′)〉dt′

]
,

(38)

where use has been made of

e
iv
h̄ p(t′−t0)H

(
t′)e

−iv
h̄ p(t′−t0) = H(t0). (39)

If we assume that in the infinite past we start with the plane wave
state

Φk(x, t → −∞) → 1√
2π

eikx

then the initial and final eigenstates of the invariant |φk(|t| → ∞)〉
are identical and satisfy the eigenvalues equation of the free
Hamiltonian H0, i.e.,

H0
∣∣φk

(|t| → ∞)〉 = Ek
∣∣φk

(|t| → ∞)〉
. (40)

By pushing the initial time into the distant past, i.e., letting
t0 → −∞, similarly t → ∞ indicating that the scattering process
is complete, it is clear that Eq. (38) gives the scattering matrix or
S matrix

exp

{ +∞∫
−∞

dt′〈δφk
(
t′)∣∣ih̄ ∂

∂t′
∣∣φk0

(
t′)〉}δ(k − k0)

= 〈
φk

(|t| → ∞)∣∣S
∣∣φk0

(|t| → ∞)〉
. (41)

Next, we discuss the adiabatic asymptotic limit of the S ma-
trix (41). The eigenstate of I(t) becomes approximately the eigen-
state of H(t). It follows that if a system is initially in the eigenstate
of I(t) it will be in the eigenstate of H(t) approximately all the
time. This is what it should be in the ordinary adiabatic situation.
Thus, we may obtain the S matrix as adiabatic geometric phase
factor [9,11] accumulated in a cyclic adiabatic change of a quan-
tum system.

4. The modified Pöschl–Teller potential

We now want to consider the specific case of the modified
Pöschl–Teller potential

H ′(x, t) = − h̄2k2
1

m(cosh{k1[x − vt]})2
, (42)

which controls, with the Morse potential, the chemical and the
physical properties of some molecular systems and play a dom-
inant role in model calculations in molecular spectroscopy (even
for polyatomic molecules) as well as for molecular scattering, pho-
todissociation processes and in the theory of intra- and intermolec-
ular energy transfer [18].

The eigenstates and eigenvalues of the invariant I(t) are given
by

φk(x, t) = (
ik − k1 tanh

{
k1[x + vt]}) ei(k+ vm

h̄ )x

√
2π(k1 + ik)

, (43)

λk = h̄2k2

− v2m
(44)
2m 2
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and the exact phase shift is

θk(t) = − h̄[k − vm
h̄ ]2

2m
(t − t0). (45)

The general solution is therefore known to be

Ψ (x, t) =
∫

Ck exp

(
−i

h̄[k − vm
h̄ ]2

2m
(t − t0)

)
φk(x, t)dk (46)

if we assume that in the infinite past, i.e., at t → −∞

Ψ (x,−∞) = exp[ik0x]√
2π

(47)

then the appropriate initial condition for Ck is

Ck = δ

(
k + vm

h̄
− k0

)
. (48)

This initial condition, together with (46) leads to the solution

Ψk0(x, t) = i(k0 − vm
h̄ ) − k1 tanh{k1[x − vt]}√

2π(k1 + i(k0 − vm
h̄ ))

× exp

[
ik0x − i

h̄[k0 − 2 vm
h̄ ]2

2m
(t − t0)

]
(49)

with the corresponding eigenvalue

λk0 = h̄2k2
0

2m
− h̄k0 v. (50)

Inserting Eq. (43) in Eq. (28) we get

θG
k0

(∞) = 1

h̄

∞∫
−∞

〈
δφk0

(
t′)∣∣ih̄ ∂

∂t

∣∣φk0

(
t′)〉dt

= 2k1[k0 − vm
h̄ ]

k2
1 + [k0 − vm

h̄ ]2
, (51)

which gives according to Eq. (41)

Sk0 = t(k0) = exp i
{
θG

k0
(∞)

}
, (52)

where Sk0 is the eigenvalue of the unitary S matrix. This result
expresses the geometric aspect of the S matrix and represents the
transmission amplitude t(k0).

In order to compare with Berry’s results we shall take the adi-
abatic limit of our problem. In this respect we define the adiabatic
limit of the above expressions by ignoring the term proportional to
the speed, i.e., considering the speed as a small parameter v → 0.
Thus we can find the adiabatic generalized geometric phase as

θG
k0

(∞) = 2k1k0

k2
1 + k2

0

, (53)

which is exactly the same result obtained in [10,11] representing
the transmission amplitude t(k) (diagonal element of the S matrix).

5. Conclusion

In conclusion, we have presented a derivation of the ex-
act quantum evolution, valid in the original formulation for the
discrete spectra, for the case when the underlying spectrum is
continuous. We have based our discussion on the use of Weyl
eigendifferentials which in some sense “technically discretizes” the
continuous spectrum and lays the basis for transferring all the con-
cepts known for discrete spectra to the continuous case. We have
proved that a quantum system being in an eigenstate of a Lewis–
Riesenfeld invariant will remain in it after the evolution. The main
result presented is the expression for the total phase acquired dur-
ing the temporal evolution, in terms of eigenstates |φk(t)〉 of a
continuous time-dependent invariant operator. This result has no
doubt a certain relevance, since it increases the general under-
standing on the interesting subject of the evolution in presence of
a continuous spectrum. Moreover, when the invariant is periodic
and has a non-degenerate spectrum, it follows easily the expres-
sions for the geometrical contribute which is connected to the
diagonal element of the non-adiabatic S matrix given in the terms
of cyclic initial eigenstates |φk(−∞)〉 basis of a continuous time-
dependent invariant operator. Our result, that can be theoretically
found for any one dimensional reflectionless potential where the
double degeneracy will not affect the final result (no reflection),
are illustrated with the S matrix for the modified Pöschl–Teller
potential. In the adiabatic limit one recovers the results obtained
in [11]. Moreover scattering states in one dimension are doubly
degenerate and the non-adiabatic geometrical phase should be
non-abelian represented by a 2 × 2 matrix which is expected to
be in relation with the off-diagonal elements of the scattering ma-
trix. Work in this direction is in progress.
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Appendix A. The time-dependent linear potential

In order to show that the use of the eigendifferentials is not
only a simple integration over the continuous variable to omit
the Dirac function but are necessary to guarantee the “normal-
ization” when the spectrum is continuous, we will discuss the
physical example of “a particle in a time-dependent linear poten-
tial” which has attracted considerable interest in the literature [19].
This model has the invariant operator eigenfunctions described by
the Airy function which are normalized in terms of the Dirac delta
function. Let us consider a quantum system subject to a spatially
uniform time-dependent force described by the following Hamilto-
nian

H(t) = 1

2m
p2 + f (t)x, (54)

where f (t) is a time-dependent function. We look for the invariant
of the form

I(t) = a(t)p2 + b(t)p + c(t)x + d(t). (55)

The invariant equation (7) is satisfied if the time-dependent co-
efficients are such that

a = a0, (56)

b = 2a0

t∫
0

f dt′ − c0

t∫
0

1

m
dt′ + b0, (57)

c = c0, (58)

d = 2a0

t∫
0

f

t′∫
0

f dt′ dt′′ − c0

t∫
0

f

t′∫
0

1

m
dt′ dt′′

+ b0

t∫
0

f dt′ + d0, (59)

where a0, b0, c0 and d0 are arbitrary real constants. We can choose
a0 = 1 and d0 = 0 without loss of generalities. The eigenstates
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of I(t) corresponding to time-independent eigenvalues k are the
solutions of the equation[
−h̄2 ∂2

∂x2
− ih̄b

∂

∂x
+ c0x + d

]
φk(x, t) = kφk(x, t). (60)

The key point of our analysis is to perform the time-dependent
unitary transformation such that

Φk(x) = Ξ(t)φk(x, t), (61)

where a time-dependent unitary operator Ξ(t) is given by

Ξ(t) = exp

(
i

1

h̄c0

(
b2

4
− d

)
p

)
× exp

(
i

b

2h̄
x

)
. (62)

It can be easily shown that, under this transformation, the coordi-
nate and momentum operators change according to

x −→ Ξ(t)xΞ(t)+ = x + 1

c0

(
b2

4
− d

)
, (63)

p −→ Ξ(t)pΞ(t)+ = p − b

2
. (64)

The importance of the transformation exp(−i 1
h̄c0

( b2

4 − d)p) is
that its action on a wave function in the x representation reads

exp

(
−i

1

h̄c0

(
b2

4
− d

)
p

)
�(x, t) = �

[
x − 1

c0

(
b2

4
− d

)
, t

]
. (65)

Hence, the operator I changes into time-independent opera-
tor I0 = Ξ IΞ+ = p2 + c0x. In other words, the eigenvalue equa-
tion (60) for the transformed invariant operator can be simply
represented in the form of Airy equation[

∂2

∂ Z 2
− Z

]
Φk(Z) = 0, (66)

where we have introduced a new variable Z related to x through

the relation Z = (
c0

h̄2 )
1
3 (x − k

c0
). The solution of the fundamental

one-dimensional ordinary second-order differential equation (66)
is well known

Φk(x) = 1

2π

(
1

c0h̄4

) 1
6

Ai

((
c0

h̄2

) 1
3
[

x − k

c0

])
, (67)

Ai(x) = ∫ +∞
−∞ eiλxei λ3

3 dλ being the integral representation of the
Airy function. It is easy to verify that 〈Φk′ |Φk〉 = δ(k − k′).

Reversing the above procedure, we can obtain the invariant’s
eigenfunctions as

φk(x, t) = 1

2π

(
1

c0h̄4

) 1
6

exp

[
−i

b

2h̄
x

]

× Ai

((
c0

h̄2

) 1
3
[

x − 1

c0

(
b2

4
+ k − d

)])
. (68)

There remains the problem of finding the phases θk(t) which
satisfies

θ̇k(t) = 〈δφk|ih̄ ∂

∂t
− H|φk〉, (69)

where

θ̇ D
k (t) = −〈δφk|H(t)|φk〉 (70)

is the dynamical phase and

θ̇G
k (t) = 〈δφk|ih̄ ∂

∂t
|φk〉 (71)

is the geometrical phase.
Evaluating 〈φk′ |H(t)|φk〉, 〈φk′ |ih̄ ∂
∂t |φk〉 and using (61)–(65) we

find

〈φk′ |H(t)|φk〉

=
[
−c2

0h̄2

2m
+ f (t)c0h̄2

]
δ′′(k′ − k

) + bih̄c0

2m
δ′(k′ − k

)

+
[

1

2m

(
b2

4

)
+ f (t)

c0

(
k + b2

4
− d

)]
δ
(
k′ − k

)
, (72)

〈φk′ |ih̄ ∂

∂t
|φk〉 = c0h̄2 ḃ

2
δ′′(k′ − k

) − ih̄

(
bḃ

2
− ḋ

)
δ′(k′ − k

)

+
b2

4 + k − d

c0

ḃ

2
δ
(
k′ − k

)
(73)

and the sum of (72) and (73) is

〈
φk(t)

∣∣ih̄ ∂

∂t
− H

∣∣φk′(t)
〉

= h̄2

m

(
c0

h̄2

) 2
3

δ(2)
(
k′ − k

) − ih̄b

2m

(
c0

h̄2

) 1
3

δ(1)
(
k′ − k

)

− 1

2m

[
k′ + b2

2
− d

]
δ
(
k′ − k

)
. (74)

As mentioned before, one finds that (72)–(74) are proportional to
delta function and its derivatives. It’s clear that if k′ = k the ex-
pressions (72)–(74) diverge and Eq. (74) can be written as

〈
φk(t)

∣∣ih̄ ∂

∂t
− H

∣∣φk(t)
〉 = h̄2

m

(
c0

h̄2

) 2
3

δ(2)(0) − ih̄b

2m

(
c0

h̄2

) 1
3

δ(1)(0)

− 1

2m

[
k + b2

2
− d

]
δ(0) ∝ ∞. (75)

If we now apply the eigendifferentials we find a finite result

〈
δφk(t)

∣∣ih̄ ∂

∂t
− H

∣∣φk(t)
〉 = − 1

2m

[
k + b2

2
− d

]
, (76)

which give a total phase shift

θk(t) − θk(0) = − 1

2m

t∫
0

[
k + b2

2
− d

]
dt′. (77)
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Abstract. We present some concrete applications to the recent results obtained for the study of 
time dependent systems involving continuous spectra. Before doing, a brief recall of these 
results is provided. 

Keywords: Time dependent systems, adiabatic approximation, geometric phase, Lewis-
Reisenfeld theory, invariant, continuous spectrum. 
PACS:  03.65.Ca, 03.65.Nk, 03.65.Ta, 03.65.Vf  

INTRODUCTION 

The study of time dependent systems is of a great interest in both classical and 
quantum physics. In quantum mechanics, a time dependent system is a system 
described by the Schrödinger equation 
 �ℏ ��� |�(�)〉 = 	(�)|�(�)〉 (1) 
where the Hamiltonian depends explicitly on a set of time dependent parameters due 
to some externals fields 
 	(�) = 	(
�(�), 
�(�), … , 

) (2) 
Finding analytical solutions to Eq.1 is the main purpose of the time dependent systems 
methods! In fact, solving the time dependent Schrödinger equation is not always an 
obvious thing. All the resolution methods resemble each other in the fact that they are 
either formal or they are applicable only for limited cases hence the recourse towards 
the approximation methods is an inevitable choice in physics. 

The adiabatic approximation, proposed by M. Born and V. Fock [1], is actually one 
of the most important methods especially after the discovery of the geometrical phases 
by M. V. Berry [2] and all the generalization achieved since 1983 [3]. The application 
of the adiabatic theorem knew a great interest in the various fields of physics: The 
Landau-Zener transition in molecular physics, the quantum field theory, the quantum 
electrodynamics, nuclear and chemical physics, quantum Hall effect, quantum 
computation, geometrical phases. 

 In 1969 lewis and Riesenfield [4] proposed a formal method to find exact solutions 
to the time dependent Schrödinger equation. The main idea is to find an invariant; i.e. 
an hermitian operator satisfying the Liouville-Von Neumann equation. The solution of 
Eq.1 is nothing but the eigenfunction of this invariant up to a certain phase. 

The 8th International Conference on Progress in Theoretical Physics (ICPTP 2011)
AIP Conf. Proc. 1444, 443-447 (2012); doi: 10.1063/1.4715473

©   2012 American Institute of Physics 978-0-7354-1040-4/$30.00

443

Downloaded 02 Jul 2012 to 130.79.133.198. Redistribution subject to AIP license or copyright; see http://proceedings.aip.org/about/rights_permissions



Most of the works on both adiabatic approximation and the invariant theory are 
confined to discrete spectra. In the following work, after providing a short recall on 
the last works on time dependent systems for continuous spectra, we will apply them 
on some physical problems namely: Dirac equation with time dependent 
electromagnetic field, geometrical aspect of the S matrix, scattering by the Modified 
Pöschl-Teller potential. 

TIME DEPENDENT SYSTEMS WITH CONTINUOUS SPECTRA 

The validity condition of the adiabatic approximation is written: 

 �〈���(�)�ℏ �������(�)〉��(�)���(�) � ≪ 1,   � ≠ � (3) 

where the superscript H always refers to the eigenvectors of the Hamiltonian. The 
existence of the gap is a necessary condition to ensure the smoothness of the 
projectors and the width of the gap makes it possible to fix the least value of the 
adiabatic parameter T. In the case of a continuous spectrum��(�) − ��(�) → 0.Unlike 
the adiabatic theorem, the use of the invariants theory doesn’t depend on any validity 
condition. But, its application in the literature was confined to discrete spectra! In the 
few papers dealing with continuous spectra, the generalization was done like an ansatz 
which led to erroneous result [5]. The problem is that the distribution 
 〈"�# (�) ��ℏ ��� − 	� "�# (�)〉 ∝ ∞ (4) 
where the superscript & always refers to the eigenvectors of the invariant. In fact 
 '*++ -〈"�.# (�) ��ℏ ��� − 	� "�# (�)〉/ = {�′} (5) 
which is equivalent to 
 〈"�.# (�) ��ℏ ��� − 	� "�# (�)〉 = ∑ Γ5(k)δ(5)(k − k′)�  (6) 
In a very recent works [6], and by using the definitions 
 |7"�(�)〉 = ∫ |"�.(�)〉9�′�:;��  (7) 

 7<�(�) = ∫ |"�.(�)〉〈"�.(�)|9�′�:;��  (8) 
We have showed that, for continuous spectra, the adiabatic and the invariants theories 
are governed, respectively, by 
 lim>→? @(�, �A)7<�B(�A) = 7<�B(�) lim>→? @(�, �A) (9) 
 @(�, �A)7<�#(�A) = 7<�#(�)@(�, �A) (10) 
The particular solution of the Schrödinger equation with continuous spectrum is then 
given by 

 |��(�)〉 = C DℏE�(�)F"�? (�)〉,      ? = 	, & (11) 
For the adiabatic case 
 H�(�) = ∫ 〈7"�B(�′) ��ℏ ���.� "�B(�′)〉 9�′ − ∫ ��(�′)9�′ (12) 
For the non adiabatic case 
 H�(�) = ∫ 〈7"�# (�′) ��ℏ ���. − 	(�′)� "�# (�′)〉 9�′ (13) 
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APPLICATIONS 

Dirac Equation With Time Dependent Electromagnetic Field 

Let us consider the adiabatic time dependent Dirac Hamiltonian 

 	I(�) = JHK L+ − MN(�) 00 N∗(�)PQ + ST(�)J� (14) 

where N(�) = NU(�) + �N#(�) is a complex time dependent function. Using the 
spinorial basis, one finds the following phase after one period V 

 H�±(�A + V) = ℏJ� ∮ XY(�)Z[M\](�)\Y(�) P:�^[XY(�)
[`(�)aZ��±(�,�)]Z:|c(�,�)|ZaZd  (15) 

corresponding to the eigenvectors 

 "�±(�) = eafgc(�,�)|�〉:-`(�)aZ��±(�,�)/|�〉
h[`(�)aZ��±(�,�)]Z:|c(�,�)|ZaZ j n Dℏ�.p

√�rℏ (16) 

where �±(�, �) = ±JhT(�)�J� + |s(�, �)|�. To visualize the geometrical aspect of 
the previous phase, using the spherical coordinates NU + � = �a �±(�) sin(v) cos("), N# = �a �±(�) sin(v) sin(") and TJ = �a �±(�) cos(v) one finds the solid angle 

 H�±(�A + V) = − ℏ� J� ∮ (1 + sin(v))d 9" (17) 
If one passes to the non relativistic limit  
 	yU(�) = [z�n~(�)]Z

�` + C�(�) (18) 

where C�(�) = XY(�)Z
�`(�) and C�(�) = NU(�) one finds H�±(�A + V) → 0. 

The Time Dependent Linear Potential  

Let us consider the following Hamiltonian 
 	(�) = zZ

�` + N(�). � (19) 
where N(�) is a time-dependent function. We look for the invariant of the form 
 &(�) = �(�)+� + �(�)+ + J(�). � + 9(�) (20) 
we find � = �A, J = JA, � = 2�A ∫ N9�′�A − JA ∫ �̀ 9�′�A + �A and 9 = ∫ N�9�′�A + 9A. 
We can choose �A = 1 and 9A = 0 without loss of generality. The total phase 
corresponding to the eigenvectors 

 "�(�, �) = ��r - �a^ℏ�/�� C�
 �Zℏ��� �-a^ℏZ/�g �� − �a^ (�� 4⁄ + � − 9)�� (21) 

is then given by 
 H�(�) = ���` ∫ -�Z

� + � − 9/ 9�′�A  (22) 
We can easily see that Eq.21 verifies Eq.6, indeed 

 〈"�.(�) ��ℏ ��� − 	� "�(�)〉 = ℏZ
` -a^ℏZ/Zg δ(�)(k − k′) − 
ℏ��` -a^ℏZ/�g δ(�)(k − k′) −��` (�� 2⁄ + � − 9)7(k − k′)                                                                                     (23) 
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The Geometrical Aspect of the S Matrix 

One of the main applications of these new results is the geometrical aspect of the 
scattering matrix. The question was raised for the first time by R. G. Newton (1995) 
[7] for the adiabatic scattering problems. Since the scattering problems involve 
continuous spectra, we’ve used the results given previously to show this propriety for 
both adiabatic and non adiabatic cases. Let us consider the following problem  
 	(�) = 	A + 	′(�) (24) 

 	′(�) = �0               |�| ≫ �A�(�)    ��ℎC���'C (25) 

In the interaction picture, The two formulas governing both adiabatic and invariants 
theories (Eqs. 9 and 10) for continuous spectra give �φ�? (t)FU�Fφ�^? (tA)� = e¡ℏ¢£^ (¤) ¥φ�? (t)¦e¡ℏ§^(¤�¤^)¦φ�^? (tA)¨,      ? = H, I (26) 
for a free incident particle. By passing to the limits � → ∞,   �A → −∞ we find 

�φ�AFSFφ�^A � = e∫¥¬­£? (¤.)� ®®¯°�­£? (¤.)¨²¤°δ(k − kA),      ? = H, I (27) 
On the basis of this comparison we may conclude that after the Hamiltonian 

completes a closed curve from 	A via 	′(�) back to 	A, the state which initially was 
given by F"�^A 〉 has gone over into a new state that differs from it by a unitary 
transformation  SFφ�A〉 = s�Fφ�A〉 (28) 
where the eigenvalue of the unitary S matrix is related to the generalized geometrical 
phase by 

 '� = �(�) = C∫¥;��? (�.)� ���°���? (�.)¨[�°,      ? = 	, & (29) 
We note here that this result is ensured by the adiabatic theorem itself in the case of 
adiabatic evolutions, which is not the same thing for the invariants theory in which the 
use of the Aharonov-Anandan phase is very necessary. 

Scattering by the Modified Pöschl-Teller Potential  

To illustrate the previous result, let us consider the MPT potential  
 �(�, �) = − ℏZ��Z`.a³[��(��´�)]Z (30) 
The time independent problem admits an exact transmission amplitude 

 �(�) = ���:
���:
� = C�
µ�µ�-��� / = C
;  (31) 
This problem was studied for a general function of time �A(�), which we’ve taken here �A(�) = ¶. � for reasons of simplicity. The invariant corresponding to the system is 
found to be 
 &(�) = 	A + �(�) + ¶+ (32) 
corresponding to the eigenstates 

 "�(�, �) = (�� − �� tanh{��[� + ¶�]}) C
-�:¹.ºℏ / √2»(�� + ��)¼  (33) 
Far at � → ∞ the geometrical phase is 
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 H�(∞) = -2�� �� − ´.ℏ̀ �/ ��� + �� − ´.ℏ̀ ��¼  (34) 
The same system was studied in the adiabatic case where we’ve found 
 H�(∞) = ������Z:�Z (35) 
which corresponds exactly to ¶ → 0. 
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Résumé : 

Depuis leurs découvertes, 
l’application des phases géométriques a été 
limitée aux cas des spectres discrets. Dans 
ce travail, cette notion sera généralisée aux 
cas des systèmes quantiques ayant des 
spectres continus pour les deux cas 
adiabatique et non-adiabatique. Ces deux 
résultats sont la conséquence directe de la 
généralisation du théorème adiabatique et 
la théorie des invariants, respectivement. 
Parmi les conséquences importantes des 
résultats obtenus, on peut citer la 
démonstration de l’aspect géométrique de 
la matrice S pour n’importe qu’elle type 
d’évolution. Des exemples d’illustration 
seront donnés à la fin du travail. 

Mots-clés : La théorie des invariants, la théorie de 
Lewis et Riesenfeld, équation de Liouville-Von 
Neumann, approximation adiabatique, théorème 
adiabatique, gap d’énergie, spectre discret, spectre 
continu, différentielles propres, phase de Berry, 
phase géométrique, matrice S. 
 
 

Abstract : 

Since their discovery, the 
application of the geometric phases has 
been limited to the case of discrete spectra. 
In this work, this notion will be 
generalized to the case of quantum systems 
with continuous spectra for both adiabatic 
and non-adiabatic evolutions. These two 
results are the direct consequence of the 
generalization of the adiabatic theorem and 
the invariants theory, respectively. Among 
the important consequences of the obtained 
results, we have the demonstration of the 
geometrical aspect of the S matrix for any 
kind of time evolution. Illustrative 
examples are given at the end of the work. 

Keywords: the invariants theory, the Lewis and 
Riesenfeld theory, the Liouville-Von Neumann 
equation, adiabatic approximation, adiabatic 
theorem, energy’s gap, discrete spectrum, 
continuous spectrum, eigendifferentials, Berry’s 
phase, geometric phase, S-matrix. 
 

  الملخص:

منذ اكتشافھا، اقتصر تطبيق مفھوم 
الأطوار الھندسية لحالة الأطياف 
المنفصلة. في ھذا العمل، سيتم تعميم ھذا 
المفھوم لحالة نظم الكم ذات الأطياف 

التغيرات الزمنية المستمرة لكل من 
الكاظمية و غير الكاظمية. ھذه التعميمات 
ھي نتيجة مباشرة لتعميم نظرية التغيرات 
الكاظمية ونظرية اللامتغيرات على 
التوالي. من بين التطبيقات الھامة لنتائج 
ھذا العمل نذكر برھان الطبيعة الھندسية 
لمصفوفة الانتشار مھما كانت طبيعة 

اء أمثلة إعط التطور الزمني. سيتم
  .توضيحية في نھاية العمل

نظرية اللامتغيرات، نظرية لويس و  المفتاحية: الكلمات
التقريب الكاظم، ن نيومن، اريزنفيلد، معادلة ليوفيل و ف

طيف الطيف المنقطع، ال، فجوة الطاقة، يةالنظرية الكاظم
طور بيري، الطور  المستمر، التفاضلات الذاتية،

 الھندسي، مصفوفة الانتشار.
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