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« Quand la Terre sera secouée de son séisme,
Quand la Terre rejettera ses fardeaux,

Quand l’homme dira : "− Qu’arrive-t-il à la Terre ?"
Ce jour là, elle livrera ses secrets. »

(Coran, La secousse (Az-Zalzalah), 1-4)
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Introduction générale

Au sein des sciences de la Terre, la sismologie est la discipline qui étudie les séismes (origine,
propagation, conséquences, prévision, etc.) et, de manière plus générale, toute vibration naturelle
ou artificielle de l’écorce terrestre.

La majorité des séismes survient le long des frontières des plaques tectoniques, le long de
surfaces de discontinuité dans les roches appelées failles. Ces roches, trop rigides pour se dé-
former tranquillement comme les fluides, résistent au chargement tectonique pendant une durée
de temps variant de quelques années à plusieurs milliers d’années, accumulent de l’énergie élas-
tique, puis la cèdent en des endroits plus fragiles. De petites fractures se forment au sein de ces
zones de faiblesse, se rejoignent, et c’est la rupture à grande échelle. Les deux blocs de part et
d’autre de cette cassure, ou faille, se déplacent tangentiellement l’un par rapport à l’autre, pour
libérer le trop plein d’énergie élastique emmagasinée. Cesphénomènes (rupture, frottement ru-
gueux sur le plan de faille) s’accompagnent de l’émission d’ondes mécaniques, de chaleur, etc.
C’est le déclenchement d’un séisme, ou tremblement de Terre.

Nous allons nous focaliser sur l’aspect rupture. C’est grâce au développement de modèles
numériques permettant la simulation de la rupture dynamique de séismes, que les sismologues
ont énormément appris sur la physique de la source sismique au cours des trente dernières an-
nées. Il a été montré que les hétérogénéités dans l’état de contrainte initial, mais aussi dans les
propriétés élastiques du milieu près de la source, contribuent énormément à la complexité de la
rupture sismique [Campillo et Madariaga, 2001]. La loi constitutive de frottement entre les deux
blocs de la faille, qui contrôle la relaxation des contraintes associée à la rupture, joue également
un rôle important. Pourtant, malgré le grand nombre de données sismologiques de haute résolu-
tion déjà obtenues, il est encore difficile de déterminer tous ces paramètres dans le contexte d’un
séisme réel.

La modélisation de la propagation d’une rupture dynamique pour un séisme peut faire appel
à des méthodes numériques très variées (par exemple, différences finies, méthodes intégrales aux
frontières, méthodes d’éléments finis, méthodes d’éléments spectraux). Toutes ces techniques
de calcul ont pour point commun la description des corps considérés à l’aide de la théorie de
l’élasticité dont les fondements ont été établis par Cauchyet Poisson au début duX I Xe siècle.
Les variables sont les déplacements et les contraintes. Lesfailles, qu’elles soient antiplanes,
planes ou tridimensionnelles, sont décrites d’une manièredynamique : la chute de contrainte sur
la zone faillée et un critère de rupture au front.

Depuis le début des années 1970, avec l’avènement des techniques informatiques et l’aug-
mentation spectaculaire des capacités de calculateurs performants, tant du point de vue de leur
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2 INTRODUCTION GÉNÉRALE

capacité mémoire que de la vitesse d’exécution, des outils numériques sophistiqués ont vu le
jour.

Mais la difficulté physique majeure se situe au niveau de la représentation de la source qu’est
la faille. Cette dernière est modélisée sur plusieurs cellules numériques. La solution obtenue est
d’autant plus précise que le nombre de ces cellules est grand, c’est-à-dire dépend du pas d’espace
choisi, ce qui se révèle contraignant lorsqu’il s’agit de lasimulation d’un domaine géologique.
Le traitement d’un problème de propagation issu d’une grande rupture utilise un espace mémoire
énorme et sa résolution se fait en un temps de calcul très long.

Le but de ce mémoire est avant tout d’ordre méthodologique. Il s’agit de présenter une mé-
thode de modélisation numérique pour la propagation de la rupture dynamique d’un séisme.

Après une introduction générale, le mémoire se compose de quatre chapitres :
Le premier chapitre englobe la description des concepts théoriques de base qui interviennent

dans les problèmes de la source sismique. On trouvera des notions indispensables sur la source
sismique, ainsi qu’un exposé des différents modèles de source sismique actuellement utilisés.
Nous passerons également en revue les différentes techniques de modélisation numérique ordi-
nairement utilisées pour résoudre les problèmes de la propagation dynamique d’une rupture sis-
mique en rappelant sommairement leurs principales caractéristiques ainsi que leurs principales
limitations.

Dans le deuxième chapitre, nous avons cherché à utiliser unetechnique classique de modéli-
sation, fondée sur la méthode des équations intégrales aux frontières et la mécanique des milieux
continus, pour étudier la propagation de la rupture sur une faille antiplan (mode III).

Le troisième chapitre est consacré à la méthode de calcul utilisée pour les simulations numé-
riques et à la présentation de quelques tests et exemples de calculs.

Une procédure numérique efficace et rigoureuse est présentée dans le chapitre quatre.
Nous terminons notre mémoire par une conclusion générale.



Chapitre 1

Concepts théoriques fondamentaux

La source sismique n’est pas, dans sa majeure partie, observable. Seuls ses effets le sont.
Les quelques observations disponibles nous montrent une complexité sur plusieurs ordres de
grandeur(1 à 106 m) [Aki et Richards, 2002]. La modélisation d’un tel objet est donc difficile,
d’une part parce que notre référence n’est pas la cause mais ses effets, et d’autre part parce que
les dimensions de l’objet nécessitent un calcul fastidieuxet coûteux.

1.1 Modélisation de la propagation de la rupture sismique

La recherche porte actuellement sur l’étude de l’histoire de la rupture sismique et sur le méca-
nisme de sélection de la vitesse de rupture. Deux types de modélisations peuvent être employés :

– la simulation dynamique,
– la description cinématique.

1.1.1 La modélisation dynamique

Les modèles dynamiques consistent à simuler la propagationde la rupture à partir des condi-
tions initiales et de lois physiques. Les condition initiales, les contraintes, sont supposées être
connues a priori. Les caractéristiques de la faille, par exemple les lois de frottement, sont en gé-
néral basées sur des expérimentations de laboratoire. Ces études dynamiques ont été initiées par
Kostrov [1966] puis développées entre autres par Madariaga[1976] et Das et Aki [1977b].

Actuellement, les modèles dynamiques permettent d’étudier l’influence de la loi de friction
sur le glissement [Pisarenko et Mora, 1994], la phase d’initiation [Favreau et al., 1999], l’arrêt de
la rupture [Cochard et Madariaga, 1994] ou encore les interactions entre failles [Voisin, 2001].

Ces modèles dynamiques reposent sur des conditions initiales dont les connaissances sont très
limitées. Il est en effet difficile de connaître les contraintes initiales et les propriétés de la faille
en chaque point avant le séisme. Au fur et à mesure de leur avancée, les modèles dynamiques
fournissent des précisions sur le comportement macroscopique des failles et tiennent de plus en
plus compte de l’hétérogénéité préexistante [Olsen et al.,1997].

3



4 CHAPITRE 1. CONCEPTS THÉORIQUES FONDAMENTAUX

1.1.2 La modélisation cinématique

Aujourd’hui, de nombreuses études de la cinématique des séismes ont été réalisées. Contrai-
rement à l’approche dynamique, la description cinématiquene repose pas sur des lois physiques.
La rupture et son évolution, c’est-à-dire l’histoire du glissement en chaque point, et la géomé-
trie de la faille, sont décrites à l’aide d’un nombre réduitsde paramètres. Des sismogrammes
synthétiques sont produits à partir de cette histoire de glissement imposée. La comparaison des
sismogrammes synthétiques avec les sismogrammes observéspermet, à l’aide de méthodes d’in-
version, de déterminer ces paramètres pour un séisme donné.

L’approche cinématique présente l’avantage de décrire le processus de manière simple, avec
un nombre limité de paramètres.

Les deux approches sont complémentaires. En effet, les modèles cinématiques utilisés pour
décrire la rupture de séismes bien instrumentés permettentde faire des hypothèses quant au dé-
veloppement dynamique de la rupture. D’un autre côté, les modes de propagation prévus par la
dynamique (fracture, dislocation...) doivent faire évoluer la paramétrisation des modèles cinéma-
tiques [Heaton, 1990].

Les paramètres mis en jeu peuvent être :
– l’azimut et le pendage de la faille,
– la taille de la zone de rupture : sa longueur L et sa largeur W,ou bien son rayon R dans le

cas d’une faille circulaire,
– l’amplitude du glissement et sa distribution sur la faille,
– la vitesse de la rupture et ses variations,
– la durée locale du glissement.
Dans le modèle de Haskell [1964], par exemple, le glissementest homogène et le front de

rupture se propage à une vitesse constante sur une faille rectangulaire.

1.2 Modèle de « pulse » et modèle de « crack »

La figure (1.1) présente ces deux types de modèles :
– Dans le modèle de crack, la durée du glissement ou un point dela faille est longue ; (temps

de montée important) le glissement nécessite l’arrivée d’une phase d’arrêt pour être stoppé.
Cette phase est due à la rétro-propagation d’une onde à partir des bords de la faille.

– Dans le modèle de pulse, le temps de mise en place est court, le rayonnement de la source
est quasi impulsif et l’arrêt du glissement s’opère automatiquement (auto-cicatrisation)
après le passage du front de rupture. Cette hypothèse correspond à une phase contrôlée
localement appelée phase de cicatrisation (healing phase).
Ce type de modèle est largement utilisé pour les inversions.

1.2.1 Concept de « pulse »

Les informations obtenues par les modèles cinématiques ontpermis de mettre en évidence
que la durée du glissement en un point donné de la faille étaitcourt devant la durée totale du



1.3. LES MODÈLES D’ASPÉRITÉS ET DE BARRIÈRES 5

FIG. 1.1 – Modèle de pulse et de crack.

séisme [10 %, Heaton, 1990]. À la suite de ces résultats, Heaton [1990] a proposé le modèle de
« self-healing pulse of slip », dans lequel le glissement se produit dans une zone étroite (pulse) qui
se déplace sur le plan de faille. L’arrêt du glissement en un point donné étant causé par « l’auto-
cicatrisation » (self-healing) de faille. Heaton suggère que ce phénomène de cicatrisation pourrait
être dû à une dépendence en vitesse du frottement : augmentation du coefficient de frottement
quand la vitesse de glissement diminue. Dans ce modèle, la résistance au déplacement sur la
faille est élevée partout sauf dans la zone qui glisse (le pulse). Pour Heaton, cette zone à faible
résistance au déplacement pourrait être liée à des ondes compressives qui auraient tendance à
diminuer la contrainte normale [Heaton, 1990].

1.3 Les modèles d’aspérités et de barrières

Pour tenter d’expliquer certains sismogrammes, Das et Aki [1977b] ont proposé le modèle
à barrières. Selon ce modèle, les failles sont composées de segments, sur lesquels le glissement
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intervient, séparés entre eux par d’autres segments plus résistants à la rupture (les barrières) sur
lesquels le glissement est empêché, tout au moins pour un tremblement de terre donné. Si la
contrainte initiale est uniforme, la rupture se développe alors sur ces zones de faible résistance
en contournant ou en sautant les barrières. La contrainte finale est alors très hétérogène car de
très fortes contraintes se sont accumulées sur les bords desbarrières [Scholz, 2002].

Un autre modèle, complémentaire de celui des barrières, a été proposé par Kanamori et Ste-
wart [1978] et Madariaga [1979] : le modèle des aspérités. Selon ce modèle, l’essentiel du glis-
sement pendant le tremblement de Terre intervient au contraire sur des zones de plus forte résis-
tance (les aspérités) séparées par des zones de plus faible résistance sur lesquelles le glissement
entre les tremblements de Terre intervient de façon asismique.

En outre, pendant le tremblement de Terre, la rupture sur lesaspérités se propage sur les
zones extérieures, qui supportent ainsi une petite partie du glissement. Ce terme a été introduit
par analogie avec le terme d’aspérité utilisé pour la friction et qui désigne les zones de contact
entre deux surfaces [Scholz, 2002].

Le modèle d’aspérités suppose qu’un glissement (asismiqueou non) s’est déjà produit sur la
majorité de la faille, sauf en quelques zones de plus haute résistance (qui étaient donc jusque-
là des barrières). La contrainte initiale est donc très hétérogène. Lorsque cette contrainte finit
par arriver au seuil de ces zones de forte résistance, se déclenche un séisme engageant presque
uniquement ces « aspérités ». Cela résulte en une uniformisation de la contrainte finale (figure
1.2).

1.4 Mécanique de la rupture dynamique

1.4.1 Dynamique macroscopique

Un séisme n’est que l’instabilité d’un système physique le long d’une zone de faiblesse (i.e.
une faille géologique). Lorsque les frottements (i.e. les tractionsT) sur le plan de faille subissent
des variations pendant le glissement, une telle instabilité peut éventuellement se produire. Durant
cette instabilité, une relaxation rapide des contraintes adonc lieu, accompagnée d’un glissement
soudain. Après la relaxation, une période de stabilité existe, pendant laquelle la faille subit un
nouveau chargement de contraintes avant d’expérimenter une nouvelle instabilité. Ce mécanisme
cyclique, où le frottement joue un rôle fondamental, est connu sous le nom destick slip.

La condition d’instabilité d’une faille peut être facilement illustrée si l’on considère l’exemple
dessiné à gauche sur la figure 1.3. Un bloc posé sur une surface(S), est tiré par l’intermédiaire
d’un ressort de raideurK . La constanteK représente les propriétés élastiques du milieu où se
trouve la faille etF la force de frottement donnée par les tractions surS. La force normaleN
est égale au poids du bloc. L’évolution deF en fonction du déplacement du bloc est schématisée
à droite de la figure 1.3. Si cette évolution est telle que sa variation par rapport au déplacement
(i.e. glissement,1U) est supérieure à celle de la force opposée par le ressort (droite de penteK ),
c’est-à-dire,

∥
∥
∥
∥

∂ F

∂1U

∥
∥
∥
∥

> K , (1.1)
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FIG. 1.2 – Deux modèles standards de rupture : barrières et aspérités

alors une instabilité aura lieu puisque, étant différent dezéro, le bilan des forces provoque une
accélération du bloc (épisode entre les points A et B). Le bloc retrouvera son état statique lors-
qu’une accélération de signe opposée sera présente (épisode entre B et C). Par conséquent, la
condition d’instabilité de l’équation (1.1) dépend à la fois du frottement sur la surfaceS et des
propriétés élastiques de l’environnement (i.e. le ressort) qu’exerce une charge sur le bloc (i.e. sur
la faille). En réalité, les frottementsF sur S sont reliés àN à travers un coefficient(µ) dit de
friction. Ce coefficient dépend de plusieurs variables comme le temps, le glissement, sa dérivée
temporelle ou bien des variables d’état. Les frottements évoluent sur les failles, permettant aux
séismes de se produire dans des conditions diverses.
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FIG. 1.3 – Conditions d’instabilité dynamique d’un bloc soumisà la force d’un ressort de raideur
K . Phase d’accélération du bloc entre les points A et B [Scholz, 2002].

1.4.2 Frottement

Comme évoqué ci-dessus, l’hypothèse la plus fondamentale de la modélisation dynamique
des séismes est que les tractions à l’intérieur de la zone rompue de la faille sont reliées à la
contrainte normale par l’intermédiaire d’une loi constitutive de frottement. Ceci signifie que,
pendant la rupture, l’évolution des tractions sur le plan defaille dépend directement de cette loi
de frottement. Par conséquent, l’histoire de la rupture estdéterminée principalement par trois
paramètres physiques : l’état de contrainte initiale sur lafaille, la loi de frottement sur la surface
cassée et les propriétés physiques du milieu en dehors de cette surface.

1.4.2.1 Initiation

Le mécanisme destick slip est basé sur le critère de Coulomb qui établit que le mouvement
sur le plan de faille commence lorsque le rapport entre les contraintes cisaillantesτ et normales
σ à la faille est égal au coefficient de frottement statique(µs) :

τ = µsσ . (1.2)

Cette condition n’est pas stationnaire puisqueµs augmente doucement avec le temps de contact
entre les deux parois de la faille. Une fois vérifié le critèrede Coulomb, la contrainteτ reste
proportionnelle à la contrainteσ via un coefficient de frottement dynamique. Or, pendant l’ini-
tiation du glissement sur la faille,µs évolue vers une valeur dynamique inférieureµd. Si l’on
supposeσ constant, ceci implique queτ évolue de la même façon. Cette situation, où la force
de frottement chute avecµ, peut produire une instabilité du même type que celle décrite dans la
section précédente (voir figure 1.3), donnant lieu à une propagation rapide du glissement sur la
faille.

Puisque le frottement est l’ingrédient principal pendant cette phase initiale de la rupture, de
nombreux travaux ont été consacrés à l’étude et la compréhension de son influence [Dieterich,
1992; Voisin, 2001; Favreau et al., 2002].
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FIG. 1.4 – Le frottement est en fonction décroissante du glissement.

1.4.2.2 Phase instable et lois de frottement

De la même façon que pendant l’initiation de la rupture, l’évolution du frottement dans la
phase instable joue aussi un rôle primordial. De nombreusesexpériences de laboratoire ont per-
mis de caractériser précisément le frottement entre deux blocs glissant l’un contre l’autre. Des
relations constitutives ont été ainsi obtenues, permettant de décrire le mouvement des blocs en
fonction des tractions exercées sur la surface de contact. Deux types complémentaires de lois de
frottement très utilisées en sismologie sont :

– les lois d’adoucissement de la traction en fonction du glissement« slip-weakening » intro-
duites en sismologie par Ida [1972] (Figure 1.4),

– les lois dites de« rate and state » introduites par Dieterich [1979] où le frottement est
fonction à la fois de la vitesse de glissement et de variablesd’état telles que le temps de
contact entre deux aspérités, la pression, la température...

Par exemple, la loi d’adoucissement donnée par Ida [1972], est écrite sous la forme linéaire
suivante :

T(D) =
{

Tu(1 − D
Dc

) + Tr pour D < Dc

Tr pour D > Dc
, (1.3)

où T est la contrainte,D le glissement,Tr la contrainte résiduelle agissant sur la faille pour
des grands glissements. Le glissement est nul jusqu’à ce quela contrainte atteigne une valeur
maximaleTu. Dc est la distance caractéristique de glissement, cette distance définit le glissement
minimum au dessus duquel la rupture devient complètement instable [Madariaga et al., 2001].

Du point de vue de la dynamique de la rupture, ces deux lois donnent des résultats tout à fait
comparables.

1.4.3 Rupture spontanée

Le mouvement rapide des particules dans le voisinage des extrémités de la surface de rupture
contribue à l’excitation de hautes fréquences dans le champd’onde radié. Pourtant, le mécanisme
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concerné dans ce processus reste un problème ouvert. Les hautes fréquences sont générées par
des changements de la vitesse de rupture, de l’initiation jusqu’à l’arrêt, provoqués par des varia-
tions abruptes des propriétés du milieu ou des paramètres constitutifs de frottement [J.-P. Am-
puero, 2002].

1.4.4 Quelques propriétés de la rupture dynamique

Comme nous venons de voir, un séisme se produit quand l’état de contrainte sur une faille
préexistante a atteint un état critique par rapport à la loi de frottement sur la faille. Les paramètres
de contrôle de la rupture sont :

– les vitesses de propagation des ondes sismiques,
– les constantes élastiques(λ etµ),
– la contrainte initialeT0 sur la faille,
– la loi de frottement.
Parmi ces paramètres, la vitesse des ondes et les paramètresélastiques ne varient guère pen-

dant le séisme. La propagation de la rupture est donc entièrement contrôlée par la contrainte ini-
tiale et la loi de frottement. La contrainte initiale sur la faille est due à la somme des contraintes
accumulées lentement à cause des déformations de la lithosphère terrestre (la tectonique) et aux
contraintes résiduelles des précédents séismes (héritagesismique).

1.5 Méthodes numériques existantes

De tout le cycle sismique, la phase la mieux observée est la propagation de la rupture. Elle
fait donc l’objet d’un grand nombre de modélisations numériques, beaucoup plus que l’initiation.

Deux familles de méthodes numériques sont couramment utilisées pour traiter la propagation
dynamique de la rupture : les méthodes par différences finies(MDF) et les méthodes intégrales
aux frontières (Boundary Integral Equation Method (BIEM)). Parmi ces dernières nous pouvons
distinguer les méthodes en espace-temps des méthodes spectrales. Des méthodes moins répan-
dues en sismologie sont les méthodes d’éléments finis.

Chaque méthode possède ses avantages propres et ses inconvénients. La méthode de choix
dépend du problème particulier à traiter et de la capacité informatique disponible. Cette section
est dédiée à une revue de ces méthodes.

1.5.1 Méthode par différences finies

Les différences finies ont été introduites pour la rupture sismique par les travaux de Mada-
riaga [1976] et Andrews [1976]. Les MDF sont utilisées couramment par de nombreuses équipes
[par ex. : Mikumo et Miyatake, 1995; Harris et Day, 1993; Nielsen et al., 1995].

La rupture 3D est résolue avec une grille décalée en espace eten temps par Virieux et Ma-
dariaga [1982], avec une loi de frottement de coulomb, et parDay [1982] avec un schéma de
différences finies plus classique et une loi de frottement dépendant du glissement. Madariaga
et al. [1998] reprennent la grille décalée en espace et en temps avec un schéma du quatrième
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ordre en espace et une loi de frottement dépendant du glissement mais, les glissements et les
contraintes sur la faille étant décalés, la précision du schéma ne peut pas dépasser le premier
ordre près de la faille : le schéma donne une épaisseur à la faille qui dépend de la discrétisation.

Ionescu et Campillo [1999] utilisent pour le mode III (antiplan) une formulation en vitesse-
contrainte sur une grille non décalée. Favreau et al. [2002]ont généralisé ce schéma pour l’ini-
tiation de la rupture 3D. Le cas bi-matériaux est étudié par Andrews et Ben-Zion [1997] en mode
plan. Andrews [1999] discute de l’équivalence de l’introduction de la faille avec une disconti-
nuité de déplacement sur une grille décalée. Parmi les avantages des MDF nous signalerons la
simplicité de leur implémentation, la possibilité d’introduire des comportements non linéaires
dans le volume et des structures typiques de la zone de faille.

Les différences finies permettent un ordre élevé, mais les méthodes les plus précises sont
les méthodes intégrales. La connaissance des fonctions de Green en chaque point de la frontière
permet de résoudre le problème en ne discrétisant que celle-ci.

1.5.2 Méthodes d’équation intégrales aux frontières

Quand la fonction de Green du milieu est connue, la dimensionnalité du problème de rupture
peut être réduite à une résolution sur les degrés de liberté de la faille en utilisant les théorèmes
de représentation. Tel est le fondement des méthodes intégrales de frontière.

Les premières formulations exprimaient les glissements enfonction des tractions sur la faille
via un noyau élastodynamique, non local en espace et en temps[Das et Aki, 1977a; Das et Kos-
trov, 1988]. Ces formulations ont été par exemple appliquées à l’étude de la rupture 3D dans
un champ de précontraintes très hétérogène. Des comparaisons entre cette méthode et les MDF
sont présentées par Lapusta et al. [2005]. Une formulation différente, exprimant les tractions
en fonction des glissements, a été développée par Koller et al. [1992]; Cochard et Madariaga
[1994]; Fukuyama et Madariaga [1998]. La difficulté majeuredans le développement de cette
formulation a été la régularisation des hyper-singularités du noyau. Cette méthode a été utilisée
par exemple à l’échelle du cycle par Cochard et Madariaga [1996] et pour des problèmes où la
géométrie de la faille est complexe par Aochi et Fukuyama [2002]. Une troisième formulation
introduite par Geubelle et Rice [1995]; Perrin et al. [1995]; Cochard et Rice [2000]; Lapusta et al.
[2000] travaille avec une représentation spectrale du noyau élastodynamique, dans le domaine
du nombre d’onde spatial. Parmi les atouts des méthodes intégrales nous pouvons signaler : leur
faible dimensionnalité spatiale puisque la résolution ne porte que sur les degrés de liberté de la
faille ; l’accès aux variables de glissement et de traction sur le même noeud, c’est-à-dire la pos-
sibilité de représenter une faille d’épaisseur nulle ; la flexibilité géométrique dans le maillage de
la faille qui peut être courbe ou branchée ; l’absence d’inertie des élément de discrétisation de la
faille, qui existe artificiellement pour les MDF. Parmi les inconvénients nous trouvons : la limi-
tation à des milieux de propagation de géométrie et comportement simples, de fonction de Green
connue ; la nécessité de mailler la surface libre quand des arguments de symétrie ne sont pas dis-
ponibles. La première limitation est majeure si nous nous intéressons aux effets de la structure
de la zone de faille sur la rupture et si dans le futur nous envisageons de prendre en compte l’at-
ténuation et des non-linéarités du comportement dans le volume au voisinage de la faille, du type
endommagement et plasticité [Lapusta et al., 2005]. Des modeles réalistes de séismes ont toute-
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fois été réalisés par Aochi et Fukuyama [2002]; Madariaga etal. [2001]; Campillo et Madariaga
[2001].

1.5.3 Méthodes d’éléments finis

La méthode d’éléments finis a été moins utilisée jusqu’à présent en sismologie de la source
[Oglesby et al., 2000], parce qu’elle est est moins aisée à implémenter, en particulier si l’on
veut un schéma d’ordre élevé. Avec un ordre faible, dès lors que des ondes se propagent dans
le modèle, on est alors confronté à des problèmes de dissipation numérique dès que la taille du
maillage excède une fraction de longueur d’onde. Néanmoins, les éléments finis gagnent petit à
petit en popularité dans le milieu de la modélisation de la source sismique, parce qu’ils permettent
de modéliser des géométries complexes. La courbure des failles peut être approchée de façon
aussi précise qu’avec les méthodes intégrales. Oglesby et al. [2000] modélisent la rupture sur
des failles hétérogènes et planes par segment. Des modèles réalistes de tremblements de Terre
connus ont été proposés, par exemple par Oglesby et Day [2001].

1.5.4 Méthodes d’éléments spectraux

Une classe particulière d’élément finis, appelés éléments spectraux a été développée par Ko-
matitsch et Vilotte [1998], Komatitsch et Tromp [2002] pourla propagation d’onde 3D en élasto-
dynamique. Ces éléments finis d’ordre élevé ont été étudiés en particulier pour réduire les coûts
de calcul ainsi que la dispersion numérique. Depuis, Ampuero [2002] à implémenté les condi-
tions de contact et de frottement pour modéliser la rupture sur des failles de géométrie complexe.



Chapitre 2

Sismologie en mécanique des milieux
continus

Les lois qui gouvernent la propagation des ondes sismiques àl’intérieur de notre planète sont
en général bien comprises. Ces ondes sont fondamentalementcontrôlées d’une part par des re-
lations linéaires entre les contraintes et les déformationdu milieu, et d’autre part par l’équation
newtonienne du mouvement, reliant les accélérations du milieu au gradient des contraintes. Ce-
pendant, l’observation de failles exposées à la surface de la Terre montre que les déformations et
les structures géologiques associées aux failles ne sont pas en accord avec les lois physiques men-
tionnées [Brac, 2003]. D’autres relations constitutives contrôlent le rapport entre déformations
et contraintes au voisinage des failles. Un autre paramètrephysique qui détermine également
la rupture des séismes est la condition en contrainte le longde la faille avant l’initiation de la
rupture.

Finalement, un séisme n’est que la libération brutale de l’énergie mécanique accumulée par
le milieu, qui se manifeste sous la forme de déformations produites au préalable, induites par ces
contraintes préexistantes. Globalement, cet état initialde contraintes est le résultat de la superpo-
sition d’une charge due au régime tectonique régional et d’un champ résiduel généralement plus
hétérogène, associé à la sismicité antérieure dans le milieu environnant.

2.1 Définition d’une rupture antiplane à 2D

Bien que la dynamique de la rupture des séismes soit un phénomène particulièrement com-
plexe, la théorie de la fracturation des roches peut servir de base pour comprendre la nature des
champs élastiques lors de l’occurrence d’un séisme.

L’espace est rapporté à un repère cartésien(x, y, z). Considérons une zone de rupture sis-
mique (Ŵ) se produisant dans un milieu homogène. Le champ de déformation associé à la rupture
du milieu peut être vu comme la combinaison linéaire des trois modes principaux de déformation
présentés sur la figure 2.1 :

– mode I ou mode d’ouverture : la formation de la faille engendre deux lèvres,

13
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FIG. 2.1 – Modes principaux de déformation associés à la fracturation d’un milieu.

FIG. 2.2 – Rupture en 3D.

– mode II ou mode plan : les deux lèvres glissent l’une par rapport à l’autre, perpendiculai-
rement au front de rupture.

– mode III ou mode antiplan : les deux lèvres glissent également l’une par rapport à l’autre
mais parallèlement au front.

Étant donné qu’à l’intérieur de la Terre ce sont les contraintes de confinement qui conditionnent
l’état pré-sismique des failles, dans l’espace à trois dimensions seuls les modes II et III peuvent se
produire simultanément, c’est-à-dire les deux modes associés aux déformations en cisaillement,
sans ouverture des parois internes des fractures. La représentation de la propagation de la rupture
à divers instants est schématisée sur la figure (2.2).

Le plan(xy) est le plan de glissement (plan de faille), le déplacement parallèle à la direction
(x) engendre le mode II et toutes les particules effectuent un mouvement parallèle àx. Les dépla-
cements parallèles ày engendrent le mode III, où toutes les particules effectuentun mouvement
dans la directiony.

Nous avons étudié la propagation d’une rupture en mode III. C’est donc un modèle bi-
dimensionnel (2D), simplifié par rapport à la réalité. Dans le plan de faille(xy), le mode III,
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FIG. 2.3 – La géométrie d’une rupture en mode antiplane.

est invariant suivant la directiony (figure 2.3).

2.2 Équation de propagation

La source d’un séisme est considérée comme la propagation d’une rupture spontanée le long
d’un ou plusieurs segments de faille au sein d’un milieux élastique linéaire. Le problème dyna-
mique consiste à trouver des solutions de l’équation de l’élastodynamique.

On désigne parU(x, y, z, t) le champ de déplacement d’une particule située autour d’un
point M(x, y, z) à l’instantt . Comme nous nous intéressons au mode III, avec l’invarianceselon
y, le problème se réduit à l’étude des déplacements parallèles ày, à 2D. Le vecteur déplacement,
ou champ élastodynamique, sera noté :Uy(x, z, t) = U(x, z, t).

Les contraintesσi j où (i, j ) = (x, y, z), qui engendrent la propagation en mode III, se ré-
duisent uniquement à deux cisaillements :

– σyx : cisaillement qui s’applique sur la faceyzdans la directiony,
– σyz : cisaillement qui s’applique sur le plan de faillexy dans la directiony.

Les autres contraintes sont nulles. L’application de la loifondamentale de la dynamique, en
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négligeant les forces de volume, conduit à :

ρ
∂2U

∂ t2
= divσ (2.1)

oùρ est la masse volumique (densité de la roche) etσ le tenseur des contraintes.
En supposant le milieu linéaire, homogène et isotrope, la contrainte est liée à la déformation

εi j =
1

2
(
∂Ui

∂x j
+

∂U j

∂xi
) (2.2)

par la loi de Hooke
σi j = λ(εi i )I + 2µεi j , (2.3)

oùλ etµ sont les coefficients de Lamé.
La substitution deσi j dans l’équation précédente conduit à l’équation de propagation d’une

onde libre :

∇2U −
1

β2

∂2U

∂ t2
= 0 , (2.4)

oùβ =
√

µ/ρ est la vitesse de propagation des ondes S.

2.3 La problématique

Les détails des calculs montrent que la composante de la traction dans la direction(y) est :

T(x, y, t) = T(x, t) = σyz · nz . (2.5)

Pour la solution de ce problème, nous supposons que sur le plan de faille la tractionT(x, t) est
connue :

σyz = −T(x, t) . (2.6)

Notez que le signe moins apparaît ici parce que pour la moitiésupérieure de l’espace(z > 0)

la normale sortante pointe vers le bas.
On définit par1U le déplacement relatif d’une particule de la section supérieure par rapport

à la section inférieure par :

1U = U(x, 0+, t) − U(x, 0−, t) (2.7)

qui doit être nul (1U = 0) hors de la zone de rupture (Ŵ). On définit également le changement
de traction par :

T(x, t) = Tabs− T0 (2.8)

où T0 est la traction initiale etTabs la traction absolue qui résulte des frottements.
Le problème à résoudre est de trouver1U(x, t) connaissantT0 et Tabs. Comme les condi-

tions aux frontières le montrent, le changement de tractiondoit vérifier l’équation (2.6) oùσyz

est liée au déplacementU(x, t) qui vérifie l’équation de propagation (2.4), où le déplacement
relatif (1U ) doit être nul hors de la zone de rupture (Ŵ).
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2.4 Méthode d’équations intégrales aux frontières

Pour résoudre ce problème, nous allons utiliser la méthode d’équations intégrales aux fron-
tières (BIEM), qui a été largement utilisée pour examiner lapropagation spontanée d’une rupture
dans les milieux élastiques [e.x., Das, 1980; Andrews, 1985; Das et Kostrov, 1988; Cochard et
Madariaga, 1994; Perrin et al., 1995; Geubelle et Rice, 1995; Ben-Zion et Rice, 1997; Fukuyama
et Madariaga, 1998; Aochi et al., 2002; Lapusta et al., 2000;Tada et Madariaga, 2001].

L’idée principale de cette méthode est d’exprimer la réponse élastodynamique des milieu
élastiques environnants en termes de relation intégrale entre des discontinuités de déplacement
et des tractions le long de la zone de rupture(Ŵ). Ces relations impliquent des convolutions dans
l’espace et le temps des discontinuités de déplacement ou detraction et et leurs histoires.

Elle consiste à déterminer la fonction de Green caractérisant le milieu de rupture. La réponse
U(x, t) sera donnée par le produit de convolution de la fonction de Green et de l’excitation qui
est la traction. Cette méthode (BIEM) est très efficace pour de tels problèmes et montre une
bonne convergence avec l’augmentation de la discrétisation numérique.

Dans ce contexte, le déplacementU(x, z, t) se déduit en appliquant la théorie de représenta-
tion de Betti, pour une contrainte appliquée au point(ξ, z, t) [Aki et Richards, 2002] :

U(x, z, t) =
∫

Ŵ

∫ t

0
1U(ξ, τ )6(x, z, ξ, t − τ)dτdξ , (2.9)

où 6 = µ∂G/∂z est l’élément(yz) du tenseur des contraintes associé à la fonction de Green à
2D

G(x, z, ξ, t) =
1

2πµ

H(t −
r

β
)

√

t2 −
r 2

β2

, (2.10)

oùµ est le coefficient de Lamé, ou rigidité de milieu, la fonctionde Heaviside étant notéeH(.),
et r =

√

(x − ξ)2 + z2.
On peut écrire aussi le changement de traction

T(x, t) = −σyz(x, z, t) = −µ
∂U

∂z
(2.11)

et l’on obtient

T(x, t) = −µ2
∫

Ŵ

∫ t

0
1U(ξ, τ )[

∂2

∂z2
G(x − ξ, z, t − τ)]z=0dτdξ. (2.12)

En substituant la fonction de Green, on aboutit à

T(x, t) =
−µ

2πβ2

∫

Ŵ

∫ τm

0

1U

[(t − τ)2 − (x−ξ)2

β2 ]3/2
dτdξ , (2.13)
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FIG. 2.4 – Domaine d’intégration de l’équation intégrale : un point (x, t) peut recevoir les infor-
mations de tous les points situés à l’intérieur du cône de causalité défini par la vitesse des ondes
S (β).

où τm = max(0, t −
|x − ξ |

β
)

Malheureusement, cette équation intégrale ne peut pas êtreutilisée telle quelle dans des
études analytiques ou numériquesen en raison de la présencedes hyper-singularités près du point
source, quandξ = x et τ = t .

Pour obtenir une équation intégrale appropriée, nous utilisons la méthode générale proposée
par Koller et al. [1992]. Supposons que le déplacement(1U) et sa dérivée par rapport àx,
(∂1U/∂x, la densité de dislocation) sont continus, nous pouvons alors transformer (2.13) en
une équation intégrale régularisée avec un noyau intégrable :

T(x, t) = − µ

2π

∫

Ŵ

∫ τm

0
[
t − τ

x − ξ

∂

∂ξ
1U̇ (ξ, τ )+ 1

β2

∂

∂τ
1U̇ (ξ, τ )9(t−τ ; x−ξ)dτ dξ ] , (2.14)

où9(t ; x) =
√

t2 − x2/β2, τm = max(0, t − | x − ξ |/β) et1U̇ est la vitesse de glissement.

Le domaine d’intégration de cette équation est schématisé sur la figure (2.4). Cette forme de
l’équation intégrale est particulièrement utile pour fonder des problèmes de frontière.
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2.5 La transformée mixte Laplace-Fourier de l’équation inté-
grale

Nous remarquons que la traction donnée par l’équation (2.12) est un produit de convolution :

T(x, t) = −µ21U(x, t) ∗
∂2

∂z2
G(x, t) . (2.15)

En désignant respectivement parp et s les variable conjuguées dex et t , la transformée de
Laplace double par rapport àx et àt conduit à :

˜̃T(p, s) = −µ21
˜̃U(p, s) ∗ ˜̃T L[

∂2

∂z2
G(x, t)]z=0 . (2.16)

Cependant, l’utilisation de la transformation double de Laplace conduit à un travail fasti-
dieux. Nous avons alors préféré conserver l’utilisation dela transformée de Laplace pour la
variable temps, et utiliser la transformée de Fourier pour la variable espace. On cherche à déter-
miner la fonction de Green dans le domaine Laplace-Fourier(p, s) ; les calculs aboutissent à
(voir Annexe 1) :

˜̃G(p, z, s) = 1

2µsq
e−sqz . (2.17)

où q =
√

p2/s2 + 1/β2, est défini pour avoir une partie réelle positive. En faisanttendre versz
vers zéro dans la dérivée seconde, on obtient :

˜̃T L[
∂2

∂z2
G(x, t)]z=0 =

1

2µ
sq . (2.18)

La transformée mixte Laplace-Fourier de la traction est :

˜̃T(p, s) =
−µ

2
1

˜̃U(p, s)sq . (2.19)

On peut déduire la transformée mixte inverse de cette expression sans aucun problème. Mais
nous ne voudrions pas exprimer le résultat des termes de l’équation (2.13), parce que nous savons
déjà que nous obtiendrons l’équation intégrale avec sa singularité très forte. Nous nous sommes
basés sur l’équation intégrale (2.14) proposée par Koller et al. [1992], où la vitesse de glisse-
ment et sa dérivée première dans l’espacex, est présentée sur cette équation. Nous réécrivons
l’expression (2.19) :

˜̃T(p, s) =
−µ

2β
s1 ˜̃U(p, s) −

µ

2
(−isp1 ˜̃U(p, s))(

1/β − q

ip
) , (2.20)

où la transformée inverse de la fonction(
1/β − q

ip
) est calculée à l’aide de la méthode de Cagniard-

De Hoop (voir Annexe 2), pour obtenir :

T(x, t) =
−µ

2β
1U̇ (x, t) −

µ

2π

∫

Ŵ

∫ τm

0
NTot(x − ξ, t − τ)

∂

∂ξ
1U̇ (ξ, τ )dτξ , (2.21)
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où NTot(x, t) =
√

t2 − x2/β2/t x, τm = max(0, t −
|x − ξ |

β
), et1U̇ (x, t) est la vitesse de glis-

sement.

L’équation (2.21) [Cochard et Madariaga, 1994] est l’équation intégrale qui relie la traction
à la vitesse de glissement1U̇ pour une rupture en mode III. Cette équation intégrale est régu-
lière partout sauf près deξ = x, où elle doit être interprétée dans le sens habituel d’une valeur
principale de Cauchy.

Le premier terme dans l’équation (2.21) est le changement instantané de traction produit par
un changement de vitesse de glissement. Si la vitesse de glissement1U̇ est indépendant de la
positionx on obtient :

T(x, t) =
−µ

2β
1U̇ (x, t) . (2.22)

Le deuxième terme dans l’équation (2.21) est l’effet de la diffraction des ondes par la distribution
de dislocations sur la faille.



Chapitre 3

Simulation numérique d’un séisme

Dans ce chapitre, nous montrons comment les équations établies dans le chapitre précédent,
peuvent être discrétisées et résolues par une méthode numérique.

Nous avons établi au chapitre précédent une équation intégrale donnant la tractionT(x, t) en
fonction de la vitesse de déplacement et de sa dérivée première dans l’espace. Cependant, cette
intégrale est impossible à résoudre analytiquement dans lecas général.

Nous allons nous focaliser sur la méthode numérique utilisée de façon privilégiée dans ce
travail pour simuler la propagation dynamique d’une rupture en mode III. Nous allons résoudre
l’équation intégrale sur une grille à deux dimensions. Nousconsidérons pour cela le système
rectangulaire représenté sur la figure 3.1.

3.1 Discrétisation de l’équation intégrale

Pour les simulations numériques nous discrétisons l’équation intégrale. On utilise alors une
méthode analytique pour remplaçer la somme continue sur l’espace et le temps, par deux sommes
discrètes par rapport aux variables espace et temps.

Le contour d’intégration (ou zone de ruptureŴ) doit être subdivisé en segments de longueur
1x, alors que l’intervalle [0, t ] doit être subdivisé en segments de durée1t . Les deux subdivi-
sions seront liées par

1x =
1

h
β1t (3.1)

oùh est un paramètre sans dimension dont la variation résulte endes subdivisions plus ou moins
fines. La stabilité de notre arrangement numérique dépend duchoix du paramètre de grilleh, qui
a été étudie par beaucoup d’auteurs précédents [Tada et Madariaga, 2001].

Discutons des conséquences du choix de ce paramètre : il n’est pas concevable de prendreh
plus grand que 1, car après une itération les ondes de vitesseβ parcourront une distance supé-
rieure au pas de la grille1x. Par ailleurs, la méthode des différences finies imposeh ≤ 1/

√
2.

Nous avons alors choisi une valeur encore plus petite(h = 1/2), une valeur suggérée par d’autres
auteurs [Koller et al., 1992; Cochard et Madariaga, 1994].
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FIG. 3.1 – Définition de la subdivision espace-temps à l’aide de la fonction de Heaviside.

Du fait de la discrétisation de l’espace et du temps, la vitesse de glissement doit également
être discrétisée de façon qu’elle présente des variations par saut. Elle est ici supposée constante
sur chaque intervalle [x j , x j +1] et [tm, tm+1], centrés respectivement surx j et tm :

1U̇ (x, t) =
∑

j ,m

D j ,md(x, t, x j , tm) . (3.2)

D j ,m est la vitesse discrétisée,d est une distribution continue par morceau, définie par

d(x, t, x j , tm) =
{

1 Si x j ≤ x < x j +1 et t j ≤ t < t j +1 ,

0 ailleurs
(3.3)

Cette expression peut être exprimeé de la fonction Heaviside H(.) :

d(x, t, x j , tm) = H(x − x j )H(t − tm) − H(x − x j +1)H(t − tm) −
H(x − x j )H(t − tm+1) + H(x − x j +1)H(t − tm+1) . (3.4)

ce qui délimite un carré comme représenté sur la figure (3.1),où doit être évaluée la vitesse de
glissement.

En introduisant l’expression de la vitesse discrétisée dans l’équation intégrale (1.20), on ob-
tient l’équation

T(x, t) = −µ

2β
[D(x, t) +

∑

j ,m

D(x j , tm)NTot(x, t, x j , tm)] , (3.5)
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où NTot est le noyau élastodynamique de l’intégrale de convolution, qui ne dépend que des pro-
priétés du milieu. L’expression deNTot est définie par

NTot(x, t, x j , tm) = I (x − x j , t − tm) − I (x − x j +1, t − tm)

−I (x − x j , t − tm+1) + I (x − x j +1, t − tm+1) (3.6)

où I (x, t) est l’intégrale double de l’équation (1.20) en remplaçant la vitesse1U̇ par H(τ )H(ξ)

et sa dérive spatiale parH(τ )δ(ξ). On aboutit à l’expression :

I (x, t) =
1

π
H(t −

| x |
β

)

[√

1 − (x/βt)2

x/βt
+ arccos

[

sign(x)
]

− arccos

[
x

βt

]
]

. (3.7)

L’équation (3.5) est alors ramenée à un problème discret parcollocation. L’équation a une série
de noeuds situés à l’intérieur de chaque élément de frontière, ces points de collocation étant
définis par les coordonnées d’espace-temps(x, t) écrites sous la forme :

{

x = i 1x + ex1x
t = n1t + et1t

(3.8)

pour assurer l’incrémentation des variablesx et t . i , n étent des nombres naturels.
Les deux derniers termes dans l’expression (3.8), ont été ajoutés respectivement pour évi-

ter les problèmes d’indétermination et la stabilité de notre arrangement numérique BIEM, dans
l’évaluation de l’intégrale espace-temps, en choisissant(ex, et) ∈ [0, 1].

En injectant l’expression (3.8) dex et t dans l’expression (3.6) du noyau élastodynamique
NTot, on déduit :

NTot(x, t, x j , tm) = NTot(x − x j , t − tm) = NTot
i− j , n−m . (3.9)

Finalement, l’équation (3.5) devient un système linéaire d’équations écrit sous cette forme
simple :

Ti,n =
−µ

2β
[Di,n +

∑

j

∑

m≤n−1

D j ,mNTot
i− j ,n−m] . (3.10)

Sur la figure (3.2) nous avons représenté le noyau élastodynamique à trois dimensions(i, n, Ti,n).
Dans tous les calculs, nous avons poséex = 1/2, ce qui est requis pour des raisons de symétrie
et et = 1, choisi car il fournit les résultats les plus stables, et, comme indiqué précédemment,
h = 1/2.

Cette figure représente la réponse du milieu, en l’occurrence la traction du milieu(Ti,n), en
un point (i, n) de l’espace-temps, pour une excitation impulsionnelle de la vitesse à l’origine
(0, 0). Nous distinguons un profil d’onde progressant devant une traction statique appliquée sur
la ligne(x = 0), pris comme origine.
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FIG. 3.2 – Noyau de l’équation intégrale.

3.2 Solution numérique de l’équation intégrale aux frontières

Rappelons qu’un point de l’espace-temps est repéré par les indices(i, n). Pour résoudre
l’équation intégrale (3.10) on la réécrit comme suit :

Di,n =
2β

µ
Ti,n −

∑

j

∑

m≤n−1

D j ,mNTot
i− j ,n−m . (3.11)

Il faut distinguer les éléments glissants (i.e. en mouvement) de la frontière(Ŵ) et les éléments
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FIG. 3.3 – Loi de frottement indépendant de la vitesse de glissement.

FIG. 3.4 – Chargement tectonique homogène.

à l’équilibre non encore atteints par le front de rupture. Pour les éléments glissants, on calcule la
vitesse de glissement, alors que pour les éléments immobiles, on calculera la traction

Ti,n = Tabs
i,n − T0

i , (3.12)

où T0
i est la traction initiale (ou chargement tectonique) appliquée sur la faille, etTabs

i,n est l’exci-
tation qui obéit à la loi des frottement (chapitre I) existant entre les deux lèvres de la faille.

Pour tester notre calcul, nous avons pris comme premier exemple une loi de frottement avec
une variation temporelle abrupte, indépendante de la vitesse (figure 3.3). Cette description de
frottement veut dire que si la concentration de contrainte dépasse un certain niveau seuilFs au
front de rupture elle provoque une chute brutale à un frottement dynamiqueFd.

3.2.1 Exemple 1 : rupture sans propagation

Dans un premier exemple, nous considérons un segment de faille avec une précontrainte
uniformément égale au seuil de rupture (figure 3.4), donc initialement instable. Ce segment casse
donc instantanément àt = 0.

La figure 3.5 représente l’évolution du profil de la vitesse deglissement1U̇ , en fonction de
l’espacex et du tempst , d’une telle faille instantanée discrétisée par 1024 éléments, soumis à une
rupture antiplane. La solution est obtenue numériquement par la méthode d’équations intégrales
aux frontières.
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FIG. 3.5 – Évolution du profil de la vitesse de glissement pour unerupture antiplan, d’une faille
instantanée discrétisée par 1024 éléments.

Nous avons représenté sur la figure 3.6 la solution numériquepour le 256ème élément. Les
flèches indiquent les temps d’arrivée des phases arrêtant larupture, venant de l’un ou l’autre bord
de la faille.

Le premier pulse d’arrêt (pointt ′), correspondant à l’onde S diffractée sur le bord de la faille
le plus proche, provoquant une première chute de vitesse. Ledeuxième pulse d’arrêt arrive de
l’autre bord àt ′′ et permet d’arrêter complètement le mouvement.
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FIG. 3.6 – Solution pour le 256èmeélément.

3.2.2 Exemple 2 : rupture d’aspérités

Dans un deuxième exemple nous étudions la dynamique de la rupture le long de surfaces de
faille avec une précontrainte hétérogène, qui est décrite par une distribution d’aspérités (figure
3.7) :

– (3.7)(a) représente une seule aspérité. Une longueur donnée de l’axe de faille(x) est au
seuil de rupture et la traction à l’extérieur est égale à zéro.

– (3.7)(b) représente deux aspérités : la première est au seuil de rupture et la deuxième est
presque au seuil(85%), donc prête à casser.

Pour les simulations présentées sur les figures (3.8) et (3.10), l’aspérité de la figure (3.7)(a) est
modélisée par 30 éléments tandis que les aspérités de la figure (3.7)(b) sont de 30 et 15 éléments,
séparées par 30 éléments.

Si la vitesse d’un point antérieur(i, n − 1) est nulle(Di,n−1 = 0) et que la traction abso-
lue Tabs

i,n au point considéré(i, n) est inférieure à la traction seuil, alors le point(i, n) reste à
immobile.

Si la vitesse d’un point antérieur(i, n − 1) est non nulle(Di,n−1 6= 0) ou si Di,n−1 = 0
mais que la tractionTabs

i,n devient supérieure à la traction seuil, alors le point(i, n) se met en

mouvement et la tractionTabs
i,n chute à la valeur dynamique.

La figure 3.8 représente l’évolution de la vitesse de glissement le long d’une faille discrétisée
par 1024 éléments, pour le modèle à une seule aspérité. Le seuil de rupture est supposé uniforme
le long de la section du plan de faille que l’on permet de casser. À l’extérieur de cette section, le
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FIG. 3.7 – Les états initiaux de traction(T0
i ) pour les simulations numériques. (a) Une aspérité.

(b) Deux aspérités.(T0
i ) à l’extérieur des aspérités est 0.

seuil est supposé infini, représentant une barrière incassable. Une concentration de la traction se
développe près des bords de la rupture (front de rupture) jusqu’à ce que le seuil soit atteint. Cette
rupture commence à grandir et se propage avec une vitesse inférieure à la vitesse des ondes S
(figure 3.9).

Le front de rupture sépare une zone intacte en avant du front d’une zone en glissement déjà
balayée par le front. L’arrêt de la rupture se produit lorsque cette dernière crée en avant du front
de rupture une contrainte inférieure à la contrainte seuil locale, que ce soit en pénétrant dans une
zone plus résistante c’est-à-dire de plus fort seuil de contrainte, ou dans une zone de plus faible
contrainte initiale.

La figure 3.10 représente la solution numérique de l’évolution de la vitesse de glissement,
1U̇ , en fonction de l’espace(x) et du temps(t), pour le modèle à deux aspérités schématisé sur
la figure (3.7)(b).

La première aspérité, au seuil de rupture casse au temps 0 et la deuxième, qui est presque au
seuil de rupture, est déclenchée par l’arrivée du front de rupture produit par la première.

3.2.3 Exemple 3 : propagation d’une impulsion de glissement(« pulse »)

Comme indiqué dans le chapitre I (paragraphe 1.2), Cochard et Madariaga [1994] montrent
que lorsque le frottement est défini par une loi pour laquellele frottement décroît lorsque la
vitesse de glissement augmente, la propagation de la rupture s’effectue sous forme d’une impul-
sion de glissement auto-cicatrisante (« pulse ») : elle est,en général, beaucoup plus courte que
la durée totale de la rupture. Dans un troisième exemple nousimposons la vitesse de rupture
Vrup constante pour générer un modèle dynamique avec une propagation cinématique. Dans la
simulation numérique présentée sur la figure (3.11), nous avons poséVrup = β/2.
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FIG. 3.8 – La vitesse de glissement pour le modèle d’un seul aspérité.
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FIG. 3.9 – Propagation du front de rupture.
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FIG. 3.10 – La vitesse de glissement pour le modèle à deux aspérités.
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FIG. 3.11 – La vitesse de glissement pour un modèle dynamique mais avec propagation cinéma-
tique.



Chapitre 4

Amélioration des méthodes numériques

La modélisation numérique est un outil indispensable en sismologie pour comprendre et in-
terpréter la propagation d’une rupture dynamique, pour remonter aux propriétés physiques des
sources sismiques et des structures géologiques, grâce à l’élaboration de nouvelles méthodes
numériques et à la rapidité croissante des ordinateurs.

Parmi ces méthodes, les différences finies règnent en maîtresur cette discipline grâce à la
facilité de leur implantation sur machine ainsi que l’ordreélevé du schéma numérique. Ces mé-
thodes sont malheureusement assez limitées dès qu’il s’agit de simuler des topographies com-
plexes.

D’autres méthodes, comme les éléments finis, et particulièrement leur formulation spectrale,
ainsi que les méthodes d’intégrales de frontière, fournissent des résultats assez précis, mais se
heurtent aux problèmes majeurs que sont, respectivement, l’inversion de matrices de grandes
dimension et la détermination de la fonction de Green.

Les méthodes numériques utilisées pour la simulation des ruptures sismiques définissent une
grille numérique qui englobe toute la portion de faille sur laquelle la rupture a lieu. Ce genre
de modélisation de la propagation d’une rupture sismique demande des ressources de calcul
importantes du fait de la grande taille des grilles. Par exemple, le calcul des grandeurs élastody-
namiques pour un domaine géologique comportant une faille de 10 km de longueur nécessite un
maillage de l’espace temps qui comprend au moins 50 milliards de cellules (points).

Le traitement d’un problème de propagation issu d’une grande rupture utilise donc un espace
mémoire et un temps de calcul assez long.

4.1 Les méthodes d’équation intégrales aux frontières (BIEM)

La faille est divisée en éléments de surface discrets (segments) de longueur1x, alors que le
temps doit être subdivisé en segments de durée1t . L’influence de chaque élément de faille sur
un autre est calculée par la convolution de son histoire de vitesse de glissement avec la fonction
de Green reliant les deux éléments.

Un avantage de cette méthode est qu’elle ne souffre pas de la dispersion numérique due aux
haute fréquences comme les différences finies. Mais il y a d’autres types d’instabilités numé-

33
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riques inhérentes à la méthode.
Un désavantage est quelle est très lourde à gérer pour des casde failles non coplanaires,

Un autre problème est que plus le temps passe, plus la convolution en temps est longue, et les
éléments de faille interagissant tous deux à deux, le nombred’opérations pourI éléments etN
itérations est deN2I 2, ce qui gonfle rapidement le calcul.

Nous devons donc améliorer notre méthode numérique afin de réduire le temps de calcul et
l’allocation de l’espace mémoire ; nous présentons une procédure numérique efficace et rigou-
reuse.

4.2 L’algorithme FFT pour la convolution

Dans le système linéaire d’équations (3.11), il faut calculer la somme sur l’espace (indicej )
et le temps (indicem) :

Si,n =
∑

j

∑

m≤n−1

D j , mNTot
i− j ,n−m . (4.1)

On peut réécrire ce terme comme une convolution spatiale :

Si,n =
∑

m≤n−1

[Di,m ∗ NTot
i, n−m] . (4.2)

En appliquant les transformées de Fourier (TF), il vient :

Si,n = F
−1{

∑

m≤n−1

[F(Di, m) · F(NTot
i, n−m)]} . (4.3)

Pour se faire une idée de la durée nécessaire pour effectuer un tel calcul basée sur les TF,
nous donnons l’estimation suivante :

-un calcul de TF discrète d’un vecteur de dimensionsI , repose sur un produit matriciel deI 2

opérations.

-le temps mis par un ordinateur ayant une vitesse de 109 opération par seconde, serait de 1 ms
dans le casI = 1024, de 15 min pour une grilleI ∗ I et des dizaines d’années pour un
réseau(I ∗ I ∗ I ).

-l’application de l’algorithme de transformée de Fourier rapide (FFT) réduit considérablement
le nombre d’opérations à effectuer, soitI log2 I au lieu deI 2 opérations.

-dans les exemples sus-cités, les temps nécessaires pour effectuerI 2, I 4, I 6 opérations seront
réduits respectivement à 10µ s, 20 ms, 30 s.

En effet, pour l’évaluation de la sommeSi,n au pas du tempsn, on applique une FFT sur un
tableau unidimensionnel de longueur 2I , avecI 1x la taille de la faille discrète et le facteur de
2 prend en compte le remplissage par des zéros (zero padding). Multiplication et une addition le
long de la dimension de temps(N − 1) sur un tableau 2D de tailleN × 2I ; et enfin une FFT
inverse sur un tableau de taille 2I . Il n’y a pas de limite supérieure à la taille, à part les limitations
liées à l’allocation dynamique de la mémoire utilisée.



4.3. TRONCATURE DE L’INTÉGRALE DE CONVOLUTION 35

Pour l’évaluation de la sommeSi,n correspondant à une faille discrétisée enI éléments d’es-
pace, etN éléments de temps, le nombre d’opérations par un calcul basésur la FFT est :

2I N [α log2 I +
N − 1

2
] , (4.4)

oùα est une constante de proportionnalité caractéristique de l’algorithme de la FFT.
Par contre, la convolution en temps se calcule directement par l’addition explicite. Le calcul

de la convolution temporelle par FFT ne serait pas efficace parce que nous avons besoin du
résultat de la convolution en temps seulement au pas de tempsactueln.

4.3 Troncature de l’intégrale de convolution

La méthodologie illustrée ici s’applique au cas d’une rupture antiplane, bi-dimensionnelle et
utilise une méthode de résolution fondée sur les équations intégrales aux frontières. Le change-
ment de tractionT(x, t) sur le plan de faille est exprimé comme une intégrale de convolution
double dans l’espace et le temps entre les deux ingrédients principaux que sont la vitesse de glis-
sement antérieure1U̇ (x, t) et un noyau élastodynamiqueNTot(x, t), de nouveau représenté sur
la figure (4.1).

Ce noyau représente la variation de la contrainte sur la faille dû à une variation de vitesse
sur la cellule de taille1x × 1t situe enx = 0 et t = 0. On perçoit la propagation d’une
onde à la vitesseβ, mais la contribution majeure est localisée enx 6= 0 et tend vers une valeur
constante quandt augmente. C’est la contribution statique, qui s’applique aussi pourx = 0, et
s’établit après le passage de l’onde. Ce terme statique, coupe du noyau élastodynamique total
pourt = +∞, est représenté sur la figure (4.2).

Bien que les ondes dynamiques s’atténuent très rapidement (comme on le voit sur la figure
4.1), la présence de ce terme statique oblige à évaluer l’intégrale sur le temps depuis le temps
initial. Si l’on néglige le passé lointain (plus lointain que deux fois le temps mis par l’onde S
pour traverser la faille), on obtient l’évaluation totalement fausse représentée sur la figure (4.3).

Comme le nombre d’opérations impliquées croît enN2 pour une taille de faille fixée, il
est impossible de simuler des évolutions de longue durée (NB: l’évaluation de la convolution en
temps est la part essentielle du temps informatique. Elle peut prendre 99% du temps informatique
global.)

Heureusement, la troncature de cette intégrale de convolution en temps est possible car on
peut « extraire » le terme statique.

4.3.1 Extraction du terme statique

Dans l’approximation 2D, une relation bien connue entre la traction statique et le glissement
est donnée par :

T(x, t) = − µ

2πα
PV

∫ +∞

−∞

1

x − ξ

∂1U(ξ, t)

∂ξ
dξ . (4.5)
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FIG. 4.1 – Noyau élastodynamique total.
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FIG. 4.2 – Noyau statique.
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FIG. 4.3 – Solution numérique pour le 64éme élément d’une faille instantanée discrétisée sur
256 éléments. (a) Solution complète. (b) Solution où les contributions du passé lointain sont
négligées : on ne peut pas faire cette approximation.

Cette équation est la solution statique, quand1U ne dépend pas du temps. IciPV indique la
valeur principale,α = 1 pour le mode III etα = 1 − ν pour les modes I et II,ν étant le
coefficient de Poisson. En ajoutant et soustrayant ce terme statique dans l’expression (2.21), la
tractionT(x, t) peut s’écrire

T(x, t) =
−µ

2β
1U̇ (x, t) −

µ

2π

∫ +∞

−∞
NSta(x − ξ)

∂1U(ξ, t)

∂ξ
dξ

−
µ

2π

∫

Ŵ

∫ t

0
NDyn(x − ξ, t − τ)

∂

∂ξ
1U̇(ξ, τ )dτξ , (4.6)

où NSta(x) = 1/x définit le noyau statique,1U(x) est le glissement à la frontière(Ŵ), NDyn(x, t) =
(
√

t2 − x2/β2 − t)/(t x) est le noyau dynamique et1U̇ (x, t) est la vitesse de glissement. La
discrétisation du terme dynamique s’effectue, comme décrit dans le chapitre III, en temps et en
espace. La discrétisation du terme statique est effectuée de façon analogue et est détaillée dans
l’annexe 3. L’équation intégrale donnant la traction (4.6)devient le système linéaire d’équations :

Di,n = 2β

µ
[T0

i − Tabs
i,n ] −

∑

j

Sj NSta
i− j −

∑

j

∑

m≤n−1

D j ,mNDyn
i− j ,n−m . (4.7)

Le noyau dynamique est représenté sur la figure (4.4). On constate cette fois que
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FIG. 4.4 – Noyau dynamique.
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FIG. 4.5 – Schéma de la propagation du front de rupture le long d’un plan où une fracture se
propage dans la directionx.

lim
t→∞

NDyn(x, t) = 0 ∀x . (4.8)

Il en résulte que si la durée de la simulation du problème physique est beaucoup plus longue
que le temps exigé pour que les ondes élastiques S traversentle domaine spatial (plan de faille)
du système, il n’est pas nécessaire de tenir compte de l’influence de tous les états antérieurs
de la réponse élastodynamique sur l’état actuel (voire la figure 4.5). Cela corespond à tronquer
l’intégrale de convolution en temps, l’integration

∫ t
0 dans l’equation (4.6) devenant

∫ t
t−Tw

et la
somme

∑

m≤n−1 dans 4.7 devenant
∑

n−Tw≤m≤n−1.

Sur la figure 4.6 nous avons représenté l’évaluation de la solution numérique pour le 64ème

élément d’une faille instantanée discrétisée sur 256 éléments en fonction de différentes fenêtres
de troncature. Si nous tronquons les calculs de la somme sur le temps à un intervalle de temps
de longueurTw égal à trois fois le temps mis par l’onde S pour traverser la faille, nous trouvons
une bonne approximation de la vitesse de glissement. Cette méthode a été introduite dans une
formulation spectrale par Perrin et al. [1995] et détailléepar Lapusta et al. [2000]. Nous l’avons
ainsi explicitée pour la formulation spatio-temporelle utilisée ici.
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FIG. 4.6 – Évaluation de la solution numérique pour le 64ème élément d’une faille instantanée
discrétisée sur 256 éléments en fonction de la taille de la fenêtre de troncature. En haut : toute la
durée ; en bas : zoom.
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FIG. 4.7 – Évolution du profil de la vitesse de glissement pour unefaille qui casse instantanément
(solution complète).

4.3.2 Extraction du terme statiqueretardé

Avec le terme statique discuté ci-dessus, l’effet d’une variation de glissement en un point de
la faille est ressentie instantanément partout ailleurs (comme si la vitesse des ondes était infinie).

Sur la figure 4.7 est représentée de nouveau l’évaluation de la vitesse pour une faille qui casse
instantanément sur toute sa longueur àt = 0. Par contraste, la figure 4.8 représente la même faille
sous l’influence du terme statique seul : la vitesse chute immédiatement en tout point. Mais on
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FIG. 4.8 – Évolution du profil de la vitesse de glissement pour unefaille qui casse instantanément
sous l’influence du terme statique.
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FIG. 4.9 – Le nouveau noyau statique.

peut en fait tenir compte d’une vitesse de propagation finie en incluant un retard dans le terme
statique :

T(x, t) = −
µ

2π

∫ +∞

−∞

1

x − ξ

∂1U(ξ, t − |x − ξ |/β)

∂ξ
dξ . (4.9)

Le noyau statique correspondant est représenté sur la figure4.9. Comme il est différent de zŕeo
uniquement sur les caractéristiques du cône, le calcul peuts’effectuer enI 2 opérations.

L’évolution de la faille instantanée correspondante est représentée sur la figure 4.10. On re-
marque la très grande similitude à la solution complète par rapport à celle utilisant le terme sta-
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tique classique. Cette propriété suggère d’effectuer l’extraction de ce nouveau terme statique de
la solution complète et permet d’envisager une troncature plus importante, ce qui va être vérifié
ci-après. De la même façon, on a donc

T(x, t) =
−µ

2β
1U̇ (x, t) −

µ

2π

∫ +∞

−∞
NSta′(x − ξ)

∂1U(ξ, t − |x−ξ |
β

)

∂ξ
dξ

−
µ

2π

∫

Ŵ

∫ τm

0
NDyn′

(x − ξ, t − τ)
∂

∂ξ
1U̇(ξ, τ )dτξ , (4.10)

où NSta′(x, t) définit le nouveau noyau statique,1U(x) est le glissement antiplan à la frontière
(Ŵ), τm = max(0, t − | x − ξ |/β), NDyn′

(x, t) est le nouveau noyau dynamique et1U̇ (x, t)
est la vitesse de glissement. Le nouveau terme dynamique estreprésenté sur la figure 4.11.

4.3.3 Comparaison des deux méthodes de troncature

Nous allons maintenant calculer l’erreur par rapport à la solution complète (sans troncature)
en fonction de la tailleTn

w de la fenêtre de troncature, et ce pour les deux méthodes décrites
ci-dessus. Le critère d’erreur utilisé est :

Erreur(Tw) =
∑

n | Vcomplet
n − V tronc

n (Tn
w) |

N
, (4.11)

où ici Tn
w est normalisé par la taille de la faille :Tn

w = 1 corespond au temps mis par l’onde
pour traverser la faille. Les résultats sont présentés sur la figure 4.12. On constate que, pour une
même erreur, la méthode introduite ici permet de tronquer davantage l’intégration en temps. Par
exemple, une fenêtre deTn

w = 3, avec la méthode classique – valeur typique utilisée –, conduit
à une erreur qui est obtenue avecTn′

w ≈ 1.2 avec la nouvelle méthode. Pour évaluer le gain
en temps de calcul, il faut estimer le nombre d’opérations avec chaque méthode. Le nombre
d’operations pour chaque méthode est :

– ancienne méthode (avec terme statique classique) :N · [ I log I × Tw + 2I log(2I )
︸ ︷︷ ︸

terme statique

] ,

– nouvelle (terme statique avec un potentiel retardé) :N · [ I log I × T ′
w + I 2

︸︷︷︸

terme statique

] .

Pour I grand, commeTw ou T ′
w ≈ I , l’évaluation du terme statique est négligeable devant le

terme dynamique quelle que soit la méthode. Le gain en temps permis par la nouvelle méthode
est donc environ deTw/T ′

w, soit environ 2.5 pour l’exemple ci-dessus.

4.4 Application au cas d’un pulse

L’idée principale est de réduire le temps de calcul en ne tenant compte que de la partie de la
faille en mouvement. Nous nous proposons maintenant de calculer la vitesse de glissementDi,n

en faisant la sommation seulement à l’intérieur du cône de convolution où le noyau est différent
de zéro (figure 4.13).
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FIG. 4.10 – Évolution du profil de la vitesse de glissement pour une faille qui casse instantané-
ment sous l’influence du nouveau terme statique (retardé).
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Dans le cas d’une impulsion de glissement auto-cicatrisante (pulse) comme nous l’avons
définie dans les paragraphes précédents, la vitesse de glissement est différente de zéro entre le
front de cicatrisation et le front de rupture (voir figure 4.13). La méthode actuelle utilisée pour
calculer la vitesse de glissement d’un pulse est de tenir compte de toute l’histoire des vitesses
pour la grille numérique complète qui englobe la portion de la faille.

Avec l’ancienne méthode de troncature (avec le terme statique classique), il n’est pas possible
de limiter la convolution au cône de causalité car le noyau dynamique est différent de zéro partout
(voir figure 4.4).
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FIG. 4.12 – Comparaison de l’erreur par rapport à la solution complète (sans troncature) en
fonction de la tailleTn

w de la fenêtre de troncature, et ce pour les deux méthodes : avec le terme
statique classique et avec le terme statique retardé.

Avec notre nouvelle méthode de troncature, cela devient possible car le nouveau noyau dy-
namique est bien nul hors du cône (voir figure 4.11).

Dans le cas d’un pulse, la fenêtre de troncature peut être prise aussi petite que la taille du
pulse comme on peut le voir sur la figure 4.14 où nous comparonsla solution obtenue avec
différentes fenêtres de troncature à la solution complète.

Ces deux propriétés vont permettre une diminution du nombred’opérations lorsque la taille
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FIG. 4.13 – (a) Visualisation de front du cicatrisation et du front de rupture correspondant res-
pectivement à la forme des frontières (ou bords) inférieureBin f et supérieureBsup du pulse. (b)
L’intersection des domaines délimités par, la fenêtre de troncature, le cône de convolution, et le
domaine entre les deux bords du pulse.

du pulse est suffisamment petite.
Malheureusement, nous n’avons pas (encoure) trouvé de moyen de bénéficier du passage

dans le domaine spectral pour le calcul de la convolution spatiale.
Nous devons donc comparer le nombre d’opérations à faire pour l’ancienne méthode, avec

calcul de la convolution dans le domaine spectral, à celui à faire pour la nouvelle méthode, avec
calcul direct de la convolution.

Supposons pour cela que le pulse est de tailleL = I /α (où I est la taille totale de la faille).
Pour l’ancienne méthode, à chaque pas de tempsn, il faut effectuerO(I × Tw) opérations ; donc
pour le temps totalN : O(I ×Tw×N) (en négligeant le calcul du terme statique). Pour la nouvelle
méthode, les deux expressions deviennent, respectivement, O(L × T2

w) etO(N × L × T2
w). En

substituantL par I /α et Tw par L, le nombre total d’opérations est donc deO(N I2/α) pour
l’ancienne méthode et deO(N I3/α3) pour la nouvelle. On constate donc que notre méthode
devient avantageuse lorsqueI /α2 < 1, soit lorsqueα >

√
I .
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FIG. 4.14 – Comparaison de la solution complète à la solution avec troncature pour un pulse. La
faille est discrétisée avec 128 éléments, le pulse se propage avec une vitesse imposée (égale à la
moitié de celle des ondes S). Sa largeur estL = 25 éléments. Il traverse toute la faille. La vitesse
du point 115 est représenté (près du bord d’arrivée). La fenêtre de troncature estTw = 50, de
l’ordre de la taille du pulse (L/h = 50, avech = 1/2), donc proportionnellement beaucoup plus
petite que les tailles utilisées auparavant.



Conclusion générale

Un tremblement de terre est dû à la propagation rapide d’un épisode de glissement le long
d’une faille à l’intérieur de la partie fragile de la croûte.L’étude de la rupture sismique néces-
site l’utilisation de simulations numériques. Beoucoup deces techniques ont été developpées
et exploitées depuis un quart de siècle. Nous avons perfectionné une méthode numérique fon-
dée sur une méthode d’équation intégrales aux frontières, elle-même dérivée du théorème de
représentation. Elle consiste à prendre en compte la réponse élastodynamique du milieu élas-
tique environnant en termes de relations intégrales entre les discontinuités de déplacement et les
tractions le long de la zone de rupture.

Le but de notre travail est avant tout d’ordre méthodologique. Il s’agit de présenter et d’amé-
liorer une méthode de modélisation numérique pour la propagation d’une rupture dynamique
d’un séisme. Pour cela, un important travail bibliographique était nécessaire pour découvrir les
concepts théoriques de base qui interviennent dans les problèmes de la mécanique et de la mo-
délisation de la rupture dynamique. Cela fait l’objet de la première partie du ce mémoire.

Nous avons étudié la propagation d’une rupture en mode antiplan (mode III). C’est un modèle
bi-dimensionnel très simplifié par rapport à la réalité. Néanmoins, il est étudié rigoureusement
dans le cadre de la mécanique des milieux continus et fait donc clairement ressortir les phéno-
mènes physique fondamentaux.

Nous avons présenté une méthode numérique pour la résolution de ce problème fondée sur
une méthode d’équations intégrales aux frontières. Selon la methode utilisée, la contrainte sur le
plan de faille est exprimée comme une intégrale de convolution double dans l’espace et le temps
entre les deux ingrédients principaux que sont les vitessesde glissement antérieurs et un noyau
élastodynamique. Nous résolvons ce problème dont les conditions aux limites sont caractérisées
par la chute des contraintes cisaillantes associées à la dislocation tangentielle sur la faille. Pour
déterminer lorsqu’un élément de la faille rompt, nous comparons à chaque instant le module des
tractions cisaillantes en ce point à la valeur de la contrainte seuil. L’élément rompt au moment
ou la contrainte cisaillante devient supérieure ou égale à cette valeur.

Le traitement d’un problème de propagation sur une grande faille utilise une grande quantité
de mémoire et un temps de calcul très long. Car il faut tenir compt de tout le passé. Cela interdit
les grandes durées de simulation (par exemple pour l’étude du cycle sismique), car le temps
de calcul croit commeN2 (où N est le temps de la simulation). Bien que les ondes sismiques
s’atténuent assez rapidement, on ne peut néanmoins pas ignorer le passé lointain en raison de la
présence de la contribution statique. Mais on peut calculerséparément cette contribution statique
et alors ignorer le passé au delà d’un certain temps en arrière. Cette technique existait déjà et
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nous l’avons adapté à notre formulation. Puis nous avons développé une technique analogue,
mais qui utilise une contribution statique qui se transmet àune vitesse finie (un potentiel retardé,
en quelque sorte), au lieu d’une transmission instantannéecomme c’est le cas pour la contribution
statique habituelle. On peut alors ne prendre en compte qu’un passé encore plus récent. Le gain
en temps de calcul en résultant est d’environ un facteur 2.5 pour les cas que nous avons testés.

En outre, les caractéristiques du noyau dynamique de cette nouvelle formulation – nul en
dehors du cône de causalité – permettent d’envisager une utilisation avantageuse de cette tech-
nique dans le cas des séismes pour lesquels la durée du glissement en chaque point est petite
(impulsion auto-cicatrisante de glissement, ou « pulse »).En effet, on peut alors ne considérer
pour la sommation que la partie de la faille en mouvement à un instant donné, dont la taille est
petite devant la taille de la faille pour ces impulsions.



Annexe A

Fonction de Green dans le domaine
Fourier-Laplace

L’espace est rapporté à un repère cartésien(x, y, z). Nous considérons une zone de rupture
sismique(Ŵ) antiplane, bi-dimensionelle, se produisant dans un milieuélastique homogène li-
néaire et isotrope. L’équation de propagation d’une onde libre établie dans le chapitre II s’écrit
sous cette forme :

∂2

∂ t2
U(x, z, t) = β2[

∂2

∂x2
U(x, z, t) +

∂2

∂z2
U(x, z, t)] . (A.1)

C’est une équation aux dérivées partielles, oùβ représente la vitesse de propagation des ondes.
Il est bien connu que la solution fondamentale d’un problèmede propagation d’onde à 2D
U(x, z, t), peut être obtenue en convoluant la fonction de GreenG(x, t) avec l’excitation du
milieu qui est la tractionT(x, t) :

U(x, z, t) = G(x, z, t) ∗ T(x, z, t) . (A.2)

La fonction de GreenG(x, z, t, ξ, τ ) caractérisant le système est le déplacement au pointx
de l’espace à l’instantt , dû à l’application d’une forcef impulsive spatio-temporelle le long de
l’axe y au pointξ de l’espace à l’instantτ , où f = 1

µ
δ(ξ)δ(z)δ(τ ), c’est-à-dire la solution de

l’équation (A.1) :

∂2

∂ t2
G(x, z, t) = β2[

∂2

∂x2
G(x, z, t) + ∂2

∂z2
G(x, z, t)] +

1

µ
δ(x)δ(z)δ(t) . (A.3)

On transforme l’équation aux dérivées partielles (A.3) vérifiée parG(x, z, t) en une équation
différentielles à coefficient constants. Pour cela on applique successivement àG :

– la transformation de Laplace en temps (s est la variable duale de t) :

G̃(x, z, s) =
∫ +∞

0
G(x, z, t)e−stdt , (A.4)

où∂t G(x, z, t)
T L−→ sG̃(x, z, s) ;
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– la transformation de Fourier suivant la variable d’espacex (p est la variable duale dex) :

˜̃G(p, z, s) =
∫ +∞

−∞
G̃(x, z, s)ei pxdx , (A.5)

où∂xG(x, z, t)
T F−→ −i pG̃(p, z, t) .

Cela nous permet d’obtenir l’équation différentielle ordinaire en z :

∂2 ˜̃G
∂z2

− n2 ˜̃G = −
1

µ
δ(z) , où n2 = (p2 +

s2

β2
) . (A.6)

La solution de cette équation différentielle est

à z = 0 on a
∂2 ˜̃G
∂z2

= n2 ˜̃G, avec les solutions :

˜̃G(p, z, s) = aenz + be−nz (on fait de fixer le choix de racine parn > 0)

Considérant séparément les deux régionsz ≶ 0, où ˜̃G est convergence lorsquez = 0, nous

voyons que poura = 0 pourz > 0 etb = 0 pourz < 0. Mais (A.6) implique que˜̃G est continu
à traversz = 0 ; nous trouvons finalement :

˜̃G(p, z, s) =
1

2µsq
e−sq|z| , (A.7)

où q =

√

p2

s2
+

1

β2
.



Annexe B

Méthode de Cagniard-de Hoop

Nous illustrons dans cette section le principe de la méthodede Cagniard-de Hoop exposé au
chapitre II. La transformée mixte Fourier-Laplace de la traction T(p, s) en fonction du déplace-
ment1U(p, s) s’écrit comme suit :

˜̃T(p, s) =
−µ

2β
s1 ˜̃U(p, s) −

µ

2
(−isp1 ˜̃U(p, s))(

1/β − q

ip
) , (B.1)

où q =
√

p2/s2 + 1/β2.
Pour déduire la transformée mixte inverse, c’est-à-dire latraction dans l’espace-temps, com-

mençons par écrire quelques propriétés des transformées Fourier-Laplace dont nous avons besoin
dans la suite,

– dérivée en temps :

s1Ũ(x, s)
T L−1

−→ ∂t1U(x, t),
– dérivée en espace :

−i p1Ũ(p, t)
T F−1

−→ ∂x1U(x, t),
– convolution espace-temps :

1U(p, s) · NTot(p, s)
T F−1T L−1

−→
∫ +∞
−∞

∫ t
0 NTot(x − ξ, t − τ)1U(ξ, τ )dτdξ .

Si l’on poseNTot(p, s) =
1/β − q

ip
, la nouvelle expression pour l’équation intégrale aux

frontières (B.1) dans le domaine physique devient :

T(x, t) =
−µ

2β
1U̇ (x, t) −

µ

2π

∫

Ŵ

∫ t

0
NTot(x − ξ, t − τ)

∂

∂ξ
1U̇(ξ, τ )dτξ , (B.2)

le seul problème étant alors calculer la transformée Fourier-Laplace inverse dẽ̃NTot ; l’applica-
tion de la méthode de Cagniard de Hoop permet de résoudre ce problème.

On applique la transformée inverse de Fourier enx à ˜̃NTot, pour obtenir :

ÑTot(x, s) = 1

2π

∫ +∞

−∞

1 −

√

1 + (
βp

s
)2

i pβ
e−i pxdp , (B.3)
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soit, en posantp = sk/β,

ÑTot(x, s) =
1

2π

∫ +∞

−∞

1 −
√

1 + k2

ikβ
e− s

β (ikx)dk . (B.4)

Ce changement de variable nous permet de faire apparaître lavariable de Laplace,s, en facteur
dans l’exponentielle, le principe de la méthode de Cagniard-de Hoop consistant justement à
transformer l’intégrale précédente en une transformée de Laplace. Pour cela nous allons chercher
un cheminϒ dans le plan complexe, tel que, pour toutk de ϒ , ikx = βt avec t ∈ R+ et
∫ +∞
−∞ ≡

∫

ϒ .
On montre sur la figure (B.1) le contour d’intégration dans leplan complexe. On peut alors

écrire l’intégrale (B.4) sous cette forme :

ÑTot(x, s) = 1

2π
2

[
∫ +∞

1/β

∥
∥
∥
∥

√
1 + k2

ikβ

∥
∥
∥
∥
e− s

β (ikx)dk

]

. (B.5)

Finalement, en utilisant le changement de variablek = βt/i x, nous aboutissons à

ÑTot(x, s) =
1

π

∫ +∞

1/β

√

t2 −
x2

β2

t x
e−stdt , (B.6)

et on obtient :

NTot(x, t) =
1

π

√

t2 −
x2

β2

t x
H(t −

| x |
β

) . (B.7)
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FIG. B.1 – Contour d’intégration
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Annexe C

Discrétisation du terme statique

Elle concerne uniquement la discrétisation de l’espace. Nous considérons le glissement an-
tiplan 1u(x) à la frontière(Ŵ) d’un milieu élastique en 2D. Un vecteur de dimensionI dans
l’espace sera utilisé. Pour assurer l’incrémentation de lavariablex nous l’avons écrite sous la
forme :

xi = (i + ex)1x pour i ∈ {1, ..., N}. (C.1)

Le glissement est supposé constant par morceau sur les intervalles centrés sur les points
respectifsxi :

1u(x) = Sj si x j ≤ x < x j +1 soit1u(x) =
∑

j

Sj
[

H(x − x j ) − H(x − x j +1
]

. (C.2)

où Sj est le glissement discrétisé, etH(.) est la fonction Heaviside. La version discrète du terme
d’interaction statique est donc :

{NSta∗ 1U}(xi ) = −
µ

2β

∑

j

Sj NSta
i− j . (C.3)

Le noyau statique discret, pouri ∈ {1, ..., N}, est donné par :

NSta
i =

h

π
[
1

i
−

1

i − 1
] , (C.4)

où h = β1t/1x = 1/2, comme indiqué précédemment.
Pour le nouveau terme statique (terme statique avec un potentiel retardé)

T(x, t) = −
µ

2π

∫ +∞

−∞

1

x − ξ

∂1U(ξ, t − |x − ξ |/β)

∂ξ
dξ , (C.5)

le glissement doit également être discrétisé de façon qu’ilprésente des variations par saut, c’est-
à-dire,

1U(x, t, x j , tm) = S[H(x − x j )H(t − tm) − H(x − x j +1)H(t − tm) −
H(x − x j )H(t − tm+1) + H(x − x j +1)H(t − tm+1)] , (C.6)

où Sest le glissement discrétisé.
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Abstract : We have studied a numerical technique for simulating earthquakes, based on a
boundary integral element method. In such a method, the stress at position on the fault is expres-
sed as a space-time convolution over thewhole slip history on the fault. In its basic formulation,
the time convolution prohibits long simulations. The removal of the static stress contribution
allows to truncate this convolution, though. We have applied a similar technique to extract there-
tardedstatic term, in which the static stress contribution is transferred at a finite velocity (that of
the seismic wave in the medium), which is a much better approximation of the full elastodynamic
solution. The resulting computational gain is typically ofabout a factor 2-3 for the tested cases.
In addition, the features of the static and dynamic parts of our formulation are very promising
for a specific application of this technique to earthquakes for which the duration of slip at each
fault point is short (self-healing slip pulse).


