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Résumé

Dans cette étude, nous nous intéressons au probleme d’initialisation dans
les méthodes de points intérieurs non réalisables de type trajectoire centrale, en
prenant comme référence les travaux de Y.Zhang pour la programmation
linéaire (PL).

Aprés avoir mis en ceuvre un algorithme approprié pour la programmation
linéaire (PL), nous proposons une extension pour la programmation quadratique
convexe (PQC) puis pour la programmation semi définie (SDP).

Mots clés : Méthodes de points intérieurs, méthodes de trajectoire centrale non
réalisables, programmation linéaire (PL), programmation quadratique convexe
(POC), programmation semi définie positive (SDP).

Abstract

In this study, we are interested in the initialization problem of the
infeasible interior point methods type central path following, taking Y.Zhang's
work for the linear programming (PL) as references.

We just perform a suitable algorithm for linear programming and propose
an extension of this algorithm for the convex quadratic programming and
semidefinite programming.

Key words: I nterior point methods, infeasible central path following methods,
linear programming, quadratic convex programming, semidefinite programming
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Introduction générale

Introduction générale :

L es méthodes de points intérieurs sont apparues au milieu des années
cinquante, générées essentiellement par la fonction barriere logarithmique
proposee par Frisch [11]. Le terme point intérieur sera introduit dans les
années soixante dans le fameux livre de Fiacco et McCormick [10].

Ces méthodes ont connu un succés théorique pendant quelques
années, puis elles furent dominées par les méhodes de Lagrangien
augmenté, du fait que ces dernieres offrent plus d opportunités
algorithmiques.

Il faut reconnaitre tout de méme |’ apport des méthodes de points
intérieurs dans la théorie de la complexité algorithmique. Ce probleme a
débuté avec la programmation linéaire (PL) ou, I'on a constaté une
incohérence dans la méthode du simplexe: sa complexité agorithmique
s évalue théoriquement en O(2") opérations, alors qu’ en pratique le nombre
d opérations enregistré est souvent une fonction polynéme de la taille du
probléme.

En 1979 Khachiyan [15] introduit la méthode des ellipsoides qui
donne lieu a un algorithme polynomia pour la programmation linéaire
(PL), qui représente un succés théorique, cependant en pratique
I"algorithme est loin derivaliser avec I’ approche smpliciale.

En 1984 Karmarkar [13] introduit une projective, de complexité
polynomiale et compétitive numériquement avec la méthode du simplexe.
Depuis, les méthodes de points intérieurs ont connu un dével oppement
exceptionnel, donnant lieu a un changement radical dans I’ é&ude théorique

et la résolution numérique des programmes mathématiques linéaires et non
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linéaires. On parvient méme a réesoudre convenablement des problemes non
traitables auparavant.

Ces progres rivalisant, n'échappent pas tout de méme aux
inconvénients théoriques, algorithmiques et numériques, entre autre, le
probleme d'initialisation qui devient de plus en plus difficile en passant aux
problemes non linéaires.

Ce probléme d'initialisation est au centre de notre étude. Il figure
depuis des années au menu de la recherche dans le domaine en
progranmmation mathématique, pour atténuer a cet inconvénient, une
aternative particuliérement intéressante pour nous est celle de trgectoire
centrdle non réaisable, introduite par Zhang (1994) [43] pour la
programmation linéaire (PL). Il s agit en fait de démarrer I’algorithme d’un
point initial non nécessairement réalisable, entrainer ainsi une amélioration
considérable du comportement numérique.

Nous avons repris différemment |’ étude de Zhang, afin de tirer les
conclusions nécessaires pour élaborer des extensions convenables pour la
programmation quadratique convexe (PQC) et la programmation semi
définie (SDP).

Concernant la programmation linéaire (PL), nos efforts sont
concentrés sur I'aspect numérique: un algorithme de tragjectoire centrale
non réalisable est soigneusement implanté avec des aménagements pour le
calcul de ladirection et du pas de déplacement. Les résultats obtenus sont
tresinstructifs quant aux performances réelles de la méthode.

Nous avons ensuite genéralisé cet algorithme pour résoudre avec
succes un probléme quadratique convexe (PQC), les résultats obtenus sont

encourageants, ce qui nous a motive a considérer le probleme semi défini
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(SDP). L’ agorithme ainsi propose est cohérent et nous avons pu établir des
résultats de convergence.

L’ &ude numérique et la mise en valeur de cet algorithme feront un
bon sujet de recherche pour le futur.

La these est composée de trois chapitres. Le premier contient les
notions préliminaires qui serviront d'appuis pour la suite. Le second
chapitre, est consacré a la mise en ceuvre de la méthode de trgectoire
centrale non réalisable pour la programmation linéaire (PL) puis son
extension pour la programmation quadratique convexe (PQC).

Enfin I’adaptation et I’éude théorique de I’algorithme de trgectoire
centrale non réalisable pour la programmation semi-définie (SDP) sont

présentées dans le dernier chapitre.

Mots clés : Méthodes de points intérieurs, méthodes de trajectoire centrale
non réalisables, programmation linéaire (PL), programmation gquadratique

convexe (PQC), programmation semi-définie (SDP).
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Chapitre [ Notions fondamentales

1.1: Préliminaires :

La notion de convexité est un outil mathématique important pour |’ étude

théorique et numérique des problemes d’ opti misation.
Définitions :
- Un ensemble D de/R" est dit convexesi :
V x,yeD:x,y]={(1-A)x+1y,1€[0,1] lc D
- f (fonction réellede D IR" — IR) est dite convexesur D S :
fl A-ax+oay)<(1-a)f(x)+afly VxyeD, Vael01]]
- f est dite strictement convexesur D Si :

fl l-ax+ay)<(1-a)f(x)+afly) Vx,yeD:x=#y et Vae]O,l[

- Unensemble D de IR" et dit affinesi :
Vx,ye D et A€IR: (1-A)x+AyeD

- Soit D une partie de IR", dors il existe une partie affine unique F < IR

contenant D appelée enveloppe affine de D et notée aff(D), c'est la plus
petite partie affine de /R" contenant D.

- Ondesigne par B (0,1), laboule unité euclidienne de IR" :
B(O,l)z{ xelR": ||x||§1} ={ x : d(x,0) < 1} - IR"

oud (x,y) désigneladistante entrex et y.

B (0,1) est un ensemble convexe fermé et borné et nous avons :
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® vuc IR", Ve >0 laboule de centrea et derayon ¢ s écrit :

{x:d(x,a)<e¢ }=a+{y: |y < 8}=a+6‘B

® Cc IR, I’ensemble des x dont ladistance a C ne dépasse pas ¢ est :

{erR": dyeC, Hx—y”ﬁg}:u@heB: yeC }=C+&B.

Lacléture (fermeture) de C, notée ¢ ouc/ (C) et son intérieur C ou

int (C) peuvent donc s’ écrire sous les formes suivantes :
cl(C)=n{C+¢&Ble >0}
int(C)={xeC/3&>0x+sBcC}

- L’intérieur relatif d’un sous ensemble non vide C de/R" noté:

i (C) = {x eaff (C)/3& >0,(x+eB) N aff (C) < C}, il est défini comme

I"intérieur de C vu comme sous ensemble de aff (C).

- Une matrice carrée O d’ordre n (Qe IR"™") est dite semi définie positive
(resp. définie positive), et notée Q >0 (resp. Q > 0), S pour tout vecteur
xelR", ona ¥Ox>0 (resp.Vx=0,xX0Ox>0),

- Une matrice carrée O d'ordre n (Qe IR"™") est dite semi définie
négative (resp. définie négative), et notée O <0 (resp. Q <0), s pour tout

vecteur xe/R", ona x'Ox <0 (resp. Vx#0,x'Ox<0),

- fe C? est convexe (strictement convexe) s et seulement si le Hessien de

f (V?f(x) ) est semi définie positive (définie positive) v x.

10
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1
Parti culiérement une forme quadratique ¢’ x + 5 x'Ox est convexe

(strictement convexe) si Q est semi définie positive (définie positive).

- 1 est dite fortement convexe sur IR" S'il existe o > 0 tel que:

Vi e ol Va,y e IR £(AL-A)x + ) < (1= A) £ (x) + A () - %/l(l—)t)”x— i

- fest dite coercivesur D S ‘Iim f(x) =+

>

L.2: Programmation mathématique (PM).

Sans perte de généralités, nous considérons le programme

mathématique (PM) suivant :

{min f(x)
(PM)
xeD cIR"

ouD=UNV,avec:
U={xelIR'/ f(x)<0,i=1,...m}etV={xelIR"/g(x) =0, i=1,..,p}

f; etg; sont desfonctionsde IR" —IR..

D est appelé ensemble des solutions réalisables et lafonction 1 : IR" —»IR

est appelé fonction objectif (économique).

11
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Définitions :

- On appelle solution réalisable de (PM) tout point vérifiant les contraintes

(c. & d: lasolution appartient a D).

- Une solution rédlisable qui optimise I'objectif sur D est dite solution
optimale globale de (PM) et on note par agMIN/(x) I'ensemble des

solutions optimales globales.

- Un point x*eD est une solution optimale locale de (PM) s :
39 (voisinage) de x* tel que . f(x*) < f(x); Vxe 9 €t on note par locnginf(x)
I’ ensembl e des solutions optimales locales de (PM) et nous avons toujours
arg“rll)inf(x) c locrr))inf (x) de plus s (PM) est convexe ( f €t f; sont
convexes et g; sont affines) les deux ensembles sont égaux.

Remarque 1:

L e programme mathématique (PM) précédent consiste :

- Soit a chercher un point optimal (local ou global).

- Soit aétablir que £ (x) est non bornée inférieurement sur D, auquel cas

on adopte la convention inf f(x) = - .

- Lorsgue D est vide on pose par convention inf f(x) = +o0

12
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L2.1 : Classification d’un (PM).

On classifie le probleme (PM) a partir de deux propriétés
fondamentales a savoir la convexité et la différentiabilité de la fonction
objectif et les contraintes. A ce propos (PM) est dit convexe s f et f; sont
convexes et g; sont affines et S ces dernieres sont toutes différentiables, on
dit que (PM) est différentiable.

La classe des (PM) convexes différentiables est le chapitre le mieux
élaboré, les programmes non convexes ou non différentiables sont difficiles
atraiter. Enfin, le cas le plus smple est celui de la programmation linéaire
ou f, f et g;sont affines.

1.2.2 : Qualification des contraintes .

- Une contrainte d’'inégalité f; (x) < 0 ( vi) est dite saturée (ou active) en
xeD s f(x)=0( Vi). Une contrainte d égdité g,(x) = 0 est par définition
saturée en tout point x de D. Les contraintes sont qualifiéesen x eD s les

gradients de toutes les fonctions des contraintes (f; et g; ) saturées en x

forment un systeme linéairement indépendant.

- D est un polyedre convexe (toutes les fonctions des contraintes sont

affines) les contraintes sont qualifiées .

- D convexe ( f; convexes et g; affines) et int (D) # & les contraintes sont

qualifiées.

13
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Remarque 2:

Larésolution compléte de (PM) traite dans |’ ordre les points suivants :

- L'existence (et éventuellement I'unicité) d'une solution optimale.

- Caractérisation de la solution (i.e. trouver des conditions d'optimalité).

- Elaboration d'algorithmes pour cal culer numeriguement cette solution.

1.2.3 : Principaux résultats d'existence.
Théoréme 1 (Weierstrass ) :

Si D < IR" est compact (fermé borné) et si f est continue sur D alors

(PM) admet au moins une solution optimale globale x*eD.
Corollairel :

Si D est non vide et fermé et f est continue et coercive (au sens que

lim f(x) = o) sur D alors (PM) admet au moins une solution optimale.

el 20
Remarque 3:

L'unicité d'une éventuelle solution est en général indépendante de
I'existence, elle est souvent une conségquence de la convexité de D et de la

stricte convexite def.
L.2.4 : Conditions d'optimalité.

Reprenons e programme mathématique :

14
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min f(x)

f,(x)<0 i=1..,m
(PM) lg,()=0  i=1..p

xeIR"

Ouf, f;, g; sont contindment différentiables.

Lelagrangien associé a (PM) est défini par
L) = £() +3 28,00+ i ()

Théoréme 2 ( Karush-Kuhn-Tucher (KKT)):

Soit x* €D un point satisfaisant ['une des conditions de qualification
précédentes alors il existe des multiplicateurs dits de Lagrange A\ <IR” et

uelR" tel que:

m p
VI(x")+ Z w Vi (x)+ Z/ll. Vg, (x") = 0 (conditions d' optimalité )
i=1 i=1
Jp, f,(x")=0 i=1..,m (conditions de complémentarité )
g, (x')=0 i=1..,p
u, >0 i=1...m
Remarque 4:

- Si les contraintes ne sont pas qualifiées en x*, les conditions de (KKT) ne

sappliquent pas (x* peut étre optimal e sans vérifier ces conditions).

15
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- Si (PM) est convexe, les conditions de (KKT) sont alafois nécessaires et

suffisantes pour que x* soit optimum global.

L.2.5 : Dualité Lagrangienne.

Ledua de (PM) est |e programme mathematique (DM) suivant :
aup inf L(x,A,

Up Inf L(x .4, 1)

V., L(x,A,u)=0
AelR”, uelR™, u>0

(DM)

La dualité joue un rdle fondamental dans I’ étude et |a résolution de (PM).

Entre autre, elle fournit des informations supplémentaires trés utiles.

1.3 : Programmation linéaire (PL).

On considere le programme linéaire primal (P) souslaforme
standard suivante :
min ¢’ x
Ax = b
x>0

(P)

ou A4 est une matrice réelle de type (mxn) supposée de plein rang, b cIR" et
celR".
Le dual de (P) est donné par:

16
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maxb' y maxb'y
(D) A'y<c S iAd'y+z=c
yelR" yelR",z>0

Notations :

S={xelIR": Ax = b, x>0}, I'"ensemble des solutions réalisables de (P )

( ¢’ est un polyédre convexe et fermé de IR").

S ={ x € IR": Ax = b, x >0} L’ensemble des solutions strictement
réalisablesde (P).

T={yelIR": Ay < ¢, z > 0}, "ensemble des solutions réalisables de (D)

( ¢’ est un polyedre convexe et fermé IR").

-T,, ={zelIR" y e IR": A'y +z = ¢, z > 0} L’ensemble des solutions
strictement réalisables de (D).

Théoréme 3 ( dualité faible) : [40]

Soient x et y deux solutions réalisables de (P) et (D) respectivement

alors by < c'x. La quantité c'x - b'y >0 s appelle saut de dualité.
Théoréme 4 ( dualité forte) : [40]

Si x et y deux solutions réalisables du (P) et (D) respectivement tel

que b'y=c'x alors x et y sont des solutions optimales de (P) et (D).

17
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Corollaire 2:

- Si c'x est non borné inférieurement sur S alors (D) est non réalisable

(T=9¢).

- Si b'y est non borné supérieurement sur T alors (P) est non réalisable

S=9¢).
- Si (P) est non realisable alors (D) est non borné et réciproquement.

Théoréme 5 (des écarts complémentaires) : [40]

Soit x et ydeux solutions réalisables primale et duale respectivement,

posons z=A'y—c vecteur des variables d’écarts, alors x et y sont
optimales si et seulement si xzi =0, V i=1,.., n.
Proposition 1: [20]

Un programme linéaire réalisable et borné (objectif borné) possede au
moins une solution optimale.
Définitions :
- Une base de 4 est une sous matrice B formée de m colonnes linéairement
indépendantes de 4.
- Soit B une base de 4, la solution de base associée a B est le point
x=(xp xy) €IR" tel que: xz=B"b, xy =0.

- Une solution de base telle que xz > 0 est dite solution de base réalisable.

18
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- Un point xeS est un sommet de S si et seulement S'il est une solution de

base réalisable.
- Un sommet est dit non dégénéré si xz > 0. |l est dégénéré dans le cas

contraire ( au moins une composante de x z est nulle).

Proposition 2: [14]
Si un programme linéaire possede une solution optimal, alors au

moins un sommet des domaines réalisables est une solution optimale.

L.3.1 : Méthodes de résolution d’un programme linéaire.
Méthode du simplexe.

Pour résoudre un (PL) une méthode tout a fait naturelle est celle du
simplexe, développée par G. Dantzig [8]. Elle tient compte
systématiquement des résultats établis précédemment. Elle évolue sur la
frontiére du domaine rédisable de sommet en sommet adjacent, en
réduisant la valeur de I’ objectif jusgu’a I’ optimum. Un critére d’ optimalité
simple permet de reconnaitre le sommet optimal. Le nombre de sommet
étant fini, I’algorithme ainsi défini converge en un nombre fini d’itérations

|
— % sous I"hypothése que tous les

n’excédant pas le nombre C;'=
ml(n—-—m)!

sommets visités sont non dégénérés. Dans le cas dégénére, |'algorithme
risque de cycler, cependant il existe des techniques convenables pour éviter

ce phénomene.

19
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En générad la méthode du simplexe possede un comportement
numérique trés satisfaisant confirmé par ses applications multiples dans la
résolution d'une large classe de problemes pratiques. En théorie, la
méthode n’'a pas autant de succes €lle est plutdt juger inefficace de par sa
complexité arithmétique exponentielle de I’ ordre de O ( 2" ) opérations, un

seuil atteint par les exemples de Klee et Minty [16].
Meéthodes de points intérieurs.

Ces méthodes sont développées dans le but de résoudre
convenablement des programmes mathématiques non linéaires, ayant des
dimensions importantes. Certaines variantes sont congues pour la (PL)
histoire de retrouver une cohérence entre la théorie et |la pratique, entre

autre des algorithmes performants a complexité polynomiale.

Nous présentons sommairement dans ce paragraphe trois classes

fondamental es de méthodes de points intérieurs.
a) Méthode affine.

C’ est une méthode itérative die a Dikin [9] (1967) qui évolue dans
I"intérieur relatif du domaine réadisable. En effet, a partir d’un point
strictement réalisable ( x° > 0 / 4x° = b), on construit une suite {x*} qui
converge vers |’ optimum sous certaines conditions. Le passage d' un itéré a
I”autre se fait moyennant un déplacement convenable suivant une direction
de descente calculée a partir d’un probléme normalisé qui centre le point

courant qu'on transforme ensuite dans |'espace originel. L’algorithme
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correspondant a cette méthode est d’ une structure simple, mal heureusement

la polynomialité est tres difficile a éablir.

b) Méthodes projectives avec potentiel.
Elles sont typiguement construites pour trouver des solutions

améliorantes du probléme non linéaire suivant :

min | f (r.p.z)=q log’x ~b'y)- loglx )
Vs =

Ax =b, x 20

A'y+z=c, z>0

Lafonction objectif f(x,y,z) est appelée fonction potentielle et ¢ >0 son

paramétre, ces méthodes visent a ramener la valeur de f(x,y,z) a .
C est ce type de fonction que Karmarkar introduit dans son article [13], la
fonction potentielle est un intermédiaire pour réduire progressivement le
saut de dualité a zé&ro. Ces méthodes ne sont pas auss simples que les
méthodes affines mais, on peut établir la polynomialité de I’agorithme

correspondant.

¢) Méthodes de trajectoire centrale primale duale (TC).

On s'intéresse a cette classe de méthodes qui ont éé introduites a
la méme époque que les méthodes projectives avec potentielle (au début
des années 90), elles possédent des propriétés théoriques tres intéressantes :
complexité polynomiae, convergence asymptotique superlinéaire et

éventuellement un statut numérigque prometteur.
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Latrajectoire centrale du programme linéaire (PL) est définie a partir
delaversion barriere de (P) :

(p,) min c’x—,uznllog(xj) , Ax=b,x>0

j=1

ou u > 0 est un parametre barriere.
Proposition 3 : [20]

Si Sie 20, Tiyz ¢ et A de plein rang,on a pour tout u > 0, le
probléeme (P,) et son dual admettent des solutions optimales.
Hypothese :
On suppose dans tout ce qui suit :
H;:S,,#¢
Hy T+ ¢.

Le programme (P,) étant convexe et différentiable, a contraintes
linéaires ( donc qualifiées partout ), les conditions nécessaires et suffisantes
d optimalité de (KKT) s écrivent :

A'y+uX te—c=0 A'y+z-c=0
Ax=b < (1) (4x-b=0
x>0 XZe —ue=0

OUX = diag (x)), X * = diag (l), z=uX'e>0etZ= diag (z)
xi

En désignant par (x(u«), v(«), z(u)) lasolution du systeme non linéaire

(1) pour x> 0 donné, I’ensemble :

= { (o), ¥ (), 2(w) : 10 > Of
est appelé trajectoire centrale de (P,,).
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D’ apres le systéme (1) le saut de dualité et le paramétre L sont
étroitement liés: c¢'x - By=nu < u=xz/n.

L a stratégie des méthodes de trajectoire centrale, consiste a chercher
des solutions approchées du systeme non linéaire (1), suivant latrgjectoire
centrale.

Laversion primale duale est plus intéressante que la version primale
et laversion duale pour lesraisons suivantes:

i) Les résultats théoriques sont plus consistants.

ii) Les agorithmes sont plus performants en pratique.

Le systéme (1) est résolu par la méthode de Newton appliquée a
H(x,y,z) =0,00 H:IR"™™ — IR définie par :

Ay+z-c
H(x,y,z)= Ax—b
Xz — fie

pourchaque i =ou O0<o<Il)et(x,y z)e §( ensemble des solutions

strictement réalisables de (P,) ), on résout |e systeme linéaire suivant:
VH(x, v, z2)Aw=H (x, y, z) (2

Avec : Aw = (Ax, Ay, Az) et lamatrice jacobienne de H au point (x, y, z)

définie par :
0 4 I
VH(x,y,z)=|4 0 O
Z 0 X

Le nouve itéré est alors défini par : (%,7,2) = (x, y, ) - (Ax, Ay, A)

on réitere jusqu’ al’ obtention d’ une valeur i suffisamment proche de zéro.
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Facteur de centralite.

Pour mesurer la qualité d' une solution trouvée, on introduit un
facteur dit de” centralite ” défini par le scalaire suivant: HXZe - ueH.
A ce propos, un point est dit voisin de latrajectoire centrale s'il appartient a
I’ ensembl e suivant:
Seend(O) = { (x.2) € W/ |XZe—pel| < O : >0}
ou 7 est I’ ensembl e des solutions réalisables du (P) et son dual (D).
Description de I’algorithme (TC).
Soient 0 et 6 deux constantestelles que:
0<0<12 et 0<5<n (ar)
(@ +8)12(1-0)<0(1-8+n) (a,)

Ces hypotheses permettent en particulier, de maintenir x >0 etz > 0 au
cours des itéres tout en gardant la solution trouvée toujours voisine de la
trgjectoire centrale [27].

L’ algorithme correspondant est le suivant :

L’algorithme :
Début algorithme
Données: soient £ > 0 un parameétre de précision fixe, et 6
deux constantes satisfaisant (&) et (ay)
Initialisation: (x, ), 2")e S...{0), k =0,

Tant que : (x")'7’ > ¢ faire
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a) i = i (1'5/\/3)

b) caculer (Ax,Ay,Az) solution du systeme d’ équations (2) :
¢) caculer X" =x - A Y =) —afet = AL
d k=k+l

Fin tant que

t k

Stopdésque: (x) 7 < ¢

Fin algorithme.

Résultats de convergence pour la version primale duale.
Pour établir la convergence de cet algorithme nous avons besoin du

théoréme suivant :
Théoréme 6 : |27]

Soient Oet & deux constantes vérifiant les conditions (a,) et (ay),
Erreur ! Signet non défini.> 0 défini par 1= u(1-8/n) ot u = (x'z)/n.
Supposons que : (x,9,2) € Scen(0) et soit w=w — Aw tel que w =
(x,y,z) et w= (x,9.2) alors nous avons:

a) |XZ - ge| <0

b) WeW

)g(W)=%"z=nu

On peut généraliser les résultats de ce théoreme pour toutes les itérés dans

le corollaire suivant :
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Corollaire 3: |27]
La suite de points wh engendrée par [’algorithme satisfait :
a) |x“Z'e-pe|<op,
b) weW vk=1,..,n
¢) gwt) =(x*) z* = np k=1, OU ux=uo(1- 8/n).
La complexité arithmétique de I’ algorithme est donnée par la proposition
suivante :
Proposition 3: [27]

Le nombre total d’itérations effectuces par [’algorithme ne dépasse
pas le nombre K = [(\/ﬁ /) In ( ng'l,uo)], avec une complexité arithmétique
de l'ordre de O(w’” L). L est une constante liée a la taille du probléme
primal(P).

Remarque 5 :

Signalons alafin de ce chapitre que les méthodes de points intérieurs
gue nous venons de présenter, ont fait I’objet de plusieurs études de
recherches relatives au colt éevé de ['itération et au probléme
d’initialisation, ce qui devient plus pesant au niveau des extensions pour la
programmation non linéaire. Nous reviendrons sur ces points dans les

chapitres qui suivent.
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Methodes (TC) non realisable pour
(PL) et (PQC)
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11.1 : Méthode de trajectoire centrale non réalisable pour la
programmation linéaire (PL).

Cette approche proposée par Zhang [43] pour la programmation
lindaire en contournant la phase d’initidisation, on démarre d’'un point
intérieur non nécessairement réalisable et on tente de réaliser la faisabilité
et I’optimalité via une certaine fonction de mérite (une fonction positive
égae azéro al’ optimum).

11.1.1 : Principe général.

Reprenons e programme paramétrisé (P,) associe au programme
linéaire arésoudre (P) :

() M ’{Ctx— unzlog(x,.) :, Ax=b, x>0
j=1

Le systéme non linéaire de (KKT) correspondant au programme (P,)

est donc le suivant :
Ax—b=0
Ay+z—c=0 z>0
XZe—pne=0, x>0

Ce systeme sera résolu par la méthode de Newton a partir d’ un point
initial intérieur non nécessairement réalisable. Pour contréler I’évolution

desitérés on introduit lafonction de mérite définie comme suit :

¢ (x3,0) =Xz +r(xyz) 20, V(x,y,7)eIR! xIR" xIR!
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our (x,y,z) = |4x—b|+

A'y+z-c|. 1l est claire que r mesure |afaisabilité et

xz = ¢'x - b'y contr6le I’ optimalité. L’idée est de faire tendre la valeur de ¢

VErs zero au cours des itérés.

11.1.2 : Description de I’algorithme.

Au début d’'une itération £ > 0 on dispose du point (x, z) >0, ycIR"
tel que x = x'zn > 0, on détermine par la méthode de Newton le

déplacement (Ax, Ay, Az) solution du systeme linéaire suivant :

Z 0 X|Ax — XZe+ope
(3) A O O|Ay|=| b—Ax
0 4" I|Az c—Ay-z

Lenouvel itéréest dlors: (x,y,z2)=(x,y,z) +a (Ax, Ay, Az), avec
a.> 0 est le pas de déplacement choisi detelle maniére que (x,2) >0 et
¢ (X,y,2) <¢(x, v z). Silavaeur de ¢ resteloin de zéro en réitereen
remplacant u par i (i< p).

Ladirection (Ax, A y, A z) peut étre calculée directement par

I’ application de la méthode d’ élimination de gauss au systéme précédent.

L es résultats obtenus sont valables mais limités aux petites dimensions,

au sens que la matrice manipul ée est ded ordre 2n+m.

Une alternative beaucoup plus économique consiste aréduire lataille
de lamatrice mise en ceuvre, pour cela avec des simples calculs on obtient

le systéeme suivant :
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(AZ'XANAYy =-AZ'X(A'y + z —c)+ AZ ' (Xz —oue)- Ax +b
(4) Az =(A'y+z-c)-A'Ay
Ax = Z ' (Xz — cue — X Az)

Ce systeme d’ équations est plus stable numériquement ou la matrice
mise en ceuvre est d’ ordre m, de plus elle est symétrique définie positive.

Donc on applique laméthode de Cholesky pour résoudre le systeme.

Onnote par ¢ = ¢ (* 1" ,Z°) lavaleur delafonction de mérite ala

KM itération et r X = (x* ¥ ,2).
L’ algorithme correspondant s écrit :

Début algorithme (NRL)

Données : Soit € >0 un paramétre de précision fixé (suffisamment petit).

Initialisation: On choisi (x’, z%) >0, y’ eIR™ (arbitraires) et, k =0
Tant que ¢° > ¢ faire:
a) 1= (1/n)x")Z et choisir 6*e(0,1)

b) Résoudrele systéme (4), en calculant Ax“,Ay" et Az “:

+1

¢) Trouver un pas de déplacement o > O'tel que: x 150,
25 S0 et & (x*H, it gy o ¢(xk’ykj Zk)
ol (x %, p* 1t 2" = (F ) 2 + o axt, Ay A
k=k+1

Fin tant que

Stop désque ¢ < ¢
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Fin algorithme.

I1.1.3 : Principaux résultats de convergence.

Sous les hypotheses (H1) et (H2), |la convergence de |’ algorithme est

basée sur la proposition suivante:
Proposition 2: [43]

Si 0 < d <1, la suite {p*} engendrée par I’algorithme satisfait:

$ T =(1-8 9"

8 =5 (o) = [0 (1- ) (XY Z+a VI~V A XY A Z] T [(X)Z*+VT.
La démonstration de cette proposition est basée sur le lemme suivant :
Lemme 1: [43]

Soit { (", ", 2} une suite générée par ’algorithme (NRL) alors:
DAY +dAx) —b=(1-0") A" -b)=V"(4x"-b)
DA (V+dA)+E+dAz)—c=vV"" A+ —0)
3) (& + AN+ A = (N -+ oot ) + () (A A

oit V' = (1— o) = 11(1—05,7) W =1

-

Lafonction de mérite décroit d’ une itération al’ autre d’ un montant égal a

(1-8), de pluson ale corollaire suivant :
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Corollaire 1 : [43]

: k e . k
La suite {¢ "} converge au moins linéairement si 0 < o <1 auquel

cas nous avons 0 < 8 < 1 et si & tend vers 1 la convergence devient

superlinéaire (comportement numérique).

La complexité arithmétique de |’ algorithme est donnée par la proposition

suivante:

Proposition 3: [40]

Si on considére le point initial (°, y°, 2°) = & (e, 0, e) ou ¢ >0 alors:
[’algorithme converge au bout de O (n2| log(g)| ) itérations (€ est un

parametre de précision)

11.1.4: Détermination du pas de déplacement [14].

Le choix du pas de déplacement afait un axe de recherche important
pendant de longues années, plusieurs procedures sont proposées, plus au
moins équivaent sur le plan numérique. Nous avons choisi ici, une

technique simple et économique:
ox =Pay & a,=Pfa; (0<B<I)

ou
. min_—)ci,ieletlz{ie{l...,n}:Axl.<O}
a, = i
1 s Ax. >0
min— el etl:{ ie{l...,n }:AZZ-<O}
a; = AZi
1 S Az, >0

32



hapitre 11 Méth raj 14 7 réali r PL

Cette aternative est réalisée avec succes dans notre implémentation

numerique.

II.1.5 : Simulations numériques.

L es programmes sont réalisés en turbo-pascal sur un Pentium 4 avec
une précision de I'ordre de 10° on affichera les solutions optimales
primales x* duales y*, la valeur optimale de la fonction objectif primale
f(opt), lavaeur optimale de lafonction objectif duale g(opt) et le nombre
ditérations (iter), pour différents types de programmes.

Remarque I:

Si le probléme initial est sous la forme canonique, on le raméne
facilement a la forme standard en goutant des variables d'écarts et
artificielles.

L es exemples ci-dessous sont sous la forme canonique suivante:

min c¢’x
Ax <b
x>0

ou 4 est une matrice réelle de type (mxn), b eIR" et ceIR".
le dua est delaforme:
min b'y
A'y > ¢
y e IR"
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Exemple 1:

b = (10000, 10000, 10000, 10000, 10000, 10000, 10000, 10000, 10000,
10000)'

c=(-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1, -1

Lamatrice 4 est donnée par:

1 2 3 4 5 5 4 3 2 1
6 7 8 9 10 5 2 8 3 1
11 12 13 14 15 6 7 80 | 90 | 10

1 10 20 30 40 50 60 80 | 90 | 10

w

9 27 60 45 60 75 8 9 46

90 100 100 20 30 | 1000 | 900 | 25 1 1

30 300 2 20 200 1 10 | 100 | 150

10 15 20 25 30 35 40 | 45 | 50

11 111 2 22 222 3 33 | 333 | 4

~N| R O W

70 8 80 9 90 10 | 100 | 15 | 155

Ladimension du probleme sous la forme standard est (10 x 20)
x* = (50.147856, 0.000001, 0.000000, 18.005543, 155.920968, 0.000000,
0.000000, 15.981991, 17.503209, 31.899900)"
y*=(0.000000, 0.000000, 0.000000, —0.006307, —0.008124, —0.010587,
—0.002302, 0.000000, -0.000296, -0.0013330)"
flopt) =-289.459468
g(opt) =-289.459440
iter =11
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Exemple 2:
b=(8,4,6,2,51,2,6,3,9 4)
c=(2,-1,-3,5,-2,0,4,1,2,-1,1,-1,0, 2)'

les éément de lamatrice A sont représentés par e tableau suivant:

1 1, 0;,0]0]0|0]0]|O OO0} O0]0]|O
0| 2 1,0 (0]0]0|0]O0 OO0} O0]0]|O
o|,0|3|-1]0;0|0|O0]|O0 0O, 00| 0] O
oyo0|0|2|4]0|0|0]|O0 O 00| 0] O
o|jo0|j0o0|0O0|6 |2 |0|0]|O0 O 00| 0] O
o(,o0;o60jo0o|jo0o(1]2]|]0/|O0 OO0} O0]0]|O
o(o0;o0|j0O0|J0O0|0]|4]|]-1,0 OO0} O0]0]|O
o0} 0|]O0O| 00| O0O0]|O0]|S3 1100} 0] O
o o0;,o0jo0o|jo0ofo}jo}joy|3j;-1y1)0|107)]0O0
oy,o0|j0o0|0O0O]O0O}|O0O|0|O0]|O0 1 11200
oy,o0|jo0|0O0O}]O0O}O0O|O0|O0]|O O 0] 1] 2 1

La dimension du probléeme sous laforme standard est (11 x 25)
x*=(0.000000, 1.000000, 2.000000, 0.000000, 0.500000, 0.474222,
0.000000, 0.000000, 0.000000, 1.500000, 0.000000, 3.750000, 0.057435,
0.000000)"
»*=(0.000000, —0.500000, —0.833333, —0.500000, 0.000000, 0.000000,
0.000000, —0.250000, 0.250000, —0.500000, 0.000000)"
opt) =-13.250000
g(opt) = -13.250000
iter =12
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Exemple 3:

b = (420, 415, 355, 345, 160, 95, 380, 395, 270, 230, 310, 420, 5200, 5200,
3600, 0)'
c =(-139, -88, -133, -137,-165,0,0,0,0, 0, 0, 0, 0, 0)'

Lamatrice 4 est donnée par:

14 118 | 15|14 |14 | O 0 0 0 0 0
98 124|114 | 14 |14 | O 0 0 0 0 0
4 (04114 |14 |14, 0 0 0 0 0 0
28 |06 |13 |14 |15|55| O 0 0 0 0
22104 |1 13|15 (12| 0 |55 O 0 0 0
22 104|113 |13 (12| O O |55 O 0 0
22 106 |13 |13 (12| O 0 0O |55]| O 0
26 |58 | 15|15 12| O 0 0 O |55 0
06 | 4 | 13 0 0 0 0 0 0 0O |55
06 |12 |13 |13 26| O 0 0 0 0 0
06 |18 |12 |12 (12| O 0 0 0 0 0
06 |18 | 15|14 (14| O 0 0 0 0 0
16 | O 0 12 | 35 |50 | 50 | O 0 0 0
20| 0 0 36 | 50 | O O |50 |5 | 0 0
16 | O 0 12 |35 | O 0 0 0O | 50 | 50
0|61(09;08 231 |-1|-1)]-1|-1]-1

La dimension du probléme sous laforme standard est (16 x 27).
x*=(0.000000, 54.801584, 0.000000, 20.357231, 38.845805, 40.972767,
11.0777919, 0.000000, 49.825397, 0.000000, 9.235212)'
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y*=(0.000000, 0.000000, 0.000000, —4.594670, —4.594670, —68.559607,

—4.594670, —5.572230, —4.594670, 0.000000, 0.000000, 0.000000,
0.000000, 0.000000, 0.000000, —25.270687)"

f(opt) =-14.21.037868

g(opt) = -14021.037868, iter = 17

Exemple 4:

Ce probléme est sous laforme:

min ¢ ‘x

Ax > b

x>0

b = (2300, 75, 38, 660, 1300, 10, 1900, 1.2, 1.2, 63, 400)"

¢ = (25, 30, 350, 150, 40, 20, 100, 40, 60, 100, 17, 20, 20, 12, 75, 900, 20)"

A est donnée par:

351 | 270 | 260 | 451 | 156 | 59 721 58 | 130 | 118 | 77 51 40 24 28 311 40
6.2 8 175 12 [ 127 | 29 0.6 6 |[175] 20 | 1.9 13 12 1.6 3 342 [ 0.8
08 | 15 | 205 (443|112 33 | 816 | 35 6 35101 02 | 02 0.2 0.4 0.7 0.3
6 11 6 9 65 | 100 10 120 | 80 12 5 35 40 45 98 470 14
2 480 [ 90 90 90 36 780 5 100 | 90 12 57 10 15 25 600 4
04 1 13 |12 | 26 | 01 0.1 14 3 07 | 05| 05 | 05 04 3.3 23 0.2
0 0 25 0 800 [ 120 | 2400 0 60 40 0 | 1300 6 33 2600 | 1000 | 40
009 01 |O0O4] 04 [0O1 [0O0O4] 001 [OO2|002[0I5[ 01 [006 |003][ 008 [ 012 [0.21 [0.09
003[003]011[ 01 [ 04 [0I5] 003 002|015 02 [0.03]0.04 | 0.02 [ 0.05 0.3 1 0.02
0 0 0 0 0 2 0 0 1 1 15 7 10 50 100 20 50
0 0 0 0 10 0 0 0 530 0 0 0 0 0 0 0 0
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La dimension de ce probléme sous laforme standard est (11 x 28).
x*=(3.450965, 1.770912, 0.000000, 0.000000, 0.755766, 2.071795,
0.140651, 0.000000, 0.740457, 0.000000, 0.000000, 0.347382,
6.460187, 0.000000, 0.000000, 0.000000)'
y*=(0.041955, 0.610660, 0.509866, 0.103865, 0.012174, 0.000000,

0.006934, 60.358619, 0.000000, 0.000000, 0.055944)"
flopt) = 354.030419

g(opt) = 354.030419
iter =12

Exemple 5:

On présente ici un exemple ou |’ensemble des solutions strictement
réalisables (x; > 0 Vi) est vide auquel cas les méthodes de points intérieurs
réalisables ne sont pas applicables, cependant avec I'agorithme non
réalisable on parvient a obtenir convenablement |es solutions optimales.
min x, — 3x,

X, +X,+x;=95
X, +x,=5
x>0 Vi=123
x = (0.000000, 5.000000, 0.000000)"

y'= ( -203.627267, 200.627267)'

Aopt) =-15

g(opt) =-15

iter =3
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11.2 : Programmation quadratique convexe (PQC).
11.2.1 : Introduction.

La programmation quadratique est un chapitre bien éaboré du
domaine de I’ optimisation. Elle est connue par ses applications multiples
dans les domaines scientifique et pratiques. Sur le plan algorithmique,
souvent on fait intervenir des programmes gquadratiques comme procédures
intermédiaires pour des programmes non linéaires, ¢’ est le cas entre autre
des méthodes de programmation quadratique successive.

Sans perte de généralité, on peut présenter un programme

guadratique sous la forme suivante:

minc'x + %xth = f(x)

(PQ) <{Ax=b
x>0

Ou Q est une matrice symétrique d’ ordre n, beIR" , ceIR" et A € IR" ™ de

pleinrang .

Rappelons que I’ensemble des contraintesS ={ x € IR": Ax =b, x > 0}
est un polyedre convexe fermé, la fonction objectif est indéfiniment

différentiable est nous avons en particulier :

Vi(x)=Ox+c
Viflx)=0
(PQ) est convexe < fest convexe < Q est semi définie positive.
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On sintéresse dans cette partie a la résolution d'un programme
quadratique convexe (PQC), supposant qu’il admet au moins une solution

optimale:
- t 1 l‘
minc x + Ex Ox

(POC) <Ax=0b
x>0

ou Q est une matrice symétrique semi définie positive d’ ordre n, b eIR™
celR' et 4 e IR" ™ depleinrang (rg(4) =m< n) .
I11.2.2 : Dual d’un (PQC).

Le dua de (PQC) s obtient tres facilement, il s écrit sous laforme:

-

max b'y - %xth

(DOC) {A'y+z—-0Ox=c
z>20, x=0

S

ouy € IR" désigne la variable duale et z € IR" est le vecteur de variable

d écart uinque.

11.2.3 : Existence et unicité d’une solution.

Les résultats classiques (Welerstrass et corollairel du chapitre 1)
S appliquent et nous avons de plus le résultat suivant :
Lemme 2:

Si Q est définie positive et S est non vide alors (PQC) admet une

solution optimale unique
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11.2.4 : Conditions d’optimalité.
Les contraintes de (POC) sont qualifiées puisgue linéaires, on peut
donc écrire les conditions d’ optimalités de (KKT) qui sont nécessaires et

suffisantes.

(c+Ox—A'y-2z=0
Ax=b

x'z=0
x20,z>0

I1.2.5 : Méthodes de résolution d’un (PQC).

On peut classifier les méthodes de résolutions en trois catégories
conformément aleurs principes.
1/ Méthodes de type gradient.
a/ Gradient conjugué.

Cette méthode a été proposée par Hestenes (1952) pour résoudre un
systeme linéaire a matrice définie positive, puis généralisée par Fletcher et
Reeves (1964) pour résoudre des problemes d’ optimisation non linéaires,
elle est connue par son efficacité pour minimiser une fonction quadratique
sans contraintes. Dans le cas contraint un changement de variable simple
permet de se ramener au cas sans contraintes, en effet : soit x” un point
satisfaisant les contraintes (Ax”=b) et posonsx =x’ + Py avec P, =I -
A"(447)'4 I'opérateur de projection sur le noyau de 4 (Ker(4)). Le

principe de cette méthode est de construire progressivement des directions
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dy, d,..., d, mutuellement conjuguées par rapport a la matrice Q de la
forme quadratique: d.0d, =0 Vi=j, i,je{0L.. kf
b/ Gradient projeté (Rosen 1960).
le principe de cette méthode est de projeter a chague itération le

gradient sur la frontiere du domaine réalisable. Il faut signaer que cette
méthode est concue pour un programme plus général que (PQOC) de la
forme:

an f(x)

Ax = b

x>0

Ou 1 est différentiable non nécessairement convexe.
2/ Méthodes simpliciales.

Parmi les méthodes simpliciales on cite, celle de gradient réduit die
aWolfe. C est une extension directe de laméthode du simplexe, appliquée
a(PQOC). De cefait elle présente les mémes inconveénients a savoir cyclage
et complexité exponentielle.

3/ Méthodes de points intérieurs.

Conjointement aux meéthodes decrites précédemment, il existe
actuellement des méthodes de points intérieurs pour larésolution d' un
programme quadratique convexe. Ce sont des extensions des méthodes
dével oppées pour la programmation linéaire (projectives et de trajectoire
centrale). Les problemes d'initialisation, le colt de I’ itération et le choix de
la direction de déplacement deviennent plus pesants. A ce propos, nous

proposons une variante de trgjectoire centrale non réalisable.
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11.2.6 : Méthodes de trajectoire centrale non réalisable pour la (PQC).

Reprenons le programme quadratique convexe (POC):

: 1
minc’x + EXth

(POC) <Ax=b
x>0

ou Q est une matrice symétrique semi définie positive d’ ordre n, b IR™,
celR" et A e IR" ™ depleinrang (rg(4) = m < n).
le dua (DQC):

max bty—%x’Qx

(DOC) {A'y+z—0Ox=c
z>20, x>0

ouy e IR" etz € IR".

On associe a (PQC) le probléme paramétrisé (PQC,) suivant :

min e'x + %xth—uanln(xi) - £.(x)

Ax=b
x>0

(POC.)

Le principe est le méme que pour la programmation linéaire (PL), on
résout e systeme non linéaire de (KKT) ci-dessous (5) associé au probléme
(POC,) par la méthode de Newton, en partant d’un point intérieur non

nécessairement réalisable.
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(c+0x—z-A4"y=0
c+0x—uX re—A'y=0 Q 4
b <Ax=b
G 1" e 6) | Xz=pe
x>0
x>0,z>0

Pour contrbler lafaisabilité et I’ optimalité, on introduit lafonction de

mérite suivante :
(x,yz)=xz+ ||Ax—b||+H—Qx+ A’y+z—cH
On resout e systéme d’ équations non linéaire (6) apartir d’un point initial

x>0,yeIR",z>0¢et u=xz/n>0 par laméthode de Newton, on obtient

le systéeme suivant:

ONc—Nz—A'Ay =—c—QOx+z+ A"y
(7) AAx=b—Ax
XAz +ZAx = —XZe+oLe

dont lasolutionest: (Ax, Ay, Az).

Lenouvel itéréest: (x,y7,2)=(x, y, z) + a (Ax, Ay, Az)ou a>0est

le pas de déplacement choisi detelle maniere que(x,z) > 0 et

¢ (x,7,2)< ¢(x, v, z). Silavaleur de ¢resteloin de zéro on remplace u

par 4 (4 <u) etonréitere.

On obtient le schéma a gorithmique suivant:



Algorithme (NRQ).
Début algorithme

Données : S0it € >0 un paramétre de precision fixé (suffisamment petit).
Initialisation: On choisi (x’, 2”) > 0, )" eIR™ (arbitraires) et, k=0
Tant que ¢° > ¢ faire:
a) 1= (1/n)x")Z et choisir 6*e(0,1)

b) Résoudrele systéme (7), en calculant Ax,Ay et Az:

¢) Trouver un pas de déplacement o > 0'tel que: x “** >0,
2508t ¢ (6", pM 2 < g (A 2
ou (x*, yH 2By =k 1E 2N +of(Ax, Ay, Az)
d) k=k+I

Fin tant que

Stop dés que ¢ < ¢

Fin algorithme.

I11.2.7 : Convergence de I’algorithme.

On suppose que les ensembl es des sol utions réalisables des

problémes (POC) et (DOC) sont respectivement non vide, aorson ales
résultats suivants:
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Proposition 4:

Si 0< o <1, la suite { ¢k} engendrée par [’algorithme satisfait:
6" =(1-69¢"
ot & =6 () = [ (I- &) )2+ odVP~@) (M) A /[ (642 H.
La démonstration de cette proposition est basée sur le lemme suivant :
Lemme 3:
Soit {(x"y*.2")} une suite générée par ’algorithme (NRQ) alors:
DA +dAx")—b=(1-a") (A —b) =" (4x" - b)
2) A+ ' AY)+H(E + d Az)—c— O(x + o AX) =V (AY +2"- Ox"- ¢)
3) (¢ + d A & + ALY = (1 - of + ") + @) (AX) A
o V7 = (1- ak) W= lﬁ!(l—a’) vl =1
Lafonction de mérite décroit d' uneitération al’ autre d'un montant égal a
(1-8%), de pluson ale corollaire suivant :
Corollaire 2:

La suite {¢*} converge au moins linéairement si 0 < o* < I auquel cas
nous avons 0 < 8 < 1 et si & tend vers 1 la convergence devient

superlinéaire.
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11.2.8 : Simulations numériques.

Exemple 1 :
r(nigmf(x,t)z 6.5¢ +0.5x% —t, — 2, — X, — 2, — 1,
X,
Az < b, z= (x,1)
0<t <1 i=34
0<f <2

b= (26,-11,24,12,3)"

1 2 8 1 3 5
-8 -4 -2 2 4 -1
2 05 02 -3 -1 -4
02 2 01 -4 2 2
01 -05 2 5 -5 3

7= (X', t')'=(0, 7.987342, 0.253165, 2, 2, 0)'
y'= (-0.246835, 0, 0, -0.253165, 0)'

flopt) = -18.493672

g(opt) = -18.483671

iter =12

Exemple 2 :

9 8
min f'(x) = inxiu + inxi+2 T XX + Xy Xgg T Xp X T X X5 + Xy X7
=1 i1

10
inzl x, 20 Vi

X = (0, 0.249335, 0.25, 0, 0.000665, 0.017431, 0, 0.25, 0.232568, 0)'
y =0.25

flopt) =0.125010

g(opt) = 0.125000, iter =5
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Exemple3: m=3,n=5

20 12 05 05 -1 1
1 12 1 18 O 12 32 1 1 1 -15 931
A= 3 -1 15 -2 1|, Q=05 1 14 1 1|,c=| 2 |,b=|545
-1 2 -3 4 2 05 1 1 15 1 15 6.60

-1 1 1 1 16 3

x* = (2.632276, 0.701827, 1.399507, 2.464458, 1.084655)t
y* =(25.271033, 11.733714, 5.257142)"

Alopt) = 172.733206

g(opt) = 172.733196

iter =28

Exemple 4: m=3,n=10

1 -1 19 125 12 04 Q7 106 15 10 1165
4=213 12 015 21512515 04 15213 1 [b=1667
15 -11 35 12518 2 19 12 1 -1 2129

c=(05,-1,0,0,-05,0,0, -1, -0.5, -1)'

3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
122 0 1 -1 1 0 1 051
1 0 15 -05-2 1 0 1 1 1
1 1 -05 30 3 -1 1 -1051
1 -1 -2 3 27 1 05 1 1 1
21 1 1 1 1 16 -0505 0 1|
1 0 0 1 05-05 8 1 1 1
1 1 1 -1 1 05 1 24 1 1
105 1 0 1 0 1 1 39 1
11 1 1 1 1 1 1 11
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x* = (0.963886, 0.509607, 1.739953, 1.905056, 1.243511, 2.626820,
1.322918, 1.617087, 0.824013, 0.897582)"

y* = (4.243380, 22.362785, 5.192083)".
flopt) = 264.148690

g(opt) = 264.148699

iter =27

Commentaire :

L es résultats obtenus pour la programmation linéaire et la programmeation
quadratique convexe sont trés satisfaisants et encourageants.
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CHAPITRE 111

Methode (TC) non realisable pour
(SDP)



Chapitre 111 Meéthode de trajectoire centrale non réalisable pour la programmation (SDP)

IIL. 1 : Introduction.

Le probleme de la programmation semi définie (SDP) linéaire, est
connu depuis le début des années 60 comme un probléme d’ optimisation
(convexe) lié a des applications: valeurs propres extrémales d’ une matrice,
optimisation combinatoire etc...

Il s écrit souslaforme:
minCe X =1r(CX) = Z;CHXU.

(PSDP) JA4.¢X =b,i=1...m
X=>0

Ou b; IR et C, 4; € S" (espace des matrices symétriques), le symbole ¢
désigne latrace d une matrice

C'est une genérdisation de la programmation linéaire (PL) au sens
que, a la place du vecteur (inconnu) x € IR" on a une (nxn) matrice X
symeétrique semi définie positive, le colt est remplacé par latrace de CX.
Donc un programme linéaire et un programme semi défini positif ou X
désigne la matrice diagonale desx; (X = diag(x;)) et C = diag(c;)

De cefait lathéorie de la programmation linéaire est transportée sans
peine a (SDP), a quelques légeres différences au niveau des résultats de
dualité.

L’ aspect agorithmique pose en revanche des difficultés majeures
faisant de I’implantation numérique, un véritable challenge aréaliser. A ce
propos, toute extension de la méthode simpliciale est exclue du fait que
I’ensemble des contraintes est un cone non polyedra dépourvu de
sommets.

Au début des années 90, grace notamment aux travaux fondateurs de

51



Chapitre 111 Meéthode de trajectoire centrale non réalisable pour la programmation (SDP)

ALIZADEH, NEMIROVSKI, NESTERQV et autres, le probléme (SDP)
est relancé pour subir un traitement décent via |'approche de points
intérieurs, adlant de I’aspect théorique pur a celui de la mise en ceuvre
proprement dite.

Tout particulierement, la méthode de la trajectoire centrale présente
plusieurs atouts en faveur d’ un traitement algorithmique convenable.

Le probléme d'initialisation devient alors plus difficile a traiter.
Nous proposons dans ce chapitre une variante de points intérieurs non
réalisables pour surmonter cette difficulté. On établira les résultats de

convergence de |’ algorithme proposeé.
II1.2 : Dualité et optimalite.

Reprenons e probléme :

minC e X

XeS”
AeX =b,i=1...m
X=>0

(PSDP)

De laméme maniéere que pour les programmes linéaires on peut

trouver le dual du (PSDP), on associe aux contraintes 4, e X =b. les

variablesy;eIR, i = 1,..., m, on forme alors lafonction lagrangienne :

LU, y)=CoX +33,(b, —4, o)

i=1

on minimise lafonction L(x, y) par rapport a X :

mn L (X,y) = min [CeX +3y (b, -4, eX)]

XeS",X20 XeS", X2 )

= min [CeX +Zyibi _Zyi(Ai X )]
i

n
XeS", X>0 i1

= min [b'y+ (C-Dy, 4)eX 11y =y, »,) b=(by . b,)
=]

Xes", x>0
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1

ce probléme n’apas de solution que s (C —f“ y,4)>0.
i=1
En effet, si (C—iyiA,) <0 il est possible de trouver un x >0 tel que
i=1

la quantité (C—i y,4)e X SOit aussi négative que |’ on veut, le minimum ne
i=1

peut étre alors que —«.
En introduisant lanouvelle variabledual z = (C —i y.4), lafonction
i=1

duale au sens de Lagrange devient :
J0)= max [by+ minZ e x]

yeIR",Z>0 X2
avec .
. 0 siZ=>0
mn ZeX-=
XeS", X>0 —o0  SI non

On peut alors montrer que le probleme dual s écrit :

t
max by
yelR™ ZeS"

(DSDP) (2 Yidi +Z=C

k=1

Z 20

Notons que le dua aune formulation plus simple que le primal, ceci

peut étre avantageux pour développer des méthodes duales.

Notations :

Notons par :
K={XeS"MA4A;eX =10, i=1,....m X >0} |"ensemble des solutions
réalisables de (PSDP) .

Kn={XeS"| A;eX=0b;i=1..m X - 0} I'"ensemble des solutions
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strictement réalisables de (PSDP) .

U={yelR", Ze §" | X" wa+Z =C, Z > 0 } I’ensemble des solutions
réalisables de (DSDP)

Un={yelR", Ze §" | Y wa+Z =C,Z >0 }|'ensembledes
solutions strictement réalisables de (DSDP)

Les résultats de dualité faible de la programmation linéaire (PL)

S éendent sans peine aux problemes (SDP).

Lemme 1:

Soient Xe K ety eU deux solutions réalisables de (PSDP) et (DSDP)

respectivement alors, by < CeX .

La quantité Ce X —b'y > 0 s appelle saut de dualité.

Preuve :
(C.x)-by={Cx) -3t
=(C.X)- 2 {4.)

Puisque les matrice (C - Zm:yl.Ai) et X sont les deux semi définies positives, la

i=1

trace de leur produit est un nombre positif ou nul, i.e., <C— iyiAi,X> >0, ce

i=l

qui donne b’y < CeX.
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Concernant la dualitéforte, I’ existence de solutions strictement
réalisables primales et duales est nécessaire comme le montre le lemme

suivant :
Lemme 2 :[39]

Soient X et y deux solutions réalisables de (PSDP) et (DSDP)
respectivement et supposons K, #¢ ou U, = ¢, alors X et y sont des

solutions optimales si et seulement si (b'y - C.X)=X.Z=0.

Posons une fois pour toutes, les hypothéses suivantes:
* (HI): Kin #¢
*(H2):Ti ¢

* (H3): A, sont linéairement indépendantes, v i =1,...,m.

Nous avons besoin du résultat suivant :

Lemme3 :

Soit T, (IR ) ’espace des n xn matrice réelles muni du produit
scalaire : <A, B> = tr (A'B) et Q un ouvert des matrices inversibles de
T (IR ).

Soit L : T, (IR )— IR une forme linéaire, alors L est continue et
AMe M (IR) tel que L (H) = <M, H> =tr (M'H) v H e, (IR ).

Si L=Df("): f Q>R M=vVf({)
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Différentiabilité de quelques fonctions de matrices
1/ La trace :

tr: Ae M, (IR) — trd < IR

trd =<1, A>=1tr(I'4) ¢ est une application linéaire (continue) donc sa
différentielleentout Ae AL, (IR) est D tr(4) : H—tr( H) = <I, H>
dou vir(d) = vir(I'd) = I.

2/ le déterminant (det) :

det: Ae M, (IR) —detA< IR une application multilinéaire (continue)

donc différentiable en tout 4 = [a", &, ..., a"]ou d sont les colonnes de 4

Ddet(A):H=[h 1 .., i - (dé[al &, ...dLn, d7 ..., a")

J

on développe par rapport alaj*™ colonne on trouve :

det [al, a2, ..d_l,H, d+l, . a”] = ihij (cofA)l.j = Zn:hl’ (cofA)ij =< COfA, H>

e
donc Vdet A = cof A, VA e H, (IR).
Soitg: A4 eQ — g(4) =log |det 4| eIR

g est différentiable (composée de deux fonctions différentiabl es)

ﬁg(A) 32 N D(detA)(H) _ < COfA,H > e (Ail)t,H>
det A det 4

Donc V(logldet 4)) =(47), VA e Q et s 4 est symétrique V(log|det4) =47

56



Chapitre 111 Meéthode de trajectoire centrale non réalisable pour la programmation (SDP)

I11.3 : Présentation de la méthode.
Au probleme (PSDP) on associe le probleme barriére (PSDP),, suivant:

min C eX —uln(detX )=/, (X)

Xes"

(PSDP),u Ai .X :bi’ i:l___’m
X >0

Ou u >0 désigne le paramétre barriere.

Larésolution de (PSDP), est équivalente acelle de (PSDP) au sens
que sl X*(u) est une solution de (PSDP,) dors X* = limX*(u) est une

u—0

solution de (PSDP).

Lafonction objectif 7, (x)est suffisamment différentiable
conformément au lemme précédent, de plus elle est strictement convexe et
d’ apres les hypotheses (H)), (H;) et (H;) |e probléme (PSDP),, admet pour
chague x >0 une solution optimale unique X (x) [ 39] vérifiant les
conditions nécessaires et suffisantes d’ optimalité de (KK7), représentées
par le systéme suivant :

iyiAi +7Z-C =0

i=1
(8) A, eX -b,=01i=1...m
XZ =ul

L e principe de cette méthode est de résoudre le systéme non linéaire (8)
par laméthode de Newton, en partant d’ un point intérieur non
necessairement réalisable (X, Ze ' :X =0, Z -0 ¢t ye IR" ), on obtient le
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systeme linéaire suivant:

ZAyiAl. +AZ=C—ZyZ.Ai -7
i=1 i=1
14, ¢AX =b,—4. ¢ X i=1...m

9 1
®) X(AZ)+(AX)Z=-XZ +ucl, O<o<l

On peut réécrire le systeme (9) comme suit:

DM A+AZ=C-D v 4 -7

i=1 i=1

T4 o AX =b -4, e X i=1..m

(10)

XAZZ P+ AX =—X +uoZ™, 0<o<1

S

on constater la symétrie de 4Z a partir de la premiere éguation du systeme
(10), par contre lamatrice 4.X n'est pas nécessairement symeétrique du fait
que leterme XA4ZZ' n' est pas toujours symétrique. Cette difficulté est due
alastructure du probléme (SDP) et nécessite des efforts supplémentaires
pour preserver la symeétrie des itéres.

A ce propos, plusieurs procedures sont introduites, parmi lesquelles
les plus célebres alternatives suivantes: ladirection de ALIZADEH,
HAEBERLY et OVERTON (AHO), ladirection de HELMBERG,
KOJMA et MONTEIRO (HKM) et ladirection de Nesterov et Todd (NT).
Il faut signaler que ces techniques font toujours |’ objet de controverses
concernant leurs consegquences parfois indésirables sur |’ aspect
algorithmique. Pour développer notre algorithme, nous avons choisi la

technique (NT) a cause de sa compatibilité avec lathéorie.
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On remplace leterme X4 ZZ" par PAZP" tel que:
P=7 -I/Z(ZI/Z le/Z) I/ZZ-I/Z

donc le systeme (10) est remplacé par le systeme (11) suivant:

iAyiAi +AZ:C—iyiAI. -Z

i=1 i=1

{4 eAX=b —A eX i=1..,m

(11)
PAZP' + AX =—X +uoZ™, 0<o<1

“

Maintenant AX est une matrice symetrique.
Le nouvel itéreest: (X, y,Z) = (X, y, Z) + a (4X, Ay, AZ)
ou o > 0 est le pas de déplacement choisi desorteque: X ~0,Z -~ 0
et o décroit, olip est lafonction de mérite associée au probleme (PSDP),,
définie par :
Xy Z)=XeZ+1(X )y, Z)
0Ur(Xy,Z) =| 4+X—b |+ T ya+Z—C |,

A" e X=( AjeX AseX,..., A0 X) ', b=(b;,b>, ..., b,)" avec

x|, = Vir(xx?) =yr(x?) désignelanorme de Frobenius
Siletestd arrét (o (X, v, Z) > &) n'est pas satisfait, on remplace

wpar u; (u; < w) et onréitere.
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Chapitre 111

L’ algorithme correspondant s écrit:

Algorithme (NRSDP):
Début algorithme
Données : Soit € >0 un paramétre de précision fixé (suffisamment petit).

Initialisation: On choisi (X, Z) >0,y €IR™ (arbitraires) et, k=0

Tant que ¢ > ¢ faire

a) caculer u= XeZ et choisir o €(0,1)
n

b) calculer (AX,Av,AZ ) solution du systéme linéaire (11):
¢) on cherche a« > Otel que:
X=X+ aa4X ~0,Z=Z+a AZ = 0et ¢ décroit
d) X=X+ adX, y=y+ady, Z=Z+ aAZ €t p=9¢(X, y, 2)
e) K=K+1
Fin tant que
Stopdesque o < ¢

Fin algorithme.
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II1.4 : Convergence de [’algorithme.
Pour établir la convergence de cet algorithme nous avons besoin
du théoréme suivant :
Théoréme 1 :
Si0<a" <1, lasuite "= o(X*, ', Z') générée par I’algorithme
(NRSDP) satisfait:
¢k+1 = (1-6) (Dk
"A-0")X* o ZF +a"V1° —(oF)*AX* e AZ*
X o ZF /0

Preuve : Ladémonstration du théoreme est basée sur le lemme suivant :

a
ou &=

Lemme 3:
Soit {(X*,y*,Z%)} une suite générée par 1’algorithme
(NRSDP) alors:
1/ A;e X~ b = V(4,6 X' —by) i=1,....m
2/ Yy Az =V (X v0a, 420 -C)

3/ XHIOZH[:(].- ak+0'kak)XkOZk+ (ak)ZAXkOAZk

ou V' =1-a P = ﬁ(l—a-’) ve, ve =1

Preuve :
1V A; e XM= by = Ao (X + dAX ) —b; =(1-d")(A;e X ~b,) =
(1- o )(L- o) A0 X ~b))=

=(1-YA- ... A=) A;e X'~ b) = f!(l—aj)(AioXo— b)
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2/ 3" i +Z - C=Y" O vadt Ay A+ (25 + dfazf) - C =
Q- 4 +Z = O)=..= (L- o)1 d)...(1= aO) (37 304,42~ O)
= [a-a) (4 +2 -0

3/ X e Z = (X + dfuX") o (£ + dfuZ) =
X o Z +d (UX o« Z4 X 0 AZ") + (0" 2 UX 0 47" =
X oZF+ob (X o ZF+ nutot) + (af) 2 UXF e AZF =
X o Z+0f (X o Z+ 6°) + (a ") 24Xt enZF =
(1- a* + 6" a®) X e ZF + (a¥)2 AX* 0 AZF

Démonstration du théoréme :

(pk+l = Q/JH_], yk+1’ Zk+1)

=X,k+1.Zk+] +er+], yk+1’ Zk+1)

= (1- "+ Fa* )Xo ZF + (a2 UX e A ZF+ VI (X°, »°, Z°)

=(1- a“+da") X e Z+ (" uX 0 uZF + V'O

=(1 a*+d*a") X e Z' + (0" uX 0 £Z +vF 1-0") °

=(1- a"+da®) X e 2+ (") ax e AZ +V P =V FP

=X eZ W - X" e Z" 1o X" 0 Z" V¥ +(d Y AX " 0 AZ*

o (=0 )X e Z" v —(o" ) AX
) GV ARE

o' (-6 X" o Z" +a"V'i° —(of Y’ AX* 0 AZ" K

X oz i/ o

=X"ez* +vkro(l

)
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QM 1-GNX e Zt +a VO —(a PAX e AZ
B X o7 11/4° |

Ou o

Lafonction de mérite décroit d’ une itération al’ autre d’ un montant égal a

(1-8%), de pluson ale corollaire suivant :

Corollaire 1 :

La suite ¢ converge au moins linéairement et si O* tend vers 1 la

convergence est superlinéaire. Rappelons que: 0 < s* <1 si0<d" < 1.

II1.5 : Commentaire.

On peut conclure que ces méthodes constituent une solution convenable
pour le probleme d'initialisation. Reste afaire les aménagements
necessai res pour une mise en ceuvre mettant en évidence les résultats
établis.
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Conclusion

Les méthodes de points intérieurs sont connues par leur efficacité, rapidité
de convergence, simplicité algorithmique et capacité de résoudre des problémes
de grandes tailles. Le seul inconvénient dans ce type de méthodes est
I"initialisation, c'est-adire la détermination d’'un point initial qui se trouve a
I"intérieur du domaine. La plupart des résultats théoriques supposent que ce
point initial est connu, mais numériquement |’ obtention de ce point initial prend
beaucoup de temps et représente un handicape majeur pour ces méthodes
originales et importantes.

Dans cette these, nous avons présenté des moyens qui apportent des vraies
réponses aux questions théorigques, algorithmiques et numériques pour résoudre
ce probléme d'initidisation dans les méthodes de points intérieurs de type
trajectoire centrale.

Notre étude est realisée a travers trois classes de problemes connus par
leur intérét théorique et pratique, a savoir, la programmation linéaire, la
programmation gquadratique convexe et la programmation semi définie.

Les résultats obtenus sont tres encourageants et donnent lieu a d autres

perspectives dans |e domaine de |’ optimisation numérique.
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