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Le résumé : Théorie des invariants d’un oscillateur harmonique a deux dimensions (2D) a masse et
fréquence variables en présence de I’effet Aharonov-Bohm (AB)

LE RESUME

Dans les derni¢res années, le probléme des systemes dépendants du temps a
joué¢ un rdle trés important dans 1’étude des plusieurs phénomenes physiques.
Quelques problemes spécifiques des oscillateurs dépendants du temps, ont fait 1’objet
de plusieurs études et en particulier la méthode des invariants. Si le systeme quantique
admet un invariant /(2), il est possible de trouver une base privilégiée des états propres
de cet opérateur, une fois multipli¢ par un facteur de phase dépendant du temps,

évoluent selon I’équation de Schrédinger dépendante du temps.

Dans notre travail, on considére la théorie des invariants d’un oscillateur
harmonique avec masse et fréquence variables a deux dimensions (2D) en présence de
I’effet Aharonov-Bohm (AB), ou le flux magnétique v le long de I’axe OZ est dans le

sens positif.

L’effet AB décrit une particule chargée qui interagis avec le potentiel vecteur
d’un solénoide droit infiniment long qui enferme un flux magnétique (AB potentiel),
suscite toujours I’intérét considérable avec des applications dans les divers domaines

dans la littératures.

On détermine la solution exacte de 1’équation de Schrédinger pour 1’oscillateur
harmonique avec masse et fréquence variables a deux dimensions (2D) en présence de
I’effet AB. Trois cas particuliers seront discutés. On constate que 1’équation auxiliaire

est indépendante du flux magnétique d’AB.

Dans le cas particulier ou le flux magnétique d’AB est quantifié, les fonctions
d’ondes coincident exactement avec les fonctions d’ondes de I’oscillateur harmonique

dépendant du temps a deux dimensions (2D).

Mots-clés : Oscillateur harmonique, effet Aharonov-Bohm, champs magnétique.



Introduction



Introduction : Théorie des invariants d’un oscillateur harmonique a deux dimensions (2D) & masse et
fréquence variables en présence de I’effet Aharonov-Bohm (AB)

INTRODUCTION

Dans les dernieres années, le probléme des systémes dépendant du temps a joué

un role trés important dans I’étude des plusieurs phénomenes physiques [1, 2, 3].

Les systémes Hamiltoniens dépendant du temps sont difficiles a résoudre.
Parmi les méthodes utilisées pour trouver des solutions a de tels problémes on cite :
L’approximation adiabatique qui conduit a la phase géométrique de Berry [4] et son
analogue classique 1’angle de Hannay [5], les perturbations dépendant du temps et la
méthode la plus utilisées qui donne une solution exacte est celle introduite par H. R.
Lewis et W. B Riesenfeld [6], elle consiste a faire évoluer les états propres de

I’opérateur invariant / vérifiant I’équation de Liouville suivante :

inl 1= [H,1]
ot
Quelques problémes spécifiques des oscillateurs dépendants du temps ont tiré
I’attention des chercheurs dans ce domaine, en particulier I’oscillateur singulier
dépendant du temps. En fait ce probléme spécifique a ¢été étudié dans différentes

manieres par beaucoup d’auteurs [7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14].

La construction des invariants [6], a attiré beaucoup d’attention, pour décrire

un systeme quantique régi par un Hamiltonien dépendant du temps.

Lewis et Riesenfeld [6] ont montré que si le systeme admet un invariant /(z), il
est possible de trouver une base privilégiée des états propres de cet opérateur, une fois
multiplié par un facteur de phase dépendant du temps, évoluent selon I’équation de

Schrédinger dépendant du temps.

L’effet Aharonov-Bohm (AB) [15], c'est-a-dire les systémes dans lesquels une
particule chargée interagis avec le potentiel vecteur d’un solénoide droit infiniment

long qui enferme un flux magnétique (AB potentiel), suscite toujours I’intérét
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fréquence variables en présence de I’effet Aharonov-Bohm (AB)

considérable avec des applications dans les divers domaines dans la littérature [16, 17,

18,19, 20, 21].

Dans notre travail, On considére la théorie de Lewis-Riesenfeld pour déterminer la
solution exacte de 1’équation de Schrodinger d’un oscillateur harmonique en présence
de I’effet Aharonov-Bohm (AB). Travail fait trés récemment par Y. Bouguerra, M.
Maamache et A. Bounames (B. M. B). Ce probléme, ainsi que tout probleme du type
AB représente des cas idéals. Ils considérent un fil « solénoide » de rayon zéro, une
chose impossible a réaliser dans la pratique. Dans la pratique on a affaire a des
solénoides de rayon R trés petit mais non nul. Le but de ce travail est de traiter le cas
réel ou on a un solénoide de rayon R.

Le chapitre 1 constitue un rappel de 1’équation de Schrédinger dépendante du
temps et quelques méthodes mathématiques approximatives et exactes de résolution de
cette équation. La théorie des invariants est considérée dans le chapitre II. On examine
dans Le chapitre III I’effet Aharonov-Bohm. Le chapitre IV consacré a la théorie des
invariants d’un oscillateur harmonique a deux dimensions (2D) en présence de I’effet

Aharonov-Bohm qui constitue le résultat essentiel de ce mémoire.

12
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Chapitre I : Théorie des invariants d’un oscillateur harmonique a deux dimensions (2D) a masse et fréquence
variables en présence de 1’effet Aharonov-Bohm (AB)

L’EQUATION DE SCHRODINGER DEPENDANTE DU TEMPS

I. L’équation de Schrodinger :

Le 19°™ siécle a connu I’apparition de 1’une des deux grandes théories
physiques du siccle ; la physique quantique. Tout au début de la mécanique quantique

on a été confronté au probleme de 1’explication des états discrets d’un atome.

En mécanique classique 1’état d’un systéme physique est donné par la résolution
des équations du mouvement du systéme [23, 24]. Par contre, en mécanique quantique
I’état du systéme est déterminé par la résolution de I’équation de Schrodinger [25, 22,
26]. Cette équation a été proposée par E. Schrodinger en 1926 [26]. De Broglie et
Schrodinger ont ainsi pu développer un parallélisme entre la mécanique classique et

'optique et parvenir a la conception de la mécanique ondulatoire [22, 25, 26].

Dans cette théorie, I'¢tude du mouvement d'un électron - ou d'un systeme
atomique quelconque - ne doit pas étre fondée sur les trajectoires classiques, solutions
des équations de Newton, ce mouvement est décrit par une onde associée a I'électron,
I'onde de De Broglie, que définit une fonction complexe des coordonnées d'espace et

de temps, w(7,t), solution d'une équation aux dérivées partielles, l'équation de

Schrodinger :
i< |y e) = 1Ol 0) (I-1)

L’¢équation de Schrodinger est une €équation aux dérivées partielles, du premier
ordre par rapport au temps et du second ordre par rapport aux coordonnées de I’espace
a laquelle on doit associer des conditions aux limites convenables. Dans cette équation,

I'hamiltonien H(¢) est un opérateur linéaire tiré de la fonction hamiltonienne classique,

en y remplagant la quantité de mouvement P par l'opérateur:

P=-iV, (1-2)

15
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variables en présence de 1’effet Aharonov-Bohm (AB)

Pour une particule de masse m(¢) et d’impulsion P en mouvement dans un

potentiel ¥'(7,¢) I’hamiltonien ci-dessus s’écrit:

]32

H0)= 50

+V(7,t) (1-3)

A cause de I’interprétation probabiliste due a M. Born en 1926 [27, 28] des
fonctions d’onde, les solutions de 1’équation de Schrodinger doivent appartenir a
I’espace de Hilbert. En plus de 1’équation de Schrodinger, les solutions de cette

derniere doivent vérifier I’équation de continuité suivante [22, 25, 26] :

P L G570 =0 (1-4)
ot
avec
p(x: t) = l//*(x: t)-!//(xo t) ( I-5 )

représente la densité de probabilité, et
- - lh * — — *
jn =2y Iy w09y () (1-6)

est la densité du courant.

Schrodinger a démontré 1'équivalence du formalisme développé par De Broglie
et Schrodinger d'une part, et de celui de Heisenberg, de Born et de Jordan d'autre part.
Dés lors la fonction d'onde n'a aucune signification physique propre ; elle est un
systetme abstrait opératoire qui représente 1'état physique d'un systeme elle contient
toutes les informations sur celui-ci et permet le calcul de la probabilité qu'une
variable physique ait une valeur donnée dans une mesure de la probabilité de
transition d'un systeme physique entre deux ¢€tats possibles des valeurs moyennes des
grandeurs physiques d'un systéeme dans un état donné. Malgré son importance
physique, I'équation de Schrodinger n'appartient pas a un type particulier d'équations, a

savoir hyperboliques ou paraboliques.
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II. Quelques méthodes mathématiques de résolution de DP’éguation de

Schrodinger :

Les équations différentielles sont apparues historiquement tout au début du
développement de 'analyse, en général a 1'occasion de problémes de mécanique ou de
géométrie. Dans les premicres investigations, 1'on s'attachait surtout a en calculer les
solutions au moyen de fonctions déja connues, trés vite ce point de vue s'affirma trop
étroit; c'est qu'en effet le probleme fondamental de la théorie des équations
différentielles est de déduire les propriétés des solutions d'une équation ou d'un
systtme donné de la forme analytique de ceux-ci; or, en général, les équations qui
résultent d'une investigation théorique en mathématiques ou en physique ne sont pas
explicitement intégrables et constituent, bien souvent, la principale source pour la
définition de nouvelles fonctions dont les propriétés peuvent €tre prévues par une

analyse systématique de grandes classes d'équations ou de systémes.

Les méthodes mathématiques de résolution de 1’équation de Schrodinger se

divisent en deux catégories analytiques ou numériques :

1) Les méthodes analytiques :
Parmi ces méthodes on peut citer par exemple :
1. théorie de perturbation de Poincaré :

Elle permet de donner une description satisfaisante du phénomene de
synchronisation des oscillateurs quasi linéaires, comme permet aussi de rendre compte
du phénomene de démultiplication de fréquence, c'est-a-dire I'existence de solutions

sous-harmoniques périodiques.
2. La méthode de centrage (Kryloff-Bogoliuboff-Haag) :

Cette méthode permet de prévoir l'existence de solutions périodiques et

d'étudier leur stabilité.

17
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3. Les méthodes topologiques :

Les méthodes topologiques ont recu dans les derniéres décennies un
développement considérable et ont rendu possible la recherche de solutions
périodiques de systemes différentiels dans de nombreux cas. L'application de cette
méthode a I’étude des systémes dynamiques, constitue un prolongement naturel de la
théorie des équations différentielles et a donné lieu a de nombreux travaux : problémes

de stabilité, problémes ergodiques, ... etc.

Une autre généralisation importante consiste a considérer des équations
différentielles dans lesquelles la fonction inconnue a des valeurs dans un espace
métrique, par exemple un espace de Hilbert ou un espace de Banach, ce qui est le cas

de la mécanique quantique.
4. La méthode de séparation de variables :

Elle consiste & la recherche des valeurs propres o, (¢) et vecteurs propres | o, (¢))

correspondant a un probléme aux valeurs propres [6, 29, 30] :
00)]¢. (1)) =0, (), (1)) (I-7)

ou le nombre quantique a peut étre un indice discret ou continu selon la nature du
systéme quantique considéré, et 1’opérateur O(¢) est un opérateur hermitien dont les

fonctions propres forment une base de I’espace de Hilbert [25]. Il peut représenter par

exemple I’hamiltonien, le spin, le moment cinétique ... etc.

D’apres le principe de superposition, la solution de 1’équation de Schrédinger,
dite fonction d’onde [26], n’est que la superposition de ces vecteurs propres. La nature
de la superposition, c’est a dire une série, une intégrale ou bien les deux dépend de la
nature de I’indice « . Les valeurs propres d'un tel opérateur sont des nombres réels et
figurent les résultats numériques possibles des mesures de la grandeur physique
correspondante Dans le cas de I’hamiltonien les valeurs propres représentent

les énergies du systeme. Une valeur propre est dite dégeénérée si il lui correspond plus

18
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Spectre Spectre Spectres discret
continu discret et continu

Figure I-1 : différents types du spectre d’un opérateur.

d’un seul vecteur propre. L’ensemble des valeurs propres o, (¢) constitue le spectre de

I’opérateur. Les différents types de ce spectre sont donnés par la figure ci dessus.
2) Les méthodes numeriques :
On cite par exemple :
1. Méthode d'Euler :
2. La méthode de Heun :
3. La méthode d'Euler améliorée
4. La méthode de Runge et Kutta

5. Méthode des approximations successives

III. L’équation de Schrodinger dépendante du temps :

Dans le paragraphe précédent on a donné quelque méthodes de résolution de
I’équation de Schrodinger (I-1 ) dans sa forme la plus générale, dans la suite de ce
paragraphe on va s’intéresser d’un cas particulier de 1’équation de Schrodinger ; le cas

dépendant explicitement du temps.

La résolution de 1’équation de Schrodinger dépendante explicitement du temps

revient a déterminer les coefficients de développement T, (¢) tels que :

19
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lw(e)) = ;F (1) o,(1)) (1-8)

avec les

®, (t)> représentent les vecteurs propres de 1’hamiltonien vérifiant 1’équation

aux valeurs propres suivante :
Ht)le, (1) = E,(0)]e, (1)) (1-9)

L’injection de ( I-8 ) dans I’équation de Schrédinger ( I-1 ) donne :

S-S (0)], 1) + I i< [g,0) = 1)

n

)|, (1)) (1-10)

en projetant sur I’état |¢)m (t)> et en appliquant la relation d’orthonormalisation :

(0, (1)

tel que o0, est le symbole de Kronecker, on obtient donc :

0,(t) =46, (I-11)

9,(1)) (1-12)

i 2T, (0) =T, (0, 0) - L, e (i

si on prend comme exemple le cas particulier suivant :

vn, |, () =|0,) (I-13)
on obtient :
ih%l‘m (t)=T,()E, (2) (I-14)

Le systeme d’équation ( I-12 ) s’inteégre facilement et on trouve :

ij,,, (¢")ar'
T, (1)=T,(5)e " (1-15)

et la solution ( I-8 ) de I’équation de Schrédinger ( I-1) est donnée par :

IE

wle)) = ZF (pn(t)} (I-16)

20
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Dans le cas général, le systeme d’équation ( [-12 ) n’admet pas de solutions
analytiques. Dans les paragraphes suivants on va rappeler les différentes méthodes,

exactes ou approximatives, de résolution de 1’équation de Schrodinger ( I-1 ).
Commencons par les méthodes exactes :
1) Les méthodes exactes :
1. Recherche de ’opérateur d’évolution :

En générale, résoudre I’équation de Schrodinger ( I-1 ) revient de trouver un

opérateur linéaire, soit U(t,t,), qui vérifie :

Ult,t,)=U"(t,t,) (1-17)
et qui est définit comme suit [22, 25]:

w(e) =U(e.1,)|w(z)) (I-18)
avec |y (t,)) représente I’état initial du systéme.

Par définition, le role de cette opérateur est de déterminer 1’évolution de I’état

|lw(t,)) & tout l'instant ¢, d’ou I’appellation opérateur d’évolution [25].

En injectant (I-18 ) dans 1’équation de Schrédinger (I-1 ), U(z,z,) vérifie
I’équation différentielle suivante:
m%u@m:H@Ugm (1-19)
avec la condition initiale :

Ultyt,)=1 (1-20)

Alors résoudre 1’équation de Schrodinger (I-1 ) est équivalent a résoudre

I’équation ( I-19 ), cette derniere s’integre formellement en donnant :

U(t,t0)=1+%_[H(t’)U(t',to)dt' (1-21)
ih;
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L’avantage de cette écriture est quelle permet d’établir des solutions
approximés en utilisant les différentes méthodes d’approximations, comme on va le

voir dans les paragraphes suivants.
2. Changement de représentation :

Les résultats donnée jusqu’ici ont été obtenues dans ce qu’on appel la

représentation de Schrodinger, cette représentation n’est pas la seule possible ;

En mécanique, le changement de représentation a 1’aide de certains opérateurs unitaire
peut apporter plus d’avantages et facilite la résolution de I’équation de Schrodinger,
ou, au moins, il permet d’extraire quelques informations sur le systeme étudié [22].
Parmi ces représentation on a: la représentation de Heisenberg et la représentation

interaction ou représentation intermédiaire.
3. Les transformations unitaires :

En appliquant des transformations unitaire sur un systéme dépendant du temps
on peut le rendre indépendant du temps, a condition de trouver de tels opérateurs
unitaires. Une ¢étude d’une classe d’hamiltoniens non linéaires dépendants du temps a
un seul degré de liberté et faite par [31], dans laquelle, de tels systémes sont
transformés a des systémes indépendants du temps, a des facteurs dépendants du temps

pres, a I’aide de quelques transformations appropriés.
4. La théorie des invariants :

Parmi les méthodes les plus puissantes qui donnent des solutions exactes de
I’équation de Schrodinger dépendante du temps on a la méthode des invariants [32]. A
cause de son importance dans ce travail, on va I’¢tudier avec plus de détails. Mais
avant de faire, on va donner quelques méthodes d’approximations utilisées pour

résoudre 1’équation de Schrodinger ( I-1).
2) Les méthodes approximatives :

Des fois, lorsqu’on ne peut pas trouver des résultats exacts on fait appel a des

méthodes d’approximation, ces méthodes sont généralement trés puissantes et
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applicables a de nombreux systemes physiques, elles sont beaucoup plus utilisées dans
les domaines de la physique appliquée ; tels que la physique du solide, physique des

plasmas, I’information quantique...etc. Parmi ces méthodes on a :
1. La théorie des perturbations :
Si on considére le cas particulier suivant [22] :

H(t)=H,(t)+ AV (t) (1-22)

ol H,(¢) est un hamiltonien d’une équation de Schrodinger que I’on sait intégrer

exactement et ¥ (¢) un potentiel quelconque, et 4 vérifie [33]:
A<<l (1-23)

Il est montré que la solution de 1’équation (I-21 ) est donnée par la série

suivante [22] :
U(t,to)zU(O)(t,t0)+iU(")(t,to) (1-24)
n=1

avec U'"9(z,z,) est la solution de 1’équation non perturbé. Les U"(r,7,), Vn=>1 sont

données par [22] :

U™(t,t,)=(in)" A"

dt dt dt . U W % e Wt
j n n-1 1 ( n) (n)U (n nfl) (,,,1) (1_25)

> 1,51, > 51 U (0)(t2’t1 )V (tl )U (0)(l‘1,t0)
Cette théorie consiste a ne prendre que les premiers ordre en A .
La théorie des perturbations dépendant du temps permet donc de calculer
approximativement les fonctions d’ondes a partir des états stationnaires du systéme

non perturbé [26], et les différentes grandeurs physiques sont obtenues en calculant les

valeurs moyennes des opérateurs correspondants.

2. Méthode variationnelle :

Cette méthode appuie sur le théoréme de Ritz [25] qui stipule que la valeur

moyenne de I"’hamiltonien calculer par rapport a une fonction d’onde | ;((t)}, c'est-a-

dire :
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<H(t)> = <Z(t)| (t)> (1-26)

est stationnaire si elle est voisine a I'une de ces valeurs propres.

Alors, pour trouver les valeurs propres de 1’hamiltonien on choisi une fonction
d’essai appropriée dépendant d’un certain paramétre «, et en variant par rapport au

parametre les valeurs propres de I’hamiltonien correspondent aux valeurs «, pour

lesquelles la valeur moyenne ( I-26 ) est extrémale.
3. Approximation soudaine :

Supposant que le systeme est soumis a un champ extérieur pendant un intervalle
de temps 7', On appel approximation soudaine, I’approximation appliquée dans le cas
limite T — 0, elle s’énonce comme suit [22, 33] : « ... A la limite ou 7" — 0, c'est-a-
dire dans le cas du passage infiniment rapide, 1’état dynamique du systéme reste

inchangé ... ».
4. Approximation adiabatique :

En étendant les travaux d’Ehrenfest [34] sur I’approximation adiabatique en
mécanique classique et 1’ancienne théorie des Quanta [22, 33, 35] a la mécanique
quantique, M. Born et V. Fock [36] ont ouvert un domaine de recherche qui a attiré un
grand intérét dans le comité scientifique soit sur le plan théorique ou pratique, on peut

citer par exemple : physique des plasmas, fibres optique, information quantique ... etc.

Supposons que ’hamiltonien du systéme considéré dépend du temps a travers

un ensemble de paramétres X(¢) tel que la masse, la charge, un champs externe ...etc.

ici les paramétres X(¢) dépendent de maniére adiabatique du temps.

Le but de I’approximation adiabatique est la détermination de 1’évolué du

systeme entre deux instants z, et ¢, avec :

T =t —t, (1-27)
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représente ce qu’on appel le parametre adiabatique, et qui vérifie
T >> (1-28)

Le but de 1’approximation adiabatique est de trouver I’opérateur d’évolution U(z,, ¢, ),
lorsque T — o, dans ce cas le théoreme adiabatique stipule que [22] : «si le

systéme se trouve a I’instant initial dans un état propre |¢, ()? (t, ))> de H ()? (t, )), il passe

au temps ¢, dans I’état propre ‘(/’n ()? (z, ))> a un facteur de phase pres, de H ()? (z, )) qui

s’en déduit par continuité » donc, les vecteurs propres constituent de bonnes

approximations de la solution exacte pour un systéme adiabatique [37].
5. La phase de Berry :

L’application du théoréme adiabatique a connu un intérét croissant dans les
différents domaines de la physique [38, 35], Parmi ces applications les plus
importantes on a la phase géométrique de Berry [4]. D’apres le théoreme adiabatique
le systéme, préparé initialement dans un état propre de I’hamiltonien, reste a tout
instant dans le méme état propre a un facteur de phase pres, c'est-a-dire la solution de
I’équation de Schrodinger (I-1 ) s’écrit dans le cadre de 1’approximation adiabatique

comme suit :

v, (1) = e, (¥ )} (1-29)

la période T est supposée trés grande pour qu’on puisse appliquer I’approximation

adiabatique précédente, de plus, on suppose effectue une évolution le long d’une

courbe fermée C dans I’espace des paramétres X , c'est-a-dire :
X(n)=X(,) (1-30)

Berry a montré qu’en plus de la phase dynamique le systeme admet une
nouvelle phase, en effet, en injectant ( [-29 ) dans 1’équation de Schrodinger ( I-1) on

obtient :
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L0, (¥))0, (V) == £, (Do () 4120, (F) (131)
en projetant sur |, (X)) on trouve ;

2 a,(%)= =, (V) (0, (F) 20, (¥) (132)
d’ou,ona:

a,(X)=y2(%)+ (%) (1-33)

Ici la phase supplémentaire y” ()? ) représente la phase célebre de Berry, elle est

donnée d’apres ([-32 ) et (1-33 ) par:

7o(x)= J< (RS, (X)) ar (1:34)
qui s’€crit encore apres une période T :

7= §lo. (0},
C

(X ))ax (1-35)

Simon [39] a mis cette phase en relation avec le transport naturel défini sur le
fibré des rayons de Hilbert. Ce transport peut étre interprété en introduisant une
distance entre les rayons dans I’espace projectif de Hilbert. Cette distance définit, dans

le cas ou les deux rayons sont infiniment voisins, la métrique Fubinit-Study.

Le lien avec le transport de Berry a été fait par Maamache et al [40], en

moyennant et minimisant la distance de Bures.
Pour cette raison, la phase de Berry s’appel aussi phase géométrique [41, 37].

Depuis sa découverte en 1983, la phase de Berry a connue une multitude
d’applications théoriques ou expérimentals [42]. Parmi ces applications on a : I'effet
Hall quantique [35], ’effet Young-Tailor [43], le modé¢le de Landau-Ginzburg-Wilson
[44], I’effet Glioy [45], I'information quantique [44], et le célebre effet Aharonov-
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Bohm qui constitue contexte principal de ce travail et auquel on va consacrer le

troisieme chapitre.

La phase de Berry a connu de différentes généralisations, Parmi ces

généralisations on cite :

a) Systemes non cycliques :

Comme on I’a vu précédemment, la phase de Berry est calculée lorsque le
systeme effectue une évolution le long d’une courbe fermée C, ce résultat a éte
généralisé par J. Samuel, R. Bhandari [46] dans le cas d’une évolution non cyclique et

non unitaire [37].

b) Systémes non adiabatiques :

En 1987, Y. Aharonov et J. Anandan [41] ont montré qu’une phase géométrique
peut émerger dans le cas systémes non adiabatiques [20], la découverte de cette phase
a permet d’enlever le mystere de pourquoi la phase de Aharonov-Bohm [15], devrait
émerger de la phase de Berry malgré que I’effet de Aharonov-Bohm soit indépendant

de ’approximation adiabatique [41].

¢) Systemes non hermitiens :

I1 est montré que les systémes non hermitique ou dissipatives admettent aussi

une phase analogue a la phase de Berry [4].

On note vers la fin que la phase de Berry admet un analogue classique qui est

I’angle de Hannay découverte par J. H. Hannay [5].
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LA THEORIE DES INVARIANTS

I. Exposition de la méthode :

La théorie des invariants pour des Hamiltoniens Hermitiens a été introduite par
Lewis et Riesenfeld (1969) [6], ou ils ont dérivé une simple relation entre les vecteurs

propres de I’invariant et la solution de 1’équation de Schrédinger.
Considérons 1’évolution d’un état propre de I’invariant [ (t); un certain
opérateur qui vérifie I’équation :

dl

v (1I-1)

D’apres 1’équation de Liouville-Von Neumann [47] cette équation est

équivalente a I’équation suivante [6, 22, 26, 32] :

ol _

&=Ll Hw)] (11-2)

Cette dernicre équation est déduite de ( II-1 ) en dérivant la valeur moyenne de

I’invariant, c'est-a-dire :

61()

@ d](t) -
T =(wO|—= i), HO]y @) =0 (1I-3)
d’ou

di@) _ol@) i _ _
" h[l(t),H(t)] 0 (11-4)

L’invariant /(¢) a un nombre infini de vecteurs propres |1,// R (t)> qui satisfassent :

HOTACYEZIAG) (1I-5)

Les A représentent les valeurs propres de I’opérateur /(¢) correspondant aux

vecteurs propres |y, (¢)) respectivement.
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Pour un systeme conservatif régie par un Hamiltonien hermitien on a :
I(t)=1"(t) (1I-6)

portons notre attention sur le fait que I’invariant est hermitien nous constatons que ces

valeurs propres sont réelles.

Les vecteurs propres |l///1(t)> satisfont aux conditions d’orthonormalité et de

fermeture suivantes :

<‘//u(t)|‘//,1(t)> =9, (1I-7)

Z|‘//,1(t)><‘//,1(t)|:1 (1I-8)

d’aprées I’équation ( II-5) on peut écrire :

oI v, ) _at,0) GLAQ)

= I = -

~va0)+ 1= = = Sy )+ 1= (119)

En utilisant les équations ( II-3 ), ( II-5 ) on obtient :

. ol

lh<l//v 5|l/ll>+(v_ﬂ’)<l/lv H|l//l>=0 (II_IO)
ce qui donne :

ol
<l/lﬂ|5|l/lﬂ>:0 (H-11)

On projette I’équation ( I1I-9 ) sur 1’état <WV et on utilise I’équation ( 1I-10 ) on

obtient :

ol o oA o
(v, 5|m>+<wu lalvu):(% Ellm%(wu /15|%> (II-12)

On sait que les valeurs propres de I’opérateur invariant ne dépendent pas du
temps, c'est-a-dire :

%,

- 11-13
Py ( )

31



Chapitre IT : Théorie des invariants d’un oscillateur harmonique a deux dimensions (2D) a masse et
fréquence variables en présence de I’effet Aharonov-Bohm (AB)

donc I’équation ( II-12 ) devient :

. ol 0
1h<‘//v 5|l//i>+(v_/1)<l//v 5|‘//1>=0 (II-14)

et d’apres les deux équations ( II-10 ) et ( II-14 ) on obtient :

0
ih<'//v §|l//l>=<l//v H|'///1> v#A (II-15)

II. Recherche des Solutions :

On définit la phase «,(¢t) correspondant a 1’état |‘I’ﬂ (t)> au cours de son

évolution par rapport aux états de référence |1///1 (t)> par :

|, (0) = expia, (), (1)) (1-16)
la phase «,(¢) représente la phase de Riesenfeld.

D’apres les equations ( 11-3 ), (II-10 ), et (II-14 ) et pour que v =241

@, (0= [ ()i~ H Wl ) (1-17)

et par conséquent |, (¢)) satisfait 1’équation :

W, O], 0) = (2, 0] %, 1) (IL18)
Utilisant les équations ( II-16 ) et (II-17 ) on obtient :

ih§| ¥, () =H@)|Y, 1) (1I-19)

D’apres I’expression précédente de «,(r) dans 1’équation ( II-17 ), le vecteur

d’état |‘Pl (t)> devient une solution particuliere de 1’équation de Schrodinger.

La solution générale de I’équation de Schrodinger pour un systéme hermitien

est obtenue sous la forme :
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¥, (0)=2C, explia, )|y, () (11-20)
A
Remarquons ici que cette formule est générale. On peut passer a 1’évolution
cyclique par un invariant approprie qui satisfait la condition :
I(T) =1(0) (II-21)

dont ses vecteurs propres |1,y,, (t)) peuvent étre choisis de sorte que :

v, (T) =|w, (0) (Cyclique) (1122)
Donc on peut définir I’évolution cyclique sous la forme :

|¥,(1)) =D.C, expi(a,(T))|v,(0)) (11-23)

|x//n (O)> représente 1’état de référence, lorsque (¢) est connu, dans ce cas toute phase

a, peut étre établie facilement.

On remarque dans cette partie que la phase «,(z) représente une somme de

deux termes, [’un représente la phase dynamique et 1’autre on ’interpréte comme une
phase géométrique. Donc un état propre de I’invariant évolue comme un état propre de
I’Hamiltonien dans le cas adiabatique dont on a vue précédemment, c’est 1’une des
raisons majeurs que la théorie des invariants a pris une place trés importante dans les

travaux sur la phase géométrique non adiabatique [8, 48].
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L’EFFET AHARONOV-BOHM

I. Introduction :

L’effet Aharonov-Bohm est un effet de déplacement des franges d’interférence
di @ un champ magnétique, qui persiste méme si le champ magnétique est localisé

dans une région infiniment petite de I’espace.

Bien que la théorie quantique a environ un siecle, sa capacité de produire de
contre perspicacités intuitives dans la nature de la matiére demeure non diminuée.
Telle surprise a commencé par une expérience provocatrice proposée par Yakir
Aharonov et David Bohm en 1959 [15]. D’aprées leur résultat, un aimant protégé d'une
telle manieére qu'il ne pourrait pas exercer une force sur un autre aimant tout pres ; En
d'autres termes, aucune manifestation conventionnelle du gisement de I'aimant protégé
n'a pu étre détectée, pourtant si un faisceau des électrons devaient propager par la
proximité de cet aimant protégé, Aharonov et Bohm ont prévu que la phase de la

fonction d’onde d'¢lectron changeraient.

Aharonov et Bohm ont prévu que cet effet est dii a une entité¢ physique plus
fondamentale que les champs électriques et magnétiques : un potentiel, dont le taux de
variation dans l'espace et le temps rapporte les champs électriques et magnétiques.
Apres trois décennies l'effet Aharonov-Bohm a ¢t¢ mis en évidence

expérimentalement en utilisant des électrons se propageant dans un vide.

L'effet Aharonov-Bohm a eu une influence considérable sur la facon dont les
physiciens pensent de 1'électrodynamique. On a longtemps su qu'une charge positive
passant prés mais sans jamais toucher une charge stationnaire et négative néanmoins
accélerent et changent la direction. Afin d'expliquer un tel phénomene, connu sous le
nom d'action a distance, Michael Faraday a proposé en 1846 que les charges
rencontrent les champs qui exercent les forces €lectriques et magnétiques. D’apres ce
qui a été connue a ce temps, les champs décrivent la dynamique des charges

complétement. Quand les théories de relativité et la mécanique quantique ont été
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introduites, les potentiels, et non pas les champs ¢lectriques et magnétiques,
apparaissent dans les équations de la mécanique quantique, et les équations de la
relativité simplifiées dans une forme mathématique compacte si les champs étaient
exprimés en termes de potentiels. Les expériences suggérées par Aharonov et Bohm
[15] ont indiqué la signification physique des potentiels : une particule chargée passant
pres mais sans aucune rencontre avec un champ magnétique ou é€lectrique néanmoins
changera sa dynamique d'une maniére subtile mais mesurable. La conséquence de
l'effet Aharonov-Bohm est que les potentiels, pas les champs, agissent directement sur

les charges.

Les physiciens avaient exploré de larges implications de I'effet dans les secteurs
s'¢tendant de l'effet Hall quantifié par la supraconductivité a la théorie superbe de

corde.

II. Description du phénomeéne :

Les expériences d'interférence ont fourni une démonstration élégante de la
nature ondulatoire des électrons [22, 25, 26] et ont permis aussi de fournir une base
pour comprendre l'effet Aharonov-Bohm. Dans de telles expériences, un générateur de
particules €émet un faisceau d’¢lectrons ayant la méme énergie. Le faisceau est dirigé a
un plat qui absorbe les ¢électrons. Deux fentes verticales étroitement espacées percent
le plat. Un film centré derriere les fentes sert a enregistrer une tache lumineuse a
chaque fois recoit un impact d’électron. Apres que le générateur de particules ait émis
beaucoup d'¢lectrons, un ordre de bande sombres et claires paralleles aux fentes
apparaissent sur le film. Au centre on a une bande lumineuse qui se trouve entre deux
bandes sombres sur les coOtés, ces derni¢res a leur tour sont bornées par des bandes

claires, et ainsi de suite.
1) Aspect ondulatoire des électrons :

Si les électrons agissaient comme des balles, ils ricocheraient outre des fentes

ou passeraient directement par elles. Le film, donc, enregistre une concentration des
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impacts directement derricre les fentes ; il y aurait relativement peu de coups a un coté
ou a l'autre. Clairement un tel effet ne peut pas expliquer le modéle complexe qui est

observé.

Une meilleure approche (conformes a la théorie quantique du comportement
attribué aux électrons) seraient de supposer que les particules se comportent comme
des ondes [22, 25, 26]. La grandeur qui caractérise une onde pendant sa propagation
dans l'espace et le temps est son amplitude qui change périodiquement d'un maximum
a un minimum. La variation instantanée de l'amplitude et d'autres caractéristiques de

I’onde sont commodément décrites par une fonction mathématique d’onde.

La fonction mathématique d’une onde qui décrit un électron est représentée en
termes de son amplitude maximale et de sa phase. L'amplitude de I’onde de 1’¢électron
décrit une probabilité, qui est liée au fait que la position et la vitesse d'une particule
peuvent étre déterminées a un certain degré de précision. Spécifiquement, la valeur
maximale de I'amplitude de la fonction d’onde de I'électron représente la probabilité de
trouver I'¢lectron a un endroit particulier a un moment particulier [22, 27, 28]. L'angle
de phase de la fonction d’onde d'un électron est particulierement utile pour décrire la
relation entre deux ondes. Si deux ondes soit en phase a un endroit ou a un moment
particulier. Les deux ondes soient dans la méme partie de leur cycle : tous les deux ont
atteint l'amplitude maximum ou minimum. Si deux vagues ont lieu "complétement
hors phase", une onde a atteint un maximum tandis que l'autre est a un minimum.
L'angle de phase d'une onde d'électron peut également étre exprimé en termes de
quantités physiques plus intuitives. Dans des cas simples la phase est liée au moment

multiplié par la distance que 1’onde de 1'électron a parcouru.

Ces concepts fournissent une explication satisfaisante pour 1’expérience des
fentes de Young. Puisque le générateur de particules émet des €lectrons ayant la méme
énergie et la méme impulsion, les fonctions d’onde de 1'¢lectron ont la méme phase a
une distance donnée du générateur, une condition connue sous le nom de cohérence.

Pendant qu'une onde d'¢lectron pénétre les deux fentes, elle se divise en ondes
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partielles. Puisque les ondes partielles parcourent la méme distance a chacune des
fentes, 1’onde partielle émergeant de la fente gauche a la méme phase que 1’onde
partielle émergeant de la droite. Ainsi a un point sur le film qui est équidistant des
deux fentes, les ondes partielles gauches et droites soient en phase. Par conséquent les
ondes se renforce et produit une bande lumineuse au milieu du film. Il est également
juste pour indiquer que les bandes lumineuses représentent le fait que les électrons ont

deux fois autant de chance pour frapper 1a a un point moyen sur le film.

A la gauche de la bande lumineuse cependant, I’onde partielle droite doit
parcourir une plus grande distance que ’onde partielle gauche. En conséquence, a
quelques points vers la gauche, les deux ondes auront lieu complétement hors de phase
et s’annulent I’une par I’autre. Par conséquent une bande sombre formera ; parce que
les électrons n'ont presque aucune chance du frapper a ce point, Voir la figure

suivante :

I
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ff L=~
T——
d
_==_=\-

L
"
N
<

Figure I1I-1 : expérience des fentes de Young avec des électrons
libres.

2) L’effet Aharonov-Bohm magnétique :
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Afin d'observer l'effet 4haronov-Bohm, l'expérience d'interférence précédente
doit étre changée légérement. Directement derricre le plat et entre les deux fentes est
placé un solénoide trés long qui n'a un champ magnétique qu’a l'intérieur, il n’y a
absolument aucun champ électrique ou magnétique en dehors de lui. Quand un
faisceau des ¢€lectrons pénetre les deux fentes et circule autour du solénoide, le film
enregistre un nouveau mod¢le d'interférence. Comparé au modele original, le nouveau
modele est décalé de sorte que les régions précédemment lumineuses semblent plus
foncées et les régions foncées semblent plus lumineuses. Quand le champ magnétique
contenu dans le solénoide est enlevé de I'expérience le modele d'interférence revient a

son forme originale, voir la figure I11-2.

A
I
¢ F - J —
' B _1 .. é:—:'
g g @ é:z —_—
F, 0 ===
Sans le Avec le

solénoide solénoide

Figure I1I-2 : expérience des fentes de Young avec des électrons en
présence d’un solénoide.

Dans cette nouvelle expérience d'interférence les phases des ondes partielles
gauches et droites ont apparemment changé quoique le champ magnétique ait été

presque complétement confiné a l'intérieur du solénoide. Le changement de la phase
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d'une fonction d’onde de I'¢lectron dans une région ou aucun champ magnétique

n'existe est une manifestation de 1'effet Aharonov-Bohm.

L'effet a indiqué que le changement de phase d'une fonction d’onde doit étre li¢
a une certaine grandeur physique située a I’extérieure de la région ou le champ
magnétique est confiné. Aharonov et Bohm [15] dérivant des équations fondamentales
de la mécanique quantique ont montré que le changement de phase est dii a une entité
qui existe n'importe ou et autour d'un champ magnétique; le potentiel vecteur
magnetique. Bien que le potentiel vecteur soit un champ de vecteur dans le sens qu'il a
une grandeur et une direction a chaque point dans l'espace et peut changer avec du
temps. Le potentiel vecteur peut étre mesuré directement seulement en observant des
changements de phase des fonctions d’onde. Le déphasage provoqué par le potentiel
vecteur peut expliquer tous les effets magnétiques mesurables sur les particules

chargées.

Pendant que les ondes partielles gauches et droites voyageaient dans la région
libre de force pres du solénoide, le potentiel vecteur a changé 'impulsion de 1’onde
partielle gauche par rapport a ’onde partielle droite sans changer I'énergie cinétique.

Donc, la phase de I’onde est une fonction liée a son impulsion.
3) L’effet Aharonov-Bohm électrostatique :

Par analogie avec l'effet Aharonov-Bohm magnétique, il existe ce qu’on appel
I’effet Aharonov-Bohm électrostatique. Le potentiel scalaire électrique n'est pas un
champ de vecteur qu'il a simplement une grandeur a chaque point dans I'espace. Bien
que l'importance absolue du potentiel ne puisse pas étre déterminée, la différence de
potentiel entre deux points est 1'énergie nécessaire pour déplacer une unité de charge
d'un point a l'autre. Cette différence de potentiel est généralement mesurée en volts.
Comme le potentiel vecteur magnétique, le potentiel scalaire électrique peut également
causer un déphasage d'une fonction d’onde de I'¢électron. L'effet Aharonov-Bohm
¢lectrostatique est alors le déphasage d'une fonction d’onde d'électron due au potentiel

scalaire électrique dans une région ou aucun champ électrique n'existe. L'effet
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Aharonov-Bohm ¢lectrostatique peut étre expliqué en termes d'expérience de pensée [
voir la figure III-3 ]. Un faisceau d'électrons est coupé en deux ondes partielles.
Chaque onde partielle est dirigée dans une cavité, cylindre métallique. Apres que les
ondes partielles entrent dans chaque cylindre, une différence de potentielle est

appliquée entre les deux cylindres. Avant que les ondes partent, le potentiel est enlevé.

VW\—= i

Trajet des
faisceaux

Source
d’électron

Obturateur

Onde
d’électron

AVAY

Ecran

Figure I11-3 : Effet Aharonov-Bohm électrostatique.

De cette facon les ondes ne sentent pas une force électrique. Toute la différence
d'énergie entre les deux ondes, cependant, est changée par la charge de 1'¢lectron
multiplié par la différence dans le potentiel entre les deux cylindres. Comme la phase
de I’onde est une fonction liée a I'énergie totale et le temps de parcours, la phase d'une

onde d'¢lectron est changée par rapport a I’autre.

III. Structure du vide :

En dehors du solénoide (i.e. en tout point de 1’espace, excepté sur la droite
correspondant au solénoide infiniment fin), les champs électrique et magnétique sont

nuls. On se trouve donc dans le “vide” (dans le sens ou la densit¢é d’énergie
électromagnétique est nulle). Toutefois, le potentiel vecteur 4 obtenu plus haut est

non nul. Essayons de 1’éliminer par une transformation de jauge : 4" — 4+Vy. Une

telle transformation doit laisser invariante I’intégrale de A sur toute courbe fermée,

puisque cette quantit¢ est le flux du champ magnétique a travers la surface
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correspondante, qui est une quantité physique. Si on considere un cercle de rayon r

orthogonal a I’axe z (voir la figure I1I-4), on a:
§Adr — §(A+V)dr = § AdF + 7(r,227)~ 2(r.2.0) (III-1)

Par conséquent, pour engendrer une transformation de jauge acceptable, la

fonction y doit étre univaluée'

Vr,z, 2(r.z,0+27)= y(r,z,0) (III-2)
Long Long fil | V;ng;
solénoide —— Champ P

magnétique 4 1\ 1 A A 1 1 y
L [
] > |
L I
| - > P
= > [ D
[~ >
L— |
S
L1 T
Vecteur /
potentiel courant Champ courant
magnétique

Figure II1-4 : Structure du vide.

Or, il est montré que si ’on cherche a écrire 4 comme un gradient, alors la

fonction dont il est le gradient est nécessairement multivaluée. Par conséquent, cela

! Cette condition peut étre légérement assouplie, car les effets observables du flux magnétique sur une
particule test arrivent par le biais de la phase exp(— ief / 27[). 11 suffit donc que 1'on ait:

Vr,z, ;((r, z,0+ 27[) = ;((r, z, 0) +27m
En d'autres termes, il suffit que exp(ie 54 ) soit monovaluée dans le groupe de jauge U(1).

A .. . .. . . . ief (0) .
Méme cette condition moins restrictive n'est pas satisfaite par la fonction e ( ), a moins
que le flux magnétique @ n'obéisse a une condition de quantification particuliére.

43



Chapitre III ¢ Théorie des invariants d’un oscillateur harmonique & deux dimensions (2D) a masse et
fréquence variables en présence de I’effet Aharonov-Bohm (AB)

signifie qu’il n’est pas possible d’éliminer le potentiel vecteur A dans ’espace vide

qui entoure le solénoide par une transformation de jauge.

IV. Les confirmations expérimentales :

1) Expérience de Chambers :

Peu apres Aharonov et Bohm ont prévu les effets des potentiels sur les phases
des particules chargées, plusieurs expériences ont été commencées. Robert G.
Chambers de l'université de Bristol a fait le premier en 1960. Un faisceau cohérent
d’¢lectron a été produit dans un microscope €lectronique et est divisé en deux par une
fibre enduite en aluminium de quartz de 1.5 micron de diamétre. Une image
d'interférence qui a résulté ressemble a celle produite dans l'expérience des fentes.
Quand un filament magnétisé de fer & un micron de diamétre a été placé directement
derriere la fibre de quartz, le modele a décalé. Chambres a argué que le champ
magnétique produit par le filament dans la région ou les électrons ont passé était
beaucoup trop petit pour expliquer I'importance du décalage observé. Il a conclu que le
potentiel de vecteur doit avoir caus€ un changement de la phase de la fonction d’onde

d'électron comme prévue par Aharonov et Bohm.

Un certain nombre d'investigateurs ont défi¢ la conclusion de Chambers.
Puisqu'il n'a pas complétement confiné¢ le champ magnétique a une petite région de
I'espace, certains d'entre eux ont maintenu que la force exercée par le champ
magnétique sur l'électron a obscurci la contribution du potentiel vecteur a la variation

dans le mode¢le d'interférence.
2) L’expérience de Tomonura et al :

En 1986, Akira Tonomura et ses colleégues a Hitachi Ltd a Tokyo ont résolu le
probléme de l'emprisonnement du champ magnétique, suivant la suggestion de
Charles Kuper de Technion Israel Institute of Technology. Tonomura a su qu'un
matériel magnétique homogene dans la forme d'un tore a un champ magnétique

circulaire qui est complétement contenu a l'intérieur du matériel du tore. Puisque tous
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les matériaux magnétiques ont quelques imperfections, cependant, un vrai aimant
toroidal aura toujours un certain petit champ magnétique non confiné. Ce prétendu
champ de fuite peut étre confiné en enduisant 1'aimant d'un matériel supraconducteur.
Par conséquent, Tonomura a construit un aimant toroidal et 1'a enduit du niobium, qui
devient supraconducteur a des températures en dessous de 9.1 degrés Kelvin. Cet
arrangement s'est assuré¢ que moins d'un pour cent du champ a l'intérieur de I'aimant

toroidal a pénétré dans le trou central.

SILICON
DIOXIDE

TOROIDAL MAGNET and niobium film employed in the experiments of Tonomura are
depicted in the photograph at the left and in the illustration at the right. The magnet,
which is five microns across, consists of an alloy containing 83 percent nickel and
17 percent iron. A silicon dioxide coating insulates the magnet from the niobium.

Figure I1I-5 : Expérience de Tomonura.

Un faisceau des ¢électrons a été produit dans un vide et est divisé en deux de
sorte qu'un faisceau ait traversé le trou du tore et I'autre ait passé dehors. Ensemble des
faisceaux ont causé un modele d'interférence sur un film directement derriere le trou.
Un modéle d'interférence de référence a été créé simultanément. Quand le niobium a
¢été bien refroidi en dessous de 9.1 degrés Kelvin et est devenu supraconducteur, le
champ magnétique a ¢été confiné a une force spécifique par les lois de la
supraconductivité, et ainsi le potentiel vecteur dans le trou pourrait atteindre seulement

une force spécifique. En conséquence le potentiel vecteur a changé la phase des
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¢lectrons voyageant par le tore relativement a ceux voyageant dehors. Ceci a signifié
que (selon l'arrangement expérimental particulier) dans certains cas le modele
d'interférence derriére le trou a exactement assorti le modéle de fond ; Dans d'autres
cas le modele derricre le trou a exactement mal adapté la référence, c-a-d, les bandes
foncées d’une coté ont existée des bandes lumineuses de 1'autre coté. Ceci a donné une
vérification unique du réle du potentiel vecteur en changeant les phases des ondes
d'électron dans une région ou aucun champ magnétique n'existe (voir la figure I1I-5).

Quand les ¢lectrons voyagent par un vide, on peut observer l'effet Aharonov-
Bohm parce que la phase de la fonction d’onde d'électron demeure bien définie
pendant que I’onde se dédouble et s'y méle. Il est plus difficile d'observer l'effet en
solides, parce que les ¢lectrons dispersent outre de diverses imperfections dans le

réseau cristallin [49].

V. Les applications de I’effet Aharonov-Bohm :

L'observation de l'effet Aharonov-Bohm a ouvert un nouveau champ de
recherche entier dans lequel la nature quantique d’un ¢€lectron se déplacant dans un
solide peut étre étudiée dans le domaine entre les atomes et les objets macroscopiques.
De tels systémes "mesoscopic", qui sont beaucoup plus grands qu'un atome ou une
molécule, peuvent étre manoeuvrés et mesurés par des moyens macroscopiques, en
utilisant toujours les regles du jeu de la physique microscopique. Ces systemes
montrent directement les effets peu communs de la mécanique quantique dedans, par
exemple, des mesures €lectriques ordinaires. Comme on pourrait mesurer la résistance
des ¢électrons satellisant un atome. Ces systémes aideront a répondre a des questions
fondamentales telles que la fagon dont un systéme doit devoir se comporter

macroscopiquement.

L'effet Aharonov-Bohm et l'interférence quantique peuvent jouer un rdle
particuliecrement important a I'avenir de 1'¢lectronique. Apres la découverte du
transistor que les dimensions des dispositifs €lectroniques ont solidement diminué au

point o moins de 1.000 atomes composent la largeur d'un fil. A la méme chaux la
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puissance par unité de superficie que les puces absorbent sous forme de chaleur a
augmenté. A moins qu'on développe de nouveaux dispositifs qui exécutent sirement et
consomment moins de puissance, une limite sur le nombre de composants par morceau
sera atteinte. Finalement ceci limiterait la vitesse de fonctionnement des dispositifs

¢lectroniques.
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Chapitre IV ¢ Théorie des invariants d’un oscillateur harmonique a deux dimensions (2D) a masse et
fréquence variables en présence de I’effet Aharonov-Bohm (AB)

THEORIE DES INVARIANTS D’UN OSCILLATEUR
HARMONIQUE A 2D EN PRESENCE DE L’EFFET
AB

I. Description du systéme quantique :

L’¢équation de Schrodinger de 1’oscillateur harmonique a masse et fréquence

variable a deux dimensions (2D) en présence de I’effet AB est donnée par (c=1)

L0 ]
zhal//—H(t)l// (IV-1)

ou H(t) est I’Hamiltonien du systéme :
p-—ed 1 2 2 2
H(t :£—X+—M(t)a) O + %) _
ou le potentiel vecteur A est 1ié au champ magnétique de la maniére habituelle :
B=VAd (IV-3)
Comme on est généralement intéressé par la situation dans laquelle le champ
magnétique B est limité & un tube de rayon zéro, il est conventionnel d’écrire [18] :
eB =-25(r)ji. (IV-4)
r
Dans la jauge de Coulomb le potentiel vecteur A est donné par :
ed=-"j,, A =4,=0 (IV-5)
r
f, est un vecteur unitaire.

En s’appuyant sur la liberté du choix de la forme du champ magnétique B, C.

R. Hagen [18] a remplaceé ( [V-4 ) par :
eB=-25(r-R)i. (IV-6)
r
et (IV-5)par:

ed=-20(r-R)i, (1IV-7)
r
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O(r —R) est la fonction saut de Heaviside défini par :

o0 R) 1 si r>R
v — =
0 si r<R

(IV-8)

ce qui est équivalent a considérer un solénoide de rayon R =0, et a la fin des calculs il

passe a la limite R —> 0.

Dans ce travail, et comme on est entrain de traiter les systémes dépendants du

temps, on va considérer le cas le plus général, c'est-a-dire le cas ou le rayon du

solénoide est une fonction du temps. Pour mieux visualiser le passage a la limite

R — 0, on prend la forme suivante pour le rayon du solénoide :
R(r)= plt) R
ou p(t) est une fonction réel du temps.

Ainsi, on a remplacé ( [V-6 ) par :
=~ v -
eB=—"6(r— pRVL,
r
et (IV-7)par:
- v -
ed=—-—0(r— pR)u,
r
On a la propriété suivante de la fonction de Heaviside :
O(r— pR) = (-~ R)
P

cette fonction saut de Heaviside est définie par :

. r
1 ¢ —R
o —R)=
P .o
0 g7 —(R
P
Le potentiel vecteur 4 s’écrit donc en coordonnées polaires :

ed=-260=-R),
rop

et le champ magnétique suivant I’axe OZ est :
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—

eB=-25-R)ii/B = rotd (IV-14)
rop

On va exprimer 1’Hamiltonien ( IV-2 ) en coordonnées polaires. L’équation

(IV-13) donne :

—

ed = H(——R) - 49(——R)] rr=x>+y° (IV-15)
x +y Yo, x>+ y
Ona:

(p,—ed)' =pi—ep A, —Ap +e4; (IV-16)

Calculons le terme ep A4, de I’équation ( IV-16), on trouve :

ep A, = —lh—(

0"~ R)) +ep A,
ox x’ +y o,

ep A = —zh(—ﬂe(— “R)+

(x* +y?)?
(IV-17)
22 S —R)+ep.4,
X +y \/ xP+y? P
En remplacgant cette derni¢re dans 1’équation ( IV-16 ), on obtient,
(p.=ed) = pl =2h=Z20( — R)+ih~ -5~ R)-
5 (IV-18)
- ”yf’x 9(1—R>+ vy 0 =R
r o r
De la méme maniere on trouve la formule suivante pour le terme (p, — eAy)2
(p, —edy)* = p* +2ih 2L (-~ R) - ih =2 5(—~R) +
r o, r Yo,
- ) (IV-19)
+ 2 ol _Ry+ Y 92D p)
roop P

Remplacant par I’expression ( IV-18 ) et ( IV-19 ) dans 1’équation ( V-2 ),

I’Hamiltonien devient :
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1 20L
H(t) = pi+p+—=5% '9(——R) —92(——13)}
2M () r’ (IV-20)

+%M(f)a)2 (O’

ou L, est la composante suivant ’axe OZ du vecteur moment angulaire, et qui est

donné par :

L,=xp +yp, = —ii"zi (IV-21)
J a¢

Calculons maintenant le terme (p> + p>) de I’Hamiltonien ( IV-20 ), on trouve :
x y

o, o, h o n* o,
Sy A=y Mo e WP V-22
Px TPy r or (rar) r 0p° Pr = 47 p? ( )

avee ©

P =it
g : (IV-23)
Py = ()

et
r pr [(p,p(pJ ih (IV-24)

Remplagons par I’expression ( IV-22 ) dans I’Hamiltonien ( IV-20), on trouve

enfin que I’Hamiltonien s’écrit en coordonnées polaires comme suit :

hZ
4p?

Ho)=— | p* -

1 r )
2M(l‘) +r—2(p(p +U€(;—R))

(IV-25)
+%M(z)a)2(t)r2

II. Recherche de ’invariant :

On commence maintenant a résoudre le probléme essentiel de ce travail, et

comme notre Hamiltonien dépend du temps, cela fait appel a la théorie des invariants
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introduite par lewis et Riesenfeld [6], soit /() I’opérateur invariant dépendant du temps

et vérifiant 1’équation :

0

ih—
ot

1=[H,I] (IV-26)

On construit un invariant pour le systéme quantique dépendant du temps décrit

par I’Hamiltonien (1V-16), sous la forme :
3
1=3 BT (1V-27)
i=1

Les f,(t), i=1, 2, 3, sont des fonctions réelles du temps.

Les T, i=1, 2, 3, prennent les formes suivantes :

1 /R r

T =5{P3 —?ﬂLr—z(P(p +09(;—R))2}

1= lp, + p.r] (1V-28)
1

T, 25”2

En introduisant la transformation unitaire suivante :

—é in/p(Br+rP.)

U=e (IV-29)
telque: UfF(rnU" =f (L) ou f(r) estune fonction d’opérateur.
o
T, peut s’écrire aussi sous la forme :
2 AN o Lindp. L FHID,
T %{pf _j_2+i2[e R PRI ) P )J} (1V-30)
r r

L’invariant /(?) doit vérifie la relation ( [IV-26 ), on obtient I’équation suivante :

3 .
mﬁlzz‘hZﬂiTi +ihﬂlﬁrl (IV-31)
ot P ot

Au premier temps, on va calculer le terme : ng de I’équation ( IV-31 ), c'est-a-dire

on dérive par rapport au temps 1’expression de 7, de 1’équation ( IV-30), alors :
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2
T,
ha——l—h2 —ii(rpr+pr p, tv.o T_R|| +
o 2r h2p Yol

] 2
+i£{p(p + V.Q(L—RD (rp, + p,r) (IV-32)
h2p p

_griz[[puvﬂ(ﬁmﬁz’n]

Alors le terme a gauche de la relation ( [V-26 ), devient

3. . 2
inl - iny BT, - B, B%Hp(” + v.e(i— Rj] ,T2] (IV-33)
ot i=1 pr

P

Maintenant on va évaluer le terme a droite de la relation ( IV-26 ), ensuit on
fait I’égalité et la comparaison avec le terme a gauche qu’on a calculé comme le

montre ’équation ( IV-34 ), pour faire sortir les expression des fonctions 3, (¢). Pour

cella évaluons le commutateur [H v ]

L’Hamiltonien :

1 ,_ W1 r_ 1 202
H(t)—m{ P 2+r (p¢+ue( R)) }LZM(z)a) (t)r

on peut I’écrire en fonction 7, et T,, d’apres le systéme (IV-28 )ona:

1 ool
I =—{pf o +r—(p(,,+w9(——R)) }

et

_ 2
T,=—r

2

alors :

H(@) = ) + M@)o’ ()T, (IV-34)
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Calculons maintenant le commutateur [H,1] :

[H,1]= [%+Ma)2T3, BT, + BT, + ﬁSTS} (IV-35)
aussi :
[H,1]= %[T],Tzh%[z T, ]+ Mo B [T, T, |+ Mo B, [T, T, | (IV-36)

On doit évaluer les commutateurs : [T}, 7,], [T;,T;] et [T;,T,]. Pour faire on utilise

les différents commutateurs suivants :

2.1 |= <2it(p, + p,r)
[p,,rz]: —2ihr

[p?.1p, + p,r|=—4inp?
|:L2,rpr +prr:|:_ﬂ (IV‘37 )
r

2
17 2in
T

r
[rz,rpr + prr]= 4inr’

a la fin on trouve :

2
1 h 1 r
:E|:pfF,T2:|+{r—2[pw+Ve(;R]J ,Tz:l (IV-38)
1 2
= 2ihT, +—2[( P, +v.9{1—RD ,T2]
r P

[TI,T3]=—ihT2 (IV-39)
[1,,T, ] = 2inT, (IV-40)
Remplagant par les équations, ( IV-38 ), ( IV-39 ) et ( IV-40 ) dans 1’équation

(IV-36 ), on aura :
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[H,zr]ﬂ{_zﬂ2 T, —iﬁiz[(pw +V.H[L—RB ,Tz}r
M Mhn r yo,

(Iv-41)
+(Mao’ B, —%)T2 +2Me*® ﬁznj

La comparaison entre 1’équation ( IV-41 ) et I’équation ( IV-33 ) donne le

systeme d’équations différentielles lin€aires de premier ordre suivant :

5 = _% (IV-42-a)
f; __p P (IV-42-b)
B, =Mao’ B, - 5 (IV-42-¢)
M
B, =2Ma’ B, (IvV-42-d)
On résout ce systeme d’équations, et on trouve les expression de g, f, et S,.
L’équation ( IV-42-a) et I’équation ( IV-42-b ) donnent :
Bi_yh 5 ey (IV-43)
s P
On pose C* =1 alors (IV-43 ) qui donne g, devient :
B =p’ (Iv-44)
De I’équation ( IV-42-b ), et comme B, = p° on déduit g, :
B, =-Mpp (1V-45)

En Tenant compte des équations ( IV-42-a), (IV-42-c ) et (IV-42-d) on trouve la
relation qui relié entre 5, , S, et S,.

BB _ﬂzz =C

(IV-46)
avec (C=constante
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I1 nous reste a déterminer g, :
D’apres la relation ( IV-46 ) qui lie entre g, B, et B,, ’équation ( IV-44 ) de g et
I’équation de S, (IV-45) on déduit.

B - §<C+M2p2p2) (1V-47)

p(t) est la solution de 1I’équation auxiliaire, obtenu par la substitution des expressions

de g, p,, et B, dans I’équation ( IV-42-c) soit'

p+%/)+pwz :Mch3 (IV-48 )

Ainsi, I’invariant ( IV-18) peut s’écrit sous la forme :
1(t) = p°T, - MppT, + %(C +M’p* )T, (1V-49)
Yol

Remplagons par 7,,T, et T, I’'invariant peut s’écrit aussi :

2

1() =%{p2(pf —%%(pq, " ueé—R»zJ -
4 P (IV-50)

—Mpp(p,,r+rp,)+§<C+M2p2p2)r2}

III. Recherche des vecteurs propres :

Selon la théorie de Lewis-Risenfeld (cf. Chapitre II) un systeme physique décret

par un opérateur invariant /(¢), les résultats suivants peuvent étre obtenu :

- Ses valeurs propres 4,

n

indépendantes du temps,

I¢n,ﬂl (r’ ¢’ t) = ﬂ’n,m¢l’l,lﬂ (r’ ¢7 t) ( IV_S 1 )

" On note que 1’équation auxiliaire ne dépend pas du flux magnétique v .

58



Chapitre IV ¢ Théorie des invariants d’un oscillateur harmonique a deux dimensions (2D) a masse et
fréquence variables en présence de I’effet Aharonov-Bohm (AB)

- Ses fonctions propres ¢, (r,,t) dépendent du temps, et si multipliés par des

phases telles que exp[ianﬂm(t)] ,avec le a, (¢) vérifiant :

n,m

) .0
ha,, () =(4,, \zhE—Hm B (IV-52)

alors, les fonctions d’ondes v, . (r,¢,t) = exp[ian,m(t)kﬁ (r,p,t) évoluent selon

I’équation de Schrodinger dépendante du temps. La solution général v, ,(r,¢,f) peut
étre s’écrit :

y(r.p.0) = C, W, . (r.p,0) (IV-53)

ou C,, sont des coefficients constantes arbitraires, on peut les fixes par les conditions
initiales du systéme physique.

Considérant la transformation unitaire ;

¢, . (r,0.) =Ug, ,(r,p,1) (IV-54)
telle que :
U = exp(—i 2P 12 (1IV-56)
2hp

Sous cette transformation 1’équation aux valeurs propres ( [V-51 ) devient.

1'4,,r.0.0) =2, .4, (r.0,1) (IV-57)
avece
I'=UIU" (IV-58)

1
I'= p’UT'U" — MppUT,U" +—(C+ M*p’ p* ) UT,U*

2

2 -2

=@+ M, M ppp(ry 2P )
p p p

2

+§<C+M2p2p2)n
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= pTY + MppT, + M2 p°T, — MppT, —2M*p°T, 4~ Ty + M2 7T,
Yo,

Alors I’invariant transformé devient.

I'=p2Tl+§T3=
1 o1 C (1v-59)
r
=5{p2(pf _Fﬂ,_z(l’w +09(;—R))2J+7"2}

Maintenant, on va chercher les fonctions propres

W, 0,1) = eXt{i [ (t)](/ﬁ,,,m (r,p.1)

solution de I’équation ( IV-1 ), pour cella cherchons d’abord les fonctions propres

é,..(r,@,t)de I'invariant 7, qui fait appel a déterminer les fonctions propres ¢, (v, ¢,t)

de ’invariant transformé ['.

Si on définit la nouvelle variable ¢ = L~ Tinvariant /' devient :
P

, 1 /S C
I'=T° +CTy = 5{]92 —4—§2+?(pu +00(E - R))’ +5§2} (IV-60)

Effectuons le changement suivant :

%mm%0=%zm@@ﬁ (IV-61)

Avec — est un facteur introduit pour maintenir la condition de normalisation
Yo,

pour les deux fonctions.

L’équation aux valeurs propres ( [IV-57 ) de I’invariant ', peut s’écrit :
I’Zn,m(é’ ¢) = /In,m//{/n,m(g’ (0) ( IV_62 )

et aussi :
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1, —i+i( +06(E - R))’ +£§2 X
2| P4 T e 2 (IV-63)
X Xwn (& P) = Ay Xy (85 0)

Comme I'invariant /' commute avec ’opérateur p,, c'est-a-dire [, p,]=0, on

peut prendre les fonctions g, ,,(£,¢) sous la forme suivante :

ln’m(§5 ¢) = eim(Pmn,m (é) ( IV_64 )
les R, (&) des fonctions qui dépendent seulement de & .

L’équation ( IV-49 ) devient donc comme suit :

|\ ,0 ,10 ., 1
E{—h 2 ~h Foc +h 5( m+0'0(& - R) +— é} (IV-65)
xR,,,)=4,,R,.,.()
ou encore 1’équation ( IV-65 ) s’écrit :
o0 10 1 2 C L o _ .
L% Foap 0GR - }Rm@—o (1V-66)
avec :
) _ 24 )
k = (IV-67)

1) Discussion des solutions possibles :

On distingue trois cas a €tudier, le cas ou la constante C est nulle (C=0), le cas

ol la constante C est positive (C > 0) et le cas ou la constante C est négative (C <0).
1. CasouC=0:
Dans ce cas, I’équation ( [V-66 ) s’écrit :

o> 10 1
-Z_- _9 ~R) +k* R, (£)=0 IV-68
oc gagcf( & ))+},(§) ( )
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On remarque que 1’équation ( IV-57 ) contient la fonction saut d’Heaviside, ce
qui implique que la solution de cet équation s’effectué en deux régions, (une pour

laquelle  &(R, et I'autre pour ¢&)R), et la fin on fait le raccordement des deux

solutions obtenues, en utilisant les conditions de continuités de la fonction d’onde et sa

dérivée dans la limite ou R > 0.
a) pour &(R c'est-a-dire r{oR

L’équation ( IV-66 ) prend la forme suivante :

o kR, () =0 (IV-69)

[az 10 m
08 ot &

C’est I’¢équation de Bessel d’ordre m, I’intégral général de cette équation, pour

m entier, est [21] :
Rien(©) =4, ), (k&) + B, N, (kS) (IV-70)

ou n dans ce cas prend des valeurs réelles (continue) et I (k&) est une fonction de

Bessel définie par :

. ¢ |2
)= —— -1) (kfj (IV-71-a)

s s'(|/77| +5)!

et N, (k&) est la deuxiéme solution de I’équation de Bessel, appelée fonction de

Neumann, qui a la forme suivante :
Ny k€)= 10, (kE)I(KE)+ (k) " 5, (k&) (IV-71-b)

Les y, sont des coefficients de développement. Cette derniere solution, devient
¢videment infinie pour £=0. Alors, si on veut obtenir une solution finie au point

& =0, il faut prendre, dans ( IV-70 ), la constante B, , nulle c'est a dire qu’on doit se

limiter a la solution ( IV-71-a ), alors :

R (8 =4, (kE) (IV-72)
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b) Pour &)R c’est a dire rypR
Dans ce cas 1’équation ( IV-66 ) prend la forme d’une équation de Bessel

d’ordre (m+%) :

0* 10
P Ea_f_f_( m+ ) +k} im(&)=0 (IV-73)

La solution générale de cette équation est :

S]:{k,m (5) = Ck,m']m-%—g) (kg) + Dkva_WH_U (ké:) ( IV'74 )
h h
On peut la écrire aussi :
R (&) =C,,J (ké‘) (IV-75)

(k§)+D J

m+—
h

(k 5) et J

ou J (k&) représentent les fonctions de Bessel d’ordre (m +%) , qui

v
m+—]
n

v
m+—

n

ont pour expressions :

J (k -3 (%fj Bl (IV-76-2)
=0 sl(|lm+ + 5)!
7, yke)= i (%ﬂ L (IV-76-b)
1 s=0 s1(- /77+ +5)!

et qui sont représentées par la figure suivante :
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Jim+ol (.

Figure I'V-1 : Solution de I’équation de Schrodinger ; Cas C = 0.

Finalement les équations pour les deux régions sont :

o 1o m* 3 V-
o> 10 1 _
{85 E%_f_( +—) +k :|iRk,m(§)_O’ E>R (1V-78)

et leurs solutions respectivement sont :

R () =4, (kE), E<R (IV-79)

RE(E)=Cod K+ DT | (KE). >R (IV-80)
n h

Pour déterminer les constantes 4, ,,C et D,, on doit appliquer les

k,m

conditions de raccordements suivantes :

R (R-2)=R7(R+¢) (IV-81)
dRe (&) dRvE(g)
d(: ‘R—s dé: R+¢e
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Dans la limite R — 0 on doit prendre le terme de 1’ordre le plus bas en (kR) dans les
séries (IV-71-a), (IV-76-a), et (IV-76-b ) ainsi pour les séries drivées, dans ce cas ,
nous aurons trois inconnues avec deux équations ce qui laisse exprimer les deux

constantes en fonctions du troisieme. La solution obtenue, aprés un calcul simple de

x )|
el )

4m+v
7]
(IV-82)

Il apparait clairement, d’apres cette dernicre expression que le deuxiéme terme

ces coefficients, est :

v v v
m+— m+—| m+—
il h h h

n

U,
n+—
h

Ry, () =(kR)" c,p| (kR (k)4 (kR (k)

n

L
m+-
h

s’annule pour R — 0 en plus de la singularité que représente la fonction V- (x,&) au

point zéro. Alors la solution qui convient fortement et qui conduit a celle d’AB que
doit étre comprise dans cette solution est celle représentée par le premier terme

(Hagen, 1993). Alors :

1Y
s

+|m|

v
m+—
h

(kf) ( IV-83 )

R, (&) =c,, (kR)"" J‘

v
m+—
n

Z‘m + ‘
i

Revenons maintenant aux fonctions propres de I'invariant 7, qui vérifient

I’équation aux valeurs propres ( [V-40 ), et qui s’écrivent alors comme :

| L m +% + || .,
6, . (ro.t)=—c, m(kR)W_ " | exp(im—pr—jei”"”J (kij (1IV-84)
’ p A+ P hp 2 Y\ P
h h

Le cas précédent qu’on a étudié c'est-a-dire C =0, soit pour &R ou pour

&R, les solutions obtenus sont des fonctions de Bessel qui décrivent le spectre
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continu, alors que notre cas c’est I’¢tude d’un oscillateur harmonique qui a un spectre

discret ce qui constitue une nouveauté ici.
2.CasouC>0:
Dans ce cas 1'équation ( IV-66 ) s’écrit :

o> 1o 1 € oo _ :
Y E%_é_( —H(cf—R)) hzé +hko R, () =0 (IV-85)

De la méme manicre comme le cas précédent, on a deux régions a ¢tudier, une

pour &(R et autre pour &)R.
a) Pour &(R c'est-a-dire r{pR
L’équation ( IV-85) devient :

* 10 m ) |
a§2+g£—?——§ +h IR, () =0 (1V-86 )

Effectuons le changement de variable suivant :

e
R, ,(£)=&"e ™ g, .(&) (IV-87)

L’équation ( IV-86 ) devient aussi :

{ai: {2|m§|+1 2;1/_ } o LK _¥Qm| +1)}ga,m(§)= 0 (TV-88)
Maintenant on fait un autre changement de variable tel que :
f(7)=2g(S) (1V-89)
avec
o %52 (IV-90)

L’¢équation ( IV-89 ) devient :
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0’ 0
{75;;+ﬂn4+1—1}5;—;%j%m@):0 (IV-91)
avec
2
ﬂ:(lmlﬂ)_h'f (IV-92)

2 4e

L’¢équation ( IV-91 ) est I’équation de Laplace qui admet Comme solution la

série hypergéométrique confluente définie par [22] :

& T+ j)(m]+1) 7
Rl 7)= ;F(y)r(jm|+l+j)'? (1v-93)

D’aprés les propriétés des séries hypergéométriques, si p#-n (ou
n entier >0) elle présente une singularité essentielle a I’infini. Alors, tant que

|m| +1=entier et x=-n, ’équation ( [V-91 ) admet deux solutions indépendantes :

+Lr)

- 1F1(_ n,

- " E (= n = |m| 1= |m],7) (IV-94)

alors la solution de I’équation ( [V-86 ) est :

+1,§§2J+

\/22]

+1,—
Pl

mil’ln;n (é:) é‘m‘ AnmlF [

e |m]
+§_‘m‘e 0 [%} B F{—n+

(IV-95)

n,ml

( IV-95 ) contient deux solutions réguliére et irrégulicre, on peut exiger que R." (&)
soit fini a I’origine £ = 0 et de cette facon, on €limine la solution irrégulicre, c’est-a-

dire

R () =¢E"e AF( +L§§2} (IV-96)
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b) Pour &)R c'est-a-dire

r) PR

L’équation ( IV-85) devient :

1 0

62
0g’

1 C .o, _
E%_f_( h) _h_2§ +k :|5Rn,m(§)_0

(IV-97)

De la méme maniere, on utilise les transformations du cas précédent ,et on

remplace |m| par

82
+
{T or’ {

Comme dans ce cas

Cn,mg HHL;‘ F (‘ n,

g

ERExt ( g) e 21

+Dnm —
&

m+

{

Je

v
—|+1l-7

1%
m+—,
h

ot

—2m? v
j ‘ h‘ g”’*ﬁth{_n_

V)
m+—|+1,—
h o h d

L
m+—

on obtient 1’équation :

| i—/J}fo,,m(f)= 0

).

51_

n

Finalement les équations pour les deux régions sont :

0? 1 0 m?

{85 E%—g——hzf +k? :|mn,m(é:)_03
0 10 1 C

{ag o E ) e

E<R

: +k2}iﬁn’m(§):0, E>R

et leurs solutions respectivement sont :

R (&) =¢

|m| g

Zh AﬂmlF[

+1,—
Pl

E<R

\/22]
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m +% # entier , la solution de I’équation ( IV-98 ) est :

(1V-99)

(1V-86)

(IV-97)

(1V-96)
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i 1F{—n, /77+%‘ +1,;C§2j+

+D, [ﬁ) hgmi:llﬂ[—n—m+%‘,l—m+%‘,£§2j, E>R

nm h h
Pour déterminer les coefficients 4, ,,,C, ,.et D, les fonctions ci-dessus doivent

£ vl

(1V-99)

vérifier les conditions de raccordements suivantes au point R :

R, (R-¢)=R, . (R+¢) (IV-100)
d R+e
—R,.&) =0 (IV-101)
d§ ’ ( *Rg

Apres un calcul long, qu’on peut trouver dans I’appendice, on obtient la

solution suivante :

2n+m+2+1
o) 1 2n+|m+1]
|+ m+ | [+ -
hl) h v |m +1
Je v l—m‘f‘*
¥§2 ‘m‘,er, h
R, (E)=e R x
v v
2n+\m+—{+1 2n+\m+—|+1
v 1 2
m+—|+— - R
2‘ Al h
I—m+— m+—+1
) \/_ (IV-102)
xgmhllﬂ[—n,m+—+l,7c§2J+
v
o 2n+\m+—|+1 2n+|m|+1 2
|+ |+ —|+— —~
/] v |rr4+1 o
(4|2 - +% Je 2
+R M= 70} X
{ 2n+m+%+l 2n+m+%+1
Am+ |+ — R
hl A v v
l—m+— m+—|+1
fi fi
et Je
SO of B P D P
g 11( 5 ‘ 5 hé
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On passe a la limite R — 0, (R* ~ 0), on obtient :

7£2 —m+Y] w2
R, (&) =R"e ] [ & MF| = n|m+ +1,£§2 +
| 2 2m+Y h
h (IV-103)
m+2 —2m+% i p—

+ R l_ﬂ ﬁ ><§ th] —n—/77+21—/77 g,ﬁfz

2 2m + 2 L Al h

fi

Puisque ( IV-103 ) contient des solutions réguliéres et irréguliéres, on peut

simplement exiger que R, , (&) soit fini a 'origine £ =0, et on ¢limine de ce fait la

solution irrégulicre. alors ( [IV-103 ) devient :

1%
m+—
n

m—
h

IE(_nﬁ

Alors les fonctions propres de I’invariant / sont :

+1,%§2J (IV-104)

1, |

_£§2
R,,(E)=R"e " IR :

4

L
m+—
h

4m+u
h

b (o) =R, explimp)U” (IV-105)
Yo,

3.CasouC«<O0:

Dans ce cas aussi 1’équation ( IV-66 ) s’écrit, mais avec C(0:

@ 10 1 Loy + e g _ _
AT (m+—-0E=R) +5¢ +k}iRn,m(cf)—0 (IV-106)
ou:

C =-C|=¢C| (IV-107)

Suivant les mémes étapes comme le cas C)0, on trouve les équations pour les

deux régions :
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_az 1o _m |, ~
& 10 1 |
G gag 2 —5 (m —) e 3¢k }an(é) 0, &>R

et leurs solutions respectivement sont :

R (£)=¢e

R (&= »°|C

40"

"\/Hfz
2 A,u’,mlFl ,U’,
" ll/j,m+;j+l,l\/jﬁzj+

/77+Lw,1—
h

+1,ihﬂfz} E<R

. m

QWIFI d-

/77+;_J,i\/j fzJ E>R

avec :
M= (jm|+1) e E<R
4\/7
Om+h +1J e
V: o R
Y7, > +z4\/ﬁ &>

(IV-86)

(IV-97)

(IV-108)

(IV-109)

(IV-110)

Le cas précédent qu’on a étudi¢ c'est-a-dire C <0, soit pour &(R ou pour

&R, les solutions obtenus sont des fonctions hypergéométriques, mais avec un

parametre x' complexe qui peut prendre toutes les valeurs possibles et imaginables,

donc on va avoir un spectre continu, alors que le spectre de 1’oscillateur harmonique

est un spectre discret, ce qui constitue une nouveauté aussi.

IV. Solutions de I’équation de Schriodinger :

Les fonctions d’ondes v, ,(r,¢,t) solutions de I’équation de Schrodinger

(IV-1) sont donc :
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v, (ro.0) = explia, (O}, (r.0.0) (IV-111)
ou la phase «, () est definie par :
ety (1) = (g0 i1~ H(0)g,.,) (IV-112)
s El at El

et dont on va déterminer dans ce qui va suivre.

On commence d’abord par le calcul du terme :

. 0
(§,.0|H(®) - in—

¢n,m> * ( IV‘I 13 )
D’apres I’équation ( IV-34 ), ’'Hamiltonien H(¢) a la forme suivante :
H(t) = % +Mo’T,

Remplacons par I’expression de H(¢) dans I’équation ( IV-113) on trouve :

(0. H0-in 2

o) = (4,

4, Mo’T,
M

B )

IV-114
; (1V-114)

o

~ih(g,,

Brn)

L’équation ( IV-54 ) donne ¢, . (r,p,t)=4¢,,(r,@,0)U", alors 1’équation
(IV-114) de vient :

UAU+

(B m

Br)+
br)

H@O -2 |4,) (4.,
(IV-115)
+(¢,,, [Ma'T,

0
' —in(g [U—U"
¢n,m> <¢n,m ‘ at
L’équation ( IV-28 ) donne I’expression de 7, suivante :

1, n 1 r 5
T =—|p'——+—(p, +vO(——R
1 2 p; 4]"2 rz (pq; (p ))

On va calculer le premier terme du membre a droite de I’équation ( IV-115 ), pour

cela calculons I’action de 7, sur U”

p2—h—2 sur U*
T 47

¢,;,m>, ce qui revient a calculer ’action de

¢n',m> soit :
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hz iirz 62 iirz
[pf ——je TG = e )

4 2 6 2
g . ar'“ (IV-116)
e l%r ,
r 6]"e ¢n,m>
d’une part :
n’ o> h* 0
d’autre part :
+ . o 2
U =expi—
expzzhr
avec
s=M~ (IV-118)
yo,

L’équation ( IV-116 ) devient également :
R ) 2 o .5 i2»
2 h ' _ _H2 |2
(pr - 4]"2 je 2 ¢n,m> =—h or [l h re *

5 5
R 6 2 2?0
-— l;rez” ¢;m>+e27’ —
P :

5
i~ 0
4 2h
¢n,m>+ e

or
. >J

2 .0 o .0 o 2 .0 2
2 lﬂr ' _ 2 . 5 l?hr ' 5 2 lﬁr '
(pr - , Je ¢n,m =h"|-i—e ¢n,m + h2 re ¢n,m -

b >j—

or

ce qui conduit a écrire :

5 5
5 i—r? i—r? a
4 i __p2h 4 _p 2h 4
¢n,m> l h e ¢n,m> e 8r ¢v,m>

or?
On arrive donc au résultat suivant :

2

O
B, )=he? (—2i%+%r2 -

(IV-119)

o 0 h’
_2_ 4 2 _ " ’
lhr ’ (pr - j¢n,m>
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L’équation qui définit la phase (IV-112) s’€crit :

2ih*S  2i°h 0 RS ,

ha,, () =—~(¢,,,|T, - —
+ Mw’T, —ihU — ~ Ul ")

0 . . "
Calculons maintenant le terme a—U R m> de I’équation précédente, on aura :

o it § ol 2
brn) =o€ " ¢,2,m>=i5r2e2h Bru)+e ™ 1) (IV-121)

ot

8U+

Alors I’équation qui définit la phase ( IV-112 ) s’écrit aussi, en remplacant dans

(IV-120):

i (0 =~{ | L =i e D
R (IV-122)
+ +—+—M —ih—|¢,
Gar T2 T Mo i gl
on pose :
.
_ 0 0 vy (IV-123)
oM 2 2

et essayons de 1’écrire sous sa forme la plus simple, c'est-a-dire on dérive la quantité

s=M2 par rapport au temps, et on remplace par & et & dans la quantité Q, soit :

:M2p2+lM 2 l]\/'I£+M—’b’O_’b2

2 @+ 2
2Mp~ 2 2 p 2p
et également :
.2 2
| ML Mp PP
2M p= 2 oM Yo, 2,0 2p°

soit encore :
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M M
Q=— R ey, YRS 1V-124
2p[pw ik pJ ( )

En utilisant 1’équation auxiliaire ( IV-48 ) pour tirer I’expression de p, en suite

on va remplacer dans 1’équation ( IV-124 ) on obtient :

M , M . M, , C
Q=—| po"+—p——p—po +sz3

2p M M
alors :
1 C
S IV-125
235 ( )
Maintenant on va calculer le terme :
0
Q) =ih—|¢').
)=l g}
D’apres 1’équation (IV-61 )on a:
, 1
¢n,m (r’€05 t) = _Zn,m (55 (07 t)
Yo,
alors |QY) devient :
- 0
|Q'>=—mﬁz\znm>+ihla—§—‘z”’m> (IV-126)
pT p ot 0¢

On sait que & = L, alors I’équation ( IV-126 ) devient :
Yo,

' ny; .r o010
Q) = —zhﬁ\zmm%zh%E;% Zim)
et aussi :
' . ' ; . a
[SE —lhﬁ\zmm%zh%é%\zn,m}
et encore :
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N p. a1
|Q>=—zh;(1+r5);\xn,m>

en fin :

|Q’>:—ih§(l+r§)

) (IV-127)

Remplacgons par les expressions de Q et |Q’> dans I’équation ( IV-122 ), et en

tenant compte que

o _P
M p

on obtient :

. T C 1, .,
ha(r) = —<¢n,m\ﬁl+ PEEY b0 (IV-128)
On sait que :
1

T, =E”2

I’équation ( IV-128 ) devient :

. 1, c ...,
ha,, = " (#'|p°T, +?T3|¢> (IV-129)

et aussi, on sait que :
I'=p'T, + %Ts
Yol
alors I’équation ( IV-129 ) s’écrit :

. 1
hanm == 2
’ Mp

(#'|¢) (IV-130)

L’¢équation aux valeurs propres ( [V-62 ) de ’invariant /' est :

I’¢i;,m (V, ¢9 t) = /ln,m¢n’,m (l", gz), ZL)
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alors 1’équation ( IV-130 ) s’écrit donc :

. ﬂ’n m '
an,m (t) == hMp2 <¢n,m

#.) (IV-131)

enfin la phase «, ,(¢) est donnée par :

_/?“n,mj' dt, 2<¢r
noAM@)p "

#..), VC (IV-132)

a, (1) =

avec les valeurs propres :

v
m+—
h

ﬁn,m:h\/E(Zn+ +1J, n=0,1,2...,m=0, +1, £2, ... (IV-133)

D’apres 1’équation ( IV-105 ), et tenant compte que & = ~ onaura:
Yo,

b ()=, (—j exp(ime) p{%} (IV-134)
’ p p 2hp

Remplacgons par 1’équation ( IV-134 ) dans 1’équation ( IV-111 ), on obtient :
Vonlrp )=, H exp{””—”rz}
Yo,

p 2hp
exp{— i(Zn +

Finalement, la solution exact de 1’équation de Schrédinger ( IV-1 ) en

(IV-135)

L
m+—
h

t dt’ , ’ .
o) sl

0

coordonnées polaires dans le cas ou la constante C est positive (C)0) est donnée par :

lr//n,m (r7 ¢7 t) = li)?/fl,m [LJ exp{m_p r2:|
P P

2hp
exp{— i(Zn +

Cette derniere est représentée par la figure suivante :

(IV-136)

1%
m+—
h

¢ dr' , ’ .
+ ljl m (tf)pz (8|8 >} explim e}
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By (1)

Figure I'V-2 : Solution de I’équation de Schrodinger ; Cas C > 0.
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CONCLUSION

Nous avons déterminé la forme exacte de la fonction d’onde de 1’oscillateur
harmonique a masse et fréquence variables a 2D en présence de 1’effet Aharonov-
Bohm (AB). Nous avons distingu¢ trois cas, a savoir la constante C définie par ( IV-

45 ) positive, négative ou nulle. Pour le cas ou  C)0, la solution exacte de 1’équation

de Schrodinger ( IV-1 ) en coordonnés polaires est donnée par :

l//n,m (I", ®, t) = l SR”J” (LJ eXp|: lMp r2j|
p p 2hp
¢ dr
exp| —i| 2n+ + lj —_— ¢,;,m
[ ( j M(")p? <

0
En I’absence de 1’effet Aharonov-Bohm c'est-a-dire v =0, cette solution se

L
m+—
h

¢,’,,m>} explimg]

réduit a la solution de I’oscillateur harmonique a deux dimensions (2D) dépendant du

temps. D’autre part, si le flux magnétique d’Aharonov-Bohm est quantifié c'est-a-dire

- = entier , cette solution aussi coincide exactement avec la solution de 1’oscillateur

harmonique a deux dimensions (2D) dépendant du temps.

Nous avons constat¢ que 1’équation auxiliaire est indépendante du flux

magnétique d’Aharonov —Bohm.

Pour le cas ou  C =0, les solutions obtenues sont des fonctions de Bessel qui
décrivent un spectre continu, tandis que notre travail s’intéresse a 1’¢tude d’un

oscillateur harmonique qui a un spectre discret, ce qui constitue une nouveauté.

Pour le cas ou C(0, soit pour &(R ou pour &)R, les solutions obtenus sont
des fonctions hypergéométriques, mais avec un parametre x' complexe qui peut

prendre toutes les valeurs possibles et imaginables, donc on va avoir un spectre
continu, alors que le spectre de 1’oscillateur harmonique est un spectre discret, ce qui

constitue une nouveauté aussi.
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APPENDICE : Calcul des constantes de raccordement :

Pour ’ordre le plus bas de R, la série confluente et sa premiére dérivé se comporte

comme

[ﬁ(a,%%fz)} ~1
=R

/e

C
le;(a:'y’?%gz)
g

=0

E=R

La condition de raccordement donne :

v
m+—
n

v
m+—|
n

+ Dn,mR

4,,R"=C, R (a)

D’autre part on a :

2n+m+ 2 +1
dR m+2|-1 # m+2|+1
{—;”“(5)} —{c, [Im+2R" "~ i
d Rre h(|m+u+l]
h
2n+m+ 2 +1
mall- —m+2+1 2
+D,,, —‘m+2R_ Al — AL g™ exp[—\/§;e }

(i)
h

m|R‘m‘71 - 2 +|m| +l R m% " ex ——\/ERZ
| +1) (Y

et

O] _
dé: . — “Tum

la deuxiéme condition donne :
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ol 2n + m+%+l ol
anm m+%R A h +Dn,m|:_
h m+B +1
fi
v
2n+ m+ — +1R_m+:+1 A |:| R‘m‘_l 2}’l+|m|+1
= n,m m -

h(k—nr+

D’apreés les deux équations (a ) et (b ) on obtient :

)

alm|+1) .

v
m+—

+1
n

v
i 2n+m+g+l 2n+|m|+1
|m| +|m + 2RI 4 2 - R"
h n v | +1
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s
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2m+ 2R 4 —~ "
h h v
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h
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Résumeé :

Nous considérons la théorie des invariants d’un oscillateur harmonique avec
masse et fréquence variables a deux dimensions (2D) en présence de ’effet Aharonov-
Bohm (AB). On détermine la solution exacte de 1’équation de Schrodinger

correspondante. Trois cas particuliers seront discutés.

Mots-clés : Oscillateur harmonique, Théorie des invariants, systemes dépendant du
temps effet Aharonov-Bohm, champs magnétique.

Abstract :

We consider the invariant theory for a two dimensions (2d) harmonic oscillator
with time dependent mass and frequency in the presence of the Aharonov-Bohm effect
(AB). We determine the exact solution of the corresponding Schrodinger equation.

Three particular cases will be discussed.

Keywords: Harmonic oscillator, Invariant theory, Time dependent systems,
Ahahronov- Bohm effect, Magnetic fields.



