
ΔيـــــΒالشع Δاطيήالديمقـــــ Δيήائΰالجــــ ΔــــوريϬالجم 

REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE 

 ίϭارΓ التــــعليم العــــالــــي ϭ الΒحث العلمــــي
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR  

ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE  

 Εحــــاήف Δجامعــــ αــــاΒ1 -سطيف  -ع 
UNIVERSITE FERHAT ABBES - SETIF 1 

UFAS (ALGERIE) 

THESE 

Présenté à la Faculté de Technologie  

Département D’électrotechnique  

Pour l’Obtention du Diplôme de 

DOCTORAT SCIENCES 

Option : électrotechnique 

Présentée par 

Mr : Tahar ROUIBAH   

Thème : 

Contribution à la modélisation et à la simulation 

des prises de terre des installations électriques  

Soutenu le :        11/11/2015           devant un Jury composé de: 

Pr.  Ahmed GHERBI Prof  à l’université de Sétif1 Président 

Pr  Abdelhafid BAYADI Prof  à l’université de Sétif1 Rapporteur 

Pr. Aissa BOUZID Prof à l’université de Constantine1 Examinateur 

Pr.  Djellel DIB Prof à l’université de Tébessa Examinateur 

Dr. Moussa LEFOUILI M.C.A à l’université de Jijel Examinateur 

Dr. Hamou NOURI M.C.A à l’université de Sétif1 Examinateur 

 



Remerciements 

 Un travail de cette envergure ne s’accomplit pas en un jour. Même s’il est porté par le 

dynamisme de son auteur, il est le résultat des nombreuses influences, proches ou 

lointaines.  Qu’il me soit donc permis de remercier les personnes  qui m’ont accompagné dans ce 

cheminement, parfois sévèrement, souvent justement, et plus particulièrement mon 

encadreur professeur Bayadi Abdelhafid, toujours été présent et  guider mon travail de 

recherche même s’il y a eu des moments difficiles. 
Je remercie tout d’abord les membres extérieurs du jury pour avoir accepté d’évaluer 
mon travail : Lefouili Moussa, université de Jijel, Bouzid aissa, université de Constantine  

et Dib Djallal, université de Tébessa, pour avoir estimé que mon projet de recherche est 

de qualité à être soutenu.  

Je remercie également Gherbi Ahmed, université de sétif pour avoir présidé le jury, ainsi 

que Hamou Nouri, université de sétif qui bien voulu se joindre au jury. 

Je remercie plus particulièrement, Pro. R. Meys, directeur du Laboratoire d’images 
signaux et dispositifs télécommunication Service LIST, Université Libre de Bruxelles, 

Belgique, et Dr Rouibah Ammar qui ont eu la gentillesse de m’accorder un séjour de 
stage pratique d’un mois. 

Un remerciement très spécial est voué au Professeur, Kerroum Kamal pour ses conseils 

très objectifs.  

Ma gratitude va ensuite à ma femme, pour sa relecture attentive et ses nombreuses 

corrections. Je terminerai ces remerciements par ceux que j’adresse à ma famille pour leur soutien tout au long de ces années d’études supérieures. 



 ملخص

عمل المطرΡϭ في مάكرΓ الΪكتوέاϩ يϜرα في έΩاسϭ ΔنمάجΔ أنψمΔ الربط باأνέ المتعرضΔ لحالΔ عابرΓ لμاعΔϘ هάا الالΪϬف من 

 .ϕرΒال 

ΔϘاعμمن ال έبث تيا ΪϨع Δخاص νέالربط باأ Δمψأن ϙوϠى سϠثر عΆف العوامل التي تϠتΨنا مΰمي ϭ ناΩΪح ΔايΪΒفي ال  ΝΫلك نموάب ϡياϘϠل

.ΩΩالتر ϝاΠفي م νέالربط باأ Δمψأن ϙوϠيل سΜيسمح بتم ΕوائياϬال Δريψاطيسي ناتج عن نϨمغϭرϬك 

التياέ المتΪفق في أنψمΔ الربط باأνέ يϘوϡ بΒث ·شعاω كϬرϭمغϨاطيسي بΠواέ الψϨاϡ قΪمϨا شϠϜيΔ لتحΪيΪ كميΔ اإشعاω الϬϜرϭمغϨاطيسي 

.νέالربط باأ Δمψأن Δالعابر بواسط 

 ϨϘيΔ جΪيΓΪ فعالΔ لتسريع حل معاΩلΔ تϜامل الحϘل الϬϜربائي. قΪمϨا ت 

 .نموΝΫ نψريΔ الϬوائياΕ، نموΝΫ يستΪϨ عϠى معايير التΪϘير، مϔμوفΔ المويΠاΕ’ طرϕ الϠحψاΕ أنψمΔ الربط باأνέ ، كلمات:

Summary 

The objective of the work exhibited in this doctoral thesis is dedicated to the study and modeling of 

grounding systems subjected to lightning transients.  

We identify and initially characterize the different parameters that influence the behavior of 

earthling systems, especially when broadcast a stream of lightning. To do so, an electromagnetic 

model from the antenna theory allows representing the behavior of a grounding system in the 

frequency domain.  

The current flowing in a grounding system radiated electromagnetic field in the vicinity of the 

system.  A formalism to quantify  transient electromagnetic   radiation by  the  ground is  presented.  

A new effective technique to speed the resolution of the electric field integral equation EFIE was 

presented.  

Key-words: Grounding grid, Antenna theory model, Method of moment, Model-based parameter 

estimation and Wavelet matrix. 

Résumé  L’objectif du travail exposé dans cette thèse de doctorat est consacre à l’étude et la modélisation 
des systèmes de mise à la terre soumis à des transitoires de foudre.   Nous identifions et caractérisons tout d’abord les différents paramètres qui influencent le 
comportement des systèmes de mise à la terre, en particulier lorsqu’ils diffusent un courant de la 
foudre. Pour ce faire, un modèle électromagnétique issu sur la théorie des antennes permet de représenter le comportement   d’un système de mise à la terre dans le domaine fréquentiel.  
Le courant qui circule dans un système de mise à la terre rayonne un champ  électromagnétique 

dans le voisinage du système. Un formalisme pour quantifier le rayonnement électromagnétique 

transitoire par la prise de terre est présenté. 

Une nouvelle technique efficace pour accélérer la résolution de l’équation intégrale en champ 
électrique EFIE a été présentée.  

Mots clés : Grille de mise à la terre, modèle de théorie des antennes, Méthodes des moments, méthode basée sur les paramètres d’estimation, Matrice des ondelettes. 
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Chapitre 1 

Introduction générale 
 

1.1 Introduction Le réseau de transport dǯélectricité rassemble les connexions hautes et très hautes 
tensions (6͵ �� à Ͷʹ0 �� en Algérie) qui assurent le lien, souvent sur de longues distances, entre les centrales de production dǯénergie électrique et les réseaux de distributions alimentant les consommateurs. De ce fait, cǯest un maillon clé du système 
électrique sur lequel toute défaillance doit rester rare, puisque ses conséquences peuvent aller jusquǯau Ǯblack-outǯ, cǯest-à-dire la coupure de lǯalimentation en électricité dǯune zone géographique plus ou moins grande.  Les entreprises dǯélectricité consacrent des efforts constants à lǯoptimisation de leur réseau de transport, afin dǯen améliorer la qualité de fourniture et la sûreté de 
fonctionnement, en contrôlant et/ou en évitant les principaux phénomènes qui pourraient conduire à lǯeffondrement du système électrique. 
Une source potentielle dǯincidents, qui, par nature, est difficile à maîtriser, est la foudre. 
Ce phénomène est relativement fréquent. On estime ainsi à 1 million le nombre de coups de foudre qui sǯabattent chaque année sur le territoire algérien, alors que le 

réseau de transport dǯénergie électrique subit en moyenne un peu plus de mille défauts 
par an imputables à la foudre. La foudre a toujours été une cause de perturbations dans lǯutilisation de lǯélectricité. Mais il faut noter lǯexigence assez récente et croissante de la qualité des systèmes 
électriques (fiabilité, continuité de service...) ainsi que le souci toujours permanent de 
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minimiser les coûts de production. Cela conduit à constater que la foudre est devenue un Ǯpoint durǯ dans lǯamélioration de la fiabilité des systèmes électriques. Cǯest pour cela quǯelle fait maintenant partie des grandes préoccupations des électriciens, quǯils soient distributeurs dǯénergie, constructeurs de matériels, 
concepteurs ou installateurs. 

Pour un ingénieur électricien, un coup de foudre peut être vu comme une impulsion de courant à front rapide ሺquelques μsሻ et dont la valeur crête peut prendre une valeur 
comprise entre quelques kA et 200 kA. La protection contre cette perturbation et 

nécessitent généralement un système de mise à la terre pour lǯécoulement rapide des 
courants de défauts dans le sol. Ce dernier joue un rôle essentiel dans la protection des 

individus contre les accidents électriques et l'assurance du fonctionnement adéquat des 

installations électriques. Elle consiste à relier les masses ou le neutre de lǯinstallation à une prise de terre par lǯintermédiaire dǯun ou plusieurs conducteurs de terre, qui sert à évacuer les courants 
permanents et aux courants de défaut vers la terre. Cette fonction exige un dimensionnement bien approprié dǯun système de mise à la terre. 
Cependant, même dans un bonne fonctionnement de lǯinstallation de mise à la terre, le 

passage du courant de foudre dans cette installation métallique est à lǯorigine dǯun 
rayonnement électromagnétique qui peut devenir très importante avec la taille des 

boucles de courants (taille des mailles dune grille de mise à la terre). 

Malheureusement, les installations de contrôle-commande des postes, nécessaire au 

système de télé conduite, sont soumises à des perturbations électriques provenant soit 
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des circuits à haute tension, soit de lǯappareillage de contrôle-commande lui-même, soit 

des sources de rayonnement électromagnétique. 

Les perturbations électromagnétiques, pénètrent dans les équipements bas niveaux des 

installations de contrôle-commande par action directe des champs électrique et 

magnétique et des rayonnements électromagnétiques, génèrent par diaphonie des 

perturbations conduites qui se propagent en mode commun et/ou différentiel. 

Le problème  de rayonnement électromagnétique dǯun système de mises à la terre, 

indispensables dans les postes, qui écoulent généralement des courants de très fortes 

intensités au cours des périodes de perturbations comme le court-circuit et la décharge 

orageuse. Ce rayonnement électromagnétique peut constituer un sérieux danger pour 

les équipements de bas niveaux du dispositif de contrôle-commande si des mesures de 

protection appropriées ne sont pas prises. 

Le domaine de la compatibilité électromagnétique (CEM) étudie le bon fonctionnement dǯun appareil ou dǯun système électrique ou électronique, dans un environnement 

électromagnétique mais vérifie également que celui-ci ne produira pas lui-même des 

perturbations électromagnétiques intolérables pour son environnement. Il convient 

donc de limiter le niveau des émissions non désirées provenant de lǯappareil mais 
également de vérifier que cet appareil est suffisamment immunisé contre les 

perturbations extérieures quelles que soient leurs origines.  Afin dǯétudier ces phénomènes électromagnétiques, de nombreuses études théoriques 
et campagnes expérimentales ont été toujours menées. Cependant, devant le coût de 

certaines expérimentations et la complexité de certains cas, les simulations numériques 

ont pris une place de plus en plus importante lors des dernières décennies. Ceci est 
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également dû en grande partie à lǯamélioration constante des calculateurs 
informatiques, des modèles utilisés et des méthodes de résolution des équations de Maxwell qui permettent aux simulations numériques de sǯapprocher toujours plus près 
de la réalité. Ainsi, la modélisation et lǯétude de problèmes complexes sont désormais 
possible via la simulation numérique. 

De nombreux simulateurs  en  électromagnétisme basés  sur des  méthodes  numériques  

qui  résolvent  les  équations  de  Maxwell sous leurs formes dérivées (Flux3D, Flux, 

Vector Field, ...) ou sous formes intégrales (NEC, FEKO, ….ሻ sont commercialisés pour 
certains depuis plus de deux décennies.  Ces  méthodes  sont  appliquées  sur  des 

formulations différentes, généralement fréquentiel, et possèdent toutes leurs avantages 

et leurs inconvénients. 

 Cependant, il est bien connu que la résolution numérique des équations de Maxwell est peu adaptée au traitement de dispositifs électromagnétiques dǯimportantes dimensions 
et particulièrement à frontières ouvertes. Les temps de calcul trop excessif et lǯinstabilité numérique sont les deux inconvénients rencontrés lors de la modélisation 
de ce genre de dispositifs.  

Dans ce travail de thèse de doctorat, notre intérêt est porté sur la réponse transitoire dǯune grille de mise à la terre excitée par une décharge orageuse (foudre). Ce sujet à déjà fait lǯobjet de plusieurs travaux publiés consacrés majoritairement à lǯanalyse de lǯaugmentation du potentiel de la terre ainsi quǯà la variation de lǯimpédance transitoire 
de la mise à la terre (la résolution numérique dǯune équation intégrale est souvent 
utilisée).  
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Les méthodes numériques sont devenues incontournables pour lǯanalyse du 
comportement transitoire des systèmes des prises de terre et la résolution des 

équations de Maxwell.   

Dans de nombreuses applications (calcul du courant, champ électromagnétique et 

impédance transitoire) les quantités électromagnétiques doivent être déterminées sur 

une large bande de fréquences et le système linéaire doit être résolu pour chaque fréquence dǯintérêt. Ceci entraîne un coût de calcul important. 
Dans le but de réduire les temps de calcul tout en réalisant une modélisation permettant dǯaccéder à lǯensemble des grandeurs ሺchamp électromagnétique rayonné, répartition 

des potentiels et des courants transitoires) nécessaires à lǯanalyse CEM ሺécoulement 

rapide des courants de défauts et émission électromagnétique dans le poste) du comportement transitoire dǯune grille de mise à la terre,  nous proposons une approche 

réaliste utilisant la technique des ondelettes et la méthode basée sur les paramètres dǯestimations ሺMBPEሻ. Cette approche à deux étapes dans le domaine fréquentiel. Elle 

sert à accélérer lǯanalyse du comportement transitoire dǯun système de mise à la terre 
par la méthode du moment (MoM).  

Dans un premier temps, en basant sur un processus de réduction des coefficients 

différentiels d'ordre élevés des éléments de la matrice d'impédance. La matrice 

transformée en ondelettes (WMT) est utilisée pour obtenir une équation de matrice 

d'impédance creuse dans le domaine  des ondelettes, qui est résolu sur une large bande 

de fréquence. Dans la deuxième étape, en basant sur une technique qui cherche 

à réduire le nombre  de points de calcul dans le domaine fréquentiel nécessaires pour 

l'évaluation de la distribution spatio-temporelle du courant. 
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1.2 Objectif 

Les objectifs de ce travail sont :    

1. De calculer des différents paramètres des systèmes de mise à la terre courants,  

tensions et impédances transitoire. 

2. De calculer le champ électromagnétique produit par lǯarc en retour, en se basant 

sur des modèles dǯingénieur. 

3. De quantifier le rayonnement électromagnétique transitoire par un système de 

mise à la terre, en se basant sur la méthode des dipôles. 

4. De développer une nouvelle technique efficace pour lǯaccélération de la résolution de lǯéquation intégrale en champ électrique EFIE.  
1.3 Structure de thèse 

Le présent travail comporte six chapitres.  

Le deuxième chapitre aborde un bref rappel des notions théoriques les plus rencontrées 

dans la littérature. A cet effet, une première partie de ce chapitre est dédiée à la 

définition de la mise à la terre des différents éléments du réseau de transport dǯénergie. 
Nous identifierons les paramètres qui peuvent influencer le comportement dǯun tel 
système, en particulier la nature du sol environnant, et des fondations de la structure. 

Un bref examen des méthodes numériques disponibles pour l'analyse de la grille de 

mise à la terre sera présenté. 

Le troisième chapitre présentera une méthode qui permet de construire une représentation dǯun système de mise à la terre dans le domaine fréquentiel. Cette méthode sǯappuie sur le modèle électromagnétique proposé par Grcev. On définira donc 
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les bases théoriques de ce modèle ainsi que ses limites, et on sǯattachera à le valider 
pour des configurations de mise à la terre proches de celles qui équipent le réseau de 

transport dǯénergie électrique. Les résultats obtenus par le présent travail sont 

comparées avec ceux obtenus en utilisant le logiciel NEC-4. 

Dans le quatrième chapitre, après une brève comparaison des différents modèles dǯarcs 

en retours disponibles dans la littérature, nous rappellerons dans un premier temps les 

différentes formulations analytiques temporelles et fréquentielles du champ 

électromagnétique associées à ces modèles. Dǯautre part on donnera les équations qui 

décrivent le rayonnement électromagnétique dǯun système de mise à la terre.  

Dans le cinquième chapitre nous présenterons un état dǯart des méthodes dǯaccélération de la résolution de lǯéquation intégrale en champ électrique EFIE. Par la suite nous 

exposerons une nouvelle approche en se basant sur la technique des ondelettes 

combinée avec une méthode basée sur les paramètres dǯestimation.  

Enfin, le dernier chapitre constituera une conclusion générale sur le travail présenté et 

traitera des perspectives futures et des améliorations qui pourraient y être apportées.  
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Chapitre 2 

Revue de littérature sur les systèmes de mise à la terre 
 

 

2.1 Introduction 

Un système de mise à la terre des lignes de transmission ou de distribution des réseaux dǯénergies sont importants pour la sécurité du système et la sécurité des personnels 
dans et autour des structures associées aux installations électriques.  

La foudre, par exemple, peut affecter les systèmes électriques en écoulant de courants 

transitoires qui nécessitent la dissipation à la terre d'une manière contrôlée. Ainsi, un 

système de mise à la terre correctement conçu capable de dissiper des courants 

importants en toute sécurité à la terre est nécessaire, quel que soit le type de défaut 

enregistrés, de telles mesures de sécurité doivent minimiser les dommages à 

l'équipement de système d'alimentation électrique et de protéger les êtres humains 

contre le mal. Le principal facteur qui détermine l'efficacité de ces systèmes est la 

résistivité du sol environnent. 

Dans ce chapitre nous identifierons les paramètres qui peuvent influencer le comportement dǯun tel système, en particulier la nature du sol environnant, et des 

fondations de la structure. 

Enfin, nous conclurons par un bref examen des méthodes disponibles pour l'analyse du 

comportement transitoire des systèmes de mise à la terre. 
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2.2 Mise à la terre du réseau de transport dǯénergie Une mise à la terre dǯun réseau de transport dǯénergie est une exigence pour détourner 
les courants indésirables et potentiellement dangereux de toutes les parties métalliques 

exposées, telles que châssis dǯéquipement ሺpylône, poste, portique....ሻ à des fins de protection des personnes et afin dǯéviter tout endommagement potentiel de lǯéquipement. Comme les courants utilisent toujours le chemin à lǯimpédance la plus basse, un conducteur doté dǯune impédance faible peut être utilisé pour connecter tous les 
composants à un système de mise à la terre. 

2.2.1 Système de mise à la terre Un système de mise à la terre est défini comme Ǯune connexion conductrice 
intentionnelle ou non intentionnelle entre un circuit électrique ou un équipement doté dǯune terre et un corps conducteur servant de terreǯ. Il constitue en outre un moyen de 
dérivation efficace des courants de défaut, des coups de foudre, des décharges 

électriques, des perturbations électromagnétiques et des interférences hautes 

fréquence. Cette protection a pour objectif dǯassurer à lǯutilisateur une mise à la terre garantissant toute sécurité à la lǯintérieur de lǯinstallation.  
2.2.ʹ Conception et réalisation des systèmes de mise à la terre dǯun poste 

Les dispositions constructives des systèmes de mise à la terre doivent être appropriées à lǯenvironnement de lǯouvrage et ceci pour garantir la sécurité des personnes et des 
biens et limiter le nombre de défauts dus aux amorçages en retour. 
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Les systèmes de mise à la terre peut être assurée soit par la nature même des matériaux 

constituant la fondation (par exemple : pieu battu lisse), soit par des aménagements 

appropriés (boucle de terre, piquet de terre...). Une liaison équipotentielle doit être réalisée entre la mise à la terre, les pieux et la virole ou lǯarmature métallique noyée 

dans le béton armé.  

Plus généralement, et quelle que soit la configuration de la fondation dǯun système de 
mise à la terre, il est nécessaire dǯinterconnecter tous les éléments métalliques 
enterrés.  

D'autre part, les prises de terre doivent être dimensionnées, vis-à-vis de l'échauffement, 

de manière à éviter la diminution de leur résistance mécanique et la détérioration des 

matériaux environnants. La taille du conducteur doit être déterminée à partir des 

valeurs de courants de défaut de la ligne en tenant compte de la structure du réseau à 

long terme. Les électrodes, étant en contact direct avec le sol, celles-ci doivent être 

constituées de matériaux capables de supporter la corrosion (attaque chimique ou 

biologique, oxydation, électrolyse,...) et les contraintes mécaniques. Ainsi, pour des sols 

à teneur élevée en chlorure, il y aura lieu d'utiliser des conducteurs en acier inoxydable 

spéciaux adaptés aux caractéristiques du sol. 

2.2.2.1 Critères et contrainte à respecter 

La conception des installations dǯun système de mise à la terre doit répondre à 5 

exigences : 

 résisté aux contraintes mécaniques et à la corrosion, 

 supporter, d'un point de vue thermique, le courant de défaut le plus élevé calculé, 
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 limiter les perturbations apportées aux installations électriques, 

 assurer la sécurité des personnes vis-à-vis des tensions apparaissant sur 

l'installation de mise à la terre lors du défaut à la terre, 

 assurer la fiabilité de la ligne vis-à-vis de la foudre. 

Les paramètres à prendre en compte au départ pour le dimensionnement des 

installations des systèmes de mise à la terre sont : 

 les caractéristiques du sol,  

 la valeur du courant de défaut,  

 la durée du défaut, 

 la distance vis-à-vis des ouvrages tiers ou des personnes. 

Le facteur coût de réalisation sera également intégré au cours de lǯétude pour comparer 
différentes solutions possibles. 

2.2.3 Configurations La configuration dǯun système de mise à la terre dépend de la nature de la structure connectée et de lǯenvironnement.  
Un système de mise à la terre peut être composé dǯun ou plusieurs sous-systèmes qui ne 

sont pas nécessairement connectés directement mais sont mutuellement influencés par 

couplage électromagnétique. On représente ainsi en Fig.2.ͳ le cas dǯun réseau de 
transport. Chaque système de mise à la terre est relié en un ou plusieurs points de 

connexion au réseau électrique. Pour des systèmes de mise à la terre de faible étendue, comme cǯest le cas pour les pylônes, on pourra parler de Ǯprise de terreǯ [ͳ]. 
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Pylône 2 

Connexion 1 Poste 

Pylône 1 

Connection 2 

Connexion 2 

Système de mise à la 

terre du pylône 1 
Système de mise à la 

terre du pylône 2 

Connexion 1 

Connexion 2 

Connexion 1 

Connexion N 

Système de mise à la 

terre du Poste 
 

Fig. 2.1. Réseau de transport et mise à la terre des pylônes et dǯun poste. 
2.2.3.1 Mise à la terre des postes La mise à la terre des postes de transformation est cruciale, tout dǯabord parce quǯils 
constituent chacun un point clé du réseau sur lequel les incidents doivent rester exceptionnels, et ensuite parce quǯils sont munis dǯéquipements onéreux et fréquentés 
par des opérateurs dont il faut assurer la sécurité. Une mise à la terre de poste classique est constituée dǯune grille dont les dimensions    
(L et H sur la Fig.2.2) approchent la centaine de mètres et dont le maillage est resserré 

autour des installations [1]. 

De nombreux éléments du poste sont connectés à la grille de mise à la terre (portiques, transformateurs, bâtiments …ሻ. Par exemple, sur la Fig.2.2, le poste dispose de � points de connexion avec le reste du réseau. Cette configuration de type Ǯgrilleǯ permet de 
limiter les tensions de pas (liées au gradient de potentiel au sol) en maîtrisant la 

décroissance de potentiel autour de la structure ሺen ͷͲHzሻ et dǯobtenir une valeur de 
résistance de terre � inférieure à ͳ Ω [ͳ]. 
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Connexion 1 

Connexion 2 
Connexion N 

H 
L 

Système de mise à la terre  du poste 

L 

Poste 

Portique 

Prise de 

terre 

 

Fig.2.2. Mise à la terre dǯun poste. 
2.2.3.2 Mise à la  terre des pylônes  

Les  pylônes  des  lignes  de  transport  d'énergie  sont  reliés  à des  prises  de  terre 

conçues  avec  grande  précaution  afin  de  leur  assurer  une  faible  résistance  [2].  

2.2.3.2.1 Configurations des prises de terre des pylônes  La prise de terre dǯun pylône est dimensionnée en fonction du type de ses fondations et 
de la valeur de la résistivité du sol, pour obtenir une résistance de terre � à ͷͲ Hz 

inférieure à ͳͲ Ω pour les niveaux de tension HT ʹʹͲ kV. 

Ces valeurs ont été choisies de manière à limiter le nombre de défaillances des ouvrages 

HT par amorçage en retour à un niveau globalement acceptable sur le réseau et à 

permettre un fonctionnement correct des protections de distance (détection des 

défauts). 

En pratique, la résistivité du sol est mesurée avant la mise en place des pylônes. Si sa valeur est trop élevée pour permettre dǯobtenir avec les boucles une résistance de terre 
inférieure à ͳͲ Ω, la prise de terre est complétée par des conducteurs enterrés 

horizontalement (antennes) ou verticalement (pieux). 
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2.3 Environnement : Sol et Fondations Le comportement dǯun système de mise à la terre dépend beaucoup des caractéristiques électriques de son environnement immédiat, cǯest-à-dire du sol et des fondations. 

2.3.1 Nature du sol 

La nature des sols du territoire algérien est très variée. Elle dépend de la position géographique. Pour connaître précisément de façon locale la topologie dǯun terrain et la nature des différentes couches, on effectue des Ǯforagesǯ. Pratiquement cǯest difficile dǯexploiter dans le domaine qui nous intéresse. Il existe de nombreux types de sol et les 

caractéristiques électriques correspondantes ne sont pas évidentes à déterminer.  De plus, pour des raisons financières, il nǯest pas raisonnable dǯenvisager de réaliser un 
forage avant chaque installation dǯun pylône ou poste. Pour le dimensionnement dǯun 
système de mise à la terre, on se contente donc en pratique de mesurer localement les 

paramètres électriques du sol. 

Le comportement électrique du sol est caractérisé par les trois grandeurs suivantes : 

 sa résistivité ; 

 sa permittivité ; 

 sa perméabilité. 

2.3.1.1 Résistivité 

Les propriétés de conduction de sol sont importantes, en particulier sa résistivité 

spécifique qui est l'un des principaux facteurs qui déterminent la résistance d'une 

électrode de terre. La résistivité électrique du sol, notée ɏ, dépend de la densité de 
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porteurs libres (ions) et est donc très étroitement liée à plusieurs facteurs [3, 4]. Ces  

principaux facteurs  sont: 

 Le  type du sol  (par exemple : l'argile, limon, grès et de granit) : la compaction du 

sol aura une incidence sur la résistivité car un sol meuble est moins conducteur 

par rapport à un sol compacté avec le même contenu [5]. 

 La dimension des grains.  

 La porosité. 

 Le pourcentage d'eau contenu dans le sol : L'augmentation de l'humidité relative 

du sol de quelques pour cents à quelques dizaines de pour cents amène une 

réduction de la résistivité par un facteur de dix. 

 Le pourcentage d'acide et de bases : la présence de produits chimiques, est 

également importante d'un point de vue corrosif, ils peuvent augmenter la 

corrosion de l'électrode métallique [6]. 

 La température : une augmentation de la température à 100° C cause  

l'évaporation de l'eau du sol et ainsi une diminution de  la résistivité du sol.  Par 

contre une diminution de la température au-dessous de 0°C, comme le cas des 

régions  froides,  la conductivité du sol  diminue  et  ainsi  un  accroissement  

rapide  de  la  résistivité  se produit.  �n général, plus le sol nǯest humide et mieux il conduira lǯélectricité [͹]. Un autre facteur dont il faudra tenir compte est la caractéristique de lǯélectrode de mise à la terre : la matière, la forme, la profondeur dans le sol, le nombre dǯélectrodes, la structure, … 

Un tableau récapitulatif des valeurs de résistivité mesurées en ͷͲ Hz pour les 

principaux sols est illustré au tab.2.1.  
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Type de sol 

 

Résistivité ɏ ሺΩ.mሻ 

Plage de valeurs 
Valeur 

moyenne 

Argile,  sol  tourbeux,  sol  organique,  sol 

végétal, humus, sol marécageux 
2 à 200 40 

Argile  sablonneuse.  argile  poussiéreuse, 

sol blanc, marne sablonneuse 
30 à 260 100 

Sable  argileux  et  poussiéreux,  sol  blanc 

composé d'argile sablonneuse 
50 à 600 200 

Sable.  gravier.  sol  blanc  composé  de  

sable et de gravier 
50 à 3000 400 

Sable et gravier sec au-dessous de 3 m de 

profondeur 
50 à 50 000 1000 

Sol pierreux 100 à 8000 2000 

Sol rocheux 1000 à 20 000 10 000 

béton : 1  part  de  ciment  +  3  de sable 50 à 300 150 

1 part de ciment + 5 parts de gravier 100 à 8 000 400 

Tab. 2.1 La résistivité de divers types de sol [6]. 

2.3.1.2 Permittivité La permittivité dǯun matériau, notée �, caractérise son comportement diélectrique. Elle 

est en fonction de la permittivité propre des différents composants du sol et de leur 

proportion.  

2.3.1.3 Perméabilité 

On considère que le sol est constitué de matériaux amagnétiques (ce qui se vérifie 

toujours en pratique, sauf dans le cas de quelques roches riches en oxyde de fer comme 
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la magnétite). Sa perméabilité relative ߤ est donc égale à 1 et nous ne considérerons 

plus ce paramètre dans la suite. 

2.3.2 Variation fréquentielle des paramètres électriques du sol 

2.3.ʹ.ͳ Phénomène dǯionisation Dans la plupart des publications, lǯinitiation du processus de dégradation du sol est 
considérée principalement en raison de considérations électriques. Ce processus 

commence lorsque l'amplitude du champ électrique dans le vide entre les grains du sol 

devient suffisamment élevée pour ioniser l'air dans le vide [8-10].  

Snowden et al [8] ont réalisé des essais de plaque parallèle AC pour mesurer le constant 

diélectrique relatif pour les sols humides et secs. Il a été constaté que, à 50 Hz, la 

constante diélectrique relative du sol avec une teneur en eau de 4% est supérieur à celui 

du sol sec et dépend de la fréquence. 

Flanagan et al [9] ont réalisé une série de tests sur des échantillons de sable très fin, 

dans d'une chambre cylindrique. Ils ont utilisé des sources d'impulsion allant jusqu'à ͳͲͲ ݇� avec un temps de montée de ͳ͹ ݊ݏ. Il a été observé que lorsque l'échantillon a 

été immergé dans l'hexafluorure de soufre (SF6), la valeur du champ de claquage est de 

l'ordre de 2.5 fois plus élevé que dans  l'air atmosphérique. Par contre dans un sol sec la 

valeur du champ de claquage est de lǯordre de ʹ.ͷ fois plus grandes que pour un sol avec 

une teneur en humidité de 4,5%. 

Les deux chercheurs Liew et Darveniza [11] ont proposé un modèle dynamique des 

caractéristiques d'impulsion de terre pour expliquer le comportement de l'électrode de 

terre soumis à une forte impulsion de courant. Le modèle, composé de trois zones    

"non-ionisation, ionisation et zones dé-ionisation". La zone de non-ionisation 
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représente un état de résistivité constante avec l'augmentation de la densité de courant, 

la zone d'ionisation représente la situation lorsque le courant dépasse la densité de 

courant critique, où la rupture se produit vers le bas en même temps que la résistivité 

décroît de façon exponentielle et la zone dé-ionisation correspond à l'augmentation de 

la résistivité du sol vers sa valeur à l'état stable de façon exponentielle comme illustré 

dans la Fig.2.3.  

 

Zone 
dǯionisation  

Zone 
dé-ionisation 

Zone 
Non ionisation 

Résistiv
ité, ɏ 

a 

b 

c 

ɏ0 

 

Fig.2.3 Profils de résistivité en modèle de résistance dynamique [11]. 

Un modèle en couches constituée des couches élémentaire a été utilisé pour simuler les 

trois zones pour une électrode, comme le montre la Fig. 2.4. Dans ce modèle, les 

paramètres de la résistivité du sol non-linéaire sont représentés en fonction du temps et 

le rayon de l'électrode.  

Jc J 
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Fig. 2.4 Modèle simplifié de la résistance dǯune électrode enterrée [11]. 

2.3.ʹ.ʹ �valuation de lǯintensité critique du champ électrique (Ec) 

Un paramètre clé dans la représentation du seuil d'ionisation dans le sol est l'intensité 

critique du champ électrique�௖ . Il est le produit de la résistivité du sol mesurée ሺߩሻ et la 

densité de courant ሺܬሻ à la surface de l'électrode où la distribution du courant uniforme, 

donnée par cette relation �௖ =   .ܬߩ

Un grand nombre d'études [11-18] ont été menées pour déterminer la valeur limite �௖  

du champ électrique dans le sol au-delà de laquelle il y a ionisation. Ces études ont 

donné des valeurs de l'ordre de 1,3 à 18,5 kV/cm. �௖  est généralement considérée 

comme l'amplitude à l'instant où la caractéristique électrique ܫ = ݂ሺ�ሻ commence à 

devenir non linéaire. 

Berger [13] a effectué un essai de choc sur des électrodes sphériques dans plusieurs 

types de sol, l'intensité du champ critique a été jugée dans une plage de 2,5 à ͵ ݇�/ܿ݉.  

D'autres expériences ont été menées par Petropoulous [14] sur des électrodes 

hémisphériques, de 5 et ͵ ܿ݉ de diamètre ont été placés dans un récipient en cuivre 
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hémisphérique, de rayon ͵Ͳ ܿ݉, remplis de terre et tamisé avec des grains de diamètre 

maximum de 2 mm, la teneur en eau était de 5,9% et la résistivité était de ͳ͵ʹ Ωm. Dans 

ce cas, le champ électrique critique était ͺ.͵݇�/ܿ݉. 

Des expériences de laboratoire de test de haute tension ont été réalisées afin de 

déterminer la valeur critique du champ électrique dans le sol par Srisakot et al. [19]. La 

cellule de test se compose d'un récipient hémisphérique rempli de grain du sol moyen 

de différentes teneurs en eau du sol et l'électrode hémisphérique actif placé au milieu. 

Le champ électrique critique était ͷ.͸݇�/ܿ݉. Cette valeur critique a été prise lors du 

deuxième pic de courant a commencé de se produire. Ce pic est dû à l'ionisation du sol.  

2.3.2.3 Paramètres électriques et fréquence Dans les études consultées, dont lǯouvrage de référence de Sunde [ʹͲ], on considère que 
les paramètres électriques du sol sont constants pour les fréquences qui nous 

concernent (de Ͳ Hz à quelques Méga Hertzሻ. Seuls les auteurs qui sǯintéressent à des 
fréquences de lǯordre du giga Hertz sǯaccordent à noter une variation significative des 
paramètres électriques du sol avec la fréquence [21]. 

En marge de cette remarque, en [22] une étude qui tend à prouver que ߩ et � varient sur [ͲHz; ͳMHz]. Dǯaprès cet auteur, ces paramètres augmentent avec la fréquence ݂  

suivant une loi de la forme: 

ߩ = ͳሺߙଵ + ଶ�ఈయሻߙ   �� = ସ�ఈయߙ  (2.1) 

Avec : ω=ʹɎf 
 Les constantes α1, α2, α3, et α4 sont obtenues dans [22] à partir de mesures. 
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2.4 Méthode dǯamélioration de la résistivité du sol 
La résistivité naturelle de certains sols est parfois si élevée qu'il est presque impossible 

d'obtenir une résistance satisfaisante avec les prises de terre.  

Pour réduire cette résistance, le sol peut être traité chimiquement par l'addition de 

certains éléments tels que le sulfate de magnésium, le sulfate de cuivre, le charbon, le 

sel, le chlorure de sodium, le chlorure de calcium, la limaille de fer, enrobage de béton et 

ainsi de suite. Divers autres additifs, y compris un mélange d'eau et de graphite, ont 

également été essayés. La réduction de la résistance de terre et le choix ultime 

dépendent du coût, de la disponibilité et de la résistance à la corrosion. 

Remarque : 

La norme CEI 62305-3 [23] recommande les matériaux à utiliser comme électrode de 

mise  à la terre et  les risques  de corrosion en présence dǯautres matériaux dans le sol, pour les mises à la terre dǯautres produits sont  disponibles  sur le marché  pour ce faire. 

Dans tous les  cas, il faut éviter une solution tendant à réduire  les performances de la 

mise à la terre avec le temps. 

Le principal désavantage de la plupart des traitements chimiques est qu'ils attaquent et 

corrodent la plupart des métaux. Il permet d'accroître les dimensions apparentes de la 

prise de terre métallique elle-même et il entraîne une forte réduction de la résistance à 

la terre, souvent d'au moins ͳͷ − ͻͲ%. Le sulfate de magnésium et le graphite n'ont 

presque pas d'effets corrosifs, mais d'autres additifs accélèrent généralement l'usure 

des prises de terre. Un autre désavantage consiste dans la plupart des traitements 

chimiques dissipés et transportés au loin par le drainage naturel dans le sol, le taux de 
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cette dissipation dépendant du type et de la porosité du sol, ainsi que des précipitations. 

La durée utile de ce traitement chimique peut varier entre 2 et 5 années ou plus. 

Des nombreuses solutions existent mais il nous faudra choisir celles qui minimisent le 

coût des installations, tout en respectant les normes. Dans les paragraphes qui suivent, nous allons énumérer ces différents moyens et évaluer lǯimpact de lǯamélioration des résistivités des mises à la terre quǯils permettent. 
Plusieurs chercheurs [24-28] proposent une technique  permet  dǯentourer  lǯélectrode  de terre dǯune couche de matière peu résistive (Fig.2.5).  

 

Matière de faible résistivité 

rm 

Electrode 

L 

 

Fig.2.5 Ajout dǯune matière de faible résistivité autour de lǯélectrode. 
Cette matière ne devra pas causer une corrosion aux piquets métalliques (qui sont 

souvent en cuivre ou en acier inoxydable). Plusieurs produits de faible résistivité sont 

utilisés (la bentonite par exemple). La matière qui conviendrait et coûte moins cher 

dans les régions tropicales est le charbon de bois. 

La réduction de résistance justifie l'intérêt de bentonite. Fagan et Lee [29] ont 

développé la relation analytique (2.2) pour évaluer la résistance dǯune électrode 
verticale. 
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�௠ = ͳʹ݈ߨ ௠ߩ} [݈݊ ቀݎ௠ݎ ቁ] + ߩ [݈݊ (Ͷ݈ݎ௠) − ͳ]} (2.2) 

où ݈ est la longueur du piquet, ߩ la résistivité du sol, ߩ௠ est la résistivité de la matière autour de lǯélectrode, ݎ le rayon de lǯélectrode et ݎ௠ le rayon de la matière autour de lǯélectrode. 
La résistivité électrique du charbon de bois a été évaluée avec des résultats dans 

plusieurs références.  

Lev Weiner [30] indique que les mesures effectuées sur un échantillon de la poudre de 

charbon de bois  avaient donné une résistivité assez faible de quelques ohmmètres, 

dépendant de lǯespèce du bois utilisée pour fabriquer le charbon de bois. Il est donc 

intéressant de faire usage de la poudre de charbon de bois autour des piquets de terre 

car la résistivité diminue avec la diminution de la taille des grains.  

S.Keith [31] propose une méthode de réduire la résistivité du sol et dǯaugmenter la 
teneur en humidité du sol (augmentation de la teneur en humidité de 5 à 10% abaisse la 

résistivité de façon significative). Une autre façon d'abaisser la résistivité est de traiter 

le sol avec le sel infiltré dans le sol (sulfate de cuivre, le magnésium le sulfate ou 

chlorure de sodium) [31]. Cette méthode est plus durable et plus pratique que la 

précédente car elle implique beaucoup moins de travaux d'entretien. 

Jinliang He et GangYu [32] ont proposé une technique  basée sur les trous profonds dans 

le sol Fig.2.6. Cette nouvelle technique a été appliquée dans  les zones où  la  terre contient beaucoup dǯeaux souterraines. Le puits de sol est formé par un tube métallique 

avec des ouvertures latérales qui permettent la pénétration dǯeau  souterraine,  qui  a  la  capacité  de  recueillir  lǯeau  et  de mouiller lǯenvironnement au  tour de sol. Le principe 
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des trous profonds est pour diminuer la résistivité de la région du sol entourant la mise 

à la terre, les eaux souterraines se déplacent sur le sol profond sous pression, et donc de 

diminuer la résistance de mise à la terre. Cette technique a été appliquée à un système 

de mise à la terre et un bon effet a été obtenu. 

 

 

 

 

 

Fig.2.6  Prise de terre avec trous profonds [32]. 

Les chercheurs Qingbo Meng, Jinliang He et F. P. Dawalibi [33] ont développé la 

méthode d'explosion pour le cas des mises à la terre dans les régions du sol à très haute 

résistivité. Cette méthode nécessite trois étapes:   

 forer des trous profonds dans la terre dans les coins de la région de la mise à la 

terre. 

  faire des nombreuses fissures dans le sol à lǯaide des explosifs (par exemple 

les dynamites) dans les trous; 

 remplies les trous par des matériaux de faible résistivité (matériaux 

d'amélioration de la mise à la terre) sous pression.  

Ainsi, une structure en arbre d'un matériau à faible résistivité est formée sous la région 

de mise à la terre. Dans la phase finale, la partie supérieure des arbres sont connectés à 

Trou dǯaération Tube dǯacier 

Remplies de poudre de 

carbone  

Trou perméable 

La terre 

Sol avec lǯeau 
saturée  
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la grille de mise à la terre. La structure résultante des électrodes en forme d'arbre est 

donnée à la Fig.2.7. 

Grid horizontal Electrode verticale 

�issures dǯexplosion  

 

Fig.2.7  Réseau de terre avec des fissures de faible résistivité [33]. 

Les  éléments de traitement chimique du sol sont coûteux et l'amélioration obtenue par addition de ces éléments nǯest pas particulièrement important lorsque la profondeur de 
l'électrode est faible. Par conséquent, E.Yousif et A.Salim [34] ont proposé une méthode 

qui utilise l'eau de la mer morte à la place de ces éléments. Dans cette approche, l'eau de 

la mer morte est ajoutée dans un trou autour de l'électrode à une distance nǯexcédant 

pas 10 cm jusqu'à un niveau de 30 cm de la surface du sol (Fig. 2.8).  

 

Fig.2.8 Ajout de l'eau de la mer morte au trou du système de mise à la terre [34]. 
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Pour réduire encore la résistance de terre, ils ajoutent l'eau de la mer morte avec 

charbon et de limaille de fer comme le montre la Fig.2.9. Le charbon et limaille de fer ne 

sont pas chers et en plus sont disponibles. Ainsi, l'eau de la mer Morte doit être 

renouvelée tous les deux années en fonction de la porosité du sol et la quantité de pluie. 

 

Fig.2.9 Ajout de l'eau de la Mer Morte avec du charbon et de 

la limaille de fer dans le trou du système de mise à la terre [34]. 

2.5 Mise à la terre dans le sol non homogène  �n  pratique,  la  résistivité  du  sol  nǯest  pas  homogène,  le  sol  est  constitué  de  
plusieurs couches de résistivités différentes. Ce paragraphe a pour but de donner la modélisation des sols en couches dans  le but dǯévaluer  la  résistance et  les autres 

paramètres des mises à  la terre.  

En général, les modèles du sol uniforme et à deux couches de résistivités différentes, 

sont les plus utilisés [35-38], mais pour plus de précision dans les calculs des mises à la terre, il est judicieux dǯadopter le modèle de sol à plusieurs couches de résistivités 

différentes. 
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2.5.1. Sol en deux couches de résistivités différentes  

La modélisation du sol en deux couches de résistivités différentes est la plus utilisée 

dans les calculs de mise à la terre.  

Couche supérieure ሺɏ1) 

Couche profonde ሺɏ2) 

h 

Surface du sol 

 

Fig. 2.10 Sol en deux couches de résistivités différentes. 

Depuis plusieurs dizaines dǯannées, des formules simples ont été  développées  pour  calculer  la  résistance  dǯune mise  à  la  terre  en modélisant  le  sol en deux  couches. 

Tagg [3] établira une relation de la  résistivité  apparente  du  sol, donnée  par  la  

relation  suivante : 

ሺܽሻߩ = ଵߩ ( ͳ + Ͷ∑ ௡√ͳܭ + ቀʹ݊ ℎ௔ቁ௡ − ௡√Ͷܭ + ቀʹ݊ ℎ௔ቁ௡)  (2.3) 

ܭ = ଶߩ − ଶߩଵߩ +  ଵ (2.4)ߩ

avec : ܽ : la distance entre les électrodes de terre lors de la mesure,  ℎ : la profondeur de la couche supérieure de résistivité ɏ1,  ܭ௡  : coefficient de réflexion, donné par la relation suivante,  ߩଵ : la résistivité de la couche supérieur du sol. ߩଶ : la résistivité de la couche profonde du sol. 
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Une autre méthode est proposée par Rajab I [36, 37]. Cette méthode basée sur la 

méthode des expressions finis de résistivité de Wenner. L'expression de série infinie de 

résistivité apparente est donnée par l'équation suivante : 

௔ߩ = ଵߩ [ͳ + Ͷ ∑ ∞௡ܭ
௡=ଵ ቆ ͳ√ͳ + ሺ݊ℎ ܽ⁄ ሻଶ − ͳ√Ͷ + ሺ݊ℎ ܽ⁄ ሻଶቇ] (2.5) 

Lǯexpression finis pour une résistivité ɏa Lorsque ɏ2<ɏ1, ߩ௔ = ଶߩ + ሺߩଵ − ଶሻ[ʹ݁−௕ሺ௔ሻ௔ߩ − ݁−௕ሺଶ௔ሻ௔ሻ] (2.6) 

où: 

ܾ = ͳℎ [ܾ௠ − ሺܾ௠ − ଵܺሻ݁−�మ௔/ℎ] (2.7) 

ܾ௠ = ܺଷ − ܺସ 5�(ଵߩଶߩ)
 (2.8) 

Les valeurs de X1, X2, X3 et X5 sont respectives 0.673191, 0.479513, 1.33335, 0.882645 

et 0.697106. 

2.5.2 Sol en plusieurs couches de résistivités différentes  

Cette  modélisation  de  sol  en  différentes  couches  (elles  peuvent  être  verticales  ou 

horizontales)  requiert  des  méthodes  numériques  ou  graphiques  car  les  méthodes 

analytiques  sont  limitées.   

On  peut aussi considérer le sol comme  uniforme  en  lieu  et  place  du  sol  en  plusieurs 

couches de résistivités différentes. La résistivité apparente ߩ௔ du  sol  supposée 

homogène peut, dans ce cas, être trouvée par les deux relations suivantes [38].  

௔ߩ = ௔ሺଵሻߩ + ௔ሺଶሻߩ + ௔ሺଷሻߩ + ⋯+ ௔ሺ௡ሻ݊ߩ  (2.9) 
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Où ߩ௔ሺଵሻ, ,௔ሺଶሻߩ ,௔ሺଷሻߩ … ,  ௔ሺ୬ሻ sont les résistivités de ݊ différentes couches du solߩ

mesurées avec la méthode de quatre électrodes.   

௔ߩ = ௔ሺ௠௔�ሻߩ + ʹ௔ሺ௠�௡ሻߩ  (2.10) 

Où ߩ௔ሺ୫axሻ et ߩ௔ሺ୫i୬ሻ sont les  valeurs respectivement maximale et minimale de la 

résistivité des différentes couches du sol. 

2.6 Méthodes numérique de modélisation des systèmes de mise à la terre 

Plusieurs méthodes expérimentales et théoriques du comportement transitoire des 

systèmes de terre sous les coups de foudre ont fleuri pour la première fois en 1934 par 

des travaux de Bewley. 

Son travail a été une partie de la recherche pour la protection des systèmes électriques contre la foudre, o‘ il a tiré l'impédance dǯentrée au point d'injection pour une tension 
appliquée (échelon unité). Cette impédance, comme indiqué dans l'équation (2.11) a été dérivée en se basant sur l'hypothèse que lǯélectrode de terre est une ligne de 
transmission à long perte [39]. 

Zc ሺtሻ = ͳ Glc {ͳ − ∑ ͺe−δ୲ሺʹK − ͳሻଶʹɎଶ [cosω୏t + ( GͶω୏C − ω୏CG ) sinω୏t]∞
୏=ଵ }⁄  (2.11) 

ω୏ = ͳʹ√ሺʹK − ͳሻʹɎଶLClcଶ − GଶCଶ   et δ = GʹC (2.12) 

௖ܫ   est la longueur dǯélectrode de terre. �, L et C sont les valeurs par unité de longueur de la conductance, de lǯinductance et de la capacitance dǯélectrode respectivement. Lǯimpédance transitoire de la prise de terre commence avec un effet dǯimpédance initial 
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୐C et se termine avec l'effet de la résistance de fuite finale  
ଵ�௟�, et le temps de transition 

entre ces deux effets dépend de la résistivité du sol et de la surtension.  

En 1943, Bellaschi et Armingtom [40], ont calculé analytiquement la tension de réponse 

transitoire des électrodes de mise à la terre au point d'injection pour des impulsions de 

courant avec des formes d'ondes différentes. Ils ont donnés les expressions de la tension 

développée au point d'injection par une série lentement convergentes. Pour une 

impulsion échelon ሺܫ = ͳሻ, la tension de choc au point d'injection est donnée par la 

relation suivante [41]: 

݁ሺݐሻ = ௧�ܫ [ͳ + ʹ ∑ ݁−�మ�మ����∞
௡=ଵ ] (2.13) 

Pour un courant de foudre de forme bi-exponentielle ܫሺݐሻ = ଴(݁−ఈ௧ܫ − ݁−ఉ௧), la tension au point dǯinjection est donnée par la relation suivante: 

݁ሺݐሻ = ଴ܫ [  
 √��ఈ�� ݁−ఈ௧݊ܽݐ√�௧ܮ௧ߙ − √��ఉ�� ݁−ఉ௧݊ܽݐ√�௧ܮ௧ߚ + ߙ − ௧ܮ௧ଶ�ߚ ∑ ݊ଶߨଶ݁−�మ�మ����ቀߙ − ௡మ�మ���� ቁ ቀߚ − ௡మ�మ���� ቁ

∞
௡=ଵ ]  

 
 (2.14) 

௧ܮ  est l'inductance de lǯélectrode, �௧ est la conductance de sol, ܫ଴ est la valeur crête du 

courant d'injection. ߙ et ߚ sont des constantes du courant injecté pour des différentes formes dǯonde. 
Ces modèles ont été limitées à des systèmes de mise à la terre simple, à savoir lǯélectrode simple. Pour les systèmes de mise à la terre complexes, telles que les grilles 

de terre importantes, seule l'analyse empirique de la réflexion pourrait être exploité 

dont Gupta et Thapar ont tentés en 1980 [41]. Ils ont trouvé à travers des expériences 

que la réponse de grilles de terre pour une injection de courant unitaire pourrait être 
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représentée par l'équation (2.14); ܮ௧ et �௧ sont les paramètres de lǯélectrode de mise à 

la terre, pour lesquels donna la méthode empirique de leur détermination pour le cas dǯune grille basée sur des résultats expérimentaux. 

Depuis des années, la puissance de l'ordinateur a considérablement augmenté, ce qui a 

accéléré presque toutes les recherches scientifiques et techniques dans des domaines 

complexes de résolution des problèmes pratiques fondées sur diverses méthodes 

numériques puissantes. Par conséquent, la modélisation du comportement transitoire 

complexe du système de terre soumis à un courant de foudre sǯest améliorée pour les 

raisons suivantes. 

 Les modèles antérieurs décrits dans la section précédente ont pris plusieurs reprises afin d'aboutir à des équations simples, mais avec lǯutilisation des 
méthodes numériques, la plupart des équations complexes peuvent être 

résolues ; 

 des systèmes complexes pratiques peuvent être modélisés facilement à cause 

de la grande mémoire et la vitesse de lǯordinateur. 
Du point de vue théorique, la plupart des modèles numériques développés pour 

l'analyse transitoire des systèmes de mise à la terre peuvent être classés comme suit: 

1. Modèle des circuits équivalents. 

2. Modèle hybride. 

3. Modèle des lignes de transmission (Transmission Line Method). 

4. Modèle électromagnétique  

             4.1. Méthode des éléments finis (Method of Finite Elément). 

             4.2. Méthode des moments (Method of Moments). 
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2.6.1. Méthode des circuits équivalents 

Un des modèles numériques souvent utilisé pour la modélisation du comportement 

transitoire de mise à la terre des systèmes à géométrie complexe est l'approche par 

circuit. Les étapes principales de cette méthode sont les suivantes : 

1.   Diviser le système de mise à la terre en des plusieurs segments. 

2. Créer le circuit équivalent regroupé pour chaque segment et calculer ses 

paramètres, tels que la self et la mutuelle ሺܮሻ, la capacitanceሺ�ሻ, la conductance ሺ�ሻet 

la résistance interne. 

3. Résoudre les équations nodales du circuit équivalent qui représente le système 

entier de terre basée sur les lois de Kirchhoff. L'équation nodale peut être présentée 

sous des formes différentes en fonction du circuit équivalent du système adopté à la 

terre. 

L'approche par circuit pour l'analyse transitoire du système de mise à la terre a été 

développée pour la première fois par Meliopoulos et Moharam en 1983 [42], ils ont 

utilisés des paramètres indépendants de la fréquence pour chaque segment, qui sont 

calculés sur la base de l'équation de Laplace  ∆ଶ� = Ͳ dans le milieu semi-infini de la 

terre. 
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Fig.2.11 Circuit équivalent d'une maille carrée de la grille. 

Plus tard, Meliopoulos et al [43] ont améliorés leur approche de circuit de mise à la 

terre pour les études de la foudre en calculant la réponse de chaque segment, de sorte 

que ses paramètres et le courant dépendent de la fréquence. Une technique de 

convolution récursive a été utilisée à cet effet. 

En 1989, Ramamoory et Narayanan [44] ont développés un circuit simplifié pour la 

grille de mise à la terre (Fig.2.11). Dans leur approche, après avoir divisé le système de 

mise à la terre entier en ݊ segments, chaque segment a été seulement représenté par un 

circuit regroupant les inductances propres et mutuelles (ܮ) et la conductance de fuite à 

la terre (�). Par conséquent, l'équation nodale de leur circuit équivalent du système de 

mise à la terre est donnée par lǯéquation (2.15). d[V]dt = [G]−ଵ {d[Iୱ]dt − [L]−ଵ[V]} (2.15) 

Où [�] et [ܫ௦] sont les vecteurs nodaux de tension et courant d'injection respectivement. 

[�] et [ܮ] sont les matrices nodales de conductance et d'inductance respectivement. Ce 

modèle néglige le couplage capacitif aussi.  
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En 1999, deux modifications sur le circuit basé sur les travaux de Meliopoulos [42, 43] 

ont été publiées par Geri [45] et Otero [46], respectivement, et les deux ont inclus les 

phénomènes d'ionisation des sols dans leurs modèles. Le circuit équivalent du système 

de mise à la terre par Otero [46] est montré dans la Fig.2.12. 

 

Fig.2.12 Circuit équivalent du système de mise à la terre par Otero [46]. Lǯéquation ሺʹ.ͳ6ሻ représente lǯéquation nodale pour ce circuit. �lle a été résolue dans le 
domaine fréquentiel, ce qui fut probablement la première tentative pour l'analyse 

transitoire du système de mise à la terre. [ܫ௦] = [�][�]௧[ܭ] + [ܻ][�] (2.16) 

Le circuit est facile à comprendre dans le sens que le comportement transitoire des 

systèmes complexe de terre est transformé en une simple analyse transitoire des 

circuits équivalents. Cette transformation rend le problème plus observable. Il peut 

facilement intégrer les phénomènes non-linéaires d'ionisation du sol. En outre, les 

circuits équivalents peuvent inclure tous le couplage mutuel entre les électrodes de terre. Cette théorie nǯest pas la mieux adaptée à tous les besoins car : 

 Les formules de décomposition ne sont en général validés que pour des configurations de terre simples ሺélectrode, grille,…ሻ ; 

Z 

Z 

Z 

Z 
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 Les phénomènes de propagation sur chaque élément sont négligés : on se trouve dans le cas dǯune approximation quasi statique, ce que nǯest pas nécessairement 

rigoureux en haute fréquence pour des systèmes étendus. 

2.6.2. Modèle des lignes de transmission (TL) 

Les modèles des lignes de transmission [47-58] sont basés sur lǯapproche des lignes de 

transmission (TL). Dans ce modèle, la grille de mise à la terre est considérée comme une ligne électrique ouverte à lǯune de ces extrémités, chaque segment est modelé par un 

circuit équivalent ߨ comme illustre dans La Fig.2.13. Certains modèles sont adaptés 

directement dans le domaine temporel, tandis que d'autres peuvent être résolus dans le 

domaine fréquentiel. Il est dominé que ces méthodes sont les moins précises des trois 

précité. Dans le même temps, ils ont extrêmement de calcul efficace et relativement 

facile à formuler. 

G/2 C/2 

R L 

G/2 C/2 G/2 C/2 G/2 C/2 

R L 

 

Fig.2.13 Modèle des lignes de transmission. 

Verma et Mukhedkar [48] appliquent le concept des lignes de transmission sur lǯélectrode horizontale de terre, ce qui a été décrit par les deux équations du 

télégraphiste. ݀ܫሺ�, ݆�ሻ݀� = −ܻ�ሺ�, ݆�ሻ (2.17) 
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݀�ሺ�, ݆�ሻ݀� = ,�ሺܫܼ− ݆�ሻ (2.18) 

Cet article porte avec une telle performance et établit une expression analytique simple 

pour déterminer l'impédance dǯimpulsion d'un fil de terre enterré à une décharge 

courte impulsion, en tenant compte de ses paramètres comme la résistance métallique, 

inductance, etc. � est la résistance interne linéique de lǯélectrode, S étant sa section, L est lǯinductance 
mutuelle, � et � sont la capacité et la conductance de terre respectivement. 

La constante de propagation est donnée par la relation : ߣ = √ܼܻ = √ሺ� + �ሻሺܮ�݆ + ݆��ሻ (2.19) Lǯimpédance de propagation est donnée par la relation : 
ܼ଴ = √ܼܻ = √ሺ� + �ሻሺܮ�݆ + ݆��ሻ (2.20) 

Lǯimpédance de lǯélectrode de terre ܼ� est dans ce cas égale à lǯimpédance dǯentrée ܼ�௡, 

donnée par la relation : 

ܼ� = ܼ�௡ = ܼ଴ ܼ� + ܼ଴݊ܽݐℎሺ݈ߛሻܼ�݊ܽݐℎሺ݈ߛሻ + ܼ଴ (2.21) 

Lǯélectrode est alors modélisée comme une ligne de transmission ouverte à lǯextrémité. 

Lǯimpédance de charge tend alors vers lǯinfini ܼ� →∞. La relation (2.21) devient : ܼ�௡ = ܼ଴ܿݐ݋ℎሺ݈ߣሻ (2.22) 

Cette approche nǯest pas la mieux adaptée à une structure complexe, pour laquelle le 

nombre de lignes devient important et les paramètres �, ܮ, � et � devient difficiles à 

évaluer sans passer par une modélisation par éléments finis. On préférera alors les 

modèles de type électromagnétique, qui sont les plus rigoureux au niveau théorique. 
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2.6.3. Approche hybride 

Le mot «hybride» signifie que cette approche est une combinaison des deux approches 

celle de champ électromagnétique et celle des circuits équivalents [59-63].  

Papalexopoulos, A.D [59] présente une approche basée sur le concept de ligne de 

transmission et la méthode des éléments finis.  

Le système de mise à la terre entière devrait être divisé en n segments de petite taille. 

Le champ électrique en tout point est donné par (2.23), qui ont été dérivé à partir des 

équations de Maxwell complète. � = �݀ܽݎ݃− − ݆��⃗ (2.23) �⃗ est le potentiel vecteur magnétique et V est le potentiel scalaire V le long de chaque segment k. Lǯéquation ሺʹ.ʹ3) peut être transformée comme suit : 

ܼ�௞ܫ௞ + ∑ሺ�௞ − ��ሻ + ݆�௡
�=ଵ ∑ ∫ �̅�௞݈݀�� = Ͳ௡

�=ଵ  (2.24) 

ܼ�௞ est l'impédance série interne du segment ݇ ; �௞ et ��  sont les potentiels des 

segments ݇ et ݅. L'équation (2.22) peut être réécrite sous la forme suivante : 

ܼ�௞ܫ௞ + ∑ሺ� − �ሻ�௞ܫ�௞ + ݆�௡
�=ଵ �ܫ௞�ܮ∑ = Ͳ௡

�=ଵ  (2.25) 

Le mérite de l'approche hybride vient du fait de l'influence de fréquence sur les 

impédances internes, les composants inductifs et capacitifs de conducteur sont inclus, 

ce qui rend que cette approche plus précise que l'approche de circuit classique, surtout 

lorsque la fréquence de la source d'injection est élevée. 

 

http://ieeexplore.ieee.org/search/searchresult.jsp?searchWithin=p_Authors:.QT.Papalexopoulos,%20A.D..QT.&searchWithin=p_Author_Ids:37282131200&newsearch=true
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2.6.4. Modèle électromagnétique Lǯapproche de champ électromagnétique [28, 29], [64-73] est la méthode la plus 

rigoureuse pour la modélisation du comportement transitoire du système de mise à la 

terre, car elle résout les équations de Maxwell avec un minimum dǯapproximation. Du 

point de vue de la formulation du problème, elle peut être considérée en tant que 

différentiel, intégral, et intégro-différentiel. Cette approche peut être mise en �uvre soit 
par la méthode des moments (MoM) ou par la méthode des éléments finis (FEM).  Dans le but dǯanalyser le comportement transitoire dǯun réseau de mise à la terre et de 
quantifier par le calcul de champ électromagnétique émis par ce dernier, L. Grcev [68] 

propose une approche basée sur la théorie des antennes en utilisant la méthode 

numérique dite des moments. Le formalisme des antennes est classiquement dédié à lǯétude des dispositifs électromagnétiques en fréquentiel.  Afin dǯétudier le problème de rayonnement en régime transitoire dǯune prise de terre, en utilisant le formalisme des antennes, L. Grecv [͸͸] propose dǯutiliser des 
transformations temps-fréquence et inversement.  Pour traiter ce problème, lǯauteur [68] considère les hypothèses suivantes : 

 la terre est supposée homogène et forme avec lǯair une interface plane ; 

 les conducteurs de terre sont sujets à lǯapproximation des fils minces ; 

 Le courant injecté est supposé fourni par un générateur idéal ; 

 le courant longitudinal à lǯextrémité ouverte du conducteur est imposé nul. Lǯinjection de courant est de forme arbitraire, et se fait par un générateur supposé idéal dont lǯun de ses bornes est connecté au système de terre. Lǯauteur rejeté à une terre à lǯinfini. 
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Il consiste à déterminer la distribution du courant dans un réseau enterré pour une 

excitation harmonique. Le champ électrique est calculé dans le cas où le réseau est 

considéré comme étant plongé dans un milieu conducteur infini, puis une correction est 

apportée à ce calcul afin de tenir compte de lǯexistence des deux demi-espaces (air et 

sol). Les détails de lǯapproche sera présenter et discuter dans le chapitre qui va suivre 
(chapitre trois). 

La méthode des éléments finis (MEF) font partie des méthodes différentielles a été 

largement développée dans le domaine de la mécanique pour analyser des problèmes 

de matériaux et de structures. Elle a ensuite été utilisée en électricité pour résoudre des 

problèmes non homogènes et de géométrie complexe.  

Une autre approche du champ électromagnétique pour l'analyse transitoire du système 

de mise à la terre est développée en utilisant la méthode des éléments finis (FEM) sont 

basées sur le principe de minimiser l'énergie dans le système.  

La difficulté de cette approche [7 3] est de transformer les frontières ouvertes de l'air et 

l'environnement terrestre en un problème de frontière fermée en utilisant une transformation spatiale, ce qui va réduire la taille du problème. Lǯavantage principal de 
cette approche basée sur les champs électromagnétiques FEM est que le discrétisation 

du domaine (géométrie ou le milieu) du problème peut être très flexible non-uniforme 

des correctifs ou des éléments qui peuvent facilement décrire des formes complexes. 

C'est la raison pour laquelle les ionisations des sols peuvent facilement être incluses. 

Cependant, cette méthode est encore plus compliqué à comprendre que celui qui est 

basé sur la méthode des moments. 
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2.7 Conclusion 

Ce chapitre sǯest intéressé à exposer l'essentiel des notions théoriques rencontrés dans 

ce domaine. 

En premier, la notion de système de mise à la terre a été introduite brièvement ainsi que 

les différentes modes de couplage qui constituent la principale notion dans notre étude. 

Dans ce premier chapitre une identification des paramètres qui peuvent influencer le comportement dǯun tel système, en particulier la nature du sol environnant, la nature 
des fondations de la structure, est présentée. 

Enfin, nous conclurons ce chapitre par un bref examen des méthodes disponibles pour 

l'analyse du comportement transitoire des systèmes de mise à la terre. 
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Chapitre 3 

Comportement fréquentiel des systèmes de   

mise à la terre 
 

 

3.1 Introduction 

Il est connu en électromagnétisme que le calcul du champ électromagnétique rayonné 

(émission) par une antenne excitée par un générateur ou le calcul des courants induits 

(réceptionሻ par une onde électromagnétique sur une antenne par résolution dǯune 
équation intégrale en champ électrique ou en champ magnétique dans une large gamme 

de fréquence est le formalisme le plus rigoureux. 

Ce formalisme fréquentiel dit « des antennes », consiste à résoudre une équation intégrale par une technique numérique connue sous lǯappellation de la méthode des moments. �lle est par ailleurs bien simplifiée lorsquǯil sǯagit de dispositifs de natures 
filiformes. Actuellement des logiciels (NEC, FEKO, …ሻ sont commercialisés et permettent 
la modélisation de nombreux dispositifs électriques. Dans ce chapitre, nous proposons un exposé de lǯessentiel de ce formalisme en lǯadaptant théoriquement à lǯanalyse dǯune structure filaire excitée par un générateur de 
courant ou agressée par un champ électrique excitateur. Dǯautre part, nous présentons une validation du modèle exposé pour des installations 

de mise à la terre, avec ceux que nous obtenons en utilisant logiciel NEC-4 (qui utilise le 

formalisme des antennes et la méthode numérique dites des moments). 
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3.2 Théorie des antennes  La méthode des équations intégrales, connue aussi sous lǯappellation de théorie des 

antennes, est basée sur la résolution des équations de Maxwell, dans les domaines temporel ou fréquentiel, sous forme intégrale, dont lǯinconnue est la densité de courant 
[74], et échantillonnée par des éléments finis de frontières. Cǯest une formulation surfacique. Il sǯagit de déterminer les champs à partir des charges et des courants.  
Dans la formulation intégrale, le champ électrique produit par les courants de surface 

est remplacé par son expression en termes de fonctions de Green, celles-ci nǯétant autre 
que les solutions de la densité de courant. Cette méthode consiste à déterminer les distributions de courant induit à la surface dǯune structure illuminée par une source 

connue, en mettant sous la forme dǯune équation intégrale la relation entre les courants 

induits, la fonction de Green et la source. Elle implique donc de connaître la (ou les) sourceሺsሻ de champ pour déterminer les distributions de courants à la surface de lǯobjet. 
Une procédure numérique, basée généralement sur la méthode des moments (MoM) 

doit ensuite être appliquée pour déterminer la solution des équations intégrales. �ne des caractéristiques principales de cette méthode est de réduire dǯun degré la dimension ሺspatialeሻ dǯun problème. Lǯétude dǯune structure volumique se résout par 

une approche surfacique ce qui rend cette méthode particulièrement bien adaptée aux 

domaines finis en milieu infini. Déterminer le champ électromagnétique rayonné par un 

objet dans un certain volume de calcul revient à échantillonner la surface de cet objet et 

à déterminer les courants circulant sur cette surface, ce qui permet ensuite de trouver le champ électromagnétique rayonné par la structure dans tout lǯespace [75]. Une 
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formulation portant non plus sur les surfaces mais sur les interfaces de la structure peut être établie, cǯest la méthode des éléments de frontière ሺB�Mሻ [76]. 

Par rapport aux méthodes volumiques, ce type de formulation ne rencontre pas de problème de troncature du domaine ni de conditions aux limites dǯespace ouvert. Ces 

méthodes sont donc mieux adaptées aux problèmes de propagation en milieu infini. 

Cependant elles nécessitent un traitement de résolution plus lourd que les méthodes volumiques car elles génèrent des systèmes dǯéquations linéaires complexes et pleins à lǯinverse des méthodes volumiques dont les systèmes sont relativement creux.  �n théorie des antennes trois types dǯéquations intégrales sont proposées dans la 
littérature : 

 lǯéquation intégrale en champ électrique ¨��I�¨ (Electric Field Integral Equation) ; 

 lǯéquation intégrale en champ magnétique ¨M�I�¨ (Magnetic Field Integral 

Equation) 

 lǯéquation intégrale mixte ��I�-MFIE 

Cette dernière (EFIE) est bien adaptée pour les structures dites à fils minces de petit 

volume, tandis que le MFIE, qui échoue pour le cas de fil mince, et plus attrayante pour les structures volumineuses ayant de grandes surfaces lisses. Lǯ��I� peut également 
être utilisé pour modéliser des surfaces et elle est utilisée pour représenter des surfaces 

de grilles métalliques avec un succès raisonnable. Pour une structure composée de fils minces et de surfaces lǯ��I� et M�I� sont couplés pour donner l'équation hybride ��I�-

MFIE [77]. Dans ce qui va suivre nous donnons quelques détails sur la détermination de lǯéquation 
intégrale en champ électrique dans son concept général, sa simplification dans le cas des 
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fils minces, sa formulation dans le cas dǯun réseau enterré et enfin sa numérisation par 

la méthode des moments [78]. 

3.2.1 Lǯéquation intégrale en champ électrique dans le cas général 

Soit un corps métallique de densité volumique de courant ⃗ܬ et de densité volumique de 

charge ߩ� constituant une source dǯun champ électromagnétique rayonné dans le milieu 

environnant, homogène, isotrope, conducteur et infini. Le potentiel dǯHertz doit satisfaire lǯéquation de propagation vectorielle suivante : 

ΔΠ⃗⃗⃗ + kଶΠ⃗⃗⃗ = − ͳjωε J⃗ (3.1) 

Dans un espace illimité à trois dimensions, lǯéquation de propagation se réduit à une équation scalaire. �ne solution élémentaire vérifie lǯéquation particulière ሺ͵.ʹሻ et la condition de rayonnement à lǯinfini. ∆ܩ + ݇ଶܩ =   ; est la fonction de Green :ܩ ; étant la distribution de Dirac :ߜ (3.2) ߜ−

Dans un espace à trois dimensions, la solution de cette équation se met sous la forme 

suivante : 

�ሺr⃗ሻ = e−ౠౡ|r⃗⃗|4π|r⃗⃗|  : fonction de Green pour un milieu infini.  

où : ⃗ݎ : est la distance entre un point source"ܵ"et un point dǯobservation « � » où est calculé 

le champ éclectique (Fig. 3.1). ܬ⃗)ݒ,  .représente le volume contenant toutes les sources : (ߩ
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Fig.3.1 Géométrie de la distribution volumique ݒሺ�⃗�,   ߩ�ሻ. 
Les solutions générales des équations de propagation sont obtenues en effectuant le produit de convolution dǯune solution élémentaire et du second membre de lǯéquation 
différentielle. 

Le champ électromagnétique (⃗⃗ܧ௥ ,  ௥) rayonné par le corps sǯécrit en fonction deܪ⃗⃗⃗

potentiel vecteur ⃗ܣ et du potentiel scalaire � comme suit : 

௥ܧ⃗⃗ = − ݐ߲߲ ܣ⃗ − ⃗⃗݀ܽݎ݃ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗∅ = ܣ݆⃗߱− − ⃗⃗݀ܽݎ݃ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗∅ (3.3) 

௥ܪ⃗⃗⃗ = −ͳߤ  (3.4) ܣ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ݐ݋ݎ

avec : 

ܣ⃗ = ⃗⃗⃗⃗′ݎ)�ܬ⃗∭଴ߤ  ) ݁−௝௞�Ͷܴߨ ′ݒ݀ =� ⃗⃗⃗⃗′ݎ)�ܬ⃗∭଴ߤ �′ݒሺܴሻ݀ܩ(  (3.5) 

∅ =  ͳݎ)�ߩ∭�ߝ′⃗⃗⃗⃗ ) ݁−௝௞�Ͷܴߨ ′ݒ݀ =�
ͳݎ)�ߩ∭�ߝ′⃗⃗⃗⃗ �′ݒሺܴሻ݀ܩ(  (3.6) 
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La condition de Lorentz nous permet dǯexprimer le champ électrique rayonné 
uniquement en fonction du potentiel vecteur ⃗ܣ comme suit : 

௥ܧ⃗⃗ = ܣ݆⃗߱− + ͳ݆߱ߝߤ� ⃗⃗݀ܽݎ݃ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (ܣ⃗ݒ݅݀)⃗ = ͳ݆߱ߝߤ� [݇ଶ⃗ܣ + ⃗⃗݀ܽݎ݃ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (3.7) [(ܣ⃗ݒ݅݀)⃗

�n reportant lǯexpression du ⃗ܣ ሺ͵.ͷሻ dans lǯéquation ሺ͵.͹ሻ et ሺ͵.Ͷሻ, nous obtenons la 
solution générale en champ électrique et magnétique rayonné : 

௥ܧ⃗⃗ = ͳ݆߱⃗⃗݀ܽݎ݃]∭�ߝ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ܣ⃗ݒ݅݀⃗ + ݇ଶ]� ⃗⃗⃗⃗′ݎሺ�ܬ⃗ ሻ ݁−௝௞�Ͷܴߨ  (3.8) ′ݒ݀

௥ܪ⃗⃗⃗ = −ͳߤ ∭⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ݐ݋ݎ ⃗⃗⃗⃗′ݎሺ�ܬ⃗ ሻ�
݁−௝௞�Ͷܴߨ  (3.9) ′ݒ݀

où: ܴ = ݎ⃗| −  représente la distance entre le point source et le point dǯobservation. Ces dernières équations sont appelées lǯéquation intégro-différentielle du champ |′ݎ⃗

électrique (EFIE ) en fréquentielle, et lǯéquation intégro-différentielle du champ 

magnétique (MFIE ) en fréquentielle. 

3.2.2 Approximation des antennes minces –Equation de POCKLINGTON Dans le cas dǯune antenne filaire ሺrécepteur conducteur filiformeሻ, Pocklington [79] propose une simplification de lǯéquation intégrale pour le champ émis. 
Soit un fil rectiligne, conducteur de longueur ݈ et de rayon de la section transversalܽ tel 

que : {ܽ ≪ ݈ܽ ≪  .ሺɉ étant la longueur dǯonde du signalሻ, placé dans un milieu infiniߣ

Dans le cas où la densité de courant  ⃗ܬ�est restreinte à la surface du cylindre circulaire, lǯéquation intégrale ሺ͵.ͺሻ se réduit à une intégrale de surface [79]. 
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Fig.3.2 Conducteur filiforme dans un milieu infini et dissipatif. 

De plus, le rayon du conducteur a étant tel que ܽ ≪  on admet que le courant est ,ߣ

uniformément repartie autour du cylindre. 

Comme ܽ ≪ ݈, les composantes circonférentielles et radiale de la densité de courant de 

surface induit, sur les deux extrémités sont négligeables. La densité se réduit à sa 

composante axiale. 

Ces hypothèses permettent de déduire que le courant est localisé à la surface de lǯantenne avec une répartition uniforme sur la circonférence avec une seule composante suivant lǯaxe de la structure étudiée. 
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Fig.3.3 Antenne cylindrique dans un milieu infini. Si lǯon observe la distribution du courant dǯun point de lǯaxe du conducteur (Fig.3.3), 

nous avons : ܴ = √ሺ� − �′ሻ + ܽଶ La densité de courant en surface sǯécrit : 
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ሺ�′ሻܬ = ܽߨʹሺ�′ሻܫ  (3.10) 

Afin dǯéviter la singularité qui apparait lorsque le point source tend vers le point dǯobservationሺ⃗ݎ =  .ሻ, une interprétation consiste à localiser le point source sur lǯaxe de la structure, tandis que le point dǯobservation P est localisé sur la surface du fil (Fig.3.3)′ݎ⃗

Afin de déterminer la répartition du courant ܫሺ�′ሻ, nous appliquons les hypothèses citées précédemment ሺthéorie des fils mincesሻ. Lǯéquation intégro-différentielle qui 

donne la composante tangentielle du champ rayonné en un point � de la surface du fil 

rectiligne se réduit alors à : 

௥ܧ = ͳ݆߱ߝ଴∫[ ߲ଶ߲�߲�′ + ݇ଶ] ሺ�′ሻܫ ݁−௝௞�Ͷܴߨ ݀�′௟
଴  (3.11) 

Le courant ܫሺ�′ሻ a pour origine le champ électromagnétique qualifié du champ appliqué ܧ௜(qui existe sur toute la surface du fil) dans le cas du champ incident (réception) ou dǯune manière localisée dans le cas dǯun générateur ሺémissionሻ. 
La conductivité du fil est supposée infinie ; par conséquent le champ électrique tangentiel total à la surface du conducteur sǯannule : [⃗⃗ܧ௥ሺ⃗ݎሻ + [ሻݎሺ⃗�ܧ⃗⃗ = Ͳ⃗⃗ (3.12) 

On en déduit: 

ሺ�ሻ���ܧ = −ͳ݆Ͷߝ߱ߨ଴ [ ߲ଶ߲�ଶ + ݇ଶ]∫ ሺ�′ሻܫ ݌�݁ ቀ−݆݇√ሺ�′ − �ሻଶ + ܽଶቁ√ሺ�′ − �ሻଶ + ܽଶ ݀�′௟
଴  (3.13) 

Cǯest lǯéquation intégrale de type électrique dǯune antenne mince ou équation de 
Pocklington. Elle relie le champ appliqué (source) connue, au courant induit sur la 

structure (inconnu) par ce champ. 
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3.2.3 Modélisation dǯune mise à la terre par la théorie des antennes Dans le but dǯanalyser le comportement transitoire dǯun réseau de mise à la terre L. 
Grcev [68] propose une approche basée sur la théorie des antennes dans le cas des fils 

minces. Bien que le formalisme de L. Grcev [68] soit plus général du point de vue mathématique, car il permet de tenir compte de lǯinteraction entre deux antennes filiformes, son fondement est inspiré de lǯéquation générale de Pocklington (3.13) [79].  

Pour cette étude, L. Grecv [68] propose dǯutiliser des transformations temps-fréquence 

et inversement. La Fig.3.4 représente une Illustration de la situation physique du 

problème [68]. 

 

 i t  Courant source Sol 

Air 

1 1 1
, ,  

 

0 0
,   

 

Fig.3.4 Illustration de la situation physique. 

Si ݅ሺݐሻ représente le courant injecté en un point de lǯélectrode enterrée,  sa réponse 

observée �ሺݐሻ est calculé suivant la formule (3.14). �ሺݐሻ = .ଵሺܹሺ݆߱ሻ−ܨ  ሻ (3.14)[ሻݐሺ݅]ܨ

Où : ܨ et ܨ−ଵ sont respectivement la transformée de Fourier direct et inverse et ܹሺ݆߱ሻ 
est une fonction de transfert. 

La distribution du courant dans le réseau enterré pour une excitation harmonique est 

déterminée par le modèle mathématique. Le champ électrique est calculé dans le cas où 

le réseau est considéré comme étant plongé dans un milieu conducteur infini, puis une 



 

 

 Page - 50 - 

 

correction est apportée à ce calcul afin de tenir compte de lǯexistence des deux demi-
espaces. 

Dans la suite, nous commençons avec des conducteurs sans pertes (le cas avec pertes est introduit par la suite en utilisant lǯimpédance de surface [80]). La Fig.3.5 illustre 

deux segments de conducteurs du système de mise à la terre situé dans un milieu 

conducteur et infini. 

 

Fig.3.5 Interaction entre segments [68]. ⃗ݎ: La position  d'un point sur l'axe du segment ; ⃗ݎ′ : La position  d'un point sur la surface "S" du segment ; ⃗ݐ′: Le vecteur unitaire le long de l'axe du segment m (tangent au segment); ⃗ݐ : Le vecteur axial unitaire tangentiel sur la surface du segment ݊ (tangent au segment). �n général, le champ électrique en un point du milieu peut sǯécrire : ⃗⃗ܧ = ௜ܧ⃗⃗ + ௦ܧ⃗⃗ ௜ܧ௦: Champ diffracté par la structure suite à lǯapplication du⃗⃗ܧ⃗⃗  ; ௜: Champ appliquéܧ⃗⃗ (3.15)  . 
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Le champ électrique ⃗⃗ܧ௦difracté, produit  par la composante axiale (approximation des 

fils minces) du courant électrique axialeܫ௟etla densité de charges �௟ dans le système de 

mise à la terre, peut être exprimée en termes de potentiels retardés comme suit [68]: ⃗⃗ܧ௦ = ܣ݆⃗߱− − ∇⃗⃗⃗� (3.16) 

avec : 

ሻݎሺܣ⃗ = ∫ߨଵͶߤ ሻ௟′ݎሺܫ . gଵሺݎ, ሻ݈݀⃗⃗⃗⃗′ݎ  (3.17) 

�ሺݎሻ = ͳͶߝߨଵ∫ �௟ሺݎ′ሻgଵሺݎ, ሻ݈݀௟′ݎ  (3.18) 

Nous aurons donc: 

௦ܧ = ߨଵͶߤ݆߱ ∫ .′ݐ ,ݎሻgଵሺ′ݎ௟ሺܫ ሻ݈݀′ݎ − ͳͶߝߨଵ௟ ∇∫ �௟ሺݎ′ሻ௟ gଵሺݎ,  ሻ (3.19)′ݎ

en tenant compte de l'équation de conservation de la charge : 

�௟ሺݎሻ = − ͳ݆߱ ∇⃗⃗⃗. .′ݐ  ሻ (3.20)′ݎ௟ሺܫ

Après quelques transformations mathématiques lǯéquation ሺ3.19ሻ sǯécrit :   
௦ܧ = ͳͶߝ݆߱ߨଵ ሺ∇∇ − ∫ଵଶሻߛ .′ݐ ,ݎሻgଵሺ′ݎ௟ሺܫ ሻ݈݀௟′ݎ  (3.21) 

Avec : gଵሺݎ, ሻ′ݎ = ଵ|௥−௥′| ݎ|ଵߛ−ሺ݌�݁ −  .ሻ : Fonction de Green pour un espace infini [68]|′ݎ

߱ = ߨʹ ଵ݂ : la pulsation à la fréquence ଵ݂. ߛଵ = −߱ଶߤଵߝଵ: Coefficient de propagation. 
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ଵߝ = ଵߝ + �భ௝�  : Permittivité complexe équivalente du milieu. 

La conductivité du fil est supposée infinie, par conséquent, la composante tangentielle 

du champ électrique sur la surface de celui-ci doit sǯannuler. �n présence dǯun champ 
électrique incident sur la surface du conducteur nous pouvons écrire : ⃗ݐ. ௜ܧ⃗⃗) + (௦ܧ⃗⃗ = Ͳ (3.22) 

Qui  nous conduit à : 

.ݐ ௜ܧ = − ߨଵͶߤ݆߱ ∫ ,ݎଵሺܩሻ′ݎ௟ሺܫ ሻ݈݀௟′ݎ  (3.23) 

Où : ܩଵሺݎ,  : ሻ : Dyadique de Green pour un milieu infini et conducteur′ݎ

,ݎଵሺܩ ሻ′ݎ = [ ͳߛଵଶ ሺݐ′. ∇ሻሺݐ. ∇ሻ − .ݐ [′ݐ gଵሺݎ,  ሻ (3.24)′ݎ

Lǯéquation ሺ3.23ሻ est lǯéquation intégrale en champ électrique ; connaissant le champ 

incident ܧ௜ , sa résolution donne la distribution axiale du courant recherché ܫ௟ሺݎ′ሻ. 
3.2.3.1 Modélisation dǯune structure filaire avec pertes 
Dans le cas des conducteurs avec pertes, la condition à la surface doit être modifiée. Dans ce cas, la composante tangentielle du champ électrique totale sur la surface dǯun 
segment est égale à la chute de tension interne par unité de longueur le long de ce 

segment [68]. ݐ.⃗⃗⃗ ቀ⃗⃗ܧ௜ሺݎሻ + ሻቁݎ௦ሺܧ⃗⃗ = ܼ௦ .  ሻ (3.25)′ݎ௟ሺܫ

ܼ௦ = ሺ�ଶܽߨʹଶߣ + ଶሻߝ݆߱  ଶܽሻ (3.26)ߣଵሺܬଶܽሻߣ଴ሺܬ
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Où ܼ௦ est lǯimpédance de surface ; ߤଶ, �ଶ,  ܽ ଶ sont les paramètres du conducteur etߝ ݐ݁

son rayon.  ߣଶ = ߱ଶሺߤଶߝଶ −  ଵሻ (3.27)ߝଵߤ

J0 et J1  sont les fonctions de Bessel dǯordre Ͳ et ͳ. Lǯéquation devient alors : 
⃗⃗⃗.ݐ ௜ܧ⃗⃗ = −ܼ௦ . ሻ′ݎ௟ሺܫ − ⃗⃗⃗.ݐ ௦ܧ⃗⃗ = −ܼ௦ . ሻ′ݎ௟ሺܫ ߨଵͶߤ݆߱ ∫ ,ݎଵሺܩሻ′ݎ௟ሺܫ ௟′ݎሻ݀′ݎ  (3.28) 

3.2.3.2 Prise en compte de lǯinterface sol-air La prise en compte de lǯinterface entre deux demi-milieux (air et sol) est réalisée par correction de la fonction Dyadique de �reen. La présence dǯune interface modifie la présentation des lignes de champ.  �n effet le champ incident sur lǯinterface donne 
naissance à un champ réfléchi et un champ réfracté. 

Afin de tenir compte de lǯeffet dǯinterface sur le rayonnement dǯune antenne ሺverticale 
ou horizontale) situé au-dessus ou en-dessous de la séparation sol-air, plusieurs études 

sont proposées dans la littérature [81], [82]. �n toute rigueur, il est montré que lǯeffet de lǯinterface se traduit par lǯapparition dans lǯexpression du noyau de la fonction Dyadique 
de Green, en plus du terme de �reen source, dǯun terme de �reen image et dǯun autre 

terme de Sommerfeld. 

Dans lǯéquation (3.23ሻ, la fonction Dyadique de �reen est remplacée par lǯexpression 
générale ܩ௡ [68] définie comme suit : ܩሺݎ, ሻ′ݎ = ,ݎଵሺܩ ሻ′ݎ − ,ݎ௜ሺܩ ሻ′ݎ + ,ݎ௦ሺܩ  ሻ (3.29)′ݎ
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,ݎଵሺܩ ,ݎ௜ሺܩ ሻ et′ݎ   .ሻ : Correspondent respectivement à la source et son image par rapport à lǯinterface dǯun plan parfaitement conducteur′ݎ
,ݎଵሺܩ  .ሻ : est donnée par lǯéquation (3.24)′ݎ

 

Fig.3.6 Système de coordonnées [68]. 

,ݎ௦ሺܩ  ሻ : est le terme de correction exprimée en termes d'intégrales de Sommerfeld′ݎ

[83] due à lǯeffet de la conductivité finie du sol, ce qui était nécessaire pour la solution 
complète du champ électrique. Dans son travail L. Grcev [68], sǯintéresse uniquement à lǯaugmentation du potentiel de la terre, dans ce cas lorsque la source et le point dǯobservation sont dans le sol, pour un dipôle dǯorientation arbitraire sǯexprime 
comme suit [68]: ܩ௦ሺݎ, ሻ′ݎ = .ݐ⃗ ቀ(⃗⃗ݑ� . ఘℎܴ)(′ݐ⃗ ఘݑ⃗⃗ + ܴ�ℎ �ݑ⃗⃗ + ܴ�ℎ (�ݑ⃗⃗ + ሺ⃗⃗ݑ� . �ሻ(ܴఘ′ݐ ఘݑ⃗⃗ + ܴ��  ቁ (3.30)(�ݑ⃗⃗

Avec : 

ܴఘ� = ଵ߲ଶܥ ሺ݇଴ଶ ଵܸଵሻ߲�߲ߩ  (3.31) 

ܴ�� = ଵܥ [ ߲ଶ߲�ଶ + ݇ଵଶ] ݇଴ଶ ଵܸଵ (3.32) 
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ܴఘℎ = .ଵܥ ሺ�ሻݏ݋ܿ [ ߲ଶ߲ߩଶ ݇ଵଶ ଵܸଵ + ݇ଵଶ ଵܷଵ] (3.33) 

ܴ�ℎ = .ଵܥ− ሺ�ሻ݊݅ݏ ߩ߲ߩ߲] ݇ଵଶ ଵܸଵ + ݇ଵଶ ଵܷଵ] (3.34) 

ܴ�ℎ = .ଵܥ− ሺ�ሻݏ݋ܿ [ ߲ଶ߲�߲ߩ ݇଴ଶ ଵܸଵ] (3.35) 

ଵܷଵ = ʹ∫ ݁−ఊభሺℎ−�ሻߛଵ + ∞଴ߛ
଴  (3.36) ߣ݀ߣ(�ߣ)଴ܬ

ଵܸଵ = ʹ∫ ݁−ఊభሺℎ−�ሻ݇ଵଶߛ଴ + ݇଴ଶߛଵ∞
଴  (3.37) ߣ݀ߣ(�ߣ)଴ܬ

avec : 

ଵߛ = ଶߣ√ − ݇ଵଶ, ߛଶ = ଶߣ√ − ݇ଶଶ et ܥଵ = ଵ௞భమ 

Les constants de propagation intrinsèques de deux milieux: sol et air sont: 

݇ଵଶ = ߱ଶߝߤଵ ቀߝଵ − ௝�భ��బቁ : Coefficient de propagation dans le sol ; 

݇ଵଶ = ߱ଶߤ଴ߝ଴ ቀߝଶ − ௝�మ��బቁ : Coefficient de propagation dans lǯair. 
ଵܷଵ et ଵܸଵsont les intégrales de Sommerfeld [83].                                                                           

3.3 Résolution de lǯéquation intégrale par la méthode des Moments 

Les équations intégrales obtenues (3.21), ne présentent pas des solutions analytiques. 

Des méthodes matricielles plus connues sous le nom de « méthode des moments » [78], 

sont utilisées. Lǯintégration de lǯéquation en champ électrique est réalisée par la méthode projective 

de Galerkin [84], et nécessite lǯintroduction de fonctions poids.  
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Généralement pour simplifier cette intégration la méthode dite point-matching est 

utilisée [85] (les fonctions poids sont des impulsions de Dirac).  

La première étape dans ce concept consiste à calculer la répartition des courants après 

la construction dǯun système matriciel à partir de lǯéquation intégrale en champ 

électrique. 

3.3.1 Approximation du courant dans la prise de terre Lǯexpression du champ électrique dans le sol en fonction du courant dans le système de 

mise à la terre (3.28) est mise sous la forme: ⃗⃗ܧ௜ . ′ݐ⃗ = ௟ܫ)� .  (3.38) (′ݐ⃗

� : est lǯopérateur linéaire intégro-différentiel:  � = −ܼ௦ − ௝��భ4గ ∫ ,ݎ௡ሺܩ ��′ݎሻ݀′ݎ . 

௟ܫ  : est le courant longitudinal. ⃗⃗ܧ௜ .  est lǯexcitation connue. On applique lǯopérateur linéaire intégro-différentiel sur le courant longitudinal, on : ′ݐ⃗

obtient : 

�ሺܫ௟ሻ = −ܼ௦ . ሻ′ݎ௟ሺܫ − ߨଵͶߤ݆߱ ∫ ,ݎ௡ሺܩሻ′ݎ௟ሺܫ ��′ݎሻ݀′ݎ  (3.39) 

Lǯéquation intégro-différentielle ainsi présentée est résolue par la méthode des moments. Pour cet objectif, on segmente tout dǯabord le système de mise à la terre en �௦ 

éléments filaires comme le présente la Fig.3.7.    

L. Grcev [68] considère pour chaque segment ݊, une « tension généralisée » ௡ܸ, définie 

comme le produit du champ ܧ௜ሺݎ௡ሻ par sa longueur ∆௡: 

௡ܸ = −∆௡. .ݐ⃗  ௡ሻ (3.40)ݎ௜ሺܧ⃗⃗
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Fig.3.7 Segmentation du système de mise à la terre [1]. 

La tension généralisée prise le long du segment ݊ est égale à la somme des contributions 

de chaque courant dans chaque segment ݉. 

௡ܸ =∑ܼ௡௠ × ��௠ܫ
ଵ  (3.41) 

௡ܸ = −∆௡⃗⃗ܧ௜ . ݐ⃗ = ∆௡(−ܼ௦. ሻ′ݎ௟ሺܫ + ௦ܧ⃗⃗ . (ݐ⃗
= ∆௡ ቌ−ܼ௦ . ሻ′ݎ௟ሺܫ + ߨଵͶߤ݆߱ ∫ ,ݎ௡ሺܩሻ′ݎ௟ሺܫ ��′ݎሻ݀′ݎ ቍ 

(3.42) 

En approximant la distribution du courant le long des conducteurs de terre par :  

௟ܫ ௡ܫ∑≈ × ��௡ܨ
௜=ଵ  (3.43) 

Pour laquelle des fonctions de baseܨ௡de type « portes » sont choisies:  

௡ሺ�ሻܨ = {ͳ    ݐ݊݁݉݃݁ݏ ݈݁ ݎݑݏ ݊ (�௡ − ∆௡ʹ ≤ � ≤ �௡ − ∆௡ʹ)Ͳ    (3.44)                                                                          ݊݋݊݅ݏ 

avec ∆௡la longueur du segment ݊. 
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Aussi, pour la méthode des moments, les fonctions-test de type ǮDiracǯ, définies le long 
du conducteur sont adoptées : 

ሺ�ሻߜ = { ͳ � ݅ݏ = �௠Ͳ          ݊݋݊݅ݏ  (3.45) Le système dǯéquation ሺ͵.42) peut alors se mettre sous la forme matricielle suivante : [ ௠ܸ] = [ܼ௠௡].  (3.46) [௡ܫ]

Cette équation peut encore s'écrire comme suit : 

[  
 ܼଵଵ ܼଵଵܼଶଵ ܼଶଶ ڮ ܼଵ��ܼଶ��ڭ ⋱ ଵ��ܼڭ ܼ��ଶ ڮ ܼ����]  

 [ [��ܫڭଶܫଵܫ = [  
ଵ௜ܧ  . ଶ௜ܧ∆ . ௜��ܧڭ∆ . ∆]  

 = [ ଵܸܸଶܸ(3.47) [�ڭ 

Où: [ ௠ܸ] : le vecteur tension généralisé qui représente la tension entre les deux extrémités du segment de longueur ∆ centré en �௠; [ܫ௠] : le vecteur courant généralisé de terme général inconnue ܫ௠; [ܼ௠௡] : la matrice des impédances généralisées.  

Les termes ܼ௠௡ définissent les interactions électromagnétiques entre chaque segment. 

Ils ne dépendent que de la géométrie de la structure, des propriétés du milieu, et de la fréquence de lǯexcitation [68]. �n développant lǯexpression de lǯopérateur "�" nous aurons : 

ܼ௠௡ = −∆௡ × (௠ሻݎ௡ሺܨ)� = −∆௡ × ቌ−ܨ௡ሺݎ′ሻ. ܼ௦ − ߨଵͶߤ݆߱ ∫ ,ݎ௡ሺܩሻ′ݎ௡ሺܨ ௟′ݎሻ݀′ݎ ቍ (3.48) 

A partir de la définition des fonctions de base ܨ௡, on trouve alors lǯexpression des 
impédances généralisées: 
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ܼ௠௡ =
{   
   ∆௡ × ߨଵͶߤ݆߱ ∫ ,௠ݎ௡ሺܩ ௟′ݎ௡′ሻ݀ݎ                       ݊ ≠ ݉
−∆௡ × ܼ௦ + ∆௡ ߨଵͶߤ݆߱ ∫ ,௠ݎ௡ሺܩ ௟′ݎ௡′ሻ݀ݎ       ݊ = ݉ (3.49) 

Dans le cas ou lǯexcitation est un générateur de courant, en fixant ܫଵ =  ௦ le courantܫ

source, nous obtenons le système à �௦ équations et �௦ − ͳ inconnues (de 2 à �௦)  

suivant: 

[ ͳ Ͳܼଶଵ ܼଶଶ ڮ Ͳܼଶ��ڭ ⋱ ଵ��ܼڭ ܼ��ଶ ڮ ܼ����] [
[��ܫڭଶܫଵܫ =  (3.50) [Ͳڭ௦Ͳܫ]

Une fois les impédances ܼ௦etܼ௠௡déterminées relation (3.26) et (3.49), la distribution du 

courant est calculée simplement en résolvant le système matriciel (3.50).  

3.4 Le logiciel NEC 4 

NEC-4 [86] (Numerical Electromagnetic code), est un code développé sous sa première 

version NEC-1, pour le traitement du rayonnement et du couplage électromagnétique. Sa première version, limitée pour cause de lǯinsuffisance des calculateurs de lǯépoque 
(début des années 80), a évolué par la suite progressivement pour aboutir à celle actuellement commercialisée sous lǯappellation N�C Ͷ. Cette version permet une 

modélisation dans les milieux continus tout en tenant compte très particulièrement des 

interfaces air-sol ainsi que de la conductivité finie de ce dernier (sol). 

Son fondement théorique est celui des antennes qui consiste à résoudre, par la méthode 

numérique dite des moments, dans les milieux continus une équation intégrale en 

champ électrique (EFIE), déduite à partir des équations de Maxwell, ou en champ 

magnétique (MFIE). La simulation numérique utilisant le code NEC4 est réalisable 
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uniquement en fréquentielle. Lǯanalyse en régime temporel exige lǯutilisation du 
passage temps-fréquence et inversement. Cette étape constitue généralement une source dǯerreurs qui parfois peut être importante si des précautions particulières ne 
sont pas prises (discrétisation spatio-temporelle, la fréquence maximale,…ሻ. Enfin, notons que le logiciel N�C Ͷ permet uniquement dǯaccéder à la répartition des courants ainsi quǯau champ électromagnétique. 

3.5 Validation des grandeurs électriques  

Nous validons dǯabord les grandeurs électriques ሺtension, courant et impédance transitoireሻ dans le cas dǯun générateur ¨onde de foudre¨ ; pour cela nous utilisons le 

logiciel NEC 4. 

3.5.1 Cas dǯune simple électrode 

3.5 .1 .1 Electrode enterrée verticalement Il sǯagit dǯune électrode rectiligne de rayon ܽ = ͹ ݉݉et de longueur ݈ = ͸ ݉ (Fig.3.8), 

enterrée à une profondeur ݀ = Ͳ.ͷ ݉ dans un sol de résistivité ߩg = ͳͲͲΩ.݉, de 

permittivité ߝ௥g = ͳͲ, linéaire, homogène et isotrope. 

y 

Sol (εrg , Ɋr, ρg) 

 Air ሺε0, µ0)  

z 

I  d=0.5 m  

 l=6 m 

 

Fig.3.8 Electrode enterrée verticalement. 
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Lǯélectrode est alimentée par une source de courant bi-exponentielle à lǯune de ses 
extrémités.  ܫሺݐሻ = ௠(݁−ఈ௧ܫ − ݁−ఉ௧), ௠ܫ = ͳ.͸͵ͷ ݇ܣ; ߙ  = Ͳ.ͲͳͶ͸ ݏߤ−ଵ; ߚ  = ͳ.Ͳ͹͵ ݏߤ−ଵ (3.51) 

Pour valider les résultats en courant, nous utilisons le logiciel NEC-4. Le fichier des 

données que nous utilisons sur NEC-4 pour traiter cette application est présenté dans le 

tableau suivant: 

CE 

GW  1      41     0      0     -0.5      0     6     -0.5      0.007 

GE  -1                                                                  

GN   1        0      0       0      10     1E-2                                                                 

FR    0   1024   0    0    0.004882813    0.004882813                                      

EX   4   1  10    0    0.   0.    -0.5  0.    90     0.0146412 

xQ 

EN 

Tab.3.1 Données du fichier dǯentrée du code N�C Ͷ. 

 

Fig.3.9  Variation temporelle du courant en différents points de lǯélectrode. 
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Ces résultats donnent la variation du courant en différents points dǯélectrode que nous obtenons par notre modèle ሺrésolution de lǯéquation intégro-différentiel de Pocklington 

par la méthode des moments) et par logiciel NEC-4. Nous constatons une légère 

différence entre les deux résultats, car notre formalisme utilise comme fonction de test 

et de base des fonctions impulsion (méthode de point-matching) par contre logiciel 

NEC-4 utilise des fonctions de test et de base sinusoïdales construire par lui-même. 

 

Fig.3.10  Variation temporelle de la tension en différents points de lǯélectrode. 

 

Fig.3.11 Impédance harmonique cas électrode verticale ܼሺ݂ሻ. 
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La Fig.3.11 montre la variation de l'amplitude de l'impédance harmonique en fonction 

de la fréquence pour une électrode verticale. En examinant cette figure on peut voir que 

l'impédance harmonique reste indépendante de la fréquence et égale à la résistance de 

terre ܴ = ͳͶ Ω, dans le domaine des basses fréquences ሺB�ሻ allant jusqu'à ͳͲ kHz. Dans 

la gamme des hautes fréquences ሺH�ሻ, elle expose un comportement inductif et sa 

valeur devient plus grande que ܴ. 

 

Fig.3.12 �volution de lǯimpédance transitoire �ሺݐሻ. Dǯaprès la Fig.3.12, nous constatons que l'impédance transitoire �ሺݐሻ diminue très rapidement dǯune valeur supérieure à ͷͲ Ω puis elle s'installe rapidement à la valeur de 

la résistance basse fréquence. 

Ceci détermine la période transitoire à environ de͵ ݏߤ. Au-delà de laquelle le 

comportement de la mise à la terre est exclusivement déterminé par R. On remarque bien que lǯimpédance transitoire dépendra non seulement des caractéristiques 
géométriques de la mise à la terre et du milieu, mais aussi de la forme de lǯonde du 
courant. 
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3.5 .1 .2 Electrode enterrée horizontalement Il sǯagit dǯune électrode rectiligne de rayon ܽ = ͹ ݉݉ et de longueur ݈ = ʹͲ ݉, enterrée 

à une profondeur dans un sol de résistivité ߩg = ͳͲͲ Ω.݉,permittivité ߝ௥g = ͳͲ, linéaire, 

homogène et isotrope, et alimentée par une source de courant bi-exponentielle à lǯune 
de ses extrémités. Nous reprenons le même générateur dǯonde de foudre (3.51), comme 

le montre la Fig.3.13. 

 

l=20 m 

y 

h =1m 

Soil (ρg=1ͲͲ Ωm  Ɋr=1  εrg=10) 

 Air ሺε0, µ0) Interface sol-air 

z 

i(0,t) 

x 

 

Fig.3.13 Electrode enterrée horizontalement. 

Pour valider les résultats en courant, nous utilisons le logiciel NEC-4. Le fichier des 

données que nous utilisons sur NEC-4 pour traiter cette application est présenté dans le 

tableau 2: 

 

 

 

 

 

 

 

Tab.3.2 Données du fichier dǯentrée du code N�C Ͷ. 

CE 

GW  1   61    0    0    -1       0    20   -1    0.007 

GE  -1                                                                  

GN   1     0     0      0      10     1E-2                                                                  

FR    0   1024      0       0       0.004882813    0.004882813                               

EX   4     1    10    0      0      0    -1      0      90     0.01639344 

xQ 

EN 
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Fig.3.14  Variation temporelle du courant en différents points de lǯélectrode. 
Fig.3.14 montre la variation du courant en différents points dǯélectrodes que nous obtenons par notre modèle ሺrésolution de lǯéquation intégro-différentielle de 

Pocklington par la méthode des moments) et par le logiciel NEC-4. Ces résultats nous 

amène vers les mêmes remarques que pour le cas dǯune électrode enterrée 

verticalement. 

 

Fig.3.15  Variation temporelle de la tension en différents points de lǯélectrode. 
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La Fig.3.15 montre la variation des potentiels en fonction du temps pour différentes point dǯune électrode de mise à la terre. 

 

Fig.3.16 �volution de lǯimpédance transitoire �ሺݐሻ. Dǯaprès la �ig.͵.ͳͷ, nous constatons que l'impédance transitoire �ሺݐሻ diminue très rapidement dǯune valeur supérieure à ͷͲ Ω, puis elle s'installe rapidement à la valeur de 

la résistance basse fréquence. Ceci détermine la période transitoire à environ de ݐ = ͷ Ɋs. Au-delà le comportement de la mise à la terre est exclusivement déterminée 

par ܴ. 

 

Fig.3.17 Impédance harmonique cas dǯélectrode verticale ܼሺ݂ሻ. 
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La Fig.3.17 montre la variation de l'amplitude de l'impédance harmonique en fonction 

de la fréquence pour une électrode de terre horizontale. En remarque que l'impédance 

harmonique reste indépendante de la fréquence dans la bande des basses fréquences ሺܨܤሻ allant jusqu'à ݂ = ͳͲ ݇ܪ� et égale à la résistance de terre ܴ = ͳ͸ Ω. Par contre, 

elle expose un comportement inductif dans la bande des hautes fréquences ሺܨܪሻ et sa 

valeur devient plus grande que ܴ. 

3.5.2 Cas dǯune grille de mise à la terre 

Soit une grille de mise à la terre excitée par un générateur dǯonde de foudre comme le 

montre la Fig.3.18. 

 

L=20 
m 

2.5m 

y 

z 

x 

Air (µ0,ε0) 

h 

Sol (ρg, εrg, µr) 

A 

C 

B 

D L=20 
m 

i(0, t) 

 

Fig.3.18 Grille de mise à la terre enterrée horizontalement. Données de lǯapplication 

- Caractéristique du sol : ߩg = ͳͲͲͲΩ.݉, ௥ߤ = ͳ, ௥gߝ = Ͷ. 
- Paramètres des conducteurs : 

a) longueur dǯune barre = ͳͲm 

b) diamètre = 1.4 mm 

c) résistivité ρe = 1000Ωm 

d)  profondeur h = 0.6 m 
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  - Générateur dǯonde de foudre: ܫሺݐሻ = ௠(݁−ఈ௧ܫ − ݁−ఉ௧), ௠ܫ = ͳ.͸͵ͷ݇ܣ; ߙ  = Ͳ.ͲͳͶ͸ݏߤ−ଵ; ߚ  = ͳ.Ͳ͹͵ݏߤ−ଵ (3.38) 

Nous réalisons cette application par nos propres développements ainsi que par 

utilisation du logiciel NEC4 selon le fichier de données ci-dessus. 

CE 

GW      1       21    -10.0     -10.0       -1       -10.0               .0          -1             .07 

GW      2       21    -10.0           .0       -1       -10.0           10.0          -1            .07 

GW      3       21          .0     -10.0       -1              .0               .0          -1             .07 

GW      4       21          .0            .0       -1             .0           10.0          -1            .07 

GW      5       21     10.0      -10.0      -1         10.0               .0          -1             .07 

GW      6       21     10.0           .0       -1          10.0          10.0          -1            .07 

GW      7       21    -10.0     -10.0      -1              .0         -10.0          -1             .07 

GW      8       21          .0      -10.0      -1         10.0         -10.0          -1             .07 

GW      9       21    -10.0           .0       -1              .0               .0          -1             .07 

GW     10      21          .0           .0       -1         10.0               .0          -1              .07 

GW     11      21    -10.0      10.0       -1             .0           10.0          -1             .07 

GW     12      21          .0      10.0       -1         10.0           10.0         -1              .07 

GE      -1 

GN       2        0           0           0            4           1E-3 

FR        0     1024        0           0           0.007     0.007 

EX        4        1          10           0          -10         -10            -1            450       0.01 

XQ 

EN 

Tab.3.3. Données du fichier dǯentrée du code N�C-4 pour une grille enterrée. 

La Fig.3.19 montre la variation en temporelle du courant en différents points du grille 

de mise à la terre  que nous obtenons par notre modèle et par logiciel NEC-4. 
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Fig.3.19 Variation temporelle des courants aux différents points A, B, C et D. 

On constate que lǯallure générale et lǯamplitude sont conservées, mais un décalage 

temporel intervient entre les deux résultats.  

La Fig.3.20 montre la variation des potentiels en temporelle pour différentes point dǯune grille de mise à la terre. 

 

Fig.3.20 Variation des potentiels aux points A, B, C et D dans le domaine temporelle. 

La Fig.3.21 représente la variation de l'amplitude de lǯimpédance harmonique pour une 

grille de mise à la terre ܼሺ݂ሻ. 
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Fig.3.21 Impédance harmonique dǯune grille de mise à la terre ܼሺ݂ሻ. Dǯaprès la �ig.͵.ʹͳ, en constate que l'impédance harmonique reste indépendante de la 

fréquence dans la bande des basses fréquences ሺܨܤሻ allant jusqu'à ݂ = ͳͲ ݇ܪ� et égale 

à la résistance de terre ܴ = ͳͶ Ω. Par contre, elle expose un comportement inductif dans 

la bande des hautes fréquences ሺܨܪሻ et sa valeur devient plus grande que ܴ. 

3.5.3 Interaction entre électrode 

Afin de compléter notre travail de modélisation, nous proposons dǯanalyser lǯinteraction entre électrode lors dǯun impact direct.  

Dans ces applications, nous considérons deux électrodes identiques de même longueur ݈ 
et de rayon ܽ, enterrées a un profondeur ℎ verticalement ou horizontalement dans un 

sol de résistivité fini ߩg = ͳͲͲ Ω.݉, de permittivité électrique relative ߝ௥g = Ͷ,et situées 

à une distance ݀ lǯune de lǯautre. �niquement lǯélectrode N°ͳ est alimentée à lǯune de ses 
extrémités par un générateur dǯonde de foudre (expression (3.51)), avec les 

constantes : 
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௠ܫ = ͳ.͸͵ͷ ݇ܣ; ߙ  = Ͳ.ͲͳͶ͸ ݏߤ; ߚ  = ͳ.Ͳ͹͵ ݏߤ ce qui va nous permettre dǯanalyser lǯinteraction entre les deux électrodes. 
3.5.3.1 Deux électrodes enterrées verticalement  Il sǯagit de deux électrodes rectilignes de rayon ܽ = ͹ ݉݉ et de longueur ݈ = ͸ ݉ 

séparées par une distance ݀ (Fig.3.22). Nous proposant dans cette application de faire 

varier la distance de séparation et nous traçons la variation du courant en  différents 

points des électrodes. 

 

y 

Sol (ρg, Ɋr, εrg) 

 Air ሺε0, µ0)  

z 

Is  h=0.5 m  

 L=6 m  

 d  

Electrode 1 Electrode 2  

Fig.3.22 Deux électrodes enterrées verticalement. 

 

Fig.3.23 Variation du courant induit. 

La Fig.3.23 montre la variation temporelle du courant induit en différents points de lǯélectrode N°ʹ pour différentes distance entre électrode ݀ = ʹ ݉et ݀ = Ͷ ݉. 
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3.6.3.2 Deux électrodes enterrées horizontalement Il sǯagit de deux électrodes rectilignes de rayon ܽ = ͹ ݉݉ et de longueur ݈ = ͸ ݉ 

séparées par une distance entre électrode ݀ (Fig.3.24), ce qui va nous permettre dǯanalyser lǯinteraction entre les deux électrodes. 
 

d 

y 

z 

x 

air (µ0,ε0) 

h= 1 m 
Electrode 1 

Electrode 2 

Sol (ρg, Ɋr, εrg) 

i(0, t) 

 

Fig.3.24 Deux électrodes enterrées horizontalement. 

 

Fig.3.25 Variation du courant induit. 

La Fig.3.25 montre la variation en fonction de temps du courant induit en différents points de lǯélectrode N°ʹ pour différentes distance entre électrode ݀ = ʹ ݉ et ݀ = Ͷ ݉.  
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A partir de ces deux applications on conclure que lǯinteraction diminue lorsque la distance entre électrodes augmente. Ces résultats confirment la loi de lǯinduction ሺloi de Lenzሻ qui indique que les courants induits sǯopposent à lǯeffet qui leur donne naissance. 

3.6 Conclusion 

D'un point de vue théorique, la mise à la terre est considérée comme un problème de 

diffraction électromagnétique. L'équation intégrale du champ électrique, établie dans le 

domaine fréquentiel, à été résolue numériquement par la méthode des moments. La présence de lǯinterface sol-air fait apparaître dans lǯexpression de la fonction de Green 

un second terme de Green image et une intégrale infinie dite intégrale de Sommerfeld.  

Un programme informatique sous environnement MATLAB a été développé pour la 

détermination des courants, tensions et impédances transitoire. Ses résultats sont 

comparables à ceux obtenus par le logiciel commercial NEC-4. 

On conclure que la performance impulsionnelle de prises de terre dépend 

essentiellement de trois facteurs : La géométrie de la mise à la terre, les propriétés 

électriques du sol et la forme d'onde du courant de foudre ሺcǯest à dire lǯintensité du 
courant, le temps de montée dǯonde et le point dǯexcitation). 

La théorie des antennes constitue le formalisme le plus rigoureux. Ce formalisme consiste à la résolution dǯune équation intégro-différentielle dans le domaine 

fréquentiel par la méthode des moments.  

La modélisation par la méthode des moments, bien que très attrayante car elle nécessite 

uniquement la discrétisation linéaire de la structure métallique, conduit à un système 

matriciel plein et impose la nécessité du calcul des intégrales de Sommerfeld sur 
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lǯensemble des segments ሺaprès discrétisationሻ. Ces contraintes sont lǯinconvénient de 
cette méthode.  Afin dǯaccélérer la résolution de lǯéquation intégrale en champ électrique ��I�, tout en 

gardant une bonne précision, nous proposons dans le cinquième chapitre une  nouvelle 

approche en se basant sur la technique des ondelettes combinée avec une méthode basée sur les paramètres dǯestimation. 
 



 
 
 

 

 

 

 

Chapitre 4 

Rayonnement électromagnétique d’un system de mise à la terre 
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Chapitre 4 Rayonnement électromagnétique d’un système 
de mise à la terre 

 

4.1 Introduction Les surtensions induites par une décharge orageuse peuvent provoquer d’importantes perturbations électromagnétiques dans les réseaux électriques de distribution d’énergie 
électrique. La protection correcte et efficace des systèmes électriques contre ces 

perturbations nécessite la caractérisation du champ électromagnétique rayonné par la 

foudre et nécessitent généralement une mise à la terre pour l’écoulement rapide des 
courants de défauts. Malheureusement, le passage des courants de défaut dans les réseaux de mise à la terre est souvent à l’origine d’une émission électromagnétique qui 
peut devenir très importante avec la taille des boucles de courants (taille des mailles d’une grille de mise à la terre, interconnexion des mises à la terre,….ሻ. Dans un poste aérien THT ou HT, équipé d’une grille de mise à la terre, le rayonnement 
des réseaux de terre est à l’origine d’une auto-pollution. En effet, le poste aérien est l’endroit privilégié du réseau pour le prélèvement de l’information nécessaire au comptage ainsi qu’au contrôle et la gestion du réseau ; ce qui implique la présence d’un 
ensemble d’appareillages de mesures et de capteurs de très bas niveau de plus en plus sensible à l’émission électromagnétique ayant pour origine les jeux de barres en régime 
normale et les réseaux de mise à la terre en régime perturbé. 

Donc il est indispensable d’évaluer les champs électromagnétiques émis, soit par la mesure qui s’avère très coûteuses et incomplètes car ne permettent pas de paramétrer 

différentes données tel que la taille des grilles, la résistivité des sols, la profondeur 
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d’enfouissement, soit par les calculs en utilisant la théorie générale des champs 

électromagnétiques. 

4.2 Arc en retour: Revue des différents modèles existants. Afin de pouvoir effectuer le calcul des champs rayonnés par l’arc en retour, il est 
nécessaire de diviser le canal en une somme de dipôles élémentaires alimentés par une 

source de courant. La représentation mathématique du courant le long du canal ionisé 

(arc en retour) a fait l'objet de plusieurs modèles mathématiques, dont les plus connues 

sont présentés dans la suite. 

4.2.1 Modèle de Bruce et Golde (BG)  

Le modèle de Bruce et Golde [87] considère que le courant de base ܫሺͲ,  ሻ circule de basݐ

en haut dans l'arc en retour à une vitesse inférieure à la vitesse de la lumière. Ainsi qu’une valeur nulle du courant au-dessus du front d'onde. Mathématiquement, ces hypothèses peuvent se traduire par l’expression (4.1). 

,′ݖሺܫ ሻݐ = ,ሺͲܫ} ′ݖ ݅ݏ ሻݐ ≤ �� . ′ݖ ݅ݏ      Ͳݐ > �� . ݐ  (4.1) 

 .altitude le long du canal, �� : vitesse de propagation de l'onde dans l'arc en retour : ′ݖ

La discontinuité qui apparaît au front d'onde de l'arc en retour implique une 

neutralisation instantanée des charges avant l'arrivée du courant. De plus le modèle 

présente une autre limitation. En effet Bruce et Golde proposants que le courant en tout 

point du canal soit identique à celui situé à la base du canal à ce même instant Fig. 4.1. 

Ceci exigerait une vitesse de propagation des charges infinie, résultats contraires à la 

recherche présentée par Nucci [88] presque 50 ans plus tard (en 1988). 
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Fig.4.1 Propagation d’arc en retour par le modèle de BG [ͺͻ]. 
4.2.2 Modèle de Ligne de transmission (TL) 

Ce modèle proposé par Uman et McLain [90], assimile le canal de foudre à une ligne de 

transmission verticale sans pertes. Le courant de foudre se propage donc vers le haut du 

canal avec une vitesse constante � sans subir de déformation (Fig.4.2). 

 

Fig.4.2 Modèle de propagation selon la méthode TL [89]. 

Mathématiquement, le courant à une altitude ݖ′ est décrit par la relation (4.2). 

,′ݖሺܫ ሻݐ = ܫ} ቆͲ, ݐ − ቇܸ′ݖ ′ݖ ݅ݏ  ≤ �� . ′ݖ   ݅ݏ      Ͳݐ > �� . ݐ  (4.2) 

Le modèle TL n'est pas en accord avec les observations expérimentales. En effet, il ne 

prend pas en compte les distorsions et affaiblissements du courant de foudre le long du 
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canal. De plus, ce modèle ne permet pas l’intégration des variations de la vitesse de 

propagation le long du canal [91]. 

4.2.3 Modèle de Ligne de Transmission Modifiée (MTL) 

Différents auteurs ont proposé deux modèles complémentaires basés sur le modèle TL, 

permettant de prendre en compte les pertes le long du canal.  

 Décroissance exponentiel (MTLE)  

Proposé d'abord par Nucci et Mazzetti en 1988 [88], puis repris par Rachidi et Nucci en 

1990 [92], ce modèle rajoute au modèle TL existant, une décroissance du courant de 

foudre de forme exponentielle inverse en fonction de la hauteur du canal. D’où l’expression mathématiques donnée par (4.3). 

,′ݖሺܫ ሻݐ = ܫ} ቆͲ, ݐ − ቇܸ′ݖ × ݌ݔ݁ ቆ−ߣ′ݖቇ ′ݖ ݅ݏ  ≤ �. ′ݖ ݅ݏ      Ͳݐ > �. ݐ  (4.3) 

 .est la constante d'affaiblissement du courant et  a été estimée par Nucci et Rachidi à ʹ ݇݉ [92], d’après les publications et mesures expérimentales de Lin et Uman [ͻ͵] : ߣ
 Décroissance linéaire (MTLL)  

De même que la méthode MTLE, le MTLL, proposée par Rakov et Dulzon [94], suggère une décroissance du courant le long de l’arc en retour. Dans le cadre de la méthode 
MTLL, la décroissance est de forme linéaire et peut être traduite par la relation 

suivante: 

,′ݖሺܫ ሻݐ = ܫ} ቆͲ, ݐ − ቇܪ′ݖ × ቆͳ − ቇܪ′ݖ ′ݖ ݅ݏ  ≤ �. ′ݖ ݅ݏ      Ͳݐ > �. ݐ  (4.4) 

Où ܪ est la hauteur totale du canal.  
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4.2.4 Modèles d’ingénieurs 

Plusieurs études de Rakov [95-96] montrent que ces modèles peuvent être mis sous la 

forme mathématique généraliste (4.5). 

,′ݖሺܫ ሻݐ = ܫ ቆͲ, ݐ − ቇ��′ݖ × �ሺݖ′ሻ × ܷ ቆݐ − ቇ��′ݖ ′ݖ ݅ݏ  ≤ �.  (4.5) ݐ

où ܷ est la fonction de Heaviside (ܷ = Ͳ tant que ݐ ≤ ݖ �⁄ ሻ, �ሺݖሻ est une fonction d’atténuation. 
4.2.5 The travelling current Source model (TCS)  

Proposé par Heilder en 1985 [97], ce modèle considère que les charges provoquées par 

le leader sont neutralisées par l'arc en retour. Un courant  de source, associé à l'arc en 

retour, circule à la vitesse � de la terre vers le sommet.  

,′ݖሺܫ ሻݐ = ܫ} ቆͲ, ݐ − ቇܿ′ݖ × ቆͳ − ቇܪ′ݖ ′ݖ ݅ݏ ≤ �. ′ݖ ݅ݏ                                  Ͳ      ݐ > �. ݐ  (4.6) 

Ce modèle permet une modélisation plus précise de la propagation du courant de foudre dans l’arc en retour.  
4.2.6 Modèle de Diendorfer Uman (DU)  

Présenté par Diendorfer et Uman en 1990 [98], ils ont ajouté un terme au modèle TCS 

permettant de prendre en compte une décroissance exponentielle inverse du courant de front ascendant grâce à l’expression (4.7) : 

,′ݖሺܫ ሻݐ = ܫ} ቆͲ, ݐ + ቇܿ′ݖ − ݌ݔ݁ (−ቆݐ − (ቇ��′ݖ × ܫ ቆͲ, ቇ∗ܸ′ݖ ′ݖ݅ݏ ≤ �� . ′ݖ         ݅ݏ                             Ͳ      ݐ > �� . ݐ  (4.7) 

avec : ܸ∗ = ��/ ቀͳ + ��� ቁ 
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4.3 Modélisation du courant de foudre à la base du canal 

La mesure a permis de représenter mathématiquement le coup de foudre par un 

générateur de courant à la base du canal dont l'amplitude peut varier de quelques ݇ܣ à 

quelques centaines de ݇[99] ܣ. La propagation du courant d'arc en retour le long du 

canal ionisé est à l'origine d'un rayonnement électromagnétique. 

Afin de pouvoir calculer le champ rayonné par l'arc en retour d'une décharge orageuse, 

il est important de connaître en premier lieu le courant situé à la base du canal, ainsi que sa vitesse de propagation le long de l’arc en retour [ͳͲͲ].  
4.3.1 Forme analytique du courant de foudre 

Les formes analytiques du courant de foudre, généralement rencontrées au sein de la 

littérature [101-103], se composent de sommes de fonctions exponentielles. Ce type de fonction présente l’intérêt d’avoir une transformée de �ourier pouvant être calculée de manière analytique, ce qui facilite l’analyse dans le domaine fréquentiel. Deux 

expressions analytiques sont le plus souvent utilisées pour représenter le courant à la 

base du canal. 

En premier, la fonction bi-exponentielle [101-102], ou ܫ଴ représente la valeur crête du courant, Ƚ est l’inverse du temps de descente et Ⱦ est l’inverse du temps de montée. 
Cette fonction est la plus utilisée dans la littérature. ݅ሺͲ, ሻݐ = .ߙ−ሺ݌ݔ݁)଴ܫ ሻݐ − .ߚ−ሺ݌ݔ݁  ሻ) (4.8)ݐ

Puis, plus récemment F. Heideler [103] a proposé une nouvelle expression: 

݅ሺͲ, ሻݐ = �଴ܫ ݐ) �ଵ⁄ )௡ͳ + ݐ) �ଵ⁄ )௡ ݌ݔ݁ (−  ଶ) (4.9)�ݐ
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où: � = ݌ݔ݁ (− ቀ�భ�మቁ௡ . √݊ �మ�భ)  : est le facteur de correction d'amplitude ; 

 ଶ : la constante de temps de front et la constante de décroissance respectivement; ݊ : un exposant ayant des valeurs comprises entre 2 à 10. Une autre expression généralement utilisée pour décrire la forme d’onde à la base du� ݐ݁ ଴ : l'amplitude du courant à la base du canal; �ଵܫ

canal proposé par Heidler [104] dans le cas d’arcs subséquents est la somme de deux fonctions d’Heidler : 
,ሺͲܫ ሻݐ = ଴ଵ�ଶܫ ݐ) �ଵଵ⁄ )௡భͳ + ݐ) �ଵଵ⁄ )௡భ ݌ݔ݁ (− (ଵଶ�ݐ + ଴ଶ�ଶܫ ݐ) �ଶଵ⁄ )௡మͳ + ݐ) �ଶଵ⁄ )௡మ ݌ݔ݁ (−  ଶଶ) (4.10)�ݐ

 ሻ ݊ଵݏሻ �ଶଶሺµݏሻ �ଵଶሺµܣ଴ଶሺ݇ܫ ሻ ݊ଵݏሻ �ଶଵሺµݏሻ �ଵଵሺµܣ଴ଵሺ݇ܫ 

Premier coup 28 1.8 95 2 - - - - 

Arc 

subséquent 
10.7 0.25 2.5 2 6.5 2 230 2 

Tab 4.1 Paramètres des fonctions de l'Heidler correspondant au premier coup et arcs en 

subséquent, d'après les données expérimentales par Berger et al [105]. 

Nucci et al proposes un autre modèle du courant à la base du canal [106] pour le cas d’arcs subséquents. Ce modèle a été récemment adopté comme une forme standard 

pour de nombreux groupes de recherche [107, 108]. Ce courant est exprimé comme la 

somme d'une fonction Heidler et une fonction double exponentielle selon l'équation 

(4.11). 

݅ሺͲ, ሻݐ = �଴ଵܫ ݐ) �ଵ⁄ )ଶͳ + ݐ) �ଵ⁄ )ଶ ݌ݔ݁ (− (ଶ�ݐ + ଴ଶܫ ݌ݔ݁) (− (ଷ�ݐ − ݌ݔ݁ (−  ସ)) (4.11)�ݐ
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 ሻݏሻ �ସሺµݏሻ �ଷሺµܣ଴ଶሺ݇ܫ � ሻݏሻ �ଶሺµݏሻ �ଵሺµܣ଴ଵሺ݇ܫ
9.9 0.072 5.0 0.845 7.5 100.0 6.0 

 
Tab 4.2 Paramètres du courant à la base du canal, d'après Nucci et al [106]. 

Ce courant, présente une valeur de crête de ͳͳ ݇ܣ et un dérivé de temps maximum de ͳͲͷ ݇ݏ݉/ܣ. 

La fonction Heidler a été préférée à la fonction bi-exponentielle couramment utilisé, car 

il présente:   

 Une dérivée nulle pour ݐ = Ͳ, ce correspond aux observations expérimentales.  

 Un réglage précis et facile de l'amplitude du courant, la dérivée maximale du 

courant de foudre et la charge électrique transférée près indépendamment en 

faisant varier ܫ଴, �ଵ et �ଶ. 

4.4 Champs électromagnétiques rayonnés par une décharge orageuse 

Pour le besoin de l'analyse de l'effet direct et indirect de la foudre, il est nécessaire de 

connaitre la variation du champ électromagnétique au proche voisinage de l'installation 

de mise à la terre. Le calcul du champ électromagnétique rayonné par une décharge orageuse repose sur l’hypothèse que le canal de foudre peut être assimilé à une antenne 
verticale filiforme, de hauteur ܪ et dans laquelle un courant se propage du sol à une 

vitesse � vers le nuage selon l’axe vertical ݖ.  Dans la réalité, le canal n’est pas rectiligne et comporte une succession de petits 
segments, dont les directions suivraient une loi de distribution de type gaussienne. Mais 

vu le caractère aléatoire de cette tortuosité, on se limitera dans notre étude au cas 

simple du canal vertical (Fig.4.3). 
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4.4.1 Calcul du champ au-dessus du sol 

4.4.1.1 Equations général du champ 

Le calcul du champ électromagnétique rayonnée par un dipôle situe au-dessus d’un sol 
de conductivité finie a été traité par Baños [109], il résoudre la solution des équations 

de Maxwell en conformité avec les conditions aux limites sur l'interface air-sol. Les 

équations résultantes de [109] dans le cas d'un dipôle électrique vertical placé à un 

hauteur ݖ′ (Fig.4.3), dans le domaine fréquentiel, sont données par les expressions 

suivantes en coordonnées cylindriques: 

݀��ሺݎ, ,ݖ ݆߱ሻ = ଴ଶ݇ߨͶ′ݖ଴݀ߤሻ′ݖሺܫ݆߱ [ ߲ଶ߲ݖ߲ݎ ଶଶܩ) − ଶଵܩ + ݇gଶ ଶܸଶ)] (4.12) 

݀��ሺݎ, ,ݖ ݆߱ሻ = ߨͶ′ݖሻ݀′ݖሺܫ− [ቆ ߲ଶ߲ݖଶ + ݇଴ଶቇ ଶଶܩ) − ଶଵܩ + ݇gଶ ଶܸଶ)] (4.13) 

,ݎሺ∅ܪ݀ ,ݖ ݆߱ሻ = ଴ଶ݇ߨͶ′ݖ଴݀ߤሻ′ݖሺܫ݆߱ [ ݎ߲߲ ଶଶܩ) − ଶଵܩ + ݇gଶ ଶܸଶ)] (4.14) 

où ܩଶଶ , ܩଶଵ sont les fonctions de Green. 

ଶܸଶ = ∫ ′ݖ଴ሺߛ−)݌ݔ݁ʹ + gߛሻ)݇଴ଶݖ + ݇gଶߛ଴∞
଴ ߣ݀ߣሻݎߣ଴ሺܬ (4.15) 

଴ߛ = ଶߣ√ − ݇଴ଶ ; ଵߛ   = ଶߣ√ − ݇gଶ , ݇g = √߱ଶߤ଴ߝ଴ߝ�g + ; ଴�gߤ݆߱   ݇଴ =  ଴ߝ଴ߤ√߱

 

(4.16) 

,gߤ  g: désignent respectivement la permittivité, perméabilité et la conductivité du� ݐ݁ gߝ

sol. ܬ଴ est la fonction de Bessel d'ordre zéro et ܫሺݖ′ሻ est la transformée de Fourier 

inverse de la distribution du courant le long du canal de foudre ݅ሺݖ′,  ሻ. Ces équations contiennent des intégrales dites de Sommerfeld qui présentent l’inconvénient d’être gourmandes en temps de calcul. De plus, la nécessite d’effectuer une transformée deݐ
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Fourier inverse afin de revenir dans le domaine temporel, sans poser des problèmes 

numériques. 

 

y 

z 

air(µ0, ε0) 
(µ0,ε0) 
sol (µg, εg, σg) 

dz'  
z' 

i(t, z') 

Canal de foudre 

Point image  

Point source  

Pሺr, φ, zሻ 
R 

R' 

Courant source a la 
base du canal  

z 

H 

r 

 

Fig.4.3 représentation du canal de foudre dans la méthode du dipôle Hertzien  

pour le calcul des champs électromagnétiques émis. 

4.4.1.2 Cas d'un sol parfaitement conducteur 

En supposant un sol parfaitement conducteur, le calcul des rayonnements 

électromagnétiques peut être grandement simplifié. Dans ce cas, les composantes des 

champs électrique et magnétique à une point �ሺݎ, �,  ሻ, comme dans la Fig.4.3, produiteݖ

par un dipôle élémentaire ݀ݖ′ du canal de foudre localisé à une hauteur z’; parcouru par 

un courant en fonction du temps ݅ሺݖ′,  ሻ peut être calculée dans le domaine temporel enݐ

utilisant les relations suivantes [110-111]: 

݀��ሺݎ, �, ,ݖ ሻݐ = ଴ߝߨͶ′ݖ݀ {  
  ʹሺݖ − ሻଶ′ݖ − ଶܴହݎ ∫ ݅ ,′ݖ) � − ܴܿ)݀� +�

଴ʹሺݖ − ሻଶ′ݖ − ସܴܿݎ ݅ ,′ݖ) � − ܴܿ) − ଶܿଶܴଷݎ ߲݅ ቀݖ′, � − ��ቁ߲ݐ
 (4.17) 
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݀��ሺݎ, �, ,ݖ ሻݐ = ଴ߝߨͶ′ݖ݀ {  
ݖሺݎ͵   − ሻܴହ′ݖ ∫݅ ,′ݖ) � − ܴܿ) ݀� +�

଴͵ሺݖ − ሻܴܿସ′ݖ ݅ ,′ݖ) � − ܴܿ) − ݖሺݎ − ሻܿଶܴଷ′ݖ ߲݅ ቀݖ′, � − ��ቁ߲ݐ
 (4.18) 

,ݎሺ�ܤ݀ �, ,ݖ ሻݐ = ߨͶ′ݖ଴݀ߤ { ଷݎܴ ݅ ,′ݖ) � − ܴܿ) + ଶܴܿݎ ߲݅ ቀݖ′, � − ��ቁ߲ݐ  (4.19) 

avec: ݅ሺݖ′,  .est la distance horizontale entre le canal de foudre et le point d'observation : ݎ  ; ଴: la permittivité est la perméabilité du vide respectivement ; ܴ : est la distance entre le dipôle et le point d'observationߤ ݐ݁ ଴ߝ ;ݐ au moment ′ݖ݀ ሻ: est le courant porté par le dipôleݐ

Pour des distances ne dépassant pas plusieurs kilomètres, l'hypothèse d’un sol de 
conductivité finie est une approximation raisonnable pour la composante verticale du 

champ électrique et pour le champ magnétique azimutale comme indiqué par plusieurs 

auteurs [112-114].  

3.4.1.3 Formule de Cooray-Rubinstein 

L'une des approximations proposées dans la littérature, ce qui semble être un des plus 

simples et plus précis, est la formule Cooray-Rubinstein [113, 115]: 

��ሺݎ, ,ݖ ݆߱ሻ = ���ሺݎ, ,ݖ ݆߱ሻ − ,ݎሺ��ܪ ݖ = Ͳ, ݆߱ሻ. ሺͳ + ݆ሻ�gߜ  (4.20) 

avec : ���ሺݎ, ,ݖ ݆߱ሻ : La transformée de Fourier de la composante horizontale du champ 

électrique à une hauteur ݖ du sol parfaitement conducteur. ���ሺݎ, ,ݖ ݆߱ሻ : La transformée de Fourier de la composante azimutale du champ 

magnétique à une hauteur ݖ du sol parfaitement conducteur. 
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4.4.2 Calcul du champ au-dessous du sol 

4.4.2.1 Equations général du champ 

La géométrie appropriée à ce problème est montré en Fig.4.4. Considérons un dipôle 

élémentaire du canal de foudre localisé à une hauteurݖ′; au-dessus d’un sol de conductivité finie tel que le point d’observation est dans le sol. 
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Fig. 4.4 Géométrie pour le calcul des champs électromagnétiques rayonné par un canal 

de foudre vertical au-dessous de la surface du sol. 

 En général les expressions du champ électrique verticale et horizontale rayonné par un 

dipôle élémentaire (à une hauteur ݖ′ au-dessus du sol, à une distance horizontale ݎ du 

canal de foudre et à une profondeur ݀ au-dessous du sol) sont donnés par [109] : 

݀��ሺݎ, ݀, ሻ′ݖ = ߨͶ′ݖሻ݀′ݖሺܫ଴ߤ݆߱ [߲ଶܸͳʹሺݎ, ݀, ݖ߲ݎሻ߲′ݖ ] (4.21) 

݀��ሺݎ, ݀, ሻ′ݖ = ߨͶ′ݖሻ݀′ݖሺܫ଴ߤ݆߱ [ቆ ߲ଶ߲ݖଶ + ݇gଶቇ ܸͳʹሺݎ, ݀,  ሻ] (4.22)′ݖ

Où ଵܸଶ est l’intégrale de Sommerfeld  exprimée par : 
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ଵܸଶሺݎ, ݀, ሻ′ݖ = ∫ ݌ݔ݁ʹ ቀ−ߛgሺݖ′ + ଴ߛሻቁ݇gଶݖ + ݇଴ଶߛg∞
଴ ߣ݀ߣሻݎߣ଴ሺܬ (4.23) 

L'équation (4.23) nécessite pour son évaluation numérique,  beaucoup de temps de 

calcul. En outre, pour obtenir le champ électrique rayonné dans le domaine temporel, 

l'intégration de (4.21) et (4.22) le long du canal de foudre et la transformée de Fourier 

inverse sont également nécessaires. Par conséquent, l'utilisation directe des équations 

(4.21) et (4.22) peut être très coûteux en termes de temps de calcul. 

En 2001, Cooray  [116] propose des expressions simplifiées permettant le calcul des 

champs électriques pénétrant dans le sol et génères par une onde de type foudre. Ces 

expressions du champ se basent sur la connaissance du champ électrique dans le cas d’un sol de conductivité finie, au niveau de l’interface sol-air. 

4.4.2.2 Expressions de Cooray 

Les expressions simplifiées pour la détermination des champs électromagnétique au-

dessous du sol produit par le canal de foudre ont été proposées récemment par      

Cooray [116]. 

��ሺ݆߱, ,ݎ ݀ሻ = � �ሺ݆߱, ,ݎ Ͳሻ. g�(g݀݇−)݌ݔ଴݁ߝ + g�ߝ଴ߝ݆߱  (4.24) 

��ሺ݆߱, ,ݎ ݀ሻ = ��ሺ݆߱, ,ݎ Ͳሻ.  (4.25) (g݀݇−)݌ݔ݁

où : ݇g = √߱ଶߤgߝg +  .଴ : Constant de propagation dans le solߝ଴ߤ݆߱

Dans ces expressions, les composantes du champ électrique vertical et horizontal à la 

surface du sol ��ሺ݆߱, ,ݎ Ͳሻ et ��ሺ݆߱, ,ݎ Ͳሻ peuvent être calculées en supposant le sol 

comme parfait pour le champ électrique vertical. 
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L’expression du champ magnétique azimutal est comme suit : ܪ�,�ሺ݆߱, ,ݎ ݀ሻ = ,ሺ݆߱�,�ܪ ,ݎ Ͳሻ.  (4.26) (g݀݇−)݌ݔ݁

4.5 Évaluation des champs électromagnétiques rayonnés par un dipôle 

Le calcul du champ électromagnétique émis par un dipôle situé au voisinage du sol, disposé horizontalement ou verticalement par rapport à l’interface sol-air, a fait l’objet 
de nombreuses publications. La complexité de ce problème tient à la difficulté de prendre en compte l’effet du sol de façon exacte. Dans le cas de la présence d’une 
interface sol-air plane, la prise en compte de l’hétérogénéité est réalisé en introduisant généralement un terme dit image ainsi qu’un terme de correction. Pour chacun des 
éléments de courant il est nécessaire de résoudre des intégrales introduites par 

Sommerfeld [117]. 

Dans ce qui va suivre nous donnons les expressions exactes développées par Banos 

[109] dans le cas d’une source proche de l’interface ainsi que les expressions proposées 

par Sivaprasad et Al [118]. 

4.5.1 Expressions exactes pour le champ proche du sol 

La solution exacte pour le champ électromagnétique d’une source située prés d’une 
interface a été publiée pour la  première fois par A. Sommerfeld [117]. Aussi, l’ensemble des expressions du champ électromagnétique pour un point d’observation proche du 
sol ont été développées par Banos [109] en coordonnées cylindriques (ߩ, �,  La .(ݖ

géométrie du problème est représentée sur la Fig.4.5. La source de dipôle horizontal est orientée selon l’axe OY et immergé en dessous de l’interface dans le milieu ͳ. 
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Fig.4.5 Coordonnées de l’évaluation du champ dû à une source enterrée. On retrouve selon la position du point d’observation et la source, quatre cas selon la source soit dans le sol ou dans l’air (voire annexe B).  

4.5.2. Méthodes des dipôles  Hertziens 

La méthode des dipôles consiste  en une subdivision du support « structure filaire » en 

éléments appelés dipôles Fig.4.5, dont la taille est choisie de façon à masquer la 

propagation. Le champ en tout point du milieu est obtenu par superposition des 

contributions de l’ensemble des dipôles.   

x 

y 

z 

d
i 

Ri 

Ai(x,y,z) 

P(x,y,z
) 

dipôle i 

z’=z
i 

 

Fig.4.6 Structure segmentée en dipôles. 
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La taille des dipôles ݈݀ doit satisfaire aux deux conditions suivantes :  ݈݀ ≤ ߣ ʹͲ⁄  étant la plus petite longueur d’onde significative.   Cette condition permet de masquer la propagation le long du dipôle, c’est à dire l’amplitude et la phase du courant le long du dipôle, sont toutes les deux indépendantes : ߣ (4.27) 
de ݖ. ݈݀ ≤ ܴ ͳͲ⁄  (4.28) 

Cette condition permet de prendre en compte les petites variations de courant d’un 
point très proche de la structure filaire.   ܴ : étant la distance entre le dipôle considéré et le point d’observation. 
4.6 Applications 

4.6.1 Courant à la base du canal et arc en retour 

Pour modéliser le courant à la base du canal, on utilise l’expression de �. Heidler [102]. �n général, la somme de deux fonctions de �. Heidler permet d’obtenir une bonne 

approximation analytique du courant à la base du canal de foudre. 

La Fig.4.7 représente le courant à la base du canal en utilisant l'expression de F. Heidler 

pour les paramètres suivants : 

Tab.4.3 Paramètres du courant à la base du canal (fonction de Heidler). 

 

 ሻ �ଵଶሺµsሻ �ଶଶሺµsሻ ݊ଶܣ଴ଶሺ݇ܫ ሻ �ଵଵሺµsሻ �ଶଵሺµsሻ ݊ଵܣ଴ଵሺ݇ܫ

10.7 0.25 2.5 2 6.5 2.1 230 2 
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Fig. 4.7 Courant à la base du canal. Pour l’arc en retour nous présentons les résultats pour les différentes modèles les plus 
utilisés dans la littérature [5]. Afin de représenter et de comparer ces deux modèles 

MTL et TL, nous utilisons le courant à la base du canal que l’on vient d’illustrer et les données suivantes pour l’arc en retour � = ͳ,͵ × ͳͲ଼݉/ݏ, ߣ = ʹ ݇݉. 
Les Fig. 4.8 (a, b, c et d) présentent la distribution temporelle du courant de l'arc en 

retour pour les quatre modèles MTL, TL, BG, TCS. D’après ces résultats nous constatons que le modèle TL présente une discontinuité sur le front de l’arc et ne tient pas compte de l’atténuation le long du canal. Pour tous les modèles excepté TL, il y a une 

décroissance de l'intensité du courant avec la hauteur ; la forme et l'origine de cette 

décroissance diffèrent d'un modèle à l'autre. Pour les modèles BG et TCS, cette 

décroissance est due à celle du courant à la base du canal; en d’autres termes, pour un 
courant à la base du canal ayant une amplitude constante avec le temps, on 

n'observerait aucune décroissance du courant le long du canal pour les modèles BG et 

TCS [106]. 
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a) Modèle MTL                                                                 b) Modèle TL 

    

c) Modèle TCS                                                             d) Modèle BG 

Fig. 4.8 Distribution temporelle du courant de  l’arc en retour le long du canal  
pour  les différents modèles. 

Ces ensembles des remarques, conduisent généralement vers le choix de l’utilisation du 
modèle MTL ; car il donne des résultats, assez proche de la mesure. En effet Nucci et al 

[111] ont montré que le modèle MTL reproduit d'une manière satisfaisante les 

principales caractéristiques des grandeurs trouvées par les mesures. 
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4.6.2 Champ électromagnétique émis par un canal de foudre 

4.6.ʹ.ͳ Point d’observation dans l’air 
La configuration de base pour le calcul du champ électromagnétique rayonné par un 

canal de foudre vertical, de hauteur ܪ = ͹.ͷ ݇݉ en un point situé à une distance ݎ = ͳͲͲ ݉ et à une hauteur ℎ = ͳͲ ݉ au dessus de la surface du sol, est présentée en 

Fig.4.9. 

 z 

air(µ0, ε0) 
(µ0,ε0) 

dz'  

z' 

i(z’, t) 

Canal de foudre 

P 
R 

h 

H 

r 

sol (µg, εg, σg) 
 

Fig.4.9 Géométrie pour le calcul du champ électromagnétique rayonné dans l’air. 
4.6.2.1.1 Cas d’un sol parfait 
En figures 4.10 et 4.11 nous proposons quelques résultats donnant la variation des 

champs électrique et magnétique calculés à une distances (ݎ = ͷͲ ݉ሻ de l’impact du 
canal de foudre. Pour la répartition du courant le long du canal de foudre, nous utilisons pour l’arc en retour; le modèle MTL avec une valeur typique de vitesse de l’arc � = ͳ.ͻ × ͳͲ଼݉/ݏ, et un taux de décroissance de l’intensité du courant  ߣ = ʹ ݇݉ Le 

courant à la base du canal utilisé est celui représenté en Fig. 4.7. 
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a) Résultat de calcul                                              b) Résultat publié en [101] 

Fig.4.10 Champ électrique vertical à ͷͲ ݉ du point d’impact. 

        

a) Résultat de calcul                                             b) Résultat publié en [101] 

Fig.4.11 Champ magnétique azimutal à ͷͲ ݉ du point d’impact. 
4.6.2.1.2 Cas d’un sol de conductivité finie 

Nous considérons maintenant le cas d'un sol de conductivité finie, et nous utilisons 

l'approche de Rubinstein [113] pour la correction de la composante du champ 

électrique horizontale. 

Pour une confrontation des résultats, nous utilisons le modèle TL pour l’arc en retour et 

une forme bi-exponentielle pour le courant à la base du canal donné par : 
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ሻݐሺܫ = �଴(݁−ఈܫ − ݁−ఉ�), ଴ܫ = ͳͲ ݇ܣ; ߙ  = ͵. ͳͲସݏ−ଵ; ߚ  = ͳͲ଻ݏ−ଵ (4.29) La vitesse de l’arc en retour est � = ͳ.ͳ × ͳͲͺ ݉/ݏ et nos calculs sont réalisés en des 

points situés à des distances de ͳͲͲ ݉  et ͳͷͲͲ ݇݉ du canal de foudre, à une hauteur ℎ = ͸ ݉ au dessus d'un sol de conductivité ͳͲ−ଶ ܵ/݉, de permittivité relative égale à 

10. 

           

a) Résultat de calcul                                             b) Résultat publié en [119] 

Fig.4.12 Champ électrique horizontal à ݎ = ͳͲͲ ݉ et ℎ = ͸ ݉. 

          

a) Résultat de calcul.                                             b) Résultat publié en [119]. 

Fig.4.13 Champ électrique horizontal àݎ = ͳͷͲͲ ݉ et ℎ = ͸ ݉. 
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Ces ensembles des résultats (Fig. 4.12 et 4.13) nous permet d'affirmer que l’approche 
de Rubinstein est correcte et acceptables car en adéquation avec ceux publiés par 

d'autres auteurs; signalons que pour le cas d'un sol de conductivité finie, les résultats de 

calculs réalisés par Zeddam [119] sont obtenus en résolvant une équation intégrale par 

la méthode des moments. 

4.6.2.2 Point d’observation dans le sol 
La configuration de base pour le calcul du champ électromagnétique rayonné par un 

canal de foudre vertical de hauteur ܪ = ͹.ͷ ݇݉ en un point situé à une distance ݎ = ͳͲͲ ݉ et à une profondeur ݀ = ͳͲ ݉ au dessous de l’interface sol-air, est celle 

présentée en Fig.4.14. 

 z 

air(µ0, ε0) 
(µ0,ε0) 

dz’ 
z' 

i(z’, t) 

Canal de foudre 

P 

R 

d 

H 

r 
sol (µg, εg, σg) 

 

Fig.4.14 Géométrie pour le calcul du champ électromagnétique rayonné dans le sol. 

Les Fig.4.15 et 4.16 montres la variation temporelle des champs électrique horizontal 

calculés à une distances (ݎ = ͳͲͲ ݉ሻ de l’impact du canal de foudre pour différents 

conductivité �g = Ͳ.Ͳͳ ܵ/݉ et �g = Ͳ.ͲͲͳ ܵ/݉ réspectivement. 
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a) Résultat de calcul.                                             b) Résultat publié en [119]. 

Fig.4.15 Champ électrique horizontal à ݎ = ͳͲͲ ݉ du point d’impact. 

    

a) Résultat de calcul.                                             b) Résultat publié en [119]. 

Fig.4.16  Champ électrique horizontal à ݎ = ͳͲͲ ݉ du point d’impact. 
4.6.3 Calcul du rayonnement électromagnétique d’un réseau de terre 

La première étape consiste à valider le formalisme de calcul du champ 

électromagnétique. Pour ce faire quelques applications disponibles dans la littérature 

ont été traitées. 

4.6.3.ͳ Champ électromagnétique en un point dans l’air 
Soit une électrode de longueur ݈ = ʹͲ ݉, de rayon � = ͺ ݉, enfouie horizontalement à  

une profondeur ݀ = ͳ ݉ de l’interface dans un sol de résistivité ߩg = ͳͲͲ Ω.݉ et de 
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permittivité relative ߝ�g = ͳ, excitée par un courant de foudre d’expression 
mathématique suivante : ܫሺݐሻ = �௠(݁−ఈܫ − ݁−ఉ�), ௠ܫ = ʹͲ.ͻ͵ͺ ݇ܣ; ߙ  = Ͳ.ͲͳͶ͸ ݏߤ−ଵ; ߚ  = ͳ.ͺͺ͵ ݏߤ−ଵ (4.30) Le point d’observation �est situé dans l’air à  une hauteur ℎ = ͳ ݉ du sol au dessus du point d’injection  ሺFig.4.17). 

l=20 m 

Sol ( ρg=100Ω.m, εrg=1) 

d=1m    

h=1m 

P(0, 0, 1)   

Air (µ0, ε0) 

i(0, t) 

 

Fig.4.17 Configuration de base pour le calcul du champ  électrique en un point. 

La Fig.4.18 au-dessous représente la variation temporelle du champ électrique  rayonné par cette électrode au point P. Notre résultat est conforté aussi bien en allure qu’en 

amplitude par celui obtenu par Gao et  Al [120], en l’absence de l’ionisation du sol. 

   

           a) Résultat de calcul.                                        b) Résultat publié en [120]. 

Fig.4.18 Champ électrique en un point P. 
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4.6.3.ʹ Champ électrique le long d’un profil parallèle à l’interface 

Soit un électrode de longueur݈ = ͳͷ ݉, de rayon � = ͹݉݉ enfouie horizontalement à  

une profondeur ݀ = ͳ ݉  dans un sol de résistivité ߩg = ʹͲͲͲ Ω.݉ et de permittivité ߝ�g = Ͷ.On injecte un courant harmonique de la forme ݅ሺݐሻ =  ሻ à l’une de sesݐሺ߱଴ݏ݋௠ܿܫ
extrémités avec ܫ௠ = ͳ ܣ.  On calcul la composante ��  du champ électrique pour les 

fréquences suivantes ݂ = Ͳ ℎݖ, ݂ = ʹ.ʹͶ �ℎݖ et ݂ = ʹ.ʹͶ �ℎݖ, le long d’un  profil parallèle à l’électrode qui situe sur l’interface sol-air  (Fig. 4.19). 

 

15 m 2.5 m 

Sol  ሺσg=10-2 S/m , rg = 4 ) 

d=1 m 

Profil  
Air  (µ0, ε0) 

Z 

2.5 m 

X 0.1m 
i(0, t) 

 

Fig.4.19 Configuration de base  pour le calcul du champ  électrique. 

    

a) Résultat de calcul.                                             b) Résultat publié en [65]. 

Fig.4.20 Composante  Ex du champ électrique. 
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Fig.4.21 Variation temporelle de la composante du champ électrique Ex le long du profil. 

La Fig.Ͷ.ʹͳ montre l’évolution temporelle de la composante �x du champ électrique observée le long d’un profil de ʹͲ ݉. En remarque que son amplitude décroît  quand on s’éloigne du point d’impact et en fonction du temps. 
4.6.3.3 Champ magnétique le long d’un  profil au-dessus de l’interface Pour cette application l’électrode est de longueur ݈ = ͳͲ ݉ et de rayon � = ͹ ݉݉, 

enterrée à une profondeur ݀ = Ͳ.ͷ ݉ dans un sol de conductivité �g = ͳͲ−ଶܵ/݉, excitée 

par la même forme de courant bi-exponentielle que précédemment avec                    

௠ܫ) = ͳ.Ͳͳ͸͹ ݇ܣ; ߙ  = Ͳ.ͲͳͶʹ ݏߤ−ଵ ݁ߚ ݐ = ͷ.Ͳ͹͵ ݏߤ−ଵ). Les points de calculs du champ 

électrique correspondent à un profil parallèle à l’électrode et  situé dans l’air  à une 
hauteur ℎ = Ͳ.ͳ ݉ du sol  (Fig.4.22). 

Dans cette application F. Dawalibi [65] propose le paramétrage de l’angle Ⱦ (formé par l’inclinaison de l’électrode et l’horizontaleሻ. Dans notre cas, nous traitons uniquement le 
cas ou   Ⱦ = 0. 
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L=10 m  5 m 

Sol  ሺσg=10-2 S/m , rg = 4 ) 

d=0.5 m 

Profil  
Air  (0, 0) 

Z 

X 

h=0.1m 

i(0, t) 

 

Fig.4.22 Configuration de base  pour le calcul du champ magnétique. 

    

a) Résultat de calcul                                             b) Résultat publié en [65] 

Fig.4.23 Champ magnétique le long d’un profil parallèle à l’électrode. 
Le résultat que nous obtenons pour le champ magnétique (Fig. 4.23.a) conduise 

pratiquement au même résultat qui est bien conforté, en allure générale et en 

amplitude, par celui publie par Dawalibi [65] (Fig. 4.23.b). 

4.6.3.4 Champ électromagnétique rayonné par une grille de mise à la terre d’un 
poste THT ou HT Comme dernière application, nous traitons le cas d’une grille de mise à la terre pour un 
poste aérien THT ou HT ; une grille de mise à la terre, généralement carrée, pour un 

Milieu homogène 
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poste un poste aérien. Dans cette application, nous complétons cette application en analysant la réponse électromagnétique transitoire de la grille lors d’un coup de foudre. �n �ig.Ͷ.ʹͶ nous présentons la configuration étudiée et les données de l’application sont 
les suivantes : 

 Caractéristique du sol : ߩg = ͳͲͲ Ω.݉, �ߤ = ͳ, g�ߝ = Ͷ. 
 Paramètres des conducteurs : aሻ longueur d’une barre = ͶͲ m 

b) diamètre = 1.4 mm 

c) résistivité ρe = 0.25 10-6 Ωm 

d)  profondeur h = 0.6 m 

 Générateur onde de foudre de forme d’Haidler (4.9) avec les paramètres :  

��௠ܫ  = ͳͲ.͹ ݇ܣ;  � = Ͳ.ͻ͹; ݊ = ͳͲ; �ଵ = Ͳ.ͺݏߤ; �ଶ = ͳͻݏߤ. 
 

B 

A 

Profile 1 

Profile 2 

40m 

y 

z 

x 

air (µ0,ε0) 

h= 0.6 m 

sol (ρg=100 Ω.m, εrg=4) 

40m 

2.5m 

2.5m 

P1(5, 0, 0.5) 

P2(5, 45, 0.5) 
P3(15, 0, 0.5) 

P4(15, 45, 0.5) 

i( 0, t) 

 

Fig.4.24 Grille de mise à la terre. 
 

Pour une excitation au centre puis sur la corne, nous traçons la variation du champ électromagnétique en ʹD au niveau de l’interface sol-air le long des deux profils 1 et 2. 
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Fig.4.25 Variation temporelle de la composante Ey du champ électrique. 
 

 
Fig.4.26Variation temporelle du champ électrique Et. 

 
Les Fig.4.25 et 4.26 illustres la variation du champ électrique total �ݐ et la composante �ݕ rayonnée le long du profil 1 pour une injection à la corne de la grille de mise à la 

terre. 

 

 Fig.4.27Variation temporelle de la composante Ey du champ électrique. 
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Fig.4.28 Variation temporelle du champ électrique Et. 

Les Fig.4.27 et 4.28 illustres la variation du champ électrique total �ݐ et la composante �ݕ rayonnée le long du profil 2 pour une injection au centre de la grille de mise à la 

terre. 

 

Fig.4.29 Variation temporelle du champ magnétique Ht. 

Les Fig.4.29 illustre la variation du champ magnétique total ݐܪ rayonnée le long du 

profil 2 pour une injection au centre de la grille de mise à la terre. 

En fig.4.29 a et b, nous proposons quelques résultats que nous obtenons pour différents 

profils (profil 1 et 2 fig.4.24) en différents instant et injections ሺà l’extrémité et au 
milieu de grille de mise à la terre). 
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a. Injection à la corne de la grille                      b. Injection au centre de la grille 

Fig.4.29 Champ électrique total pour différent instants.  

Fig.4.29 illustre la variation temporelle du champ électrique total le long des profils 1 et 

2 pour différentes instants.  

Ces résultats montrent l’influence du point d’injection sur le champ rayonné au niveau 
des deux profils. On constate qu’une injection au milieu entraîne un champ rayonné 
moins important, ceci met en évidence une diminution des boucles de rayonnement. 

4.7 Conclusion 

Pour pouvoir calculer le rayonnement électromagnétique émis par une décharge 

atmosphérique, une analyse des différents modèles d’arc en retour a été présentée. 

Nous avons rappelé dans un premier temps les différentes formulations analytiques 

temporelles et fréquentielles du champ électromagnétique associées à ces modèles.  

En second lieu, les différentes expressions mathématiques permettant de calculer le 

champ électromagnétique rayonné par un dipôle électrique ont été présentées et 

discutées. 

Dans une dernière partie, nous avons présenté les applications des différents modèles 

et les résultats obtenus étaient satisfaisants. 
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Chapitre 5 

Technique d’accélération de résolution de l’EFIE 
 

5.1 Introduction 

La réponse transitoire d'un système linéaire peut être obtenue directement, en 

résolvant les équations dans le domaine temporel ou par approche du domaine 

fréquentiel et la transformée de Fourier inverse. Les méthodes numériques sont devenues incontournables pour l’analyse du comportement transitoire des systèmes 
des prises de terre et la résolution des équations de Maxwell.  

Les quantités électromagnétiques (calcul du courant, champs électromagnétique et l’impédance transitoireሻ doivent être déterminées sur une large bande de fréquences et le système linéaire doit être résolu pour chaque fréquence d’intérêt. Ceci entraîne un 

coût de calcul important.  Dans un premier temps, nous rappelons un état d’art des techniques d’accélérations de la résolution de l’équation intégral du champ électrique EFIE.  
La seconde partie du chapitre est consacrée à la description de notre approche basée sur la technique des ondelettes et une méthode basée sur les paramètres d’estimation 
MBPE. 

5.2 Techniques d’accélération de résolution de l’EFIE L’approche du champ électromagnétique est la méthode la plus rigoureuse, basée sur la 

théorie des antennes (AM). Le formalisme des antennes qui conduit vers la résolution 

fréquentielle d’un système matriciel, est le plus rigoureux mais nécessite des moyens 

numériques importants. Cette méthode, lorsqu'elle est appliquée dans l'analyse des 
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phénomènes transitoires rapides, est caractérisée par une précision accrue car ils sont 

basés sur la résolution de l'ensemble des équations de Maxwell; nous devons répéter le 

calcul à chaque fréquence pour obtenir la réponse en fréquence sur une large bande de fréquence. De plus l’utilisation des passages temps-fréquence et inversement nécessitent des temps de calcul bien important ሺun grand nombre d’échantillons pour une bonne FFTሻ pour s’assurer d’un résultat acceptable dans le cas de l’injection d’une 
onde foudre. Cela peut être de calcul intensif pour les appareils électromagnétiques 

avec des réponses en fréquence compliquées. Pour cette raison, plusieurs différentes 

techniques ont été proposées pour accélérer l'ensemble des procédures de solution en 

améliorant l'une de ces étapes [121-127]. 

D'autre part, les bases d'ondelettes ont été appliquées à la solution des équations 

intégrales EFIE avec deux manières, approches directe et indirectes. Dans l'approche 

directe [128-137], on doit être utilisée directement comme fonctions de base et 

fonctions de test dans MoM, y compris les ondelettes périodiques et les ondelettes 

d'intervalles. Cependant, cette approche nécessite un travail de calcul considérable pour 

évaluer les intégrales complexes. Dans l'autre, approche indirecte, consiste à générer la matrice d’impédance par MoM en 
utilisant les fonctions de base et de test conventionnelles, puis la Transformée en 

Ondelettes Discrète (de paquets) est appliqué à la matrice obtenue à l'aide du 

conventionnelle MoM pour obtenir une équation de la matrice creuse dans le domaine 

des ondelettes, [138-154]. Le coût de calcul est considérablement réduit par 

l'application de la matrice de transformation d’ondelettes ሺWMTሻ. Il pourrait être plus 
attrayant dans la pratique, le grand nombre de calculs dans la construction de la matrice 
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des MoM, y compris dérivations numériques dans la détermination du noyau et double 

intégration dans l'évaluation des entrées de la matrice. L’approche indirecte poussée à 

ses limites pratiques, en particulier dans les grands problèmes électrique. 

Malheureusement, l'application des WMT est toujours limitée à l'équation de la matrice 

avec une dimension de ʹ௡ × ʹ௡. Pour satisfaire cette condition de dimension, seulement 

des problèmes de taille électrique spéciale peuvent être résolus; sinon, le nombre 

d'inconnues dans l'équation intégrale discrétisée est généralement augmenté, ce qui entraînera plus d’opérations de calcul.  Ces ensembles techniques d’accélérations est encore assez de temps en raison d’itération sur toute la bande de fréquences.  
Une autre technique basée sur la fonction rationnelle est aussi un moyen efficace pour l’analyse du comportement transitoire d'un système de mise à la terre. Il existe deux 

approches pour les générer. La premier approche est une technique connue sous le nom 

de Model Based Parameter Estimation (MBPE), a été combinée dans un premier temps 

à la méthode des moments.  

Dans La deuxième approche (MBPE), le courant électrique inconnu est étendu en 

fonction de la fonction rationnelle. Les coefficients de la fonction rationnelle sont 

obtenus en utilisant les données de fréquence et les données des dérivées de fréquence. 

Ce modèle a été proposé pour réduire le nombre de points de calcul dans le domaine 

fréquentiel nécessaires pour l'évaluation de la distribution spatio-temporelle du 

courant. Miller [155-157] présente des descriptions détaillées de la MBPE à l'égard des 

problèmes observables spécifiquement dans l’électromagnétique. Dans [158, 159], 

MBPE est utilisé pour interpoler les diagrammes de rayonnement de l'antenne dans les 
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deux domaines spatial et fréquentiel. Dans [160], MBPE est utilisée au MoM pour 

analyser de manière efficace les résonances intérieures et extérieures de 

l'antenne et des systèmes de diffusion. Récemment, une approche en deux étapes de 

MBPE est présentée pour construire un modèle de la réponse transitoire dans le 

domaine fréquentiel des systèmes de mise à la terre pour accélérer les calculs MoM 

[161]. Les coefficients de la fonction rationnelle sont déterminés par la méthode de 

point matching, qui est la façon la plus simple pour estimer les paramètres de MBPE. 

Dans [162], MBPE est utilisée pour interpoler le courant d’arc en retour d’un coup de 
foudre et calculée les champs électromagnétiques rayonnés. Jun Zou [163] présente un 

modèle multi-objet d’échantillonnage adaptatif dans le domaine spatial, pour construire 
le modèle ajusté de l'intensité du champ électrique généré par un dipôle électrique 

horizontal. Ils utilisent une méthode d'interpolation spatiale adaptative pour remplir 

efficacement la matrice d'impédance et réduire le calcul de la méthode des MoM. 

La seconde approche est une technique connue sous le nom asymptotic waveform 

evaluation (AWE). Dans l’AWE, le courant inconnu est étendu dans une série de Taylor 

autour d'une fréquence. Les coefficients de la série de Taylor ont été évalués en utilisant 

les dérivés de fréquence de l’EFIE, qui était initialement développé pour l'analyse 

des circuits à grande vitesse [164]. L’application de l’AWE à une méthode d’éléments 
finis a été présentée dans [165-167]. Cette technique a démontré son efficacité pour l’analyse des jonctions micro-ondes impliquant des guides d’ondes et des cavités résonnantes. L’extension de l’AWE à la résolution d’un problème en domaine non borné 

a été réalisée dans [144] dans le cas bidimensionnel. Le modèle combine la méthode des 

éléments finis en trois dimensions 3D avec une approximation de Padé pour la 



Chapitre 5                  Technique d’accélération de résolution de l’EFIE 

 

 Page - 110 - 

 

résolution du problème de diffraction. Dans [168, 169], AWE a également été appliqué à 

MoM pour résoudre le problème de diffusion. Mais ils se sont avérés difficilement pour 

le calcul complexe des coefficients différentiels d'ordre élevé des éléments de la matrice 

d'impédance. 

Dans ce chapitre, un modèle à deux étapes dans le domaine fréquentiel est présenté, pour  accélérer l’analyse du comportement transitoire d’un système de mise à la terre 

par la MoM, qui sera décrit plus en détail ci-dessous. Dans la première étape, basée sur 

un processus de réduction des coefficients différentiels d'ordre élevés des éléments de 

la matrice d'impédance, la matrice de transformée en ondelettes (WMT) est utilisée 

pour obtenir une équation de matrice d'impédance creuse dans le domaine  des 

ondelettes, qui est résolu sur une large bande de fréquence. Dans la deuxième étape, 

basée sur une technique qui cherche à réduire le nombre  de points de calcul dans le 

domaine fréquentiel nécessaires pour l'évaluation de la distribution spatio-temporelle 

du courant, la technique de MBPE est utilisée pour choisir les points de fréquence d'échantillonnage, le courant électrique est similaire d’une fonction rationnelle. Les 

coefficients de la fonction rationnelle sont obtenus en utilisant les données de fréquence 

et les données des dérivées de fréquence. Une fois que les coefficients de la fonction 

rationnelle on obtient….. . La distribution de courant électrique sur l'électrode de mise à 

la terre peut être obtenue à n'importe quelle fréquence dans la plage de fréquence. 

5.3 Présentation de la technique des Ondelette  

A l'aide de la méthode des moments (MoM), l'équation intégrale décrit par (3.13) peut 

être réduite à une équation matricielle: 
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ܼሺݏሻ ∙ ሻݏሺܫ = ܸሺݏሻ (5.1) 

où ܼሺݏሻ,  ሻ désignent la matrice d’impédance de la méthode des moments, leݏሻ et ܸሺݏሺܫ

vecteur de courant induit, et le vecteur d'excitation, respectivement. Notez que ܼሺݏሻ est 

une matrice complexe et de taille ܰ × ܰ.  

En appliquant la matrice de transformée en ondelettes de l'équation ci-dessus, Le 

problème original est maintenant représenté dans le domaine des ondelettes comme 

suit: ܼ̃ሺݏሻ. ሻݏሺܫ̃ = ܸ̃ሺݏሻ (5.2) 

où: ܼ̃ሺݏሻ = ܹ ∙ ܼሺݏሻ ∙ ሻݏሺܫ̃ (5.3) �ܹ = ܹ� ∙ ሻݏሻ (5.4) ܸ̃ሺݏሺܫ = ܹ� ∙ ܸሺݏሻ (5.5) 

et T représente la transposée d'une matrice. 

L'équation (5.4) peut être résolue pour ̃ܫሺݏሻ et la solution est alors obtenu directement 

en tant que: ܫሺݏሻ = ܹ ∙  ሻ (5.6)ݏሺܫ̃

La matrice W doit être choisie de telle sorte que ܼ̃ሺݏሻ contient un grand nombre de très 

petits éléments qui peuvent être réglés à zéro en raison d’un seuil présélectionné sans 

nuire à la précision de l'approximation de la solution. Ceci peut être réalisé en 

construisant à partir de l'ondelette Daubechies orthogonal (DOW) [170].  

Les fonctions � et ߰ sont, respectivement, fonction d'ondelette et sa fonction de mise à 

l'échelle décrite par Daubechies [170-171]. Elles sont définies dans le cadre de la 
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théorie des ondelettes et peut être construit avec support spatial dans les conditions 

suivantes : 

�ሺ�ሻ = √ʹ∑ℎ௞�ሺʹ� − ݇ሻ௅−ଵ
௞=଴  (5.7) 

߰ሺ�ሻ = √ʹ∑g௞�ሺʹ� − ݇ሻ௅−ଵ
௞=଴  (5.8) 

où ℎ௡ et ݃௡   désignent la décomposition des coefficients de filtrage, ܮ est la longueur des 

filtres d'ondelettes. Les coefficients de l’ondelette Daubechies avec ݉ moments nuls, 

possèdent des filtres de longueur de ʹ݉ + ʹ. Les filtres d'ondelettes sont liées par la 

relation suivante qui les transforme en un ensemble de filtres miroirs en quadrature, 

étant hk un filtre passe-bas et g௞  son filtre passe-haut correspondant. g௞ = ሺ−ͳሻ௞ℎଶ௠+ଵ−௞      ݇ = Ͳ, … , ʹ݉ + ͳ (5.9) 

Le niveau ݈ de la transformée en ondelettes ܹ peut alors s’écrire comme le 

produit d'un niveau transformée en ondelettes ܷ௞ : ܹ = ܷ௡−௟+ଵ…ܷ௡−௟ܷ௡ (5.10) 

௡ܷ−௟ = [௡−௝ܩ௡−௝ܪ]] ே−ேܫ ଶ௝⁄ ] (5.11) 

où ܫ௞ représente la matrice identité, ܪ௡−௝ et ܩ௡−௝ sont des matrices de dimension ܰ ʹ௝+ଵ⁄ × ܰ ʹ௝⁄  appelé filtres passe-bas et haut, respectivement.  Définis par leur 

coefficients de filtre ℎ௞ et g௞ . On obtient le système d'équations creuse par l’utilisation 
de la technique transformée en ondelettes ci-dessus.  
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D’autre par, nous introduisons la notion d’une matrice partitionnée en bloc. La matrice 

transformée en ondelettes doit être partitionné à des sous-matrices diagonale par 

bloque. Chaque bloc et son vecteur d'excitation doit être creuse. Enfin nous combinent 

seulement les éléments non nuls à résoudre pour le vecteur inconnu. La matrice plein 

des MoM, et le vecteur d'excitation sont donnés comme suit : 

ܹ = [ ଵܹ ͲͲ  ଶܹ ڮڮ ͲͲڭ      ڭ ⋱ Ͳڭ     Ͳ ڮ ௅ܹ] (5.12) 

ܼሺݏሻ = [ܼଵଵሺݏሻ ܼଵଵሺݏሻܼଶଵሺݏሻ  ܼଶଶሺݏሻ ڮڮ ܼଵ௄ሺݏሻܼଶ௄ሺݏሻڭ      ڭ ⋱ ሻݏ௄ଵሺܼڭ  ܼ௄ଶሺݏሻ ڮ ܼ௄௄ሺݏሻ] ሻݏሺܸ ݐ݁  = [
ଵܸሺݏሻଶܸሺݏሻڭ௄ܸሺݏሻ] (5.13) 

Où ௜ܹ  est une matrice de transformation à plusieurs niveaux, qui est construit à partir d’un seul niveau de la matrice de transformation ௡ܲ௜ [172]: 

௜ܹ = ௡ܲ−௟+ଵ௜ … ௡ܲ−௟௜ ௡ܲ௜ (5.14) 

௡ܲ−௟+ଵ௜ = ௡−௝௜ܩ௡−௝௜ܪ]] ] [ܱ][Ͳ] �ே�−ேܫ ଶ௝⁄ ] (5.15) 

௜ܹ  exprime la matrice de décomposition, peut être exprimée comme matrice de 

transformation de paquets d'ondelettes adaptative. ௜ܹሺ݅ = ͳ,ʹ,… ,  ሻ sont lesܮ

orthogonaux et peut être les mêmes que les autres d’une matrice de la même taille. ܼ௜௝ሺݏሻ est une sous-matrice de l'ordre ܮ௜ , et ௜ܸሺݏሻ est un sous-vecteur de longueur ܮ௜ . La 

matrice transformée d'ondelette ܼ̃ሺݏሻ, le vecteur  transformé ܸ̃ሺݏሻ et le vecteur inconnu ̃ܫሺݏሻ devenient : 



Chapitre 5                  Technique d’accélération de résolution de l’EFIE 

 

 Page - 114 - 

 

ܼ̃ሺݏሻ = [  
 ଵܹ�ܼଵଵሺݏሻ ଵܹ ଵܹ�ܼଵଶሺݏሻ ଶܹଶܹ�ܼଶଵሺݏሻ ଵܹ  ଶܹ�ܼଶଶሺݏሻ ଶܹ ڮڮ ଵܹ�ܼଵ௄ሺݏሻ ௄ܹଶܹ�ܼଵ௄ሺݏሻ ௄ܹڭ                   ڭ ⋱ ሻݏ௄ܹ�ܼ௄ଵሺڭ ଵܹ  ௄ܹ�ܼ௄ଶሺݏሻ ଶܹ ڮ ௄ܹ�ܼ௄௄ሺݏሻ ௄ܹ]  

 
 (5.16) 

ܸ̃ሺݏሻ = [  
 ଵܹ� ଵܸሺݏሻଶܹ� ଶܸሺݏሻڭ௄ܹ� ௄ܸሺݏሻ]  

ሻݏሺܫ̃ ݐ݁   = [  
 ଵܹ�ܫଵሺݏሻଶܹ�ܫଶሺݏሻڭ௄ܹ�ܫ௄ሺݏሻ]  

 
 (5.17) 

où ̃ܫሺݏሻ est un sous-vecteur de longueur ܮ௜ . Notez que chaque bloc de la matrice 

transformé ܼ̃ሺݏሻ peut être transformé de façon indépendante, ce qui permet de générer 

la matrice en bloc et d'effectuer la transformation et le stockage dans la position 

appropriée dans la matrice creuse.  

Dans ce cas la matrice  ܼ�ሺݏሻܹܼሺݏሻ est diagonale par blocs, chaque bloc définissant un 

sous-système indépendant de tous les autres. La résolution de ce sous-système donne une estimation locale de l’endroit où la fonction est non-nulle. L’utilisation de la fonction d’échelle (spatialement localisées  comme fonction de base) conduit à  ce que la matrice ܼ�ሺݏሻܹܼሺݏሻ soit creuse, c'est-à-dire que la majorité des éléments qui les composent est 

nulle. Cette propriété est très intéressante car elle permet un gain de temps des calculs et d’espace mémoire lors de la résolution du système, et de fait, autorise l’utilisation de 
modèles définis par un plus grand nombre de paramètres. Après la résolution du système creuse, l’inconnue des coefficients de courant ܫሺݏሻ est 

obtenu à partir de ̃ܫሺݏሻ a travers l’inverse de la matrice transformée en ondelettes par l’équation (5.6). 
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5.4 Présentation de la technique MBPE  

Le comportement transitoire de la distribution du courant peut être modélisé comme 

une fonction rationnelle sous la forme d'une fonction polynomiale fractionnaire donnée 

par [155, 156, 162, 163] : 

ሻݏሺܫ̃ = ௅ܲሺݏሻܳெሺݏሻ (5.18) 

Dans laquelle ௅ܲሺݏሻ et ܳ௅ሺݏሻ sont des polynômes en fonction de ݏ, ayant l’ordre ܮ et ܯ, 

respectivement.  L'argument ݏ représente la fréquence complexe ݆߱ =  où ݂est la ,݂ߨʹ݆

fréquence, sont définis par: 

௅ܲሺݏሻ = ܽ଴ + ܽଵݏ + ܽଶݏଶ + ܽଷݏଷ +ڮ+ ܽ௅ݏ௅ (5.19) ܳ௅ሺݏሻ = ܾ଴ + ܾଵݏ + ܾଶݏଶ + ܾଷݏଷ +ڮ+ ܾெݏெ (5.20) 

Les coefficients de la fonction rationnelle sont obtenus en faisant correspondre les 

dérivés de fréquence ܫሺݏሻ. Si l'équation (5.18) se différencie en temps ݐ fois par rapport 

à s, les équations résultantes peuvent être écrites sous la forme [156]: 

{  
  
ெܳܫ̃   = ௅ܲ̃ܫ′ܳெ + ′ெܳܫ̃ = ௅ܲ′̃ܫ′′ܳெ + ′ெܳ′ܫ̃ʹ + ′ெܳܫ̃ = ௅ܲ′′...̃ܫሺ௧ሻܳெ + ሺ௧−ଵሻܳெሺଵሻܫ̃ݐ +ڮ+ �௧,௧−௠̃ܫሺ௠ሻܳெሺ௧−௠ሻ +ڮ+ ெሺ௧ሻܳܫ̃ = ௅ܲሺ௧ሻ

 (5.21) 

Le coefficient binomial est défini par: 

�௡,௥ = !ݎ!݊ ሺ݊ −  ሻ! (5.22)ݎ

Pour résoudre les coefficients inconnus ܽ௟ሺ݈ = Ͳ,ͳ,ʹ, … , ሻ et ܾ௠ሺ݉ܮ = Ͳ,ͳ,ʹ, …  ሻ , etܯ,

nous réécrivons (5.8) 
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ሻݏሻܳெሺݏሺܫ̃ = ௅ܲሺݏሻ (5.23) 

Différenciés l’équation (5.23) ݐ fois par rapport à  , en obtient l’équation suivante : 

ሻ௧ݏሺ௧−௜ሻሺܫ̃∑
௧=଴ ܳெሺ௧ሻሺݏሻ = ௅ܲሺ௧ሻሺݏሻ (5.24) 

Dans les équations ci-dessus, ܫሺݐሻ, la dérivée ݐ௜é௠� peut être obtenue en utilisant la 

relation récursive : 

ሻݏሺ௧ሻሺܫ̃ = ܼ̃−ଵሺݏሻ [ܸ̃ሺ௧ሻሺݏሻ −∑�௧,௜ܼ̃ሺ௜ሻሺݏሻ̃ܫሺ௧−௜ሻሺݏሻ௧
௜=଴ ] (5.25) 

ܼሺ௤ሻሺݏሻ est la dérivée de ݍ௜é௠�  par rapport à ݏ de ܼሺݏሻ. De même ܸሺ௧ሻሺݏሻ est la dérivée ݐ௜é௠� par rapport à s de ܸሺݏሻ et �௧,௜  est le coefficient binomial. 

Le calcul des dérivées d'ordre élevé pour la matrice d'impédance est complexe et la 

complexité augmente à mesure que l'ordre ajouté. Par conséquent, nous voulons 

présenter une technique des paramètres d'estimation basée sur un modèle à deux 

points de fréquence s1 et s2 pour former le ܲ = ܮ ܯ+ + ͳ équations conjointement. 

Lorsque ܮ = ͷ et ܯ = Ͷ sont sélectionnés, l'équation de la matrice sera obtenue sous la 

forme suivante : 

[  
   
   
   
ͳ ଵݏ ଵଶݏ ଵଷݏ ଵସݏ ଵହݏ ଵݏଵሻݏሺܫ̃− ଵଶݏଵሻݏሺܫ̃− ଵଷݏଵሻݏሺܫ̃− ଵସͲݏଵሻݏሺܫ̃− ͳ ଵݏʹ ଵଶݏ͵ Ͷݏଵଷ ͷݏଵସ ଶ଻ܯ ଶ଼ܯ ଶଽܯ ଶ,ଵ଴Ͳܯ Ͳ ʹ ͸ݏଵ ͳʹݏଵଶ ʹͲݏଵଷ ଷ଻ܯ ଷ଼ܯ ଷଽܯ ଷ,ଵ଴Ͳܯ Ͳ Ͳ ͸ ʹͶݏଵ ͸Ͳݏଵଶ ସ଻ܯ ସ଼ܯ ସଽܯ ସ,ଵ଴Ͳܯ Ͳ Ͳ Ͳ ʹͶ ͳʹͲݏଵ ହ଻ܯ ହ଼ܯ ହଽܯ ହ,ଵ଴ͳܯ ଶݏ ଶଶݏ ଶଷݏ ଶସݏ ଶହݏ ଶݏଶሻݏሺܫ̃− ଶଶݏଶሻݏሺܫ̃− ଶଷݏଶሻݏሺܫ̃− ଶସͲݏଶሻݏሺܫ̃− ͳ ଶݏʹ ଶଶݏ͵ Ͷݏଶଷ ͷݏଶସ ଻଻ܯ ଻଼ܯ ଻ଽܯ ଻,ଵ଴Ͳܯ Ͳ ʹ ͸ݏଶ ͳʹݏଶଶ ʹͲݏଶଷ ଻଼ܯ ଼଼ܯ ଽ଼ܯ ଵ଴Ͳ,଼ܯ Ͳ Ͳ ͸ ʹͶݏଶ ͸Ͳݏଶଶ ଽ଻ܯ ଽ଼ܯ ଽଽܯ ଽ,ଵ଴Ͳܯ Ͳ Ͳ Ͳ ʹͶ ͳʹͲݏଶ ଵ଴,଻ܯ ଼,ଵ଴ܯ ଵ଴,ଽܯ ଵ଴,ଵ଴ܯ ]  

   
   
   

[  
   
   
 ܽ଴ܽଵܽଶܽଷܽସܽହܾଵܾଶܾଷܾସ]  
   
   
 
=
[  
   
   
   
  [ଶሻݏሺସሻሺܫଶሻ̃ݏሺଷሻሺܫଶሻ̃ݏሺଶሻሺܫଶሻ̃ݏሺଵሻሺܫଶሻ̃ݏሺܫଵሻ̃ݏሺସሻሺܫଵሻ̃ݏሺଷሻሺܫଵሻ̃ݏሺଶሻሺܫଵሻ̃ݏሺଵሻሺܫଵሻ̃ݏሺܫ̃

   
   
   
 (5.26) 

Le calcul des coefficients ܯ௜௝ peut être trouvé dans [157]. 
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Le taux d'échantillonnage est choisi de manière à donner des points adéquats couvrant 

le temps de montée du courant. Le procédé ci-dessus peut être généralisé pour des 

fréquences multiples avec des dérivés de fréquence évaluée à chaque fréquence pour 

augmenter la précision de la fonction rationnelle. 

5.5 Résultats et discussions numériques La précision et l'efficacité de l’approche présentée dans la section précédente est 
vérifiée et validées en considérant quelques exemples numériques (une électrode 

horizontale, une grille de mise à la terre, et une large grille de mise à la terre). Les 

calculs sont effectués sur une large bande de fréquence. Les résultats numériques obtenus par l’approche proposée sont également comparée avec les résultats calculés à 

chaque fréquence en utilisant la méthode directe des Moments. Nous ferons référence à 

cette dernière méthode, la notation "solution exacte". On peut remarquer que la 

technique de transformation rapide de Fourier (FFT) est utilisée pour la représentation 

spectrale du courant d'excitation. La conversion vers le domaine temporel est obtenue 

en appliquant l'algorithme FFT inverse (IFFT) sur le spectre de fréquence. 

Dans les exemples présentés ci-dessous, le courant de foudre injecté est représenté 

mathématiquement par la formule de Heidler défini par la relation suivante : 

݅ሺݐሻ = ���௠ܫ ሺݐ �ଵ⁄ ሻ௡ͳ + ሺݐ �ଵ⁄ ሻ௡ ݁௧ �2⁄  (5.27) 

où ܫ௠�� est la valeur de crête de courant, � est le facteur de correction, ݊ est une 

constante. �ଵ et �ଶ sont les constantes de temps de front et constante de décroissance 

respectivement.  
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Les données numériques sont adoptées : 

��௠ܫ  = ͳͲ.͹ ݇�;  � = Ͳ.ͻ͹; ݊ = ͳͲ; �ଵ = Ͳ.ͺ �ݏ; �ଶ = ͳͻ �ݏ. 
Tous les calculs ont été effectués sur un PC Toshiba  Intel (R) Core (TM) 2 CPU 1,66 GHz 

et 2 Go de RAM.  

5.5.1 Électrode de terre Horizontal 

Dans ce premier exemple, une électrode de terre horizontale ayant une longueur ݈ = ʹͲ ݉ et de rayon ܽ = Ͳ.ͲͲ͹ ݉ (Fig. 5.1), enterré à une profondeur ݀ = Ͳ.͸ ݉  dans 

un sol de résistivité ߩ௦ = ͳͲͲ Ω.݉, permittivité relative �௥ = ͳͲ, supposé linéaire, homogène et isotrope, et alimentée à l’une de ses extrémités par le générateur  ¨onde de 

foudre¨ (5.27).   

 

l= 20 m 

y 

d =0.6m 

soil (ρs, μs, εr) 

 air ሺε0, µ0) 
Interface soil-air 

z 

x 

Is 

Point A 

 

Fig. 5.1 Électrode de terre Horizontale. 

L'électrode de terre horizontale est discrétisé par la fonction de base en ͸Ͷ coefficients 

inconnus du courant. Pour calculer la distribution de courant transitoire le long de 

l'électrode de terre horizontale entre Ͳ et ʹ.ͷ ܪܯ� avec un pas de fréquence de Ͳ.ͲͲͶͺMhz. Le CPU prend un temps estimé à ʹʹͲ ݏ par la solution exacte. En revanche, 

notre approche (ondelettes basée MBPE) ne prend que ͸͵ݏ avec 10 points 

d'interpolation et 9 fonction rationnelle ሺܮ = ͷ,ܯ = Ͷሻ. 
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Fig. 5.2 Comparaison entre notre approche et la solution exacte  du courant au point A 

du conducteur de mise à la terre dans le domaine fréquentiel. 

 

Fig. 5.3 Comparaison entre notre approche et la solution exacte  du courant au point A 

du conducteur de mise à la terre dans le domaine temporelle. 

Les fig.5.2 et 5.3 montre  les réponses transitoire du courant dans le domaine 

fréquentiel et temporel respectivement. Comme on peut le voir, un bon accord dans 

l'amplitude du courant le long du fil a été atteint pour notre approche par rapport à la 

solution exacte. De plus, le temps de montée prédite par les deux méthodes de calcul est 

identique. 
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5.5.2. Grille de mise à la terre  Dans le deuxième exemple, nous considérons le cas d’une grille de mise à la terre de 
forme carrée, régulière de dimension  de ʹͲ ݉ × ʹͲ ݉ dont les dimensions d’une maille 
sont de ͳͲ ݉ × ͳͲ ݉, comme illustré dans la Fig. 5.4. Il est composé de conducteurs en 

cuivre de rayon ܽ = ͷ ݉݉.  

La grille est enterrée à une profondeur ݀ = Ͳ.͸ ݉ dans un sol de résistivité                  ߩg = ͳͲͲ Ω.݉, permittivité relative �௥g = ͳͲ, supposé linéaire, homogène et isotrope. Le 

courant de foudre injecté est similaire à celle appliquée dans le premier exemple. 

l= 20 m 

y 

d =0.6 m sol (ρg, μg, εrg) 

 air ሺε0, µ0) 
Interface sol-air 

z 

x 

l= 20 m 

Point A 

Point B i(0, t) 

 

Fig. 5.4 Grille de mise à la terre. 

Les fonctions de base et de test de la méthode MoM sont utilisées pour discrétiser 

l'EFIE. Une matrice impédance pleine de taille 512 × 512 est obtenue. La matrice 

transformée en ondelettes est effectuée avec un seuil de ͳͲ−ହ pour avoir une résultat d’une matrice creuse avec un taux de ͹ʹ%. La bande de fréquence est approchée par la fonction rationnelle d’ordre ͻ ሺܮ = ͷ,ܯ = Ͷሻ et ͳͲ points d'interpolation.  



Chapitre 5                  Technique d’accélération de résolution de l’EFIE 

 

 Page - 121 - 

 

 

Fig.5.5 Comparaison entre notre approche et la solution exacte  du courant au point A de 

la grille de mise à la terre dans le domaine fréquentiel. 

 

Fig.5.6 Comparaison entre notre approche et la solution exacte  du courant au point B de 

la grille de mise à la terre dans le domaine de fréquentiel. 

Les Fig.5.5 et 5.6 montre  les réponses transitoire du courant dans le domaine 

fréquentiel aux points A et B respectivement. 



Chapitre 5                  Technique d’accélération de résolution de l’EFIE 

 

 Page - 122 - 

 

 

Fig.5.7 Comparaison entre notre approche et la solution exacte  du courant au point A de 

la grille de mise à la terre dans le domaine de temporelle. 

 

Fig.5.8 Comparaison entre notre approche et la solution exacte  du courant au point B de 

la grille de mise à la terre dans le domaine de fréquentiel. 

Les fig.5.7 et 5.8 montre  les réponses transitoire du courant dans le domaine 

fréquentiel et temporel respectivement. 

Les comparaisons des calculs en utilisant l'approche proposée et "solution exacte" aux 

points A et B, à la fois dans le domaine fréquentiel et temporelle, ont été prises pour 
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montrer les effets de la méthode décrite. Les résultats obtenus en utilisant MoM et 

l’approche d’ondelettes basée MBPE, ont été comparés sur une plage de fréquence de 0 

à 0,3 MHz, ce qui est la gamme de fréquences la plus importante pour analyser les 

caractéristiques de fréquence et de temps d'un système de mise à la terre. Comme le 

montre les Fig.5.5 et 5.6, les courbes dans le domaine fréquentiel sont très proches les 

uns des autres. En outre, dans le domaine temporel (fig.5.7 et 5.8), sauf pour la petite 

différence dans l'amplitude du courant, le temps de montée du résultat prédit par les 

deux méthodes de calcul est similaire et indiquant une grande précision de la technique 

proposée.  

On peut conclure d'après le tableau 1, que le procédé décrit permet d’obtenir une 

réduction significative du temps de calcul par rapport à la procédure classique MoM. En 

effet, notre approche (ondelettes basée MBPE) prend ͺͶͶ ݏ pour calculer le courant 

transitoire, alors que la solution exacte a pris ͵.͹ͶͶ ݏ.  

5.5.3. Grille de mise à la terre de grande taille 

Afin d'examiner l'efficacité et l'adéquation de notre approche pour des problèmes plus 

importants, nous considérons une grille de mise à la terre de grande taille de ͺͲ ݉ × ͺͲ ݉, dont les dimensions d’une maille sont de ʹͲ ݉ × ʹͲ ݉ enterré à une 

profondeur ݀ = Ͳ.͸ ݉ dans un sol de résistivité ߩg = ͳͲͲ Ω݉, permittivité relative �௥g = ͳͲ, supposé linéaire, homogène et isotrope.  

Les autres paramètres sont gardés les mêmes que celles utilisées dans l'exemple 

précédent. Le point A est au coin de la grille et soumis au coupe de foudre. 
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l = 80 m 

y 

d=0.6m sol (ρg, εrg) 

 air (ε0, µ0) 
Interface sol-air 

z 

x 

l = 80 m 

Point A 

Point C 

Point B 

Point D 

i(0, t ) 

 
Fig.5.9 Grille de mise à la terre de grande taille. L’EFIE est discrétisé en utilisant la méthode des moments combinant la méthode de 

Galerkin. Une matrice d'impédance plaine de taille 2048 × 2048 est obtenu. Il est 

transformé à l'aide de la matrice transformé ondelettes à une matrice creuse. Elle 

conduit à une faible densité de 81% de la matrice, pour un seuil de 10-5. Comme prévu, 

un taux beaucoup plus important est obtenu lorsque la taille de l'espace de problème 

est augmentée, ce qui illustre l'efficacité de l'analyse du système creuse.  

La totalité de la bande de fréquence est approchée par une fonction rationnelle d’ordre 
9 ሺܮ = ͷ,ܯ = Ͷሻ et 10 points d'interpolation.  

  

Fig.5.10 Comparaison entre notre approche et la solution exacte  du courant au point A 

du conducteur de mise à la terre dans le domaine fréquentiel. 
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Fig.5.11 Comparaison entre notre approche et la solution exacte  du courant au point B 

du grille de mise à la terre dans le domaine fréquentiel. 

Les Fig.5.10 et Fig.5.11 montrent la comparaison entre la solution exacte et notre 

approche (Ondelettes basée MBPE) de la variation du courant transitoire au point A et B 

respectivement, dans le domaine fréquentiel. 

 

Fig. 5.12 Comparaison entre notre approche et la solution exacte  du courant au point A 

de la grille de mise à la terre dans le domaine fréquentiel. 
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Fig. 5.13 Comparaison entre notre approche et la solution exacte  du courant au point B 

de la grille de mise à la terre dans le domaine de fréquentiel. 

Dans les Fig.5.12 et 5.13, la comparaison est effectuée dans le domaine temporel au 

point A et C respectivement. Un très bon accord entre les deux méthodes de résultats de calcul est obtenu, qui montre à nouveau une grande précision de l’approche proposée. 
Le temps de CPU en utilisant une technique d'ondelettes basée MBPE est comparée à 

celle utilisant la solution exacte dans le tab.5.1. Les résultats montrent que la solution 

exacte prend 97647s, tandis que l'approche d’ondelettes basée MBPE prend seulement 

10703s pour terminer le calcul résultant en une économie énorme dans les exigences de 

temps de CPU et de mémoire sans perte de précision.  

Encore une fois, la même conclusion que dans les autres exemples peuvent être faites. A 

titre de comparaison, l'approche d’ondelettes basée MBPE est environ huit fois plus 

rapide que la méthode des MoM directe.  

Dans la méthode des MoM directe, la plupart du temps de calcul est consacré au 

remplissage de la matrice impédance [ܼ].  
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En revanche, le temps dans notre approche (ondelettes technique basée MBPE) de 

procédé de remplissage d'interpolation est environ trois fois plus rapide que la méthode 

MoM directe. A fin d'obtenir la réponse dans le domaine temporel d'un système de mise 

à la terre, le procédé MoM directe peut avoir besoin de recalculer ܰ fois à des 

fréquences différentes. 

Problème 
MoM  Direct Ondelette basée MBPE 

Calculated points Total CPU time (s) Interpolation points Total CPU time (s) 

Grille de mise à la 

terre de grande taille 
512 220 10 63 

Électrode de terre 

Horizontal 
512 3.744 10 844 

Grille de mise à la 

terre 
512 97.647 10 10.703 

Tab.5.1 Temps d’exécutions CPU et mémoire de stockage.  

5.6 Conclusion L’analyse du comportement transitoire d’un système de mise à la terre en utilisant la 
méthode des moments (MoM) peut prendre un certain temps. Une nouvelle méthode a 

été introduite dans ce chapitre pour accélérer le calcul de la réponse transitoire dans le 

domaine fréquentiel du système complexe de mise à la terre. Dans cette approche, les 

techniques MBPE et WMT sont combinées et appliquées à la méthode des moments.  

La réponse transitoire des systèmes de mise à la terre en utilisant l'approche proposée 

est calculée et comparée à celle utilisant la solution exacte sur une bande de fréquences. 

Les résultats de l'approche proposée sont également comparés à ceux obtenus avec la 

méthode directe (MoM).  
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D'après les exemples numériques présentés dans ce travail, il a été démontré que l’approche proposée permet de réduire considérablement les besoins en mémoire et en 
temps d'exécution de la matrice d'impédance ainsi que le processus de la solution 

globale sans perdre de précision. 
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Chapitre 6 

Conclusion Générale et perspectives 

 
Les réseaux électriques modernes sont des ensembles complexes de lignes, fortement 

maillés, fonctionnant à des tensions diverses. Du fait de leur grande étendue, elles sont 

fréquemment foudroyées (environ 70 000 fois par an). Outre les lignes, un réseau électrique comporte des postes. Ce sont les nœuds du réseau 
où aboutissent les lignes qui apportent l'énergie. Dans un poste se trouvent l’appareillage de contrôle-commande faisant partie d’un  dispositif beaucoup plus 
complexe ¨système de télé-conduite¨ dédié à la protection et à la surveillance du réseau 

électrique.  

Les grands postes sont protégés contre les impacts directs de foudre par des câbles de 

garde (filet de garde) tendus au-dessus des jeux de barres. Lors d’un impact direct de 
foudre sur le poste, le courant de défaut, qui peut atteindre la centaine de kA, est dirigé 

vers une grille de mise à la terre (dispositif conducteur enfoui à une profondeur de 0.6 

m environ). Suite à une décharge orageuse, une grille de mise à la terre est responsable d’un 
rayonnement électromagnétique (auto-pollution électromagnétique)) en mesure d’altérer le bon fonctionnement de l’appareillage électronique nécessaire à la télé-

conduite du réseau électrique, présent à l’intérieur même du poste, et entraîner ainsi 
une dégradation de la qualité du service (coupure ou énergie de mauvaise qualité).  

Les exigences essentielles de la Compatibilité Electromagnétique (CEM) visent à assurer 

un fonctionnement optimal des systèmes électroniques vis-à-vis les phénomènes électromagnétiques extérieurs. L’utilisation croissante d’appareils électroniques et la 
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multiplicité des sources de perturbation ont conduit à l’étude de nouveaux moyens d’essais permettant d’améliorer la répétitivité des mesures CEM. 
En électromagnétisme, la modélisation numérique d’un dispositif est un outil indispensable aujourd’hui pour atteindre des objectifs en termes de répartitions des courants, tensions, champs électromagnétique, ……tant spatiales que temporelles. Elle 
apporte également une bonne compréhension des phénomènes physiques et donc leur 

maîtrise. 

Les travaux présentés dans cette thèse de doctorat contribuent à l’analyse de la réponse électromagnétique transitoire d’une mise à la terre en régime perturbé, 
particulièrement suite à une décharge de foudre. 

La foudre est un phénomène naturel dangereux, imprévisible et inévitable pouvant 

avoir un impact  important  sur  les  systèmes  électriques (destruction  ou  

dysfonctionnement  des équipements).  La  foudre  constitue  le  principal  phénomène  

naturel  d’un générateur  de  perturbations électromagnétiques. 

Les lignes électriques sont sujettes à des perturbations d’origine atmosphérique 
(foudre). Ces perturbations provoquent des déclenchements préjudiciables à la 

continuité de service. Pour les lignes à haute tension, le câble de garde permet une 

protection contre les coups de foudre, mais pour bien jouer son rôle, les mises à la terre 

des pylônes doivent avoir une impédance relativement faible. L’importance que revêt le rôle des installations de mise à la terre a conduit depuis 
plusieurs décennies les industriels, au départ, à des études à échelles réduites aux laboratoires et même sur site pour juger de l’efficacité des installations de mises à la 

terre à écouler des courants de défaut.   
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Le fonctionnement des installations électriques dépend étroitement de la manière dont 

certains dispositifs sont mis à la terre et des valeurs des paramètres des mises à la terre 

(résistance, inductance, capacité,…ሻ. Le paramètre le plus important dans l’analyse des 
mises à la terre en fréquence industrielle est la résistance qui doit être la plus faible 

possible, pour assurer la sécurité des personnes et du matériel.  

Les différents paramètres qui influencent le comportement transitoire des systèmes de mise à la terre, en particulier lorsqu’ils diffusent un courant de la foudre à été 
présentées au deuxième  chapitre. La valeur de la résistance de mise à la terre dépend 

de la nature du sol (résistivité) et de la forme (géométrie) des électrodes de terre. Dans 

le même chapitre, une synthèse des méthodes disponibles pour l'analyse du 

comportement transitoire des systèmes de mise à la terre à été aussi décrite. D’autre part un modèle à été décrit dans le chapitre trois pour représenter le 

comportement transitoire des systèmes de mise à la terre dans le domaine fréquentiel. 

A cet effet, nous nous sommes appuyés sur le modèle électromagnétique proposé par 

Grcev.  Ce modèle basée sur la théorie des antennes en utilisant la méthode numérique 

dite des moments. Ils sont raisonnables pour les structures et la plage de fréquence qui 

nous intéressent. Une validation du modèle à été faite par comparaissant avec logiciel 

commercial NEC 4. Cette modélisation fréquentielle nous a finalement permis d’établir diverses règles d’ingénierie permettant d’optimiser la structure des systèmes de mise à 
la terre.  

Depuis quelques années, l’importance que revêt la compatibilité électromagnétique en 

termes de perturbations électromagnétiques rayonnées a mis en exergue un autre 

intérêt pour les prises de terre qui consiste à  analyser ces dernières comme source de 
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rayonnement suite à un défaut interne ሺcourt circuitሻ ou externe ሺimpact direct d’une 

onde de foudre).  La modélisation de ce problème d’électromagnétisme pour la quantification du champ 
électromagnétique, rayonné par un système de mise à la terre, entraîner quelques 

approches surtout en fréquentiel. La modélisation numérique en fréquentiel la plus 

rencontrée est celle qui utilise le formalisme des antennes. Des expressions compactes 

pour le calcul du champ électromagnétique rayonné par un dipôle situé dans un demi-

milieu dissipatif proposé par Banos, Sivaprasad et al à été présenté. La validation de ce 

modèle fréquentiel  à été faite par des applications disponibles dans la littérature.  L’approche du champ électromagnétique étudiée dans le chapitre trois est la méthode la 

plus rigoureuse. Le formalisme des antennes qui conduit vers la résolution d’un système 

matriciel en fréquentiel est le plus rigoureux mais de mise en œuvre délicate et 

nécessite des moyens numériques importants. Pour obtenir la réponse en fréquence 

nous devons répéter le calcul à chaque fréquence sur une large bande de fréquence. De plus l’utilisation des passages temps-fréquence et inversement nécessitent des temps de 

calcul bien important. Cela peut être le calcul intensif pour les appareils 

électromagnétiques avec des réponses en fréquence compliquées. 

Le cinquième chapitre de cette thèse a porté sur l'élaboration d'une technique d’accélération de l’approche électromagnétique. Dans un premier temps, un état d’art des techniques d’accélérations de la résolution de l’équation intégral du champ 
électrique EFIE à été présenté. La seconde partie du chapitre est consacrée à la 

description de notre approche basée sur la technique des ondelettes et une méthode basée sur les paramètres d’estimation MBPE. 
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La validation de l’approche proposée à été faite en utilisant la méthode directe (MoM) 

sur une bande de fréquences. D'après les exemples numériques présentés dans ce 

travail, il a été démontré que l’approche proposée permet de réduire considérablement 
les besoins en mémoire et en temps d'exécution de la solution sans perdre de précision. 

En perspective, un travail plus élaboré devra prendre en compte des points suivants : 

- Etude des prises de terre des pylônes des lignes de transmission.  

- Etude des prises de terre d’un système électrique complexe. 
- Etude des prises de terre en compte des sols stratifiés horizontalement. 
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Annexe A 

Méthode des moments 

A.1 Définition La méthode des moments est une techni�ue t�ès géné�ale de �ésolution d’é�uations 
fonctionnelles, développée par Harrington pour la résolution des équations intégro-diffé�entielles de l’élect�omagnétisme. Cette techni�ue numé�i�ue pe�met de �ésoud�e 
efficacement les équations intégrales en les transformant en un système matriciel 

résolu par calculateur. Elle consiste en une discrétisation géométrique du problème considé�é �ui induit une fo�mulation de l’intég�ale sous la fo�me d’un système linéai�e mat�iciel dont la taille est p�opo�tionnelle au nomb�e d’éléments de disc�étisation ܰ. On 

aura donc ܰ équations à ܰ inconnues. 

Les équations intégrales considérées peuvent être : 

 L’EFIE ሺé�uation intég�ale su� le champ élect�i�ueሻ 
 La  MFIE (équation intégrale  sur le champ magnétique) 

 La CFIE (équation intégrale conjuguée des deux précédentes) 

Nous nous intéressons dans not�e t�avail à l’EFIE. 
La MoM ne converge vers la solution exacte que si la taille des éléments discrétisés est bien infé�ieu�e à la longueu� d’onde. On utilise géné�alement un maillage des éléments 
de dimension inférieure à � ͳͲ⁄ . 

B .2 Principe générale de la méthode des moments D’une maniè�e  géné�ale, l’é�uation initiale peut se �amene� à une é�uation de type : ܮሺ݂ሻ = g (A.1) 
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avec : 

 ; est un opérateur linéaire intégro-différentiell : ܮ          

 g : est la fonction d’excitation connue (source) ; 

           ݂: est la fonction de réponse (inconnue). Il s’agit donc de déte�mine� ݂. On va donc dans un p�emie� temps l’app�oxime� pa� une 
série : 

݂ = ∑�௡ ௡݂�
௡=ଵ  (A.2) 

avec : 

          �௡: coefficients constants : 

                       ௡݂: série des fonctions de base. 

Ce développement en série de ݂ va donc êt�e insé�é dans l’é�uation (A.1), ce qui donne : 

∑�௡ܮሺ ௡݂ሻ�
௡=ଵ = g (A.3) 

Les amplitudes inconnues �௡ ne peuvent pas enco�e êt�e déte�minées pa�ce �u’il y a ܰ inconnues, et une seule é�uation fonctionnelle. Un ensemble fixe d’é�uations peut êt�e 
trouvé par la définition des fonctions poids �௠, avec les�uelles l’é�uation ሺA.3) est 

intégrée pour donner ݉ diffé�entes é�uations linéai�es. L’intég�ation de cette équation 

avec les fonctions poids peut être écrite comme un produit interne des deux fonctions, 

donnant : 

∑�௡ۃ �௠, ሺܮ ௡݂ሻۄ�
௡=ଵ = ,௠�ۃ g ۄ (A.4) 
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De façon courante, pour avoir un système matriciel carré, le nombre de fonctions test 

est pris égal au nombre de fonctions de base ܰ =  .ܯ

On a donc un ensemble de ܰ é�uations �ue l’on peut mett�e sous fo�me mat�icielle : [ܮ௠௡][�௡] = [g௠] (A.5) 

où: 

[௠௡ܮ] = ,ଵ�ۃ] ሺܮ ଵ݂ሻۄ ,ଵ�ۃ ሺܮ ଶ݂ሻۄ ڮ ,ଵ�ۃ ሺܮ ௡݂ሻۃۄ�ଶ, ሺܮ ଵ݂ሻۄ ,ଶ�ۃ ሺܮ ଶ݂ሻۄ ڮ ,ଶ�ۃ ሺܮ ௡݂ሻۃڭۄ�௠, ሺܮ ଵ݂ሻۄ ,௠�ۃڭ ሺܮ ଶ݂ሻۄ ⋱ ,௠�ۃڭ ሺܮ ௡݂ሻۄ] (A.6) 

[�௡] = [�ଵ�ଶڭ�௡] , [g௠] = [ ,ଵ�ۃ gۃۄ�ଶ, gۃڭۄ�௠, gۄ] (A.7) 

Lorsque la matrice [ܮ௠௡] est inversible, les �௡ sont données par : [�௡] =  ଵ[g௠] (A.8)−[௠௡ܮ]

On connaît alors les coefficients �௡, donc �௡ ௡݂ et donc l’app�oximation de ݂ considérée. 

A.3 Fonctions de base �࢔ et fonctions de test �࢓ Une des taches essentielles dans l’utilisation de la méthode des moments est le choix 
des fonctions ௡݂ et �௠. 

Le choix des fonctions ௡݂ et �௠ doit être fait en fonction de  

 la précision de la solution désirée ; 

 la facilité d’évaluation des éléments de la matrice [ܮ௠௡] ; 
 la taille de la matrice [ܮ௠௡] qui peut être inversée. 
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A.3.1 Fonctions de base  

Ces fonctions sont classifiées en deux catégories : Dans la p�emiè�e on t�ouve les fonctions définies su� tout le domaine de l’opé�ateu�. 
Pour le cas �ui nous inté�esse il va s’agi� d’un fil entie� ou un t�on⋮on filifo�me de la 
structure compris entre deux jonctions. On va donc trouver dans cette catégorie : 

 Les approximations polynomiales : MacLaurin, Tchebychev, Hermite, Legendre 

 Les approximations trigonométriques : série de Fourier 

Elles donnent une densité de courant et de charge continues sur un tronçon entier. 

Dans la seconde, on trouve les fonctions définies sur une partie du domaine de l’opé�ateu�. On va donc dans ce cas considé�e� un segment élémentaire plus ou moins 

court du fil ou du tronçon considéré. Ces fonctions sont plus largement sollicitées que 

celles de la première catégorie car elles présentent un usage plus commode et 

nécessitent un temps de calcul raccourci pour une précision comparable. 

 Fonctions de type impulsions rectangulaires 

�௡ሺ݈ሻ = {ͳ  ݍ��݊݀   ݈௡−ଵ < ݈ < ݈௡Ͳ                          ��݈݈݁�ݏݎ  (A.9) 

0 1 2 3 4 5 6 


l

 1n
l  

n
l  

a1  


l

 
0 1 2 3 4 5 6 

1n
l  

n
l  

a2  
 

Fig. A.1 Fonctions impulsions rectangulaires 

Elles amènent à une approximation en escalier du courant (Fig. A.1 a2) qui sera 

discontinue le long du fil. 
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 Fonctions triangulaires linéaires 

�௡ሺ݈ሻ = {  
  sinܭ ሺ݈ − ݈௡−ଵሻsin ܭ ሺ݈௡ − ݈௡−ଵሻ ௡−ଵ݈  ݀݊��ݍ   < ݈ < ݈௡ sin ܭ ሺ݈௡+ଵ − ݈ሻsin ܭ ሺ݈௡+ଵ − ݈௡ሻ ௡݈  ݀݊��ݍ    < ݈ < ݈௡+ଵ Ͳ                          ��݈݈݁�ݏݎ  (A.10) 

0 1 2 3 4 5 6 
l

 

1n
l

 
n

l

 

1n
l 

 

0 1 2 3 4 5 6 
l

 

1n
l

 
n

l

 
1n

l 

 
b1 b2 

 

Fig. A.2 Fonctions triangulaires linéaires. 

Ces fonctions donnent une approximation linéaire du courant qui sera continue par 

morceaux (Fig. A.2 b2). 

 Fonctions triangulaires sinusoïdales 

�௡ሺ݈ሻ = {  
  sinܭ ሺ݈ − ݈௡−ଵሻsin ܭ ሺ݈௡ − ݈௡−ଵሻ ௡−ଵ݈  ݀݊��ݍ   < ݈ < ݈௡ sin ܭ ሺ݈௡+ଵ − ݈ሻsin ܭ ሺ݈௡+ଵ − ݈௡ሻ ௡݈  ݀݊��ݍ    < ݈ < ݈௡+ଵ Ͳ                          ��݈݈݁�ݏݎ  (A.11) 

1n
l  

n
l  1n

l   


l

 

1n
l  n

l  
1n

l   


l

 

c1 c2 

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 

 

Fig. A.3 Fonctions triangulaires sinusoïdales 

Cette approximation présente des résultats similaires à la précédente, mais présente 

certains avantages analytiques.  
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Ces fonctions triangulaires évitent les discontinuités de courant. Elles vont donc être 

préférées aux échelons. Cependant il est à noter que la densité de charge présente des 

discontinuités à la jonction de deux segments élémentaires. 

A.3.2 Fonctions de test  

On va se limiter aux fonctions de test associées aux fonctions de base triangulaires. Ces 

fonctions sont généralement de deux types : 

 distributions de Dirac pondérées (méthode de collocation ou point-matching) ; 

 fonctions triangulaires. 

Ces dernières sont les plus couramment utilisées dans le cas de structures filiformes isolées dans l’espace. L’application de la méthode des moments est donc ca�acté�isée pa� le choix des 
fonctions de base { ୬݂}୬=ଵ,ଶ,..,୒ qui approcheront au mieux la fonction ݂ à déterminer, et 

par le choix des fonctions test {w୫}୫=ଵ,ଶ,..,୑, Le choix particulier où les fonctions test et 

les  fonctions de base sont identiques est appelé « Méthode de GALERKIN ». 
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Annexe B 

Expression du champ électromagnétique  

rayonné par un dipôle 

 

B.1 Source élémentaire horizontale 

Les expressions des champs électromagnétiques rayonnés par une source 

élémentaire horizontale. 

a. Source et point d’observation dans le sol 

air 

sol 

'z  

'z  

image 

S( 'z ) source 

P( z ) point d’observation 

R1 

R2 

z 

r 

 

Fig.B.1 Source et point d’observation dans le sol 
�� = ଵଶ݇ߨ଴4ߤ߱��݆− �ݏ݋ܿ { ߲ଶ߲ߩଶ ሺܩଵଵ − ଵଶܩ + ݇ଵଶ ଵܸଵሻ + ݇ଵଶሺܩଵଵ − ଵଶܩ + ଵܷଵሻ} (B.1) 

�� = ଵଶ݇ߨ଴4ߤ߱��݆− �݊݅ݏ {ͳߩ ߩ߲߲ ሺܩଵଵ − ଵଶܩ + ݇ଵଶ ଵܸଵሻ + ݇ଵଶሺܩଵଵ − ଵଶܩ + ଵܷଵሻ} (B.2) 

�� = ଵଶ݇ߨ଴4ߤ߱��݆− �ݏ݋ܿ { ߲ଶ߲�߲ߩ ሺܩଵଵ − ଵଶܩ + ݇ଵଶ ଵܸଵሻ} (B.3) 
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�ܪ = ଵଶ݇ߨ4��݆ �ݏ݋ܿ {ሺͳ + ݊ଶሻ ߲ ଵܸߩ߲ߩ + ݇ଵଶ ଵܷଵ + ݇ଵଶሺܩଵଵ − ଵଶሻܩ − ͳߩ ߩଵଶ߲ܩ߲ } (B.4) 

�ܪ = ଵଶ݇ߨ4�� �ݏ݋ܿ ߲߲� {ሺͳ + ݊ଶሻ ߲ ଵܸଵ߲ߩଶ + ݇ଵଶ ଵܷଵ − ߲ଶ߲ݎଶ ሺܩଵଶሻ + ݇ଵଶሺܩଵଵ −  {ଵଶሻܩ

 

(B.5) 

�ܪ = − ߨ4��݆− �݊݅ݏ ݎ߲߲ {+݇ଵଶሺܩଵଵ − ଵଶܩ + ଵܷଵሻ} (B.6) 

où ଵܸଶ et ଵܷଶ sont les intégrales de Sommerfeld : 

ଵܸଵ = ʹ ∫ ݁�భ(�+�′)݇ଵଶ�ଶ + ݇ଶଶ�ଵ
∞

଴ �଴ሺߩߣሻߣ݀ߣ (B.7) 

ଵܷଵ = ʹ ∫ ݁�భ(�+�′)�ଵ + �ଶ
∞

଴ �଴ሺߩߣሻߣ݀ߣ (B.8) 

Les intégrales de Sommerfeld traduisent l’effet de la conductivité finie de l’interface, 
elles dépendent de deux paramètres géométriques : 

 La distance horizontale r, mesurée parallèlement à l’interface, entre la source et 
le point d’observation ; 

 La distance verticale z+z’ entre le point d’observation et l’image de la source. Elles dépendent en outre de la fréquence par l’intermédiaire des nombres d’ondes ݇ଵ et ݇ଶ. 

avec : ܩଵଵ = �−ೕೖభ�భ�భ   et  �ଵ = ଶߩ] + ሺ� − �′ሻଶ]ଵ ଶ⁄ ,  

ଵଶܩ   = �−ೕೖభ�భ�భ   et  �ଵ = ଶߩ] + ሺ� − �′ሻଶ]ଵ ଶ⁄ ,  

  �ଵ = ሺߣଶ − ݇ଵଶሻଵ ଶ⁄   et  �ଶ = ሺߣଶ − ݇ଶଶሻଵ ଶ⁄  
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b. Source dans le sol et point d’observation dans l’air 

air 
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'z  
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P( z ) point d’observation 

R1 

R2 
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r 

 

Fig.B.2 Source dans le sol et point d’observation dans l’air. 
�� = ଵଶ݇ߨ଴4ߤ߱��݆ �ݏ݋ܿ {߲ଶ ଵܸଶ߲ߩଶ + ଵܷଶ} (B.9) 

�� = ଵଶ݇ߨ଴4ߤ߱��݆ �݊݅ݏ {ͳߩ ߲ ଵܸଶ߲ߩ + ଵܷଶ} (B.10) 

�� = ଵଶ݇ߨ଴4ߤ߱��݆ �ݏ݋ܿ {߲ଶ ଵܸଶ߲�߲ߩ } (B.11) 

�ܪ = ଵଶ݇ߨ4��݆ �ݏ݋ܿ {ሺͳ + ݊ଶሻ ߲ ଵܸଶߩ߲ߩ + ݇ଵଶ ଵܷଶ} (B.12) 

�ܪ = ଵଶ݇ߨ4��− �ݏ݋ܿ ߲߲� {ሺͳ + ݊ଶሻ ߲ ଵܸଶ߲ߩଶ + ݇ଵଶ ଵܷଶ} 

 

(B.13) 

�ܪ = − ߨ4��݆− �݊݅ݏ ߲ ଵܷଶ߲ݎ  (B.14) 

où ଵܸଶ et ଵܷଶ sont les intégrales de Sommerfeld : 

ଵܸଶ = ʹ ∫ ݁(�భ�′+�మ�)݇ଵଶ�ଶ + ݇ଶଶ�ଵ
∞

଴ �଴ሺߩߣሻߣ݀ߣ (B.15) 

ଵܷଶ = ʹ ∫ ݁�భ�′+�మ��ଵ + �ଶ
∞

଴ �଴ሺߩߣሻߣ݀ߣ (B.16) 
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B.2 Source élémentaire verticale 

Les expressions des champs électromagnétiques rayonnés par une source 

élémentaire verticale. 

a. Source et point d’observation dans le sol 

air 

sol 

'z  

'z  

image 

S( 'z ) source 

P( z ) point d’observation 

R1 

R2 

z 

r 

 

Fig.B.3 Source et point d’observation dans le sol. 
�� = ଵଶ݇ߨ଴4ߤ݆߱− { ߲ଶ߲߲ߩ� ሺܩଵଵ − ଵଶܩ + ݇ଶଶ ଵܸଵሻ} (B.17) 

�� = ଵଶ݇ߨ଴4ߤ߱��݆− �݊݅ݏ {ͳߩ ߩ߲߲ ሺܩଵଵ − ଵଶܩ + ݇ଵଶ ଵܸଵሻ + ݇ଵଶሺܩଵଵ − ଵଶܩ + ଵܷଵሻ} (B.18) 

�� = ଵଶ݇ߨ଴4ߤ݆߱− {ቆ ߲ଶ߲�ଶ + ݇ଵଶቇ ሺܩଵଵ − ଵଶܩ + ݇ଶଶ ଵܸଵሻ} (B.19) 

où V11 et U11 sont les intégrales de Sommerfeld : 

ଵܸଵ = ʹ ∫ ݁�భ(�+�′)݇ଵଶ�ଶ + ݇ଶଶ�ଵ
∞

଴ �଴ሺߩߣሻߣ݀ߣ (B.20) 

ଵܷଵ = ʹ ∫ ݁�భ(�+�′)�ଵ + �ଶ
∞

଴ �଴ሺߩߣሻߣ݀ߣ (B.21) 
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avec :  

ଵଵܩ = �−ೕೖభ�భ�భ   et �ଵ = ଶߩ] + ሺ� − �′ሻଶ]ଵ ଶ⁄ ,  

ଵଶܩ = �−ೕೖభ�భ�భ   et  �ଶ = ଶߩ] + ሺ� − �′ሻଶ]ଵ ଶ⁄ ,  

b. Source dans le sol et point d’observation dans l’air 

air 
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Fig.B.4 Source dans le sol et point d’observation dans l’air. 
�� = − ߨ଴4ߤ݆߱ {߲ଶ ଵܸଶ߲߲ߩ� } (B.22) 

�� = − ߨ଴4ߤ݆߱ {ቆ ߲ଶ߲�ଶ + ݇ଵଶቇ ଵܸଶ} (B.23) 

où V12 et U12 sont les intégrales de Sommerfeld : 

ଵܸଶ = ʹ ∫ ݁(�భ�′+�మ�)݇ଵଶ�ଶ + ݇ଶଶ�ଵ
∞

଴ �଴ሺߩߣሻߣ݀ߣ (B.24) 

ଵܷଶ = ʹ ∫ ݁�భ�′+�మ��ଵ + �ଶ
∞

଴ �଴ሺߩߣሻߣ݀ߣ (B.25) 
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