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Introduction

Les phénomenes de contact entre les corps, déformables ou non, restent encore a
ce jour omniprésents dans la vie courante. On peut considérer qu’il s’agit d’un des
fondements de l'ingénierie mécanique, avec un domaine d’application particuliére-
ment étendu. A titre d’exemple, on peut citer le secteur ferroviaire, avec le contact
roue-rail, I'industrie automobile, via 1'étude des caractéristiques d’adhérence entre le
pneu et la chaussée ainsi que les crash tests, le génie civil, pour lequel il est néces-
saire d’estimer les efforts que vont subir les matériaux qui constituent les ponts ou les
gratte-ciels, le frottement inhérent au mouvement des plaques tectoniques ou encore
le domaine de l'aéronautique, ne serait ce que pour les propriétés d’absorption des
chocs dont sont dotés les amortisseurs des trains d’atterrissage d’avion.

La littérature mathématique dédiée a 1’'étude des phénomenes de contact est plus
récente. La raison réside dans le fait que, accompagnés de phénomeénes physiques et
de surface complexes, les processus de contact sont modélisés par des problémes aux
limites non linéaires, trés difficiles a analyser. La premiére publication concernant le
contact des corps déformables était celle de Hertz [32]. IL s’ensuit le travail de Si-
gnorini [56] ol le probleme a été posé dans ce qu’est appelé maintenant une forme
variationnelle, et a été par la suite résolu par Fichera [17,18]. Cependant, la théorie
générale de la mécanique du contact a commencé avec la monographie de Duvaut et
Lions [15], qui ont présenté des formulations variationnelles de plusieurs problémes
de contact et ont prouvé quelques résultats fondamentaux d’existence et d'unicité de
la solution.

La condition de contact sans frottement est utilisée dans un certain nombre de ré-
térences pour simplifier ’analyse de certains modeles. Par ailleurs, la loi de frottement
la plus populaire utilisée dans la littérature est la loi de Coulomb, formulée pour la
premiere fois par Amontons en 1699. Exprimée en termes d’inégalités, la principale
caractéristique de cette loi réside dans le fait qu’elle décrit le phénomene " adhérence-
glissement ". Diverses versions dépendantes de la loi de Coulomb ont également été
largement utilisées a la fois dans la littérature technique et mathématique, comme
c’est expliqué dans [55].



Le phénomene piézoélectrique se caractérise par 1’apparition de charges électriques
sur les surfaces de certains cristaux apres leur déformation. L'effet inverse consiste
en la génération de stress et de contrainte dans les cristaux sous l'action du champ
électrique sur la frontiere, les matériaux qui présentent un tel comportement sont
appelés matériaux piézoélectriques. Les matériaux piézoélectriques sont largement
utilisés comme commutateurs et actuaires dans de nombreux systemes d’ingénierie,
dans les domaines de la radioélectronique, de I’électroacoustique et de I’équipement
de mesure. Actuellement, il y a un intérét considérable dans les problémes de contact
impliquant des matériaux piézoélectriques. Les matériaux piézoélectriques sont trés
nombreux. Le plus connu est le quartz, toujours utilisé dans les montres pour générer
des impulsions d"horloge. Mais ce sont des céramiques synthétiques, les PZT qui sont
le plus largement utilisées aujourd’hui dans 1'industrie. Des problémes de contact
pour des matériaux élastiques avec un effet électrique, appelés matériaux électro-
élastiques, se trouvent dans [8,9,16,33,42,57]. Des problemes avec ou sans frottement
impliquant des matériaux électro-viscoélastiques ont été étudiés dans [4, 5,29, 58] et
des matériaux électro-élasto-viscoplastiques ont été considérés dans [31,41, 53]. Des
problemes de contact impliquant des matériaux piézoélectriques lorsque la base est
parfaitement isolée ont été étudiés dans [29,48,57,58] et récemment dans [4,5,38,40,48]
et la monographie [62] lorsque la base est conductrice.

Les processus d’adhésion sont importants dans de nombreux milieux industriels
ou des pieces, généralement non métallique, sont collées ensemble. Pour cette rai-
son, le contact adhésif entre des corps déformables lorsque une colle est ajoutée pour
empécher le mouvement relatif de surfaces, a récemment regu une attention accrue
dans la littérature mathématique. L'analyse des modeles de contact adhésif peut étre
trouvée dans [12,13,19-21,43,52] et récemment dans les monographies [54, 60]. Une
application de la théorie du contact adhésif dans le domaine médical des prothéeses
a été considéré dans [45,46]. Le champ d’adhésion prend ses valeurs entre zéro et
un et décrit la densité fractionnaire des liens actifs sur la surface de contact, il décrit
la densité fractionnaire des liens actifs sur la surface de contact. Dans cette these on
note par B le champ d’adhésion, lorsque f = 1 en un point de la surface de contact,
I’adhésion est complete et toutes les liens adhésifs sont actifs, lorsque B = 0 tous les
liens adhésifs sont inactifs et il n'y a pas d’adhésion, et lorsque 0 < B < 1 I'adhésion
est partielle et seulement une fraction des liens adhésifs est active.

Dans différents problémes de contact provenant du secteur industrie, il y a be-
soin de prendre en considération I'endommagement interne du matériau causé par
des contraintes mécaniques. Des modeles généraux pour 1'évolution d’endommage-
ment sont dans [22,23] et sont issus du principe de la puissance virtuelle. L’analyse
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Introduction

mathématique des problemes d’endommagement dans le cas unidimensionnels peut
étre trouvée dans [24]. L'endommagement du matériaux est décrit par une fonction
« ayant des valeurs entre zéro et un. Lorsque & = 0 le matériau est complétement
endommagg, lorsque &« = 1 il n'y a pas d’endommagement et lorsque 0 < o < lilya
un endommagement partiel et le systeme a une capacité réduite. Des problemes avec
endommagement peuvent étre trouvés dans [11,25,48-51,55] et la monographie [60].

Dans la science des matériaux, 1'usure des surfaces désigne le phénomene de dé-
gradation des couches superficielles d"un solide sous l'action mécanique du milieu
extérieur. Pour modéliser 1'usure des surfaces de contact on introduit une fonction
d’usure, qui tient compte de la profondeur, dans la direction normale, du matériau
retiré. Par conséquent, elle rend compte de la variation de la géométrie de surface et
représente la quantité cumulée de matériau éliminé, par unité de surface. On sup-
pose généralement que le taux d'usure de la surface est proportionnel a la pres-
sion de contact et a la pression relative de glissement, c’est-a-dire a la puissance de
frottement dissipée. De ce fait, 'usure implique I'évolution des surfaces en contact
et ces changements affectent le processus de contact. Ainsi, en raison de son role
crucial, il existe une vaste littérature mathématique consacrée a ce sujet, voir par
exemple [2,26-28,35,48,51].

Cette these représente une contribution a I'étude mathématique de quelques pro-
bléemes de contact entre un corps déformable et une fondation. Sous 'hypothese
des petites déformations, nous étudions des processus quasi-statiques et dynamiques
pour des matériaux élasto-viscoplastiques, électro-élasto-viscoplastiques et thermo-
viscoélastique. Les conditions aux limites sont du type compliance normale avec ou
sans adhésion ou de réponse normale instantané. Les lois de frottement utilisés sont
des versions de la loi de Coulomb avec ou sans adhésion. Les conditions électriques
sont introduites dans les cas ou la fondation est conductrice. Notre étude des phé-
nomenes de contact comprend les étapes suivantes : la modélisation mathématique,
I'analyse variationnelle incluant des résultats d’existence et d'unicité de la solution et
des résultats de convergence.

La these est divisée en deux parties.

La premiére partie comporte les chapitres 1 et 2 et représente une breve introduc-
tion a I’étude des inéquations variationnelles. Le matériel présenté ici a été sélectionné
en mettant ’accent sur les outils mathématiques utiles nécessaires a 1’étude des pro-
blémes de contact. Plus spécifiquement, le Chapitre 1 est dédié a quelques éléments
d’analyse fonctionnelle et d’analyse non linéaire. Dans le chapitre 2, nous évoquons
quelques résultats issus de la théorie des inéquations variationnelles elliptiques et
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paraboliques, équations d’évolution, les inéquations quasi-variationnelles avec terme
mémoire et le lemme de Gronwall.

La deuxiéme partie contient les chapitres 3 a 8 et représente la partie principale de
cette these. Elle est consacrée a la modélisation et a I’analyse des problemes de contact
avec ou sans frottement.

Le chapitre 3 est basé essentiellement sur la modélisation des différents probleme
de contact. Nous présentons le cadre physique, les lois de comportement de nature
élasto-viscoplastique, électro-élasto-viscoplastique et thermo-viscoélastique considé-
rées dans les problemes de contact. Nous décrivons aussi les conditions de contact et
les lois de frottement que nous utilisons dans les problémes de contact envisagés.

Le chapitre 4 porte sur 1’'étude mathématique d'un probléme de contact en élasto-
viscoplasticité ot le contact est modélisé par une condition de compliance normale
sans frottement. Le matériau est modélisé par une loi constitutive générale de nature
élasto-viscoplastique avec variable interne d’état. Nous établissons un résultat d’exis-
tence et d’unicité de la solution moyennant les techniques de point fixe et des équa-
tions d’évolution d’ordre un avec des opérateurs monotones. Ce Chapitre s’acheve
par un résultat de convergence.

Le chapitre 5 aborde deux problemes quasi-statiques avec frottement en élasto-
viscoplasticité. Le contact est modélisé par une condition de compliance normale ou
une réponse normale instantanée et la loi de frottement associée est une version de la
loi de Coulomb. La formulation variationnelle est obtenue sous forme d’une inéqua-
tion quasi-variationnelle avec des opérateurs de mémoire (history-dependent). Nous
établissons un résultat d’existence et d’unicité de la solution faible. La démonstra-
tion repose notamment sur les inéquations quasi-variationnelle avec des opérateurs
de mémoire et des arguments de point fixe. Finalement, nous considérons un résultat
de convergence de la solution faible du premier probleme par rapport aux données.

Le chapitre 6 est consacré a I'étude mathématique d’un probleme de contact sans
frottement entre un matériau piézoélectrique avec variable interne d’état et une base
adhésive et conductrice ou le processus est mécaniquement dynamique et électrique-
ment statique. Le contact est modélisé par une condition de compliance normale ol
I'adhésion est prise en considération et une condition de conductivité électrique ré-
gularisée. Apres avoir établi la formulation variationnelle et avoir posé les hypotheses
nécessaires, nous établissons un résultat d’existence et d’unicité de la solution.

Le Chapitre 7 est consacré a l’analyse mathématique d'un probléme de contact
avec frottement entre un corps piézoélectrique et une base adhésive et conductrice
ol le processus est quasi-statique. Le contact est modélisé par une condition de com-
pliance normale avec adhésion, une version de la loi de frottement de Coulomb dans
laquelle I'adhésion de surface de contact est prise en considération et une condi-
tion de conductivité électrique régularisée. Nous établissons un résultat d’existence
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Introduction

et d’unicité de la solution. La démonstration repose sur des arguments d’inéquations
variationnelles dépendant du temps, des équations différentielles et le théoréme de
point fixe de Banach.

Le chapitre 8 aborde une analyse variationnelle d"un probléeme quasi-statique dé-
crivant le contact avec frottement entre un corps thermo-viscoélastique et une base
mobile impliquant I'usure et la diffusion d"usure de la surface de contact. L'effet d’en-
dommagement est pris en considération dans la loi constitutive thermo-viscoélastique.
Le contact est modélisé par une condition de compliance normale associée a une loi de
frottement ot le coefficient de frottement dépend de la densité des particules d'usure,
de la température et du taux de glissement. L'usure prend place sur une partie de la
surface de contact, tandis que la diffusion des débris matériels a lieu dans tout le do-
maine de contact. L'usure est accompagnée par un échange thermique entre le corps
et la base et un effet thermique du au frottement. La diffusion d'usure est décrite
par 'équation de diffusion. Nous établissons un résultat d’existence et d"unicité de la
solution faible sous une hypothese de petitesse. La démonstration est basée sur des
résultats sur les inéquations variationnelles elliptiques, les inéquations variationnelles
paraboliques, les équations d’évolution de premier ordre et des arguments de point
tixe.

La nouveauté dans ce travail réside dans :

1) le choix des lois constitutives avec variable interne d’état, endommagement,
effet électrique ou effet thermique.

2) le choix d’un contact sans frottement avec une base conductrice et adhésive
(voir chapitre 6).

3) le choix d’un contact avec frottement avec une base conductrice et adhésive et
I'introduction de I’adhésion dans les conditions aux limites de frottement ce qui
donne une version originale de la loi de Coulomb avec adhésion (voir chapitre
7).

4) le choix d'une base mobile avec usure, diffusion d'usure, échange thermique
entre le corps et la base, sans oublier l'effet thermique du au frottement (voir
chapitre 8).

5) l'introduction de la température dans le coefficient de frottement (voir chapitre
8).

6) finalement l'application de la théorie des inéquations quasi-variationnelles a
mémoires (history-dependent) pour la résolution des problémes de contact (voir
chapitre 5).



Notations

R? 1'espace euclidien d’ordre d.
S¢  l’espace des tenseurs symetriques du second ordre sur IR,

On considere ) est un domaine de R? (d = 2,3) et on note par

Q I’adhérence de ).

r la frontiére de () supposée réguliere.

I'i(i=1,2,3) une partition de la frontiere T

mesI' la mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de I';.

v la normale exterieure unitaire a I'.

Uy, U1 la composante normale et tangentielle du champ vectoriel .
0y, Ot la composante normale et tangentielle du champ tensoriel o
cl(Q) I’espace des fonctions réelles continiment diférentiables sur Q).
D(Q) 'espace des distributions sur Q).

H 'espace L2(Q)“.

H; l'espace H!(Q)".

Q 'espace L?(Q)%*4,

H: (T) I'espace de Sobolev d’ordre 3 sur I'.

Hr 'espace H? (T)4.

H? (T 'espace dual de H: (T).

v : Hy — Hr l'application trace pour les fonctions vectorielles.

Si X est un espace de Hilbert réel et d € IN*, on utilise les notation suivantes :

X4 = {x=(x)x €Hi=1,d}.

Xng = {T: (TZ]) ’lfi]':’L']'iGH,i,j:1,d}.
(., )x le produit scalaire de X.

|.|x la norme de X.

X' 'espace dual de X.

(., )x'xx le produit de dualité entre X’ et X.



Notations

Si de plus [0, T] est un intervalle de temps, k € N et 1 < p < +00, on note par

C(0,T; X) 'espace des fonctions continues de [0, T] dans X.

CY(0,T;X)  l'espace des fonctions contintiment dérivables de [0, T| dans X.
LP(0,T; X)  l'espace des fonctions mesurables de (0, T) dans X.

WkP(0,T; X) lespace de Sobolev de paramétres k et p de (0, T) dans X.

Pour une fonction f, on note par

p-p-

S.C.7

les dérivées premiere et seconde de f par rapport au temps.
la dérivée partielle de f par rapport au temps.

le gradient de f.

la divergence de f.

une constante générique strictement positive.

presque partout.
semi-continu inférieurement.
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Premiére partie

Introduction aux inéquations
variationnelles
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Chapitre 1

Préliminaires sur ’analyse
fonctionnelle

Dans ce chapitre, nous présentons quelques préliminaires de 1’analyse fonction-
nelle qui seront utilisés partout dans cette these. Il nous est paru utile de donner
quelques rappels sur les espaces normés, les espaces fonctionnels, le théoreme de
point fixe de Banach et un résultat de point fixe qui s’adapte aux inéquations varia-
tionnelles avec des opérateurs a mémoire. Finalement, nous passons en revue quelques
résultats fondamentaux de l’analyse fonctionnelle non linéaire dans les espaces de

Hilbert.
Sommaire
1.1 Espacesnormés . . . . . . ... ..ttt it ittt 13
1.2 Espaces fonctionnels . . . . ... ... .. ... ... . .., 14
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1.2.2 Espaces de Lebesgue LF . . .. ... ................ 15
123 EspacesdeSobolev. ... ... ....... ... ... ..... 15
1.2.4 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles . . . . . .. ... .. 16
1.3 Théoremesdepointfixe. . ... ... ... ... ... ... 18
1.4 FEléments d’analyse non linéaire . . . . ... ............... 21
141 Opérateurs linéaires . . . . ... ... ... ... ... ....... 21
142 Opérateurs non linéaires . . . . ... ... ... .. ....... 22
1.4.3 Fonctions convexes et semi-continues inférieurement . . . . . . 23
1.4.4 Différentiabilité et sous différentiabilité . . . . . ... ... ... 24
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1.1 Espaces normés

1.1 Espaces normés

Soit X un espace vectoriel sur R.

Définition 1.1.1. Une application |- | : X — R est appelée norme si, et seulement si :
1. |ulx >0Vu € Xet| |x =0= u=0x. (Positivité et séparation)
2. |aulx = |a||u|x Yu € X,Va € R. (Homogénéité)
3. lu+v|x < |ulx + |v|x Yu,v € X. (Inégalité triangulaire)

Définition 1.1.2. On appelle espace vectoriel normé un espace X muni d’une norme |- |x.

Passons maintenant a la notion d’espace vectoriel normé complet.

Définition 1.1.3. Un espace normé E est dit complet si toutes les suites de Cauchy de
E convergent dans E. Un espace de Banach est un espace normé complet.

Nous présentons dans ce qui suit un type particulier d’espace normé, dans lequel
la norme est définie d'une maniere spéciale.

Définition 1.1.4. Soit X un espace vectoriel réel, on appelle produit scalaire sur X toute
forme bilinéaire symétrique définie positive autrement dit, toute application (.,.)x de
X x X dans R vérifiant :

1. (u,u)x >0etsi(u,u)x =0alorsu =0x VuelX
2. (u,v)x = (v,u)x Yu,veX.
3. (au+ Bo,w)x < a(u,w)x + B(v,w)x Vu,v,w e X,Va,p € R.

Définition 1.1.5. On appelle espace préhilbertien réel un espace vectoriel X muni d'un
produit scalaire (.,.)x.

Il est bien connu qu'un produit scalaire (.,.)x permet de définir une norme par la
relation

lulx =+/(u,v)x  YueX.
Rappelons qu’un produit scalaire vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
|(u,u)x| < |ulx|v|lx Vu,veX.
De plus, I’égalité du parallélogramme est satisfaite
ju+ o+ |u— ol = 2(jul% +ol}) Vu,0 € X.

Parmi les espaces de produits scalaire, il y a une importance particuliére pour les
espaces de Hilbert.
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1. Préliminaires sur I’analyse fonctionnelle

Définition 1.1.6. Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet pour la
norme associé a son produit scalaire.

Théoréme 1.1 (Représentation de Riesz). Soit H un espace de Hilbert et soit f € H'. Alors
il existe un et un seul élément Ty € H tel que

<f,§>=(Tr,g)u Vg€ H.

De plus on a
[flx = [Trlx-

1.2 Espaces fonctionnels

Dans cette section nous donnons quelques rappels sur les espaces fonctionnels a
valeurs réelles qui nous aident a comprendre les propriétés des espaces appropriés a
la mécanique. Nous allons aborder les espaces des fonctions continues, contintiment
différentiables, les espaces de Lebesgue et les espaces de Sobolev. Pour plus de détail,
voire par exemple [10,15].

Etant donné un ouvert O de R?. Soit x = (x1,...,x;) un élément de RY et soit

d
a = (a1, ...,05) € N un multi-indice tel que |«| = Y a;, nous posons
i=1

0l*ln(x)
DY (x) = 2 Y
o(x) ox]l...0x5

1.2.1 Espaces des fonctions continues et continiments différentiables

On note par C(Q) l'espace des fonctions continues sur Q. C(Q)) est un espace de
Banach dont la norme est la suivante :

vlc@) = sup{[v(x)] : x € Q} = max{Jo(x)| : x€Q}.
Pour m > 0, 'espace C"(Q)) défini par
C"(Q) ={veC(Q) : D e C(Q) pour tout « tel que |a| < m}.
Il est I'espace des fonctions continues sur Q) dont les dérivées d’ordre au plus m sont
également continues sur ().

L'espace C™((}) est un espace de Banach dont la norme est donnée par

[Olen@ = L ID"0lc@)-

|| <m
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1.2 Espaces fonctionnels

Par ailleurs, C*°(()) désigne 1’espace des fonctions indéfiniment différentiables
C(Q)= (") ={veCQ) : vel"(Q) VYm=0,1,..}.
m=0

Soit v une fonction dans (), le support de v est défini par

suppv={veQ : v(x)#0}.

Si supp v est un sous-ensemble propre de (), on dit que v est une fonction a support
compact dans ().
L’espace des fonctions indéfiniment différentiables a support compact est donné par

CP(Q) ={veC®(Q) : supp vC Q}.

1.2.2 Espaces de Lebesgue L7

Pour p € [1,00[, LP(Q)) désigne 'espace des fonctions mesurables au sens de Le-
besgue définies sur (2 a valeurs dans IR.

LPF(Q) ={v:Q — R : v Lebesgue mesurable et |v|’ Lebesgue intégrable sur Q}.

C’est un espace de Banach, dont la norme est donné par

9Lr() = </|U(X)|’”dx>}].
0

Sip=ooetv: () — R est mesurable, alors

0| (0) = sugess|v(x)| =inf{c : |v(x)| <c}.
xe

L'espace L*(Q)) est aussi un espace de Banach.

1.2.3 Espaces de Sobolev

Une bonne partie de 'analyse des équations aux dérivées partielles se déroule
dans les espaces de Sobolev. On renvoi le lecteur aux ouvrages [1,10,14] pour plus de
détails.

Soient k € IN et p € [1,00]. Nous définissons les espaces de Sobolev par

WhP(Q)) = {u € LP(Q) tel que D*u € LP(Q)) avec |a| < k}.

15



1. Préliminaires sur I’analyse fonctionnelle

La norme sur 'espace W*?(Q)) est définie par
1
( |z<k|D“u|§,,(Q)> P s1< p < too;
o
max|D"u|p () si p = oo.

L’espace de Sobolev W*?(Q) est un espace de Banach.
Pour p = 2, WF2(Q) sera noté par H¥(Q), qui est un espace de Hilbert dont le produit
scalaire est donné par

(1, 0); = / Y Du(x)D%(x)dx  Vu,v € HY(Q).
O lal<k
1.2.4 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

On aura besoin des espaces de fonctions a valeurs vectorielles dans 1'étude des pro-
blemes variationnels dépendant du temps. Soit (X, |.|x) un espace de Banach. Dans
les problemes de contact étudiés dans cette theése [0, T| désigne l'intervalle de temps
ouT > 0.

Espaces C" (0, T; X). Nous définissons C(0, T; X) 1'espace des fonctions v : [0, T] — X
qui sont continues sur l'intervalle [0, T]. Avec la norme

v vy = max |v(t)|x.
9lc(o,1:x) te[O’T]! (H)]x

L'espace C(0, T; X) est un espace de Banach.
Pour m > 0, nous définissons 1'espace
C"™(0,T;X) ={v e C(0,T;X) : vV eC(0,T;X), j=1,2,..m}.

I est un espace de Banach avec la norme
|U|Cm(0,T,-x) = Z max |U(j) |x-
En particulier, C([0, T]; X) désigne l'espace des fonctions contintiment différentiables

sur [0, T| a valeurs dans X. C’est un espace de Banach avec la norme

v vy = max |o(t + max |0(t)|x.
[9lc1(0,,%) te[o,T}| (t)]x te[OT]| ()]x

7
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1.2 Espaces fonctionnels

Soit aussi

C®(0,T; X) = () C"™(0,T; X)
m=0

={veC(0,T;X) : veC"(0,T;X), Vme Z.},
’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur [0, T] a valeurs dans X.
Espaces L?(0,T; X). Pour p € [1,00), 'espace LF(0,T; X) est I’ensemble de toutes
T
les fonctions mesurables v : [0, T] — X telle que [|o|kdt < . L'espace LP(0, T; X) est
0

un espace de Banach avec la norme

[l1r(0,7:x) (/|U |pdt> .

L'espace L®(0, T; X) est I’ensemble de toutes les fonctions mesurables v : [0, T| — X
telle que |v(t)|x < oo. Avec la norme

0|1 (0,7;%) = ess sup [v(t)]x,
te[0,T]

I’espace L*®(0, T; X) est un espace de Banach.
Lorsque (X, (.,.)) est un espace de Hilbert, L2(0, T; X) est aussi un espace de Hilbert
avec le produit scalaire

T
(MULZOTX / th
0

Espaces W*P(0, T; X). Pour k € Z et 1 < p < oo, nous présentons 1’espace
WRP(0,T; X) = {o € LP(0, T; X) « [0 1y (o, 1x) < 00, Vm < k}.
Lorsque p < oo, nous définissons la norme dans 1’espace W*(0, T; X) par
1
p
@l 0,:x) (/ Z o™ ’?{dt) :
Lorsque p = oo, la norme est définie par

|Vl wkes0,7:x) = jnax ess sup [0t () x.
te[0,T]
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1. Préliminaires sur I’analyse fonctionnelle

Si X est un espace de Hilbert et p = 2, alors l'espace
H*(0,T; X) = W*2(0, T; X),

est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(u, U)Hk 0,T;X) Z / (t))xdt.

O<m<k

1.3 Théoremes de point fixe

Le théoreme de point fixe de Banach sera utilisé plusieurs fois dans cette these
pour prouver l'existence des solutions aux problémes variationnels en mécanique du
contact.

Soit X un espace de Banach avec la norme |.|x et K est un sous-ensemble non vide
fermé de X. Soit A : K — X est un opérateur défini sur K. Nous sommes intéressés
par I'existence d’une solution u € K de I'équation d’opérateur

Au = u. (1.1)

Un élément u € K qui satisfait (1.1) est appelé un point fixe de 1’opérateur A.
Nous présentons dans ce qui suit le théoreme principal qui énonce l'existence des
points fixes des opérateurs non linéaires.

Corollaire 1.2 (Point fixe de Banach). Soit (X, |.|x) un espace de Banach. Soit K un sous-
ensemble non vide fermé de X . Supposons que A\ : K — K est une contraction, c’est-a-dire il
existe une constant o € [0,1) telle que

|Au— Av|x <wajlu—v|x  VYu,veK. (1.2)
Alors il existe unique u € K tel que Au = u.

Démonstration. Soit ug € K un élément quelconque de K et soit {u,} la suite définie

par
Uy = Nuy vn=20,1,2,..

Car A : K — K, la suite {u,} est bien définie. Montrons d’abord que {u,} est une
suite de Cauchy. En utilisant le fait que A est une contraction, nous avons

[Upe1 — un|x < afuy —uy_q]x < ... <au; — uplx.
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1.3 Théoremes de point fixe

Alors pour tout m >n > 1,

m—n—1

[ — | x < Z ‘un+j+1_un+j’X
=0

m—n—1 )
Z Dén+]|1/l1 - bl0|X
j=0
alt

IN

IN

1 _“’ul — uolx.

Comme « € [0,1), on résulte que
|ty — tn|x — 0 lorsque m,n — oo

Ainsi, {u,} est une suite de Cauchy et a une limite u € K, puisque K est un sous-
ensemble fermé de l'espace de Banach X. De plus, puisque u, — u dans K, il résulte
de (1.2) que Au, — Au dans X. Par conséquent, en prenant la limite dans u,, 11 = Au,
on obtient u = Au, ce qui conclut la partie d’existence du théoreme.
Supposons que 11,1y € K sont des points fixes de A. Alors de u; = Auq et uy =
Auy nous avons
U1 — Uy = Au1 — Auz,

et comme A est une contractante
\ug — up|x = [Auy — Aup|x < afug — ugx,

ce qui implique que |u; — up|x = 0, car « € [0,1). Dong, si A admet un point fixe, il
en résulte que ce point fixe est unique, ce qui conclut la preuve. O

Nous avons besoin d’une version du théoreme de point fixe de Banach que nous
rappelons dans ce qui suit. Pour un opérateur A, nous définissons A" = A(A""1)
pour m > 2.

Corollaire 1.3. Supposons que K est un sous-ensemble non vide fermé d’un espace de Banach
X et soit A : K — K. Supposons que A" : K — K est une contraction pour un entier positif
m. Alors A admet un point fixe unique.

Démonstration. D’aprés Théoreme 1.2, A a un point fixe unique u € K.
De A™(u) = u, on obtient

A"(Au) = A(A"u) = Au.

Ainsi Au € K est aussi un point fixe de A, ot A" admet un point fixe unique nous
avons
Au=u,
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1. Préliminaires sur I’analyse fonctionnelle

c’est-a-dire u est un point fixe de A. L'unicité du point fixe de A est une conséquence
de l"unicité du point fixe de A™. O

Nous présentons maintenant un résultat de point fixe qui est utile pour la résolu-
tion des inéquations variationnelles avec des opérateurs & mémoire.

Proposition 1.4. Soit A : C(0,T;X) — C(0, T; X) un opérateur satisfait la propriété sui-
vante : il existe k € [0,1) et ¢ > 0 tels que

[Ani(t) — A () [x < ki (t) — Wz(f)|x+c/|'71(5) — 172(8) | xds
0

Vi, € C(O,T;X), t€[0,T].  (1.3)
Alors il existe un élément unique n* € C(0, T; X) tel que Ay* = n*.
Démonstration. On note par

7lp = max e Pn(t)|x ¥y € C(0,T;X), (1.4)
te[0,T]

avec B > 0 d’étre choisi plus tard. Il est clair que |.|s définit une norme sur l’espace
C(0,T,X) qui est équivalente a la norme usuelle [.|c( 1,x). Par conséquence, il en
résulte que C(0, T; X) est un espace de Banach avec la norme |.| aussi. Soit t € [0, T},
en utilisant (1.3) et (1.4), il en résulte que

t
e P A (t) — A ()| x < ke P (t) — ma(t)[x + ce P! /\'71(8) — 172(s)| xds
0

t

= ke Pl (t) — ma(t)|x + ce—ﬁf/ (e Pl (s) — ma(s)|x) P ds
0

t

< Kl (8) = 2(8)|p + e P (1) = pa(0)]p [ P
0

C

ﬁlm(t) —1(t)]p(1—e ),

= k| (t) —na2(t)|p +
pour tout 171,72 € C(0, T; X). Donc

[ A (8) = Ampa(t)|p < (k+ %)!m(t) —n2(t)p  Ym, € CO,T;X).
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Ensuite, nous choisissons B tel que > , ce choix est possible car k € [0,1).

c
c 1-k
Alors k + — < 1 et par conséquent, I'opérateur A est une contraction sur l'espace
C(0, T; X) muni de la norme |.| g- D’aprés Théoreme 1.2, 'opérateur A admet un point
fixe unique #* € C(0, T; X), ce qui conclut la preuve. O

1.4 FEléments d’analyse non linéaire

Dans cette section nous allons rappeler quelques notions d’analyse non linéaire
qui seront d'une grande utilité pour la réalisation de ce travail. En particulier des
résultats sur les opérateurs monotones, les fonctions convexes et semi-continues infé-
rieurement, la différentiabilité et sous différentiabilité.

1.4.1 Opérateurs linéaires

Soient (X, |.|x) et (Y,].]y) deux espaces normés et soit L : X — Y un opérateur.

Un opérateur L : X — Y est linéaire si
L(aqv1 4+ apvp) = a1 L(v1) + aoL(v2) Vo1,v0 € X, aq,a0 € R.

Un opérateur linéaire est continu si et seulement s’il est borné, c’est-a-dire il existe une
constante M > 0 telle que

IL(0)|y < Mlo|x Vo € X.

Nous utiliserons la notation £(X,Y) pour I'ensemble de tous les opérateurs linéaires
continus de X dans Y. Pour L € £(X,Y), la quantité

’LU‘Y

ILlzx,y) = sup (1.5)

0#veX ‘U‘X
est appelée l'opérateur norme de L et L — |L|;(x,y) définit une norme sur I'espace
L(X,Y). De plus, Si Y est un espace de Banach alors £(X,Y) est aussi un espace de

Banach. Pour un opérateur linéaire L, nous écrivons habituellement L(v) comme Lo,
mais parfois, nous écrivons aussi Lv méme lorsque L n’est pas linéaire.

Pour un espace normé X, l'espace L(X,R) est appelé 1'espace dual de X et il est
désigné par X'. Les éléments de X’ sont des fonctionnelles continues et linéaires sur

X. Le produit de dualité entre X’ et X est généralement désigné par [(v) ou (v/,v) ou
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1. Préliminaires sur I’analyse fonctionnelle

(v/,0)xr«x pour v' € X" et v € X. Il résulte de (1.5) qu'une norme sur X' est donnée
par

l|xr = sup @), (1.6)
0£vEX vl x

et (X/,|.]x) est toujours un espace de Banach.

1.4.2 Opérateurs non linéaires

Définition 1.4.1. Soit X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.,.)x et de la
norme |.|x et soit A : X — X un opérateur.
— L'opérateur A est dit monotone si

(Au— Av,u —v)x >0 Yu,v € X.
— L'opérateur A est strictement monotone si
(Au— Av,u —v)x >0 Yu,v € X, u#o.
— L’ opérateur A est dit fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(Au— Av,u —v)x > mlu —v|> Vu,v e X.
— L'opérateur A est de Lipschitz s'il existe M > 0 tel que
|Au — Av|x < M|u—v|lx  Vu,veX.

Dans 1’étude des équations d’évolution non linéaires, nous considérons les opéra-
teurs définis sur un espace normé avec des valeurs dans son dual. En notant par (., .)
pour le produit de dualité entre X’ et X, une extension de la Définition 1.4.1 pour ce
cas est la suivante.

Définition 1.4.2. Soit X un espace normé et soit X’ son dual. Un opérateur A : X — X’
est dit monotone si

(Au— Av,u—v) >0 Yu,v € X. (1.7)

L'opérateur A : X — X' est dit hémicontinu si 'application t — (A(u + tv), w) est
continu sur [0, 1] pour tout u,v, w € X.

Soit maintenant a : X X X — R une forme bilinéaire.

Définition 1.4.3. La forme bilinéaire a(.,.) est dite
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1.4 Eléments d’analyse non linéaire

— continue s’il existe un réel M > 0 tel que
a(u,v) < Mlulx|v|x Vu,ve X.
— X-elliptique s’il existe une constante m > 0 telle que
a(v,v) > mlv[% Vo € X.

— symeétrique si
a(u,v) =a(v,u) Yu,veX.

1.4.3 Fonctions convexes et semi-continues inférieurement

Définition 1.4.4. Soit X un espace vectoriel réel et soit la fonction ¢ : X — (—o0, 4-o0].
On dit que la fonction ¢ est propre si ¢(v) > —oco pour tout v € X et ¢(u) < oo pour
certains u € X. La fonction ¢ est convexe si

¢((1 = Hu+tv) < (1= t)o(u) +te(v), (1.8)

pour tout u,v € X et t € [0, T]. La fonction ¢ est strictement convexe si I'inégalité (1.8)
est stricte pour u #vett € (0,1).

Notons que si ¢, ¢ : X — (—o0, 40| sont des fonctions convexes et A > 0, alors
les fonctions ¢ + ¢ et A@ sont aussi convexes.

Définition 1.4.5. Une fonction ¢ : X — (—o0, +-00] est dite semi-continue inférieurement
(s.ci)enu € X si
o > '
T}ggloquo(un) > ¢(u), (1.9)
pour chaque suite {u,} C X convergente vers u dans X. La fonction ¢ est s.c.i si elle
est s.c.i. en chaque point u € X. Lorsque l'inégalité (1.9) est vérifiée pour toute suite
{u,} C X qui converge faiblement vers u, on dit que la fonction ¢ est faiblement semi-

continue inférieurement a u. La fonction ¢ est faiblement s.c.i. si elle est faiblement
s.c.i. en chaque point u € X.

Notons que si ¢, : X — (—oco,+00] sont des fonctions s.c.i. et A > 0, alors les
fonctions ¢ + 1 et A¢ sont aussi s.c.i. De plus, si ¢ est une fonction continue, alors elle
est aussi s.c.i. Cependant, I'inverse n’est pas vrai puisque la semi-continuité inférieure
n’implique pas la continuité.

Comme la convergence forte dans X implique la convergence faible, il en résulte
qu’une fonction faiblement semi-continue inférieurement est semi-continue inférieu-
rement. De plus, on peut montrer qu'une fonction ¢ : X — (—oo, 00| propre et
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convexe est semi-continue inférieurement si et seulement si elle est faiblement semi-
continue inférieurement.

Exemple 1.1. (Fonction indicatrice) Soient X un espace réel normé et K C X. On
appelle fonction indicatrice de K la fonction x : X — (—00, 00| définie par :

i K
¥x(0) = { 0, Seek (1.10)

On peut démontrer que K est un ensemble non vide, fermé et convexe de X si et
seulement si la fonction indicatrice ¢ est propre, convexe et s.c.i.

1.4.4 Différentiabilité et sous différentiabilité

Nous rappelons maintenant la définition des fonctions Gateaux-différentiables.

Définition 1.4.6. Soient (X, (.,.)x) un espace préhilbertien, ¢ : X — R et u € X. Alors
¢ est Gateaux-différentiable au point u s'il existe un élément Vo (u) € X tel que

oo 9L+ ) = ()

m ; = (Vo(u),v)x VoeX. (1.11)

L'élément V(u) qui satisfait (1.11) est unique et s’appelle le gradient de ¢ en u. La
fonction ¢ : X — R est dite Gateaux-différentiable si elle est Gateaux-différentiable en
tout point de X. Dans ce cas, 'opérateur Vg : X — X qui associe chaque élément
u € X par l'élément V(u) est appelé 1'opérateur gradient de ¢.

La convexité des fonctions Gateaux-différentiables peut étre caractérisée comme
suit.

Proposition 1.5. Soit (X, (.,.)x) un espace préhilbertien et soit ¢ : X — R une fonction
Giteaux-différentiable. Les énoncés suivants sont équivalents :

(i) @ est une fonction convexe;

(ii) ¢ satisfait I'inégalité

p(v) —@(u) > (Vo(u),v—u)x Yu,veX; (1.12)
(iii) le gradient de ¢ est un opérateur monotone
(Vo(u) — Vo), u—0v)x >0 Vu,veX. (1.13)

Corollaire 1.6. Soit (X, (.,.)x) un espace préhilbertien et soit ¢ : X — R une fonction
convexe et Gateaux-différentiable. Alors ¢ est semi-continue inférieurement.
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Définition 1.4.7. Soit ¢ : X — (—o0, +00] et soit u € X. Le sous-différentiel de ¢ en u
est I’ensemble

dp(u) ={f € X : ¢(v) —9(u) = (f,o—u)x VveX}. (1.14)

On note
D(dg)={ueX : 9d¢(u)#0}. (1.15)

La Fonction ¢ est dite sous-différentiable en u € X si u € D(d¢), et chaque élément
f € 0p(u) s’appelle sous-gradient de ¢ en u. La fonction ¢ est dite sous-différentiable
si elle est sous-différentiable en tout point de X, c’est-a-dire si D(d¢) = X.

On peut montrer qu'une fonction ¢ : X — (—o00,4o0] sous-différentiable est
convexe et semi-continue inférieurement. En outre, pour les fonctions convexes, le
lien entre I'opérateur gradient et sous-différentiel est donné par le résultat suivant.

Proposition 1.7. Soit ¢ : X — R une fonction convexe et Gateau différentiable. Alors ¢ est
sous-différentiable et 0p(u) = {V(u)} pour tout u € X.

Exemple 1.2. (Sous-différentiel de la fonction indicatrice) Soit X un espace normé
réel et soit K C X un ensemble convexe. Considérons le sous-différentiel de la fonction
d’indicateur ¢ définie dans I’exemple 1.1, et on suppose que u € K. Alors u’ € dypk
si et seulement si

Yx(u) > (W,o—u) Voek,

c’est-a-dire
(',v—u) <0 VYovek

Ainsi, pour u € K nous avons
op(u) ={u' e X' : (W,v—u) <0 VoeK},

et pour u ¢ K, nous avons 9y (1) = Q.
Nous avons toujours 0 € k(1) pour u € K. On voit facilement que si u € int(K)
(I'intérieur de K) alors oyg(u) = {0}.
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Chapitre 2

Inéquations variationnelles et
équations d’évolution

Dans ce chapitre, nous passons en revue quelques résultats standards d’existence
et d’unicité pour des inéquations variationnelles elliptiques et paraboliques, des équa-
tions différentielles ordinaires dans des espaces abstraits et les inéquations quasi-
variationnelles dans le cadre des opérateurs a mémoire. Ces résultats seront néces-
saires dans ce qui suit et pour plus de détail [60,62]. Dans ce chapitre, X est un espace
de Hilbert avec le produit scalaire (.,.)x et la norme associée |.|x.
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2.1 Inéquations variationnelles elliptiques

Dans cette section nous présentons des résultats d’existence et d’unicité des solu-
tions concernant les inéquations variationnelles elliptiques avec des opérateurs mo-
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2.1 Inéquations variationnelles elliptiques

notones. Nous commengons par un résultat d’existence et d"unicité pour les inéqua-
tions variationnelles elliptiques de premiére espéce, puis nous passons aux équa-
tions variationnelles elliptiques de deuxiéme espeéce, ainsi que les inéquations quasi-
variationnelle elliptiques.

2.1.1 Inéquations variationnelles de premiére espéce

Etant donné un opérateur A : X — X, un sous-ensemble K C X et un élément
f € X, nous considérons le probleme de trouver un élément u tel que

ueck, (Au,v—u)x>(f,v—u)x VYoveK. (2.1)

Une inéquation de la forme (2.1) s’appelle inéquation variationnelle elliptique de premiere
espece.
Nous avons le résultat standard suivant d’existence et d’unicité de la solution.

Théoreme 2.1. Soit X un espace de Hilbert et soit K C X un sous-ensemble fermé non vide
et convexe. Supposons que A : K — X est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz.
Alors, pour tout f € X l'inéquation variationnelle (2.1) admet une solution unique.

Supposons maintenant que K = X. Puis, en prenant v = u £ w, il est facile de voir
que l'inéquation variationnelle (2.1) est équivalente a 1’équation variationnelle

(Au,w)x = (f,w)x Yw € X.

Nous avons le résultat d’existence et d'unicité suivant dans I'étude des équations non
linéaires impliquant des opérateurs monotones.

Théoréme 2.2. Soit X un espace de Hilbert et soit A : X — X un opérateur fortement
monotone et de Lipschitz. Alors pour tout f € X il existe un élément unique u € X tel que
Au = f.

2.1.2 Inéquations variationnelles de deuxiéme espéce

Etant donné un ensemble K C X, un opérateur A : K — X, une fonction j : K — R
et un élément f € X, nous considérons le probleme de trouver un élément u tel que

uek, (Au,v—u)x+jv)—ju)>(f,o—u)x YoveK. (2.2)

Une inéquation variationnelle de la forme (2.2) est appelée inéquation variationnelle
elliptique de deuxieme espece. Dans le cas particulier lorsque j = 0, 'inéquation varia-
tionnelle (2.2) représente une inéquation variationnelle de la forme (2.1), c’est-a-dire
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2. Inéquations variationnelles et équations d’évolution

une inéquation variationnelle elliptique de premiere espéce.

Dans I'étude de (2.2) nous supposons les hypotheses suivantes :

K est un sous-ensemble convexe non vide de X, (2.3)
A : K — X est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz, c’est-a-dire

a) Il existe une constante m > 0 telle que
(Au— Av,u —v)x > mlu —o>  Vu,v e X.

. 24
b) Il existe une constante M > 0 telle que @4
|Au — Avlx < M|u —o|x Yu,v € X.
j : K = R est une fonction convexe et semi-continue inférieurement. (2.5)

Le résultat principal de cette sous-section est le suivant.

Théoreme 2.3. Soit X un espace de Hilbert et supposons que les hypotheses (2.3)-(2.5) sont
vérifiées. Alors pour tout f € X l'inéquation variationnelle elliptique (2.2) admet une solution
unique.

2.1.3 Inéquations quasi-variationnelles

Pour les inéquations variationnelles étudiées dans cette sous-section nous considé-
rons que la fonction j dépend de la solution elle méme. Par conséquent, étant donné
un sous-ensemble K C X, un opérateur A : K — X, une fonction j : K x K — R et un
élément f € X, nous considérons le probleme de trouver un élément u tel que

uek, (Au,v—u)x+ju,v)—jlu,u)>(f,v—u)x VYovek. (2.6)

Une inéquation de la forme (2.6) est appelée inéquation quasi-variationnelle elliptique.

Dans 1'étude de (2.6), en plus de (2.3) et de (2.4), nous considérons 1'hypothese
suivante sur la fonction j.

a) Pour tout 7 € K, j(7,.) : K— R est convexe et s.c.i.
b) 1l existe a > 0 tel que

j(11,02) = j(n1,01) + j(n2,01) — j(112,02) < &l — 12|x|o1 — v2x
v’?l/ 12,701,702 € K.

(2.7)

Nous donnons par la suite un résultat d’existence et d'unicité pour le probleme (2.6).

Théoreme 2.4. Soit X un espace de Hilbert et supposons que les hypothéses (2.3), (2.4) et
(2.7) sont satisfaites. De plus, supposons que m > « ott m > 0. Alors, pour tout f € X
l'inéquation quasi-variationnelle (2.6) admet une solution unique.
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2.2 Inéquations variationnelles paraboliques

2.2 Inéquations variationnelles paraboliques

Soient V et H des espaces de Hilbert réels tels que V est dense dans H et 'injection
de V dans H est continue, H est identifié a son propre dual et a un sous-espace du
dual V' de V, c’est-a-dire

VCHCcCV,
cette inclusion définit un triplet de Gelfand. Les notations |.|y, |.|ys et (.,.),  repré-

sentent les normes sur les espaces V et V' et la dualité entre V' et V, respectivement.

Un résultat standard pour les inéquations variationnelles paraboliques est donné
par le théoreme suivant, pour plus de détails sur le sujet voir par exemple [60].

Théoréme 2.5. Soit V. C H C V' un triplet de Gelfand. Soit K un ensemble non vide, fermé
et convexe de V. Supposons que a(.,.) : V x V. — R est une forme bilinéaire continue et
symétrique telle que pour certaines constantes a > 0 et ¢y,

a(v,v) +colv|3y > alvl, Yo eV.

Alors, pour tout ug € Ket f € L2(0,T; H), il existe une fonction unique u € H*(0,T; H) N
L%(0,T; V) telle que
w(t) €K Vie[0,T),

((t), v —u(t))yrxy +a(u(t), v —u(t)) = (f(t), v —u(t))n YoekK, pp.te(0T),
u(0) = up.

Ce théoréme sera utilisé au chapitre 8 dans 1’étude du probleme de contact avec
endommagement.

2.3 Equations différentielles ordinaires dans des espaces
abstraits

Le résultat abstrait suivant peut étre trouvée dans [6] et sera utilisé dans 'étude
des problémes dynamiques présentés dans les chapitres 4 et 6.

Théoreme 2.6. Soit V. C H C V' un triplet de Gelfand et soit A : V. — V' un opérateur
hémicontinu et monotone qui satisfait

(Au,u)pry > wluly +A YueV, (2.8)
|Auly <c(luly+1) YueV, (2.9)
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2. Inéquations variationnelles et équations d’évolution

oit les constantes w > 0, c > 0et A € R. Alors, pour ug € Het f € L2(0, T; V'), il existe
une fonction unique u qui satisfait

ueL?0,T;V)NC(0,T; H), ueL*0,T;V"),

u(t)+ Au(t) = f(t) pp.-t€(0,T),
u(0) = uo.

Nous rappelons aussi le théoréme classique de Cauchy-Lipschitz.

Théoreme 2.7. Supposons que (X, |.|x) est un espace de Banach réel. Soit F(t,.) : X — X
un opérateur défini p.p. sur (0, T) qui satisfait aux conditions suivantes :

o Ilexiste Lp > Otel que |F(t,u) —F(t,v)|x < Lplu—v|x VYu,ve X, pp.te€(0,T).
o [lexistel < p < ootel quet — F(t,v) € LP(0,T; X) Vv e X.

Alors, pour tout uy € X, il existe une fonction unique u € WP (0, T; X) telle que

u(t) =F(t,u(t)) pp.te(0,7),
u(0) = up.

Ce théoreme sera utilisé aux chapitres 6 et 7 pour démontrer l'existence et 1'unicité
de la solution des problemes intermédiaires impliquant le champ d’adhésion.

2.4 Inéquations quasi-variationnelles avec des opérateurs
a mémoire

Dans cette section, nous introduisons le concept et un résultat d’existence et d'uni-
cité des inéquations quasi-variationnelles avec des opérateurs a mémoire.

2.4.1 Opérateurs a mémoire

Soient (X, |.|x) et (Y,|.|y) deux espaces vectoriels normés et un opérateur S :
C(0,T;X) — C(0,T;Y). L'opérateur S est un opérateur de mémoire si :

Il existe rs > 0 tel que
t
|Suq(t) = Suz(t)|y <75 [lui(s) — ua(s)|xds (2.10)
0
Vuq,up; € C(0,T;X), Vtel0,T).
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2.4 Inéquations quasi-variationnelles avec des opérateurs a mémoire

Un exemple d’opérateur S qui satisfait (2.10) dans le cas ot1 Y = X est donné par
S:C(0,T;X) — C(0,T; X) tel que

t
So(t) = /v(s)ds + up, Yu € C(0,T;X), Vte|0,T].
0
X

etug €

2.4.2 Résultat d’existence et d’unicité

Soit X un espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.)x et la norme associée
|.|x et Y un espace normé avec la norme |.|y. Soit K un sous-ensemble de X, nous
considérons les opérateurs A : K — X, S : C(0,T;X) — C(0,T;Y), les fonctions
»:YXxK—=>R,j: KxK—=Retf:][0,T] - X. Nous sommes intéressées par le
probleme de trouver une fonction u € C(0, T; X) telle que pour tout t € [0, T|

u(t) € K, (Au(t), o —u(t))x+o(Su(t),v) — p(Su(t), u(t)) + j(u(t),v) — j(u(t), u(t))

> (f(t),v—u(t)x Voek (2.11)
L’'inégalité (2.11) représente une inéquation variationnelle dépendant du temps gou-
vernée par deux fonctions ¢ et j qui dépendent de la solution, et par conséquent,

(2.11) représente une inéquation quasi-variationnelle avec des opérateurs a mémoire.
Dans ’étude de (2.11), nous supposons que

K est un sous-ensemble non vide, convexe et fermé de X. (2.12)
A : K — X est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz, c’est-a-dire

(a) Il existe m > 0 tel que
(Auy — Aug,uy — up)x > mluy — ug|%  Vuy,uz € K.

(b) 1l existe M > 0 tel que (2.13)
|Auy — Aup| < M|uy —up|x  Yug,up € K.
Les fonctions ¢ : Y x K = R et j : K x K — R satisfont :
a) Pour touty €Y, ,.) : K — IR est convexe et s.c.i. sur K.
y AV
(b) 1 existe B > 0 tel que (2.14)

¢(y1,u2) — @(y1,u1) + @(y2,ur) — @(y2,u2) < Blyr — yaly|ur — uz2|x
Vy1,y2 - K,Vul,uz € K.
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2. Inéquations variationnelles et équations d’évolution

(a) Pour tout u € K, j(u,.) : K— R est convexe et s.c.i. sur K.

(b) 11 existe & > 0 tel que
j(u1,v2) — j(u1,01) +j(uz, 01) — j(uz,v2) < afuy — uafx[vr — valx
Yuq,ur € K,Voq,v, € K.

(2.15)

De plus, nous supposons que
m >, (2.16)

ou m et o sont les constantes dans (2.13) et (2.15), respectivement.
L'opérateur S : C(0,T; X) — C(0, T;Y) satisfait :

Il existe 75 > 0 tel que
1Sur(£) — Sua(B)ly < 1o [ s (5) — wa(s) | xds 2.17)
Yui,up; € C(0,T; X), V? € [0, T].
Finalement, nous supposons que
feC(0,T;X). (2.18)
Le résultat principal de cette section est le suivant.

Théoréme 2.8. Supposons que les hypotheéses (2.12)-(2.18) sont vérifiées. Alors l'inéquation
variationnelle (2.11) admet une solution unique u € C(0, T; K).

La démonstration du théoreme 2.8 est basée sur un argument de point fixe et sera
établie en plusieurs étapes. Dans la premiere étape soit € C(0,T; X) donné et on
note par y, € C(0,T;Y) la fonction

yy(t) = Sn(t) Vit € [0, T]. (2.19)

Considérons maintenant le probléme de trouver une fonction u;, : [0, T] — X telle que
pour tout t € [0, T] I'inéquation ci-dessous est vérifiée.

uy(t) €K, (Auy(t),v —uy(t))x + @y, (t),v) — @(yy(t), uy(t))
+j(n(t),0) = j(n(t),uy(t)) = (f(t),o—uy(t))x VoeKk (2.20)

Nous avons le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Lemme 2.9. Le probleme (2.20) admet une solution unique u, € C(0, T;K).
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2.4 Inéquations quasi-variationnelles avec des opérateurs a mémoire

Démonstration. Les hypotheses (2.12), (2.13), (2.14) (a), (2.15) (a) et (2.18) avec le théo-
réeme 2.3 nous donne l'existence d'un élément unique u,(t) solution de (2.20), pour
tout t € [0, T]. Montrons maintenant que u, : [0,T] — K est continue, pour cela on
considere ty,t, € [0, T]. Pour simplifier I'écriture, nous notons uy (t;) = u;, n;(t;) = n;,
y(t;) =y, f(t;) = fi pour i = 1,2. Par (2.20) nous avons

up € K, (Auy, v —u1)x + ¢(y1,0) — @(y1,u1)
+j(n1,0) = j(n,u1) > (fr,o—u)x Vo €K, (2.21)

up €K, (Aup,v—uz)x + ¢(y2,0) — ¢(y2,u2)
+j(n2,0) = j(12,u2) = (f2,v —uz)x Vo € K. (2.22)

On prend v = up dans (2.21) et v = u; dans (2.22), puis par addition de deux inéqua-
tions nous trouvons que

(Auy — Aug,up —u)x < @(y1,u2) — @(y1, u1) + @(y2, 1) — @(y2,u2)
+ j(r1,u2) — j(n,u1) + (2, u1) — j(n2,u2) + (f1 — f2, u1 — u2)x. (2.23)

Apres, on utilise les hypotheses (2.13)(a), (2.14)(b) et (2.15)(b) pour obtenir

mlu; — uz|x < Bly1 — yaly + alm — malx + [f1 — falx- (2.24)

On déduit de (2.24) que t — uy(t) : [0, T] — K est une fonction continue, qui conclut
la preuve. O

Dans la deuxieme étape, nous considérons 1'opérateur
A:C(0,T;X) — C(0,T;K) C C(0,T; X)
défini par
An =u,; VneC(,T;X). (2.25)
Nous avons le résultat suivant.
Lemme 2.10. L'opérateur A admet un point fixe unique n* € C(0, T; K).

Démonstration. Soient 111,172 € C(0,T; X) et soit y; la fonction définie par (2.19) pour
n = n;, c'est-a-dire y; = y;,, pour i = 1,2. On note par u; la solution de l'inéquation
variationnelle (2.20) pour 1 = #; c’est-a-dire u; = Uy, i =1,2.Soit t € [0,T], de la
définition (2.25) nous avons

[ A () = Ampa(t)[x = [ua(t) — ua(t)]x- (2.26)
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2. Inéquations variationnelles et équations d’évolution

De plus, un argument similaire a celui de la démonstration de (2.24) montre que

mluy(t) —uz(t)|x < Blyr(t) —y2(t)|y + alm(t) —n2(t)|x- (2.27)

Ensuite, nous utilisons (2.19) et la propriété (2.17) de I'opérateur S pour voir que

11(0) = v2(8)ly = 1S (1) = Sna(t)ly < Ls [l (s) = n2s)] s
0

L'utilisation de cette inégalité dans (2.27) nous donne

lur(t) —uz(t)|x < PLs /|171(S) —172(8)|xds + %Im(t) —172(t) |x- (2.28)

Nous combinons maintenant (2.26) et (2.28) pour trouver que

t
[Am(t) — Ana(t)|x < linﬁ /|771(S) —112(s)|xds + %Im(t) —12(t)|x. (2.29)
0

Finalement, nous utilisons (2.29), I'hypothese (2.16) et la proposition 1.2 pour voir que
I'opérateur A admet un point fixe unique #* € C(0, T; X). Car Ay € C(0, T;K), on en
déduit que n* € C(0, T; K), qui conclut la démonstration. O

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour démontrer le théoreme 2.8.

Démonstration. (du Théoreme 2.8)
1) Existence. Soit 1* € C(0, T; K) le point fixe de l'opérateur A, c’est-a-dire An* = n*.
Il résulte de (2.19) et (2.25) que pour tout ¢ € [0, T

Yy (8) = S (8), = (8) = 177 (8). (2.30)
Nous écrivons maintenant l'inéquation (2.20) pour 7 = n* et nous utilisons les équa-
tions (2.30) pour conclure que la fonction #* € C(0, T; K) est une solution de I'inéqua-
tion quasi-variationnelle (2.11).
2) Unicité. L'unicité est une conséquence de 'unicité du point fixe de 'opérateur A et
on peut prouvée comme suit. On note par #* € C(0, T; K) la solution de l'inéquation
quasi-variationnelle (2.11) obtenu ci-dessus. Soit # € C(0, T; X) une autre solution de
I'inéquation (2.11). Considérons la fonction y, € C(0, T;Y) définie par (2.19). Alors, il
résulte de (2.11) que 7 est une solution de I'inéquation variationnelle (2.20) et puisque,
par Lemme 2.9, cette inéquation admet une solution unique, notée Uy, nous concluons
que

= uy.
Cette équation montre que Ay = 1, ou A est 'opérateur défini par (2.25). Donc par
lemme 2.10 nous obtenons que 17 = 17* qui conclut 'unicité de la solution. O
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2.5 Quelques inégalités élémentaires

L’'inégalité Gronwall suivante sera utilisée fréquemment dans 1’analyse des pro-
blémes de contact.

Lemme 2.11 (Inégalité de Gronwall). Soient f,¢ € C([0,T]) et supposons qu’il existe
c > 0 tel que

t

£(1) < g(h) +c/f(s)ds v e [0, T).

0

Alors
F(H) < g(t) +c / 2(s)eft=5)ds V€ [0, ).
0

Si g est non décroissante, nous avons que
f(t) <g(t)et veloT).

La démonstration de ce lemme peut étre trouver dans [30].
Nous avons également besoin du résultat suivant.

Lemme 2.12 (Inégalité de Young). Soient a,b > 0et 1 < p,q < oo deux exposants
conjugués. Alors
P b
ab < il + q—.
p 4
Un cas simple (relativement fréquent) de I'inégalité de Young est l'inégalité avec
des exposants 2 :
at b
< 4+
ab < X

qui donne également 1'inégalité de Young avec ¢ (valide pour tout ¢ > 0) :

a2 eb?
b < — 4+ —.
W=t
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Deuxiéme partie

Modélisation et analyse des problemes
de contact
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Chapitre 3

Modélisation des probléemes de contact

Dans ce chapitre, nous présentons les notations et les préliminaires qui sont né-
cessaires a I'étude des problemes aux limites présentés dans les chapitres 4-8. Nous
commengons par introduire les espaces fonctionnels qui seront utiles pour 'étude
des problemes de contact. Ensuite, nous fournissons une description générale de la
modélisation mathématique des processus impliqués dans le contact entre un corps
élasto-viscoplastique ou thermo-viscoélastique ou piézoélectrique et une fondation. Il
s’agit d'introduire le cadre physique et de rappeler quelques notions de la mécanique
des milieux continus, en particulier 1'équation du mouvement et d’équilibre, les lois
constitutives pour les matériaux considérés, ainsi que les conditions aux limites de
contact avec ou sans frottement.

Dans ce qui suit, on suppose que Q) est un domaine borné de R (d = 2,3) avec une
frontiere I' de Lipschitz partitionnée en trois parties I';, I'; et I'; telles que mes(I';) > 0.
Nous utilisons des lettres gras pour les vecteurs et les tenseurs. La normale unitaire
sortante a I' est notée par v.
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3.1 Espaces fonctionnels en mécanique du contact

Afin d’'introduire les modeles mathématiques qui décrivent différents processus
de contact, nous devons décrire les espaces fonctionnels auxquels appartiennent les
données et les inconnus. L'objectif de cette section est de présenter ces espaces avec
leurs propriétés.

3.1.1 Préliminaires

Nous désignons par S? I’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R¥(d =
2,3). Le produit scalaire et la norme associée sur R? et S sont donnés respectivement

par

wv=uv, |v]=0)"* VYuovecRY

o T =01, |t]=(T )2 Vo, T e 8.

Soient X et Y deux espaces de Hilbert munis des produit scalaire (.,.)x et (.,.)y et les
normes associées |.|x et |.|y, respectivement. On note par X et X4*¢ les espaces

X ={x=(x) : x;€X, 1<i<d},

Xng = {x: (xij) : xi]' = x]'i cX, 1< l/] < d}/

et aussi, on note par X x Y l’espace produit
XxY={z=(xy):xeX, yeY},
avec le produit scalaire
(z1,22)x0y = (v x2)x + (o y2)y -z = (e yi) € X XY,
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3.1 Espaces fonctionnels en mécanique du contact

pour k = 1,2 et la norme associée est |.|xxy-
Ici et tout au long de cette theése, 1 <i,j < d. Nous allons utiliser les espaces

H=I12Q) = {u = ()t weL}Q), 1<i< d}, (3.1)
Q=1 = {r=() : i =T LX), 1<ij<d}. (32

Ce sont des espaces de Hilbert munis de produits scalaires suivants :

(1, 9) 210yt = /uividx = /u.vdx,
0 o

(0, 7)o = /O'i]"l.'ijdx = /0- Tdx,
0 0

et les normes associées sont notées par |.|;2 ()« et |.| o, respectivement.
Nous avons besoin des espaces fonctionnels spécifiques pour le champ des dépla-
cements et le champ des contraintes.

3.1.2 Des espaces liés au champ des déplacements

Dans les problemes de contact présentés dans cette these, les déplacements sont
recherchés dans l'espace

HY(Q) = {v:(vi) . v € H(Q), 1§i§d},

ou dans ses sous-espaces ou sous-ensembles, selon les conditions aux limites données.
L'espace H'(Q)“ est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(u,9) iy = /(uivi + u; jv; ;)dx.
o

La norme associée est

1/2
0] ()= (/(Uivi+vi,jvi,j)dx> :

Q

Soit £ : H'(Q)? — Q l'opérateur de déformation défini par
1
S(M) = (Si]'(u)), Si]'(u) = E(l/li,]' + Ll]"i).
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3. Modélisation des problemes de contact

Le tenseur & s’appelle le tenseur des déformations linéarisé.

(,2)) gy = (W) 2y + (e(u),e(v)) g Vu,v € H'(Q), (3.3)
la norme associée est définie par
013 0= 1015 gy tle(@) [ Yo € HY(Q)7. (3.4)

Par le théoreme de trace sur les espaces de Sobolev, nous pouvons définir la trace yv
d’une fonction v € H'(Q)? sur T, telle que yv = v|r si v € H'(Q)4 N C(Q)%. Pour
un élément v € H'(Q)? nous utilisons la notation v pour désigner la trace yv de v
sur I'. L'opérateur de trace v : H'(Q)? — L?(T')? est un opérateur linéaire et continu,
c’est-a-dire il existe une constante positive ¢ ne dépendant que de () telle que

Pour tout champ de vecteurs v € H!(Q)“ nous notons par v, et v; les composantes

normale et tangentielle de v sur la frontiére données par
Uy =0V, U =70—UV. (3.6)

Dans 1’étude des problémes de contact, nous introduisons un sous-espace V de H!(Q)“
donné par

V= {v = (v;)) e H'(Q)? : v=0 p.p.sur 1“1}. (3.7)

Ici, la condition "v = 0 p.p.surI'1" au sens de trace, c’est-a-dire yv = 0 p.p. sur
I'1. Comme l'opérateur de trace est un opérateur linéaire et continu alors V est un
sous-espace fermé de H'(Q)%. De plus, puisque mes(T;) > 0, I'inégalité de Korn est
vérifiée sur V, c’est-a-dire il existe une constante ¢y > 0 ne dépendant que de () et I';
telle que

le(v)[o= ck[v|piqe Vo€ V. (3.8)
Nous définissons le produit scalaire (.,.)y sur V par
(n,0)v = (e(u),£(v)) o, (3.9)
et la norme associée est
uly = le(u)]o- (3.10)

Il résulte de (3.4), (3.8) et (3.10) que |.|y et |.| H1(): sont des normes équivalentes

sur V, donc (V,].|y) est un espace de Hilbert. De plus, l'opérateur de déformation
e : V — Q est un opérateur linéaire continu. Finalement, on note que par (3.5), (3.8)
et (3.10) il existe une constante positive ¢y dépendant de (), I'; et I'; telle que

|U|L2(r3)d < ¢olo|y Yo e V. (3.11)
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3.1 Espaces fonctionnels en mécanique du contact

3.1.3 Des espaces liés au champ des contraintes

On utilise la notation Dive ou 0j; ; pour la divergence de o et on définit 'espace
0 = {a € Q : Dive € LZ(Q)d}. (3.12)
L’espace Q; est un espace de Hilbert muni du produit scalaire
(0, 7)o, = (0, 7)o + (Dive, DivT) 2 Vo, T € Oy,

et |.| g, la norme associée.
Nous désignons par oy, et o les composantes normale et tangentielle d"un champ des
contraintes sur la frontiere tels que

o, = (ov)v, or=0cv—oyv. (3.13)
En outre, la formule suivante de Green est satisfaite
/U.e(v)dx+/Di00'.vdx = /av.vda Yo € HY(Q)% (3.14)
Q e} r

3.1.4 Des espaces liés aux problemes piézoélectriques

Dans l'étude des problemes de contact en piézoélectricité, outre les espaces pré-
sentés ci-dessus, nous avons besoin des espaces spécifiques associés aux variables
électriques a savoir le champ potentiel électrique et le champ de déplacement élec-
trique. Pour introduire ces espaces, nous considérons un sous-ensemble mesurable
I'; C T tel que mes(T';) > 0.

L’espace du champ potentiel électrique est donné par

W={pcHQ): =0 pp.surl,} (3.15)

Notons que W est un sous-espace fermé de H'(Q). De plus, comme mes(T,;) > 0 alors
I'inégalité de Friedrichs-Poincaré est satisfaite

|V1[J|L2(Q)d > CF|¢|H1(Q) Vip e W. (3.16)
Ici, cr est une constante positive dépendant de Q et T, et V : H'(Q) — L2(Q)?

est 'opérateur de gradient, e.g. Vi = (¢;). Sur W on considere le produit scalaire
suivant

(4)/ ¢)W = (VQ'), VII])LZ(Q)d; (3.17)
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3. Modélisation des problemes de contact

et |.|w la norme associée. Rappelons que la norme dans l'espace H!(Q)) est donnée
par

|¢|§{1(Q) - "“%2(0) + |Vll}|7i2(0)d' (3.18)

11 résulte de (3.16)-(3.18) que |.|f1(qy) et |.|[w sont des normes équivalentes sur W et

ainsi (W, |.|w) est un espace de Hilbert.
Soit un ensemble mesurable I'; C I, d’apres le théoreme de trace de Sobolev il existe
une constante positive ¢y dépendant de (), I'; et I'; telle que

Yl < Golglw VP eW. (3.19)
Pour le champ de déplacement électrique, nous introduisons 'espace
Wi ={D e L>(Q)?: divD e [*(Q)}. (3.20)
C’est un espace de Hilbert muni avec le produit scalaire
(D, E)w, = (D, E) 2y + (divD, divE) 2 (),

et la norme associée |- |)y,. L'opérateur de divergence div : W; — L?(Q)) est un opé-
rateur linéaire et continu. De plus, lorsque D € W, est une fonction réguliere, la
formule suivante de Green est satisfait

(D, VIP)LZ(Q)d + (dZ'UD, IIJ)LZ(Q) = /DV tpda le < Hl(Q) (321)
T

3.1.5 Des espaces liés au champ des températures
Soit E un sous-espace fermé de H'(Q)) donné par
E = {yeHl(Q) /y:Osurl’luI’z}.
Par I'inégalité de Poincaré, il existe une constante C telle que
| Vy 6= C Y |m) Vy €E, (3.22)

ici, C est une constante positive en fonction des données du probléeme mais est indé-
pendante des solutions, sa valeur peut changer d'une ligne a 'autre. Nous définissons
le produit scalaire sur E par

(y,2)e = (Vy,Vz)u Vy,z € E, (3.23)
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3.1 Espaces fonctionnels en mécanique du contact

I résulte de (3.22) et (3.23) que | . [y1(q) et | . |g sont des normes équivalentes sur E.
Donc (E, | . |g) est un espace de Hilbert. De plus, par le théoréme de trace de Sobolev,

il existe une constante Cr > 0 qui dépend uniquement de Q, T';, T, et T3 telle que
16 |20,y <Cr|6]c  VOEE (3.24)
E’ est I'espace dual de E. Identifiant L?(Q}) avec son propre dual, nous pouvons écrire
ECL*Q)CE.

On note par (.,.) le crochet de dualité entre E’ et E, et | . | dénote la norme sur E’.
Aussi,

(0,1) = (6,1)12(00)
pour § € L?(Q)) ety € E.

3.1.6 Des espaces liés a la densité des débris d’usure

Soit QO C R? avec une frontiere T de Lipschitz. Supposons que I's est un domaine
régulier dans le plan Oxjx; avec une frontiere de Lipschitz oI';. Pour la fonction de
densité des particules de surface, nous utiliserons 1’espace

HY(T3) = {g € H'(I3) / & = 0 sur a3 }
C’est un espace de Hilbert réel muni de produit scalaire
(gr é)H& (T3) = (v€/ Vg)LZ(IB)Z ’

ot V : H 1(I'3) — L?(T'3)? est l'opérateur gradient, V& = (&, x,). Par I'inégalité
de Friedrichs-Poincaré, il existe une constante Cr > 0 qui dépend de I'z telle que

| ¢ L2 < Crl¢ by VG € Hp (T3). (3.25)

Nous utilisons la notation H~!(I'3) pour le dual de l'espace H} (T'3). Identifiant L2(T'3)
avec son propre dual, nous pouvons écrire

Hy(T3) C L*(T3) € H™'(T3).

On note par (.,.) le crochet de dualité entre H~1(I'3) et H}(T3), et | . |r-1(r,) dénote
la norme sur H1(T'3). Aussi,

<C/ C> - (gl C)Lz(r3) ’
pour ¢ € L?(T3) et & € H}(T3).
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3. Modélisation des problemes de contact

3.2 Modélisation des problémes élasto-viscoplastiques et
thermo-viscoélastiques

Dans cette section, nous présentons un cadre physique général concernant les dif-
férents problemes de contact de la thése. Puis nous introduisons 1'équation de mou-

vement, les lois constitutives des différents matériaux et les conditions aux limites
utilisés dans cette these.

3.2.1 Cadre physique

__,,—
r 3

F1GURE 3.1 — Le cadre physique; I's est la surface de contact.

En général, le cadre physique a été illustré dans la Figure 3.1 et sera décrit ci-
dessous. On considére un corps déformable occupant un domaine borné Q) C R%(d =
2,3) avec une frontiere I' de Lipschitz divisée en trois parties disjointes et mesurables
', I'; et T3, telles que mes(I';) > 0. Le corps est supposé fixé sur la partie I'; de sa
frontiere alors que des forces volumiques et surfaciques de densités fj et f, agissent
respectivement dans () et sur I';. Sur I's le corps est susceptible d’entrer en contact
avec un obstacle, la dite fondation. Nous supposons que dans la configuration de
référence, il peut y avoir un interstice g entre I'; et la fondation, qui est mesuré le long
de la normale v.

Soit u le vecteur de déplacement, o le tenseur des contraintes et ¢ = &(u) le
tenseur des déformations linéarisé. Ce sont des fonctions qui dépendent de la variable
spatiale x et la variable de temps t. Néanmoins, dans ce qui suit, nous n'indiquons pas
explicitement la dépendance de ces quantités par rapport a x et a ¢, par exemple nous
écrivons o au lieu de o(x) ou o(x,t). T est une constante positive et [0, T] désigne
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3.2 Modélisation des problémes élasto-viscoplastiques et thermo-viscoélastiques

I'intervalle de temps en question. Le point au-dessus d’une fonction représentent la

risai o Ou . Qu

dérivé par rapport au temps, c’est-a-dire # = 5 eti = 32
Pour présenter un modele mathématique d’un processus de contact spécifique
nous avons besoin de décrire la loi de comportement, I'équation de mouvement ou

d’équilibre, les conditions aux limites et, éventuellement, les conditions initiales.

3.2.2 L’équation de mouvement

Nous nous intéressons a un modele mathématique décrivant 1’évolution dun
corps déformable en contact avec une fondation, ses inconnues sont le champ de
déplacement u : Q) x [0,T] — R? et le champ des contraintes o : Q) x [0,T] — S,
avec T > 0. L'évolution de I'état mécanique du corps est décrite par 1’'équation du
mouvement de Cauchy

Divo + fo = pii  dans Q x [0, T], (3.26)

ot p : O — R, est la densité de la masse, fj est la densité des forces volumiques, #
représente la vitesse du corps et i représente ’accélération.

Dans certaines situations, cette équation peut encore se simplifier, par exemple
dans le cas ot le champ des vitesse 1 varie tres lentement par rapport au temps,
c’est-a-dire le terme pii peut étre négligé et on obtient ’équation d’équilibre

Divo + fy =0 dans Q x [0, T]. (3.27)

Les processus modélisés par 1'équation du mouvement (3.26) s’appellent processus
dynamiques et les processus modélisés par I"équation d’équilibre (3.27) s’appellent pro-
cessus quasi-statiques. Dans le cas statique, ’équation d’équilibre est valable dans Q).
La description de notre modele n’est pas encore terminé, puisque nous avons des
inconnues plus que des équations. L'équation est donc insuffisante, a elle seule, a dé-
crire I’équilibre des corps matériels, elle doit étre complétée par d’autres relations qui
caractérisent le comportement de chaque type de matériau et que I'on désigne sous le
vocable général les lois de comportement, cela fait 1'objet du paragraphe suivant.

3.2.3 Lois de comportement

Les lois de comportements caractérisent ce qui est propre a chaque type de ma-
tériau. Bien qu’elles doivent respecter certaines propriétés d’invariance, leur origine
est souvent expérimentale. C’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser
pour établir une loi de comportement, on cite a titre d’exemple les quatre exemples
classiques d’essais sur les solides : essais de chargement monotone, essais de charge-
décharge, essais de fluage et essais de relaxation.
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3. Modélisation des problemes de contact

Les lois de comportements (ou lois constitutives) sont des relations entre le tenseur
des contraintes o, le tenseur des déformations & et leur dérivées temporelles ¢ et
¢. Notons que d’autres parametres, tels que la pression ou la température, peuvent
intervenir dans une loi de comportement.

A. Lois de comportement élasto-viscoplastique avec variable interne d’état

Une loi de constitutive d'un matériau élasto-viscoplastique avec variable interne
d’état est donnée par

o(t) = Ae(i(t)) + Fe(u(t)) + / G(o(s) — Ae(i(s)), e(u(s)), k(s))ds, (328

0

ot u désigne le champ de déplacement, o représente le tenseur des contraintes, £(u)
est le tenseur des déformations linéarisé, A est 1'opérateur de viscosité et F est 1’opé-
rateur d’élasticité. G est une fonction constitutive non linéaire décrivant le comporte-
ment viscoplastique du matériau et dépendant de la variable interne d’état k. L’évo-
lution du champ de variable interne d’état est donnée par 1’'équation différentielle
suivante :

k(t) = @(o(t) — Ae(u(t)), e(u(t)), k(t)), (3.29)

ou ¢ est une fonction non linéaire dépendant aussi de la variable interne d’état k.
L’ensemble des variables internes d’état admissibles défini par

Y={a=(a;) : a; €L?(Q), 1<i<m}.

Des exemples et interprétation mécanique des lois constitutives de la forme (3.28) sans
variable interne d’état k peuvent étre trouvés dans [30,63]. Un probleme dynamique
de contact sans frottement pour des matériaux suivant la loi (3.28)-(3.29) est donné
dans [47].

B. Lois de comportement thermo-viscoélastique avec endommagement

En prenant en considération l'effet thermique et I'endommagement du matériau
durant le contact, nous obtenons une loi de comportement thermo-viscoélastique avec
endommagement de la forme

o= Ae(u) + F(e(u),a) — C(6,n), (3.30)

ou A et F sont des opérateurs non linéaires décrivant les propriété visqueuses et
élastiques du matériau respectivement et C est un opérateur de dilatation thermique.
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3.2 Modélisation des problémes élasto-viscoplastiques et thermo-viscoélastiques

Ici, « est une variable interne représentant I'endommagement du matériau causé par
des déformations élastiques et 6 est le champ de température.

L’évolution de champ de température 0 est régie par 1'équation de la chaleur ob-
tenu a partir de la conservation d’énergie comme suit.

0 — div(K. V) = ¢(1,0,a) +q, (3.31)

ou ¢ est une fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur engendré
par les forces intérieures, K. = (k;;) est le tenseur de conductivité thermique avec
div(K:V0) = (kij0,), et g est une donnée qui représente la densité de la source ther-
mique.

L'inclusion différentielle suivante est utilisée pour décrire 'évolution du champ
d’endommagement

& —kiAa + dpx () > ¢p(e(u),0,a), (3.32)

ol ki est un coefficient positif, dpg représente le sous-différentiel de la fonction indi-
catrice @k, ¢ est une fonction constitutive donnée qui représente la source d’endom-
magement du systeme et 6 est la fonction de température. K représente 1’ensemble
des fonctions d’endommagement admissibles défini par

K={§€H1(Q) : 0§C§1p.p.dans()}.

Lorsque & = 1, il n'y a pas d’endommagement dans le matériau, lorsque « = 0, il y a
un endommagement total, et pour 0 < a < 1, il y a un endommagement partiel.

3.2.4 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sur la surface de contact sont décrites a la fois en direc-
tion de la normale et dans le plan tangent, ces dernieres étant appelées conditions de
frottement. En direction de la normale nous pouvons distinguer le contact unilatéral
(lorsque l'obstacle est rigide), bilatéral (lorsqu’il n'y a pas de séparation entre le corps
et I'obstacle), de compliance normale (lorsque 'obstacle est déformable) ou bien de
réponse normale instantanée (lorsque la surface de contact est réactive). A part le cas
limite lorsque la contrainte tangentielle est nulle (le cas sans frottement), le frottement
peut étre a seuil (le glissement se produit lorsque la force de frottement atteint une
valeur critique) ou sans seuil (lorsque le glissement se produit pour n'importe quelle
force de frottement). Parmi les lois de frottement a seuil, les plus utilisées dans la lit-
térature sont celles de Coulomb et de Tresca, elles modélisent un frottement sec, alors
que les lois de frottement sans seuil modélisent un frottement lubrifié.

Les conditions aux limites sont aussi influencées par la prise en considération des
différents phénomenes sous-jacents au contact avec frottement, adhérence, usure et
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3. Modélisation des problemes de contact

effets thermiques. Par ailleurs, méme si on néglige ces phénomenes et on se limite
au contact frottant avec seuil, la dépendance du seuil de frottement par rapport au
glissement ou a la vitesse de glissement peut étre envisagée, influencant ainsi les
conditions aux limites du modele mathématique considéré.

Rappelons que la frontiere I' est divisée en trois parties disjoints et mesurable I',
I'; et T3 telles que mes(I'1) > 0, nous donnons dans ce paragraphe les conditions aux
limites sur chacune des trois parties.

Conditions aux limites de déplacement-traction

Dans tous les probléemes qui seront étudiés dans cette these, le corps est encastré
sur la partie I'y, donc

u=0 sur Ty x(0,T), (3.33)

cette relation représente la condition aux limites de déplacement. Une traction surfa-
cique de densité f, agit sur la partie I'; et par conséquent le vecteur des contraintes
de Cauchy ov satisfait :

ov=Ff, sur I, x(0,T). (3.34)

Cette condition est appelée la condition aux limites de traction.

Pour compléter le modele mathématique qui d’écrit 1’évolution du corps, il faut
préciser les conditions aux limites sur I's, c’est ’objet des conditions de contact et des
lois de frottement que nous allons décrire dans ce que suit.

Conditions de contact avec compliance normale

C’est le cas o1 la fondation est supposée déformable dans ce cas la pénétration est
possible et la contrainte normale ¢, satisfait :

—0y = Pv(uv — g),

ou u, est le déplacement normal, g représente l'interstice initial entre le corps et la

fondation et p, est une fonction positive donnée, appelée fonction de compliance nor-

male. Cette relation est dite condition de compliance normale et signifie que la fonda-

tion exerce une réaction suivant la normale sur le corps en fonction de sa pénétration

u, — g qui s’annule lorsqu’il y a séparation ( c’est-a-dire u, < g).

Dans le cas ou I'interstice entre le corps et la fondation est nul on prend g = 0.
Comme exemple de fonction de compliance normale p, nous pouvons considérer

pu(r) =cury,
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ou, plus généralement

pu(r) = cu(r)",

ou ¢, > 0 est le coefficient de raideur de la surface, m > 0 est 'exposant de la
compliance normale et r; = max{0,7}. Un deuxiéme exemple est donné par

ey st r<a,
pu(r) = :
cyx  sior >,

ol « est un coefficient positif 1lié a 'usure et la dureté de la surface. Dans ce cas, la
condition de contact de compliance normale signifie que lorsque la pénétration est
trop profonde, c’est-a-dire quand elle dépasse «, la fondation se désintegre et n’offre
aucune résistance a la pénétration.

Conditions de contact avec réponse normale instantanée

Une condition de contact avec réponse normale instantanée a été utilisé principa-
lement pour décrire un contact lubrifié. Cette condition suppose que la contrainte
normale sur la surface de contact est liée a la vitesse normale, c’est-a-dire

—0y = Pv(uv);

ot py est une fonction donnée qui s’annule lorsque I'argument est négatif.

Nous passons maintenant aux conditions dans les directions tangentielles, appe-
lées conditions de frottement ou lois de frottement.

Lois de contact avec ou sans frottement

Les premiers travaux sur le frottement ont été réalises par Léonard de Vinci au
début du XV eéme siecle. Il donne la premiere valeur (0.25) du coefficient de pro-
portionnalité entre la force de frottement et le poids du corps. La compréhension des
mécanismes entrant en jeu est restée tres lacunaire et il faut attendre deux siecles
pour qu’Amontons en 1699 et Coulomb en 1785 reprennent et développent les études
de Léonard de Vinci en énongant les premieres lois de frottement. Historiquement,
G. Amontons proposa une loi de proportionnalité entre les composantes normales et
tangentielles des contraintes. Coulomb confirme les lois d’Amontons a partir d’expé-
riences.

La condition de contact est dite sans frottement dans laquelle la partie tangentielle
de la contrainte (la force de frottement) est nulle, c’est-a-dire

ocr=0 surI3x(0,7T). (3.35)
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Dans le cas ou la force de frottement n’est pas nulle, le contact est avec frottement.
Les lois de frottement intervenant dans cette these sont des versions de la loi de
type Coulomb, qui sont les lois de frottement les plus répandues dans la littérature
mathématique.

La loi de frottement de type Coulomb se caractérise par l'intervention de la contrainte
normale dans le seuil de frottement et elle peut s’énoncer comme suit

|0-T| S ;’l|0-1/|/
|| < plov| = 6 =0, sur '3 x (0, T) (3.36)
|| = ploy| = I > 0 tel que o = Adiy,

ou 1 > 0 est le coefficient de frottement.
Une version quasi-statique de lois de Coulomb peut s’énoncer sous la forme

Sidip £ 0 sur I's x (0, T). (3.37)

Ici, 11; est la vitesse tangentielle ou le taux de glissement et F, représente le seuil
frottement (ce seuil n’est pas fixé et dépend du coefficient de frottement et de la
solution du probleme).

Nous pouvons prendre pour F, le choix suivant :

Fy, = Fy(ov) = ploy),

ol u > 0 est le coefficient de frottement. Ce choix dans (3.37) conduit a la version
classique de la loi de Coulomb. Les choix

Fy = Fy(0v) = pr(uv — g) et F = F(ov) = p(ilv)

sont compatibles avec la condition de contact de compliance normale et de réponse
normale instantanée, respectivement. Ici, p: est une fonction positive qui s’annule
pour les arguments négatifs, c’est-a-dire lorsqu’il n’y a pas de contact.
Dans le chapitre 5, nous étudions un probleme de contact de frottement avec com-
pliance normale et nous utilisons les conditions aux limites suivantes

—0y = py(uy — g),
o] < pe(uv = 8), i sur I's x (0, T).
—0r = pr(uy —g)m siug #£0,
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3.3 Processus de contact avec adhésion

Ou, py, pr sont des fonctions données et g représente l'interstice initiale.
Nous étudions également un probleme de frottement avec réponse normale instanta-
née ou on utilise ces conditions aux limites

—0y = pv(uv)/
|| < pe(iby), " sur I'; x (0, T).
—0r = PT(MV)W—; Si ilT # 0,

Ici, py et pr sont des fonctions données.

Condition aux limites concernant le probleme de température

Au chapitre 8, nous utilisons la condition au limite de température donnée par
kijg,iﬂ]' = hQ(C, 0, | 1y —v° |) — ke(() — QR) sur ' % (0, T),

ou le premier terme a droite décrit 1'effet thermique du au frottement dans lequel
hg : T3 x R® — R est une fonction tangentielle donnée. Le deuxiéme terme repré-
sente 1’échange thermique entre le corps et la fondation. 0y est la température de la
fondation et k, est le coefficient des échanges thermiques entre le corps et 'obstacle.

3.3 Processus de contact avec adhésion

Pour modéliser le phénomene d’adhésion, il est nécessaire d’ajouter le processus
d’adhésion a la description du contact. On introduit une variable interne de surface
appelée champ d’adhésion notée par B qui prend ses valeurs entre zéro et un. Lorsque
B = 1 a un point de I';, I'adhésion est compleéte et tous les liens sont actifs, lorsque
B = 0 tous les liens sont inactifs et il n’y a pas d’adhésion. Lorsque 0 < B < 1 cest le
cas d"une adhésion partielle.

Si on suppose que la partie compressive de la contrainte de contact est décrite par
la compliance normale, la condition de contact de compliance normale avec adhésion
est donné par

—0y = py(Uy — ) — 'yU,BZRV(uV) sur I's x (0, T). (3.38)

ol 7, est un coefficient d’adhésion positif, p, est la fonction de compliance normale
et R, est 'opérateur du troncature défini par

L si s< —L,
Ry(s) = —s si —L<s<0, (3.39)
0 s s>0,
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3. Modélisation des problemes de contact

ou L > 0 est la longueur caractéristique du lien, au dela de laquelle il s’étire sans offrir
aucune résistance complémentaire. La contribution d’adhésion a la traction normale
est donnée par le terme 'yV,BZRV(uV). Ainsi, la traction adhésive est proportionnelle
avec un coefficient de proportionnalité -y,, par rapport au carré de l'intensité d’adhé-
sion et le déplacement normal, mais tant que u, n’excede pas la longueur du lien
L.

On considere une autre relation qui représente la condition de contact adhésif sans
frottement sur le plan tangentiel,

—07 = pr(B)Re(ur)  surI3x (0,7),
ol l'opérateur de troncature R est donné par

v si |v| <L,
Re(v) = L|%| si |o] > L. (3.40)

Cette relation indique que la contrainte tangentielle dépend du champ adhésion et du
déplacement tangentiel. La traction tangentielle de frottement est supposée beaucoup
plus petite que la traction adhésive, et par conséquent, elle est nulle.

Pour compléter le modele, nous supposons que 'évolution du champ d’adhésion
est gouvernée par une équation différentielle ordinaire de la forme

,B = _(,B('YV(RV(MV))Z + 'YT|RT(”T)‘2) —€1)+ sur I'3 x (0, T),
B0)=py  sur Tj,
ol vy, Y et €, sont des coefficients d’adhésion positifs et R,, R; sont des opérateurs
de troncature définis par (3.39) et (3.40) respectivement. By est 'adhésion initiale tel

que
0<Bp<1 pp.xels

Pour le champ d’adhésion, nous introduisons 1’ensemble

Z={B:[0,T] = L*(T3) : 0<B(t)<1, Vt€[0,T] p.p.surTs}.

Condition de frottement avec adhésion

Dans le chapitre 7 de cette these on va utiliser une version de la loi de frottement
de Coulomb avec adhésion de la forme suivante :

o7 + PR (ur)| < pr(uy —g),
o + Yo PR (ur)| < pe(uy —g) = 1
o + PR (ur)| = pr(uy — ) =
tel que o7 + v >R (ur) = — Ay,

(3.41)
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3.4 Processus de contact avec usure

Ici, py, pr sont des fonctions données et g représente l'interstice initiale. -y, et v sont
des parametres matériel, R,, R sont des opérateurs de troncature définis par (3.39)
et (3.40) respectivement.

3.4 Processus de contact avec usure

JT-)n'

|
Fondation v W v -

FIGURE 3.2 — Le modele (a gauche); La surface de contact I';; 'usure est produite en
Dy, ; la diffusion des débris dans D, U D, (a droite).

Soit O C R3 et '3 C R?. Pour simplifier le modeéle nous supposons que I's est
un domaine régulier dans le plan x3 = 0, de frontiere <y, alors que la fondation est
plane et se déplace dans le plan x3 = —g < 0 avec une vitesse v*. Nous supposons
que I's est divisée en deux sous-domaines D, et D, par une courbe lisse v*. L'usure
a lieu seulement sur la partie D,, de la surface de contact, tandis que la diffusion des
particules d"usure a lieu dans tout le domaine de contact I';. La frontiere y = dI'; de I'
est supposé Lipschitzienne et se compose de deux parties v, et 7. Alors 0D, = y,U
v* et dD; = y4U * (voir Figure 3.2).

L'usure de la surface est décrite par la fonction d’usure w = w(x, t) qui est définie
sur D, et la diffusion des débris dusure est décrite par la densité surfacique des
particules d'usure { = {(x,t) qui est définie sur I's. Ici, x = (x1,x2,0), puisque I's
appartient au plan Ox;x,. La fonction d'usure w mesure la densité volumique du
matériau enlevé par unité de surface. La fonction { mesure la densité surfacique de la
diffusion des particules d"usure.

Nous supposons que w = A{ dans D, ou A est un facteur de conversion posi-
tif de la densité surfacique des débris d'usure a la profondeur d’usure. Puis, nous
prolongeons w par zéro a tout I'3

w =A{Xp, surlsx(0,T), (3.42)
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3. Modélisation des problemes de contact

olt X|p,) est la fonction caractéristique de D, (c’est-a-dire, x[p,)(x) = 1si x € D, et
X[D,](¥) = 0six & D). Le coefficient de diffusion d"usure k est donné par

o | ky dans D,
k=k(x) = { k; dans D,.

Ici, la diffusion d’usure est décrite par I’équation de diffusion non linéaire suivante
{ —div(kVQ) = « |oc| ite — v*| x[p, dans T3 x (0, T). (3.43)

Nous utilisons x|p, ) dans (3.43) car les débris ne sont produits que dans D,. Ici,
Kk est le coefficient de taux d’usure. Nous notons que (3.43) est une version de la loi
d’Archard avec diffusion. Le taux d'usure est proportionnel a l'intensité de frottement
et le taux de glissement relatif. En effet, lorsque la diffusion des particules d"usure est
négligeable, (3.43) peut étre écrit comme

{ =« |o| |ir — v X[De] dans '3 x (0, T), (3.44)

qui est la forme différentielle de la loi d'usure d’Archard. Maintenant, pour éviter
des difficultés mathématiques qui se posent lorsque le taux de glissement est tres
grand, nous remplagons le terme |11; — v*| dans (3.43) par le terme R*( |1 — v*|) ol
R* : Ry — Ry est l'opérateur de troncature

« . r sir <R,
R(r)_{R sir> R, (3.45)

ol, R est une constante positive donnée. Nous notons que du point de vue phy-
sique, cela ne provoque pas de changement réel dans le modele, car dans la pratique
la vitesse de glissement est limitée et aucune hypothése est imposée sur R, donc il
peut étre choisi aussi grand que nécessaire dans chaque application. Pour conclure, la
diffusion d’usure est décrite par I’équation de diffusion non linéaire suivante

{ — div(kV{) = « |oc| R*([ite — 0*[) x[p,,] dans I's x (0, T). (3.46)

Nous supposons qu’une fois une particule d"usure atteint la frontiere v = dI's elle
disparait, ce qui se traduit par la condition absorbante suivante.

=0 sur dI'3x(0,7T).

Condition de frottement avec diffusion d’usure

Maintenant, nous décrivons le processus de contact avec frottement sur la surface
I's. Nous utilisons une version de la condition de compliance normale pour modéliser
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3.5 Modélisation des problémes de contact piézoélectriques

le contact. Puisque le processus implique 1'usure de surface de contact, nous prenons
en considération le changement de la géométrie en remplacant ¢ par ¢ + w. Donc,

—0y = py(uy — )‘CX[DW} —g) surT3x(0,T).

La loi de frottement est choisi comme (3.37), ou F, = up,, ainsi

{ | ot |§ Upbv,

ot . sur I'3 x (0, T
L i 0D,

ott py = py(uy — AlxXp,] — &) et u = u(g,0,| ur —v* |) est le coefficient de frotte-
ment qui dépend de la densité des particules d’usure, la température et le taux de
glissement.

3.5 Modélisation des problemes de contact piézoélectriques

Cette section est dédiée au cadre physique, aux lois de comportement et aux condi-
tions aux limites concernant les problemes piézoélectriques.

3.5.1 Cadre physique

i
!
) .'.I
“ I3 [
>

4

Base

F1GURE 3.3 — Le cadre physique pour un matériau piézoélectrique; I's est la surface de
contact.

Pour modéliser les problemes de contact avec des matériaux piézoélectriques, nous
considérons le cadre physique représenté dans la Figure 3.3.
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3. Modélisation des problemes de contact

On considére un corps déformable occupant un domaine borné QO ¢ R%(d = 2,3),
de frontiere I' de Lipschitz, divisée en trois parties disjointes et mesurables I';, I'; et
I'3, d'une part, et une partition de I'y NI, en deux parties disjoints et mesurables I',
et I'y, d'une autre part, telles que mes(I';) > 0 et mes(I';) > 0. Soit T > 0 et soit
[0, T] 'intervalle de temps en question. Le corps est encastré sur I'y, alors le champ de
déplacement est nul sur cette partie. Des forces surfaciques de densité f, agissent sur
I'; et des forces volumiques de densité fy agissent dans (2. Nous supposons aussi que
le potentiel électrique est nulle sur I'; et une charge électrique de densité surfacique g,
est donnée sur I'y. Le corps est en contact avec une fondation adhésive et conductive
(avec ou sans frottement) sur la partie I'3.

Nous sommes intéressées par des modeles mathématiques qui décrivent 1'évolu-
tion de I’état mécanique et électrique du corps piézoélectrique pendant l'intervalle de
temps [0, T], avec T > 0. Outre le champ des contraintes o = o (x,t) et le champ de
déplacement u = u(x, t), on introduit le champ de déplacement électrique D = D(x, t)
et le potentiel électrique ¢ = ¢(x,t). Les fonctions inconnues du probleme de contact
piézoélectrique sont # : Q x [0,T] = R%, ¢: Qx[0,T] =S¢, ¢ : Qx[0,T] - R et
D:Qx[0,T] — R

Si le processus est dynamique alors 1'équation du mouvement pour le champ des
contraintes est donnée par 1'équation (3.26), et si le processus est quasi-statique alors
I’équation d’équilibre pour le champ des contraintes est donnée par 1'équation (3.27).
L’évolution du corps piézoélectrique est décrite par 1'équation d’équilibre pour le
champ de déplacement électrique

divD —qp =0 dans Q) x (0,T), (3.47)

ou g est la densité des charges électriques volumiques et "div" est I'opérateur de
divergence, c’est-a-dire divD = (D; ;).

Nous passons maintenant aux conditions aux limites sur I'y, I';, I'; et I',. D’abord,
car le corps piézoélectrique est fixé sur I';, nous imposons la condition aux limites de
déplacement (3.33). En outre, la condition aux limites de traction sur I'; est donnée par
(3.34). Ensuite, puisque le potentiel électrique est nul sur I'; au cours du processus,
nous imposons la condition aux limites

¢=0 sur I, x(0,T). (3.48)

De plus, nous rappelons qu'une charge électrique de densité surfacique g, est donnée
sur [, et par conséquent,

Dv=gq, sur I',x(0,T). (3.49)

Pour compléter un modele mathématique pour un processus de contact piézoélec-

trique spécifique, outre les équations des équilibres et les conditions aux limites ci-

dessus, nous avons besoin d’introduire les lois de comportement et les conditions aux
limites de contact.
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3.5 Modélisation des problémes de contact piézoélectriques

3.5.2 Lois de comportement

Pour introduire la loi de comportement d’un matériau piézoélectrique, nous défi-
nissons le champ électrique E(¢) par la relation

E(p) = -Vo = —(¢9:), (3.50)
op
axi'
Une loi constitutive générale de matériau électro-élasto-viscoplastique avec variable
interne d’état peut étre écrite sous la forme

o(t) = Ae(a(t)) + Fe(u(t)) — E"E(p(t))

ou (P,i =

+ /Q(U(s) — Ae(u(s)) + EYE(@(s)), e(u(s)), k(s))ds, (3.51)

0
k(t) = ¢(o(t) — Ae(a(t)) + EE(g(t)), e(u(t)), k(t)), (3.52)
D(t) = Ee(u(t)) —BVe(t), (3.53)

ol u est le champ de déplacement, ¢ est le tenseur des contraintes, £(u) est le tenseur
des contraintes linéarisé et D est le champ de déplacement électrique. A est |'opéra-
teur de viscosité, non forcement linéaire, F est I'opérateur d’élasticité et G représente
une fonction constitutive non linéaire qui décrit le comportement viscoplastique du
matériau et dépend de la variable interne d’état k. ¢ est une fonction constitutive non
linéaire qui dépend de k. E est le champ électrique qui satisfait E(¢) = —V ¢, ou ¢
est le potentiel électrique. £ = (e;jx) représente le tenseur piézoélectrique de troisieme
ordre, £* est son transposé et B est le tenseur de permittivité électrique.

Nous supposons la décomposition de la forme o = ¢FVF + ¢F, ot ¢F = —E*E(¢) =
E*V ¢ est la partie électrique de la contrainte et o%V" est la partie élasto-viscoplastique
de la contrainte qui satisfait :

t
VP () = Ae(a(t)) + Fe(u(t)) + / G(oFVP(s) — Ae(i(s)), e(u(s)), k(s))ds,
0
k(t) = (a7 (1) — Ae(u(1)), £(ul(t)), k(t)).
Un probleme de contact sans frottement pour des matériaux élasto-viscoplastiques
avec variable interne d’état a été étudié dans [47,52].

Lorsque G = 0 la loi de comportement (3.51)-(3.53) se réduit a la loi constitutive
électro-viscoélastique donnée par (3.53) et

o(t) = Ae(i(t)) + Fe(u(t)) + E*Vol(t).
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3. Modélisation des problemes de contact

Lorsque G = 0 et A = 0 la loi de comportement (3.51)-(3.53) devient la loi constitutive
électro-élastique donnée par (3.53) et

o(t) = Fe(u(t)) + E*Ve(t).

3.5.3 Les conditions de contact

Dans cette section nous allons énoncer les conditions de contact électrique asso-
ciées aux problémes piézoélectriques sur la partie I'; de la surface de contact. Nous
considérons le cas lorsque la fondation est électriquement conductrice et son potentiel
est maintenu a ¢o.

Nous supposons que la condition électrique sur la surface de contact est donnée par

Dwv =19(u, —g)P(¢ — o) sur I'3x(0,T), (3.54)

ou ¢ et  sont des fonctions données qui sont décrite ultérieurement. Cette condition
représente une condition régularisée qu’on peut obtenir de la maniere suivante.
Lorsqu’il n’y a pas de contact (c’est-a-dire u, < g ), il n’y a pas de charges électriques
libres sur la surface et la composante normale du champ de déplacement électrique
disparait. Ainsi,

u, < g=Dwv=0. (3.55)

Pendant le processus de contact (c’est-a-dire lorsque u, > g), la composante normale
du champ de déplacement électrique ou la charge électrique libre est supposé propor-
tionnel a la différence entre le potentiel de la base et le potentiel surfacique du corps,
avec une constante positive | comme facteur de proportionnalité. Ainsi,

uy >¢=Dw=1I1(¢p— o). (3.56)
Combinions (3.55) et (3.56) pour obtenir
Dv = ZX[O,OO)(MV - g)(q) - GDO)/ (3.57)

Ol X[0,c0) €5t la fonction caractéristique de l'intervalle [0, o), qui est donnée par

(r) = 0 si r<Qo,

XMoo =1 i r>0.

La condition (3.57) décrit le contact électrique parfait et elle est en quelque sorte
semblable a la condition bien connue de contact de Signorini. Les deux conditions
peuvent étre considérées comme des sur-idéalisations dans plusieurs applications.
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3.5 Modélisation des problémes de contact piézoélectriques

Pour la rendre plus réaliste, nous régularisons la condition (3.57) et I’écrire comme
(3.54) dans laquelle Ix (g ) (v) est remplacée par i qui est une fonction réguliére (va
étre décrite ci-dessous) et @ est une fonction de troncature

0 si s<—L,
P(s) =4 s si —L<s<IL,
L si s>1L,

ol L est une constante positive tres grande. Notons que cette troncature ne pose
aucune limitation pratique sur 'applicabilité du modeéle puisque L peut étre arbitrai-
rement grand, plus grand que toute tension de pointe possible dans le systeme, et
donc dans les applications @ (¢ — ¢g) = ¢ — ¢o.

Les raisons de la régularisation (3.54) de (3.57) sont mathématiques. Premiérement,
nous avons besoin d’éviter les discontinuités dans les charges électriques lorsque le
contact est établi et donc nous régularisons la fonction Ix|o ) dans (3.57) par une
fonction Lipschitzienne . Un choix possible est

0 s r<0,
P(r) =4 1or si 0<r<1/6, (3.58)
l si r>1/9,

ol 6 > 0 est un parametre petit. Ce choix veut dire que durant le processus du contact,
la conductivité électrique augmente avec le contact a travers les aspérités de la surface

et se stabilise quand la pénétration u, — g atteint la valeur 5 Deuxiemement, nous

avons besoin du terme @ (¢ — ¢g) pour rendre le terme ¢ — ¢y borné.
Notons que lorsque y = 0 dans (3.54), nous obtenons

Dwv=0 sur I'3x(0,T), (3.59)

ce qui découple les problémes électriques et mécaniques sur la surface de contact.
La condition (3.59) modélise le cas o1 'obstacle est un isolant parfait et a été utilisée
dans [9,57,58]. La condition (3.54) a lieu de (3.59), introduit un couplage fort entre
les conditions aux limites mécaniques et électriques et mene vers un nouveau modele
mathématique, non standard.

59



Chapitre 4

Probléme de contact sans frottement en
élasto-viscoplasticité

Ce chapitre porte sur I'étude mathématique d’un probleme de contact en élasto-
viscoplasticité ou le contact est modélisé par une condition de compliance normale
sans frottement. Le matériau est modélisé par une loi constitutive générale de na-
ture élasto-viscoplastique avec variable interne d’état. Nous établissons un résultat
d’existence et d"unicité de la solution moyennant les techniques de point fixe et des
équations d’évolution d’ordre un avec des opérateurs monotones. Finalement, nous
étudions la dépendance de la solution par rapport aux conditions de contact et nous
prouvons un résultat de convergence.

Sommaire
4.1 Probléeme mécanique et hypothéses . . . . .. ... ........... 60
4.2 Formulation variationnelle . . . . ... .. ... ............. 63
4.3 Résultat d’existence et d'unicité . . ... ... ... ... ... ..., . 64
44 Résultatdeconvergence. ... ......... ... ..., 70

4.1 Probléeme mécanique et hypotheéses

Nous nous plagons dans le cadre physique que nous avons présenté dans Cha-
pitre 3 de cette these (Figure 3.1). Nous considérons un corps élasto-viscoplastique
en contact avec une base déformable. Alors, la formulation mécanique du probleme
de contact sans frottement avec compliance normale en élasto-viscoplasticité avec va-
riable interne d’état est donnée par :

Probleme P. Trouver un champ des déplacements u : () x 0,T] — IRd, un champ des
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4.1 Probleme mécanique et hypothéses

contraintes o : Q) x [0, T] — S et un champ de variable interne d’état k : Q) x [0, T] —
R™ tels que

o(t) = Ae(u(t)) + Fe(u(t))

+ /Q(cr(s) — Ae(u(s)), e(u(s)), k(s))ds dans Q x (0,7), 4.1)
0

k=¢(c— Ae(i), e(u), k) dans Qx (0,T), (4.2)
pii = Divo + fy dans Qx (0,7T), (4.3)
u=20 sur TI'; x(0,T), (4.4)
ov=1f sur I, x(0,T), (4.5)
oy = —py(y —g), 0 =0 sur I3 x (0,T), (4.6)
u(0) =ug, u(0) =0y k(0)=ko dans Q. 4.7)

Les équations (4.1)-(4.2) représentent la loi constitutive élasto-viscoplastique avec va-
riable interne d’état. L'équation (4.3) représente 1’équation du mouvement. Les équa-
tions (4.4)-(4.5) sont les conditions de déplacement-traction. L'équation (4.6) repré-
sente la condition de compliance normale sans frottement. Des conditions de com-
pliance normale ont été introduites dans [39] dans 1’étude des problemes dynamiques
pour des matériaux élastiques et linéaires et ont été utilisées plus tard dans la littéra-
ture, voir par exemple les références [3,11,44,59,64]. Dans (4.7), ug est le déplacement
initial, v est la vitesse initiale et kg est la variable interne d’état initiale.

Dans 1'étude du probleme mécanique (4.1)-(4.7) nous supposons les hypothéses
suivantes.
’opérateur de viscosité A : Q) x ¢ — S7 satisfait :

(a) Ils existent des constants C}4, Ci‘ > 0 telles que
|A(x,€)| < CYle| +C4 Vee S, pp.xe Q.
b) 1l existe une constante m 4 > 0 telle que
(A(x, 1) — A(x,&2))- (61 — &2) > myle; — &2]? Vey, 2 €S, pp.x € Q.
¢) Lapplication x +— A(x, €) est mesurable sur Q pour tout & € S°.
| d) Lapplication & — A(x, &) est continue sur ¢, p.p. x € Q.

(4.8)
L’opérateur d’élasticité F : Q) x 8¢ — S satisfait :
a) Il existe une constante Lr > 0 telle que

| F(x,e1) — F(x,8)| < Lr|le; — ea] Vep, e €8, pp.x € Q. (4.9)

b) Lapplication x > F(x, &) est mesurable sur () pour tout & € S°.
c) L’application x — F(x,0) appartient a Q.
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4. Probleme de contact sans frottement en élasto-viscoplasticité

L’opérateur de viscoplasticité G : Q) x ¢ x §% x R™ — S satisfait :

(a) 1l existe une constante Lg > 0 telle que
|G(x, 01, €1, k1) — G(x,00, €, ka)| < Lg(|oy — 02| + |e1 — &2| + |k1 — ka])
Voq,00,€1,6 € S et ki,ky € R", p.p.x € Q.
b) Lapplication x — G(x, 0, ¢, k) est mesurable sur ()
pour tout o, e € S et k € R™.
| ¢) Lapplication x — G(x,0,0,0) appartient a Q.

(4.10)
La fonction ¢ : Q) x 8% x 8¢ x R™ — R™ satisfait :

(a) 1l existe une constante Ly > 0 telle que
|p(x, 01, €1, k1) — p(x, 00,8, k)| < Ly(|or — 02| + |e1 — &2| + | k1 — k2|)
Voi,0,€1,& € S et ki, ko e R", pp.x € Q.

\ b) Lapplication x — ¢(x, 0, ¢, k) est mesurable sur ()
pour tout o, & € 8% et k € R™.

| ¢) Lapplication x — ¢(x,0,0,0) appartient a L?(Q)".

(4.11)
La fonction de compliance normale p, : I's x R — IR satisfait :
a) 1l existe une constante L, > 0 telle que
po(x,11) = pu(x,12)| < Lp[ri —ra|  ¥Vr,m €R, pp.x € Q. (4.12)

c) Lapplication r — py (., r) est mesurable sur I'; pour tout r € R.
d) py(x,r) =0pourtoutr <0Oetp.p.x € Q.

De méme, nous supposons que la densité de masse volumique et la fonction g satis-
font :

p € L*(Q), il existe p* > 0 tel que p(x) > p*, p.p. x € QL (4.13)

g€ 1*T3), g>0 p.p.surT;. (4.14)

Nous supposons que les forces volumiques fy et les tractions surfaciques f> ont la
régularité suivante

fo€ L*(0,T;H), fo € L*(0,T;L*(T2)%), (4.15)
Enfin, les données initiales satisfont :

upeV, voeH, kyjeY. (4.16)

Nous allons utiliser un produit scalaire modifié sur ’espace de Hilbert H = L2(Q)“

donné par
((u,v))u = (pw,v)yg Vu,v € H,
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4.2 Formulation variationnelle

et soit ||- ||g la norme associée, c’est-a-dire

1
|ollg = (ov,v)f; Vo € H.

En utilisant I'hypothese (4.13) il vient que ||- ||g et |- | sont des normes équivalentes
sur H. De plus l'inclusion de (V,|-|y) dans (H, ||- |g) est continue et dense. Nous
notons par V' I'espace dual de V. En identifiant H avec son propre dual nous obtenons
le triplet de Gelfand V C H C V'. Nous utilisons la notation (.,.)y.y pour la dualité
entre V' et V et rappelons que

(w,0)yixy = ((w,0))y Yue H, VYoeV. (4.17)

L'hypothese (4.15) permet de définir une fonction f(t) € V' par

(f(t), v)V’xV = /fo(t).v dx + /fz(f).v da Yv eV, (4.18)
o) I,

pour p.p. t € (0, T) et on note que
feL?0,T; V). (4.19)

Nous considérons aussi la fonctionnelle j : V x V — IR définie par

j(u,0) = /pv(uv —g)vyda Vu,v e V. (4.20)
I's

4.2 Formulation variationnelle
Supposons que le probleme (4.1)-(4.7) admet une solution réguliere (u, o, k) et soit

v € V. En utilisant la formule de Green (3.14), (4.3), (4.17) et la définition (4.18), nous
obtenons

(1), 0)yrey + (1), £(0)) 0 = (F(E), 0)yrey + /avvvda +/af- veda.
Is I3

Puis, en utilisant la condition (4.6) combinée avec la définition (4.20) pour trouver

(@(t), 0)yrxy + (0 (t), e(v)) g +j(u(t), 0) = (f(H), 0)yy YoeV.

On déduit la formulation variationnelle suivante du probleme mécanique (4.1)-(4.7).
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4. Probleme de contact sans frottement en élasto-viscoplasticité

Probléeme PV. Trouver un champ des déplacements u : [0,T] — V, un champ des
contraintes ¢ : [0, T] — Q et un champ de variable interne d’état k : [0, T| — Y tels
que pour p.p. t € (0,T),

o () = Ae(i(t)) + Fe(u(t)) + / G(or(s) — Ae(u(s)), e(u(s)), k(s))ds, (421
0

(@i(t), v)vixy + (o(t), &(v)) o + j(u(t), v) = (f(t),0)yixv Yo eV, (4.22)
k(t) = ¢(o(t) — Ae(i(t)), e(u(t)), k(t)), (4.23)
u(O) = Uy, u(O) = 0y, k(O) = k. (4.24)

4.3 Résultat d’existence et d’unicité

Concernant 'existence et I'unicité de la solution du Probléme PV nous avons le
théoréme suivant.

Théoreme 4.1. Sous les hypotheses (4.8)-(4.16), le probléme PV admet une solution unique
{u, o, k} satisfaisant

uec HY(0,T;V)NCY0,T; H), iicL*0,T;V), (4.25)
o €12(0,T;Q), Dive € L*(0,T;V"), (4.26)
k € W2(0,T;Y). (4.27)

Pour démontrer ce théoreme nous construisons deux problemes auxiliaires et nous
démontrons ’existence et 1'unicité de leurs solutions. Ensuite nous construisons une
application contractante ou son unique point fixe est la solution du probléme faible
du probléme mécanique de départ.

Dans la premiere étape, nous considérons le probleme auxiliaire suivant dans le-
quel la fonction 7 = (', #?) € L?(0, T; V' x Y) donnée.

Probléme PV),. Trouver un champ des déplacements u, : [0,T] — V tel que pour
pp-t€(0,T)

(iiy (1), 0)vr ey + (Ae(iiy (1)), €(0)) g + (7' (£), 0)yiuy = (F(£),0)vixy VO EV,
(4.28)

uy(0) = uy, 1,(0) = vo. (4.29)
Concernant le probleme PV, nous avons le résultat suivant.

Lemme 4.2. [] existe une solution unique du probleme PV, ayant la régularité (4.25)-(4.27).
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4.3 Résultat d’existence et d’unicité

Démonstration. Nous utilisons le résultat abstrait d’existence et d’unicité donnée par
Théoreme 2.6. Nous définissons 1'opérateur A : V. — V' par

(Au,v)yivy = (Ae(u),e(v))o  Yu,veV. (4.30)
Il résulte de (4.30) et (3.9) que
|Au — Av|yr < c|Ae(u) — Ae(v)|g  Yu,ve V. (4.31)

De I'hypothese (4.8) et du théoreme de Krasnoselski (voir par exemple [34]), on déduit
que A : V — V/ est continu et donc hémicontinu.
En utilisant les hypotheéses (4.8)(b) et (3.9), il vient que

(Au— Av,u —0)yigy > mylu—v3 Yu,voeV, (4.32)

ce qui implique que A : V — V' est un opérateur monotone. Nous choisissons v = 0y
dans (4.32) pour obtenir

(Au,u)yiyy > mA]u\%/ — |AOy |y |uly

1 2 1 2
> —m —— A y V.
25 Aluly ZmA’ Ov|yr Vue

-1
Dong, l'opérateur A satisfait la condition (2.8) avec w = % etA = W\onﬁ,,.
A
Ensuite, par (4.30), (4.8)(a) et (3.9) on en déduit que
|Au|y < c(luly+1) YuelV,

ol ¢ est une constante positive. Cela implique que A satisfait la condition (2.9).
Enfin, nous rappelons que par (4.16) et (4.19) on a f — ' € L*(0,T;V’) et vy € H.
Alors, il résulte du Théoreme 2.6 qu’il existe une fonction unique vy qui satisfait :

vy € L*(0,T;V)NC(0,T; H), 9, € L*(0,T;V’), (4.33)
oy (t) + Aoy (t) + 4 (t) = f(t), pp.-t€(0,T), (4.34)
v, (0) = vp. (4.35)

Soit uy : [0, T] — V défini par
t
y (£) = / vy (s)ds +uy 'Vt € [0, T]. (4.36)
0

De (4.30) et (4.33)-(4.36) il résulte que u, est I'unique solution du probleme PV, et elle
satisfait la régularité (4.25). Ceci donne la partie d’existence du Lemme 4.2. L'unicité
de la solution est une conséquence de 1'unicité de la solution du probleme (4.34)-(4.35),
garantie par le Théoreme 2.6. O
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4. Probleme de contact sans frottement en élasto-viscoplasticité

On défini k,, € W'2(0, T; Y) par

t
Ky (1) = ko + /O 72 (s)ds. 437)

Dans la deuxiéme étape nous utilisons la solution u, obtenu du Probleme PV, et k;
défini par (4.37) pour considérer le probleme de Cauchy pour le champ des contraintes
suivant.

Probleme QV),. Trouver un champ des contraintes ¢, : [0, T| — Q tel que

t

oy () = Fe(uy (b)) + / G(oy(s), &(uy(s)), ky(s))ds ¥t € [0,T]. (4.38)
0

Pour I'étude du Probléme QV), nous avons le résultat suivant.

Lemme 4.3. Le probleme QV;, admet une solution unique oy € W?(0,T; Q).
De plus, si o; et u; représentent les solutions des problemes QVy., PVy,, respectivement, et k;
est défini dans (4.37) pour ; € L2(0,T; V' x Y), i = 1,2, alors il existe ¢ > 0 tel que

1(6) = oa(B)f} < el (8) —wa(t) + [ s (5) = (o) Rets + [ lkr(5) — kas) o)
0 0
Vie[0,T]. (4.39)

Démonstration. Soit A, : L*(0,T; Q) — L?(0, T; Q) donné par

t

Ayo(t) = Fe(uy(t)) + /Q(U(s),e(uq(s)),kq(s))ds (4.40)

0

pour o € L2(0,T; Q) et t € [0, T]. Soient 01,02 € L?(0,T; Q), nous utilisons (4.40) et
(4.10) pour obtenir, pour tout t € [0, T]

8y01(8) = Aya(t)g < Lg [ len(s) = a(s) o
0

I s’ensuit que pour p est assez grand, la puissance A,’; est une contraction sur l'espace
de Banach L?(0,T; Q). Donc il existe unique o, € L%(0,T; Q) tel que Ayoy = oy
De plus, oy est 'unique solution du probleme QV),. En utilisant (4.38), la régularité
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4.3 Résultat d’existence et d’unicité

de uy, la régularité de k; et les propriétés des opérateurs F et G, il en résulte que
oy € W2(0,T; Q).

Nous considérons maintenant (y1,#) € L?*(0,T; V' x Y) et pour i = 1,2, nous
notons uy, = u;, oy, = o; et ky, = k;. Nous avons

oi(t) = Fe(u(t)) +/Q((Ti(s)fg(ui(s))zkz’(s))ds vt € [0,T],

0

et en utilisant les propriétés (4.9) et (4.10) de F et G, nous trouvons

t
1(t) = o2(0) < ¢ (®) ~ ma(® + [l (s) — a(s) s

0
t t (4.41)
+ /|01(s) — 02(s)[Hds + /|k1(s) — kz(s)|%ds> Vi € [0, T].
0 0
En utilisant maintenant le lemme de Gronwall pour déduire (4.39). O

Dans la troisiéme étape soit 7 € L?(0, T; V' x Y), on note par u, la solution du pre-
miére probleme auxiliaire et par o la solution du seconde probleme auxiliaire et soit
k; la variable interne d’état donnée par (4.37). Maintenant on consideére 1’application

Ay(t) = (Aly(t), A5(t)) € V! x Y, (4.42)
définie par
(Aly(),0) vy = (Fe(uy(t),£(0)) o

+ (0/Q(aq(s),e(uq(s)),kq(s))ds,s(v)) o +j(uy(t),v) YVoeV. (4.43)

Ry(t) = play (1), eluuy (1)), Ky (1)). (.49)
Nous avons le résultat suivant.
Lemme 4.4. L'opérateur A admet un point fixe unique n* € L>(0, T; V' x Y).
Démonstration. Soient 511, 2 € L2(0,T; V' x Y). Nous écrivons pour i = 1,2,
Uy, = uj, Uy, =0y, ="0, @Qp=¢i, Py=Ppi 0oy =0, ky=Kk;:.
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4. Probleme de contact sans frottement en élasto-viscoplasticité

En utilisant (3.9), (4.9), (4.10) et (4.12) on obtient
t
Al (0) = Al < ()~ () + [len(s) = oalo)ads
0

t t
+ / (1 (5) — 12 (s) |ods + / Ky (s) — kz(s)]%ds) (4.45)
0 0
Nous utilisons 'estimation (4.39) pour voir que
Al (8) — Al () 5
t t
< c(|u1(t) — () + /|u1(s) — uy(s)[3ds + /|k1(s) - kz(s)@ds). (4.46)
0 0

Par des arguments similaires et de (4.44), (4.39) et (4.11) on déduit que

A% (t) — AP (1) [
< c(rcrl(t) oo+ () — (DI + (R (t) — kz(m%)

t t
< C<!u1(t) —w(O)B+ 0/ 1 (s) — ua(5) y + [kea (8) — Ko (1) + 0/ lky (s) — kz<s>r%ds).

(4.47)
Alors,
t
Am(0) = Ara(0) ey < <(n(0) — (O + [ln(s) ~ (o)
0
t
) = ka0 + [ ()~ Ra(o)es ). (@49
0
De plus, de (4.28) nous avons
(01 — 02,01 — v2) vy + (Ae(v1) — Ae(v2), (01 — v2)) 0
+ (=01 =)y =0 pp.t€(0,T). (4.49)
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4.3 Résultat d’existence et d’unicité

En intégrant cette égalité sur l'intervalle du temps [0, t] et nous utilisons les conditions
initiales v1(0) = v2(0) = vy, la condition (3.9) et (4.8) pour trouver

t t

ma [lon(s) —oa(s) s < — [ (1) = mh(s),01(5) —02(6) s, (450)
0 0

2
pour tout ¢ € [0, T]. Par ailleurs, nous utilisons 1'inégalité 2ab < % + vb? pour obtenir

t

t
/ 01(s) — va(s)[ds < ¢ / 7L (s) — gi(s)|Zds Vit € [0,T). (4.51)
0 0

D’autre part, a partir de (4.37) nous avons

t
k() = ka3 < ¢ [ 17(s) —3(s) R 45
0

Car u1(0) = up(0) = up nous obtenons

t

() = w2 < c [lon(s) - va(s) .
0

De cette inégalité et de (4.48) nous avons que

| A1 (t) — A (t) [§r oy

t t
<o [ls) = o+ la(t) — ka(t)f + [ lor(s) — k(o) s ).
0 0

Il en résulte maintenant de (4.51) et (4.52) que

t
A1 (1) = Aa(O)y < € [ 11(5) = 12(6) oyt
0

En réitérant cette inégalité m fois, il vient que
cmTm

m!

2
ATy — Am”2’%2(O,T;V/><Y) < I — ’72’L2(0,T;V/><Y)'

Pour m assez grand, cette derniere inégalité entraine que l'opérateur A™ est une
contraction dans 'espace de Banach LZ(O, T; V' x Y), et alors A admet un point fixe
unique. [
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4. Probleme de contact sans frottement en élasto-viscoplasticité

Maintenant, nous avons tous les ingrédients nécessaires pour fournir la démons-
tration du Théoréme 4.1.

Démonstration du théoreme 4.1. Soit . = (n*,4?) € L?(0,T; V' x Y) le point fixe de A
défini par (4.42)-(4.44) et on note

u=uy, k=ky, (4.53)
o= Ae(n) + oy (4.54)

On démontre que (u, 0, k) satisfait (4.21)-(4.24) et (4.25)-(4.27). En effet, nous écrivons
(4.38) pour 5 = 1, et nous utilisons (4.53)-(4.54) pour obtenir (4.21). On utilise (4.28)
pour 5 = 7, et la premiere égalité dans (4.53) pour trouver

(i, 2)yey + (Ae(@), (@) + (1 (1), 0)yrey = (F(8), 0)yixy Vo € V, pp. t € (0,T).

(4.55)
Les égalités Al(y.) = n' et A%(y1.) = 5?> combinées avec (4.43), (4.44), (4.53) et (4.54)
impliquent que

(' (1), 0)vixy = (Fe(u(t)), e(v)) g + j(u(t),v)

G(o(s) — Ae(u(s)),e(u(s)), k(s))ds, e(v Yo eV, 4.56
+(! (0(s) — Aea(s)), e(u(s)), k(s)) <0Q e (456)

() = ¢(o(t) — Ae(i(t)), e(u(t)), k(t)). (4.57)

De (4.57) et (4.53) on déduit que (4.23) est vérifié. En substituant (4.56) dans (4.55)
et on utilise (4.21) pour voire que (u, o, k) satisfait (4.22). Puis, (4.24), les régularités
(4.25) et (4.27) résultent du Lemme 4.2 et (4.37). La régularité o € L%(0,T; Q) résulte
des lemmes 4.2, 4.3, I'hypothese (4.8) et (4.54). Finalement, (4.22) implique que

pii = Divo(t) + fo(t) dans V/, pp.te (0,T).

De (4.13) et (4.15) on trouve que Divo € L?(0,T; V') et nous déduisons que la régula-

rité (4.26) est vérifiée, ce qui démontre la partie d’existence du Théoréme 4.1.
L'unicité de la solution est une conséquence de l'unicité du point fixe de 1'opéra-

teur A défini par (4.42) -(4.44) et I'unicité de la solution des problemes PV;, QV,,. [

4.4 Résultat de convergence

Dans cette section nous étudions la dépendance de la solution du Probleme PV
par rapport aux conditions de contact. Nous supposons que les hypotheses (4.8)-(4.16)
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4.4 Résultat de convergence

sont vérifiées et soit (u, 0, k) la solution du Probleme PV obtenu par Théoreme 4.1.
Aussi, pour tout « > 0 nous notons par pj une perturbation de p, qui satisfait (4.12)
tel que L, est remplacé par Lj.

Nous introduisons la fonctionnelle j* définie par (4.20), en remplacant p, par p; et
nous considérons le probleme variationnel suivant.

Probléme PV*. Trouver un champ des déplacements u* : [0,T] — V, un champ

des contraintes ¢* : [0, T] — Q et un champ de variable interne d’état k* : [0, T] — Y
tels que pour p.p. t € (0, T),

t
U“U):nAs@ﬂ(ﬂ)+quQﬂ(ﬂ)+:/§XUﬂ@)—uAaﬁ“@)LeﬁﬁﬁﬁLk“@)ﬁk,(45&
0

(@ (1), v)vrxv + (04(t), &(v)) g + [* (u*(t),v) = (f(t), 0)yixy VO EV, (4.59)
k() = ¢p(o* (1) — Ae(u® (1)), e(u" (1)), k*(t)), (4.60)
u(0) = uy, #%(0) = vy, k*(0) = ko. 4.61)

Il résulte du Théoreme 4.1 que pour tout & > 0, le Probleme PV* admet une solu-
tion unique (u*, c*, k*) avec la régularité (4.25)-(4.27). Nous considérons maintenant
I'hypothese suivante sur la fonction de contact.

Ils existent B € R et 0 :]0, 00[— [0, 00[ tels que
a) |pi(x,r) — pu(x,7)| < 6(a)(|r] + B) pour touta > 0,7 € R, p.p. x € I's.
c) lim6(a)=0.
x—0
d) Ilexiste Lo > 0 tel que L < Lo pour tout a > 0.

(4.62)
Avec ces considérations, nous avons le résultat de convergence suivant.

Théoréme 4.5. La solution (u®, c*, k") du Probleme PV* converge vers la solution (u, o, k)
du Probleme PV, c¢’est-a-dire

u® —u  dans WY2(0,T; V) lorsque &« — 0, (4.63)
c* — o dans LZ(O, T; Q) lorsque o — 0, (4.64)
k* =k dans WY(0,T;Y) lorsque o — 0. (4.65)

En plus de l'intérét de ce résultat de convergence du point de vue de 1’analyse
asymptotique, il est important du point de vue mécanique car il indique que des
petites perturbations des conditions de contact conduit a des petites perturbations de
la solution faible du probleme dynamique P.
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4. Probleme de contact sans frottement en élasto-viscoplasticité

Démonstration. Soit & > 0. Au dessous, ¢ toujours est une constante positive qui peut
dépendre des données et de la solution (u, 0, k) mais ne dépend pas de «, pas du
variable de temps et sa valeur peut changer d'une place a une autre. En utilisant
(4.22) et (4.59) on obtient que

(@ (t) —di(t), " (t) — u(t)) vy + (°(t) — o(t), e(@*(t) —u(t))) o
+ 7 (u(t), 0% (t) —a(t)) — j(u(t),u*(t) —u(t)) =0, p.p.-t€(0,T). (4.66)
Nous prenons que
o R(t) = a*(t) — Ae(u®(t)), oR(t) = o(t) — Ae(i(t)) (4.67)
et de (4.21) et (4.58) nous avons

t

o R(t) = Fe(u(£)) + / G(o™R(s), e(u(s)), K*(s))ds, (4.68)
0
URG):afebdﬂ)+1/£KUR@Leﬁdsﬂ,k@Dd& (4.69)
0

Nous utilisons (4.23), (4.60) et puisque k*(0) = k(0) = ko nous avons

t

K — k(1) = [ (9(c™R(s),e(u(5)), K*(5)) — p(eR(5), e(u(s)), k(s)) )ds.  (470)

0

Nous combinons (4.66) et (4.67) pour obtenir

(@ (t) —i(t), a* (t) — 1 (t))vruy + (Ae(@ (1)) — Ae(u(t)), (i () —u(t)))o
—(* (1) — R (t), e (" (t (t) —u(t))e
+j(u(t), 4% (t) —a(t)) — j* (u*(t),4%(t) —a(t)), pp.-te(0,T).  (471)

1l résulte de (4.8) que pour p.p. t € (0,T),
(Ae(ﬂ“(t)) — Ae(u(t)), (" (t) — ﬂ(t))) o 2 malat () - i(t)[7. (4.72)
En utilisant (4.68) et (4.69) pour déduire que
o' R(t) — o (t) = Fe(u"(t)) — Fe(u(t))

t

+/Q(U”‘R(s),e( /g k(s))ds te[0,T]. (4.73)
0

0
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4.4 Résultat de convergence

Nous combinons (4.9), (4.10) et (3.9) pour voir que

2*R(0) = Bl < ¢ u (1) - |v+/\u (5lvds

t
—|—/|(f"‘R(s) —oR(s) |st—|-/|k”‘ s) — (S)|yd5> Vit € [0, T).
0 0
De (4.70), (4.11) et (3.9) nous avons

K (t) — \Y<c(/yu ~u(s ]Vds—l—/\a“R ) — oR(s)| ods

-|—/|k”‘ |yds> vt € [0,T).

Nous additionnons les deux derniéres inégalités pour trouver que

(1) = 0o + K40~ KOl < () — |V+/|u 5)lvds

t t
+ [10866) = X lads + [1K4(5) ~ k(s) v ).
0 0

L'utilisation du Lemme de Gronwall nous donne

|8 (8) — R (B) o + [K* (1) — k(D) ]y

< c(\u —u( |V—|—/|u \Vds>

et

(0 = M 0)]o < eI (0) ~ u( |v+/|u —u(olvas), @)

K (F) — ()]y<c(|u - \V+/|u |Vds) (4.75)



4. Probleme de contact sans frottement en élasto-viscoplasticité

L'inégalité (4.74) montre que
— (*(t) - UR(t),s(ﬂ"‘(t) —ii(t)))o

<c<|u —u( |V+/|u |Vds)|u (t) —u(t)|y, pp-t€(0,T). (476)

De la définition des fonctionnelles j et j* il résulte que
jlu(t), i () —a(t)) — j* (u(8), 4% (t) —u(t))
- / (ol () =) = P (6) = ) ) G5(0) = (1)

+ / (pm(t) ~9) = PRS0 ~ ) ) () i (0)ds, pp.t € (0,T)
I's

Nous utilisons (4.62), (3.11) et le fait que p* satisfait (4.12) avec Lg dans la place de L,
nous déduisons que

ju(t), a®(t) —a(t)) — j* (u®(t),a" (t) —u(t))
< c(6@) + W0~ ulo)ly )0 a0y Pt OT. @77
Nous substitutions (4.72), (4.76) et (4.77) dans (4.71) pour obtenir, pour p.p. t € (0, T),
(ai*(t) — ai(t), a"(t) — 2 (t))yrev + mA|t'l"‘( ) —a(t)[y

< c(600) + (1) - |v+/|u (s lvds ) (1)~ (). @78)

Par l'inégalité

1 mx
b < —a®+ —2p?
Pt

et apres calcul nous trouvons

(" (t) — ai(t), a"(t) —2(t))yrcv + %W(t) —a(t)y

< c(@z(oc) + u® (t) —u(t)[3 + /|u“(s) — u(s)ﬁ/ds), pp-t€(0,T) (479)

0
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4.4 Résultat de convergence

Nous intégrons cette inégalité sur l'intervalle [0, s] et nous utilisons la condition ini-
tiale #%(0) = u(0) = vy pour trouver

/|u th<c(92 +/|u (t)|%,dt), Vte[0,T].  (4.80)

Car #*(0) = u(0) = vy nous voyons que
m%@—wg@gc/m%ﬂ—mo@w Vs € [0,T]. 4.81)

Maintenant, nous remplagons (4.80) dans (4.81) et nous utilisons 'inégalité de Gron-
wall pour constater que

[u®(s) —u(s)|3 < ch*(a) Vs e|0,T]. (4.82)

En substituant (4.80) dans (4.81) nous en déduisons que
S
/ () — () Bt < c6?(a) Vs € [0, T]. 4.83)

Nous combinons (4.82), (4.83) et I'hypothese (4.62)(b) pour voir que (4.63) est satisfait.
Il résulte de (4.67) que

c*(t) —o(t) = o*R(t) — oR(t) + Ae(a*(t)) — Ae(u(t)), pp-te (0,T).

En utilisant cette inégalité, (4.74), 'hypothese (4.8) sur l'opérateur A et (4.63) pour
voir que (4.64) est satisfait. De (4.23), (4.60), 'hypothése (4.11) sur ¢, (4.74) et (4.75) on
déduit que

k*(t) — k(B3 < c/\u s)|%ds. (4.84)

Car k“(0) = k(0) = ko nous avons

t

k() = k(DR < ¢ [k (s) — k(s) R (485)

0

Nous concluons maintenant de (4.83)-(4.85) et (4.62)(b) que (4.65) est aussi vérifié. [
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Chapitre 5

Problemes de contact avec des
opérateurs a mémoire et frottement

Dans ce chapitre, nous considérons deux modeles mathématiques décrivant le
contact avec frottement entre un corps élasto-viscoplastique et une base. Dans les
deux modeles, le processus est supposé quasi-statique. Le contact est décrit par une
condition de compliance normale ou une condition de réponse normale instantanée et
la loi de frottement associée est une version de la loi de Coulomb. Nous obtenons une
formulation variationnelle des modeéles qui se présente sous forme d’une inéquation
quasi-variationnelle avec des opérateurs a mémoire (history-dependent) dépendant
du champ de vitesse. Ensuite, nous prouvons l'existence et 1'unicité d’une solution
faible de chaque probleme, la démonstration est basée sur des arguments des inéqua-
tions quasi-variationnelles avec des opérateurs de mémoire obtenus dans [61]. Nous
étudions aussi la dépendance de la solution du premier probléeme par rapport aux
données et nous prouvons un résultat de convergence. Ce chapitre a fait 1’'objet d"une
communication internationale [37].
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5.1 Probleme avec compliance normale

5.1 Probleme avec compliance normale

Nous nous placons dans le cadre physique que nous avons présenté dans chapitre
3) de cette thése ( Figure 3.1). Nous considérons un corps élasto-viscoplastique en
contact avec une base déformable. Le contact est modélisé par une condition de com-
pliance normale associée a une version de la loi de frottement de Coulomb.

5.1.1 Probleme mécanique et hypotheses

La formulation classique de ce probleme est la suivante.
Probléme P. Trouver un champ des déplacements u : Q) x [0, T] — R“, un champ des
contraintes o : Q) x [0, T] — S et un champ de variable interne d’état k : Q) x [0, T] —

R™ tels que

o(t) = Ae(u(t)) + Fe(u(t))

-1—/9(0'(5) — Ae(u(s)), e(u(s)), k(s))ds dans Q x (0,7), (5.1)
0

k=¢(c— Ae(i), e(u), k) dans Q x (0,7T), (5.2)
Divo + fo =0 dans Q x (0,7), (5.3)
u=20 sur Ty x(0,T), 5.4)
ov = fo sur T, x(0,T), (5.5)
— oy =pu(uy — g) sur I'3 x(0,T), (5.6)

oe| < pr(uy —g), ‘
—0r = pe(uy —g)ﬁ si ur#0
|1ic |
u(0) =uy, k(0)=ko dans Q. (5.8)

sur T'3x(0,7T), (5.7)

Les équations (5.1) et (5.2) représentent la loi de comportement élasto-viscoplastique
avec variable interne d’état oi1 A représente 1’'opérateur de viscosité, F est |'opérateur
d’élasticité et G est 'opérateur de viscoplasticité. L'équation (5.3) est I'équation d’équi-
libre. Les conditions (5.4) et (5.5) sont respectivement la condition de déplacement et
la condition de traction. Les conditions (5.6) et (5.7) caractérisent respectivement la
condition de compliance normale et une version de la loi de frottement de Coulomb
associée, dans lequel o, est la contrainte normale, o, représente la traction tangen-
tielle, 71, est la partie tangentielle du champ de vitesse, p, et p sont des fonctions
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5. Problémes de contact avec des opérateurs a mémoire et frottement

positives données qui s’annulent pour des arguments négatifs et ¢ représente l'inter-

stice initial entre le corps et la fondation, mesuré le long de la normale v. Finalement,
dans (5.8) ug et ko représentent les conditions initiales.

Dans I’étude du probléme (5.1)-(5.8) nous supposons les hypotheses suivantes.
L’opérateur de viscosité A : Q x ¢ — S satisfait :

((a) Ilexiste Ly > 0 tel que

|A(x,e1) — A(x,&2)| < Lgler —&1| Ve, e €59, pp.x€Q.
(b) 1l existe my > 0 tel que
(A(x,e1) — A(x,&2))- (81 — &2) > myle; — e2]> Vep, &0 €99, pp.x € Q.
(c) Lapplication x — A(x, €) est mesurable sur O, pour tout £ € S°.
| (d) Lapplication € — A(x,0) appartienta Q.

5.9)
L’opérateur d’élasticité F : Q) x 8¢ — S satisfait :

(a) Tlexiste Ly > 0 tel que

| F(x,e1) — F(x,&)| < Lrle; —e| Ve, e €S, pp.xcQ. (5.10)
b) L’application x — F(x, €) est mesurable sur Q, pour tout € € §7. '
( PP p
(c) Lapplication x — F(x,0) appartient a Q.

L’opérateur de visoplasticité G : Q) x S x §¢ x R™ — S satisfait :

((a) Ilexiste Lg > 0 tel que
|G(x, 01,61, k1) — G(x,00, &, k)| < Lg(|0’1 —oo| + &1 — &2| + |k1 — ko)
Vo1, 00,61, € € S and ky, ky € R™, p-p-x € Q.
(b) Lapplication x — G(x, 0, ¢, k) est mesurable sur (),
pour tout o, e € $% et k € R™.
| (¢) Lapplication x — G(x,0,0,0) appartient a Q.

(5.11)
La fonction ¢ : Q) x §9 x 87 x R™ — R satisfait :

((a) Ilexiste Ly > 0 tel que
\p(x, 01, €1, k1) — p(x, 00,82, ko) | < Lp(|oy — 0| + |e1 — 2| + | k1 — ka|)
VU’l, 07,81,& € Sd and kl,kz < ]Rm, pp-xc Q.
(b) Lapplication x — ¢(x, 0, €, k) est mesurable sur ),
pour tout o, e € S et k € R™.
[ (c) Lapplication x — ¢(x,0,0,0) appartient a L?(Q)".

(5.12)
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5.1 Probleme avec compliance normale

Les fonctions de compliance normale p,(e = v, T) satisfont :

(a) pe:T3 xR — Ry.
(b) T existe L, > 0 tel que
|pe(x,71) = pe(x,12)| < Lelry — 12| Vri,7m2 € R, p.p.x € I5. (5.13)
(c) L'application x — p.(x,r) est mesurable sur I's, pour tout r € RR.
(d) pe(x,r) =0 pour tout r <0, p.p. x € I's.

Un exemple pour la fonction de compliance normale est donnée par

pu(r) =cury,

ou plus généralement

pu(r) = cu(ry)™
Ou ¢, > 0 est le coefficient de raideur de la surface, m > 0 est 'exposant de la
compliance normale et 7 est la partie positive de r, c’est-a-dire 1 = max{0,r}. Il est
facile de voir que cette fonction satisfait la condition (5.13)(b). Nous pouvons écrire
pr = upy ot pr = upy(1 —py)+ et nous observons que si p, satisfait la condition
(5.13)(b), alors p- satisfait aussi cette condition avec L+ = pL,.

Par ailleurs, nous supposons que les forces volumiques fj et les tractions surfaciques
f> ont la régularité

fo€ C(O, T;LX(Q)Y), fo € C(0,T; LA(T2)"). (5.14)
Enfin, les données initiales et la fonction g vérifient les conditions

uy €V, koeL2(Q)™ (5.15)
g€ L*(3) et g(x) >0 ppxcTs. (5.16)

Nous introduisons les deux fonctions j: V x V — Reet f : [0, T] — V définies par

(u,0) /pv vvda—i—/pT —Q)|vclda Yu,v €V, (5.17)
(f(t),v)vz/fo(t)-vdx+/f2 (t)-vda YoeV, teloT]. (5.18)
0 I,

Notons que I'hypothese (5.14) implique que l'intégral (5.18) est bien défini.
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5. Problémes de contact avec des opérateurs a mémoire et frottement

5.1.2 Formulation variationnelle

Supposons que le probleme (5.1)-(5.8) admet une solution réguliere (u, o, k) et soit
v € V. Premierement, en utilisant la formule de Green (3.14), il vient que

/o’-(e(v)—e(u))dx:/fo- (0 — ) dx—|—/f2- (0 —u)d

Q
+/Uy _u]/ dﬂ—i—/(TT _uT (5.19)

Puis, nous utilisons la loi de frottement (5.7) pour voir que

o7 (v —tir) 2 po(ity — §)[tic| — pe(uty — g)[or] p-p. sur I's. (5.20)
De plus, sur les points de I's ol #; # 0 nous avons
o (v —tir) = —pr(uy — g)|Z_z|(UT — i)
> pr(uy — g)|te| — pr(uy — g)|oe] p-p- sur I's.

Car tir- 1t = |ti¢]? et 11~ v7 < |1ie||v¢]|; sur les points de I'3 ot ##; = 0 nous avons

(% (UT _uT) =07 0 2> _|0T||UT|
> —pr(uy — g)|vr| = pr(uy — &) lite| — pr(uy — g)|ve|,

car |o7| < pc(uy — g) et |iir| = 0. En intégrant (5.20) sur I'; on obtient
/ r)da > /pT ) (Jtie| — |vc|)da. (5.21)
I3

Nous combinons maintenant (5.19) et (5.21), ensuite nous utilisons la condition (5.7)
pour trouver

[ o (ew) —el)dx+ [ plu, = g)(o, —ti)da+ [ pelu, = g) (foc] = lic])da
I3 I3

Q

> /fo-(v—u)der/fz-(v—u)da.
Q I

Nous utilisons les notations (5.17) et (5.18) pour déduire que
(0,e(v) —&(t))o +j(u,0) = j(u,u) = (f,0—1i)y.
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5.1 Probleme avec compliance normale

Finalement, nous utilisons la loi constitutive (5.1)-(5.2) pour obtenir la formulation
variationnelle suivante du probleme de contact P.

Probleme PV. Trouver un champ des déplacements u : [0,T] — V, un champ des
contraintes ¢ : [0, T] — Q et un champ de variable interne d’état k : [0, T] — L?(Q)"
tels que pour tout t € (0,T)

o(t) = Ae(nu(t)) + Fe(u(t)) + / G(o(s) — Ae(u(s)), e(u(s)), k(s))ds, (5.22)
0
k(t) = @(o(t) — Ae(u(t)), e(u(t)), k(t)), (5.23)
(0(t), (v) — e(u(t))) g +j(u(t), v) — j(u(t),u(t)) = (f(t), 0 —a(t))y VoeV,
(5.24)
u(O) = Uy, k(O) = ko. (5.25)

5.1.3 Résultat d’existence et d’unicité

Dans I’étude du probléme PV nous avons le résultat suivant.
Théoréme 5.1. Sous les hypotheses (5.9)-(5.16), le probleme PV admet une solution unique
{u, o, k} ayant la régularité
uecCl0,T;V), ceC(0,T;Q), kecC(0T,L2(Q)™). (5.26)
La démonstration du théoreme 5.1 se fera en plusieurs étapes. Nous commengons
par le résultat préliminaire suivant.

Lemme 5.2. Supposons que les hypothéses (5.10)-(5.12) sont vérifiées. Pour tout
u € CY0,T;V), il existe une fonction unique Su = (Syu,Su) € C(0,T;Q x L2(Q)™)
telle que

t

Siu(t) = Fe(u(t)) + / G(Syu(s), e(u(s)), Sou(s))ds, (5.27)
0
Syu(t) = / ¢(Syu(s), e(u(s)), Sau(s))ds + ko, (5.28)
0

pour tout t € [0, T|. En outre, il existe Ls > 0 tel que
t
Su(t) = So(t) gurzay < Ls (ju(t) = v()ly + [Iu(s) — v(s)]vds)
0
Yu,v € C(0,T;V). (5.29)
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5. Problémes de contact avec des opérateurs a mémoire et frottement

Démonstration. Soit u € C'(0,T; V). Nous considérons 'opérateur A : C(0,T;Q x
™)

L2(Q)™) — C(0,T; Q x L2(Q)™) défini par
An(t) = (Aug(t), Azn (1)), (5:30)
Au(t) = Fe(u(t) + [ G(a(s),e(u(s)), B(s))ds, 531)
0
Ay(t) = [ ¢l ), B(s))ds + ko, (5.32)
0

pour tout # = (&, B) € C(0,T; Q x L2(Q)™) et t € [0, T).
Soient #1 = (a1, B1), 12 = (a2, B2) € C(0,T;Q x L?(Q)™) et t € [0, T]. Par les défini-
tions (5.30)-(5.32) et les hypotheses (5.11)-(5.12) nous avons

t
A1 (5) = Apa(0)] < (Lg + L) [ (Jar(s) = a2(s)l 0 + B1(5) = Ba(s)lizrye ) ds
0

<\/_Lg—|—L¢ /|111 )|Q><L2 )mds.

Nous utilisons Proposition 1.4 pour déduire que A admet un point fixe unique dans
C(0,T; Q x L2(Q)™) noté Su = (S1u, Su). De plus, nous combinons (5.30)-(5.32) et
A(Su) = Su pour voir que (5.27) et (5.28) satisfont.

Soient u,v € C'(0,T;V) et t € [0, T]. En utilisant (5.27)-(5.28) et les hypotheses
(56.10)-(5.12) pour voir que

|S1u(t) — S19(t)|o
< Lrle(u(t)) —e(v(t)|o

t

g [ (1Sm(s) = Sio(s)lo + [e(u(s)) ~ e(o(s)lo -+ San(s) ~ S20(5) s )

0
t

< Lylu(t) = o(t)]v + Lg [ |u(s) = v(s)lvds + V2Lg [ISu(s) = So(s)] g.raayeds:
0

0
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5.1 Probleme avec compliance normale

|82u(t) — Szv(t) |L2(Q)m

< L(p/ (|Slu(s) —S10(s)| o + |e(u(s)) — e(v(s))|o + |Sau(s) — 820(5)|L2(0)m>ds
0

t t
< \/§L¢/|Su(s) —Sv(s)|QxLz(Q)mdS—|—L¢/\u(s) —o(s)|vds.
0 0

Donc nous obtenons que

Su(t) ~ So(t) gxrap
< [Sy(t) = Syo(t) o + |Sau(t) — Sao(t) 2y

< K(I(t) = o0y + [ Ints) ~)lvds+ [15u(s) = S0l gz ) 5
0 0

ol K est une constante positive qui dépend de F, G et ¢. Puis, d’apres le lemme de
Gronwall nous trouvons que

Su(t) = So(1)| gz < Ke™™ (u(t) —o(t)ly+ [lu(s) - v(S)vdS) .

0

De cette inégalité résulte que S satisfait I'inégalité (5.29) avec Ls = Ke'X, ce qui acheve
la démonstration. O

Ensuite, nous définissons 'opérateur P : C(0,T; V) — C(0,T; V x Q) par

Pw = (Prw, Paw), (5.33)
t

Praw(t) = / w(s)ds + ug, (5.34)
0

Prw(t) = S1(Prw(t)), (5.35)

pour tout w € C(0,T; V) et t € [0,T], ou S1(.) a été définie dans Lemme 5.2. Aussi,
nous introduisons la fonction ¢ : V x Q x V — R définie par

¢ ((u,7),v)=(7,e(0))o+j(u,v) V(u,t) e VxQ, YoelV. (5.36)

Nous considérons le probleme variationnel suivant.

Probléme PV. Trouver un champ de vitesse w : [0, T] — V tel que pour tout ¢ € [0, T]

(Ae(w(t)), e(v) —e(w(t))) o + ¢(Pw(t),v) — p(Pw(t), w(t))
> (f(t),v—w(t))y YoeV. (5.37)
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5. Problémes de contact avec des opérateurs a mémoire et frottement

Lemme 5.3. Soit (u, o, k) une solution du probleme PV satisfaisant (5.26). Alors le champ
de vitesse w est une solution du Probleme PV et w € C(0,T; V). Réciproquent, si w €
C(0, T; V) est une solution du Probleme PV, alors le triplet (u, o, k) défini par

u = Pw, (5.38)
o = Ag(w) + S (Prw), (5.39)
k = Sy (Prw), (5.40)

est une solution du Probleme PV satisfaisant (5.26).

Démonstration. Premiérement, nous supposons que (u, ¢, k) est une solution du Pro-
bleme PV qui satisfait (5.26). Soient t € [0, T| et w = 1. Alors, la condition initiale

t
u(0) = up implique que u(t) = [ w(s)ds + uy. De (5.34) il résulte que
0

u(t) = Prw(t). (5.41)

Maintenant, on utilise (5.22)-(5.23) et la définition de &7 et S, dans Lemme 5.2 combi-
nés avec (5.41) pour obtenir que

o(t) = Ae(w(t)) + S1(Prw(t)), (5.42)
k(t) = Sa(Prw(t)). (5.43)
Utilisant (5.41) et (5.42) dans (5.24), la notation (5.36) pour ¢ et 1’égalité 1 = w pour

voir que w est une solution du Probléme PV. La régularité u € C'(0, T; V) implique
que w € C(0,T; V).

Réciproquement, nous supposons que w € C(0,T;V) est une solution du Pro-
bleme PV et le triple (u, o, k) satisfait (5.38)-(5.40). Alors, (5.28) et (5.34) impliquent
(5.25). En utilisant maintenant la définition des opérateurs 51, S; et (5.38) dans (5.39)-
(5.40) pour voir que (5.22) et (5.23) sont vérifiés. Enfin, nous substituons les égalités
(5.36) et (5.39) dans (5.37) pour obtenir 1'inégalité variationnelle (5.24). Par conséquent,
le triple (u, o, k) est une solution du probléeme PV avec la régularité (5.26). O

Nous présentons le résultat d’existence et d"unicité de la solution du Probleme PV
suivant.

Lemme 5.4. Probleme PV admit une solution unique w € C(0,T; V).

Démonstration. On définit 'opérateur A : V — V par

(Au,v)y = (Ae(u),e(v))o Yu,veV. (5.44)
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5.1 Probleme avec compliance normale

Alors, le probléme PV est équivalent au probléme de trouver un champ de vitesse
w: [0,T] — V tel que, pour tout t € [0, T],

(Aw(t), v —w(t))v + ¢(Pw(t),v) — p(Pw(t), w(t)) = (f(t), o —w(t))y. (545)

Cette inégalité représente une inéquation quasi-variationnelle de la forme (2.11) dans
laquel X = K =V, Y = V x Q et la fonction correspondante j est nulle. Pour ap-
pliquer le Théoreme 2.8, on utilise (5.9) de voir que A est un opérateur fortement
monotone et de Lipschitz, c’est-a-dire il satisfait la condition (2.13) avec m = m 4 et
M=1L1Ly4.

Soient wy, wy € C(0,T; V) ett € [0, T]. De la définition de 1'opérateur P nous avons

[Pwi(t) — Pwa(t)lyxg < [Prwi(t) — Prwz(t)|v + [S1(Prwi(t)) — S1(Prwa(t))] o

En appliquant 'inégalité (5.29) et nous déduisons que

|73w1(t) — PZU2(t)|VXQ S C(|lel(t) — le2(t)|V -+ /|731w1(s) — leZ(S)h/dS).
0

De (5.34) nous avons l'existence d'une constante rs > 0 telle que

|Pw1(t) — Pwa(t)|yxg <15 /le(S) — wy(s)|vds.
0

Ainsi, la condition (2.17) est vérifiée. Nous considérons maintenant deux éléments
(u1, 1), (w2, ) € V x Q et par (5.36) on obtient que

(P((ulz 11)1’02) - 90((”1/ Tl)/ '01) + qo((u2/ TZ)/vl) - QD((uZI TZ)/ UZ)
< |t — lolvr — va|v + §(Lv + L) w1 — ua|v|o1 — va|v
< V2max{1,cj(L, + L)} (11, 71) — (12, T2) |y glv1 — v2|v-

Cette inégalité entraine que (2.14)(b) est vérifié avec f = v2max{1,c3(L, + L)}
De plus, nous notons que la fonction ¢((#,T),.) : V — R est convexe pour tout
(u,7) € V x Q, par conséquent, (2.14) est vérifié. Enfin, 'hypothese (5.14) implique
que f € C(0,T; V).

De Théoreme 2.8, nous en concluons que la fonction w € C(0, T; V) est une solution
unique du Probléeme PV, pour tout t € [0, T]. O
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5. Problémes de contact avec des opérateurs a mémoire et frottement

5.2 Probleme avec réponse normale instantanée

Nous nous plagons dans le cadre physique que nous avons présenté dans Cha-
pitre 3 de cette these (Figure 3.1). Nous considérons un corps élasto-viscoplastique en
contact avec une base réactive. Le contact est modélisé par une condition de réponse
normale instantanée associée a une version de la loi de frottement de Coulomb.

5.2.1 Probleme mécanique et hypotheses
La formulation classique de ce probleme est la suivante.
Probléme Q. Trouver un champ des déplacements u : (2 x 0,T] — IRd, un champ des

contraintes ¢ : Q) x [0, T] — S% et un champ de variable interne d’état k : Q x [0, T] —
R™ tels que

o(t) = Ae(u(t)) + Fe(u(t))

t
+ / G(o(s) — Ae(u(s)), e(u(s)), k(s))ds dans Q x (0,7), (5.46)
0

k=¢(c— Ae(i), e(u), k) dans Q x (0,7T), (5.47)
Divo + fop =0 dans Qx (0,T), (5.48)
u=20 sur T x(0,T), (5.49)
ov = fo sur T, x(0,T), (5.50)
— oy = pu(ily) sur I'3 x(0,7T), (5.51)

2| < pr(iiy), )
o, = Pr(ﬂu)‘lf—T‘ si dip £0 sur T'3x(0,T), (5.52)
u(0) =uy, k(0) = ko dans Q. (5.53)

En gardant les équations du probleme P et en remplagant les conditions de com-
pliance normale avec frottement (5.6) et (5.7) par les conditions de réponse normale
instantanée avec frottement (5.51) et (5.52), nous obtenons le probleme Q.

Pour l'étude du probleme Q nous supposons que l'opérateur de viscosité A et
I'opérateur d’élasticité F , les fonction G et ¢ satisfont (5.9), (5.10), (5.11) et (5.12) res-
pectivement. Les forces volumiques et les tractions surfaciques ont la régularité (5.14)
et les données initiales vérifient (5.15). De plus, nous supposons que les fonctions de
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5.2 Probleme avec réponse normale instantanée

contact p.(e = v, T) satisfont :

(a) pe:T3 xR — Ry.
(b) Tl existe L, > 0 tel que
|pe(x,71) — pe(x,72)| < Le|r1 — 12| Vri,m € R, pp. x €T5. (5.54)
(c) lapplication x — p.(x,7) est mesurable sur I';, pour tout r € R.
(d) l'application x + p.(x,0) appartient a L?(T3).

On note que la différence entre les hypotheses (5.13) et (5.54) réside dans la condition
(5.54)(d) qui est plus générale que (5.13)(d). Nous notons également que les résultats
impliquant la condition (5.13) présenté dans la section précédente restent encore si
nous le remplacons par condition (5.54). Néanmoins, dans 'étude du probleme de
compliance normale, nous avons choisi d’utiliser (5.13) pour des raisons physiques.
En effet, la condition (5.13)(d) associée a la condition de compliance normale que
quand il y a une séparation entre le corps et la base, les réactions normales et tan-
gentielles disparaissent, ce qui représente une description précise du processus de
contact.

En revanche, cette situation ne pouvait pas se présenter pour les modéles de contact
avec une réponse normale instantanée. En effet, la condition de réponse normale ins-
tantanée modélise les situations lorsque la base est lubrifiée, et dans ce cas, méme s’il
y a séparation entre le corps et la base, le fluide pouvait combler 1’espace et par consé-
quent, la réaction normale et tangentielle ne pouvait pas disparaitre. Pour conclure,
la condition (5.13)(d) n’est pas appropriée dans ce cas et pour cette raison nous la
remplacons par la condition (5.54)(d).

Nous considérons la fonction j : V x V — R définie par

i(u,0) = / Dy (it 0yda + / pe(i,)|velda Vu, 0 € V. (5.55)
I3 I3

5.2.2 Formulation variationnelle

En utilisant des arguments standards basés sur la formule de Green (3.14), nous
obtenons la formulation variationnelle du Probleme O suivante.

Probléme QV. Trouver un champ des déplacements u : [0,T] — V, un champ des
contraintes ¢ : [0, T] — Q et un champ de variable interne d’état k : [0, T] — L?(Q)™
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5. Problémes de contact avec des opérateurs a mémoire et frottement

tels que pour tout t € (0,T)

t
o(t) = Ae(u(t)) + Fe(u(t)) + / G(o(s) — Ae(u(s)), e(u(s)), k(s))ds, (5.56)
0
k(t) = ¢(o(t) — Ae(a(t)), e(u(t)), k(t)), (5.57)
(o(t),&(v) —e(u(t))) g +j(u(t),v) — j(a(t), u(t)) = (f(),0 —u(t))y VoeV,
(5.58)
u(O) = Uy, k(O) = ko. (5.59)

5.2.3 Résultat d’existence et d’unicité

Nous présentons le résultat d’existence et d'unicité de la solution du Probleme QV
suivant.

Théoreme 5.5. Sous les hypotheses (5.9)-(5.12), (5.14)-(5.15) et (5.54), il existe Ly > 0 qui
ne dépend que de (3, I'1, I's et A, tel que, si L, + L+ < Lo, alors le probleme QV admet une
solution unique {u, o, k} ayant la régularité suivante

ueCH0,T;V), ¢e€C(0,T;Q), keC(0T;L*(Q)™). (5.60)

Pour donner une forme équivalente du probleme QV/, nous utilisons Lemme 5.2 et
I'opérateur P défini par (5.33)-(5.35). La différence réside dans le choix de la fonction
p:QxV —=Rtel que

¢p(t,v)=(t,e(v)g VregVoeV. (5.61)
Probléme QV. Trouver un champ de vitesse w : [0, T] — V tel que pour tout ¢ € [0, T]
(Ae(w(t))e(v) — e(w(t))) o + ¢(Paw(t),v) — p(Prw(t), w(t))
+j(w(t),v) —jlw(t), w(t)) > (f(t),v —w(t))y YveV. (5.62)
Dans I'étude du probleme QV nous avons le résultat suivant.

Théoréme 5.6. Sous les hypotheses (5.9)-(5.12), (5.14)-(5.15) et (5.54), il existe Ly > 0 qui
ne dépend que de Q), T'y, T'3 et A tel que, si L, + L+ < Lo, alors le probleme QV admet une
solution unique w € C(0,T; V).

Démonstration. Soit I'opérateur A défini par (7.52). Alors, le probleme QV est équi-
valent au probleme de recherche d'un champ de vitesse w : [0, T] — V tel que, pour
tout t € [0, T},

(Aw(t), v — w(t))v+e(Paw(t), v) — ¢(Paw(t), w(t)) + j(w(t), v) — j(w(t), w(t))
> (f(t),v—w(t))y VoelV. (5.63)
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5.3 Résultat de convergence

L'inégalité (5.63) représente une inéquation quasi-variationnelle de la forme (2.11) telle
que X = K=V etY = Q. Par I'hypothése (5.9) il est clair que A satisfait la condition
(2.13) avec m = m 4. L'hypothese (5.14) implique que f € C(0,T; V). Il est clair que la
fonction ¢ donnée par (5.61) est vérifiée la condition (2.14). Soient w1, w, € C(0,T; V).
La définition (5.35) et I'inégalité (5.29) nous donnent

|772w1(t) — P2w2(t)|Q < L3<|731w1(t) — 731w2(t)|v -+ /\lel(s) — 7)1w2(8)‘vds>.
0

Cette inégalité et 1'égalité (5.34) nous donnent I’existence d’une constante r; > 0 telle
que

| Paws (t) — Paws(t)|g < 75 /le(S) — wy(s)|vds.

Ce qui implique que (2.17) est vérifié. Enfin, on utilise (5.54) et (3.11) pour voir que la
fonction j définie par (5.55) est vérifie la condition (2.15)(a) et de plus
j(r,02) — j(u1, 01) + j(uz, 01) — j(u2,02) < c5(Ly + L)y — ua|v |01 — o2y
Ce qui montre que j satisfait la condition (2.15)(b) avec & = ¢3(L, + L+). En appliquant
le Théoreme 2.8, nous en concluons que si c%(LV + L) < my alors 'inégalité (5.63)
admet une solution unique w € C(0, T; V) et nous pouvons prendre Ly = m—;l O
€0

5.3 Résultat de convergence

Dans cette section, nous étudions la dépendance de la solution du Probleme PV
lorsqu’on introduit une perturbation de certaines données. Pour cela, nous suppo-
sons dans ce qui suit que les hypotheses (5.9)-(5.16) sont vérifiées et nous notons par
(u, 0, k) la solution du Probléeme PV obtenue par Théoréme 5.1. Pour un parametre
p > 0, soient F,, pg , ugp et koo des perturbations de F, p, (e = v, 7), ug et ko, respecti-
vement, qui satisfont les conditions (5.10), (5.13) et (5.15). Nous définissons la fonction
Jo: VXV — R par

(u,0) /pv Q)vyda + /pT —Q)|ve|lda VYu,v e V. (5.64)

Avec ces notations, nous considérons le probléme perturbé suivant.
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5. Problémes de contact avec des opérateurs a mémoire et frottement

Probléme PV,. Trouver un champ des déplacements u, : [0,T] — V, un champ des
contraintes ¢, : [0, T] — Q et un champ de variable interne d’état k, : [0, T] — L*(Q)™
tels que pour tout t € (0,T)

t

0o (1) = Ae(iip (1)) + Foe(up()) + / G(0s(5) — Ae(iiy(s)), e(up(s)), ko(s))ds, (5.65)

0
ko(t) = @l (t) — Aeay (1)), e(up (1)), Ko 1)), (5.66)
(0p(1), £(0) — etip(£))) @ + o (mp(8), ) — o o), tp (1)) > (F(£), 0~ tig(£))v
Vo eV, (5.67)
MP(O) = UQp, kP(O) = k()p. (5.68)

Il résulte du Théoreme 5.1 que, pour chaque p > 0, le probleme PV, admet une solu-
tion unique (u,, 0, k) satisfait u, € C'(0,T; V), o, € C(0,T; Q) et k, € C(0, T; L*(Q2)™).
Considérons maintenant les hypotheses suivantes sur les opérateurs d’élasticité 7, et
F ainsi que sur les fonctions de compliance normale pt et p. (e = v, 7).

(1l existe F: Ry — Ry tel que
(@)| Folx, &) — F(x,€)| < Flp)

Ve € $%, p.p. x € Q, pour chaque p > 0. (5.69)
(b) lim F(p) = 0.

p—0

\

(1l existe G, : Ry — Ry tel que

(@)]pt (x,7) = pe(x,7)| < Ge(p)
Vr € R, p.p. x € '3, pour chaque p > 0. (5.70)

(b) lin}) Ge(p) = 0.
o—

\

ugp — ug dans V' lorsque p — 0. 5.71)
koo — ko dans L*(QQ)"  lorsque p — 0. (5.72)
Nous avons le résultat de convergence suivant.

Théoréme 5.7. Sous les hypotheses (5.69)-(5.72), la solution (up, 0, k) du Probleme PV,
converge vers la solution (u, o, k) du Probleme PV, c’est-a-dire

up —u dans C1(0, T;V), (5.73)
op — 0 dans Cl(O, T; Q), (5.74)
ko — k dans C(0,T;L*(Q)™), (5.75)

lorsque p — 0.
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5.3 Résultat de convergence

Démonstration. Soit p > 0. Lemme 5.2 permet de définir 'opérateur S, : C(0,T; V) —
C(0,T; Q x L?>(Q))™) par

Spu = (Slpu, Soott), (5.76)
S1pu(t) = Fpe(u(t)) +/Q(Slpu(s),e(u(s)),Szpu(s))ds, (5.77)
0
t
Sppt(t) = / P(S1u(s), e(u(s)), Sppu(s))ds + kop. (5.78)
0

op(t) = Ae(tiy(t)) + S1pup(t), (5.79)
ko(t) = Saoup(t), (5.80)
(Aeliig(1)), (o) — £(ita (1))@ + (Sipnp(t), (o) — £(ita(t)))o

+ Jp(up(t),0) — jo(up(t),1o(t)) = (f(t), 0 —1p(t))y Vte[0,T], (5.81)
up(0) = upy, ko(0) = kop. (5.82)

D’autre part
(Ae(a(t)), e(v) — e(a(t))) g + (S1u(t), e(v) — e(ii(t))) o
+ju(t),0) —j(u(t) a(t)) = (f(t), o —ut))y VE€[0,T].  (5.83)

Soient p > 0 et t € [0, T], nous prenons v = #(t) dans (5.81) et v = 1, (t) dans (5.83)
et nous additionnons les inégalités qui en résultent pour obtenir

(Ae(ao(t)) — Ae(a(t)), e(up(t)) — e(u(t))) g
< ('Slpup(t) - Slu(t),e(u(t)) - 8(”P(t)))Q
+ Jo(up(£),1(t)) — jo(up(t), 1o (t)) + j(u(t), o (t)) — j(u(t), u(t)). (5.84)

Nous estimons maintenant chacun des termes dans 'inégalité précédente. Tout d’abord,
nous utilisons I'hypotheése (5.9) pour déduire que

(Ae(io(t)) — Ae(ir(t)), e(tp (1)) — e(ir(t))) o = malaio(t) — ()] (5.85)

Ensuite, I'inégalité de Cauchy-Schwartz nous donne

(Stpttp(£) — Sru(t), e(ik(1)) — e(itp(1))) o < [Spup(t) = Su(t)| g r2(cymlitp (1) — (1)
(5.86)
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5. Problémes de contact avec des opérateurs a mémoire et frottement

Par des arguments similaires a ceux utilisés dans la preuve de (5.29) nous avons que

t
|Sptp () — Su(t)| g2y < €' (F(p) + K/|”p(5) —u(s)|yds + |kop — k0|L2(Q)m)'
0
(5.87)
Puis, nous notons Lg = Ke™X, alors par (5.86) et (5.87) nous obtenons

(S1p1p(t) — Sru(t), e(uy (1)) — (u(t))) o

t
< (T€F(0) + Lo [ lugls) = 9y + ™ ko — Kol ) o (6) ~ (O]
' (5.88)

Nous utilisons les définitions (5.17) et (5.64) pour obtenir

Jo(up (£)11(£)) = jo (up(t), 1o (£)) + j(u(t), 1o ()) — j(u(t), 1(t))

< / (Pﬁ(uv —8) — pv(uy — g)) (uv - ﬂpv) da

I's
¥ r/ (Pt =) = pelis =) (li] = lite] )

S/\pﬁ(uv—g)—pv(uv—g)Htlv—dpv|da
I's

+/|P€(”v —8) — ppr(upy _8)H‘ur‘ - |f¢erdﬂ-
I's

Ensuite, en utilisant 1'inégalité (2.8) et I'’hypothése (5.70) et aprés quelques calculs
nous trouvons que

Jo(up () 1o (t)) — jo(uo(t), u(t)) + j(u(t), u(t)) — j(u(t), up(t))
< mes(T'3)" % (Gu(p) + Gel(p)) |tp(t) — a(t) |y (5.89)

Nous notons par G : Ry — R la fonction donnée par

Glp) = mes(T) %o (Gu(p) + Gr(p).
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5.3 Résultat de convergence

Nous combinons les inégalités (5.84), (5.85), (5.88) et (5.89) nous obtenons

‘ ‘ o TK Ls L oTK G(p)
i)~ i)y < S F(p)+ 25 0/ 1(5) = (5 s+ £ Thop — Kalye + 2

t
) (F(p) + /|up(s) —u(s)|vds + |kop — kol r2(qym + G(p)) , (5.90)
0

€Tk LS 1 . ci s .
ol 6 = max { —, —,— .. Cette inégalité implique que
mag mg my

t

Jlisgls) = (s) vds < 5 (F(o) + [kap — kol 2y + Glp))
0

t s
+9 lup(r) —u(r)|ydrds. (5.91)
j

Nous utilisons (5.25), (5.68) et (5.71) pour obtenir que

t
(1) — u(t)|y < c/|up(s) —a(s)|yds Vit e [0,T]. (5.92)
0

Nous substituons (5.91) dans (5.92) et nous utilisons 1'inégalité de Gronwall pour voir
que

() — (1) < ¢ (F(p) + kg — Kolyzapn + Glp) ). (5.99)
Il résulte maintenant de (5.69), (5.70) et (5.72) que
u, -+ u lorsque p—0  dans cl(o,T; V). (5.94)
D’autre part, les inégalités (5.79), (5.80), (56.39) et (5.40) nous donnent
00() — ()] @ + [k (1) — k(1) 20y < F(p) + V2IS,up(1) — Su(b)|gerz(ayms (5:95)
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5. Problémes de contact avec des opérateurs a mémoire et frottement

comme

Sattp (1) — Su(B)] sz
< [Sptp(1) — Spte(1)] grepz(aym + ISpu(t) — Su(B)]guerziaym

< Ls (upa) —u(®)ly + [lugls) - M(S)vds)
0

t
+ Tk (F(P) +K/|”p(5) —u(s)|v + [kop _k0|L2(Q)’”>'
0

Cette inégalité combinée avec la convergence (5.94), les hypotheses (5.72) et (5.69)(b)
implique que

Souy(t) — Su(t 2(ym — 0 lorsque p — 0. (5.96)
ptp OxL2(Q) que p

Donc, 'hypothese (5.69), la convergence (5.96) et I'inégalité (5.95) montrent que les
convergences (5.74) et (5.75) sont vérifiées. [

En plus de l'intérét mathématique du résultat de convergence (5.73)-(5.75), il est
important du point de vue mécanique, car il indique que la solution faible du Pro-
bleme P dépend continiment de la fonction de compliance normale, de 1'opérateur
d’élasticité et des données initiales.
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Chapitre 6

Probleme de contact sans frottement en
piézoélectricité

Ce chapitre est consacré a 1'étude mathématique d'un probleme de contact sans
frottement entre un matériau piézoélectrique avec variable interne d’état et une base
adhésive et conductrice ou le processus est mécaniquement dynamique et électrique-
ment statique. Le contact est modélisé par une condition de compliance normale ot
I’adhésion est prise en considération et une condition de conductivité électrique ré-
gularisée. Apres avoir établi la formulation variationnelle et avoir posé les hypotheses
nécessaires, nous établissons un résultat d’existence et d’unicité de la solution. La dé-
monstration repose sur des équations d’évolution non linéaires avec des opérateurs
monotones, sur des équations différentielles et des arguments de point fixe. Ce cha-
pitre a fait ’objet de la publication [36].

Sommaire
6.1 Probleme mécanique et hypotheses . . . .. ... ............ 95
6.2 Formulation variationnelle . . .. ... ... ............... 100
6.3 Résultat d’existence et d’unicité . ... .................. 101

6.1 Probleme mécanique et hypothéses

Nous nous plagons dans le cadre physique que nous avons présenté dans Chapitre
3 de cette these (Figure 3.3). On considére un corps éléctro-élasto-viscoplastique en
contact avec une base adhésive et conductrice. Le contact est modélisé avec une condi-
tion de compliance normale avec adhésion et une condition de conductivité électrique
régularisée. Sous ces considérations, le probleme mécanique considéré se formule de
la fagon suivante.
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6. Probléme de contact sans frottement en piézoélectricité

Probléme P. Trouver un champ des déplacements u : Q x [0,T] — R?, un champ
des contraintes o : Q) x [0, T] — S%, un champ potentiel électrique ¢ : Q x [0, T] — R,
un champ d’adhésion B : I's x [0,T] — R et un champ de variable interne d’état
k:Qx[0,T] — R™ tels que

o(t) = Ae(u(t)) + Fe(u(t)) + EVo(t)

+/Q(0(s) — Ae(u(s)) — E*Ve(s), e(u(s)), k(s))ds dans Qx(0,T), (6.1)
0

k=¢(c— Ae(it) — E*Vo,e(u), k) dans Qx (0,T), (6.2
D =E&e(u) —BVyey dans Qx (0,T), (6.3)
pii = Divo + fy dans Qx (0,T), (6.4)
divD = gy dans Qx (0,T), (6.5)
u=20 sur I'1 x(0,T), (6.6)
ov=f sur T, x(0,T), (6.7)
— 0y, = py(uy) — 7 B*Ry (uy) sur I3 x (0,T), (6.8)
— 01 = p(B)Re(ur) sur T3x (0, T), (6.9)
B=—(B(rv(Ru(1y))* + 7c|Re(ur) [*) — €a)+ sur '3 x (0,T), (6.10)
p=0 sur T, x(0,T), (6.11)
Dwv =g, sur T, x (0, T), (6.12)
D = ¢(uy)P(¢ — ¢o) sur T3 x(0,T), (6.13)
u(0) =uy, u(0)=w0vy, k(0)=ko dans Q, (6.14)
B(0) = Bo sur T3. (6.15)

Les équations (6.1)-(6.3) représentent la loi constitutive électro-élasto-viscoplastique
avec variable interne d’état. Les équations (6.4)-(6.5) représentent 1'équation du mou-
vement et 1'équation d’équilibre électrique, respectivement. Les conditions (6.6) et (6.7)
sont les conditions aux limites de déplacement-traction. La condition (6.8) représente
la condition de compliance normale avec adhésion et (6.9) représente la condition de
contact adhésif sur le plan tangentiel. L'équation (6.10) est I'équation différentielle or-
dinaire associée au champ d’adhésion avec la condition initiale (6.15), ou B est un
champ d’adhésion donné. Les équations (6.11)-(6.12) représentent les conditions aux
limites électriques. (6.13) est la condition de contact électrique sur I's. Finalement,
dans (6.14), ug est le déplacement initial, vy est la vitesse initiale et kg est la variable
interne d’état initiale.
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6.1 Probleme mécanique et hypothéses

Pour I'étude variationnelle du probleme mécanique (6.1)-(6.15) nous avons besoin
d’introduire les hypotheses suivantes.

L’opérateur de viscosité A : Q) x 7 — S7 satisfait :

(a) Ils existent des constantes CY, C% > 0 telles que
|A(x, €)| < ClLle|]+CY VeeS, pp.xeQ.
b) 1l existe une constante m 4 > 0 telle que
(A(x, 1) — A(x,&2))- (61 — &2) > myle; — &2]? Vey, 2 €S, pp.x € Q.
c¢) Lapplication x — A(x, &) est mesurable sur Q) pour tout & € S*.
d) Tapplication & — A(x, &) est continue sur $%, p.p. x € Q.

(6.16)
L'opérateur d’élasticité F : Q) x 8¢ — S satisfait :
a) 1l existe une constante L > 0 telle que

| F(x,e1) — F(x,82)| < Lr|e; —ea| Ve, e €S9, pp.x € Q. 6.17)

b) Lapplication x — F(x, &) est mesurable sur Q pour tout & € S%.
c) Lapplication x — F(x,0) appartient a Q.

L’opérateur de viscoplasticité G : Q) x 8¢ x 8% x R™ — S satisfait :

a) 1l existe une constante Lg > 0 telle que
G(x, 01, €1, k1) — G(x, 00, €2, k2)| < Lg(|o1 — 02 + |1 — &2 + | k1 — ka)
Yoq,07,€1,& € g7 et ki, ko e R", pp.x € Q.
b) L’application x — G(x, 0, €, k) est mesurable sur Q) pour tout o, & € 5 et k € R™.
c) Lapplication x — G(x,0,0,0) appartient a Q.
(6.18)
La fonction ¢ : Q) x 8% x 89 x R™ — R™ satisfait :

a) Il existe une constante Ly > 0 telle que
p(x, 01,81, k1) — Pp(x, 02,82, ka)| < Ly(|or — 02| + |e1 — 2] + [ k1 — k2)
Voq,07,€1,& € G4 et ki, ko e R", pp.x € Q.
b) Lapplication x +— ¢(x, o, & k) est mesurable sur Q pour tout o, e € S% et k € R™.
c¢) Lapplication x — ¢(x,0,0,0) appartient a L2(Q)™.

(6.19)
Le tenseur de permittivité électrique B = (b;j) : QO x R? — R satisfait :
a) B(x,E) = (bj(x)E;) VE=(E)€R? pp.xecQ.

b) bl] = b]'i €L (Q) (6.20)

c) Il existe une constante mp > 0 telle que
BEE > mp|E]> VE=(Ej) €R, pp.xeQ.
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6. Probléme de contact sans frottement en piézoélectricité

Le tenseur piézoélectrique £ : Q) x 8¢ — R? satisfait :

{ a) E(x,7) = (ejp(x)Ti) VT = (1) €S, pp.x € Q. 621)
b) Cijk = Cikj S LOO(Q). ’

La fonction de compliance normale p, : I's; x R — R satisfait :

a) 1l existe une constante L, > 0 telle que

lpv(x,11) — pu(x,12)| < Lyjry — 12| Vry, 7 €R, p.p. x € T3.
b) Lapplication x — py(x,r) est mesurable sur I's pour tout r € R.
c) pv(x,r) =0pourtoutr <0, pp.x € I'.

(6.22)

La fonction de contact tangentiel p; : I's x R — IR satisfait :

a) 1l existe une constante L, > 0 telle que
]pr(x,dl) — pT(x,d2)| < LT|d1 — b‘lz‘ Vdi,dr € R, pPp-xc< I's.
b) 1Ilexiste M > 0 tel que |pr(x,d)| < M Vd €R, p.p.x € Ts. (6.23)
c) Lapplication x — pr(x,d) est mesurable sur I'; pour tout d € R.
d) Lapplication x — p-(x,0) appartient a L?(T3).

Un exemple dune fonction de compliance normale p, qui satisfait les conditions
(6.22) est donné par p,(r) = cyr+ oll ¢y est une constante positive et . = max{0, r}.

La fonction de conductivité électrique de surface ¢ : I'; x R — IR satisfait :

a) Il existe une constante Ly > 0 telle que
[p(x,u1) — P(x,uz)| < Lyplug —up| Vug,up € R, p.p. x € Ts.
b) 1l existe My > 0 tel que |¢(x,u)] < My VYu R, p.p.x €T3 (6.24)
c) Lapplication x — ¢(x, u) est mesurable sur I';, pour tout u € R.
d) ¥(x,u) =0, pour tout u <0, p.p. x € I's.

Nous supposons que la masse volumique satisfait :
p € L(Q), il existe p* > 0 tel que p(x) > p*, p.p.x € Q. (6.25)

Nous supposons aussi que les forces volumiques, les tractions surfaciques et la densité
des charges électriques ont la régularité

fo € L2(0,T; H), f> € L?(0,T;L%(I,)%), (6.26)
g0 € WY (0, T; L2(Q)), gqp € WYP(0,T; L*(Ty)). (6.27)

Les coefficients d’adhésion satisfont :

Yo, vr € L%(T3), €€ LZ(F3), Yv, Yr,€a > 0 p.p.sur 3. (6.28)
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Finalement, les données initiales satisfont :

upeV, v9eH, kyeY. (6.29)
Bo€ L*(T3), 0<Bo<1 pp.surls. (6.30)
@o € L2(T3). (6.31)

Nous allons utiliser un produit scalaire modifié sur ’espace de Hilbert H = L2(Q)“

donnée par
((u,v))g = (pu,v)y Yu,v € H,

et soit || ||g la norme associée, c’est-a-dire

1
|ollg = (ov,v)f; Vo € H.

En utilisant I'hypothese (6.25) il vient que ||- || et |- |z sont des normes équivalentes
sur H. De plus l'inclusion de (V,|-|y) dans (H, ||- |g) est continue et dense. Nous
notons par V' I'espace dual de V. En identifiant H avec son propre dual nous obtenons
le triplet de Gelfand V C H C V'. Nous utilisons la notation (.,.)y,y pour la dualité
entre V' et V et rappelons que

(w,0)yxy = ((wv))y Vu€H, VoeV. (6.32)

Nous définissons j : L2(T3) x VXV = R, h: VxW — W, f:[0,T] — V' et
g:[0,T] — W, respectivement par

j(Buv) = /pv(uv)vvda+/PT(IB>RT(L‘T)-UT‘;ZQ_/')’v,BzRv(”v)Uvda/ (6.33)
Ts Is Ts

(h(a, @), ) = [ ()@ (g - go)ida, (634
I's
(f(t), 0)vixy = / fo(t).vdx + / fo(t).vda, (6.35)
Q I'»
@(®),Ow = [ a0()5dx = [ go(t)2da, (6:36)
Q T,

pour tout u,v € V, ¢, € Wett € [0, T]. Nous notons que de (6.26)-(6.27) il vient que

feL?0,T; V'), qe WY (,T;W). (6.37)
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6.2 Formulation variationnelle

En utilisant la formule de Green (3.14), les relations (6.4), (6.32) et la définition
(6.35), nous obtenons

(#i(t),0)yiwy + (a(t),e(v)) o = (f(t),0)yixy + /vavda —i—/o’T- v.da.
Is I

Puis, en utilisant les conditions (6.8) et (6.9) combinées avec la définition (6.33), pour
voir que

(#@(t), 0) vy + (0(t), e(v)) g + j(B(E), u(t), v) = (f(t), 0)yrxy Vo eV.

Maintenant, nous utilisons la formule de Green (3.21) pour les inconnues élec-
triques du probleme ainsi que les conditions (6.5), (6.11), (6.12) et la définition (6.36)
pour obtenir

(D(£), VO u = (4(t), Dw + / D.vda.

I3
Combinons cette derniere égalité avec (6.3), (6.13) et la définition (6.34), nous trouvons
(BVo(t), Vi) — (Ee(u(t)), VO u + (h(u(t), ¢(t)),Ow = (q(t), Ow Vi € W.

Alors, la formulation variationnelle du probléme mécanique (6.1)-(6.15) est la sui-
vante.

Probléme PV. Trouver un champ des déplacements u : [0,T] — V, un champ des
contraintes ¢ : [0, T] — Q, un champ potentiel électrique ¢ : [0, T] — W, un champ
d’adhésion B : [0, T] — L?(T3) et un champ de variable interne d’état k : [0, T] — Y
tels que pour p.p. t € (0, T)

o(t) = Ae(u(t)) + Fe(u(t)) + E*Vo(t)
—|—/Q((r(s) — Ae(u(s)) —E*Vo(s), e(u(s)), k(s))ds, (6.38)

0
k(t) = ¢(o(t) — Ae(u(t)) — £V (1), e(u(t)), k(1)), (6.39)
) (6),u(t),0) = (f(t),0)yxy YoeV,  (640)

(##(t), v)yixy + (o (t),e(v)) o +j(B(t), u (

(BVo(t), VO)u — (Ee(u(t)), Vo) + (h(u(t), (), Ow = (q(t), Hw V¢ € %41)
B(t) = —(B(H) (v (Ry(uy(£)))? + 7 |Re(ue (1)) 1) — €a) 4, (6.42)
u(0) =uo, u(0) =0, k(0)=ko, p(0)=po. (6.43)
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Pour étudier ce probleme, nous posons I'hypothese de petitesse suivante.
m
My < =, (6:44)
o

ou My, mp et ¢y sont donnés dans (6.24), (6.20) et (3.19) respectivement. L'élimination
de cette hypothese reste une question pour les futures recherches, car elle est faite
pour des raisons mathématiques.

L’existence et 1'unicité de la solution du probleme PV sont données dans la section
suivante. Pour cela, nous considérons la remarque suivante.

Remarque 1. Nous notons que, dans les problémes P et PV nous n’avons pas besoin
d’imposer explicitement la restriction 0 < B < 1. De plus, I’'équation (6.42) garantit
que B(x,t) < Bo(x) et par conséquent, '’hypothese (6.30) indique que B(x,t) < 1
pour t > 0, p.p. x € I's. D’autre part, si B(x,t9) = 0 en tg alors il vient de (6.42) que
B(x,t) = 0 pour tout t > t( et par conséquent, (x,t) = 0 pour tout t > fy, p.p. x € I'z.
Nous concluons que 0 < B(x,t) < 1 pour tout t € [0, T|, p.p- x € I's.

6.3 Résultat d’existence et d’unicité

Pour établir I'existence et 1'unicité du probleme PV, nous avons le théoreme sui-
vant.

Théoréme 6.1. Sous les hypothéses (6.16)-(6.31) et (6.44) le probléme PV admet une solution
unique {u, o, k, ¢, B} satisfaisant

uc HY(0,T;V)NnCY0,T;H), iicL*0,T;V), (6.45)
o€ L*(0,T;Q), Dive € L*(0,T; V'), (6.46)
ke WH(0,T;Y), (6.47)
¢ € WH(0, T, W), (6.48)
B e Wh(0,T; L*(I'3)) N Z. (6.49)

Nous concluons que, sous les hypotheses (6.16)-(6.31) et (6.44) le probleme méca-
nique (6.1)-(6.15) admet une solution faible unique avec la régularité (6.45)-(6.49).

La démonstration du Théoreme 6.1 est obtenue en plusieurs étapes. Elle repose
sur un résultat classique concernant les équations d’évolutions avec des opérateurs
monotones et des arguments de point fixe.

Dans la premiere étape, nous considérons le probleme auxiliaire suivant ou la
fonction # = (4',#%) € L?(0, T; V' x Y).
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6. Probléme de contact sans frottement en piézoélectricité

Probléme PV),. Trouver un champ des déplacements u, : [0,T] — V tel que pour
pp.-t€(0,T)

(iiy (1), 0)vr v + (Ae(iiy (1)), £(0) ) + (' (1), 0) vy = (F(1),0)vixy YO EV,

(6.50)
uy(0) = uy, 1,(0) = vo. (6.51)
Concernant le probleme PV, nous avons le résultat suivant.
Lemme 6.2. I] existe une solution unique du probleme PV, ayant la régularité (6.45).
Démonstration. Voir la démonstration du Lemme 4.2 (Chapitre 4). O

Dans la deuxieme étape, nous utilisons la solution #,, du probleme PV, pour for-
muler le second probleme auxiliaire suivant.

Probleme QV;,. Trouver un champ potentiel électrique ¢, : [0, T] — W tel que

(BV oy (1), VO u — (Ee(uy(t), V) + (h(uy(t), 95 (1)), Ow = (9(£), Dw,  (6.52)
pour tout { € Wett € [0,T].

Nous avons le résultat suivant pour le probleme QV,.

Lemme 6.3. QV), admet une solution unique ¢, qui satisfait la régularité (6.48).
De plus, si ¢; représente la solution du Probleme QVy;, pour n;, i = 1,2, alors il existe ¢ > 0
tel que

|91(8) = @2(B)|lw < el (t) —ma(t)|v V< [0,T]. (6.53)

Démonstration. Soit t € [0, T|. En utilisant le théoreme de représentation de Riesz pour
définir I'opérateur A, (t) : W — W par :

(Ay(H)e.Ow = BV, V)i — (Ee(uy (1)), VO u + (h(uy (1), ¢), Ow,  (6:54)
pour tout ¢, € W. Soient @1, 9, € W, les hypotheses (6.20) et (6.34) impliquent que
(Ay(t) g1 — Ay (t) g2, 91— 92)w

> mplgr — g2l + [ 900 (5)(@ (91— 90) — P2~ 90)) (91 — p2)da
I3

La positivité de 1 combinée avec la monotonie de la fonction ¢ nous donnent
(Ay()p1 — Ay(t) g2, @1 — 92)w = mpler — paliy, (6.55)
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alors Ay (t) est un opérateur fortement monotone sur W. D’autre part, nous utilisons
a nouveau (6.20), (6.21), (6.24) et (6.34) nous avons

(Ay(t)p1 — Ay(t) 92, O)w < cplep1 — (P2|W|C|w+/M¢|(P1 — @2||Clda YT € W, (6.56)
I's

ol cp est un constante positive qui dépend de B. Il résulte de (6.56) et (3.19) que

(Ay(O) 1 — Ay(D) 92, Dw < (cB + Myg) |91 — p2lwlClw,
ainsi,
|Ay () @1 — Ay (D) @2lw < (cB + Myc5) |91 — @2|w, (6.57)

ce qui montre que A, : W — W est de Lipschitz. Puisque A, est un opérateur forte-
ment monotone et de Lipschitz sur W, nous déduisons qu’il existe un élément unique
¢y (t) € W tel que

Ay () gy (t) = q(8). (6.58)
Nous combinons maintenant (6.54) et (6.58) pour démontrer que ¢,(t) € W est
I'unique solution de I’équation variationnelle non linéaire (6.52).
Ensuite, nous montrons que ¢, € W7(0, T; W). Soient t,t, € [0, T]. Pour simplifier
I’écriture on note @, (t;) = @;, uy(t;) = u;, q(t;) = q;, pour i = 1,2. En utilisant (6.52),
(6.20), (6.21) et (6.34) nous trouvons

mp|o1 — galiy < celur — walv|or — golw + g1 — R2lwler — @2lw  (6.59)
+ [ 1) @91~ 90) — 9(u2)® (92— 90) g1 — g2lda,
I3

oll c¢ est une constante positive qui dépend du tenseur piézoélectrique £.
De |¢(u;)| < My, |@(@1 — ¢@o)| < L, la fonction de Lipschitz ¢ et @ et I'inégalité (3.19)
on obtient

J19(u)® (01— 90) = 9(u2) P92 — 90) |91 — 2lda
I's

< M¢/|<P1 - §02|2da+L¢L/|M1 — up|| @1 — po|da
F3 l—'3

< My&5le1 — @2lfy + LyLeotolur — uzlv|gr — 2| w.

L’insertion de cette derniere inégalité dans (6.59) nous donne

mp|@1 — @alw < (ce + LyLcoto) |1 — ua|v + |91 — qalw + Myc3| @1 — @alw.  (6.60)
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Il résulte de I'inégalité (6.60) et I'hypothese (6.44) que

|1 — @2lw < c(|lur — uzlv + |q1 — 92| w)- (6.61)

Car u, € C1(0,T; H) et g € W'P(0, T; W), I'inégalité (6.61) implique que
@y € WLP(0, T; W).

Soient ¢, = @; et uy; = u;, pour i = 1,2. nous utilisons (6.52) et des arguments
semblables a ceux utilisés dans la démonstration de (6.60) pour déduire que

mp|1(t) — @2(t) lw < (ce + LyLeofo) |ur (£) — ua(t) v + My&Gle1(t) — @2(t) lw,

pour tout t € [0,T]. Cette inégalité combinée avec 'hypothese (6.44) nous donne
(6.53). O

Dans la troisieme étape, nous utilisons le champ de déplacement u; que nous
avons obtenu dans Lemme 6.2 et nous considérons le probleme suivant.

Probléeme PVj. Trouver un champ d’adhésion B, : [0, T] — L*(T'3) tel que
By(t) = = (By(®) (1 (Ro(uye(D))* + 7e[Re(iye (D)) —ea) , (6:62)
By (0) = Bo, (6.63)

ol uyy, uyr désignent respectivement la composante normale et tangentielle de la fonc-
tion u,. Nous avons le résultat suivant.

Lemme 6.4. Le probleme PVy admet une solution unique B, € WL*(0,T; L?(T3)) N Z.

Démonstration. Soit 'application F; : [0, T] x L*(T3) — L?(I'3) définie par

Fy(t,8) = = (B (1 (Ro (g () + v Re (e (D) — &)

pour tout t € [0,T] et B € L?(T3). Il résulte d’apres les propriétés des opérateurs
de troncature R, et Ry que F; est de Lipschitz par rapport a la seconde variable,
et elle est uniformément continue par rapport au temps. De plus, pour tout g €
L?(T3), l'application t — Fy(t, B) appartient a L*(0, T; L?(T'3)). L'application F, est
lipschitzienne par rapport au second variable 8 et uniformément continue par rapport
au temps t. Alors, le théoreme de Cauchy-Lipschitz entraine 1'existence d"une fonction
unique B, € W®(0,T; L?(T3)) qui satisfait (6.62) et (6.63). En outre, les arguments
utilisés dans Remarque 1 indiquent que 0 < B, (t) < 1 pour tout t € [0,T], p.p. sur
I'3. Par conséquent, par la définition de ’ensemble Z, on trouve que B, € Z, ce qui
conclut la démonstration du Lemme 6.4. [
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Maintenant, nous définissons k; € W12(0,T;Y) par

k(1) = ko + / 7 (s)ds. (6.64)

Dans la quatrieme étape, nous utilisons le champ de déplacement u, obtenu dans
Lemme 6.2 et k; défini dans (6.64) pour considérer le probleme de Cauchy suivant
pour le champ des contraintes.

Probleme SV),. Trouver un champ des contraintes o7 : [0, T| — Q tel que

oy (t) = Fe(uy(t)) + /Q(crn(s),e(un(s)),kn(s))ds vVt € [0, T]. (6.65)
0

Dans I’étude du probleme SV, nous avons le résultat suivant.

Lemme 6.5. Le probleme SV, admet une solution unique oy € W2(0, T; Q).
De plus, si o; et u; représentent les solutions du probleme SV, PV, respectivement, et k; est
défini dans (6.64) pour ; € L>(0, T; V' x Y), i = 1,2, alors il existe ¢ > 0 tel que

1(t) = e2(0)fy < (I (1) = () + [ lan(5) — a(s) s+ [l (5) — k(o)
0 0
Vte [0,T].  (6.66)

Démonstration. Nous considérons I'opérateur A, : L*(0,T; Q) — L2(0,T; Q) défini
par

t

Ayo(t) = Fe(uy(t)) +/Q((T(s),e(un(s)),kn(s))ds, (6.67)
0
pour tout ¢ € L?(0,T; Q) et t € [0, T]. Soient o1, 05 € L?(0, T; Q), nous utilisons (6.67)
et (6.18) pour trouver que, pour tout t € [0, T|

t

8y01(8) = Ayea(t)lg < Lg [lon(s) = aa(s) o
0

De cette inégalité il résulte que, pour p assez grand, A,’; est un opérateur contractant
dans 1’espace de Banach LZ(O, T; Q), donc il existe unique o € LZ(O, T; Q) tel que
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Aoy = oy. De plus, oy est I'unique solution de probléeme SV;,.
En utilisant (6.65), la régularité de u,, la régularité de k;, et les propriétés des opéra-
teurs F et G pour voir que oy, € W12(0,T; Q).

Considérons maintenant (11,#2) € L?(0, T; V' x Y). Pour i = 1,2, on note uy, = uj,
oy, = o et ky, = k;. Nous avons

oi(t) :}"e(ui(t))—I—/Q(O'i(s),e(ui(s)),ki(s))ds Vi e [0,T],
0

et en utilisant les propriétés (6.17) et (6.18) de F et G, nous trouvons

t

o1 (t) — a2 (B)[g < ¢ (Im(t) — ()]} + /|u1(5) — uy(s)[ds

0 (6.68)

+/]0'1(s) - o'z(s)\zgds + /]kl(s) — kz(s)%ds) vVt e [0, T].
0 0

De cette inégalité et de I'inégalité de Gronwall nous déduisons 1'estimation (6.66). [

Enfin, comme conséquence des résultats précédents et de 'utilisation des proprié-
tés des opérateurs F, £, G, ¢ et j pour t € [0, T], nous considérons I'opérateur

Ay(t) = (Aly(t), A%y(t)) € V! x Y, (6.69)
défini par
(Aly(t),0)yixy = (Fe(uy(t), () o + (£ Vay(t),e(v)) o
+( / G(a(s), £(1ty(5)), by (5))ds, (v) ) | +1(By (1), my(1),0) VYo € V. (670)
0

APy(t) = ooy (t), e(uy (1)), Ty (1)) (6.71)

Ici, pour chaque € L?(0,T; V' X Y), uy, ¢y, By et o, représentent le champ des
déplacements, le champ potentiel électrique, le champ d’adhésion et le champ des
contraintes obtenus dans lemmes 6.2, 6.3, 6.4, 6.5 respectivement, et k; est la variable
interne d’état donnée par (6.64). Nous avons le résultat suivant.

Lemme 6.6. L'opérateur A admet un point fixe unique y* € L>(0, T; V' x Y).
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6.3 Résultat d’existence et d’unicité

Démonstration. Soient #1, 112 € LZ(O, T; V' x Y). Nous écrivons pour i = 1,2,

Wy = Wi, My = Oy =0 @y = Qi Py = Pis oy =00 ky = k.

En utilisant (3.9), (6.17), (6.18), (6.21), (6.22), (6.23) et la définition de R,, R+ on obtient

(AT (t) — Al < c (ul(t) — (D[} + l1(t) — g2(t) iy + /|01(S) — 02(s)[ds
0

+/|u1 —uy(s |vds+/|k1 (s)[3ds + |B1(t) — Balt );LQ () )
(6.72)

De (6.66) et (6.53) on trouve

Al (8) = A a0 < C(!ul(t) ()} + [lin(s) — uals) s
0

; / ()~ ka0 + [B1() ~ Balt) g ). (679
Par des arguments similaires et de (6.71), (6.66) et (6.19) on déduit que
A2y (1) — A2 (B < c(m(t) — (B + ua(8) — (D + () - kz(t>|%>
< c(1u1<t) —w(O + ki (1) — ks (D2
¥ / 1(5) — wa(s) s + / ) - kaeRds). 678
Par conséquent
A1 (8) — Aa(8) By < c<ru1<t> — w1+ [ka(8) — ko () + 1Ba(8) — B2(D)Pagr,

+/|u1 ~ (s ]Vds+/\k1 |Yds) vt € [0,T].

(6.75)
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6. Probléme de contact sans frottement en piézoélectricité

De plus, de (6.50) on obtient

+ (.AS(m) — Ae(vy), e(v1 — vz))Q—i—(ﬂ% - 71%, (% vz) Vixy =0
pp-t€(0,T).

En intégrant cette égalité sur l'intervalle [0, t] et en prenant en considération les condi-
tions initiales v1(0) = v2(0) = vy, 'hypothese (6.16) et (3.9) pour trouver

(fh — 0,01 — 772>

VIxV

t t

ma [lon(s) = va(s) s < = [ (r}(s) = 13(5), 01(5) —va(s) v ds
0

0

pour tout ¢ € [0, T]. Par ailleurs, nous utilisons I'inégalité 2ab < a?/vy + yb%, nous en
déduisons que

t

t
/ 01(s) — va(s) s < ¢ / 7L (s) — gi(s)|Zds Vit € [0,T). (6.76)
0 0

D’autre part, par le probleme de Cauchy (6.62)-(6.63) on peut écrire

t

Bilt) = Bo— [ (Bi(s) (70 (R (i (9))) + e Re(ic(s))2) =) .

0
Alors

ds
L?(T3)

B1(8) = B2Vl < € / B1(5) (R (1010(5)))* = a(s) (Ro 2 (5)))’

ds.
L2(T3)

+o / [BL(S)Re(11() P = a(s) [Reze(5))
0
Notons que B1 = B1 — B2 + B2 et par la définition de R, et R; nous voyons que

B(t) = B2V < € /\[51 — Ba(s)l ey s + /\u1 2(6) 2, e

Nous appliquons l'inégalité de Gronwall et nous utilisons la relation (3.11) pour ob-
tenir

t
B1(8) = B2(0) ey < ¢ [l () — o) s (6.77)
0
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6.3 Résultat d’existence et d’unicité

De plus, a partir de (6.64) nous avons

k() = ka()} < ¢ [1n(s) — m(s) R
0

Car uq et up ont la méme valeur initiale on a

t

() =D} < [loa(s) = va(s) s

0

De cette inégalité, (6.75) et (6.77) nous trouvons que

A (£) — Ao () 3y

[1e1() = e2(3)3ets + lka(6) = k() + [ [ka(s) = Ka(s) s

I1 découle de (6.76) et (6.78) que

A () = Ama(O ey < € [ 111(5) = 12(6) syl

0

En réitérant I'inégalité précédente n fois, nous constatons que

|Ayy — A" ’72|L2 0,T;V'xY)

(6.78)

vVt € [0, T].

Pour n assez grand, cette derniere inégalité implique que A" est un opérateur contrac-
tant dans I'espace de Banach L2(0,T; V' x Y). Alors A admet un point fixe unique

n€L*0,T; V' xY).

]

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour établir la démonstration du
Théoreme 6.1 c’est-a-dire l'existence et 'unicité de la solution faible du probleme

mécanique P.

Démonstration du théoréme 6.1. Soit . = (4',#*) € L?>(0,T; V' x Y) le point fixe de

I'opérateur A défini par (6.69)-(6.71) et on note

*7 k= k’?*’ Q= 4)7’]*’ ﬁ = ﬁﬂ*’
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6. Probléme de contact sans frottement en piézoélectricité

o= Ae(n) +EVo+oy,. (6.80)

Nous démontrons que (u, o, k, ¢, B) satisfait (6.38)-(6.43) et (6.45)-(6.49). En effet, nous
écrivons (6.65) pour 51 = 7. et nous utilisons (6.79)-(6.80) pour obtenir (6.38). On utilise
(6.50) pour 1 = 7+ et la premiere égalité dans (6.79) pour trouver que

(ii, ) yrcv + (Ae(ir), e(0)) o + (' (1), 0)vixy = (1), 0)yrev Yo €V, pp.t € (0,T).

6.81)
Les égalités Al () = n' et A%(y.) = 5> combinées avec (6.70), (6.71), (6.79) et (6.80)
impliquent que

(' (8),0) iy = (Fe(u(), e(0) o + (E7Vp,(0))

+ ([ 9e9) ~ Acti) - £ Vo), elu(s)), k() e(o)
0

2
+ j(B(t),u(t),v) YoeV, (6.82)
(1) = (o (t) — Ae(ai(t)) — E*Vo(t), e(uy (1)), ky(t)). (6.83)

De (6.83) et (6.64) on déduit que (6.39) est satisfait. En substituant (6.82) dans (6.81) et
on utilise (6.38) pour voire que (6.40) est satisfait. Nous écrivons maintenant (6.52) et
(6.62) pour 5 = 1, et nous utilisons (6.79) pour trouver (6.41) et (6.42).

Apres, (6.43), les régularités (6.45), (6.47), (6.48) et (6.49) résultent de Lemme 6.2,
Lemme 6.3, Lemme 6.4 et la relation (6.64).

La régularité o € L?(0,T; Q) suivre de Lemme 6.5, les hypothéses (6.16), (6.21) et
(6.80). Finalement, (6.40) implique que

pii = Divo + fy dans V', p.p.t € (0,7T)

et de (6.25) et (6.26) on trouve que Dive € L?(0, T; V'). On en déduit que la régularité
(6.46) est vérifiée.

L'unicité de la solution est une conséquence de 'unicité du point fixe de 1’opérateur
A et de l'unicité de la solution des problemes PV,, QV;, PVg et SV, garantie par
Lemmes 6.2, 6.3, 6.4 et 6.5.

Nous concluons que (u, 7, k, ¢, B) est une solution du probleme PV qui satisfait (6.45)-
(6.49). O
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Chapitre 7

Probleme de contact avec frottement en
piézoélectricité

Ce chapitre est consacré a I’analyse mathématique d’un probleme de contact avec
frottement entre un corps piézoélectrique et une base adhésive et conductrice ot le
processus est quasi-statique. Le contact est modélisé par une condition de compliance
normale avec adhésion, une version de la loi de frottement de Coulomb dans laquelle
I’adhésion de surface de contact est prise en considération et une condition de conduc-
tivité électrique régularisée. Nous établissons un résultat d’existence et d’unicité de
la solution. La démonstration repose sur des arguments d’inéquations variationnelles
dépendant du temps, des équations différentielles et le théoreme de point fixe de
Banach.

Sommaire
7.1 Probléeme mécanique et hypotheéses . . . ... ... ........... 111
7.2 Formulation variationnelle . . . . ... ... ... ............ 116
7.3 Résultat d’existence et d’unicité . ... .................. 116

7.1 Probleme mécanique et hypothéses

Nous nous plagons dans le cadre physique que nous avons présenté dans Cha-
pitre 3 de cette these (Figure 3.3). On considere un corps éléctro-élasto-viscoplastique
en contact avec une base adhésive et conductrice. Le contact est modélisé avec une
condition de compliance normale avec 1’adhésion associée a une version de la loi de
frottement de Coulomb et une condition de conductivité électrique régularisée. Sous
ces considérations, le probleme mécanique se formule de la fagon suivante.

111



7. Probléme de contact avec frottement en piézoélectricité

Probléme P. Trouver un champ des déplacements u : Q x [0,T] — R?, un champ
des contraintes o : Q) x [0, T] — S%, un champ potentiel électrique ¢ : Q x [0, T] — R,
un champ d’adhésion B : I's x [0,T] — R et un champ de variable interne d’état
k:Qx[0,T] — R™ tels que

o(t) = Ae(i(t)) + Fe(u(t)) + £ Vo(t) (7.1)

+ / G(o(s) — Ae(i(s)) — £V o (s), e(u(s)), k(s))ds dans Q x (0,T),
0

D =E€¢&(u) —BVyg dans Qx (0,T), (7.2)
k=¢(c— Ae(it) — £V, e(u), k) dans Qx (0,T), (7.3)
Divo + fo =0 dans Qx (0,T), (7.4)
divD = qq dans Qx (0,T), (7.5)
u=20 sur Ty x(0,T), (7.6)
ov =f sur T, x(0,T), (7.7)
= 0v = pu(uy = 8) = 1B Ru(wr) sur T3 (0,T), (7.8)

o + 7o B Re(ur)| < pr(uy — g)
o + Yo fPRe(ur)| < pe(uy — ) = 1ir =0
|‘7r+’YT,BZRT(”T)| =pr(y —g) = 3IA >0
tel que or + Y B2Re(ur) = — Ay

sur T3x(0,T), (7.9)

B=—(B(vv(Ru(uy))* + 7e|Re(ue)|*) — €a)+ sur T3x (0,T), (7.10)
=0 sur T';x(0,T), (7.11)
Dwv =g, sur T, x(0,T), (7.12)
D.v = ¢(uy)P(¢ — ¢o) sur T3x (0,T), (7.13)
u(0) =uo, k(0)=ko dans Q, (7.14)
B(0) = Bo sur I's. (7.15)

Pour ce probleme, les équations (7.1)-(7.3) représentent la loi de comportement électro-
élasto-viscoplastique avec variable interne d’état que nous avons introduite dans (3.51)-
(3.53). Les équations (7.4)-(7.5) représentent les équations d’équilibre pour le champ
des contraintes et le champ des déplacements électriques. Ensuite, (7.6)-(7.7) sont les
conditions aux limites de déplacement-traction. La condition (7.8) représente la condi-
tion de compliance normale avec adhésion et la condition (7.9) est la loi de frottement
associée de type de Coulomb que nous introduite dans (3.41). Puis, (7.10) représente
I’équation différentielle ordinaire associée au champ d’adhésion. Les équations (7.11)-
(7.12) représentent les conditions aux limites électriques. Nous utilisons (7.13) comme
la condition de contact électrique sur I's qui représente une condition régularisée.
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7.1 Probleme mécanique et hypothéses

Dans (7.14)-(7.15), ug est le déplacement initial donné, kg est la variable interne d’état
initiale donnée et By est le champ d’adhésion initial donné.

Dans l'étude du probleme mécanique (7.1)-(7.15), nous considérons les hypotheéses

suivantes.
L’opérateur de viscosité A : Q) x ¢ — S7 satisfait :

(a) IIs existent une constante L 4 > 0 telle que
|A(x,e1) — A(x,e0)| < Lgler — &2| Ver, e €89, pp.x € Q.
b) 1l existe une constante m 4 > 0 telle que
(A(x, 1) — Ax,&2))- (61 — &2) > myle; — &2]® Vey, &2 €S, pp.x € Q.
c¢) Lapplication x — A(x, &) est mesurable sur Q) pour tout & € S7.
( d) Lapplication x — A(x,0) appartient a Q.

(7.16)
L’opérateur d’élasticité F : Q) x 8¢ — S satisfait :

a) 1l existe une constante L > 0 telle que

| F(x,e1) — F(x,&)| < Lr|le; —ea| Vep, e €S, pp.x € Q. (7.17)
b) Lapplication x — F(x, &) est mesurable sur Q pour tout & € 5% '
c) Lapplication x — F(x,0) appartient a Q.

L’opérateur de viscoplasticité G : Q) x 8¢ x 8% x R™ — S satisfait :

(a) 1l existe une constante Lg > 0 telle que
|G(x, 01, €1, k1) — G(x,00, €, ky)| < Lg(|oy — 02| + |e1 — &2] + |k1 — ka])
Voq,09,€1,6 € S et ki, kp e R", p.p.x € Q.

b) Lapplication x — G(x, 0, ¢, k) est mesurable sur (),
pour tout o, & € 8% et k € R™.

| ¢) Lapplication x — G(x,0,0,0) appartient a Q.

(7.18)
La fonction ¢ : Q) x 8% x 8¢ x R™ — R™ satisfait :

(a) Il existe une constante Ly > 0 telle que
]gb(x, (71,81,k1) — (P(x, 0’2,82,k2)| < L¢(|(71 — 0’2‘ + |81 — €2| + |k1 — k2|)
Voi,07,€1,& € S et ki,kr, € R™, pp-xc Q.

b) L’application x — ¢(x, 0, €, k) est mesurable sur (),
pour tout o, e € G4 et k € R™.

¢) Lapplication x — ¢(x,0,0,0) appartient a L?(Q) %"

(7.19)
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7. Probléme de contact avec frottement en piézoélectricité

Les fonctions de compliance normale p, : I's x R — R4 (r = v, 7) satisfont :

a) Il existe une constante L, > 0 telle que
|pr(x,u1) — pr(x,u2)| < Lyjug —up| Vug,up € R, pp. x € I'3.

b) Lapplication x — p,(x,u) est mesurable sur I's, pour tout u € R.

c) pr(x,u) =0pourtoutu <0, p.p.x €I's.
Un exemple d'une fonction de compliace normale p, qui satisfait (7.20) est
pu(r) = cury,

ott ¢, € L®(I'3) est une fonction positive et pr = up, avec u > 0.
Le tenseur de permittivité électrique B = (b;;) : Q x R? — R satisfait :

a) B(x,E) = (bjj(x)Ej) VE=(E})€R? pp.xecQ.
b) bl] = bﬂ S LOO(Q).
c) Il existe une constante mp > 0 telle que

BEE > mp|E]>? VE=(Ej) €eR%, pp.xe Q.

Le tenseur piézoélectrique £ : Q) x 8¢ — R? satisfait :

{ a) E(x,7) = (ej(x)T) VT = (T)t) € S4, p.p.x € Q.
b) €ijk = Cikj c LOO(Q).

La fonction de conductivité électrique de surface 1 : I's x R — R satisfait :

a) Il existe une constante Ly > 0 telle que
‘l[)(x,ul) — 1p(x,u2)| < Llp|u1 — u2| Vul,l/lz c ]R, pp xc F3.

b) There exists Ny > 0 tel que [¢(x,u)| < Ny Vu € R, p.p.x € Ts.
c) Lapplication x — 1 (x, u) est mesurable sur I';, pour tout u € R.

d) ¢(x,u) =0, pour tout u < 0.

(7.20)

(7.21)

(7.22)

(7.23)

Nous supposons que les forces volumiques et les tractions surfaciques ont la régularité

foeC(0,T;H), f,eC(0,T;L*T)%),
go € C(0,T;L2(QY)), g € C(0,T; L%(Ty)).

Les coefficients d’adhésion satisfont :
Yo, vr € L%(T3), €€ LZ(F3), Yv, Yr,€a > 0 p.p.sur 3.
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7.1 Probleme mécanique et hypothéses

Finalement, nous supposons que la fonction d’interstice initiale et les données initiales
satisfont :

g€ 1*T3), ¢>0 pp.surly, (7.27)
9o € L2(T3), ug €V, ko€, (7.28)
Bo € L*(T3), 0<Bop<1 pp.surTls. (7.29)

Nous définissons les trois applications f : [0,T| - V,q:[0,T] > Wety: VxW —
W, respectivement, pour tout u,v € V, ¢, ¢ € Wett € [0, T| par

(F(1),0) iy = / folt).vdx + / Fo(t).vda, (7.30)
0 I,
@6, Ow = [ ao(t)zdx— [ g(t)¢da 7.31)
o) T,
(y(u,9), O)w = /w(uv —8)¢p(¢ — ¢o)lda. (7.32)
I's

Nous définissons aussi la fonctionnelle d’adhésion j,; : L¥(T3) x VXV — R, la
fonctionnelle de compliance normale j,. : V x V — R et la fonctionnelle de frottement
jir i VXV — R par

jad(ﬁr u, U) - / ( - r)/U,BZRU(uU)UI/ + ’yT,BZRT(uT).vT)da, (733)
I3
jnc(u/ U) = /pv(uv _g)vvda/ (7.34)
I3
i, 0) = / pe (s — g)|ve|da. (7.35)
I's

La fonctionnelle j;, : V x V — R satisfait :

Pour toutg €V, jg (g,.) est propre, convexe et semi-continue inférieurement sur V.
(7.36)

Notons que les conditions (7.24) et (7.25) impliquent que

f€C(0,T;V), qecC(0,T;W). (7.37)
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7.2 Formulation variationnelle

En utilisant des arguments standards basés sur la formule de Green (3.14), nous
obtenons la formulation variationnelle suivante.

Probleme PV. Trouver un champ des déplacements u : Q) x [0,T] — V, un champ
des contraintes o : Q) x [0, T] — Q, un champ potentiel électrique ¢ : QO x [0, T| — W,
un champ d’adhésion B : I'3 x [0, T] — L?(T'3) ainsi qu'un champ des variables in-
ternes d’état k : Q) x [0, T] — Y tels que pour tout t € (0, T)

o(t) = Ae(u(t)) + Fe(u(t)) + EVo(t) (7.38)

—i—/g(O'(s) — Ae(u(s)) —E*Vo(s), e(u(s)), k(s))ds, (7.39)
k(t) = ¢(o(t) — Ae(a(t)) — E*Vo(t), e(u(t)), k(t)), (7.40)
(o (t), (v — (1)) g + jaa(B(t), u(t), v — () + jon (u(t), v —1i(t))

+ f( (t),0) = jpr(u(t), u(t)) = (f(t), 0o —u(t))y VoeV, (7.41)
D(t) = Ee(u(t)) —BVo(t), (7.42)
(D(t), VO)u + (v(u(t), o(t), Dw = (q(t), Dw VP €W, (7.43)
B(t) = (ﬁ( ) (v (Ro (1 (£)))? + e [Re(ue (1) P) —€a)+ pp-t € (0,T),  (744)

u(0) = k(0) = ko, B(0) = Bo. (7.45)

L’existence et I'unicité de la solution du probleme PV est énoncée et démontrée dans
la prochaine section.

7.3 Résultat d’existence et d’unicité

Notre résultat principal d’existence et d'unicité de la solution du probléme PV est
le suivant.

Theoreme 7.1. Supposons que les hypotheses (7.16)-(7.29) et (7.36) sont vérifiées. Alors, si

Ny < 1B B le probleme PV admet une solution unique {u, o, k, ¢, B} satisfaisant
aj
uecCH0,T;V), ¢ €C(0,T; Q) (7.46)
¢ € C(0,T;W), DeC(0,T; W), (7.47)
B e WY(0,T;L*(I3)) N Z, (7.48)
ke CHO,T;Y). (7.49)
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7.3 Résultat d’existence et d’unicité

La démonstration du Théoreme 7.1 est obtenue en plusieurs étapes. Nous suppo-
sons que les hypotheses du Théoreme 7.1 sont vérifiées, et nous considérons que c
est une constante générique positive qui dépend de ), I'1, I'x, I'3, A, F, G, €, ¢, pu,
pr, L et T et peut changer d"une place a l'autre. La démonstration est basée sur des
arguments des inéquations variationnelles dépendant du temps, des équations diffé-
rentielles et des arguments de point fixe.

Dans la premiére étape soient y = (y',4?) € C(0,T;V x Y) et g € C(0,T; V) don-
nés et on considere 1'inéquation variationnelle suivante.

Probléme PV,. Trouver un champ des déplacements v, : [0,T] — V tel que Vt €
[0, T]

(Ae(w45(0)),2(0 = 2g()) + jpr(8(1),2) = j5r((1), g (1))
> (f(t) —n'(t), v —vye(t))y VYo e V. (7.50)
Dans I’étude du probleme PV),, nous avons le résultat suivant.
Lemme 7.2. Le probleme PV,q admet une solution faible unique de la régularité
vy € C(0,T; V). (7.51)
Démonstration. Nous définissons 1'opérateur A : V — V par
(Au,v)y = (Ae(u),e(v)g Vu,veV. (7.52)
Il résulte de (7.16)(a) que
|Au — Av|y < Lylu —vly, Yu,v e V.
Ce qui implique que A : V — V est de Lipschitz. Par (7.16)(b) nous trouvons
(Au—Av,u—v)vzmA]u—v\%/, Yu,v €V,

c’est-a-dire A : V — V est un opérateur fortement monotone sur V. De plus, 'utili-
sation du Théoreme de représentation de Riesz, nous permet de définir un élément
F € C(0,T;V) par

(F(t),0)v = (f(t),0)v — (1 (1), 0)v,
sur V et de I'hypothese (7.36) sur jg,, par du résultat classique sur les inéquations
variationnelle elliptiques il existe une fonction unique v, (t) € V qui satisfait :

(Avqg(t),v - Uﬂg(t))Q +jfr(3(t)/7’) - jfr(g(t)/vng(t))
> (F(t),v —vye(t))y YoeV. (7.53)
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Soient t,t; € [0,T] et nous notons par #'(t;) = n;, f(t;)) = f, g(t;)) = g et
vye(t;) = v pouri=1,2.
Le fait que A est fortement monotone sur V, par la définition de la fonctionnelle jy,
donnée par (7.35) et '’hypothese (7.20) sur la fonction de contact p; et apres calcul
nous trouvons que

mlor —valy < C<|f1 —folv+im—mlv+|s —gzlv>-

Cette inégalité et la régularité des fonctions f, g et #! montrent que la régularité (7.51)
est satisfaite. n

Nous considérons maintenant I'opérateur A, : C(0,T; V) — C(0, T; V) défini par
t
Ayg(t) = ug + / vye(s)ds Vg € C(0,T; V). (7.54)
0

Lemme 7.3. L'opérateur Ay admet un point fixe unique g, € C(0,T; V).

Démonstration. Soient g1,> € C(0,T; V), 5 € C(0,T;V x Y). Nous appliquons (7.54)
pour obtenir

t

A1) — Aggal®)ly < ¢ [[or(s) —wals)lvds Ve € [0,T],
0

En utilisant 'inéquation (7.50), I'hypothese (7.16) sur A, I'hypothese (7.20) sur p- et
la fonctionnelle j;, donnée par (7.35) nous obtenons

v — |y <c|g1 — $|v.

Nous combinons les deux derniéres inégalités pour voir que

A1) = MygaDly < ¢ [Igi(s) —galo)lvds Vi [0,T)
0

Pour m est assez grand, l'opérateur Aﬂm est une contraction dans l'espace de Banach
C(0,T; V). Ainsi, par le théoreme de point fixe de Banach, I'opérateur Ay admet un
point fixe unique g, € C(0,T; V). O
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7.3 Résultat d’existence et d’unicité

Nous considérons maintenant le probleme suivant.

Probleme PV}, Trouver un champ des déplacements u,, : [0, T] — V tel que Vt € [0, T],
u(0) = ug et

(Ae(ty(t)),&(0 — 1y (1)) o + jpr (y (1), 0) = jgr (1 (£), 31 (1))
+ (i (8), 0 =1y (1) = (f(8), 0 =y (£))y YoeV. (7.55)

Dans I’étude du Probleme PV, nous avons le résultat suivant.
Lemme 7.4. Le Probleme PV, admet une solution unique satisfaisant la régularité (7.46).

Démonstration. Pour € C(0,T;V x Y), nous notons par g, € C(0,T; V) le point fixe
obtenu dans Lemme 7.3 et soit u; la fonction définie par

t
1y (F) = up + / Oy, (s)ds 'Vt € [0,T]. (7.56)
0

Nous avons A, g, = g, donc de (7.54) et (7.56) il résulte que u;, = g;. Par conséquent,
nous prenons g = g, dans (7.50), nous voyons que u; est la solution unique du
Probleme PV, de la régularité (7.46). O

Dans la deuxieme étape, soit # € C(0,T;V x Y), on utilise le champ de déplace-
ment u, obtenu dans Lemme 7.4 et on consideére le probléeme variationnel suivant.

Probleme QV,. Trouver le champ des potentiels électriques ¢, : [0,T] — W tel que
Ve [0,T]

(BVey(t), Vo) )u — (Ee(uy(t)), Vo) u + (7(uy(t), 9y (), ¢)w = (q(t), ¢)w V¢ %7V5V7-)
Nous avons le résultat suivant. '

Lemme 7.5. Le Probleme QV,, admet une solution unique ¢, qui satisfait la régularité (7.47).
De plus, si uy, = u; et ¢, = @; sont les solutions des Problemes PV, et QV},, respectivement,
pour y1; € C(0,T; V), i =1,2. Alors il existe c > 0 tel que

P1(t) — @2(D)lw < clun(t) —wa(B)]y VE € [0, T). (7.59)
Démonstration. Voir la démonstration du Lemme 6.3 (Chapitre 6). [
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7. Probléme de contact avec frottement en piézoélectricité

Dans la troisiéme étape nous utilisons la solution u,; du probleme PV; pour for-
muler le probleme auxiliaire suivant.

Probléme PVj. Trouver un champ d’adhésion g, : [0, T] — L%(T3) tel que

Br(t) = = (By(®) (o (Ro(atyu (1) + ye|Re (e ()1?) —ea) . (759)
By (0) = Po. (7.60)

Ou uyy, uyr désignent respectivement la composante normale et tangentielle de la
fonction u,. Nous avons le résultat suivant.

Lemme 7.6. Le probleme PVy admet une solution unique B, € W->(0, T; L*(T'3)) N Z.

Démonstration. Nous utilisons des arguments similaires a ceux utilisés dans la dé-
monstration du Lemme 6.4 (Chapitre 6). O

Nous définissons k, € W?(0,T;Y) par

knﬁ)::k0+l/n2@yh. (7.61)

Dans la quatrieme étape, nous utilisons la solution #;, du Probleme PV, La solution
¢y du Probleme QV), et k; la variable interne d’état définie dans (7.61) pour formuler
le probleme de Cauchy pour le champ des contraintes suivant.

Probleme PVo,. Trouver le champ des contraintes ¢, : [0, T| — Q tel que

t

oy (t) = Fe(uy(t)) + /Q(o’n(s),e(uﬂ(s)),kﬂ(s))ds vVt € [0, T]. (7.62)
0

Dans I’étude du probleme PV oy, nous avons le résultat suivant.

Lemme 7.7. Le probleme PV o, admet une solution unique oy € C1(0, T; Q).
De plus, si o; et u; représentent les solutions des problemes SV, PV, respectivement, et k;
est défini dans (7.61) pour y; € C(0, T;V x Y), i = 1,2, alors il existe c > 0 tel que

1(t) = e2(0)fy < (I (1) = () + i) — wa(s) s+ [ (5) ~ k(o)
0 0
Vte[0,T]. (7.63)
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7.3 Résultat d’existence et d’unicité

Démonstration. Nous utilisons des arguments similaires a ceux utilisés dans la dé-
monstration du Lemme 6.5 (Chapitre 6). O

Enfin, comme conséquence de ces résultats précédents et en utilisant les propriétés
des opérateurs F, G, £, la fonction ¢ et les fonctionnelles j 4 et j,c pour t € [0, T], nous
considérons 1'opérateur

An(t) = (Alqy(t), A*y(t)) € V X Y, (7.64)
défini par

(Ay(1),0)v = (Fe(uy(t)), e(v)) g + (Ve (1), £(v)) o

t
= ([ tets) et ),y 55 200))
0 Q
+ Jad(By (t), 1y (t),0) + juc(uy(t),v) Vo €V, (7.65)
A2(t) = (g (), ey (1)), Koy (1), (7.66)

Ici, pour tout # € C(0,T,V xY), uy, ¢y, By, oy représentent le champ des dépla-
cements, le champ des potentiels électriques, le champ d’adhésion, le champ des
contraintes obtenus dans les lemmes 7.4, 7.5, 7.6, 7.7 respectivement et k; est la va-
riable interne d’état donnée par (7.61). Nous avons le résultat suivant.

Lemme 7.8. L'opérateur A admet un point fixe unique 5. € C(0, T; V X Y) tel que Ay, =
M-

Démonstration. Soient 51, 71, € C(0,T; V x Y). Nous écrivons pour i = 1,2,
uﬂl‘ =0, (P;yl- — 901‘/ ﬁl’]i - ﬁi/ 0-17,‘ =0, k171‘ — ki'

En utilisant (3.9), (7.17), (7.18), (7.20), (7.22), (7.63), (7.65) et la définition de R,, R;
pour déduire que

— ui/ ui’]

1

1

Al (1) = Ala(0)} < c(|u1<t> — () + [ ln(s) — ua(s) s + |1 (8) — @2(6)

; / ()~ Ka(s)Res + [Ba (1) = Balt) g, ) 7.67)

D’autre part, de (7.59) et (7.60) on peut écrire

Bilt) = Bo— [ (Bi(5) (7 (Rulwin () + 7 Reluie(5)2) — e4) s,

+
0
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et alors

B1(6) = B2y < € /Vl Ry (110(5))" = Bals) (R (12,(5)))?

t

+c/ ‘ﬁ1(5)|Rr(u1T(S))|2 — B2(s)|Re (e (s)) 7

0

L2(T3)

Des définitions de R, et R+ et le fait que 1 = 1 — B2 + B2 nous trouvons

Wﬂﬂ—ﬁﬂﬂm@gSC(/Wﬂ@—ﬁﬂﬂmayk+/Wﬂﬂ—uxﬂ@GN%).
0 0

(7.68)
Nous utilisons le Lemme de Gronwall et (3.11) pour obtenir

t

BL(t) = Bat) Bayr,) < ¢ [ lmn(t) = ma(t) . 7.69)

0
Nous substituons (7.58) et (7.69) dans (7.67) nous voyons que

Al () — Alga(1)
<c(lm(0) = mOf + [n(s) - w©Rds + [Iki(s) - ka(s)fpds ). 770
0 0

Par des arguments similaires, de (7.66), (7.63) et (7.19) il résulte que
t

2 (6) = A2na(0) <l (1) — a0+ [l (5) = ma(o) s

t 0
() = ka0 + [k - ka(o)fds). @7
0
Donc

[Anpy () — A () [5y < C(lul(f) —uy (1) + /|u1(s) — uy(s)[3ds
0
) = ka(OR + [lla(s) ~ka)Rds ). 772
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7.3 Résultat d’existence et d’unicité

De plus, de (7.50) nous obtenons
(Ae(v1) — Ae(2), (w1 — v2)) 0
< jpe(,02) — jpr(un,01) + jpe (2, 01) — jpr (w2, 02) — () — 3, 01 — w2y (7.73)
Il résulte de (7.73), (7.20) et (7.35) que
(Ae(v1) — Ae(v2),e(v1 — 1)) g < — (1t — 13,01 — o)y + clug — ua|y |1 — 2|y
En intégrant cette inégalité sur 'intervalle [0, t] et par la condition (7.16) nous trouvons

t t

[ lor(s) = wa(s) s < ¢ [ (Irh(6) = Oy + ()~ wa(o)lv ) or(s) — wa(o)ves,
0 0

2
. A a
pour tout t € [0, T|. Ensuite, en utilisant 1'inégalité 2ab < 7 + ’ybz nous trouvons

t

t
Jlor(s) = wa(e)fpas < c [ (1n6) —mb(o) + lin(s) — ma(s) p )as v 0,7
" " (7.74)

Car u1(0) = u2(0) = up nous avons
t
i (£) = a(8) s < c [ fon(s) = oa(s) s (7.75)
0
En utilisant (7.75), (7.74) et en appliquant 'inégalité de Gronwall pour constater que
t
s (8) = wa(8) s < c [} (s) — mh(s) s 7.76)
0
D’autre part, de (7.61) il vient que
t
k() — ka(t) Bets < ¢ [l (s) = 1B (s) s 7.77)
0

Nous remplagons (7.76) et (7.77) dans (7.72) pour voir que

t
A1) = Aoy < ¢ [I1(5) = 12(6) s
0
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7. Probléme de contact avec frottement en piézoélectricité

Nous réitérons cette inégalité n fois pour trouver que

(cT)"
n!

2 2
|A'rpy — An’72|C(O,T;V><Y) < | — 172|C(0,T;V><Y)’
Ainsi, pour n assez grand, l’application A" est une contraction dans l'espace de Ba-
nach C(0,T;V x Y), donc A admet un point fixe unique. O

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour établir la démonstration du
Théoreme 7.1 c’est-a-dire l'existence et 1'unicité de la solution faible du probleme
mécanique P.

Démonstration. Soit 4. = (4',#*) € C(0,T; V' x Y) le point fixe de I'opérateur A défini
par (7.64)-(7.66) et nous notons

u=uy, ¢=¢u, Bp=Ppn, k=ky, (7.78)
oc=Ae(u) +EVo+ oy, (7.79)
D = E&(u) — BV ¢. (7.80)

Nous démontrons que (u, 0, ¢, D, B, k) satisfait (7.38)-(7.45) et les régularités (7.46)-
(7.49). En effet, nous écrivons (7.62) pour 5 = 5, et nous utilisons (7.78)-(7.80) pour
obtenir (7.38). Nous considérons (7.55) et (7.61) pour 5 = 5, et nous utilisons les éga-
lites Al(y4) = 11 et A%(y4) = 5o combinées avec (7.65)-(7.66), (7.38) et (7.78) pour
conclure que (7.40)-(7.41) sont vérifiés. Nous écrivons (7.57) pour 5 = 5, et nous utili-
sons (7.78) et (7.80) pour obtenir (7.42)-(7.43). Nous écrivons (7.59) pour 5 = 1. (7.78)
pour obtenir (7.44). En suite, (7.45) et les régularités (7.46)-(7.49) résultent des Lemmes
7.4,7.5,7.6 et la relation (7.61). La régularité de o est une conséquence des Lemmes
7.4,75,77, les relations (7.78)-(7.79) et les hypotheses sur A et £. La régularité de
D résulte de la régularité de u et ¢ données par (7.46)-(7.47), la relation (7.80) et les
hypotheses sur B et £.

L'unicité du Théoreme 7.1 est une conséquence de 1'unicité du point fixe de 1’opé-

rateur A défini par (7.64)-(7.66) et I'unicité des solutions des problemes PV;, QV;;, PVp
et PVg, . ]
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Chapitre 8

Probleme thermo-viscoélastique avec
frottement, endommagement et
diffusion d'usure

Ce chapitre aborde une analyse variationnelle d'un probléme quasi-statique
décrivant le contact avec frottement entre un corps thermo-viscoélastique et une base
mobile impliquant 'usure et la diffusion d"usure de la surface de contact. L'effet
d’endommagement est pris en considération dans la loi constitutive
thermo-viscoélastique. Le contact est modélisé par une condition de compliance
normale associée a une loi de frottement ou le coefficient de frottement dépend de la
densité des particules d'usure, de la température et du taux de glissement. L'usure
prend place sur une partie D, de la surface de contact, tandis que la diffusion des
débris matériels a lieu dans tout le domaine de contact I's. L'usure est accompagnée
par un échange thermique entre le corps et la base et un effet thermique du au
frottement. La diffusion d’usure est décrite par I'équation de diffusion. Nous
établissons un résultat d’existence et d"unicité de la solution faible sous une
hypothese de petitesse. La démonstration est basée sur des résultats sur les
inéquations variationnelles elliptiques, les inéquations variationnelles paraboliques,
les équations d’évolution de premier ordre et des arguments de point fixe. Ce
chapitre a fait I’'objet d'une communication internationale [49].

Sommaire
8.1 Probleme mécanique et hypotheses . .................. 126
8.2 Formulation variationnelle . . . . ... ... ............... 131
8.3 Existence et unicité delasolution . . . ... ............... 132
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8. Probléeme thermo-viscoélastique avec frottement, endommagement et diffusion
d’usure

8.1 Probleme mécanique et hypothéses

Nous nous plagons dans le cadre physique que nous avons présenté dans Chapitre
3 de cette these (Figure 3.2) avec une base mobile. Nous supposons que I'; est un do-
maine régulier dans le plan x3 = 0, de frontiére v, alors que la fondation est plane et
se déplace dans le plan x3 = —g < 0 avec une vitesse v*. Le contact est modélisé par
une condition de compliance normale associée a une version de la loi frottement de
Coulomb ot1 le coefficient de frottement dépend de la densité des particules d'usure,
de la température et du taux de glissement. L'usure se produit sur une partie D, de
I's tandis que de la diffusion des débris matériels se fait sur tout le domaine I's. Sous
ces hypotheses, le probleme mécanique se formule de la fagon suivante.

Probléme P. Trouver un champ des déplacements u : Q) x [0,T] — R3, un champ
des contraintes ¢ : Q) x [0, T] — S3, un champ des températures 6 : Q x [0,T] — R,
un champ d’endommagement B : Q) x [0,T] — R et une densité des débris d'usure
¢:T3x[0,T] — R, tels que

o= Ae(u)+G(e(u),p) —C(6,8) dans Q) x (0, T), (8.1)
B—kiAB+opy(B) D ple(u),6,B) dans Q x (0, T), (8.2)
Divo + fo =0 dans Q) x (0,T), (8.3)
u=20 sur I'1 x (0,T), (8.4)
ov=1[ sur I', x (0,T), (8.5)
—CUv = Pv,s T |< Vs
{ (rjz _;; PV|Z|§UZi|| SI;ZT L sur I3 x (0, T), (8.6)
{ — div(kV{) = kupyR*(| e — 0™ |)x|p,,] surI's x (0,T), (8.7)
(=0 sur al's x (0, T), (8.8)
0 — div(K.V0) = ¢(1,0,B8) + g dans Qx (0,T), (8.9)
ki]-G,,nj = hy (g, 0, | ny —o* |> — ke(g — 91{) sur I' X (O, T), (8.10)
6=0 sur ' UT, x (0, T), (8.11)
g—f =0 sur I' x (0,T), (8.12)
u(0) =uy, 6(0) =6y, PB(0)=Po dans O, (8.13)
¢(0) = o sur I'. (8.14)
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8.1 Probleme mécanique et hypotheses

Ici, py = pv(uy — ACX(Do] — Q) etu=u(Z,0,| ur—o*|) estle coefficient de frottement
qui dépend de la densité des particules d'usure, de la température et du taux de glis-
sement. Equation (8.1) représente la loi de comportement thermo-viscoélastique, ot1
o désigne le tenseur des contraintes, u représente le champ des déplacements, # est
la vitesse, 0 est le champ des températures et (u) est le tenseur des petites déforma-
tions. Ici, A et G sont des opérateurs nonlinaires décrivant les propriétés purement
visqueuses et élastiques du matériau, respectivement et C représente le tenseur de di-
latation thermique. L'équation (8.2) représente l'inclusion utilisée pour 1’évolution du
champ d’endommagement. L'équation (8.3) représente 1’équation d’équilibre, puisque
le processus est supposé quasi-statique. Les équations (8.4)-(8.5) sont les conditions de
déplacement-traction. La condition (8.6) représente la condition de compliance nor-
male avec usure associée a une version de la loi de frottement de Coulomb. L'équation
(8.7) représente I'équation de diffusion non linéaire, 1’équation (8.8) est la condition
aux limites absorbante.

L’évolution du champ de température 6 est régie par I’équation de la chaleur, ob-
tenue de la conservation d’énergie et définie par I'équation différentielle donnée dans
(8.9), ot1 K. = (k;;) représente le tenseur de conductivité thermique avec div(K:V0) =
(kijf;); et q(t) est la densité de la source thermique. La condition aux limites de
température associée est donnée par (8.10). Dans (8.11) la température est nulle sur
rurs.

L’équation (8.12) représente la condition de Neumann. Dans (8.13) et (8.14) ug est
le champ de déplacement initial, ) est la température initiale, By est le champ d’en-
dommagement initial et {y est la densité surfacique des particules d'usure initiale.

Dans ce chapitre on note par Y l'ensemble des fonctions d’endommagement ad-
missibles défini par

Y={¢cHY(Q) : 0<¢<1pp.dansQ}

Dans I'étude du probléeme mécanique (8.1)-(8.14) nous considérons les hypotheéses
suivantes.

L'opérateur de viscosité A : Q x §* — S3 satisfait :

( (a) Il existe une constante L4 > 0 telle que
| A(x,e1) — A(x, &) |[< Lg|e1—e| Ve, e €S, pp.xeQ.
(b) 11 existe une constante m_4 > 0 telle que
(A(x,&1) — A(x,&2)).(e1 — &) >my | &1 — & |* Ve, e €S2, pp.x € Q.
(c) L'application x — A(x, &) est mesurable sur Q pour tout & € S°.
(d) L'application x — A(x,0) appartient a Q.

\

(8.15)
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L'opérateur d’élasticité G : Q) x S3 x R — S3 satisfait :

(a) 1l existe une constante Lg > 0 telle que
| G(x,e1,P1) —G(x,82,B2) [ Lg(| &1 — &2 | + | p1 — B2 |)
Ve, &2 €83, VB, B €ER, pp.x € QL
(b) L'application x — G(x, &, B) est mesurable sur Q pour tout e € > et B € R.
(c) L'application x — G(x,0,0) appartient a Q.
(8.16)
La fonction de source d’endommagement ¢ : Q x S* x R x R — R satisfait :

( (a) 1l existe une constante Ly > 0 telle que
| ¢(x,€1,01, B1) — p(x, 82,02, B2) |[< Lo(| &1 —&2 [+ [ 61 =02 | + | p1 — B2 |)
Ve, e, € S3, V01,62, 81,82 € R, pp. x € Q.
(b) L'application x — ¢(x, €0, B) est mesurable sur ()
pour tout e € S> et 6,8 € R.
| (c) Lapplication x — ¢(x,0,0,0) appartient a L>(Q).

(8.17)
L'opérateur de dilatation thermique C : Q x R x R — S3 satisfait :

(a) Il existe une constante Lc > 0 telle que

| C(x,61, 1) — C(x,02,B2) |< Le(| 61— 62| + | pr — B2 |)

V91,92,‘31,‘32 € R, pp-xc Q. (8.18)
(b) L'application x — C(x, 0, B) est mesurable sur Q) pour tout 6, 8 € R.
(c) L'application x — C(x,0,0) appartient a Q.

Les fonctions de compliance normale p, : I's x R — R satisfont :

(a) 11 existe une constante L, > 0 telle que
| pv(x,u1) — pu(x,uz) [< Ly | ug —up | Yug,up €R, p.p. x € Ts.
(b) L'application x — p,(x,u) est mesurable sur I's pour tout u € R. (8.19)
(¢) pv(x,u) = 0 pour tout u <0, p.p. x € I's.
(d) py(x,u) < p;Vu € R, p.p. x € Ts.

Le coefficient de frottement y : '3 x R3 — R satisfait :

(a) Ils existent deux constantes positives L, et u* telles que
| pu(x,a1,b1,01) —p(x,a1,b1,02) |[S Ly(far —aa [+ [ by —ba [+ [c1—c2 |)
Vay,ap,b1,by,c1,¢0 € R, pPp-xc< I's.
(b) Lapplication x — p(x,a,b,c) est mesurable sur I';, Va,b,c € R.
(c) u(x,a,b,c) < u*Va,b,ceR, pp.x€cTs.
(8.20)
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La restriction principale sur p, dans (8.19) est son bornitude. Bien que la fonction
pv = ¢y(r4)™ ou ¢, est une constante positive, m, est un exposant positif et ry =
max {0, 7} ne satisfait pas la condition (8.19), la fonction troncature

orn _ Joeu(re)™ si r<p,
pu(r) = { cv(p)™ si r>p,

pour p > 0 donné et p! coincide avec p, sur (—oo, p]. Puisque l'interpénétration des
aspérités de surface du corps dans celle de la fondation est suffisamment petit, on
peut remplacer la fonction de compliance normale p, par la fonction de compliance
normale régularisée pf. Un commentaire similaire pourrait étre fait sur I’hypothese
(8.20) sur le coefficient de frottement qui est supposé de Lipschitz et borné.

L'opérateur dans 1'équation de chaleur ¢ : Q) x R® x R x R — R satisfait :

(a) Il existe une constante Ly > 0 telle que
| (x, 81,01, 1) — P(x, 62,02, B2) [S Ly(| &1 =81 |+ 61— 02 [+ [ B1— P2 |)
V(’,‘l,(',‘z S ]R?), V91,92,,31,,32 € R, pp-xc Q.
(b) L'application x — ¢(x, &, 0, B) est mesurable sur Q, V& € R3, V9,8 € R.
(c) L’application x — (x,0,0,0) appartient a L2(Q).
(8.21)
La fonction tangentielle /g : I's x R3® — R satisfait :

(a) Il existe une constante Ly > 0 telle que
| hg(x,al,bl,cl) —hg(X,le,bz,Cz) |§ Lg(’ ap — ar ’ + | by — by | + ‘ 1 —C2 ‘)
Vay,az,b1,by,c1,00 €R, pp.x €T3.

(b) L'application x — hg(x,a,b,c) est mesurable sur I's, Va,b,c € R.

(¢) L'application x — hy(x,0,0,0) appartient a L?(T3).

(8.22)

Pour certains c; > 0, pour tout (&;) € RY
Ke = (kij), kij=kji € L™(Q), kij¢;Ci > cxGidi- (8.23)

La fonction initial d’insertion g satisfait :
g€ L%(T3), ¢>0 surTs. (8.24)

Le coefficient de diffusion d’usure satisfait :

ke L®(T3), k>k* >0 surTs. (8.25)
v* : T3 x [0, T] — R3 est une fonction continue. (8.26)
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d’usure
Pour la densité de la source thermique, nous supposons que
g € L?(0, T; L*(Q)). (8.27)
Les forces volumiques et les tractions surfaciques ont la régularité
fo € C(0,T;H), fo € C(0,T; L?(I1)%). (8.28)

Les données initiales et les données sur la frontiére satisfont :

uy €V, {o € L3(T3), Bo €Y, 0y € L>(Q), g € L?(0,T; L*(T3)), ke € L®(Q, R ).

(8.29)
Nous définissons la fonction f : [0, T| — V par
(F(),0)y = /Q folt)odx + /r h(hvda Voev. (8.30)
Nous définissons aussi la forme bilinéaire a : H}(I'3) x Hj(I'3) — R par
a(, &) = /r KVEVida (8.31)
Nous définissons la forme bilinéaire b : H'(Q) x H!(Q) — R par
b(E, ¢) = ke /Q VeV dx. (8.32)
Ensuite, nous définissons la fonctionnelle j : L?(T'3) x E x V3 — R par
(€ 00,w) = [ p(ue ~ATx(p,) — Diwrda
+ [ @0, oe =0 Dpulus ~ATxp,) —g) | e o | da
V¢ € L*(T'3),V6 € E,Yu,v,w € V. (8.33)

Enfin, l'opérateur F : H}(T'3) x E x V3 — H~!(T3) est donné par

(F(,0,,0,w).8) 1111y ()
= [ kn(@,6,1 ve =" Dpui = Aoxin, — $IR" (| we —o" |)ida
3
V{,& € H}(T3),V0 € E,Yu,v,w € V. (8.34)
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8.2 Formulation variationnelle

En utilisant des arguments standards basés sur la formule de Green (3.14) nous
obtenons la formulation variationnelle suivante.

Probléme PV. Trouver un champ des déplacements u : [0,T] — V, un champ des
contraintes ¢ : [0,T] — Q, un champ des températures 6 : [0,T] — E, un champ
d’endommagement B : [0, T] — H!(Q) et une densité des débris d'usure { : [0, T] —
H}(T3) tels que

o(t) = Ae(a(t)) + G(e(u(t)), p(t)) — C(6(t), B(t)), (8.35)
(o (t), ( —u(t))Q +7(2(8),0(8),u(t),a(t),v) —j(C(t),6(t), u(t),u(t),7(t))
> (f(t),v—u(t)y VoeV, (8.36)
B(t) € Y, (B(t),¢ — B(t)) 12 + b(B(E), & — B(t))
> (¢p(e(u(t)), 0(t), B(t )) ¢—B(t)2iq) V6e€Y pp.te(0,T), (8.37)

O(t) + KO(t) = S(a(t), u(t),{(t),0(t), B(t)) +Q(f) dans E' pp.te (0,T), (838)
(C(1), O pr1 () (rs) + (8 (1), 8) = (F(Z(8),0(t),u(t),a(t), (), &) 1 (ry) et 1)

v € HY(T3) pp.te(0,T), (8.39)
u(0) = uo, B(0) =pPo, ¢(0)=7Co, 8(0) = by, (8.40)

ouQ:[0,T] - E,K:E— E'etS:V?x L?(I'3) x E x L?2(Q)) — E’ sont donnés par

(Q(t), 1) ErxE _/ keOr(t qda+/ t)ndx, (8.41)
oT 91
(Kt 1 E,XE_UZl/ 3 o O 4x +/ k.T.da, (8.42)

(S(4,9,2,6,B), )ErwE = /r ho(8,0,| ve—o" Dpda+ [ 9(w,0,pydx, (349

pour tout u,v € V, 0,17, € E, B € L>(Q) et { € L?*(T3). Ci-dessous dans ce chapitre
u1, uy, v1 et vy représentent des éléments de V, 61, 0, sont des éléments de E et {3, (»
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sont dans L?(T'3). Finalement, nous utilisons (8.33) pour voir que

j(C1, 61, u1,01,v2) — j(C1, 01, 11, 01,01) + (G2, 00, w2, 02,01) — j({2,01, 42,2, 02)

< /Pv(“lv - Ang[Dw} - 8) (021/ - Z)11/)(/1‘1 + / Pv(uZV - /\€2X[Dw] - g) (vlv - UZv)dﬂ
I3 I3

+ [ 1@,01, | o1 =0 Dy, = Ao1xip,) — 8) | o1c — v2c | da
I3

— [ (G282, o2 = 0" Doz = Moaxip, = 8) | o1 = v2c | da
I3

< / (Pv(“lv — AliX(p,) — 8) — Pv(u2v — Al2X(p,] — g)) | o1y — 02y | da
I3

+/V(C1,91,\ v — 0" |) (Pv(ulu — Al1X[D,] — &) — Pv(t2v — AlaX (D, —g)) | v1¢ —vor | da
I3

[ (w181, o1 =07 1) = 1@, 02| 02— 0 ) puliz, — AZ2(p,) — 8) | O1c — 02c | da
I3

De 'hypothese (8.19) sur p,, de I'hypothese (8.20) sur yu, de (3.5) et (3.24) nous trou-
vons que

].(Cll 91/ ui, 01, vZ) - j(gll 91/ ui, 01, U]) +](€2/ 02/ uz, 0y, '01) - j(C2I 01/ uz, 0y, 7)2)
< C%(Lv + y*Lv)|u1 — u2|V|vl — 772|V
+ co(LuA + " LyA + pyLy)|1 — Calp2(ry) lo1 — v2lv

+ CoérpijLV | 91 — 92 ’E —|—p§LVC%|Ul - 172|%/ (8.44)

Cette inégalité sera utilisée plusieurs fois dans la section suivante.

8.3 Existence et unicité de la solution

Pour établir 1'existence et 1'unicité de probleme PV, nous avons le théoreme sui-
vant.

Théoreme 8.1. Supposons que les hypothéses (8.15)-(8.29) sont vérifiées. Il existe une constante
c* > 0 dépend de co, m 4 et Ly, telle que si pj, < c* alors le probleme PV admet une solution
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unique {u, o, B,0,} satisfaisant

uecCH0,T;V), ¢ €C(0,T;Qy), (8.45)
B e HY(0,T; L2(Q)) N L3(0, T; H(QY)), (8.46)
0 € C(0,T;L*(0))NL%(0,T;E), 8 € L*(0,T;E), (8.47)
7€ L*(0,T; Hi(T3)) N C(0, T; L3(T3)), ¢ € L?(0,T; H 1(T3)). (8.48)

Nous concluons que, sous les hypotheses (8.15)-(8.29), le probleme mécanique
(8.1)-(8.14) admet une solution faible unique avec les régularités (8.45)-(8.48). La dé-
monstration de ce théoréme est obtenue en plusieurs étapes. Elles est basée sur les
inéquations variationnelles elliptiques, les inéquations variationnelles paraboliques,
les équations d’évolution du premiere ordre et des arguments de point fixe. Nous
supposons dans ce qui suit les hypotheses (8.15)-(8.29) sont vérifiées et supposons
que

piLy < my. (8.49)

Dans la premiére étape nous considérons le probléme suivant ot a € L2(0, T; H1(T3)).

Probleme PV,. Trouver {, : [0, T] — H}(T3) tel que
(Calt), C;()Hfl(rS) «HL(rs) T a(Ga(t), ) = (a(t), g)Hfl(r3) X H} (T3)
V¢ € Hy(T3), pp-t € (0,T), (8.50)
Ca(0) = o (8.51)
Lemme 8.2. II existe une solution unique du probléme (8.50)-(8.51) satisfait
Lo € 12(0, T; HY(T3)) N C(0, T; LA(T3)), &, € L2, T;H\(T)).  (8.52)

De plus, si {; est la solution du probleme PV, correspond a & = a; € L?(0, T; H-Y(T'3)), pour
i=1,2, alors

t t
|01 () — Ca(t) %2@3) + /|V§1(5) - VCZ(S)EZ(Q)ZdS < C/|“1(5) - “Z(S)ﬁ{*l(n)ds
0 0

Vte[0,T].  (8.53)

Démonstration. Nous utilisons un résultat d’équations d’évolution avec des opérateurs
linéaires et monotones.

Maintenant, nous écrivons 1’équation (8.50) pour (i (s) avec ¢ = {a(s) — {1(s), puis
pour {»(s) avec & = (1(s) — {2(s) et en ajoutant les égalités résultantes, nous obtenons

(C1(5) = €1(s), C1(5) = G2(8)) pa(ry) erp(rs) + (K(VC1(8) = VE2(5)), VEi(s) = VEa(s)) 2y
= (a1(s) — aa(s), Ca(s) — gZ(S))Hfl(rs)ng(m) pp-s<(0,T), (8.54)
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En intégrant 1’équation ci-dessus sur (0,t) pour t € [0, T|, en utilisant I'inégalité de
Poincaré et I'inégalité de Young pour € € (0,k*), nous trouvons

t

%|€1(f) — (B [F2(ry — %|€1(0) —02(0) |12, +K /|V§1(5) — Vo (8) T2(r, 2 s
0

t
< [laa(s) = a2(8) 1y 61(8) = 28 12 s
0

t

t
< c/|a1(s) — zxz(s)ﬁ{,l(mds + e/|VCl(s) - VCz(S)|%2(r3)2dS Vi e [0, T].
0 0

Car {1(0) = 2(0) = o sur I's et € < k*, nous obtenons (8.53). O

Maintenant, soit p € LZ(O, T; E') et on considere I’équation d’évolution suivante.

Probléme PV,. Trouver 6, : [0, T] — E tel que
0o(t) + KOo(t) = p(t) dans E', pp.t € (0,T), (8.55)
QP(O) = 0. (8.56)
Nous avons le résultat suivant.

Lemme 8.3. Le probleme PV, admet une solution unique qui satisfait la régularité (8.47). De
plus, il existe ¢ > 0 tel que Vp; € L2(0, T; E"), notons par 0, = 0;,1=1,2,

61(6) — 02(0) [y + [ 16(5) —0as) s <c [ n(s) = pats) s v € [0,T]
0

(8.57)

Démonstration. La démonstration résulte de la théorie des équations d’évolution clas-
siques du premier ordre donnée dans [7,60]. Ici, le triple de Gelfand est donné par
E C L%*(Q) C E'. L'opérateur K est linéaire et coercive. Par l'inégalité de Korn, nous
avons

(KTIT)E/XE >c ‘ T ‘%/
otl, ¢ > 0 désigne une constante générique dont sa valeur peut changer d"une ligne a
I'autre.
Maintenant pour Vp1, 02 € L2(0, T; E') nous avons pour p.p. s € (0,T)

(61(s) — 02(5),61(s) — 02(5)) 2(a) + (KB1(s) — Kba(s),01(s) — 0a(s) ) '
= (p1(s) — p2(s),01(s) — 62(s)) ' xE-
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Puis en intégrant sur l'intervalle (0, t) et (8.57) est une conséquence de (8.23) et (8.42).
O

Dans la troisiéme étape, soit v € L?(0, T; L?>(Q))) donné et nous considérons le pro-
bleme variationnel suivant pour le champ d’endommagement.

Probléme PV,,. Trouver un champ d’endommagement B, : [0, T] — H(Q) tel que

By(t) €Y, (B, (1),& = By(t)12(q) + b(By (1), & — By (1)
> (v(£),8 = By())2q) VE€Ypp.te(0,T), (8.58)
B(0) = Bo. (8.59)

Lemme 8.4. Le probleme PV., admet une solution unique B, tel que
B, € H'(0,T; L*(Q)) N L2(0, T; HY(QY)). (8.60)

De plus, si B; est une solution du probleme PV., correspond i v = y; € L2(0,T; L?(QQ)),
pour i = 1,2, alors

t t

B1(t) _,32(t)|%2(0) +/|/31(5) _,32(5)&2(9)515 < C/|’)’1(5> _’)’2(5)|%2(Q)d5 vt € [0, T].
0 0

(8.61)

Démonstration. Nous utilisons (8.32), By dans (8.29) et un résultat classique d’existence
et d"unicité sur les inéquations variationnelles paraboliques. O

Maintenant, nous substitutions (8.35) dans (8.36) et nous considérons 1'inégalité

variationnelle obtenue avec { = (4,0 = 6, et B = B,. Soit (z,h) € C(0,T; V)? donné,
nous obtenons le probleme variationnelle suivant.

Probléme PV, ;. Trouver un champ des déplacements v, [0, T] — V tel que

(Ae(vap'yzh(t))rg(v - vzxp'yzh(t)))Q + j(Ca(t)/Qp(t)/ z(t),h(t),v)

— J(Ca(t), 0(t), 2(t), h(t), Vapqan(t)) = (F(£), 0 — Vapqan(t) v

— (G(&(z(t)), By(t)), (v = vapzn(t))) @ + (C(6p(£), By (£)), €(0 — Vapzn(t))) 0
VoeV,te(0,T). (8.62)

Lemme 8.5. [l existe une solution unique du probleme (8.62) satisfaisant vyp..;, € C(0,T; V).
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Démonstration. En utilisant des résultats des inéquations variationnelles elliptiques,
nous concluions qu’il existe une solution unique vtxp'yzh(t) du probleme (8.62) pour
te (0,T).
Maintenant, nous montrons que v, : [0, T] — V est continu. Soient ¢y, £, € (0,T),
nous notons vocp'yzh(ti) = 0;, Ctx(ti) = Cir Qp(tl') = 91', ,37(1'1') = ﬁi, Z(ti) = Zj, h(ti) = hz'
et f(t;) = fi pour i = 1,2. Nous utilisons (8.62) pour trouver
(Ae(v1) — Ae(v2),e(v1 —v2)) g < j(C1, 01,21, 11, 02) — j(C1,01, 21, By, 01)
+ (82,62, 22, h2,v1) — j(82,02, 22, h2, v2) + (G (&(21), B1) — G(e(22), B2), €(v1 — v2)) 0
+ (C(61, B1) — C(62, B2), e(v1 — v2)) o + (f1 — fo, 01 — v2)v-
La condition (3.11), 'estimation (8.44) et les hypotheses (8.15), (8.16) et (8.18) nous
donnent
my v —wo |y
< (Lg +c§(Ly +p*Ly)) | 21— 22 v +cGpyLy | I —ha |y
+ (Lg+Lc) | B1 = B2 [12() +co(ALy + p* LA + pyLy) | G1 — G2 |i2(ry)

+ | fi—folv +(Le+coCrLupy) | 61— 62 |, (8.63)
Ce qui implique que v,y : [0, T| — V est une fonction continue. [

Nous considérons maintenant ’opérateur Ap,. : C(0,T;V) — C(0,T; V) défini

par
Aap'yzh — vﬂép’)/Zh‘ (8.64)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 8.6. L'opérateur N\yp, . admet un point fixe unique hyp,, € C (0, T; V).
Démonstration. Soient hy,hy € C(0,T;V) et soit v; la solution du (8.62) pour h = h;,
c’est-a-dire v; = Vnpyzhys i = 1,2. La définition de I'opérateur Ay, donnée dans (8.64)
implique

Nous utilisons des arguments a ceux ci utiliser pour l'estimation (8.63) pour obtenir

ma | v1(t) —va(t) [v< gpiLy | a(t) —ho(t) |v - Vt€[0,T].

Donc
cgpv Ly
| Aap’yzhl(t) - Aocp'yth(t) |V§ m—.A | hl(t) - hz(t) |V vt e [0/ T] :
L'hypothese (8.49) implique que I'opérateur A,p,. est une contraction dans l’espace
de Banach C(0,T; V). O
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Dans la suite, soit hyp, le point fixe obtenir dans Lemme 8.6 et soit vyp,z €
C(0,T; V) la fonction définie par

Oapyz = Onpyzhopy.- (8.65)
Nous avons Aupyzhapyz = hapyz €t

Nous prenons b = hyp,, dans (8.62) et nous utilisons (8.65) et (8.66), pour voir que
Uupyz satisfait

(Ae(vapw(t))/e(v _vl’éP’YZ( )))o +7(Ca(t),0 ( ), z(t), vﬂéP’YZ(t) v)
— j(Cal(t ),Qp(t),z(t) vﬂéP’YZ( ), vapw( ) > (f(t),v Z’aMZ(t))
—(G(e(z(t)), By (1)), &(v = vapyzn(t))) @ + (C(6p(t), By (1)), €(v — Vapyzn(t))) 0
VoeV, te(0,T). (8.67)

Soit maintenant u,p,; € C! (0, T; V) la fonction définie par

t
o= (£) = /0 Vupnz(s)ds +uy Vit € [0, T). (8.68)

Nous définissons 1’'opérateur Agp : C(0,T; V) — C(0, T; V) par

AupyZ = tagye- (8.69)
Nous avons le résultat suivant.
Lemme 8.7. I” opérateur Ao admet un point fixe unique zyp, € C(0,T; V).

Démonstration. Soit z1,z, € C(0,T; V) et nous notons v; = Vnpyzir Wi = Uapyz; POUT 1 =
1,2. Nous utilisons (8.67) et des arguments similaire a ceux utilisés pour 1'estimation
(8.63) dans la démonstration du Lemme 8.5 pour obtenir

(my— C%IﬁLy) [v1(s) — va(s)]y < (Lg + C%(Lv +u*Ly)) |z1(s) — z2(s) |y, (8.70)

pou tout s € [0, T|. En utilisant maintenant (8.69)-(8.70) nous obtenons

L +c (1+u*)L
‘Aapvzl(t)_AapVZZ(t)‘V— g : ‘u 1//|

m — c3piLy
pour tout t € [0, T]. En réitérant cette derniere inégalité nous trouvons que 1'opéra-

teur Ay, est une contraction dans ’espace de Banach C(0,T;V), ce qui conclut la
démonstration. O
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Nous sommes maintenant préts a démontrer l’existence et 1'unicité de la solution
du probleme variationnel suivant.

Probléme PV,,,. Trouver un champ des déplacements uy,, : [0, T] — V tel que

(Ae(”txm(t)) e(v— f‘txm( )+ f(ga(t)/Qp(t)r”am(t)r”mm(t)rv)

—j(Ca(t),0 (t)r”ocp'y( ), ”ap'y(t)/utxm(t)) > (f(t),v _utxm(t))\/

—(G(e (uvcm(t)) By(t)), e(v — uam(t)))Q + (C(Hp(t),ﬁy(t)),e(v - ”am(t)))Q

Vo eV, €(0,7), (8.71)
Uupy (0) = uo. (8.72)

Lemme 8.8. Il existe une fonction unique wyo, € C*(0,T; V) satisfait (8.71)-(8.72).

Démonstration. Soit zyp, € C(0,T;V) le point fixe garanti par Lemme 8.7 et soit
Upy € C'(0,T; V) défini par (8.68), pour z = Zypy- NOUS avons tlapy = Vapyz,,, et
nous écrivons (8.67) pour z = z,,,, nous trouvons

(Ae(ttapy (1)), &(v — tapy (t))) @ + (Ca(t), 0p(t), Zupy (£), tapy (t), ©)

—j(Cal(t),0 (t) erm( ), ”mm(t) uam(t)) > (f(t),v— uap’r(t))

—(G(e (Zam(t)) B(t)), € (v_”ap'y( ))) o+ (C(6 ( ), Bo(t)), & (v_uzxpv(t)))Q
VoeV, te(0,T). (8.73)

L'inéquation (8.71) résulte maintenant de (8.73) et (8.64) puisque #ypy = zapy. De plus,
(8.72) résulte de (8.68). Nous concluons que u,,, est une solution de (8.71)-(8.72).
Pour l'unicité, soit u,p, la solution de (8.71)-(8.72) et soit uy,,, autre solution telle

€ CY(0,T; V). Soit v}

apy

que u,xp,y IXP’Y En utilisant (8.71) nous obtenons que v}

satisfait :
(Ae(vyp, (1)), 8(0 = 0apy (1)) @ + j(Ca(t), 6p(t), tpo (1), D5y, (), 0)
= j(Galt), 6p(t), 1apo (1), Vapy (£), Dapy (1)) = (f (1), 0 — Dppy (£))v

— (G (e(uupy (1)), By (1)), €(v = 0gpy (1)) @ + (C(Op (1), By (1)), €(v — vpy (1))
VoeV, te(0,T). (8.74)

apy — oy

Cette inégalité a une forme de (8.67) avec z = u;ﬁm et, donc il résulte de (8.62) que
(8.67) admet uns solution unique, already denoted by Vapyiy,,- Nous concluons que
Voy = Vnpyug,,- . Car vy, = 1, il résulte de (8.68) que

t
W) (F) = /0 Ougyusy, (8)ds + 19Vt € [0, TI. (8.75)
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De (8.68) et (8.75) nous obtenons uam Unpryus,, s C€ qui montre que uam est un point
fixe de I'opérateur A, défini par (8.69). En ut1hsant Lemme 8.6 on en déduit que

Unoy = Zaoye (8.76)

L'unicité de la solution du probleme (8.71)-(8.72) est une conséquence de oy = zapy
et de I’égalité (8.76). O

Ensuite, nous avons besoin d’étudier les propriétés de I'opérateur F : H}(T3) x
E x V3 — H~1(I'3) donné par (8.34).

Lemme 8.9. L'inéqgalité suivante est vraie
|F(C1, 01,11, 01, w1) — F(Z2, 02, 12,02, w2) | 11y
SLE( G =G lpyy) H 10— |+ [m—m v+ [o1—o2 [y + [ w1 — w2 |y)
V1,00 € Hy(T3), V01,0, € E, Yuy, up, 01,00, w1, wo €V, (8.77)
ol
Lr =| x |1=(p,,) comax {y*p;ﬁco, u*LyReo, (Lupy + Ap*Ly)RCr, piLuRco, p]fRLyEr} .

Démonstration. Soient {1,{, € Hj(I'3), 01,62 € E, et uy, up, v1,v2, w1, wy € V, de (8.34)
nous avons

‘(F(§1,91,u1,01,w1) — F(G2,02,u2, 02, ’wz),C) ‘H—l(l" xHA(TS)
3 o\L3

<N [ (@0,00,] o2 =0 p iy = A1, — &) (R*(| wie = 0" |) = R (| war — 0" |)) eda

I3
+N [ 1@,01, o2 =" 1) (o = A1, — 8) — Polizy = A2x|p,,) — 8) ) R* (| wae — " [)da
I3
+ N/ (H(§1,91,| vy — 0" [) — (G2, 02, | v2r — 0 \))Pv(uZV — AL2X|p,) — §)R*(| war — 0" |)¢da,
I's
ou N = D,,)- L'estimation (8.77) est une conséquence de I'hypothese (8.19) sur

pv, 'hypothese (8.20) sur y, les inégalités (3.11), (3.24), (3.25) et la définition de R*. [

Nous définissons maintenant l'opérateur A : L2(0, T; H }(T3) x E' x [2(Q)) —
L%(0,T; H-1(T3) x E' x L2(Q)) par

Ala,0,7) = (M(a,0,7), Ma(a, 0,7), As(a, 0,7)), (8.78)

tel que
Aq(a(t),p(t),y(t)) = F(Ca(t), 0p(t), u(t),i(t), u(t)), (8.79)
Ao(a(t),p(t),v(t)) = S(n(t),u(t), Cu(t), 0p(t), B () + Q(1), (8.80)
As(a(t),p(t),v(t)) = ¢p(e(u(t)), 0(t), By(t)). (8.81)



8. Probléeme thermo-viscoélastique avec frottement, endommagement et diffusion
d’usure

Lemme 8.10. L'opérateur A admet un point fixe unique («, p,y) € L>(0, T; H~1(T'3) x E' x
L*(Q)) tel que Aa,p,7) = (a,0,7).

Démonstration. Soit («;, 0;,7;) € L*(0, T; H-1(I'3) x E’ x L?(Q)), i = 1,2. Nous notons
ulxipi')/i — ui, il,xl.pi% — 7)1', glxi — gZI Gpl — 91 et ﬁ')/l — [31 pOllI' i — ]., 2. En utlllsant (8.79)—
(8.81), (8.17), (8.20), (8.21), (8.22), la définition de R* et Lemme 8.9 nous déduisons
que

| (A1(ar, 1,71) — A&z, p2,72),6) |%{-1 (I'3) x H} (I'3)

S / |F(€1/ 91/ ui, ul/ ul) (€2/ 62/ up, u2/ u2)|H 1"3 ’ é ’Hl FS) dﬂ

I's
<181 =02 oy + 10— 02 |f + w1 — o [§ + | — 12 [§) | € [fary -

| (AZ(“llplif)/l) _A2(‘x2/.02/’)/2)/77) |}25/><E
< /r |(he(C1,01, | i1 — 0 |) — hg(Q2, 02, | tiar — 0% |))1|*da
3

+ /Q| (9(i1, 01, B1) — ik, b2, B2) ) 1Pl

C(|€1 - C2|%2(r3) + |91 - 62&2(1"3)"_ | ﬂl — U |%2 (T'3) ) | n |L2 (T3)

(| i — o [§ + | 61— 02 |12 +1B1 = Bali20) | 1 |22

c(101 = Calfa(ry) + 101 = O2lE+ | iy —di2 [§; +1B1 — Baliziy) |71 I -

| As(a1, 01,71) —As(a2,02,72) |%z(g):| ¢(e(ur), 61, p1) — p(e(u2), 62, f2) |%2(0)
<c(luy — w3 + |61 — 92|%2(Q) +[B1 - :32‘%2(0))'

Par conséquent

| A(‘XLPL 71) - A(“ZIPZI ')’2) ‘%‘I‘l(rg,)XE’XLZ(Q)
<c(]g1 - @2!1; )+ 101 — Oa|2 + |uy —wa |3+ | ity —1in 3
+ [ 61— 6 |L2(Q) +p1 - /32|%2(Q))- (8.82)

Car u1(0) = up(0) = up nous avons
t
g () — ua(t) 2< /0 | 01(s) — va(s) [3 ds. (8.83)
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8.3 Existence et unicité de la solution

De plus, de (8.71) nous obtenons que

(Ae(v1) — Ae(v2), e(v1 — v2)) g < j(G1, 01,11, v1,02) — j(T1,01, 1,01, 01)
+ (G2, 62, w2, v2,01) — j (L2, 02, U2, v2,v2) + (C(61, B1) — C(62, B2), &(v1 — v2)) 0
+(G(e(m), B1) — G(e(uz), B2), e(v1 — v2)) @ (8.84)

L’hypothese (8.15) sur A, 'hypothése de petitesse (8.49) et 1'estimation (8.44) sur j
nous donne

[o1—o2 [F<c( | — w2 [y + [ 51— G [Ty + | 61— 62 [E +[B1 — B2lf2qy)) (8:85)
De (8.83), (8.85) et par l'utilisation de 'inégalité de Gronwall nous voyons que
|01 =02 [< c( | 61— G2 [Ty + 1 61— 62 [F +[B1 — Balizq))- (8.86)
De (8.82), (8.83) et (8.86) nous trouvons que
| Al (8,005, 1 (8)) — A@a(8), 0205, 72(0) Busionyeemry
<4Mﬂﬂ—éxﬂ2 +waﬂ—%0HFH9M)—%()B«D+WNO—ﬁﬂMémﬂ

t
ﬂa ~ G %+/m — 0(s) s + [ [B1(s) — Ba(s) ()
0
(mmrxxmam+/wa®—va@@uwwﬂmw—%w@m)
0

t t
+ 100~ 02 s+ B1(0) — Balt) i + [11(5) = Palo) B )
0 0
En utilisant les estimations (8.53), (8.57) et (8.61) pour voir que
| A (8,018, 1 (5) — A@at), () 12(0) B iz

<cf(uﬂw—wgﬂém@+umw—m@H%+Mﬂﬂ—%@”ﬁm””

< C/ [ (1(s), p1(5), 71.(5)) — (22(5), P2(5), 72()) [f1(0y) e rx 2 () 95
0

En réitérant cette derniere inégalité n fois, on obtient

| A" (a1, 01,71) — A" (a2, 02,72) |%2(O,T;H*1(1"3)><E’><L2(Q))

CT)"
< ( Tl') | (0‘1/,01/,)/1) - (“2/‘02172) |%2(O,T;H’1(F3)XE/XLZ(Q)) .
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8. Probléeme thermo-viscoélastique avec frottement, endommagement et diffusion
d’usure

Pour n assez grand, cette derniére inégalité implique que A" est un opérateur contrac-
tant dans l’espace de Banach L2(0, T; H~1(I'3) x E’' x L?(Q))). Par conséquent A admet
un point fixe unique. O

Maintenant on peut utiliser les lemmes précédents pour démontrer 1'existence et
"unicité du probleme PV.
Soit (a*,p*,v*) le point fixe de l'opérateur A défini par (8.78)-(8.81) et obtenu dans
Lemme 8.10.
Soit {4+ la solution du probléme PV, pour & = a* (voir Lemme 8.2), soit 6, la solution
du probleme PV, pour p = p* (voir Lemme 8.3) et soit 3.+ la solution du probleme
PV, pour v = ¢* (voir Lemme 8.4). Nous notons u* = uyspryx, " = thyrprqr, (= (o,
A]_(a*,p*, ,)/*) a F(g*,e*’ u*,u*, u*)/
Ao(a”, p%,v") = p" = S(a", 4%, 07, 6%, B) + Q,
As(@”, 0%, 7%) = 7" = p(e(u”), 6%, B7).

u* = uyp+y+ est une solution du probléeme PV, pour a = a*, p = p* et 7 = 7.

(Ae(u(t)), e(v —a"(t))) o + (T (1), 07(t), u™(t), 47 (t), v)

JCE(#), 0%(8), u™(t), ™ (t),a"(t)) + (G(e(u™ (1)), B (1)), e(v — u*(t))) o
—(C(0"°(t), B (1)), e(v —u™(t))) o = (f(t),v —a™(t))y VoeV, te(0,T), (8.87)
u*(0) = up, (8.88)

et o = Ae(u*) + G(e(u*), p*) — C(6*, B*).
L'unicité de la solution est une conséquence de 1'unicité de la solution des problemes
PVipy, PVy, PV,, PV, et I'unicité du point fixe de I'opérateur A.
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Résumé

L’objet de cette these est 'étude de quelques problemes aux limites de contact avec ou sans frottement,
entre un corps déformable et une base. Nous considérons des lois de comportement non lineaires pour
des matériaux ¢lasto-viscoplastiques, ¢lectro-¢élasto-viscoplastiques et thermo-viscoélastiques. Les
résultats obtenus concernent I'existence et I'unicité des solutions faibles ainsi que la convergence par
rapport aux données. La these comporte deux parties. La premicre partie rappelle quelques résultats
préliminaires d’analyse fonctionnelle et d’équations aux dérivées partielles nécessaires pour réaliser la
suite de cette these. La deuxieme partie est consacrée a la modélisation et a ’étude mathématique des

problemes de contact considérés.

Mots clés : ¢lasto-viscoplasticité, électro-élasto-viscoplasticité, thermo-viscoélasticité, version de la
loi frottement de Coulomb, adhésion, endommagement, usure, diffusion d’usure, solution faible, point

fixe.

Abstract

The aim of this thesis is the study of some boundary contact problems, whith or without friction,
between a deformable body and a foundation. We consider nonlinear constitutive laws for elasto-
viscoplastic, electro-¢lasto-viscoplastic and thermo-viscoelastic materials. The results we obtain
concern the existence and uniqueness of weak solutions as well as the convergence with respect to the
data. The thesis is divided into two parts. The first part concerns some preliminary results on functional
analysis and partial differential equations necessary to carry out the continuation of this thesis. The

second part is devoted to the modeling and the mathematical study of the contact problems considered.

Key words . elasto-viscoplasticity, electro-elasto-viscoplasticity, thermo-viscoelasticity , Coulomb’s

friction law version, adhesion, damage, wear, wear diffusion, weak solution, fixed point.




