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Introduction générale

INTRODUCTION GENERALE

Les industriels se tournent de plus en plus vers la modélisation pour résoudre des problémes
multi-physiques liés a la conception de systémes dont la géométrie est souvent complexe. Les
performances croissantes des nouveaux calculateurs permettent d’envisager des calculs faisant
intervenir  différents phénomenes physiques couplés, telles que les déformations
thermomécaniques de structures, les transferts thermiques couplés de conduction, convection et
rayonnement, I’interaction fluide-structure et le couplage électromagnétique-thermique.

De nombreuses études ont été réalisées en utilisant 1’expérimentation numérique et
pratique. Il est vraisemblable que I’expérimentation de laboratoire est d’une importance cruciale
pour valider la premiére approche, néanmoins elle reste handicapée par le cott ¢levée du matériel
et la difficulté de réalisation. La simulation numérique reste la méthode la moins cotlteuse, et la
plus utilisable. L’évolution rapide des capacités des calculateurs au cours de ces vingt derniéres
années a permis un progrés notable dans la compréhension du phénoméne de la convection
naturelle, le rayonnement thermique et le couplage entre ces deux phénomenes.

Les phénomenes thermiques couplés en milieu confiné sont d’un intérét considérable dans
le domaine d’ingénierie. Cet intérét se traduit par de nombreuses applications comme les
collecteurs d’énergie solaire, le refroidissement des composants électroniques, le confort
thermique dans les batiments, les fours, etc. L’é¢tude de la convection naturelle en milieux
confinés fait, de nos jours encore, 1’objet de nombreuses recherches, tant sur le plan numérique
qu’expérimentale. Dans ce type de probléme, les différents modes de transfert thermique
(convection, conduction, rayonnement) peuvent intervenir de facon couplée, notamment par le
biais des parois.

La majorité de ces études font intervenir une différence de température assez faible pour
laquelle 1'approximation de Boussinesq est utilisée en supposant que les propriétés des fluides
sont constantes a l'exception d'une dépendance linéaire de la densité en fonction de la température
dans le terme de gravité. Dans beaucoup d’applications physiques et industrielles tels que les
systemes d’isolation thermique, les réacteurs chimiques, les écoulements atmosphériques et les
processus de combustion, les différences de température peuvent atteindre des dizaines de

degrés. Dans de telles situations les hypothéses utilisées pour utiliser l'approximation de



Introduction générale

Boussinesq ne peuvent pas étre justifiées et une approche de modélisation différente est

nécessaire, celle qui prend en compte les variations réalistes des propriétés des fluides.

Notre travail consiste a étudier le couplage convection naturelle-rayonnement et convection
naturelle-champ magnétique dans une cavité différentiellement chauffée dans le cas hors
Boussinesq. L’objectif ici est de prendre en compte des grands écarts de température par le choix
de mode¢les dits faible Mach qui permettent de s’affranchir de I’hypothése de Boussinesq, tout en
conservant le découplage entre les fluctuations de pression et de masse volumique, caractéristique
des écoulements incompressibles. La résolution numérique de ce probléme passe essentiellement
par ’approximation en volumes finis des équations généralisées de Navier-Stockes.

Une attention particuliére est accordée a 1'examen de I’effet du paramétre de Boussinesq, du
nombre de Rayleigh, de I’émissivité des parois, de la variation des propriétés thermophysiques du
fluide avec la température et de l’intensité du champ magnétique sur la distribution de la
température, sur la structure de 1’écoulement au sein de la cavité et sur la contribution des

différents phénomenes au transfert de chaleur global.
Ce manuscrit est articulé en six chapitres.

Le premier chapitre est un état de ’art étendu sur la convection naturelle dans les cavités
fermées. Il présente les généralités et les définitions liées aux phénomenes étudiés, a savoir la
convection naturelle, le rayonnement thermique, ainsi que leur couplage, avant de passer en revue

les différents travaux qui ont traité ce type de probleme.

Dans le chapitre 2, on décrit d’'une maniere détaillée les différentes étapes de modélisation
utilisée dans un systéme bidimensionnel. On présente, en partant d’un formalisme général, les
¢quations de bilan décrivant le mouvement instationnaire d’un fluide newtonien, visqueux et
compressible; puis des hypothéses simplificatrices sont appliquées a différents degrés pour
aboutir a différents types d’écoulement (écoulement a faible nombre de Mach, écoulement
incompressible et écoulement dilatable) en soulignant les limites d’application relatives a chaque

systéme d’équations.

Le troisieme chapitre décrit la méthodologie de résolution numérique des systémes

d’équations différentielles aux dérivées partielles présentés dans le chapitre 2. A travers ce
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chapitre, nous présentons briévement la méthode des volumes finis appliquée pour des
¢coulements fluides, et d’une maniere générale, les étapes de discrétisation des équations

mathématiques.

Le chapitre quatre est consacré a la présentation des résultats numériques de la convection
naturelle pure a faible nombre de Mach d’un fluide (air) confiné dans une cavité carrée
différentiellement chauffée. L’objectif consiste, dans un premier lieu, a valider le code numérique
développé en comparant les résultats obtenus avec ceux de la littérature, ensuite étudier le
domaine de validit¢ de I’approximation Boussinesq, et enfin examiner ’effet de quelques

parametres dominants sur le comportement thermique et dynamique du fluide.

Le chapitre cinq est consacré a I’étude du couplage de la convection naturelle avec le
rayonnement de surface dans une cavité¢ carrée différentiellement chauffée dans le cas hors
Boussinesq. Des essais numériques permettent de valider la méthode, en mettant en évidence

I’effet du rayonnement sur les champs thermiques et dynamiques.

Dans le chapitre six, Nous nous intéressons au couplage du champ magnétique-convection
naturelle dans 1’approximation faible nombre de Mach (LMN) d’un fluide non électro-conducteur
paramagnétique. L’influence du gradient du champ magnétique sur le mouvement convectif de

’air sera examinée dans les deux cas : en apesanteur et en gravité terrestre.



Chapitre 1

Généralités et revue
bibliographique




Chapitre 1 Généralités et revue bibliographique

1.1. INTRODUCTION

Au cours des cinquante dernieéres années, les ¢études théoriques, numériques et
expérimentales portant sur la convection naturelle en milieu confiné ont été si nombreuses
qu’il devient tres difficile d’en faire une synthése compléte de ces travaux.

Les premiceres études dans ce domaine datent de 1942. On peut citer les travaux de W.
Elenbaas [1] et les synthéses de Ostrach [2,3], de Batchelor [4], de Yang [5], de Catton [6]
et de Shih [7], ainsi que 1'ouvrage de Gebhart et al. [8]. De plus, dans cette derniére référence,
les limites de validité de I'hypothese de Boussinesq, abondamment employée dans 1'analyse de
la convection naturelle, sont discutées en profondeur.

Le probléme de la convection naturelle dans une enceinte carrée est devenu un point de
référence afin de comparer les performances des modéles numériques. A cet égard, l'exercice
mené par De Vahl Davis et Jones [9] est abondamment cité afin de valider les codes
numériques.

L’intérét port¢é a ce type d’écoulement provient du fait que, pour de nombreuses
applications industrielles, 1’analyse des phénomeénes fait intervenir des forces de poussée
d’Archimede qui, combinées a un effet de confinement, donnent naissance a des écoulements
complexes et variés. Cette complexité, accentuée par le caractére généralement instationnaire,
voire turbulent, des mouvements des fluides concernés a motivé des études fondamentales
visant a mieux appréhender les couplages entre la dynamique et la thermique de tels systémes,
les interactions entre le fluide en mouvement et les parois, I’influence de la géométrie ou des
conditions aux limites, ’apparition et le développement d’instabilité.

Les écoulements induits par une différence de température au sein d’un tel milieu sont
rencontrés dans bon nombre d’applications industrielles (fours, capteurs solaires, fenétres a
double paroi, réservoirs d'eau chaude, refroidissement des circuits, croissance de cristaux,
controle des incendies, industrie métallurgique, isolation thermique dans I'habitat, ventilation
des chambres, ...), et requicrent une compréhension physique fine des phénomenes en jeu
pour optimiser de tels environnements thermiques. La maitrise de ces transferts thermiques
complexes nécessite 1’utilisation d’outils expérimentaux mais également numériques adaptés
a I’étude et/ou la prévision de tels phénomenes.

1.2. LA CONVECTION

Le terme convection est utilisé pour définir les mouvements dus a 1’agitation thermique
engendrant des différences de densités entre les molécules d’un fluide. On parle de convection
naturelle lorsqu’il s’agit d’agitations induites dans le fluide par des forces (de volume ou de
surface) agissant a I’intérieur du volume étudié. Les mouvements générés sont dus aux
variations locales de la masse volumique du fluide en fonction de la température et/ou de la
concentration pour le cas de la convection naturelle d’origine thermique et/ou massique.

Les premieres études sur la convection naturelle concernent les écoulements de couche
limite sur plaque plane (a température ou a flux imposé) [10-12]. Ensuite, les chercheurs se
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sont penchés sur les écoulements de convection naturelle en espace confiné [13] avec comme
principale illustration, une cavité parallélépipédique remplie d’air possédant deux parois
opposées soumises a un écart de température constant (une paroi chauffée et la paroi opposée
est refroidie) [14].

Une partie importante des études publiées dans ce domaine est résumée par Bejan [15]
et Yang [5]. Malgré leurs diversités, on remarque qu’elles consideérent la plupart des
conditions aux limites thermiques comme constantes (température ou flux de chaleur
constants).

Au début de la décennie suivante, des modeles de turbulence, fondés sur le concept
d’une viscosité turbulente calculée a partir d’une ou de deux équations de transport (modele
k —ea bas nombre de Reynolds, en particulier), ont commencé a étre appliqués a la
modélisation de la convection naturelle en cavité [16-18]. Des recherches se poursuivent
aujourd’hui par des approches basées sur des modeles de simulation des grandes échelles
(SGE ou LES), ou par des approches basées sur une absence totale de modele (SND ou DNS),
[19-27]. Des approches non-linéaires, voire purement numériques, centrées sur la
problématique de la transition d’un écoulement stationnaire vers une ou plusieurs structures
possibles d’écoulement périodiques, puis chaotiques, continuent a connaitre un certain intérét
qui se traduit par un nombre significatif de publications.

Deux grandes familles d’écoulements aux comportements tres spécifiques se distinguent
avec d’un coté la cavité aux parois verticales différentiellement chauffées et d’autre part le
probléme de Rayleigh-Bénard caractéristique cette fois-ci d’une couche fluide chauffée par le
bas.

Le probléme de 1’écoulement de Rayleigh-Bénard, est un probléme d’instabilité dans un
fluide confiné entre deux plaques horizontales portées a deux températures différentes. Si la
plaque supérieure est la plus chaude, le systéme reste stable et stratifi¢ en température. Mais,
si la paroi inférieure est la plus chaude et si une perturbation est introduite dans le systéme,
alors pour une valeur critique de la différence de température entre les deux plaques, il peut
apparaitre des mouvements a l'intérieur du fluide, le systéme est instable et des mouvements
sont organisés en rouleaux périodiques contrarotatifs. Ces rouleaux, également appelées
cellules de Rayleigh-Bénard, apparaissent quand il y a un couplage entre le champ dynamique
et le champ thermique. Ces instabilités ont fait I’objet d’études trés completes pour des fluides
incompressibles ou faiblement compressibles [28-30].

D’autre part, des études supplémentaires ont mis en relief les différences de
comportement introduites avec la mise en place de parois verticales en fonction de la nature
de celles-ci ; parois verticales adiabatiques [31,32] et parois verticales conductrices [33, 34].

Des ¢études plus récentes de Pallares et al. [35, 36] s’attachent a la description en trois
dimensions des écoulements présents dans une cavité cubique chauffée par le bas. Ces travaux
numériques mettent en évidence la complexité des structures présentes dans 1’écoulement.

Le cas de la cavité parallélépipédique aux parois verticales différentiellement chauftées
constitue une configuration de base de dispositifs industriels variés et, surtout, un cas de
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référence d’une grande simplicité pour la mise au point et la validation de codes de simulation
numérique d’écoulements de convection naturelle.

La différence de température entre la source chaude et la source froide (7+ — 7-),
méme faible, entraine une mise en mouvement du fluide par convection naturelle comme dans
le cas de la plaque plane verticale chauffée et placée en milieu libre. Le fluide subit donc une
ascension le long de la paroi chaude avant d’impacter la paroi haute puis redescendre en
suivant la paroi froide. Se crée alors une recirculation au milieu de la cavité avec une zone
morte au centre [9 ,37,38].

Les travaux de Batchelor en 1954 [4] suivis de ceux de Eckert et Carlson en 1961 [39]
et de Newell et Schmidt. [40] quelques années plus tard furent parmi les premiers a relever
différents régimes d’écoulement, fonctions du nombre de Grashof (Rayleigh), du nombre de
Prandtl et du rapport d’aspect définissant la géométrie de la cavité H/L, et ceci par voie
expérimentale et numérique.

Batchelor [4] a examiné en détail les cas des faibles nombres de Rayleigh (Ra< 10° ) et
fait une analyse qualitative pour des valeurs ¢élevées du nombre de Rayleigh. Depuis lors, ce
type d’écoulement, en raison de la multiplicit¢ des applications technologiques qui s’y
référent et aussi parce qu’il constitue un cas idéal pour la validation des codes numériques
[41-44], fait I’objet d’un intérét croissant.

1.3. APPROXIMATION DE BOUSSINESQ

Pour décrire le mouvement de la convection d’un fluide lorsque le champ de vitesse
reste faible devant la vitesse du son, les équations de Navier-Stokes compressibles sont trop
complexes et les équations de Navier-Stokes incompressibles ne rendent pas compte des
forces de flottabilité. L approximation de Boussinesq permet de prendre en compte ces forces
tout en filtrant les ondes sonores.

Dans les cas les plus courants de la convection naturelle, les variations de masse
volumique par rapport a la valeur moyenne au sein du fluide sont faibles et les vitesses
d’écoulement sont assez lentes. Il est alors possible de considérer le fluide comme quasi
incompressible. Les variations de p sont négligées partout, excepté dans la force de gravité a

I’origine du phénomene de thermoconvection. C’est I’hypothése de Boussinesq.

La grande majorité des solutions analytiques approchées et des simulations numériques
présentées jusqu’a ce jour se sont basées sur les hypotheéses de Boussinesq [45], dont les
fondements ont été rappelés ci-dessus.

Au début des années 50, La validité de cette approximation pour les fluides
compressibles a fait 1'objet de plusieurs études [46-53].

Parmi ces travaux, ceux de Spiegel et Veronis [47] qui ont justifi¢ I'approximation de
Boussinesq pour un fluide compressible lorsque la hauteur de la couche fluide est plus faible
(comparée a la hauteur d’échelle) par rapport a n’importe quelle hauteur d'échelle et les
fluctuations de la densité et de la pression induites par le mouvement sont beaucoup plus
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petites que les variations totales statiques de ces quantités. Basé sur une analyse a grande
¢échelle, Ogura et Phillips [49] ont obtenu le systéme d'équations de Boussinesq régissant la
convection thermique dans 'atmosphére en supposant que la plage relative de la température
potentielle est faible et la hauteur de la couche fluide est inférieure a la hauteur de I'échelle de
I'atmosphere adiabatique. En essayant d’étendre l'analyse traitant des cas plus généraux,
Gough [51] a obtenu un résultat similaire a celui d’Ogura et Phillips.

Gray et Giorgini [54], ont présent¢ une nouvelle méthode d'obtention des €équations
approchées des écoulements en convection naturelle en prenant des propriétés physiques
variables en fonction de la température et de la pression. Cette approximation suppose alors
les hypothéses suivantes :

- la masse volumique du fluide est constante, exceptée dans le terme de la poussée
d’Archimede et ne dépend que des variations de température (I’influence des
variations de pression sur la masse volumique est négligée).

- les autres propriétés thermophysiques du fluide sont constantes.

- la dissipation de chaleur due a la viscosité du fluide est négligeable.

Les auteurs ont montré que cette approximation est bien valide pour des faibles
différences de température (AT <28.6K ) et pour des variations des propriétés
thermosphysiques allant jusqu'a 10% par rapport a la valeur moyenne.

Ces criteres ont été appliqués par Tritton [55] afin de pouvoir appliquer I’approximation de
Boussinesq

Cette méthode a été testée pour l'eau et l'air a température ambiante. Shang et Wang
[56] ont étudié la déviation dans les calculs de transfert de chaleur en raison d'ignorer la
variabilité des propriétés physiques. Leurs résultats montrent que I'approximation de
Boussinesq n'est valable que si les gradients de température restent faibles. Cette
approximation a ét¢ adoptée par Gebhart et al. [8], Bejan [15] et Nield and Bejan [57].

La validité de 1’approximation de Boussinesq pour le transfert simultané de chaleur et
de masse a été récemment vérifiée par Laaroussi et al [58]. Ces auteurs ont comparé le modele
de Boussinesq a un modele a densité variable pour des températures relativement élevées
pour le cas de la convection mixte double diffusive entre deux plaques planes verticales liée a
I’évaporation d’un film liquide. Leurs résultats ont montré que le modele de Boussinesq est
valable pour des différences de température et fraction massique inférieures a 20 K et 0.1
kg/kg respectivement.

L’approximation de Boussinesq est presque toujours introduite dans les études
numériques et théoriques se rapportant a la convection naturelle en cavité. Au cours des
derniéres années, I’approximation de Boussinesq, généralement considérée comme justifiée
lorsque les écarts maximums de température ne dépassent pas 10% [54] de la température de
référence d’un gaz, a été reconsidérée dans le cas de grands écarts de température en se basant
sur la méthode des développements asymptotiques et sur la loi des gaz parfaits. Par contre,
cette approximation ne semble jamais avoir ét¢é mise en cause dans le cas de la convection
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solutale, d’ou la nécessit¢ du développement d’autres modeles hors-Boussinesq pour traiter
ce type de probléme tel que I’approximation faible nombre de Mach.

1.4. APPROXIMATION FAIBLE NOMBRE DE MACH

Comme mentionné précédemment, ’approximation de Boussinesq a suscité de
nombreuses controverses. Les analyses d’ordre de grandeur ne donnent qu’une indication sur
ses conditions de validité. Par exemple, il était admis, jusqu’a une période assez récente,
qu’une différence de température AT inférieure a 10% de la température de référence
permettait de I'utiliser et que les travaux des forces de pression étaient alors négligeables, et
donc les travaux des forces visqueuses. Cependant, la question de la wvalidité de
I’approximation de Boussinesq, notamment dans le cas de systémes fermés, a fait 1’objet de
plusieurs travaux depuis une cinquantaine d’année [47,48,59,60].

L’article de Gray et Giorgini [54] a apporté un autre éclairage sur cette approximation
en affirmant en particulier que sa limite de validité pour 1’air serait A7 < 28.6K . Ce travail
est probablement a 1’origine de la théorie développée par Paolucci [61] qui est maintenant
remise en question dans un certain nombre de travaux. Par exemple, Rey [62] donnent comme
limites du domaine d’applicationAT /T, <0.01 etMa=0.142 ou mémeMa =0.0027,

Pavageau et Rey [63]. La limite sur le nombre de Mach n’est, en pratique, pas significative
pour les écoulements internes parce que les nombres de Mach sont toujours trés petits. De
plus, Pons et Le Quéré [64-66] posent la question de I’effet des travaux des forces de pression
et, méme, de viscosité [67].

Au début des années quatre-vingt, Klainerman et Majda [68,69] ont prouvé la
convergence de I’écoulement compressible vers 1’écoulement incompressible lorsque le
nombre de Mach tend vers zéro pour 1’écoulement isentropique dans un domaine ouvert. Ils
ont pu obtenir une estimation des équations aux dérivées partielles sous la forme
adimensionnelle. Ces résultats ont ¢été étendus par Schochet [70] aux écoulements
nonisentropiques_dans un domaine fermé. Dans toutes ces études, les échelles de longueur et
de temps a la limite M — 0 ainsi que les conditions initiales ont été préparées de sorte a ce
qu’elles soient compatibles avec les équations incompressibles limites.

Les hypothéses permettant de négliger les effets de la pression motrice sur les variations
de masse volumique impliquent que d’autres simplifications peuvent étre introduites dans les
équations de conservation de la masse et de 1’énergie. Cette question est discutée en détail
dans I’ouvrage de Gebhart et al. [8] ou des analyses d’ordre de grandeur permettent de
justifier les résultats essentiels résumés ci-dessous.

En général, les variations de masse volumique dans les écoulements physiques peuvent
provenir des effets de compressibilit¢ (variation de pression), des effets de dilatabilité
(variation de température) ou du mélange de deux espeéces (fluides de masses volumiques
différentes). Dans un écoulement, quand le nombre de Mach excede 'unité, I’écoulement
devient supersonique et peut contenir des ondes de choc qui peuvent affecter I’écoulement de
manieére significative. Ecrites sous leur forme compressible, les équations de conservation
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sont difficiles a traiter numériquement, méme si la vitesse du fluide est faible (convection
naturelle ou convection mixte).

La notion de faible nombre de Mach apparait lorsqu’on s’intéresse aux écoulements
compressibles a faible vitesse. Ce régime est décrit par une vitesse caractéristique de
I’écoulement U tres faible devant la célérité du son ¢ (vitesse de propagation de I’onde de
pression). Il en résulte que le nombre de Mach défini par Ma =U /c est trés inférieur a I’unité.

Ces écoulements interviennent dans des phénomenes physiques divers, tels que la circulation
océanique, les fonctions corporelles de respirer et de parler, la convection naturelle,
I’aéroacoustique et dans les processus industriels tels que le refroidissement ou le chauffage
d’un gaz dans un domaine fermé et la combustion, ou de grandes variations de masse
volumique, dues a la chaleur produite par les réactions chimiques, sont présentes. Méme en
écoulement hypersonique, il y a des régions au voisinage des points de stagnation et des
surfaces d’adhérence dans lesquelles la vitesse est nulle.

Dans le cas d’un écoulement a petit nombre de Mach mais avec des variations
importantes de température, on cherche a éliminer les contraintes dues aux ondes acoustiques,
qui sont associées aux équations compressibles et qui sont de peu d’intérét pour les
phénomenes étudiés.

La résolution des équations de Navier-Stokes compressibles classiques pour le régime
d’écoulement a faible nombre de Mach, pose le probleme de la résolution des ondes
acoustiques. En effet, dans la limite M — 0, la vitesse caractéristique de 1’écoulement est
trés petite devant la célérité du son. Considérons L la longueur caractéristique du domaine, si
nous nous intéressons aux phénomeénes de transport, 1’échelle de temps caractéristique de

. . L ., . .
I’écoulement est le temps de convection ¢, avec v=—. L’échelle de temps acoustique étant
t

c

L L - . .
t,=—=M —=Mt_, alors t, <<t,. Le calcul numérique doit s’adapter aux plus petites
c v
échelles de temps et d’espace, d’ou la restriction imposée par la condition de stabilité de type

CFL des schémas explicites. Pour wune approche compressible, celle-ci s’écrit
At ) . . .
Emax(c +|v |) <1, avec (c +|v |) la vitesse d’une onde acoustique, ce qui rend ces schémas

trés lourds voire inefficace.

Le préconditionnement bas Mach ne permet pas seulement d’améliorer 1’efficacité des
schémas compressibles, il est également responsable de 1’amélioration de la précision des
schémas décentrés car il permet de réduire correctement la dissipation numérique, donc un
faible temps de calcul mais aussi un faible encombrement de mémoire. Développer un
traitement implicite peu couteux signifie alors résoudre un probléme d’optimisation multi-
objectifs pour lequel il faut minimiser a la fois le temps de calcul vers ’état stationnaire et
I’encombrement de mémoire. La minimisation du temps de calcul peut €tre aussi vue comme
un probléme d’optimisation dans la mesure ou le cott de calcul global pour atteindre un état
stationnaire est une combinaison de I’efficacité intrinséque (c.a.d le nombre d’itérations pour
converger) et du colit par point et par itération [71,72].
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Deux grands types d’approches sont alors couramment utilisés. Le premier consiste a
considérer les équations compressibles et a appliquer des méthodes de préconditionnement
bas Mach [73,72] lors de la résolution numérique de ces équations. Cette stratégie, a savoir le
développement d’un traitement indépendant du nombre de Mach, requiert soit I’extension des
méthodes pression « incompressibles » vers les écoulements a Mach élevé [73-76] soit
I’extension des solveurs « compressibles » densité vers les régimes bas Mach [72]. Dans les
travaux de Turkel [72], on propose de multiplier les termes de dérivée en temps des équations
d’Euler par une matrice de préconditionnement bas Mach qui modifie artificiellement la
vitesse des ondes acoustiques de sorte que toutes les valeurs propres du systéme restent du
méme ordre de grandeur lorsque le nombre de Mach diminue, évitant ainsi les problémes
numériques.

Le deuxiéme consiste a utiliser la forme compressible des équations de Navier-Stokes et
de I’énergie, et appliquer la méthode des développements asymptotiques pour ne conserver
que les termes dominants dans chacune des équations [59,61,77]. Rubel et Landis [59] ont
utilisé le paramétre ¢ =AT /T, et montrent que I’expansion converge (vers la solution
incompressible) si € <1, c’est a dire pour T,. <37, . L’approximation a faible nombre de
Mach appliquée par Paolucci [61], Chenoweth et Paolucci [77], consiste a développer les
variables de 1’écoulement en série de puissance du paramétre Ma® <<1 puis de faire des
simplifications en tenant compte du fait que Ma est petit, afin de dériver un nouveau systéme
d’équations libéré des contraintes acoustiques. Un troisiéme type d’approche a également été
développé. 1l s’agit des méthodes hybrides, comme celle proposée par Golanski et al. [78], ou

les phénoménes de production acoustique et de propagation acoustique sont traités
séparément.

La tendance actuelle consiste a rechercher de nouveaux algorithmes de calcul
permettant de traiter 1’équation de 1’énergie sous sa forme générale, sans négliger aucun terme
[79].

1.5. COUPLAGE DE LA CONVECTION NATURELLE AVEC D’AUTRES
PHENOMENES PHYSIQUES

1.5.1. Couplage convection-rayonnement

Les transferts de chaleur qui se produisent au sein d’un écoulement de convection
naturelle en espace confiné résultent en réalité des échanges conductifs, convectifs et radiatifs.
La prise en compte du rayonnement de parois ou méme du rayonnement de gaz dans les
¢coulements de convection naturelle s’avére incontournable pour une modélisation efficace
des transferts de chaleur et de la dynamique de 1’écoulement.

Lorsque les cavités sont remplies d’un gaz, ’influence des échanges radiatifs entre
surfaces a travers un milieu qui émet du rayonnement a sa propre température locale, absorbe
et diffuse le rayonnement incident en tout point (milieu semi-transparent) a été étudiée depuis
le début des années soixante-dix.

12



Chapitre 1 Généralités et revue bibliographique

L'étude des transferts de chaleur couplés (par conduction, convection et rayonnement)
dans les milieux semi-transparents suscite une attention croissante. Néanmoins, la solution
analytique de ce type de probléme est dans la plupart des cas impossible a obtenir. En
conséquence les méthodes numériques sont régulierement employées pour résoudre de tels
problémes en thermique. Les recherches théoriques publi¢es par Goody [80] et Spiegel [81]
font parties des travaux fondateurs concernant ce domaine. Le couplage entre la convection et
le rayonnement d'un gaz confiné entre deux parois horizontales y est abordé. Les auteurs
analysent en particulier les phénomenes de stabilité. L'étude de Spiegel montre que le
rayonnement a un effet stabilisateur qui dépend fortement, pour un nombre de Rayleigh
donné, de 1'épaisseur optique du gaz.

L'étude d'une cavité carrée a été traitée par Chang et al [82] avec la méthode des flux
radiaux associée a un modele exponentiel a bande large pour évaluer 'absorption et 1'émission
du rayonnement par le gaz carbonique (CO2) ou l'ammoniaque (NH3). Ils ont notamment
montré que le rayonnement tend a rendre la température du gaz uniforme dans toute la cavité.
T. Fusegi [83] a repris cette étude avec des propriétés thermodynamiques des gaz évoluant
avec la température.

L'interaction du rayonnement et de la convection naturelle en régime turbulent dans une
cavité carrée a été abordée par Fusegi et Bakhtier [84]. L'effet du nombre de Rayleigh dans
les cavités carrées a été étudi¢ par Draoui et al [85]. Ils ont également traité différents cas de
conditions aux limites pour les parois horizontales (parois adiabatiques, conductrices, noires
ou réfléchissantes) [86] dans le cas d'épaisseur optique égale a 1.

Par ailleurs, plusieurs travaux ont été consacrés au couplage du rayonnement des parois
a la convection naturelle [87-92]. Akiyama et Chong [87] ont utilisé la méthode des radiosités
pour étudier I'effet de 1'émissivité des parois sur un fluide parfaitement transparent. Mahapatra
et al [88] ont utilisé la MEF pour étudier le transfert couplé entre deux parois verticales pour
un fluide transparent.

Wang et al [93] ont étudié¢ I’influence du rayonnement surfacique sur la convection
naturelle en cavité, et ont montré que, pour une cavité carrée remplie d’air avec des parois
haute et basse adiabatiques (10’ <Ra < 10"), le rayonnement de surface fait baisser le nombre
de Rayleigh critique caractérisant 1’apparition de I’instationnarité et que le rayonnement fait
varier jusqu’a 10% le nombre de Nusselt convectif.

Velusamy et al [94] ont quant & eux étudié¢ numériquement I’influence de 1’émissivité de
parois, de 1’écart de température et de la température moyenne sur les transferts de chaleur
convectif et radiatif dans une cavité carrée différentiellement chauffée remplie d’air considéré
comme un milieu transparent. Pour la configuration étudiée par les auteurs (A7 =50K ),
I’approximation de Boussinesq n’est plus valable.

Jaballah et al [95] ont entrepris une étude numérique de I’influence du rayonnement
surfacique sur I’écoulement de convection naturelle en cavité carrée contenant de 1’air avec
des parois diffuses. Le flux radiatif est évalué par la méthode des radiosités. D’une manicre
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générale, le rayonnement modifie le champ de température au voisinage des parois
adiabatiques haute et basse.

En 2008, I’interaction du rayonnement de parois sur la convection naturelle a été
analysée numériquement par Xaman et al [96] en régime laminaire et turbulent (modé¢le
k —&) dans une cavité carrée remplie d’air comportant une paroi verticale isotherme et
opaque tandis que la paroi opposée en verre est exposée a un flux solaire constant; les parois
haute et basse sont supposées adiabatiques.

1.5.2. Couplage convection-champ magnétique

Le couplage de la convection naturelle avec des phénoménes d’origine magnétique était
d’un grand intérét dans les domaines scientifiques et industriels. Avec 1’application d’un
champ magnétique externe, il est possible d’agir sur les écoulements sans aucun contact
physique et ainsi contrdler les transferts thermique et massique.

La convection naturelle d’un fluide électroconducteur (ou substance ferromagnétique)
contenu dans une cavité fermée représente un sujet adéquat de recherche scientifique [97], a
cause de sa présence dans diverses procédés industriels, tels que la géophysique, les systémes
de refroidissement des réacteurs nucléaires, les collecteurs de 1’énergie solaire et spécialement
lors du processus de croissance cristalline.

Bien que la force magnétique soit connue depuis de nombreuses décennies pour les
matériaux ferromagnétiques, la découverte des supraconducteurs a haute température en 1986
a ouvert l'ére de son étude pour les matieres générales. Avec l'utilisation d'un aimant
supraconducteur, de nombreux phénomeénes nouveaux ont été reportés dans divers domaines
de la science. Les superordinateurs ont donné une poussée supplémentaire de la résolution
numérique des problémes complexes.

D'autre part, 1'é¢tude de la convection des fluides non électroconducteurs tels que les
substances paramagnétiques ou diamagnétiques dues a la force de magnétisation semble avoir
commenc¢ depuis le rapport de Braithwaite et al. en 1991[98] sur la mesure expérimentale des
taux d’échanges thermiques de la solution de nitrate de gadolinium pour la configuration de la
convection naturelle de type Rayleigh-Bénard dans I'espace de l'alésage d’un aimant
supraconducteur.

La force magnétique agissant sur une substance dia- ou paramagnétique indique que la
substance est sollicitée vers les champs plus faibles si elle est diamagnétique et vers les
champs les plus intenses si elle est paramagnétique. C'est ainsi que des 1845 Faraday
distinguait d'ailleurs ces deux types de substances.

La force motrice ou le terme moteur de cette convection est la force de magnétisation
(ou aimantation ou magnétique) [99], qui est proportionnelle au gradient du carré du champ
magnétique. Cette force est devenue largement applicable avec le développement des aimants
supraconducteurs. La motivation est le vaste potentiel d'application telle que de 'accélération
gravitationnelle ou I’amélioration quasi gravitationnelle dans 1'espace de 1'alésage d'un aimant
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supraconducteur, a micro-échelle d’effets magnétiques dans les processus au niveau
atomique.

Un champ de force magnétique permet €¢galement de contrdler, voire de supprimer la
convection naturelle dans des fluides non ou faiblement conducteurs comme l'eau par
exemple avec la possibilité d'étendre ceci a des oxydes inorganiques, des solvants organiques,
ou des solutions aqueuses super-saturées en protéines [100]. Ce controle de la convection par
un champ de forces magnétiques permet par exemple d'augmenter le taux d'oxygene dissous
dans de l'eau, sans méme envisager des systémes de ventilation dans lesquels le vent est
généré par un champ de forces magnétiques, ce qui supprime toute partie mécanique mobile
[101].

Le champ magnétique offre un large domaine d’application : en génie de procédés,
comme en métallurgie et dans le domaine de [1’¢lectrolyse [102-106] (exemple
¢lectrodéposition de matiere). Il est utilisé dans le transport des métaux liquides, il peut étre
mis a profit pour assurer la propulsion [107] et pour confiner un plasma. D’autres
phénomenes liés au champ magnétique et a la force de flottabilité magnétique ont trouve aussi
des applications dans la médecine [108], la chimie [109], la physique [110] et en sciences de
I’ingénieur [111,112], et autres.

Wakayama et ses co-auteurs ont trouvé, par étude expérimentale et numérique, de
nombreux phénomeénes magnéto-aérodynamique qui se produisent dans un champ magnétique
fort. Ils ont travaillés entre autres sur la promotion de la combustion [112], le support
d’aspération [113], la lévitation magnétique, le jet de gaz d'azote dans l'air [114] et sur
d’autres phénomenes.

Le groupe de Kitazawa s’est intéressé ¢également aux phénomenes associés a un champ
magnétique. Parmi ses nombreuses découvertes, par exemple le nouveau procédé de
séparation de matériaux magnétiques faibles par l'application de la technique de lévitation
magnéto Archimeéde [115] ou encore 1'amélioration de la dissolution d'oxygéne gazeux dans
I'eau [116].

Bednarz et al [117] ont quant a eux étudié numériquement et expérimentalement la
convection magnétique d’un fluide paramagnétique dans une cavité différentiellement
chauffée par les parois latérales. L’influence d’un champ magnétique transversal d’intensité
10 T sur le mode convectif du fluide paramagnétique et le transfert de chaleur a été
particuliérement analysée.

Krakov et Nikiforov [118] ont simulé numériquement I’influence de I’orientation d’un
champ magnétique uniforme sur la convection naturelle bidimensionnelle dans une cavité
carrée remplie d’un fluide magnétique. Ce travail a été repris expérimentalement par Krakov
et al [119] dans une cavité cubique.

Des travaux ont été effectués pour déterminer avec précision I’impact du champ
magnétique sur les flammes. Ueno et Harada [120] ont observé a partir d’expériences sous
champ magnétique a fort gradient (B=1,6T, VB=200T/m et B=2,2T, VB=300T/m) que les
flammes étaient fortement déformées et que 1’¢jection de certains gaz était ralentie voire
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bloquée. Ils en ont déduit que le champ magnétique influe sur 1’écoulement d’air et plus
particulierement sur I’oxygene de 1’air créant ainsi un mur d’oxygene. Celui-ci pouvant aller
jusqu’a éteindre les flammes de bougie [121]. Ueno et al [122] ont proposé un modele
dynamique moléculaire pour expliquer la formation d’un rideau d’oxygéne induit par le
champ magnétique et qui peut bloquer un jet d’azote.

Wakayama [123] a montré que la présence d’oxygene dans les jets aux abords de
I’entrefer_d’un électroaimant permet de modifier la vitesse du jet. En effet les jets sont
accélérés vers les champs magnétiques croissants et décélérés vers les champs magnétiques
décroissants, ce qui permet de valider 1’idée du mur d’oxygene présent au centre de 1’aimant
émise par Ueno.

Wakayama et Sugie [124] ont montré qu’il est possible de contrdler la combustion sur
les flammes de diffusion a partir d’'un champ magnétique. Wakayama et al [125] ont montré
que ces effets sont plus visibles en microgravité. La ou une flamme de diffusion s’éteint par
absence de convection naturelle qui n’apporte plus de comburant, le champ magnétique
permet de créer un mouvement d’air (grace a 1’oxygeéne contenu dans 1’air) qui alimente la
flamme en comburant. Kinoshita et al [126] ont complété cette observation expérimentale par
des travaux numériques en microgravité et en gravité terrestre sur une flamme de diffusion
hydrogene/air. Sous microgravité les résultats montrent que le champ magnétique permet de
créer une convection autour de la flamme.

Parmi les études numériques portant sur la combustion sous champ magnétique, nous
citons les travaux de F. Khaldi [127] qui a présenté une étude numérique combinée a une
é¢tude expérimentale portant sur 1’action d’un champ magnétique non uniforme sur une
flamme laminaire de diffusion propane/air issue d’un jet rond a trés faible débit de gaz injecté
pour affecter la convection d’air afin de favoriser la combustion. Il existe d’autres situations
dans lesquelles la convection doit étre augmentée, par exemple, pour améliorer la combustion
des flammes de diffusion dans l'espace, ou le champ magnétique peut étre utilisé pour
remplacer la gravité dans le cas de zéro-gravité, en particulier pour les liquides magnétiques
qui sont prometteurs dans la technologie de 1'espace ou 1'accélération de la pesanteur peut étre
remplacée par la force de volume magnétique [128-130]

1.6. CONCLUSION

Le modele présenté au pargraphe 1.4 possede un avantage particulier, car il permet
d’améliorer Defficacité des schémas compressibles, ainsi que la précision des schémas
décentrés en réduisant la dissipation numérique ; de plus, contrairement au modele de
Boussinesq, il prend en compte des grandes différences de température en gardant le
découplage entre les fluctuations de pression et de masse volumique, qui caractérise les
écoulements incompressibles.

L’étude que nous allons présenter constitue une nouvelle étape dans la contribution a
I’application du mod¢le faible nombre de Mach (LMN) a la combinaison des phénomeénes
physiques comme le rayonnement surfacique et le champ magnétique. De telles
configurations n’ont pas fait encore 1’objet d’une analyse théorique ou numérique.
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2.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous présentons, en partant d’un formalisme général, les équations de
bilan décrivant le mouvement instationnaire d’un fluide newtonien, visqueux et compressible.
Puis, apres différents degrés de simplification successifs, on fait apparaitre les hypothéses
adoptées dans chaque type d’écoulement et souligner les limites d’application relatives a
chaque systéme d’équations.

2.2. EQUATIONS DE CONSERVATION

L’¢état d’écoulement d’un fluide est donné par le vecteur de vitesse V', la densité o, la

pression p et la température 7 . Le vecteur vitesse V' a les composantes u,v et w dans les
directions x,y et z . Pourvu que les propriétés internes, a savoir u,4,c, et c , soient connues,

on dispose des équations pour déterminer les six variables dépendantes inconnues
u,v,w,p,pet Tcomme fonctions de x,y,z et ¢. Les équations de bilan décrivant le
mouvement d’un fluide dans un domaine de 1’espace forment un ensemble de trois lois de
conservation, en plus de 1’équation d’état du fluide :

- la conservation de la masse qui exige la conservation de la masse de la particule de fluide.

- la conservation de la quantité de mouvement qui traduit la loi de newton appliquée a des
particules de fluide.

- la conservation de 1’énergie qui exige que I’énergie ne peut pas étre créée ou détruite, et
exprime la conservation de I’énergie de la particule de fluide.

- D’équation d’état thermodynamique (ou 1’équation constitutive) qui donne une relation
entre les variables d’état f (p, p,T).

2.2.1. Ecoulement compressible

Ce modéle sans approximation est le plus général et permet de rendre compte des
écoulements a forts taux de compression.

2.2.1.1. Equations de conservation

En négligeant les pertes de chaleur par rayonnement, pour un écoulement
bidimensionnel compressible de fluide visqueux newtonien vérifiant 'hypothése de Stokes et
la loi des gaz parfaits, et on suppose que la seule force de volume est la force de gravité,

—

F= §, on obtient un systéme de cinq équations [1,2] (détails en Annexe I):
e Equation de continuité :

Z—fw.(pf):o 2.1)

e Equation de quantité¢ du mouvement :
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p((VV)f+aa—ij:p§—Vp +v.uvr7+§vuv17 (2.2)
e Equation d’énergie :

¢ | —+\VVIT |=r+ViAVT +—+VV 7 2.3
pp(at ( ) j dt 23)

e Equation d’état :
p =pRT (2.4)

Les équations (2.1-2.4) sont de validité¢ absolument générale et s’appliquent quelles que
soient les variations des propriétés physiques avec la pression et la température. Il est ensuite
possible d’établir une série d’équations, d’utilisation plus simple mais de portée plus limitée,
qui correspondent a divers cas particuliers.

2.2.1.2. Forme adimensionnelle des équations de conservation

Il est intéressant de présenter les équations de conservation sous forme adimensionnée.
Ces expressions sans dimension sont notamment nécessaires pour effectuer le développement
menant aux équations simplifiées des écoulements a faibles nombre de Mach [3], qui sont
présentées ci-apres.

Les échelles utilisées pour écrire les variables dépendantes sous forme adimensionnelle
sont ¢,,p,,pP,-1, pour la vitesse, la pression, la masse volumique et la température

respectivement. L,k ,c,,,¢,, sont les échelles des proprietes thermo-physiques. / et /, /U,

r0°
sont celles des longueurs et du temps, ou U, est une vitesse caractéristique de 1’écoulement.

On définit alors, les variables adimensionnelles suivantes :

* * * * * T * * * Cc *
(u ,v ):(u’V)’p :L,p :ﬁ’T :—’u :ﬂ’k ZL,C :_P’C CV 5
c T k, 7 ¢ "o
0 Py Po 0 My 0 »0 V0
* * * t
=T e -
[, lo/Uf

Introduisons ces variables dans le systeme d’équations précédent (2.1-2.4), les équations
décrivant ’évolution des variables dépendantes d’un écoulement compressible s’écrivent
alors :

*

aaf* +Ma'VpV =0 (2.5)
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— o . o L .
o' aL*+Ma‘1(V*V)V* Ma i Ma G RV 4R VUV (2.6)
ot Fr 4 3
pc (ai +Ma™ (FV)T*j = Pe'VAVT + 7—_1(‘3” : +Ma1va*j
ot y \ ot
y—1_—= =
+ W Q2.7)
Re
p =pT’ (2.8)

Les groupements adimensionnels qui apparaissent dans ces équations sont définis par :

Nombre de Reynolds : Re = U (2.9)
Hy
U 2
Nombre de Froude : Fr=—L (2.10)
log
Nombre de Mach : Ma = v Y% Y (2.11)
Co \/}’po/Po \/VrTo
c Ul
Nombre de Péclet : Pe=RePr= Polsto (2.12)
0
c
Rapport de capacité thermique: y =—2% (2.13)
cv 0

2.2.2. Ecoulement a faible nombre de Mach

L’approximation a faible nombre de Mach appliquée par Paolucci [3], consiste a

développer les variables de 1’écoulement en série de puissance du paramétre Ma® <<1 sous
la forme :

v =Ma [v © 4 May ® +o(Ma2)] (2.14)
T =T +Ma’T" +o(Ma*) (2.15)
p =pV+Ma’p" +o(Ma*) (2.16)
p =p P +Ma’p" +o(Ma*) (2.17)
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k' =k +Ma’k® +o(Ma*) (2.18)
wo=pu” +Ma®u® +o(Ma®) (2.19)
c; = cp(o) +Ma2cp“) +o(Ma®) (2.20)

Ces développements asymptotiques sont insérés dans les équations de Navier-Stokes écrites
sous la forme adimensionnelle. La formulation des équations a faible nombre de Mach est
déduite en regroupant les termes de plus faible ordre en Ma’, pour but de réduire
artificiellement la représentation numérique de la vitesse du son. On remplace alors les
variables par leurs développements asymptotiques dans les équations (2.5) a (2.8), on obtient,
en ne conservant que les termes d’ordre inferieur ou égale a 2 :

2.2.2.1 Equation de continuité

o(p + Ma*p)

- +Ma-lv.[( P +Ma’p")(Mav " +Ma'v “>)] =0 (2.21)
on obtient :
(0)
o(1) : %W.p(% ® _ ¢ (2.22)
. op"
o(Ma*) : ?+V.(p(°)v(l)+ P @)=0 (2.23)

2.2.2.2 Equation de quantité de mouvement

Ma’*p" —a; 2 Map® (v OV © :—Af:az pOg - Lypo Mg,
t r
Ma® 1 Ma’
R—‘;V.w)w © 4 gR—‘;vu“’)W © (2.24)
il vient que :
o(l) : lvp“’) =0 = Vp¥=0 (2.25)
Y

La conclusion est que le terme principal du développement de la pression ne dépend que du

temps, soit p @ = p@(¢), c’est la pression thermodynamique [3].

Dans I’écriture de 1’équation précédente, deux hypothéses sont supposées :
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0 (Maz Re) —o(Ma?) (2.26)
et
o(MazFr)zo(Maz) 2.27)

2 2 ., . N .
Alors, les termes d’ordre Ma Ae et Ma ;. sont négligés. Le premier doit étre important

pour des écoulements a faible nombre de Reynolds Re, tandis que pour le second terme, il y a
une possibilité dans laquelle le nombre de Froude Fr doit étre de I’ordre de Ma® dans
quelques problémes ou g,et/ou /;sont extrémement large, comme dans les problémes de
recirculations atmosphériques ou stellaire.

2
A petite échelle (échelle de laboratoire), le nombre de Froude Fr = Y devient supérieur a 1

l,g,
et le nombre de Reynolds Re = AU est aussi supérieur a 1. On admet alors que [3,4,5] :
Hy
2
Ma” (2.28)
Fr
2
Ma” (2.29)
Re

Frohlich [6] a montré aussi que ces hypotheéses doivent é&tre vérifiées pour que
I’approximation a faible nombre de Mach soit applicable.
En tenant compte du fait que Vp'” =0 et en conservant uniquement les termes d’ordre Ma?,

on obtient :

© —
O(Maz) :pw)ﬂ*_p(m (V (O)V)V © :Fpr)g*z —le“) +Re V. uOVy ©
r 4

ot
+%Re1 Vu vy © (2.30)

Le résultat principal de I’approximation s’illustre dans le fait que la pression p est
décomposée en deux parties [3]; une pression thermodynamique moyenne p‘”(¢)et une

pression dynamique p® (x,¢) ; la pression totale s’écrit alors :

p(x,t)=pVx,0)+p )
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Le gradient de pression totale fait alors disparaitre la contribution moyenne.

Pour un gaz parfaits, le champ de pression moyen dans le systétme (ou pression
thermodynamique) est calculé par la loi d’état du mélange.

2.2.2.3 Equation d’énergie

En tenant compte du fait que Vp'” =0, on obtient :

(0) (0)
0(1) : ,D(O)cp(o)(aT—*ﬂ)(O)VT(O)):PeI(V.k(O)VT(O))+y—_ldp* (2.31)
ot y dt

Les facteurs de la fonction de dissipation visqueuse sont donnés par :

y—1 (0) 2 () 20 vl 2 (0) 41 y—1 4 (1) g1
— +Ma Ma ¢'=—Ma +—Ma
- (u u®)Ma’¢ o Mau¢'+ = Ma' 1

Donc, a I’ordre o (1) , la fonction de dissipation ¢’ n’apparait plus dans 1’équation (2. 31).

Lorsque le nombre de Mach est faible, la dissipation visqueuse est faible [3].

o(Maz) :
p(O)Cp(O) (%?_FV(O)VT(I)J_'_(SP((: +zT(:)Jp(0)cp(0) (%im +v (O)VT(O)J'FP(O)CP(O)V (I)VT(O) —
,
—1(dp® -1
Pe” (VAOVT VO + VA OVT )+ 7—(1’—* 1y Oyp® j oy (2.32)
y \ dt Re
O = —%(div 8% +2[(§—Zf;)2 %Z(Z—ZJF%)Z] (2.33)
2.2.2.4 Equation d’état
(p©+Ma’p®)=(p® +Ma’p®) (T +Ma’T ") (2.34)
o(l) : p®=pT® (2.35)
o(Ma*) : p"=pT "+ plr® (2.36)

D’ou:
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I, (2.37)
Io)

2.2.2.5 Récapitulatif des équations

Dans l'approximation de faible nombre de Mach, on a Ma <<1. Les termes d’ordre
supérieur ou égal a Ma’peuvent donc étre négligés (dans les équations de continuité,

d’énergie et d’état). L’équation de quantité de mouvement est 1’équation a I’ordre o(Maz),

on obtient les équations simplifiées régissant les écoulements a petit nombre de Mach :

0 (0)

—’;* +V.p N @ =0 (2.38)
Vp» =0 (2.39)

(0) ov © 0 (.. (0) (0) 1 ) _* 1 ) -1 (0) (0) 1 -1 (0) (0)
P e (v Vv =—r"g ——VpY +Re'V.uOVy +§Re Vu®vy (2.40)
r y
(0) (0)
p%, O Ly Oy 0 | et (v 0T ©) 4 L1 (241)
b ot y dt

p© = pOT© (2.42)

2.2.2.6 Redimensionnement des équations de conservation

Pour remettre les équations de conservation sous forme dimensionnelle, on utilise cette
fois U, comme échelle de vitesse et p U f/y comme échelle de pression. Les variables

adimensionnelles s'écrivent alors:
X*ZX/IO, t*:t/(lo/(]f)a v =y /Uf‘a p(l):ypdyn/ponz’ p*:p/poa ‘U*Z,U/‘uo,
k'=k/k,,T =T /T,c; =c,/¢,, g =g/g,, p(°)=;_9/p0

On obtient finalement les équations de conservation dans 1'approximation faible nombre
de Mach dans la forme dimensionnelle (on omet les exposants « 0 » par souci de
simplification) :

P vy =0 (2.43)
ot
Vp=0 (2.44)
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p[aa—lj +V VYV j =pg -Vp,, +V.uVV +%V/NV (2.45)
oT dp

pc, (EW VT):(V.WT )+ (2.46)

p=pRT (2.47)

Dans le cas particulier d'une masse volumique p constante, la convection ne se produit

pas. En supposant que cet €tat est représenté par :

—_—

V=0,p=p,, p=p, et T =T,, ’équation (2.45) donne :

0=p0§—Vpo (2.48)

Lorsqu'une différence de température existe, la densité change avec la température. La
pression p,, peut donc étre exprimée comme la somme d'une pression p' perturbée et la

pression statique F,:
Pan =D + Dy (2.49)
La pression totale peut donc s’écrire : p(;c,t) =p'+p,+ E(z)

La soustraction des équations (2.45) et (2.48) permet d'écrire :

p[(VV)V—I—aa—I;J=(p—p0)§—Vp'+V.yVV+%VyVV (2.50)

On admet en outre que la viscosité dynamique est prise soit constante u(7 ) = u(7,) = i,

soit donnée par la loi de Sutherland [7] :

3/2
T, +S
U, T,) T+S,

Avec T, =273k, S, =110.5K , u, =1.68x10"kg.m s [8]. La conductivité thermique est

donnée par :

C, .k,
k(@T)=pT)—"— (2.52)

Vo
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2.2.3. Ecoulement incompressible

Un écoulement incompressible se caractérise par une masse volumique constante et
uniforme. Cette propriété se traduit dans I’équation de continuité par le caractére isovolume

de I’écoulement: V¥ =0. Cette propriété permet aussi de ne pas avoir a interpréter la
pression comme une grandeur thermodynamique. Cette approximation consiste donc, a
imposer p = p,partout et a neutraliser la loi d’état p = p(p,7 )qui n’a alors plus de sens.

Ceci revient a se placer dans la limite ou la vitesse du son est infiniment grande devant la
vitesse de 1’écoulement. La pression, qui était une grandeur thermodynamique dans le cas
compressible, devient une grandeur purement dynamique permettant de satisfaire la
contrainte.

On considere donc cette fois des conditions telles que les propriétés du fluide ( p, i,k )
sont constantes, égales a leur valeur a I’état de référence, et que le gradient de pression
thermodynamique est négligeable. Ces hypothéses sont valides a bas nombre de Mach,
lorsque les variations de p'et de T sont trés faibles.

On a donc :
dp _dp _, (2.53)
dt dt
VYV =0 (2.54)

La simplification des équations de faible nombre de Mach permet d’aboutir aux équations
incompressibles suivantes :

VYV =0 (2.55)

(a—Vw vy j=§—ivpm VAT (2.56)
ot ,

‘38—T+V VT =aAT (2.57)
t

Le probléme thermique est ainsi découplé du probléme dynamique et peut étre résolu
séparément.

2.2.4. Ecoulement dilatable (Approximation de Boussinesq)

Pour certains écoulements, I’approximation de fluide incompressible est trop drastique, car
elle ne permet pas de prendre en compte les variations de densité dues aux variations de
température. En présence de gravité, des inhomogénéités de densité induisent un champ de
force d’Archiméde qui peut mettre le fluide en mouvement. Ces mouvements ne sont pourtant
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pas de méme nature que les ondes sonores que 1’on souhaite continuer a “filtrer”.
L’approximation de Boussinesq permet de prendre en compte ces variations de densité tout en
supposant que la vitesse des ondes sonores est infinie devant la vitesse de 1’écoulement.

Dans les cas les plus courants de la convection naturelle, les variations de masse
volumique au sein du fluide sont faibles et les vitesses d’écoulement sont assez lentes
(Nombre de Mach petit). Il est alors possible de considérer le fluide comme quasi
incompressible. Les variations de p sont négligées partout, excepté dans la force de gravité
(le terme d’Archimede) a ’origine du phénomeéne de thermoconvection. C’est I’hypothése de
Boussinesq [9] :

On a alors :

vy =0 et 42 20 (2.58)
dt

Le systéme d’équation devient alors :

vV =0 (2.59)

(I7v)l7+al:(p_p°>§—ivp’+vv.v17 (2.60)
ot Po Po

aa—fw VT =al A (2.61)

Donc, pour pouvoir utiliser cette approximation, le rapport entre la variation de densité et

la densité doit étre petit : ap = (P=P) <=1

P Po

En pratique, cette hypothése consiste tout d’abord a simplifier 1’équation d’état du fluide
en linéarisant I’expression de p en fonction des variations de la température 7 comme suit :

op
=p,+|— | T -T 2.62
P =Py |:8T l}( o) ( )
Pour un gaz parfait :

p= P o P __P (2.63)

Ce qui nous donne :
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p=p, +[—ﬂ T -T,) (2.64)

= p=p LT -T) (2.65)

0

et puisque : B = _l(a_pj = 1 pour un gaz parfait, on obtient finalement :
p or P=Po T 0

p=p,(1-B(T~T,) (2.66)

Ensuite, constatons que la valeur de f est faible et que les gradients de température sont
rarement tres eleves, on peut remplacer p par p dans tous les termes des équations (2.43)-

(2.46) (équations faible nombre de Mach) sauf dans le terme de gravité (terme d’ Archimede
ou force de flottabilité), qui est linéarisé comme suit :

pg =pog —pB(T -T,)g (2.67)

Et le systetme d’équations décrivant 1’écoulement de la convection naturelle d’un fluide
Newtonien, supposé étre un gaz parfait, dans le cadre des hypothéses de Boussinesq est :

vV =0 (2.68)

(V’v)f+al = BT —To)g—ivp'wvf (2.69)
ot Po

%+V VT =aAT (2.70)

Dans le cas ou la gravité peut étre négligée les équations dilatables (Boussinesq) sont
identiques aux équations incompressibles et on retrouve le découplage de la vitesse et de la
température.

Dans le présent travail, les écoulements considérés sont 1’écoulement compressible a faible
nombre de Mach et I’écoulement incompressible dilatable ou tout simplement 1’écoulement
de Boussinesq.

2.2.5 Adimensionnement des équations faible nombre Mach :

Pour conserver la généralité des solutions pour la validation numérique du modé¢le et la
comparaison des résultats obtenus avec ceux de la littérature, les variables adimensionnées
suivantes sont introduites dans les équations de conservation de l'approximation faible
nombre de Mach :
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H H H> — p
T:—atz, X =x—’ Y =L, U:—u ) V :v—, H:p CEE) P:ﬁ, 0:
H H H a a pa Do
T.+T
AT =T.-T, , T,= 02 £

ou:

On pose ¢, =AT /2T, paramétre mesurant la différence de température entre les parois

actives. Les grandeurs thermophysiques adimensionnelles sont définies a partir de leurs

valeurs dans les conditions de référence :
P =p/pgi =pl gk =k lkyetc,=c,/c,,=1[3].
On obtient le systéeme d’équation adimensionnelle suivant :

" opU (’Bp*V_0

ot oX oY

ot oX oY oX oX oX ) oY oYy ) 3

*

p*(a—V+U U a—Vj:—a—H—RaPrp Ly
ot oX oY oY 2g,

8 *8V 8 *aV 1 * g
P + +-vu vy
r{ax(” an ay(” ayj 3 H }

00 08 @j a(k*aej a(k*ae}y—w_zo

p*(—+U—+V =—|k — |[+—| k —

ot oX oY) oX o0X ) oY 0Y) 2gy dt
*_ F

P =260+

La viscosité dynamique et la conductivité thermique deviennent alors :

(1+5 ,/T,)
26,0+1+S /T,

u=(26,0+1)"

Pr

Dans le cas de I’approximation Boussinesq, les équations adimensionnelles sont :

oU oV
CAI LA
oX oY

Q2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)
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2 2
aU+U6U+v aU=—6H+Pr 6U2+6U2 (2.79)
ot oX oY oX oX° oY

2 2
o +U o +V o :_8H +Pr 8V2 + 6V2 +RaPro (2.80)
ot oX oY oY oxX - oY

2 2

%+U o0 +V 00 o9 o6 (2.81)

= +
ot )¢ oY o0X? oY*?

2.3. CONCLUSION

Ce chapitre nous a permis de décrire le modele mathématique d’un écoulement
compressible. Apres différents degrés de simplification successifs, nous avons fait apparaitre
les hypotheses simplificatrices adoptées dans chaque type d’écoulement (écoulement a faible
nombre de Mach, écoulement incompressible et écoulement dilatable ou de Boussinesq) et
souligner les limites d’application relatives a chaque systéme d’équations, afin de les résoudre
par la méthode numérique des volumes finis qui fait I’objet du prochain Chapitre.
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3.1. INTRODUCTION

Les équations présentées au deuxieme chapitre sont des équations différentielles aux
dérivées partielles non linéaires, elliptiques et couplées. En raison de leur complexité, elles ne
peuvent étre résolues analytiquement. Ces équations sont résolues a 1’aide de méthodes
numériques. Plusieurs techniques numériques sont disponibles dans la littérature. On peut
distinguer les méthodes des différences finies, méthodes des éléments finis, méthodes des
volumes finis et méthodes spectrales. La méthode des volumes finis, sans doute la plus
employée actuellement, et celle que nous allons décrire, pour les différents avantages qu’elle
offre, en particulier :

- les équations aux différences traduisent la conservation de bilan de quantit¢ de mouvement
et d’énergie. Cela signifie que 1’extension du principe de conservation écrit sous une forme
discrétisée pour un volume de controle typique fini est vérifiée pour I’ensemble du domaine
numérique ;

- sa robustesse numérique, sa maniabilité et son formalisme trés proche de la réalité physique
(conservation des bilans d’énergie et de quantité de mouvement).

3.2. FORME GENERALE DES EQUATIONS DE CONSERVATION

Pour simplifier la présentation, les équations de conservation a faible nombre de Mach
sous leur forme adimensionnelle donnée au chapitre précédent (Eq. 2.71-2.74) sont traduites
mathématiquement par des équations de transport de fonctions scalaires qui prennent la forme
générale d'une équation de convection-diffusion de ¢ :

%(p¢)+v.(pr7¢):v.(rv¢)+s¢ (.1

Le premier terme de cette équation : terme tran51t01re,a—(p¢), représente I’accumulation de
T

¢ dans le temps. Le second, V.(p17¢), représente le transport de ¢ par convection. Dans le

second membre, le premier terme, V.(I'V¢), correspond au transport de ¢ par diffusion, et le
dernier, S, , terme source, la production locale de¢ . Les termes : ¢,I" et S, sont expliqués en
détail dans le tableau 3.1.
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Tableau 3.1 : Expressions de ¢,I" et S, pour les équations faible Mach.

Equation 1) r S,
Continuité 1 0 0
uantit¢ de mouvement suivant | U * . —
3 Pru LN
oX 3 ¥
Quantit¢ de mouvement suivant | V' Pru’ ¥ -
v e M e 2 Lyvy
oY 2¢, 3 v
Energie 0 k' y-1dP
2¢,y dt

A ces équations, s’ajoute I’équation d’état donnée sous sa forme adimenssionnelle :

P
o 3.2
P = 2e0+1) G-2)

Dans la résolution numérique de ces équations, le probléme qui se pose est qu’il y a plus
d’inconnues que d’équations (a 2D, on a six inconnues). cela provient de la décomposition de

la pression qui introduit la pression thermodynamique p (ou p”) comme inconnue

supplémentaire. Afin de fermer le probléme, il faut une équation supplémentaire traduisant
1’état initial, c'est celle de la conservation de la masse.

3.2.1. Calculde p

Dans une cavité ouverte, la pression thermodynamique est la pression ambiante :

p(t)=p,, Vit (3.3)

Dans une cavité fermée, elle est déterminée par la conservation de la masse totale :

[ pdQ=M,=] pdQ , Vi (3.4)

Ou Q est le volume du systeéme et M ;est définie comme étant la masse initiale du systeme :
_ _ 1 p
M, —IQpOdQ—EIQEdQ (3.5)
De I’équation d’état, on obtient :
P Py
=——cet p,=—r 3.6
P=pr P =% T (3.6)

L’intégrale sur un volume de contrdle nous donne :
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i _[ _Po (Lo 1
IQRT dQ_jQRTOdQ 2N ijT dQ_ponTon (3.7)
Finalement, on obtient I’expression :
jQTldQ
P=p—t— (3.8)
[ ~do
T

322. Caleul de 42
dt

oy . . . . . d yr )
La deuxiéme équation supplémentaire est donnée par le calcul du terme a L’équation
t

de conservation de masse, associée a l'équation d'énergie et I'équation d'état permettent
d'écrire la divergence de la vitesse sous la forme donnée par I'équation (3.12). On a donc :

Pour I’équation d’état (2.47) :

dp _1dp p dr

= £ £ 7 3.9
dt  RT dt RT’ dt G)
Pour I’équation de continuité (2.43) :
vy —_Ldp 1dT (3.10)
pdt T dt
Pour I’équation d’énergie (2.46) :
E=LV.kVT+Ld—p (3.11)
dt  pc, pc, dt
La combinaison des équations (3.10) et (3.11) donne :
vie_1dr vl Gy vl dp (3.12)
p dt  pyRT pyRT dt
Avec: ¢ :ﬁ
y—1

L’intégrale sur le volume de contrdle de (3.12) donne :
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fran-]|-

L’application du théoréme de la divergence donne pour des conditions de parois
imperméables :

1dp 7=lgivr + 1 ldp}m (3.13)
pdt  py py dt

J.*VfdQ:J. V ndS =0 (3.14)
Q S
On obtient :
lld—dg V__‘lv.kvrdg (3.15)
Qpy dt ¢ py

;ne dépend que du temps, donc :
ld”j dQ="" lj VAVTdQ (3.16)

Utilisons le théoréeme de la divergence :

ijVTdQ jkVTdS _j k—dS (3.17)
Donc :

ld—pj dQJ—_lj kVTdS (3.18)
y dt y s

Finalement, on obtient :

d;_(y—njskvms

— (3.19)
dt [ a0
Q
L . — dp .. .

En adimensionnant les expressions de p et at il vient alors,
ﬁ IQdQ

I 1 70 (3.20)

Q2¢g,0+1
dP 1 .00 .
L =2gy——[ .k ==ds (3.21)
Jr 8;,7 J‘Q* dQ* J‘Sa a}’l*
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3.3. LA METHODE DES VOLUMES FINIS

3.3.1. Principe

Les formulations conservatrices des équations aux dérivées partielles offrent 1’avantage de
pouvoir étre reformulées de fagcon intégrale a 1’aide du théoréme de la divergence. Le principe
de conservation est la loi fondamentale de la méthode des volumes finis. Il stipule que la
variation d’une propriété dépend du flux net traversant la frontiére S qui enveloppe le volume
Q. La méthode des volumes de contrdle est, donc, une technique de discrétisation pour la
résolution des équations s’écrivant sous la forme conservatrice. Son principe est trés simple,
initialement développé dans le cas des écoulements compressibles par Godunov [1] et Glimm
[2], puis répandu dans la communauté scientifique des mécaniciens par Patankar & Spalding
[3] dans les années 70 et est discuté en détail par Patankar [4] en 1980. Le principe de la
méthode des volumes finis consiste a intégrer 1’équation a résoudre sur chacun des volumes
de controle.

Comme il est montré dans la figure 3.1, le domaine est discrétisé a 1’aide d’une grille
dimensionnelle (uniforme ou non) dans les deux directions et orienté positivement vers la
droite (Est) et vers le haut (Nord) respectivement. Pour écrire le schéma de discrétisation en
un point P, on choisit une nomenclature adaptée au principe de la méthode de volumes finis
pour le stockage des variables dans notre maillage et tout cela dans le but de rendre les choses
plus faciles dans la suite de la discrétisation. On considere, donc, 1’¢lément P comme indiqué
sur la figure 3.1, et on note que les indices majuscules (E, W, N, S) caractérisent les variables
ayant trait aux centroides voisins de P, et les minuscules (e,w,n,s) sont ceux qui nous
ramenent aux faces de 1’élément.

ox,, ox,
5yn“ 77777777777777 ’n 777777777777777777777777 T”E”' »;}n
- Ve e " e Ny 4 %Yn
: sy
5ys. R N f ................. l ..... }'...ys
é Loy
S
B S S B o A —
v I
I‘ ox,: Oox, Ox, Ox]
X

Figure 3.1 : Volume de contrdle dans le cas de 2D.
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3.3.2. Maillage décalé

La discrétisation d'une équation de transport diffusion sur un volume de controle par la
méthode des volumes finis fait intervenir les valeurs des vitesses aux interfaces des volumes
(u,,u,,v v, ). Il est donc intéressant de calculer ces vitesses directement sur les interfaces

(sans avoir a effectuer d'interpolations). D'autre part, la discrétisation de I'équation de
continuité et du gradient de pression avec l'utilisation d'une interpolation lin€aire peut induire
des erreurs importantes a cause de la répartition de pression ou de vitesse en "damier" (un
champ de pression oscillatoire dans un maillage collocatif, (figure 3.2a) [5] est vu comme un
champ uniforme). Pour contourner ces difficultés on préfére utiliser des grilles décalées
"staggered grid" (figure 3.2b). Cependant, des méthodes récentes ont été proposées sur des
maillages collocatifs par Rhie & Chow [6] qui éliminent les problémes d’oscillations néfastes
au moyen d’interpolation appropriée [7].

J+ § f
J+1 $ I
. [ — AR T
J :
— ug;|Py S J et I = vl
J ‘vI,J ]_1 I ..........................
R T - R -  we |
— | |
J -1 | J-1 ; ;
i1 i i-1 i
-1 I I+1 I-1 I I+l
(@ (b)

Figure 3.2 : Maillage de la formulation vitesse-pression : (a) maillage collocatif'; (b)
maillage décalé.

On décompose le maillage principal (figure 3.1) en trois maillage secondaires. Un
maillage principal est construit pour calculer la pression, la température, la densité¢ (P,¢ , p)
et pour 1’équation de conservation de masse (au centre de chaque volume de controle). Deux
maillages décalés vers la droite et vers le haut respectivement sont utilisés pour le calcul des
vitesses (u,v ) dans les deux directions (sur les faces du volume de contrdle), c'est-a-dire que
les inconnues du probléme ne sont pas toutes calculées sur le méme maillage de calcul. On
peut employer pour des variables différentes des maillages différents, des volumes de controle
différents, des points de stockage différents. L’arrangement relatif aux différentes variables
est schématisé sur la figure 3.3.
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Volume de controle pouru

T + 1 |
| ~ | \
(=4 <o —— o o o
- < . |
Wz, P v, E (') :
R —t— e g
o —— op’¢—I—> o —— i 3
% 1 1
I |
(] o S —a— o —_—> o0 —t— O = —4——
i
o] o o o —jo—
y T [
I | A
X O Neceud principal (P ¢) Volume de contréle pourv

B Vitesse selon x
m Vitesse selony

Figure 3.3: Volumes de controle pour les scalaires et les vitesses.

Le maillage décalé a été proposé par Harlow et Welch [5] en 1965 pour la méthode MAC
(Marker And Cell) qui était destinée a la simulation numérique de 1’écoulement a surface
libre. Ce maillage est trés ramassé au sens ou les vitesses discrétes sont disposées de manicre
rapprochée autour des nceuds de pression. Il donne lieu a des approximations compactes qui
font intervenir des points trés voisins. Le maillage décalé jouit de propriétés de convergence
spatiale qui en font un maitre choix [4].

3.4. DISCRETISATION DES EQUATIONS DE CONSERVATION

L’¢équation différentielle instationnaire sous la forme générale (3.1) est intégrée dans le
temps sur le volume de contréle €., entourant le nceud courant P, on obtient :

I a—i(P¢)dtdQ+ J 1., div(pguyia Q-

div (Cgrad ¢)dtd Q = S did Q) (3.22)
L., [

Grace au théoréme de la divergence de Gauss, on obtient :

) IQCVa—i(p¢)dtdQ+ [[. (ppuridar~[ [ (Tgrad)addi=[[ S (323

Ou 4 est la surface qui limite le volume de controle Q. .

3.4.1. Terme transitoire

Pour l'intégration de ce terme particulier, on considére uniquement la variation en temps,
en assimilant la variable ¢ a sa valeur au centre du volume de contrdle :

47



Chapitre 3 Résolution numérique

I, =“QCV %bedﬁdt :{(pq))P —(p(b)i}AQ (3.24)

Ou Q désigne le volume de controle de ¢ et AQ sa mesure (AQ = Ax Ay ) dans le cas 2D et

I’exposant 0 indique que la quantité est considérée au pas de temps précédent.
3.4.2. Terme convectif
L=[[, (ptuyddi=]| (ppu)dd,~dd, +dA, ~dd,yi
={(pgud), —(pgud), +(ppvd), —(pgvd), } At (3.25)

On définit la variable F, =(pv4),, qui représente le flux de masse convectif traversé par la

surface (i), i =(e,w,n,s).

Tableau 3.2 : Expression des coefficients convectifs

Face e W n S

Flux de masse

.. F=puAd, \F, =puA, |F =pyv,A, |F.=pyv.A
convectif

e e e n-n n s 8 s

Il vient que :
I,=\F.¢,~F.¢, +F,¢,~F¢,} N (3.26)

3.4.3. Terme diffusif

Le gradient de ¢ aux interfaces est finalement calculé en supposant que ¢ varie

linéairement entre chaque point du maillage (figure 3.4). On obtient ainsi:

= T <)% 4 _ o % .\ _ ¢
I,= j jACV(rgmdqs)dAdz_{(raxA)e (F=2A), +(—24), (FaxA)s}At (3.27)

y
¢E _¢P ¢P _¢W ¢N _¢P ¢P _¢S
I, =|(I'—=———=4),-(T 4), +@ A4), -T-———==4), |A 3.28
U R ) R (T I (9] )Jf -
ox,, i ox, |
S
w : P : E

Figure 3.4 : interpolation pour le gradient de ¢
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r4 . ) oo
On pose D, = # qui représente le coefficient diffusif, ou i =(e,w ,n,s)
x

i

Tableau 3.3 : Expressions des coefficients diffusifs

Face E W n S
Conqucta‘nce D - L4, D - r,4, D, - r,A4, D, = L4,
de diffusion ox, ox, oy, - oy,

On obtient finalement :
13 = (De (¢E _¢P)_Dw (¢P _¢W )+Dn (¢N _¢P)_Ds (¢P _¢S ))At (3-29)

Calcul de la conductance I :

En générall’, #I', , la conductivité thermique étant fonction de la température I'=1'(T"),

ou méme fonction de I’espace I' =I"(x ) pour les matériaux composites.

Si I’on consideére le flux a I’interface "e" (figure 3.5), il peut étre écrit ainsi :

T,-T, T,-T,

(3.30)

le Oox e_ < ox : >

: ;
—_— —_—
—_— —_—

qe 3 . P F P rE E ‘ 3 qe

— —
— —

i e ;

< ox >

Figure 3.5 : diffusivité pour un matériau composite

De la relation (3.30) on sort I’expression de la conductivité thermique a I’interface du volume
de controle :

ro-_ %% B N V1Y S (3.31)
ox, Ox, I,ox,+T,0x,
+
1_‘P 1_‘E
: o . ox, ox, : :
Si on définit les parametres : f, = 5 “etl—f, = 5—‘? , la relation (3.31) devient :
xe xe

49



Chapitre 3 Résolution numérique

I, = ! = Lol (3.32)
l_fe +fe ferp—i_(l_fe)FE
1—‘P 1—‘E
3.4.4. Terme source
l'intégration de ce terme est donné par :
I, :UQ S, dQ=SAtAQ (3.33)

Ou § est la valeur moyenne de S sur le volume considéré.

Souvent le terme source S, dépend de la variable @ .1l est exprimé comme une fonction

linéaire de ¢p. La méthode de Pantakar [4] est recommandée dans la linéarisation du terme

source; elle consiste a écrire :
S=S.+8,9, (3.34)

Ou S, représente la partie constante de S (qui ne dépend pas de¢, ), alors que S, est le

coefficient de¢, (S, ne représente pas S évalué au point P).
L’utilisation des expressions de /,,/,,/, etl, permet d’écrire 1’équation (3.23) sous forme

discrétisée:
{(p8), ~(p9), | AQ+{F.,~F.¢, +F,6, ~F.4, } At -

(D@ =) =D, (# —$ )+ D, ($y —4,) =D, ($, —9)) At =(S. +5,6,)AAQ  (3.35)

3.4.5. Equation de continuité

Dans le cas des équations de Navier-Stokes, on doit aussi résoudre I’équation de
continuité :

op 0 0
—_t— Ol + — ()\? :0 3.36
ot Ox (put) oy (o) ( )

L’intégration de cette équation sur le volume de controle ., conduit a :

[ ( jQCV de)dt +[ (jg %(Pu)dﬂjdt +| ( jQC %(p\/ )dedt =0 (3.37)

(pp = PR) 0+ (pud), = (pud), +(pvAd), = (prid), =0 (538)

50



Chapitre 3 Résolution numérique

Ce qui donne:

AQ)
(pp—p}?)A—wa ~F,+F,~F, (3.39)

Effectuons I’opération [(3 35)— (¢, x(3 .39))] , on obtient :

{p}? %m —~F,+F,-F, —SPAQ}@ HEG —F 4, +E.4,-Fd |-

40

(De¢E _De¢P _DW¢P +Dw¢W +Dn¢N _Dn¢P _DS¢P +Ds¢s ):SCAQ+p£¢}? At

(3.40)

3.4.6. Schémas numériques

Dans 1’équation (3.40), I’inconnue ¢n’est pas encore exprimée sur son domaine de

définition (dans les termes convectifs), les nceuds de discrétisation. L’interpolation assurant
cette opération dépendra du choix du schéma de discrétisation spatiale. Il existe plusieurs
schémas donnant la valeur de ¢ sur son domaine (tel que: CDS, upwind, exponentiel,

hybride, puissance) et qui sont détaillés dans 1’ Annexe II.

Si on pose Pe=—qui désigne le nombre de Péclet de maille, 1'équation de conservation
D
une fois discrétisée implicitement en temps, est de la forme :
n+l yn+l n+l yn+l n+l yn+l n+l yn+l n+l yn+l
a, ¢, =a, ¢ +a, @, +ay @, +a; ¢ +b (3.41)

Ou les coefficients de 1’équation (3.41) sont exprimés sous la forme générale suivante :

a, = D,A(|P|)+[-F,,0] (3.42)
a, =D, A(|P,|)+[F,.0] (3.43)
ay =D, A(|R[)+[-F,.0] (3.44)
a; =D A(|P|)+[F,.0] (3.45)
a, =a, +a, +a, +a; +a, —S, (3.46)
& = }g% (3.47)
b=S,AQ+a’¢) (3.48)

51



Chapitre 3 Résolution numérique

L’expression entre crochets représente le maximum entre les quantités et 4 (|P|) est une

fonction caractéristique du schéma choisi (Tableau 3.4) [4].

Tableau 3.4 : Expressions de la fonction 4 (|P|)pour les différents schémas.

Schéma A (|P|)

CDS 1-0.5|P|
Upwind 1

Exponentiel | p| /( exp(| p|) _ 1)
Hybride [0,1-0.5|P(]
Power Law [0’(1_0'1|P|)5J

Le schéma exponentiel discrétise I’ensemble des termes convectifs et diffusifs, contrairement
aux schémas habituels tels que les schémas décentré et amont. Cette discrétisation concerne
I’expression des coefficients J aux faces des volumes de contréle. Ceux-ci sont interpolés
entre les deux nceuds que sépare la face de telle sorte que 1’équation stationnaire 1D de
convection-diffusion soit vérifiée entre ces deux points, et ce, indépendamment du probléme
que I’on résout.

Le schéma hybride [8] et le schéma puissance [9] utilis¢ dans cette étude, sont dérivés
directement du schéma exponentiel. Ils reposent tous deux sur [’approximation des
coefficients ou apparait 1I’exponentiel, qui est colteuse en temps de calcul. En fonction du
nombre de Péclet, le schéma hybride effectue une approximation linéaire par morceaux de la
fonction A( P ) et le schéma puissance une approximation polynomiale.

3.4.7. Discrétisation de I’équation de quantité de mouvement

L’idée générale permettant d’obtenir les valeurs des vitesses u et v est de résoudre les
¢quations de Navier-stokes de la méme maniére que la résolution de 1’équation générale de
transport (3.1), en remplagant ¢ par chacune de ces variables et en considérant les maillages

décalés correspondants pour le calcul des coefficients a,, (a,,a; ,a, ,a, ,as ). Les paramétres

sont calculés de sorte qu’une translation (décalage) soit faite pour le maillage principal d’une
valeur 6x = Ax/2 suivant la direction x pour obtenir # et d’une valeur 6y = Ay/2 suivant la

direction y pour obtenir v .

Les grandeurs scalaires telles que la pression, la température, etc., seront repérées par
l'indice (1, J), tandis que les composantes des vecteurs seront calculées sur une grille décalée
d'une demi-maille dans la direction de la composante considérée (Figure 3.6).

Dans ce cas, le gradient de pression en un nceud du maillage décalé est intégré en considérant,
tout simplement, la différence de pression entre les deux points voisins du maillage principal.
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Dans la figure 3.6, les lignes continues du maillage sont numérotées au moyen de lettres
majuscules. Dans la direction x la numérotation est ...., I-1, I, I+1, ..... etc., sur laquelle les
variables scalaires (température, pression, densité....) sont calculées. Dans la direction y la
numérotation est ...., J-1, J, J +1, .... etc. Les lignes discontinues qui construisent les faces de
la cellule scalaire sont désignées par des lettres minuscules : ..., i-/, i, i +1, ... et..., j-1, j, j +1,
... dans la direction x et la direction y, respectivement.

Donc, les nceuds des variables scalaires (7', P, p.....) sont définis par I’intersection des

lignes continues qui sont données par des lettres majuscules, par exemple le point P dans la
figure 3.6 est identifié par I’indice (1.J). Les composantes de vitesse (i, v) sont stockées aux
centres des faces des mailles (cellule scalaire), les faces (e, w) de la cellule scalaire pour la
composante u et les faces (n, s) pour la composante v. Leurs nceuds correspondants sont situés
a Dintersection d’une ligne continue avec une ligne discontinue, et sont donc définis par une
combinaison d’une lettre minuscule et une lettre majuscule. La composante u de la vitesse est
définie par I’indice (i,J) et la composante v par I’indice (7,j) (Figures 3.7 et 3.8).

F S B T ............ I
i N(LJI+1) | i
J +1 ; T :
: ! . : :
J ""T"'“'""‘;ﬁW“““'““T‘QL‘D‘"“&;J;"""‘""‘T """"""
W (1-1,J) ‘w(i-1,J) P(1,J) e(i,J) E(1+1.J)
J = : =
i - i
J -1 ? SR "jsw”""""'T@(u;;;ﬂ”""';""""""T """""" H
J -1 = S(1,9-1) > .
% I -1 i l—l ; i I+1
| 7 I+1
X

Figure 3.6 : Volume de controle pour les quantités scalaires ( P,¢ ) et I’équation de

continuité.

Le décalage entre la grille de pression et les grilles de vitesse permet de calculer la
divergence du champ de vitesse directement sur les nceuds de pression et d'éviter les
oscillations de pression observées dans le cas de l'utilisation de maillages collocatifs.
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Figure 3.8 : Volume de contréle pour la composante v et ses voisinnes.

Exprimée dans le nouveau systéme de coordonnées, 1'équation de quantité de mouvement
suivant la direction x discrétisée au point (i, J) est donnée par :

P  —-P —
ai,Jui,J :Zanbunb _%AVu +SAVu (349)

u
Ou
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a, Ui g = Zanbunb +(P1—1,J -P, )Ai,J +b, (3.50)

Ou AV, est le volume du volume de contrdle de u, b, :§AVM est le terme source de
I’équation de quantit¢ de mouvement suivant x et A4, , est la surface de la face (e ou w) du
volume de contrdle de u.

Dans le nouveau syst¢tme de numérotation, les nceuds voisins E, W, N et S de la
somme(Zanbunb) sont donnés par les indices (i-1,J), (i+1,J), (i,J+1) et (i,J-1) (voir figure
3.7).

Les valeurs des coefficients g, , et a,, peuvent étre calculées avec I'une des méthodes de

différenciation des schémas numériques présentés précédemment (Upwind, Hybride,
Power....) adaptée pour des problémes de convection-diffusion. Les coefficients contiennent
des combinaisons de flux convectif par unité de masse F et de la conductance de diffusion D
aux faces des volumes de contrdle de la vitesse u. L'application du nouveau systeéme de
notation (maillage décalé¢) nous donne les valeurs de F et D pour chacune des faces e, w, n et s
du volume de contrdle pour u.

F  +F + +
E, =(pu), :%Z %[(%juu +(%jui—u} (3.51)
F. . +F + +
Fe Z(Pu)e _ 1+1,J2 iJ _ %{(pnuz Pry jqu,J +(p1,J 2p1—1,J juu} (3.52)
F =(pv), = Fl,j +2FI—1,j _ %{(PI,J +2p1,J—l jvu +(p1—1,1 +2pl—l,J—l jvll,j:| (3.53)
F . +F + +
Fn =(pV )n _ 1+ : I-1Lj+1 _ %{(l@ J+12 pljj Ij+l+(p11,J+12 Proiy jvl_l’jﬂ} (3.54)
r
D, =1 (3.55)
X =X
I
D, =—1 (3.56)
Xign =X
Ds _ FH,J +r1,J + Flfl,Jfl +r1,J—1 (3.57)
4y, —y,.)
D, = FI—I,JH + F1,J+1 +r171,1 + FI,J (3.58)

4(yj+1 _yJ)
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Par analogie, 1’équation de quantit¢ de mouvement suivant y devient :

a; iV = Zanbvnb +(P1,J—l _P1,J)A1,j +b, (3.59)

De méme, Les coefficientsa, ; et a,, contiennent des combinaisons de F et D, leurs valeurs

sont obtenues par le méme procédé de calcul que la vitesse u et sont données par :

F =(pu), = E,J +2E',J—1 _ %{( Pr.g +2p1—l,J juu +(p1—l,J—12+ Pry- juiJ1:| (3.60)
F =(pu), = Fo +2F:'+1,J1 _ %|:( p1+1,J2+ Pr.s juwu +(p1,J1 +2p1+1,J1 Jui+l,J—l:| (3.61)
F . +F + +
F =(pv), = 1,,—12 Lj _ %|:(p1,J—l 2P1,J—2 jvl’jl_i_(p[,J 2P1,J—1 j"u} (3.62)
F  +F + +
F =(pv), :%: %H%}}U +(W}UH} (3.63)
D, = RS DURE S R 3 (3.64)
4x, —=x,)
D, - Uyga U+, + 0, (3.65)
4(x,, —x,)
r
D, =—"1"1 (3.66)
Yi=YVia
r
D, = 1.J (3.67)
Yin=Y;

3.5. COUPLAGE VITESSE-PRESSION

La résolution des équations de Navier-Stokes ne peut pas s’effectuer séparément par
composante car la contrainte représentée par 1’équation de continuité porte sur les trois
composantes de la vitesse ou de la quantité de mouvement. Si toutefois la résolution est
fractionnée par composante, on parle de prédiction de la vitesse et celle-ci doit étre suivie

d’une étape de correction pour satisfaire par exemple (div17 =0) en incompressible.

Il existe plusieurs méthodes que 1’on peut classer en deux familles: I'une ou I’on se
débarrasse du probléme de la pression en prenant le rotationnel de 1’équation de Navier-
Stokes et I’autre ou I’on compose avec la pression en établissant une équation spécifique.
Dans le premier cas on parle de formulation en Vorticité-Potentiel Vecteur en 3D ou
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Vorticité-Fonction de Courant en 2D (Q -V ) et dans le second cas on a une formulation en
variables primitives Vitesse-Pression (P, V). L’équation de 1’énergie peut étre aussi couplée
pour certaines applications (convection naturelle par exemple).

Le probléme du couplage se manifeste par 1’apparition des variables vitesse et pression
dans les deux équations de quantité de mouvement. Le gradient de pression qui apparait
comme terme source dans ces équations joue le réle du moteur de 1’écoulement.
Malheureusement, on ne dispose d’aucune équation de transport pour cette troisi¢éme variable
qu’est la pression (les deux autres étant les deux composantes de la vitesse). En d’autres
termes, si le gradient de pression est connu a priori on peut calculer le champ vitesse qui dans
ce cas vérifie bien 1’équation de continuité. Malheureusement, la pression est toujours une
inconnue a déterminer aussi bien que la vitesse. Un champ de vitesse donné peut satisfaire
I’équation de continuité sans pour autant vérifier les équations de transport de quantité¢ de
mouvement. Cette particularité des équations rend nécessaire I’utilisation d’un algorithme de
couplage pression-vitesse.

3.5.1. Algorithme SIMPLER

Des techniques de couplage des équations de Navier-Stokes équivalentes a la technique de
projection ont été €laborées et mise en ceuvre par Spalding et Patankar a [‘Impérial Collége de
Londres dans les années 1960-1970. Elles ont donné lieu a de multiples versions intitulées
SIMPLE, SIMPLER, SIMPLEST, ....

L'algorithme le plus universel et le plus utilisé est sans doute 1’algorithme SIMPLE de
Patankar et Spalding [3] détaillé en Annexe III avec 1’Algorithme SIMPLER, ensuite ses
variantes telles que: SIMPLEC (van Doormal and Raithby [10]), PISO (Issa [11]) et
SIMPLER (Patankar [4]) que nous avons utilisé dans ce travail.

La supériorité de 1'algorithme SIMPLER par rapport a SIMPLE réside dans le fait que la
déduction de I'équation de la pression ne fait intervenir aucune simplification. Dans SIMPLE,
la déduction de I'équation de correction de la pression passe par l'annulation du

terme Zanbu;b . Par conséquent le champ de pression dans SIMPLER est plus proche de la

réalité que celui de SIMPLE, puisqu'en général l'estimation d'un champ de vitesse initial est
plus facile que celle d'un champ de pression. Notons, ici que l'algorithme SIMPLER ne
nécessite pas de champ de pression initial. La pression est directement générée a partir de
l'initialisation de la vitesse. Par conséquent des coefficients de sous relaxation plus consistants
peuvent €tre utilisée pour les vitesses. Mieux encore, aucune sous relaxation n'est nécessaire
pour la pression. Il est vrai qu'une itération suivant l'algorithme SIMPLER nécessite environ
30% de temps plus que celle de SIMPLE, mais cet effort est largement compensé par la
réduction consistante en nombre d'itérations nécessaires pour la convergence.

Cependant, en termes de vitesse de convergence des calculs, I’algorithme SIMPLER est de
30 a 50% plus efficace que SIMPLE selon Anderson [12] et Jang [13].

57



Chapitre 3 Résolution numérique

START

Initial guess u” v, p",¢"

v

A
STEP 1 : Calculate pseudo-velocities

.
~ z a,u,, +b,

w, =
a,
e
.
A z a,,v ,, +b,
Vv =
n
a”
~ =
\ Aald

STEP 2 : Solve pressure equation

&b, =ayB; +a, B, +ay B, +agFy +b

P
A

Set P'=P
P*

A

STEP 3 : Solve discretised momentum equations

aeue = z anbunb +(PP _PE )Ae +bu

* * * *
* anvrxzzanbvnb+(PP_PN)An +bv

u v

u u

¢ =9 :
_ STEP 4 : Solve pressure correction equation
a,P, =a, P, +a, B, +a, P, +a,P, +b

P!

y

STEP 5 : Correct velocities

u, =u, +d,(P,—P/)
v, =v, +d, (P.-P))

| uv,PL¢

STEP 6 : Solve all other discretised transport equations
@ =ap Py +a, @ +ay @, +asd +b¢

Convergence ?

Figure 3.9 : Algorithme SIMPLER
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3.5.2. Algorithme SIMPLER transitoire

Pour décrire les phénomenes transitoires, une discrétisation temporelle est réalisée, en plus
de la discrétisation spatiale. Elle est caractérisée par le pas de temps Ar. L'algorithme
SIMPLER, utilis¢ pour la solution des problémes en régime stationnaire, peut étre utilisé pour
les problémes en régime instationnaire. Les équations de quantité de mouvement, contiennent
maintenant des termes instationnaires.

Dans les régimes instationnaires, avec formulation implicite; la procédure itérative
SIMPLER est appliquée a chaque niveau du temps jusqu'a ce que la convergence soit
accomplie. La figure (3.10) expose la structure de 1'algorithme.

Initialisation u,v,p et (b

|

Mettre le pas du temps N

uvpet @

t=t+N
u'=uy’=v,p’ =p.¢ =

Processus itératif SIMPLER jusqu’a la convergence

Non
t >t>

Oui

Figure 3.10 : Algorithme SIMPLER transitoire.

3.6. RELAXATION

Le processus itératif utilis¢ dans SIMPLER exige le contréle du taux de variation des
inconnues au cours de chaque itération. Ceci est réalis¢ par des méthodes dites de sous-
relaxation [12] :

Soit ¢, la valeur de ¢, a ’itération courante. Si ¢, satisfait a 1’équation:
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app =D 4,8, +b (3.68)
nb

Alors, pour que le systéme soit résolu pour I’itération courante, on estime une valeur de ¢,

donnée par :
zanb nb +b

¢ =" (3.69)

ap
Le changement dans ¢, d’une itération a la suivante est donné par :

Z a9, +b
App =" ¢, (3.70)
aP
Le changement de ¢, s’effectue d’une fraction o définie par:
Zanb nb +b
$p =0, +a| ——¢, (3.71)
aP

Aprés réarrangements des termes, on trouve :
a - *
Ly =D a8, +b+——af, (3.72)
a pn a

Ainsi la nouvelle valeur de la grandeur ¢, dépend de la valeur précédente ¢, et de sa

zanb nb +b

correction Ag=-"2————¢  en utilisant le coefficient de sous-relaxation a dont la
aP

valeur est strictement inférieure a 1.

3.7. RESOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE DES EQUATIONS DISCRETISEES

3.7.1. Algorithme de THOMAS (TDMA)

C’est un algorithme développé par Thomas [14] en 1949, ¢’est une méthode directe pour la
situation unidimensionnelle (1D), mais peut étre utilisée d’une maniére itérative ligne par
ligne (line by line) pour la résolution des problémes bidimensionnel (2D).

La discrétisation par volumes finis donne un systéme tridiagonal pour le cas 1D, un
systéme penta-diagonal pour le cas 2D et un systéme septa-diagonal pour le cas 3D. D’autres
schémas de discrétisation donnent plusieurs diagonal, par exemple le schéma QUICK donne
sept diagonal dans le cas 2D. Dans ce cas on pose deux diagonal dans le terme source.
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Un systeme tridiagonal peut s’écrire sous la forme générale, (voir [15] pour plus de détails) :
a9, +b;¢ +c. ¢, =d, (3.73)

Sous forme d’une matrice, ce systéme s'écrit

(b, ¢, 0 0 &, d,
a, b, c, o, d,
a, b, c, . . = |. (3.74)
c, :
0 a, b, | |9 d, |

Le calcul se fait de la maniére suivante :

o Pour i=2, on utilise les équations :
b d,+c
P=-2%, 0= 4 (3.75)
a, a,
o Pour i variant de 3 a N-1 , on utilise les équations :
b, d. +c.Q.
pl_ =t Ql_ :t—lQl—l (3.76)
a; _ci])ifl a; _CiPifl
avec P, =0 et O, =¢, (ou ¢, estune condition aux limites).
o La derni¢re étape détermine les inconnues, pour i variant de N-/ a I, on utilise

I’équation : ¢ =P ¢, +0,

¢, et ¢, sont des valeurs aux limites du domaine.

3.7.2. Application de I’algorithme de THOMAS a des problémes a 2D (TDMA)

L’algorithme de Thomas (TDMA) peut étre appliqué itérativement pour résoudre un
probléme d’un systeme d’équations bidimensionnel [9]. Considérons le maillage envisagé
dans la figure (3.11) et une équation générale de transport discrétisée sous la forme :

a,9p, =a, P, +a, ¢, +a, P, +agd; +b (3.77)

Pour résoudre ce systéme, I’algorithme de Thomas est appliqué pour une ligne choisie, par
exemple la ligne Nord-Sud (N-S). L’équation de transport discrétisée est réarrangée sous la
forme :

—agPs +a, ¢, —ay by =a, ¢, +a, @, +b (3.78)
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Le membre droit de 1’équation (3.78) est supposé temporairement connu. L’équation (3.78)
est de la méme forme que I’équation (3.73), avec :

ai¢i71 +bi¢i +ci¢i+l :di

a i:—as

b.=a

Pr (3.79)
¢, =—ay

di = aW¢W + aE¢E +b

On peut maintenant résoudre le systéme le long de la direction (N-S) de la ligne choisie

pour des valeurs j =2,3,4,............ ,n comme indiqué sur la figure (3.11).
Nord
West 5 East
4
3
Sud

Figure 3.11 : Application ligne par ligne de la méthode TDMA
o Points auxquels les valeurs sont calculées
= Points auxquels les valeurs sont considérées étre temporairement connues
® Valeurs connues a la frontiere

A gauche de I’équation (3.78), il n’y a que le systéme tridiagonal qui peut étre résolu
efficacement par 1’algorithme de Thomas. La solution est d’abord calculée sur la deuxiéme
ligne des volumes de controle, on suppose que les valeurs de la premiére ligne sont connues
(valeurs connues a la frontiére) et les valeurs de la troisiéme ligne sont considérées étre
temporairement connues. Aprés que le vecteur [¢,] ait été calculé avec 1’algorithme de

Thomas, on passe au vecteur [¢,] et on suppose que la deuxiéme ligne est déja calculée (a
I’itération précédente) et les valeurs de la quatriéme ligne sont supposées temporairement
connues, puis plus généralement au vecteur [¢; ] ou I’ensemble de la zone de résolution est
ainsi balayé.

La procédure de calcul ligne par ligne est répétée jusqu’a atteindre la convergence de la
solution.
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3.8. CRITERE DE CONVERGENCE

Le critére de convergence utilisé dans SIMPLER est: max(¢,,, —¢,)<e,, en balayant
toutes les cellules du domaine ou n est ’ordre d’itération et ¢ désigne U, J ouf. Dans la

e g N -5 . .
plupart des cas e, , e, , e, sont pris inférieurs a 10™. Pour la pression et la correction de

u v
pression, le test de convergence est réalisé¢ sur la divergence de la vitesse qui doit étre
inférieure 4 10”. Le régime permanent est supposé atteint lorsque ’écart entre deux variables

calculées pour deux pas de temps successifs est inférieur a 707,

3.9. CONCLUSION

A travers ce chapitre, nous avons présenté bricvement la méthode des volumes finis
appliquée pour des écoulements fluides, et d’une manicre générale, les étapes de discrétisation
du mode¢le mathématique. Nous avons également présenté en détails 1’algorithme SIMPLE et
SIMPLER pour le couplage vitesse-pression. Nous nous sommes intéressés aux schémas
CDS, Upwind, Exponentielle, Hybride et le schéma Puissance qui a été utilisé dans cette
¢tude a cause de son efficacité en résultats et temps de calcul. La résolution des équations
algébriques par la méthode ligne par ligne (line by line) basée sur 1’algorithme de Thomas
(TDMA) a été également décrite dans ce chapitre.

Dans les trois Chapitres suivants, nous allons appliquer la méthode qui vient d’étre décrite
pour traiter les problémes de la convection naturelle de I’air dans I’approximation faible
Mach, le couplage de la convection naturelle dans le cas hors Boussinesq avec le rayonnement
et en présence d’un gradient de champ magnétique.
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Chapitre 4 Convection naturelle en écoulement hors-Boussinesq

4.1. INTRODUCTION

Ce chapitre est consacré a la validation du code de calcul développé pour la simulation
numérique de la convection naturelle a faible nombre de Mach, a 1’étude des conditions de
validité de ’approximation Boussinesq et a la présentation des résultats de simulation de la
convection naturelle hors Boussinesq d’un fluide (air) confiné dans une cavité carrée
différentiellement chauffée, pour de faibles (AT =10 K ) et larges (AT =360 K ) gradients
thermiques. L’effet de grande différence de température entre les deux parois verticales ainsi
que la wvariation des propriétés physiques du fluide sur le régime thermique et
hydrodynamique de 1’écoulement sera examiné et analysé en comparant les résultats obtenus
avec ceux de obtenus pour le cas faible AT .

4.2. CONFIGURATION PHYSIQUE

Le mode¢le physique considéré est présenté sur la figure 4.1. 1l s’agit d’une cavité carrée, de
cot¢ H, contenant de [1’air, suppos¢ compressible soumis a un champ de

pesanteur§ =(0, —g). Les parois verticales sont maintenues isothermes a des températures
différentes afin d'assurer un gradient de température horizontal qui est a l'origine de
'¢coulement de base. La paroi de droite est a une température 7. et celle de gauche a une
température’. , avec T,. ~T .. Les parois horizontales sont, quant a elles, considérées comme

adiabatiques. Dans le systéme de coordonnées cartésiennes utilisé, ’axe des y est vertical et
I’axe des x est horizontal.

_ o _

Uu=v 0
0y
Y
g
u=v =0, u=v =0,
r=I, T =T,
X

_orT _
0y

u=v 0

Figure 4.1 : Géométrie physique et conditions aux limites
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4.3. EQUATIONS DE MOUVEMENT

On considére que le fluide est compressible et obéit a une équation d’état (loi des gaz
parfaits), qu’il est a la fois visqueux, newtonien et conducteur de la chaleur. Le systéme
d’équations de conservation décrivant 1’évolution bidimensionnelle de la configuration
donnée dans le paragraphe précédent est celui d’un écoulement a faible nombre de Mach,
détaillé au chapitre 2, (Eq.2.71-2.75).

4.3.1. Conditions initiales et conditions aux limites

Des conditions aux limites sont indispensables pour résoudre le systéme d’équations de
bilan, les conditions initiales et aux limites reproduisant le modele physique décrit a la figure
4.1 s’expriment comme suit :

Les conditions initiales imposées V(x,y)€[0,H ] sont :

T(x,y)=T, 4.1)
px,y)=p, (4.2)
pt=0)=p, (4.3)
u(x,y)=v(x,y)=0 (4.4)

Les conditions aux limites appliquées V ¢ >0 sont:

u=v=0,7T =T, pour 0<y <H etx =0 4.5)

u=v=0,T=T, pour 0y <H etx =H (4.6)
oT

u=v=0, —=0 pour 0<x<H et y=0 4.7)
y
oT

u=v =0, 8_:0 pour 0<x<H et y=H (4.8)
v

4.3.2.Conditions aux limites adimensionnées

Les conditions aux limites adimensionnelles correspondantes sont donc données par :

U=V=0_6=6 pour T=0 (4.9)
U=V =0, 0=0.=05 pour 0<Y<letX =0 (4.10)
U=V =0, 0=0.=-05 pour 0<Y<let X=1 (4.11)

67



Chapitre 4 Convection naturelle en écoulement hors-Boussinesq

U=V =0, aa_)?zo pour 0<X<letVY =0 (4.12)
00
U:V:O,W:O pour 0<X<let V=1 (4.13)

4.3.3. Parameétres adimensionnels

L’ensemble des ¢équations de conservation, les expressions de la pression
thermodynamique et de la masse volumique et les conditions initiales et aux limites font
apparaitre les nombres sans dimension suivants :

Nombre de Rayleigh :
3
Ra = gPATH (4.14)
va
Nombre de Prandtl :
Pr=v/a (4.15)
Rapport des capacités thermiques :
c
y =0 (4.16)
cv 0
Paramétre de Boussinesq :
g, =AT /2T, (4.17)

4.4. VALIDATION

La validation du code numérique porte sur un écoulement de convection naturelle dans une
cavité de section carrée et différentiellement chauffée lorsque les écarts de température ne
permettent plus de justifier ’hypotheése de Boussinesq. Ce probléme a fait I’objet d’un test de
comparaison et des solutions, qu’on peut considérer comme précises, et qui sont disponibles
en littérature [1,2].

Pour les deux valeurs du nombre de Rayleigh considérées (Ra=10°,10"), et pour une
différence de température AT =720 K avec une température de
référence 7, = 600 K (&, =0.6), des calculs ont été effectués pour I’air (Pr = 0.71), d’abord en

supposant que la conductivité thermique et la viscosité dynamique étaient constantes puis en
tenant compte de leurs variations avec la température suivant la loi de Sutherland.

Les parametres des trois cas étudiés sont reportés dans le tableau 4.1. On constate un trés
bon accord entre nos résultats numériques et ceux obtenus par [1,2].
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Tableau 4.1: Cas testés. Air Benchmark [1,2]

Heuveline [1] | Vierendeels [2] Présent travail
Type 400 000 2048x 2048 300x 300 | 360x360 | 360x360 300x120
maillage (raffiné) (tres raffin€) | (trés raffiné)
ler cas de test (Ra =10°, &, = 0.6 et propriétés constantes)

Nu(C) 8.859778 8.85978 8.85847 8.8571 8,85588 8,8454
Nu(F) 8.85978 8.85978 8.85847 8.8570 8,85599 8,84572
ﬁ/po 0.85634 0.856340 0.85584 0.8560 0.85599 0.85580

2¢éme cas de test (Ra =10°, &, = 0.6 et propriétés variables selon la loi de Sutherland)
Nu(C) 8.6889 8.6866 8.70078 8.69559 8.69355 8,68631
Nu(F) 8.6831 8.6866 8.70057 8.69166 8.69006 8,68683
ﬁ/po 0.9249 0.924489 0.92498 0.92482 0.92495 0.92274

3éme cas de test (Ra =107, &, = 0.6 et propriétés variables selon la loi de Sutherland)
Nu(C) 16.242 16.2410 163329 | 162923 | 162742 16,2459
Nu(F) 16.224 16.2410 16.3311 16.2906 16.2737 16,2445
ﬁ/po 0.923 0.92264 0.91600 0.9191 0.9200 0.92082

Pour terminer la validation du code de calcul, nous avons aussi étudié 1’effet du
maillage sur la solution numérique qui représente une €tude indispensable pour n’importe
quel travail de modé¢lisation. Les temps de calcul deviennent de plus en plus longs avec
'augmentation du nombre de cellules de maillage. Cela est normal car le solveur aura plus de
valeurs a déterminer. C’est la nécessité d’utiliser un maillage optimisé afin d’obtenir, d’une
part, un temps de calcul relativement court et d’autre part une bonne précision sur la mesure.

Pour analyser cet effet, on travaillera avec le schéma puissance car il donne des
résultats plus précis avec un temps de calcul court, on va analyser différents maillages raffinés
au niveau des zones de plus grands gradients, c.-a-d., au niveau des parois actives et
horizontales : 360x360raffiné, 440x440raffiné, et 300x120 trés raffiné au niveau des parois
actives (voir figure 4.2 et tableau 4.1), et c’est ce maillage300x120 (figure 4.2), qu’on
utilisera dans la suite des simulations numériques.
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Figure 4.2 : Maillage utilisé
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nous appliquons cet indicateur sur I’écoulement a faible nombre de Mach, puis I’appliquons a
un écoulement de Boussinesq, pour tester cette hypothése dans la limite des faibles gradients.

On se propose de calculer avec précision la valeur extréme de la différence de
température AT a laquelle le modéle de Boussinesq reste toujours valable. Dans la référence
[3], les auteurs ont supposé que 1’hypothése de Boussinesq reste valable pour une variation

des propriétés thermophysiques (p°, 1" et k") ne dépassant pas 10% par rapport aux valeurs
considérées a la température de référence. Dans notre cas, on choisit un nombre de Rayleigh
égal a 10°, et on fait varier le paramétre de Boussinesq ¢, d’une valeur de

g, =0.017ag, =0.083, ce qui correspond a une différence de température variant de
AT =5K a AT =50K .

La figure 4.3, représente les profils du taux de variation des propriétés thermophysiques
(p’, 1 et k) en pourcentage. On remarque d’aprés cette figure pour un taux de variation des
propriétés thermophysiques allant jusqu’a 10 % [3] (limite du modele de Boussinesq), 1’écart
de température correspondant est égal a 30K pour la densité et allant jusqu’a 40 K pour la
conductivité et la viscosité. Cette différence en valeurs de AT pour p* d’un coté et pour ' et

k™ d’un autre coté, se traduit par le fait qu’a une température donnée, p évolue plus

rapidement en fonction de AT que la conductivité k et la viscosité " ,(Fig. 4.4).

Pour la symétrie de la solution, les figures 4.5 et 4.6 présentent la variation des valeurs
maximale et minimale des vitesses horizontale et verticale respectivement en fonction de
AT . Ces variations sont identiques dans le cas du modele de Boussinesq en raison de la
symétrie de 1’écoulement. On remarque qu’a partir d’une différence de température
AT =20k la vitesse horizontale perd sa symétrie assez rapidement en comparaison avec la
vitesse verticale, qui ne subit pas un grand changement méme pour de larges différences de
température allant jusqu’a AT =40K .

T T T T T T T T T
18 ) -
1 —=—Ap [

16 - . |
|l —e— Ak /_
14 - AH* —

0 10 20 AT 30 40 50
Figure 4.3 : Taux de variation de p*, " et k “en fonction de AT
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Figure 4.5 : Vitesses horizontale maximale et minimale en fonction de AT .
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Figure 4.4 : Variationde p*, y et k" en fonction de AT .
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Figure 4.6 : Vitesses verticale maximale et minimale en fonction de AT .
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Pour AT <30K, les champs dynamiques et thermiques présentés en termes de lignes de
courant et isothermes (Fig. 4.7), les isovaleurs de la vitesse horizontale et verticale (Fig. 4.8),
profils de vitesses horizontale et verticale (Figures 4.9 et 4.10) dans le plan médian vertical et
horizontal respectivement de la cavité, ainsi que les profils de température dans le plan
médian vertical (Fig. 4.11) et horizontal (Fig. 4.12) et la distribution de température aux
parois supérieure et inférieure de la cavité (Fig. 4.13); sont symétriques par rapport a (x=0.5,
y=0.5) a cause de la symétrie des conditions aux limites, et la solution est toujours stable et se
confond avec la solution de Boussinesq.

En terme d’échange de chaleur, la distribution du nombre de Nusselt local au niveau de la
paroi chaude pour le cas LMN se confond avec le cas Boussinesq.

En outre, la variation du nombre de Nusselt moyen a la paroi chaude correspondant a une
différence de température de 30K est de 0.02% par rapport a la valeur obtenue par
I’approximation de Boussinesq (Fig.4. 15).

Figure 4.7 : Lignes de courant (gauche) et isothermes (droite) pour le modele Boussinesq
(ligne continue) et le modeéle LMN a AT =30K (ligne discontinue).

Figure 4.8 : Isovitesses horizontale (gauche) et verticale (droite) pour le modele Boussinesq
(ligne continue) et le modele LMN a AT =30K (ligne discontinue).
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Figure 4.9 : Profils des vitesses horizontales dans le plan médian vertical de la cavité
(X =0.5), pour les cas Boussinesq et LMN a AT =30K pourRa =10°
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Figure 4.10 : Profils des vitesses verticales dans le plan médian horizontal de la cavité
(Y =0.5), pour les cas Boussinesq et LMN a AT =30K pourRa =10°

0,3 4 —m=—BS N

T(0.5,Y)
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Figure 4.11 : Profils de la température sur le plan médian vertical de la cavité (X = 0.5), pour
les cas Boussinesq et LMN a AT =30K pourRa =10°
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Figure 4.12 : Distribution de la température sur le plan médian horizontal de la cavité
(Y =0.5), pour les cas Boussinesq et LMN a AT =30K pourRa =10°
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Figure 4.13 : Distribution de la température aux parois adiabatiques supérieure et inférieure
pour les cas Boussinesq et LMN a AT =30K pourRa =10°
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Figure 4.14 : Profils du nombre Nusselt convectif a la paroi chaude pour les cas Boussinesq
et LMN a AT =30K pourRa =10°
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Figure 4.15 : Nombre de Nusselt moyen a la paroi chaude en fonction de AT pour Ra =10°.

4.5.2. Effet combiné de la différence de température et de la variation des propriétés
physiques

Cette partie est consacrée a 1’é¢tude de I’effet du gradient thermique AT et de la variation
des propriétés thermophysiques du fluide (', k") sur le régime thermique et dynamique de

I’écoulement convectif se produisant dans la cavité, en comparant le cas de large gradient
(AT =360K ) au cas de faible gradient de température (A7 =10K ) pour un nombre de
Rayleigh compris entre 10* et 10”. L’ensemble des résultats sont présentés sous forme de
lignes de courant et d’isothermes, de profils du nombre de Nusselt local convectif au niveau
des parois actives, de distribution de température aux parois adiabatiques dans les plans
médians horizontal et vertical, et de distribution de vitesses horizontale et verticale dans les
plans médians vertical et horizontal respectivement.

En faisant varier le nombre de Rayleigh Rade 10* 4 107, le fait le plus marquant dans les
résultats numériques est la dissymétrie de 1’écoulement lorsqu’on passe du cas de faible
gradient thermique (AT =10 K) qui correspond au modele de Boussinesq au cas de large
gradient thermique (AT =360 K) et ce pour des propriétés thermophysiques constantes et
variables.

Pour des propriétés physiques it ,k " constantes, le seul paramétre influent est la densité.

Les figures 4.16 et 4.17 représentent les lignes de courant et les isothermes dans la cavité
lorsque le régime stationnaire est atteint, pour différentes valeurs de Ra et pour les deux cas
faible et large gradients thermiques. La différence évidente entre les deux solutions est la
dissymétrie des lignes de courant observée dans le cas de large gradient thermique. La
dissymétrie de la solution compressible est un résultat direct de la détente du gaz (diminution
de la densité) le long de la paroi chaude et la contraction (augmentation de la densité) du gaz
le long de la paroi froide, du fait que la densité varie de manicre inversement proportionnelle
a la température. Contrairement au cas de faible A7 ou la variation de la densité est tres faible
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imposant un écoulement a divergence nulle (pas d’expansion ou de contraction, dilatation ou
compression), la solution est alors symétrique.

Pour les isothermes, qualitativement, les deux solutions (faible et large AT ) semblent étre
trés similaires. Ceci est prévisible, car les termes de la conduction de la chaleur dans les deux

A *
cas sont les mémes (£ constante).

Pour des propriétés variables, et en raison du large gradient thermique le centre des cellules
de recirculation se déplacent vers la coté froid de la cavité provoquant un fort gradient de
vitesses et de température pres de la paroi froide. Les isothermes se renforcent et deviennent
trés serrées particulierement au niveau de la partie supérieure de la paroi froide et de la partie
inférieure de la paroi chaude. Cet effet est plus remarquable pour un nombre de Rayleigh
élevé.

77



Chapitre 4

s)

g, =0.6 (P. Variables)

& = 0.6 (P. Constante

g, =0.017 (P. Variables)

nt pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh.
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Figure 4.17 : Isothermes pour différentes valeurs du nombre de Ra
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Tableau 4.2 : Paramétres thermiques et dynamiques a différentes valeurs de Ra.

Propriétés constantes Propriétés variables
BS LMN, LMN, LMN, LMN,
g, =0.017 g, =0.6 g, =0.017 g, =0.6
Ra=10"
Nuavg (h) 2,24348 | 2,24211 2,22872 2,24281 2,22351
Nu,, (©) 2,24348 | 2,24333 2,25653 2,24257 2,197
P/P, 0.99988 0.84493 0.99993 0.92604
W 5.081 5.082 5.187 5.082 4.996
Ra=10
Nuavg (h) 4,52056 | 4,51961 4,54307 4,52015 4,4665
Nu,, (©) 4,52055 | 4,52 4,54497 4,51943 4,45863
P/P, 0.99987 0.85092 0.99992 0.93318
W 9.624 9.6257 9.842 9.625 9.527
Ra=10°
Nuavg (h) 8,8212 8,82079 8,84459 8,82087 8,64992
Nu,,,(c) 8,82108 | 8,82107 8,84672 8,82075 8,64888
P/P, 0.99987 0.85573 0.99993 0.93464
Vo 16.844 16.859 17.178 16.861 16.748
Ra=10
Nuavg (h) 16,50351 | 16,50283 16,56988 16,50259 16,18396
Nu,,,(c) 16,50325 | 16,50364 16,5723 16,50339 16,18851
P/P 0.99988 0.85714 0.99993 0.93151
0

7. 30.302 30.335 30.842 30.336 29.939

Tableau 4.3 : Pression thermodynamique moyenne a différentes valeurs de Ra. Cas de faible
et de larges gradients thermiques.

p/p, | P- Constantes P. Variables P. Constantes P. Variables
Ra g, =0.05 g, =0.6

10° 0.99991 0.99995 0.86291 0.93944

10° 0.99988 0.99993 0.84493 0.92604

10° 0.99987 0.99992 0.85092 0.93318

10° 0.99987 0.99993 0.85573 0.93464

107 0.99988 0.99993 0.85714 0.93151

Parmi les résultats obtenus en termes d’échange thermique au niveau des parois actives, on
présente la figure 4.18 illustrant la comparaison de la distribution du nombre de Nusselt aux
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parois chaude et froide pour les deux cas de faible et large gradients thermiques. Un écart
significatif est observé entre les deux cas (voir Tableau 4.2). Dans le cas de large AT les
profils perdent leur symétrie par rapport a Y=0.5.

L'asymétrie est due a la variation non-linéaire de la densité qui provoque une dilatation du
gaz prés de la paroi chaude avec une accélération de I'écoulement ascendant et une
contraction preés de la paroi froide. On remarque cet effet sur la figure 4.18 ou le flux de
chaleur au niveau de la paroi chaude est plus grand que celui de la paroi froide pour le cas de
large AT . Le pic du nombre de Nusselt (Nu,4,) a la paroi chaude est plus grand pour le cas
de large AT et présente une valeur minimale plus faible que celle observée sur la paroi froide.
L’écart entre les maximums de Nusselt augmente avec le nombre de Rayleigh et s’accroit
davantage si les propriétés physiques sont variables. Ce constat est prévisible, car la
conductivité thermique varie proportionnellement avec la température. Cet écart se traduit par
la perte de la centro-symétrie du champ de température liée aux effets de compressibilité.
Pour Ra>1 06, les valeurs minimales du nombre de Nusselt aux parois actives (Nuy,;,;) sont
presque les mémes.
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Figure 4.18 : Profils du nombre de Nusselt local aux parois actives.
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Compar¢ au cas de faible AT , la distribution de température sur le plan médian horizontal
illustrée sur la figure 4.19 montre que pour le cas de large gradient thermique avec
A,k variables, la couche limite thermique prés des parois actives présente un maximum et

une petite épaisseur prés de la paroi chaude et un minimum et une grande épaisseur pres de la
paroi froide contrairement au cas ou A,k sont constantes. Ceci se traduit par le déplacement

des couches limites verticales vers la paroi chaude et vers I’écoulement extérieur, montrant un
gradient thermique important du c6té de la paroi froide contrairement a ce qui se passe du
coté la paroi chaude. Cet écart en valeurs minimale et maximale de la couche limite augmente
en intensit¢ et diminue en épaisseur avec I’augmentation de Ra. Loin de la couche limite
(dans I’écoulement libre), la distribution de la température montre un refroidissement dans le
milieu de la cavité pour des propriétés constantes et un réchauffement pour des propriétés
variables.

00 02 04 x 06 08 10 00 02 04 x 06 08 10
Ra=10° Ra=10"

Figure 4.19 : Distribution de la température sur le plan médian horizontal de la cavité
(Y =0.5).
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Concernant la couche limite dynamique, pour de large AT , le pic (maximum) de la
couche limite horizontale, (Fig . 4.20), est plus grand prés de la paroi supérieure et plus faible
pres de la paroi inférieure. L’écart en intensité devient de plus en plus important au fur et a
mesure que Rayleigh augmente. Pour un nombre de Ra <10°, une augmentation est
remarquée sur 1’épaisseur de la couche limite dynamique preés de la paroi supérieure, et

devient plus importante pour de grandes valeurs de Rayleigh (Ra =10"), traduisant ainsi un
déplacement de la couche limite vers le centre de la cavité. Par opposition, 1’épaisseur prés de
la paroi inférieure est plus petite et tend a se déplacer vers la paroi quand Ra augmente.

Pour des propriétés physiques thermo-dépendantes, la couche limite prés de la paroi
inférieure ne subit pas un grand changement par rapport au cas de propriétés constantes,
contrairement a la couche limite supérieure qui présente un écart assez important entre les
pics. Ce résultat est prévisible car la zone proche de la paroi supérieure recoit des courants
chauds aidant a augmenter la viscosit¢ dynamique qui s’accroit avec la température. Loin des
deux couches limites, I’écoulement est accéléré dans les deux cas (propriétés constantes et

variables).
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Figure 4.20 : Profils des vitesses horizontales dans le plan médian vertical de la cavité
(X=0.5).
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Les profils de la vitesse verticale présentée sur la figure 4.21, montrent que par rapport au
cas de faibles écarts de température, les couches limites dynamiques dans le cas de larges
écarts de température présentent un pic (maximum) et une épaisseur plus grande prés de la
paroi chaude et une réduction en intensité et en épaisseur prés de la paroi froide, ce
changement est plus remarquable pour de faible valeurs de Rayleigh (Ra<10’). En
augmentant la valeur du nombre de Rayleigh, le pic de la vitesse du coté de la paroi chaude
devient de plus en plus grand, se traduisant par une forte expansion thermique dans cette
région. La variation de I’épaisseur de la couche limite prés de la paroi froide devient faible en
augmentant la valeur de Ra, particuliérement pour Ra =10". Loin des deux couches limites,
le fluide est accéléré pour de faible Ra (Ra=10%), ralenti pour Ra =10°, puis prend une vitesse
constante (V(X , 0.5)=0) identique a celle trouvée dans le cas de faible AT pour Ra >10’.
Les zones concernées sont (0.2 <X <0.8) pour Ra =10° et (0.15<X <0.9) pour Ra =10
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Figure 4.21 : Profils des vitesses verticales dans le plan médian horizontal de la cavité
(Y =0.5).
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Quand les propriétés physiques sont variables, les maximums de vitesse (en module)
diminuent prés de la paroi chaude et augmentent prés de la paroi froide pour Ra=10?. Un
comportement inverse est observé pour Ra=10’. Pour un nombre de Rayleigh plus grand, ces
maximums ne subissent pas un grand changement notamment prés de la paroi chaude. Ceci
est évident, car a faible nombre de Rayleigh I’effet le plus dominant est la viscosité qui varie
proportionnellement avec la température ; a grand nombre de Ra, ’effet de la densité est le
plus important (selon le cas ou la force de viscosité domine sur la force de flottabilité ou le
contraire). Concernant I’épaisseur de la couche limite, quelque soit le nombre de Rayleigh,
I’épaisseur est plus grande du c6té de la paroi chaude et plus petite prés de la paroi froide
traduisant un déplacement des couches limites dynamiques verticales gauche et droite vers le
milieu et vers la paroi froide respectivement.

La figure 4.22 illustre la distribution de la température dans le plan médian vertical de la
cavité¢ 6(0.5,Y ). Pour des propriétés physiques constantes, le fluide est refroidi dans tout le

plan quelque soit le nombre de Ra, car le fluide est accéléré dans cette région (Fig. 4.20).
Cette réduction en température est plus remarquée pour de faibles valeurs de Ra. L’écart
entre les deux approximations (Boussinesq et LMN) devient de plus en plus faible quand le
nombre de Ra augmente. Pour des propriétés physiques variables, a faible nombre de

Rayleigh (Ra =10") le profil de température montre un refroidissement prés des deux parois
adiabatiques et garde une température identique au cas de faible AT dans la région

0.3<Y <0.8. A partir deRa =10, le fluide est toujours faiblement refroidi prés des deux
parois et se réchauffe de plus en plus en augmentant Ra dans la région 0.2<Y <0.6 pour

Ra =10, dans la zone 0.1<Y <0.8pour Ra=10°et dans I’intervalle 0.08<Y <0.85pour
Ra=10".

La figure 4.23 représente la distribution de la pression thermodynamique moyenne [_7/ Do

en fonction du nombre de Rayleigh pour des propriétés physiques constantes ou variables
selon la loi de Sutherland. Par rapport au cas de faible gradient thermique AT ou la pression
thermodynamique est égale a la pression de référence ;/ p, =1, le rapport ;_9/ p, montre une

décroissance de la pression d’un taux maximal égal a 22.2% environ, (Tab. 4.3), lorsque les
propriétés sont constantes et de seulement 11.1% lorsqu’elles sont variables. Cette
décroissance prend une valeur minimale pour Ra =10" quelques soit 1’état des propriétés
physiques, parce que pour le cas de propriétés constantes, 1’effet le plus efficace est celui de la
densité.
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Figure 4.22 : Profils de la température sur le plan médian vertical de la cavité (X = 0.5).
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Figure 4.23 : Variation de la pression thermodynamique en fonction de Ra pour ¢, =0.6

4.6. CONCLUSION

Dans ce chapitre, on a présenté une étude numérique de la convection naturelle dans une
cavit¢ différentiellement chauffée pour de large gradient thermique ou le modele de
Boussinesq ne peut pas étre appliqué. L approximation valable dans de telles conditions est
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basée sur les équations de Navier-Stockes compressible a faible vitesse. Ce régime est décrit
par une vitesse caractéristique de I’écoulement tres faible devant la célérité du son. Le
systtme d’équations de conservation décrivant 1’évolution bidimensionnelle de la
configuration étudiée est celui d’un écoulement a faible nombre de Mach.

La premicre partie de ce chapitre concerne la limite de validation de 1’approximation de
Boussinesq. Lorsque les vitesses d’écoulement sont trés faibles, pour un taux de variation des
propriétés thermophysiques ne dépassant pas 10% par rapport a leurs valeurs moyennes, le
mode¢le de Boussinesq est valide seulement pour des différences de température ne dépassant
pas 30 K. au dela de cette valeur, I’approximation de Boussinesq n’est plus valide et un autre
modele dit faible nombre de Mach est utilisé pour étudier ce type d’écoulement.

A faible différence de température (A7 <30K ), les effets de compressibilité et les ondes
acoustiques sont absents, la solution est toujours symétrique, la pression thermodynamique est
¢égale a la pression statique. Dans ces conditions, il est plus judicieux d’utiliser les équations
incompressibles (modele de Boussinesq) dans la formulation du probléme de la convection.

Pour des propriétés physiques constantes, le seul parameétre influent est la densité. Lorsque
la différence de température est élevée, les champs dynamiques et thermiques perdent leurs
symétries qui sont observées pour le cas de faibles AT a cause de la détente du gaz le long de
la paroi chaude et de sa contraction le long de la paroi froide. L’échange de chaleur aux parois

actives diminue pour de faibles valeurs de Ra et augmente lorsque Ra >10°, contrairement au
cas de propriétés physiques variables ou le transfert de chaleur est plus faible surtout pour de
grandes valeurs de Ra.

Parce que la viscosité dynamique et la conductivité thermique d’un gaz parfait augmentent
avec la température, leurs variations produisent une réduction trés sensible des vitesses
maximales dans les zones chaudes et une légeére augmentation dans les zones froides.

L’application du modele faible nombre de Mach entraine une décomposition de la pression
en une pression thermodynamique constante dans I’espace utilisée dans I’équation d’état et
une pression mécanique utilisée dans les équations de quantit¢ de mouvement. La pression
thermodynamique subit une réduction trés sensible lorsque les propriétés physiques sont
constantes ou variables avec la température. Cet écart en valeurs de la pression
thermodynamique varie avec le nombre de Rayleigh.
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Chapitre 5 Couplage convection naturelle rayonnement de surfaces ...

5.1. INTRODUCTION

Cette partie consiste a étudier la convection naturelle couplée au rayonnement surfacique
dans une cavité carrée différentiellement chauffée dans le cas hors Boussinesq. L’objectif ici
est d’analyser I’effet du rayonnement de surface sur la convection naturelle en prenant en
compte des grands écarts de température et des propriétés physiques variables par le choix du
mode¢le dit faible nombre de Mach. La résolution numérique de ce probléme passe
essentiellement par [’approximation en volumes finis des équations Navier-Stockes
généralisées et des conditions aux limites radiatives et la méthode de radiosité qui permet de
résoudre le probléme des échanges radiatifs dans I’enceinte.

5.2. CONFIGURATION PHYSIQUE

Le systeme étudié est schématisé dans la figure 5.1. Il s’agit d’une cavité carrée remplie
d’air supposé étre un gaz parfait et transparent au rayonnement. Les surfaces verticales de la
cavité sont supposées isothermes et portées respectivement aux températures 7. et 7', avec

T. =T, . Les surfaces horizontales sont considérées adiabatiques. Le domaine fluide est

supposé dépourvu de toute source ou puits de chaleur. D’un point de vue radiatif, les
hypothéses retenues pour la modélisation des transferts radiatifs sont les suivantes :

- les surfaces sont grises, lambertiennes (réflexion diffuse), opaques pour le
rayonnement et sont de méme €missivite,

- les densités de flux et les températures de surface sont uniformes,

- le milieu contenu dans I’enceinte est parfaitement transparent.

u=v=0 -k a—T+q,,:0
oy
¥ —t
Xk X
-—Vz yz__
j j
Y1 Y=
u=v =0, g u=y =0,
T: c T:TF
Xy X,
L' X
oT
u=v=0 —-k—+q,.=0
Jy

Figure 5.1 : Configuration physique du probléme
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5.3. EQUATIONS DE MOUVEMENT

Les équations utilisées dans cette section et décrivant le probléme de la configuration
schématisée dans la figure 5.1 sont celles formulées au chapitre 2 (équations a faible nombre
de Mach), et qui sont exprimées sous forme adimensionnelle, en utilisant les mémes
parametres d’adimensionnement.

5.4. RAYONNEMENT DE SURFACES

Le rayonnement de surfaces ne modifie pas les équations gouvernant le mouvement du
fluide mais altére seulement les conditions aux limites thermiques. Le couplage de la
convection naturelle avec le rayonnement de surfaces se fait uniquement a travers les
conditions aux limites thermiques.

Sans rayonnement de surfaces, la condition adiabatique implique que le gradient de
température normal a ces parois est nul :

4o

5 =0 (5.1)

y=0,H

En présence du rayonnement de surfaces, la condition adiabatique est traduite par
I’équilibre entre les flux conductif et radiatif :

T

oy

vql =0 (5.2)

y=0,H

y=0,H

g, est la densité de flux net radiatif, déterminée par les systémes d’équations suivantes (Voir

Annexe IV pour plus de détails) :
o 4
q, =——>@©T"=J) (5.3)
1-¢

AJ =b (5.4)
J représente le vecteur Radiosité.

A est une matrice dont les ¢léments sont donnés par :

4, =8, —(1-)F, (5.5)
et
b, =&oT,* (5.6)
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5.4.1. La méthode de radiosité

Cette méthode, présentée pour la premicre fois par Poljak [1] et développée
ultérieurement par Hottel [2] et Gebhart [3], permet de modéliser les échanges radiatifs a
grandes longueurs d’ondes GLO dans une enceinte composée d’un nombre quelconque N de
parois. Elle fait intervenir la notion de radiosité J d’une surface, grandeur représentant la
quantité d’énergie (flux) quittant cette surface par rayonnement émis et réfléchi.

Les surfaces radiatives de la cavité solide sont divisées en un certain nombre de zones
(surfaces) 4,,i =1,........ ,N (figure 5.1). N est le nombre de surfaces radiatives totales formant
la cavité, qui est égal au nombre de volumes de contrdle total des interfaces solide-air. En fait,
les faces des volumes de contrdle sont également disposées de manicre a ce que la face d’un
volume de contrdle coincide avec une interface solide-gaz. Le nombre de zones retenues est
déterminé par le maillage utilis¢é pour résoudre les équations de conservation. En effet, le
maillage est construit de sorte que les limites du domaine physique coincident avec les lignes
du maillage des vitesses (maillage décalé).

On adimensionne le systeme décrivant le rayonnement de surfaces en utilisant les
parametres suivant :
- la température de rayonnement est adimensionnée par 7, donc :

) :T—fz[(Th -T.)6, +T,]/T, =6, AT (5.7
T, T,

0
) T, , _y . . .
Si on pose 6, = T la température radiative adimensionnelle devient :

o =% (5.8)

1
0
- le flux de rayonnement ¢, est adimensionné parcT,', donc :

Qr :qr /GT04 (59)

Si I’enceinte se compose de N parois, la radiosité adimensionnelle de la paroi i est obtenue en
résolvant le systéme suivant :

N
2(5;] _(l_gi)E—j)Rj :5i®? (5.10)
=

Ou R est la radiosité adimensionnelle définie par :
R=J/oT, (5.11)

Par conséquent, le flux radiatif adimensionné le long d'une surface 4, est exprimée par :
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N
Q =R, Z R F (5.12)
=1
En écrivant cette expression pour chaque surface, on obtient un systéme d’équations en
radiosités :
- Y11:11 Y21;;2 Y31:13 Y4E4 ~~~~~~~~ YnEn Rl gl@f
Y, F, 1-Y,E, Y, F, ) Y DS Y F,, R, £,0;
Y1F31 Y21:;1 1 Y3F:s3 Y41;;4 --------- YnF;n R3 83@); (5.13)
R -1, F, -1 F L YRR -1, F, ||R, €,0!
Avec Y est la réflectivité donnée par :
Y =1-¢ (5.14)

La résolution de 1’équation de radiosité revient a résoudre un systéme de N équations linéaires
a N inconnues: 4X =B
Sous forme matricielle, ce systeme fait intervenir les matrices 4 et B définies par :

A4 Z{a,-j =6, ~(l-¢)F, ; i=LN ;j =1,N} (5.15)

B={h=¢0; ; i=1,N| (5.16)

La résolution de ce systéme fournit le vecteur des radiosités R, contenant les valeurs des

radiosités des différentes surfaces élémentaires des parois de I’enceinte.

En supposant que tous les facteurs de forme de 1’équation de radiosité soient connus,
n’importe quelle méthode de résolution de systemes d’équations linéaires peut étre appliquée.

L'inverse de la matrice 4 est déterminé (une seule fois) par la méthode de Gauss. Les
coefficients de4 (a; ) sont des constantes et ne dépendent que de I'émissivité et des facteurs

de forme qui ne sont pas fonction de la température.

En 2D, les expressions analytiques des facteurs de forme [4] sont données par : (voir les

détails dans I’ Annexe V)

P [ } (5.17)
- 2(x —xl)
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_ __;L_S{J@J-x)?+ﬁf JZ_J@J-xf+41f““} (5.18)

X
i-k T
Z(XZ—XI x= X =x;

Apres la détermination de la radiosité, on peut facilement calculer le flux radiatif a chaque

surface par I’expression :

N

Qi:Z(éij_Fy')Rj (5.19)

j=1

5.4.2 Algorithme de calcul

Pour introduire le flux radiatif aux conditions aux limites dans la procédure de calcul, on
intégre 1’algorithme de la radiosité dans I’algorithme SIMPLER transitoire tel qu’il est

représenté dans la figure 5.2.

Initialisation u,v,pet 0

Calculde F, Facteurs de Formes
Calcul de R; Radiosité
(6,U,V)t=(6,U, V)
Calcuant de Q; Flux Radiatif

Processus itératif SIMPLER jusqu’a la
convergence: 6, U, V, Inclut Q

Traitement des
{ =t + df RESULTATS
NON Critére: oul

[6, U, V]#&-[6,U, V]t< e
?

Figure 5.2 : Algorithme de radiosité.
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5.5. CONDITIONS AUX LIMITES ADIMENSIONNEES

Puisque le couplage de la convection naturelle avec le rayonnement de surfaces se fait
uniquement a travers les conditions aux limites thermiques, les conditions aux limites
adimensionnelles correspondantes sont données par :

U=V =0, 6=0.=05 pour 0<Y<letX =0 (5.28)

U=V =0, 6=0,=05 pour 0<Y<let X =1 (5.29)
00

U=V =0, W—NrQyzO pour 0<X<let?Y =0 (5.30)
00

UszO,W—NrQr:O pour 0<X<let Y=1 (5.31)

Ou:

Nr =0T, 'H | kAT (5.32)

est un parametre sans dimension appelé nombre de rayonnement.
5.6. VALIDATION NUMERIQUE

Contrairement a la convection naturelle pure en cavité, il existe peu de données en
littérature traitant du couplage convection naturelle-rayonnement dans 1’approximation
Boussinesq, et elles sont rares voir inexistantes dans le cas hors Boussinesq, nous avons donc
considéré le probléme du couplage en approximation Boussinesq pour valider notre code de
calcul. Le modele numérique a été réduit au cas classique de la convection naturelle sous
I’hypothése de Boussinesq couplée au rayonnement de surfaces dans une cavité carrée
différentiellement chauffée, rapporté dans les travaux de Hong [4]. Les nombres de Nusselt
convectifs, radiatifs et totaux des parois actives, (tableaux 5.1 et 5.2), sont comparés aux
résultats de [4]. Un excellent accord a été observé pour toutes les valeurs du nombre de
Rayleigh testées et sur les deux parois actives.
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Tableau 5.1 : Nombres de Nusselt convectif, radiatif et total a la paroi chaude, pour

To=293,5K etAT =10K = Nut = Nuc + Nur; comparaison avec les valeurs publiées par [4].

Ra H g Réf. [4] Présent travail

Nu, Nu, Nu, Nu, Nu, Nu,
10* 0.021 0 2.246 0 2.246 2.246 0 2.246
10* 0.021 0.2 2.260 0.507 2.767 2.262 0.507 2.769
10° 0.021 0.8 2.249 2.401 4.650 2.255 2.401 4.656
10° 0.045 0 4.540 0 4.540 4.532 0 4.532
10° 0.045 0.2 4.394 1.090 5.484 4.398 1.090 5.489
10° 0.045 0.8 4.189 5.196 9.385 4.200 5.196 9.397
10° 0.097 0 8.852 0 8.852 8.863 0 8.863
10° 0.097 0.2 8.381 2.355 10.736 8.379 2.355 10.734
10° 0.097 0.8 7.815 11.265 19.080 7.861 11.265 19.126

Tableau 5.2 : Nombres de Nusselt convectif, radiatif et total a la paroi froide, pour Ty =293,5

K etAT =10K , Nut = Nuc + Nur; comparaison avec les valeurs publiées par [4].

Ra H F Réf. [4] Présent travail

Nu, Nu, Nu, Nu, Nu, Nu,
10* 0.021 0 2.246 0 2.246 2.246 0 2.246
10* 0.021 0.2 2.268 0.499 2.767 2.271 0.498 2.769
10° 0.021 0.8 2.278 2372 4.650 2.284 2.371 4.656
10° 0.045 0 4.540 0 4.540 4.532 0 4.532
10° 0.045 0.2 4411 1.073 5.484 4.417 1.072 5.489
10° 0.045 0.8 4.247 5.137 9.384 4.261 5.136 9.397
10° 0.097 0 8.852 0 8.852 8.863 0 8.863
10° 0.097 0.2 8.417 2.319 10.736 8.416 2.318 10.734
10° 0.097 0.8 7.930 11.150 19.078 7.971 11.151 19.126
5.7 RESULTATS ET INTERPRETATIONS

L’objectif de cette section est d’analyser I’effet du rayonnement de surface (€émissivité) sur
la convection naturelle dans I’approximation faible Mach, ainsi que 1’effet de la variation des
propriétés physiques sur les échanges radiatifs. L’ensemble des résultats obtenus, sont
présentés sous forme de lignes de courant, isothermes, vitesses horizontale et verticale,
températures et nombres de Nusselt convectif et radiatif, et ce dans les deux cas : faibles et
larges écarts de température, afin de mettre en exergue la différence entre les deux
approximations. Les paramétres de simulation utilisés sont le nombre de Rayleigh qui prend
les valeursRa=10%,10°,10° et 10’, ce qui correspond 4 une hauteur de la cavité
H =0.0064,0.014,0.029 et 0.064 respectivement, 1’émissivité de surfaces variant de 0 a 1, le
paramétre de Boussinesq qui prend les deux valeurs g, =0.017et ¢, =0.6 et enfin les

propriétés physiques qui sont constantes ou variables selon la loi de Sutherland.
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5.7.1 Effet du rayonnement sur les isothermes et les lignes de courant

A des différences de température €levées, méme en présence de rayonnement, les champs
dynamiques et thermiques perdent leur symétrie obtenue pour le cas de faible gradient de
température.

Pour des faibles valeurs du nombre de Rayleigh (Ra =10*), la figure 5.3 indique que dans
les deux types d’écoulement a propriétés constantes et thermodépendantes, les lignes de
courant sont peu influencées par le rayonnement et la cellule de recirculation garde presque la
méme forme. A partir de Ra =10, les courbes sont plus sensibles a 1’émissivité, (Fig.5.5 et
5.7); la stratification diminue au centre de la cavité et les lignes de courant sont moins serrées
a partir d’une émissivité & =0.2 pour le cas de propriétés constantes et a partir de
& =0.4pour le cas de propriétés variables, montrant ainsi une réduction dans les gradients de
vitesse.

En augmentant le nombre de Rayleigh & Ra =10° (Fig. 5.7), les isocourants sont moins
serrés a partir de ¢ =0.8 pour des propriétés constantes et une déformation des deux cellules
centrales occupant presque tout le milieu de la cavité est observée.

Concernant la distribution des champs thermiques, (Fig. 5.4, 5.6, 5.8), la structure des
isothermes pres des parois adiabatiques supérieure et inférieure est a observer et analyser. En
effet, pour de faible valeurs de Rayleigh (Ra =10"), (Fig.5.4), et dans les deux types
d’écoulement a propriétés physiques constantes ou variables, 1I’influence du rayonnement sur
la paroi inférieure est marquée par I’inclinaison des isothermes, méme pour de faibles valeurs
de I’émissivité (& =0.2). Cependant, les isothermes restent perpendiculaires a la paroi
supérieure dans le cas hors Boussinesq (&, =0.6), et inclinées dans le cas Boussinesq

(g, =0.017), montrant ainsi une faible influence du rayonnement dans cette région de
I’enceinte.
Pour un nombre de Rayleigh plus élevé (Ra >10°), (Fig. 5.6 et 5.8), les isothermes sont de

plus en plus inclinées du c6té de la paroi inférieure et elles ne sont inclinées, du coté de la
paroi supérieure, qu’a partir d’une émissivité £ =0.6 et un Rayleigh Ra =10’

Quand I’émissivité augmente, les isothermes deviennent moins serrées en bas de la paroi
chaude et au cceur de la cavité et deviennent de plus en plus serrées en haut de la paroi froide,
indiquant ainsi un gradient de température assez fort dans cette région.
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Figure 5.8 : Isothermes (a): ¢, =0.017 et PV,(b) : ¢, =0.6et PC,(c) : &, =0.6¢et PV pour Ra =10°
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5.7.2 Effet du rayonnement sur le transfert thermique

Dans le cas de larges écarts de température, 1’échange de chaleur au niveau des parois
actives présenté en termes de nombres de Nusselt convectif et radiatif en fonction de
I’émissivité et pour différentes valeurs de Ra, montre que la variation locale du Nusselt
convectif au niveau de la paroi chaude, est suffisamment affectée par le rayonnement
surfacique (Fig. 5.9), ou on observe une diminution du transfert thermique avec
I’augmentation de I’émissivité. Ce phénomene est nettement marqué au niveau de la partie
inférieure de la paroi particuliérement pour des grandes valeurs de Ra,(Ra>10), ou
I’échange convectif baisse considérablement. Le rayonnement réduit donc le transfert
convectif par affaiblissement du gradient thermique pres de la paroi chaude, (voir figures 5.4,
5.6 et 5.8). Au niveau de la paroi froide, I’effet de rayonnement de surface sur le transfert de
chaleur convectif n’est pas significatif, notamment pour de grandes valeurs de Rayleigh,

(Ra>10).

Par ailleurs, 1’échange radiatif local au niveau des deux parois, (Fig. 5.10), possede une
tendance inverse, puisque l’augmentation de [’émissivité des parois conduit a une
augmentation du nombre de Nusselt radiatif mais avec un taux de variation assez faible (de
moiti¢) dans le cas de large AT comparé au cas de faible AT .

L’effet du rayonnement de surface sur le transfert radiatif local au niveau de la paroi
adiabatique supérieure, illustré sur la figure 5.11, montre le méme comportement dans les
deux cas : large et faible AT mais avec des intensités différentes. Cependant, la sensibilité du
Nusselt radiatif au rayonnement est plus importante au niveau de la paroi inférieure (Fig.
5.12), comparée a celle de la paroi supérieure notamment pour les grandes valeurs de
Rayleigh (Ra >10") ou une diminution trés considérable des valeurs de Nusselt radiatif en
fonction de 1I’émissivité est observée. Ce comportement peut étre di a la perte de la chaleur
par la paroi supérieure, alors que la paroi inferieure regoit de la chaleur. Pour les deux parois,
le transfert radiatif diminue de moitié par rapport au cas de faible AT .
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Figure 5.12: Profils du nombre Nusselt radiatif a la paroi horizontale inférieure pour
AT =10K (gauche), AT =360K (droite) et pour Ra =10*,10°,10° (de haut vers le bas) et a
différentes valeurs de I’émissivité.
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5.7.3 Effet du rayonnement sur la distribution des températures

La figure 5.13 illustre la distribution des températures au niveau des parois adiabatiques
horizontales, et montre que le rayonnement influe énormément sur les profils de température
de la paroi inférieure pour un écart de température élevé (AT =360K ) quand Ra >10, ce
qui dénote que I’augmentation de 1’émissivité provoque un échauffement de la paroi
inférieure, alors que la paroi supérieure est un peu refroidie du coté de la paroi chaude et
réchauffée du coté de la paroi froide pour une valeur de Rayleigh Ra=10*. La paroi
supérieure présente des faibles variations lorsque les écarts AT sont élevés comparée a ce qui
se passe au niveau de la paroi inférieure. Pour un Rayleigh plus élevé (Ra >10"), la paroi
supérieure se refroidit intégralement lorsque I’émissivité augmente mais avec des intensités
faibles pour AT =360K .

La figure 5.14 montre que si I’émissivité des parois augmente, la distribution de la
température sur le plan médian horizontal pour un écoulement hors Boussinesq (A7 =360K )
garde la méme évolution que celle obtenue au cas Boussinesq (A7 =10K ), mais avec un
¢échauffement dans la plus grande partie du plan (Y=0.5).

Dans le cas de larges écarts de température, et au voisinage de la paroi adiabatique
supérieure, la distribution de la température sur le plan médian vertical (X =0.5) telle
qu’elle est présentée sur la figure 5.15, n’est pas beaucoup affectée par le rayonnement,
principalement pour les faibles valeurs de Rayleigh, (Ra =10*). Par ailleurs, la température
garde la méme évolution que celle pour le cas de faible AT mais avec des intensités plus
élevées.
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Paroi basse

T T T T T T T T T T T
0,0 0,2 04 X 06 038 1,0 0,0 0,2 04 X 06 0,38 1,0

Figure 5.13 : Distribution de la température aux parois adiabatiques supérieure et inférieure
pour un écart AT =10K (gauche) et AT =360K (droite) et pour Ra =10*,10°,10° (de haut

vers le bas) pour différentes valeurs de I’émissivité.
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Figure 5.14 : Distribution de la température sur le plan médian horizontal de la cavité
(Y =0.5), pour AT =10K (gauche), AT =360K (droite) et pour Ra =10*,10°,10° (de haut

vers le bas) a différentes valeurs de 1I’émissivité
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Figure 5.15 : Profils de la température sur le plan médian vertical de la cavité (X = 0.5), pour
AT =10K (gauche) ,AT =360K (droite) et Ra =10*,10°,10° (de haut vers le bas) pour
différentes valeurs de I’émissivité.

5.7.4 Effet du rayonnement sur les champs dynamiques

Concernant le régime dynamique dans le cas hors Boussinesq (LargeAT ), et en
comparaison avec le cas Boussinesq (Faible AT ), la figure 5.16 montre que le rayonnement
de surface n’a que peu d’effet sur la distribution de la vitesse horizontale & X =0.5 pres de la
paroi adiabatique supérieure, et ce pour de faibles valeurs de Rayleigh, (Ra<10%).
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L’¢épaisseur de la couche limite dynamique diminue au niveau de la paroi inférieure et
augmente au niveau de la paroi supérieure pour de grandes valeurs de Rayleigh. Les vitesses
maximales diminuent en fonction de I’émissivité, en particulier prés de la paroi inférieure et
pour de grandes valeurs de Rayleigh (Ra =10°). En dehors de la couche limite, le fluide est
¢galement affecté par le rayonnement.
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Figure 5.16 : Profils des vitesses horizontales a X = 0.5, pour AT =10K (gauche) ,
AT =360K (droite) et Ra =10"10,10°(de haut vers le bas) pour différentes valeurs de
I’émissivité.
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Concernant la vitesse verticale au plan médian horizontal, et lorsque AT =360K , la figure
5.17 n’illustre pratiquement pas de changement sur les profils de vitesse en raison du

rayonnement, notamment quand le nombre de Rayleigh est élevé (Ra >10°), alors qu’ils sont
légeérement affectés par I’effet de I’émissivité lorsque A7 =10K , particulierement pour de

faibles valeurs de Ra ou les valeurs maximales de la vitesse sont un peu plus élevées.
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Figure 5.17 : Profils des vitesses verticales a Y = 0.5, pour AT =10K (gauche) ,

AT =360K (droite) et Ra =10%,10°,10° (de haut vers le bas) pour différentes valeurs de

I’émissivité.
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Dans le cas de larges différences de température AT , le nombre de Nusselt moyen
convectif présenté sur la figure 5.18 décroit avec I’émissivité quelque soit la valeur du
Rayleigh, et possede un comportement variable en fonction du nombre de Rayleigh pour le

cas de faiblesAT (une augmentation pour Ra =10°, une augmentation puis une diminution

pour Ra=10" et une augmentation pour Ra >10°).
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Figure 5.18: Nombre de Nusselt moyen convectif en fonction de 1’émissivité pour
AT =10K (gauche) ,AT =360K (droite) et différentes valeurs de Ra.
D’autre part, la figure 5.19 montre que le Nusselt moyen radiatif augmente avec de
I’émissivité des parois et que le taux de variation pour le cas de larges AT est égal a la moitié
de celui observé au cas de faibles AT .
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Figure 5.19 : Evolution du nombre de Nusselt moyen radiatif en fonction de 1’émissivité pour
AT =10K (gauche) et AT =360K (droite), pour différentes valeur de Ra.

5.7.5 Effet du rayonnement sur la pression thermodynamique

L’évolution de la pression thermodynamique avec 1’émissivité des parois est présentée sur la
figure 5.20. On constate que la pression thermodynamique augmente avec 1’émissivité pour des
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propriétés constantes et variables. Pour ces derniéres et quand Ra =10°,10" & des valeurs

e=0.8et £=0.7 la pression thermodynamique dépasse 1’unité, signifiant que dans cette

situation la pression thermodynamique est supérieure a la pression de référence ( p,, > p, ).
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Figure 5.20 : Evolution de la pression thermodynamique en fonction de I’émissivité pour

AT =360K et pour différentes valeurs de Ra.

Etant donné que les propriétés physiques varient en fonction de la température, elles
modifient considérablement 1’échange radiatif le long des parois actives et adiabatiques pour
toutes les valeurs du nombre de Rayleigh (Fig. 5.21, 5.22). La variation de ces propriétés selon
la loi de Sutherland réduit le transfert radiatif au niveau des parois actives globalement, et le

faite accroitre au niveau des parois adiabatiques supérieure et inférieure.
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Figure 5.21 :

paroi chaude

—m— propriétés constantes
—e— propriétés constantes

a Ra=10" (gauche) et Ra =10° (droite) pour € =0.4.

Profils du nombre Nusselt radiatif aux parois actives pour AT =360K
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Figure 5.22 : Profils du nombre Nusselt radiatif aux parois adiabatiques pour AT =360K

5.8.

a Ra =10* (gauche) et Ra =10° (droite) pour & =0.4.

CONCLUSION

L’influence du rayonnement de surface sur I’écoulement de la convection naturelle hors
boussinesq est analysé numériquement dans une cavité carrée remplie d’air supposé un milieu
transparent. D’apres 1’ensemble des résultats trouvés, les principales conclusions de ce chapitre
peuvent se résumer ainsi :

En présence du rayonnement et de larges écarts de température, les champs dynamique
et thermique perdent leurs symétries trouvées pour le cas de faibles gradients
thermiques.

le rayonnement de surfaces en écoulement hors Boussinesq modifie 1’échange convectif
essentiellement sur la paroi chaude et réduit de moitié¢ 1’échange radiatif.

pour des faibles valeurs de Rayleigh et a des gradients thermiques élevés, le régime
dynamique n’est pas beaucoup influencé par le rayonnement de surfaces.

les régions les plus affectées par le rayonnement sont la paroi chaude et la paroi
adiabatique inférieure, ainsi que les régions proches de ces deux parois.

en général, ’augmentation de I’émissivité des parois conduit a une réduction dans
I’échange convectif et a une augmentation dans 1’échange radiatif.

la wvariation des propriétés physiques de D’air avec la température modifie
considérablement le transfert radiatif au niveau des parois de I’enceinte.

Les champs dynamiques et thermiques sont également affectés par le rayonnement de
surfaces dans la région centrale de la cavité.
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6.1. INTRODUCTION

Ce chapitre a pour objectif d’appréhender les mécanismes mis en jeu lors de I’application
d’un gradient de champ magnétique sur une cavité remplie d’air. Supposé étre une substance
paramagnétique, le fluide est soumis a un large gradient de température, méme dans un
environnement de gravité zéro ou un mouvement de convection peut se générer. Le systéme
d’équations utilisé pour décrire ce probléme est celui de 1’approximation faible nombre de
Mach. De plus, les résultats seront comparés a ceux obtenus pour le cas de faibles gradients
thermiques et le cas Boussinesq.

6.2. LA SUSCEPTIBILITE MAGNETIQUE DES MATERIAUX

Les substances magnétiques sont les milieux susceptibles de s’aimanter dans un champ
magnétique, c'est-a-dire de créer un champ magnétique propre. D’aprés leurs propriétés
magnétiques, ces composés se divisent en trois groupes principaux : diamagnétiques,
paramagnétiques et ferromagnétiques. L’aimantation M est le parametre qui correspond a la
réponse d’un matériau magnétique a un champ magnétique, elle est donnée par :

M=y H (6.1)

H étant I’intensité du champ magnétique imposé.

La constante de proportionnalité y,  est un nombre sans dimension appelé "susceptibilité
magnétique spécifique" du matériau. Les substances paramagnétiques acquicrent une faible
aimantation dirigée dans le sens du champ H (y,> 0). Les substances diamagnétiques
acquicrent une trés faible aimantation dirigée en sens inverse de H ( y,, < 0). Les matériaux

ferromagnétiques sont des substances jouissant de propriétés magnétiques particulieres. On
peut rapporter les susceptibilités magnétiques a I’unité de masse. On a la relation :

X=X P (6.2)

La susceptibilité paramagnétique est inversement proportionnelle a la température absolue.
On appelle constante de CURIE la constante de proportionnalité C relative a une mole de
maticre [1]

¥ =— (6.3)
T

Cette loi dite loi de Curie, est suivie rigoureusement par 1’oxygéne gazeux, les sels minéraux

en solution et certains solides. Ce sont des corps paramagnétiques parfaits.

6.3. FORCES MAGNETIQUES

Un champ magnétique uniforme n’exerce ni force ni couple sur un corps diamagnétique ou
paramagnétique puisque le moment magnétique est constamment paralléle au champ

magnétique. Pour les corps ferromagnétiques ; que le champ magnétique appliqué soit
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uniforme ou non, les propriétés ferromagnétiques font que la substance est soumise a une
force dépendant du gradient du champ nécessairement existant par la création d’un champ
magnétique induit non uniforme.

Pour des particules chargées g d’une substance ¢lectro conducteur se déplacant dans une

région de I’espace a la vitesse vV ou régne un champ électrique E et un champ magnétique

—

b ; la particule est alors soumise a une force électromagnétique (ou force de Lorentz) telle
que [2,3] :

F =q(E +V Ab) (6.4)
Cette force a deux composantes :

Ft :qE : force ¢électrostatique.
F :qI7 N :qu : force magnétique.
Que ce soit pour le diamagnétisme ou le paramagnétisme, I’expression de la force

magnétique appliquée aux matériaux linéaires paramagnétiques et diamagnétiques s’exprime
sous la forme dite force de Kelvin [3] :

erlvin = %m(T) va :p%—mez (65)
2:um 2:um

Ou b est I’induction magnétique (7) de la distribution de champ en absence de substance
magnétique.

Dans le systeme de coordonnées cartésiennes bidimensionnel, cette force est donnée par :

2 2
F kewin =Z’”—(T)Vb2 = pxT) | b ex + ob ey (6.6)
2p,, 2p, \ Ox y

6.4. CONFIGURATION PHYSIQUE

La géométrie spatiale considérée est illustrée sur la figure 6.1, il s’agit d’une cavité carrée
de coté H contenant de 1’air supposé étre un gaz parfait et considéré comme une substance
paramagnétique, les parois verticales sont maintenues a des températures 7. et T, différentes,

T. »T,, tandis que les parois horizontales sont supposées adiabatiques.

Nous supposons davantage que la cavité est soumise a un gradient vertical, Fig. 6.1a, (ou
horizontal, Fig. 6.1b) uniforme de champ magnétique extérieur excitateur.

En outre, Les variations spatiales des champs magnétiques sont modélisées a 1’aide de profils
gaussiens sous les formes suivantes [4]:
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- Dans le cas d’un gradient vertical du champ magnétique :
b(y) =bye "0 6.7)

- Dans le cas d’un gradient horizontal du champ magnétique :

b(x) = bye H (6.8)
avece
A=-4Ln(107%) (6.9)

y, et x  représentent I’ordonnée ou I’abscisse du point ou le champ est maximum.

(::I :> aimant

1’ u=v =0

u=v =0, Iﬁ u=v =0, T=I,
T=T, & I=T,

I‘ g Y
aimant aimant < U =v = ai =0
Y l > ay

‘ oT
X u=v=—=90 P =) aimant

(@ (b)

Figure 6.1: Configuration physique.
6.5. FORMULATION MATHEMATIQUE

Dans le mode¢le faible nombre de Mach, les équations adimensionnelles décrivant le

probléme ¢étudié sont ceux données dans les chapitres précédents (équations a faible nombre
de Mach).

La force magnétique peut €tre incluse en tant que force extérieure supplémentaire dans les
€quations faible nombre de Mach comme suit:

p(aa—lt/+VVVj:p§+%Vbz—Vpdw+V.uVV+%V,uV.V (6.10)

m

Cependant, lorsque y et p sont des constantes, la convection ne se produit pas. En
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supposant que cet état est représenté par :

V=0,p=py, X=Xo» P =P, €t T =T,,1’équation (6.10) donne :

Ozpog—Vp0+g°Tp0Vb2 (6.11)

m

Avec F, la pression statique.

Lorsqu'une différence de température existe, la susceptibilité magnétique et la densité
change avec la température. La pression p,, peut donc étre exprimée comme la somme d'une

pression p’ perturbée et la pression statique F,:

Pan =P+ Dy (6.12)

La différence entre les équations (6.10) et (6.11) est :

e o , L= -
p| (TV)V +5 | =(p=p)g—Vp' +V.uVV + Vv i + Lol g2 (6.13)
Ot 3 2u,
Pour le cas Boussinesq, on utilise la méme procédure d’approximation de la densité dans le
terme d’Archimede, pour approximer la susceptibilité¢ dans le terme de la force magnétique.
Et qui peut étre représentée en utilisant le développement en série Taylor, comme suit :

o(pyx)
oT

PX = PoXo +|: } (T'-T,) (6.14)

Pour un gaz parfait: p = iT ,on a donc :
r

p__pP (6.15)
oT T
En plus :
or_oC/n__C_ x (6.16)
oT oT T T
Il vient que :
a(px) Oy op

- + T-T)= HpL—y—| (T-T, 6.17

PX = PoXo [8T 0( 0) = PoXo paT ZaT 0( 0) ( )
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Tenir compte de (6.15) et (6.16), avec 1 = [ (pour un gaz parfait), on obtient finalement :
0

PX = PoXo =—2PPyxo(T = T;) (6.18)

On utilise les mémes parametres d’adimensionnement, auxquels on ajoute les grandeurs

* * b . . . g oq.
X =x'Xo> M,=M, 1, ct B= o pour adimensionner la susceptibilité, la perméabilité et
0

le champ magnétique respectivement. Les équations bas Mach sont alors donnés par :

Pour un gradient horizontal de champ magnétique :

ot oX oY oX oX oX) oY oY) 3

(x'p -1 0B (6.19)

+v,,Ra.Pr 1 e
€

Pour un gradient vertical de champ magnétique.

p*(a—V+Ua—V+Va—Vj=—a—H—RaPr—p_l+Pr i(y*a—V}i(y*a—V}lvu*vﬁ
o ax  or) ov 26, |ax\" ax) ar\” ar) 3

(x'p -1 0B (6.20)

+v,,Ra.Pr 1 o7
€

La susceptibilit¢ magnétique adimensionnelle est donnée par :

= 6.21
2¢,0+1 (62)
Ou:
2
Vo = Lo (6.22)
u, gH

est un nombre sans dimension appelé nombre magnétique.

pour le cas Boussinesq, les équations sont données sous leurs formes adimensionnelles pour
les deux configurations :

pour un gradient horizontal de champ magnétique:

2

-y, Ra.PrT oB
oX

oU oU oU oIl o°U  oU
+U +V =— +Pri—+—5
ot oX oY oX oxX - oY

(6.23)

pour un gradient vertical :
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2

(6.24)

2 2
a4 +U 4 +V o __da +Pr 0 V2 + 0 V2 +RaPr0—YmRa.Pr08B
ot oX oY oY oxX - oY oY

Dans le cas de zéro gravité (gravité nulle), et pour les deux approximations, Boussinesq et
faible nombre de Mach, le terme g dans I’expression y, Ra disparait et la quantité y,  Ra est

remplacée par un nombre sans dimension appelé nombre de Rayleigh magnétique donné par :

Ra :ZOBOZﬂATHZ

m

(6.25)
u,voeu

Dans ce cas (g =0), I’équation de quantité de mouvement est exprimée sous la forme (pour

un gradient vertical de champ magnétique) :

Cas faible Mach :

* *_ 2
P 6—V+U6—V+ 6Vj —6—H+Ra .Pr—(xp Dﬁi+
ot oX oY

P + +-=Vu vy 6.26
r{ax(“ an aY(“ an 3 } (6:26)

Cas Boussinesq :

(6.27)

ov oV oV oIl Py oV oV OB’
ot oX oY oY

+U +V =— >+—¢—Ra,.Pro
oX - oY oY

6.6. VALIDATION

Afin de tester la validité des résultats numériques obtenus, nous avons effectué¢ des calculs
par rapport au champ dynamique et thermique de 1’écoulement dans le cas de la convection
naturelle dans 1’approximation Boussinesq, dans une cavité carrée différentiellement chauffée,
sous des conditions qui se rapprochent de celles utilisées par Tonino et al [4].

Des calculs numériques ont été effectués par [4] pour I’air (Pr = 0.71) sur I’effet du paramétre

H’b* : »
Gm, Gm= %o > et qui correspond pour notre cas au nombre magnétique

HnV
_ xB;  PrGm AT
/’lmgH Ra TO

, sur la convection naturelle dans la cavité¢, pour un nombre de

m

Rayleigh (Ra =10%), pour une différence de température AT =5 K et une température de
référence 7, =293 K ,

Le nombre de Nusselt convectif moyen de la paroi chaude, (Tableau 6.1), est comparé aux
résultats de [4]. De ce tableau, il ressort une trés bonne concordance de nos résultats avec
ceux de la littérature.
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Les figures 6.2 et 6.3, représentent les résultats numériques obtenu en utilisant notre code de
calcul et ceux obtenus par [4] relatifs a la distribution des lignes de courant et isothermes,
respectivement. Un excellent accord a été observé pour toutes les valeurs du parametre
Gm testées.

Tableau 1 : Nombre de Nusselt moyen pour Ra =10’ et différentes valeurs de Gm .

Gm 0 2.5x10° | 10° 4%x10° | 9x10° | 1.6x107 | 2.5x10’
Nu,. : [4] 4.525 4.522 4480 |3.8 5.305 6.649 7.635
Nu,. :notre travail | 4.522 4.520 4485 |3.82 5,57 6.686 7.616

Réf:
[4]

Présent
travail

Gm

Figure 6.2 : lignes de courant pour Ra =10’ et différentes valeurs de Gm .

122



Chapitre 6 Couplage convection naturelle champ magnétique ......

Réf:
[4]

Présent
travail

Gm 4x10°

Figure 6.3 : isothermes pour Ra =10’ et différentes valeurs de Gm .

6.7. RESULTATS ET INTERPRETATIONS

L’objectif consiste a étudier I’influence de I’intensité d’un gradient magnétique vertical ou
horizontal caractérisé par le nombre magnétiquey, , sur la structure de 1’écoulement et le

transfert de chaleur du fluide dans la cavité. Dans le cas d’un environnement a gravité¢ zéro
(g =0), I'influence du gradient de champ magnétique sur le mouvement convectif de 1’air

sera examing, en analysant les effets sur la convection naturelle pour une grande différence
de température. Dans tous les cas, les résultats seront comparés a ceux obtenus pour de
faibles gradients thermiques.

En général, I’ensemble des résultats obtenus présentés en termes de lignes de courant,
d’isothermes, de nombres de Nusselt local et moyen aux parois actives, montrent que, pour les
deux cas ; en apesanteur (g =0) ou en gravité terrestre, a faibles écarts de température on a

toujours une convergence vers la solution incompressible ou la solution faible Mach et la
solution Boussinesq sont identiques.

6.7.1. Cas d’apesanteur (Zéro gravité)

En apesanteur, 1’absence de poussée d’Archimede rend impossible la convection naturelle
dans I’air. Ceci complique la réalisation des échanges thermiques, et une des pistes possible
consiste a recréer une gravité¢ artificielle a 1’aide de I’effet d’un gradient de champ
magnétique. L’application d’un gradient de champ magnétique induit une variation de la
susceptibilit¢ magnétique du gaz qui conduit ainsi a une variation spatiale de la force de
Kelvin et peut donc, sous certaines conditions, créer un mouvement de convection.
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Les figures 6.4, 6.5 illustrent les résultats de simulation numérique des courants fluides
dans la cavité en apesanteur, soumis au champ magnétique produit par un aimant placé a

Y, =0.5 pour Ra, =10* et Ra, =10°. Ces résultats montrent qu’il est possible de recréer
une convection thermique en apesanteur, a partir de sources de champ magnétiques bien
choisies. Méme pour une position ¥, =1 de I’aimant, (Fig. 6.6), on peut observer des

mouvements similaires a ceux de la convection naturelle thermogravitaire.

A cause de la symétrie des conditions aux limites en température (0 =20.5) et a la
position de I’aimant (¥, =0.5), les champs dynamique et thermique, (Fig. 6.4, 6.5 et 6.7)

sont symétriques méme pour de grande différence de température particulicrement dans le cas
ou les propriétés physiques sont constantes, cela est dii a I’absence de la force d’ Archimede.

Par rapport au cas de faible différence de température, on remarque que les profils des
lignes de courant et des isothermes gardent la méme forme. Les gradients dynamiques et
thermiques deviennent plus importants dans les régions ou le champ magnétique est maximal
pres de la paroi froide a ¥ =0.5, (Fig. 6.4, 6.5), eta Y =1, (Fig. 6.6), a cause de la forte
valeur de la force de Kelvin dans ces régions et surtout pour le cas ou les propriétés physiques
sont variables et Ra, est élevé.

Tableau 6.2 : Nombre de Nusselt convectif moyen aux parois actives pour Ra =10° et
différentes valeurs dey,, .

Paroi Boussinesq | LMN : €, =0.017 et PV | LMN : &, =0.6et PC | LMN : ¢, =0.6et PV
Ra =10
Nu 2,44621 2,44343 2,91564 2,76591
C
Nu 2,42327 2,44426 2,91748 2,76812
F
Ra=10°
Nu,. 10,65441 10,66911 11,94421 11,38109
Nu 10,65268 10,66989 11,94654 11,38434
F

L’échange thermique au niveau des parois actives, présenté en termes de nombre de
Nusselt, (Fig. 6.7 et 6.8 et Tab. 6.2), montre que pour une grande différence de température le
transfert de chaleur au niveau de la paroi chaude est plus important que celui pour le cas de
faible différence de température. Les propriétés physiques ont aussi un effet important sur le
transfert thermique. Une réduction en échange thermique par rapport a des propriétés
constantes est notée.
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Boussinesq LMN : ¢, =0.017etPV  LMN: g =0.6et PC LMN : g, =0.6et PV

Figure 6.4 : Lignes de courant pour Ra, =10 (haut) et Ra, =10°(bas) a zéro gravité pour Ra, =10° et
Y =0.5 (casa).
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Boussinesq LMN : ¢, =0.017etPV  LMN: g =0.6et PC LMN : g, =0.6et PV

Figure 6.5 : Isothermes pour Ra, =10*(haut) et Ra, =10°(bas) a zéro gravité pour ¥, = 0.5 (cas a).
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o = |59

[ /
g, =0.017etPV LMN: g =0.6et PC LMN : ¢, =0.6et PV

Figure 6.6 : Lignes de courant (haut) et isothermes (bas) a zéro gravité pour Ra, =10° et Y, =1(cas a).

0
1,0 B 0,0

Figure 6.7 : Nombre de Nusselt sur la paroi chaude (gauche) et froide (droite) pour Ra, = 10* a zéro

gravité (cas a).
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T T T T T T T T T 18 T r - T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 y 06 08 10

Figure 6.8 : Nombre de Nusselt sur la paroi chaude (gauche) et froide (droite) pour Ra, = 10° a

z€ro gravité (cas a).
6.7.2. En présence de gravité

On passe maintenant a un environnement de gravité non nulle, pour examiner I’effet d’un
gradient de champ magnétique sur la convection naturelle a grande différence de température,
en le comparant au cas faible différence de température. Les parametres de simulation sont le
nombre de Rayleigh pris égal a 10°, le paramétre de Boussinesq g, =0.6 et 0.017 et le
nombre magnétique y, qui varie entre 0 et 0.5 et pour de propriétés physiques constantes ou

variables.

Pour ce cas aussi, le fait le plus marquant est qu’a faible différence de température, les
deux solutions faible nombre de Mach et Boussinesq sont identiques, (Fig. 6.9, 6.10 et 6.11).

Par rapport au cas d’un faible gradient thermique, si on augmente I’intensité du champ
magnétique, le changement est observe sur les petites recirculations centrales qui sont de plus
en plus rapprochées de la paroi froide créant ainsi un gradient dynamique élevé pres de cette
paroi surtout pour une grande valeur de y, pour laquelle I’écoulement est multicellulaire,

signifiant ainsi une importance dans les forces magnétiques.
Les isothermes gardent la méme évolution que celle pour le cas faible différence de

température, sauf qu’elles sont plus serrées prés de la paroi froide pour des valeurs
supérieures de ¥, indiquant un fort gradient thermique dans cette partie de la cavité.

En augmentanty, , les lignes de courant deviennent moins serrées indiquant un faible

gradient dynamique dans le coeur de la cavité. Le nombre de Nusselt est parfaitement modifié
particuliérement pour de grandes valeurs de y, , comme indiqué dans les tableaux 6.3 et 6.4.
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Boussinesq LMN : ¢, =0.017etPV  LMN: g =0.6et PC LMN : g, =0.6et PV

Figure 6.9 : Lignes de courant pour Ra =10° et pour (de haut vers bas) y, =0,0.1,0.5 (cas
a).

128



Chapitre 6 Couplage convection naturelle champ magnétique ......

Boussinesq LMN : ¢, =0.017etPV  LMN: ¢, =0.6et PC LMN : ¢, =0.6et PV

Figure 6.10 : Isothermes pour Ra =10° et pour (de haut vers bas) y, =0,0.1,0.5 (cas a).

—n—BS
LMN ¢
—o—0.017-PV |
0.6-PC _
—v—06-PV |

. . . . . . . . .
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Y

Figure 6.11 : Nusselt sur la paroi chaude (gauche) et froide (droite) pour Ra =10° et 7, =05et
pour g #0 (cas a).
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Figure 6.12 : Nusselt sur la paroi chaude (gauche) et froide (droite) pour Ra =10° et différentes
valeurs de y, pour g # 0(cas a)

Comme indiqué sur les tableaux 6.3 et 6.4, et pour un gradient vertical du champ
magnétique (cas (a)), I’échange thermique aux parois actives diminue pour de faible valeurs
de y, ensuite il augmente pour des valeurs supérieures de y, . Tandis qu’il subit une
réduction remarquable, (Fig. 6.14), pour le cas (b) ou le gradient du champ magnétique est
horizontal, particuliérement, pour une grande valeur de y, et pour lesquelles les lignes de

courant et les isothermes (Fig. 6.13) sont considérablement modifiés.

Figure 6.13 : Lignes de courant (haut) et isothermes (bas) pour différentes valeurs de y, pour

Ra =10°(cas b).
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T T T T T T T
Paroi chaude
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15+
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Nu(Y)

Figure 6.14 : Nusselt convectif sur les parois chaude et froide pour Ra =10° et différentes valeurs de

v, pour g #0(casb)

y |0 0.1 0.5
Nu, | 867349 [8,5454 [ 9,99409
Nu, | 867445 | 854684 |9,99691

Tableau 6.3 : Nombre de Nusselt convectif moyen aux parois actives pour Ra =10° et

différentes valeurs dey,, , (cas a).

y |0 0.1 0.5
Nu, | 867349 [8,50145 | 6,08952
Nu, | 867445 [850322 |6,09283

Tableau 6.4 : Nombre de Nusselt convectif moyen aux parois actives pour Ra =10° et

différentes valeurs dey,, .

6.8. CONCLUSION

Nous nous sommes particuliérement intéressés a I’influence d’un champ magnétique sur la
convection naturelle d’un fluide non électroconducteur paramagnétique dont la susceptibilité
varie avec la température selon la loi de Curie. En présence d’un gradient thermique, la force
de Kelvin apparaissant dans le fluide peut varier d’'un point & un autre et créer ainsi un
mouvement de convection qui fait augmenter ou diminuer la convection naturelle. A tire
d’exemple, nous avons simulé la convection naturelle dans une cavité carrée en présence d’un
champ magnétique externe généré par des aimants. Nous avons ainsi pu mettre en évidence
I’existence d’une valeur seuil du champ magnétique au-dela de laquelle les forces
magnétiques ’emportent sur les forces de pesanteur et nous avons estimé également la
vigueur de 1’écoulement qui pourrait €tre ainsi généré en apesanteur. D une fagon générale, le
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champ magnétique peut modifier complétement 1’écoulement, et donc les transferts de
chaleur, ce qui ouvre des perspectives en termes de contréle de 1’écoulement et des transferts.
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CONCLUSION GENERALE

Au cours de cette étude, nous avons développé une méthode de simulation numérique

du comportement d’un fluide (air) dans une enceinte fermée différentiellement chauffée.

Nous avons d’abord ¢élaboré le formalisme général issu des équations de bilan décrivant
le mouvement instationnaire d’un fluide newtonien, visqueux et compressible. Puis a partir
des hypothéses simplificatrices appliquées a différents degrés, nous avons montré comment
on peut déduire les différents types d’écoulement : faible nombre de Mach, incompressible et

dilatable.

Nous avons mis au point un code de calcul basé sur la méthode des volumes finis et la
loi de puissance (Power Law) comme schéma de discrétisation, pour déterminer les champs
de température, de vitesse et les lignes de courant, ainsi que les distributions des nombres
adimensionnels de Nusselt locaux et moyens sur les parois actives et horizontales de la cavité,

en fonction des paramétres contrdlant le transfert de chaleur et I’écoulement.

Dans les différents phénomenes ¢€tudiés: convection naturelle pure, couplage
convection naturelle-rayonnement surfacique et convection naturelle en présence d’un champ
magnétique, nous avons discuté de I’influence des principales grandeurs agissant sur ces
phénomenes. Compte tenu des résultats présentés Il s’avere en fait que :

- l'approximation de Boussinesq n’est pas suffisante pour simuler le transfert thermique du
fluide lorsque 1’écart de température entre les deux parois actives est €élevé. L’écoulement
devient dans ce cas plus compressible.

- L’augmentation du parameétre de Boussinesq caractérisant la différence de température dans
la cavité fait perdre a I’écoulement sa symétrie obtenue dans le cas de faible gradient de
température.

- la variation des propriétés thermophysiques peut avoir une influence significative sur
I’écoulement du fluide et sur le transfert thermique dans la cavité.

- Dans les conditions non-Boussinesq et lorsque la différence de température augmente, une
différence significative entre les solutions incompressible et compressible est observée. Dans
ce cas, le modele compressible basé sur I’approximation a faible nombre de Mach peut étre
utilisé avec une précision suffisante pour simuler la convection naturelle combinée au

rayonnement de surface.
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- Pour de larges écarts de température, et en présence du rayonnement de surfaces, la symétrie
de I’écoulement est rompue, soit pour les champs dynamiques soit pour les champs
thermiques.

- le rayonnement de surface réduit la stratification au centre de la cavité¢ et intensifie
'écoulement sur les parois horizontales.

- la présence du rayonnement fait accroitre la température au sein de la cavité, et modifie
considérablement I'écoulement du fluide et la distribution de la température.

- en présence d’un champ magnétique, il est possible de recréer une convection thermique en
apesanteur, a partir de sources de champ magnétiques bien choisies.

- le champ magnétique peut modifier completement I’écoulement, et donc les transferts de

chaleur, ce qui ouvre des perspectives en termes de contrdle de I’écoulement et des transferts.

Le mode¢le a faible nombre Mach a été vérifié de fagon satisfaisante dans le cas des
transferts thermiques couplés pour une cavité carrée remplie d’un fluide en écoulement
laminaire. L’analyse mathématique et I’étude numérique présentées pourraient é&tre
poursuivies dans des cas plus complexes tels que : écoulement turbulent, cavité rectangulaire,

cavité inclinée, combinaison au rayonnement volumique, ....
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ANNEXE I : EQUATIONS DE CONSERVATION

I.1 Equation de continuité

Soit une partie d’un fluide de volume Q et de masse volumique p délimitée par une

surface fermée S . La partie du fluide a une masse m = J:”' pd Q) . La conservation de la masse
Q

., .. dm
s’écrit — =0
dt

En utilisant le théoréme de transport de Reynolds et le théoréme de la divergence (Green-
Ostrogradski) on arrive a la forme différentielle de I’équation de continuité :

% V(pV) =0 (I.1)
. Q’t—‘ divergence des flux
variation locale
Ou bien:
dp —
—+pVV =0 12
a "’ (1.2)

1.2 Equations de quantité de mouvement

Le principe fondamental de la dynamique indique que le taux de variation de la quantité
d — . - ) L
de mouvementd—ﬂ .[Q pVdQ d’un systetme matériel est proportionnel aux efforts extérieurs
t

qui lui sont appliqués.

Deux types de forces sont appliqués a un volume fluide :

* les forces intérieures : ce sont les forces de cohésion moléculaire, de viscosité et de pression
qui forment un torseur nul puisque localement le principe de I’action et de la réaction doit étre
respecté.

* les forces extérieures, elles-mémes classées en deux types : des actions a distance ou

volumiques ou encore forces de champ J..[ .[Q pl7 dQ et des actions de contact (contrainte) ou

surfaciques .[LF ds .

On peut donc écrire :
j—tjjjgpfdgz:jgpfdmjsﬁds (13)

En appliquant (I.3) a un fluide idéal, on obtient les équations d’Euler, établies par Euler [1]
pour la premicre fois en 1755. Pour un fluide newtonien les équations sont dénommées les
¢quations de Navier-Stokes, d’apreés Navier [2] et Stokes [3] qui furent les premiers a les
formuler.
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On peut décomposer le tenseur 7 pour faire apparaitre la pression p et le tenseurt des
contraintes visqueuses :

T =—pl+t (L4)

Pour un fluide newtonien, on admet que la contrainte normale de viscosité est proportionnelle
aux vitesses de déformation linéaire selon toutes les directions. On a :

:zy(Vv +v§’)+(u+n)(v§)1 (L5)

Elle fait intervenir les coefficients de viscosit¢ pet n (coefficients de Lamé), pest la
viscosité dynamique et 17 est appelé second coefficient de viscosité ou encore viscosité de

dilatation.

On peut donc définir le tenseur de contraintes ]=’ :
T =—pl +2uS +ndivi 1 (L6)

Ou bien, en notation indicielles :

T =5 +ul Vs vis 1.7)
A R (PR A :

l l

.3 . o , . 1{ oV, ; =
ou S est la partie symétrique du tenseur des déformationsS,; =—| —-+ —L|et] la
2 ox; oOx
matrice identité.

Le bilan de quantit¢ de mouvement a travers un domaine Q quelconque s’écrit a partir des
forces identifiées plus haut :

p((VV)V+%J:pF—Vp +V.UW 4V ((u +n)v17) (L8)

Si la condition de Stokes (21 +3n =0) est satisfaite [4, 5, 6], on suppose que la seule force de

volume est la force de gravité, alors :
= _ o 2 =
Tz,u(Vv +W )—Eu(v.v)l (1.9)

L’¢équation de Navier devient I’équation de Navier-Stokes :

v — \— ~ —
R p(Vv)V = pg - Vp + Vr (1.10)
_— force de gradient de  gain net par
vitesse gain net volume pression diffusion visqueuse

d'accumulation par convection
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En remplagant par 1’expression de . (Eq.1.9)
p((fV)f—l—%—iJ:pg—Vp +v.yvr7+%wv17 (L11)

1.3 Bilan d’énergie
1.3.1 Energie cinétique
La variation locale de I’énergie cinétique s’obtient aisément a partir de 1’équation de

N-S:

pj—t%V 2 pFV +V NT (L12)

Ou encore, en remplagant par I’expression de T (Eq. 1.4)

—2
%p%:f.v.p +I7.(v.r)+p1717 (L13)

1.3.2 Energie interne

Le premier principe de la thermodynamique indique que la variation de la somme des
énergies interne et cinétique d’un systéme est égale a la somme des travaux des forces
extérieures qui lui sont appliquées et de ses échanges de chaleur avec 1’extérieur.

Si I’on note e 1’énergie interne par unité de masse et (} le vecteur densité de flux de chaleur,

le premier principe se traduit par le bilan local :

pj—t(e+%VzjzpferV.(Ff)—VéJrr (L14)

En substituant I’expression de 1’énergie cinétique, on a :
oL _T . W -vg (L15)

ou encore, en remplagant par 1’expression de T (Eq. L4):

de

E:—pvfﬁz%ﬂr—w} (L.16)

Jol

1.3.3 Enthalpie

Elle s’obtient aisément a partir de la définition de la densité d’enthalpie: 7 =e+p/ p,

mise sous la forme différentielle:
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dh_d_e+1dp p dp
dt dt pdt p°dt

\ . . s , . N —
Ou I’on exprime le dernier terme a 1’aide de I’équation de continuité, d_p =—pVJV :
t

On obtient alors :

et I’on substitue ( p Z—j) par son expression (Eq. 1.16). Il vient finalement:

dh - dp -
ah e vg P
Pt 4T

—_—

1.3.4 Entropie

Pour établir I’équation du bilan de ’entropie, on utilise :

la premiere équation de Gibbs :
Tds =de + pd (l/p)

et la forme différentielle de I’enthalpie :
1 1
dh =de + pd [—j—k—dp
p) P
On obtient alors la deuxiéme équation de Gibbs :

Tds =dh _d
P

qu’on associe a I’équation (I.19) pour I’enthalpie. On obtient:

ds - =
[ —=r—-Vg+1:W
p. ar q
1.3.5 Température

De I’équation de I’enthalpic on a :

dh =c dT +(1- BT )dp
o}

(L17)

(L18)

(1.19)

(120)

(121)

(1.22)

(1.23)

(1.24)
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Ou p est le coefficient d’expansion thermique, définie par :

p-_Llop (1.25)
p OT |p

On obtient [7] :

or (= . dp = _=
pe, —+(VV)T = r —-Vg + BT + v (1.26)
\—W—_J
ot —— dt
pport de apport de apport de chaleur
taux de variation de la chaleur ecnh\a,ii?l:ne chaleur apport de chaleur  PAr dissipation visqueuse
par unité de volume et de temps en surface  par compression

ou détente

- Pour les gaz parfaits : 1’équation d’état qui est de la forme: p =pRT , permet

d’exprimer simplement le dérivée partielle ( ) dans (1.26)

o __P (130)
or|, T

On obtient donc les formes suivantes de 1’équation pour la température :

dT . dp = _—
¢ —=r—-Vg+—+17:VV 1.31
pe, g+ (L31)

Ce résultat peut étre exprimé en termes de c,, en utilisant 1’équation de continuité pour

exprimercji—f et ’équation d’état qui permet d’exprimer Z]ﬁ :

t

v

dﬁ:rpd—TJrer—p (L.32)
dt dt dt

T - — =
pcvczl—t:r—Vq -pVV +1:W (1.33)

On remarque que deux termes apparaissent, simultanément, dans 1’équation de la chaleur,
mais avec des signes opposés. Ils correspondent nécessairement a des transformations
d’énergie mécanique en chaleur :

- Le terme pVI7 , correspond a une transformation qui est réversible puisque vy peut

étre positif ou négatif. Ce terme correspond aux effets thermiques qui accompagnent les
phénomeénes de compression ou de détente. il est toujours nul pour les fluides incompressibles

pour lesquels le principe de conservation de masse impose VvV =0.

- Le terme 7:VV est toujours positif. On le démontre facilement pour les fluides
newtoniens, en cordonnées rectangulaires, en mettant ce terme sous la forme :
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2
= o 1 ov. ov.| 2_—

Wo=— —L+—L |-=VV6, | = 134
T 2#2;&&” ax,.] 3 1]} He (1.34)

Equation dans laquelle 1 et j désignent par permutation les coordonnées x, y et ou 6, =1

quand i =j et 6, =0quand i # j

Ainsi, le produit 7 : VIV, opposé d’une somme de carrés, apparait comme visiblement toujours
négatif ; il correspond, donc, toujours a une dégradation irréversible d’énergie mécanique en
énergie thermique, conséquence de I’existence des frottements visqueux. La fonction ¢,

toujours positive, est appelée la fonction de dissipation visqueuse.

2 - av, l<, oV, JdV,
O=—"(divV )V +2[(F) + = Y (L) L.35
3( W) [(ﬁx.) 2Z(§x4 ox )] (133)

i Jj i

SiI’on considére que les échanges de chaleur suivent uniquement le schéma de conduction de
Fourier, on a par ailleurs :

q=-kVT (136)

L’équation de chaleur s’écrit alors :

ar (0T (= ~ dp = _—
pcpg—pcp(§+(VV)Tj—r+V.kVT+E+T.VV (1.37)

Ou, en terme de ¢, :

pe, L= pe, (%+(VV)T):r+V.kVT VT AT (138)

1.4 Equation d’état
Qui dans le cas d’un gaz parfait, est donnée par :

p=pRT (1.39)
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ANNEXE II : SCHEMAS NUMERIQUES

Soit I’équation de transport

%(p¢)+v.(pr7¢):v.(rv¢)+s¢ (IL.1)

Cette équation, une fois discrétisée implicitement en temps, en tenant compte de la
discrétisation 1’équation de continuité :

AQ
(pp—pﬁ)gﬁ; —F,+F, -F, (I1.2)

Prend la forme :

{pﬁ %m —F,+F,-F, —SPAQ}% HEG —F 4, +E4,-Fd |-

AQ
(De¢E _D3¢P _DM/¢P +DVL¢VV +Dn¢N _Dn¢P _DS¢P +DS¢S ):SCAQ+p£¢f(’) A_t (II3)

Dans cette équation, ’inconnue ¢,,i =e,w ,n,s n’est pas encore exprimée sur son domaine
de définition (E, W,N,S). L’interpolation assurant cette opération dépendra du choix du schéma
de discrétisation spatiale. Il existe plusieurs schémas donnant la valeur de ¢ sur son domaine

tel que : schéma CDS, upwind, exponentiel, hybride, puissance, et qui sont détaillés ci-apres.
I1.1 Schéma centré (CDS)

Ce schéma consiste en des interpolations linéaires entre les nceuds voisins [8]. L’erreur
de troncature du CDS est du second ordre. Le schéma est performant dans les régions ou la
diffusion domine et/ou pour les maillages fins. Le CDS peut produire des solutions
oscillatoires.

Si on définit les paramétres :

ox '

=—rF 1.4
fo g (11 4)
et

ox

1-f, =— 1.5

/. ox, (II.5)
on obtient :
¢e :fe¢P + (1 _fe )¢E (II 6)

On aura donc :
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Tableau II.1 : Valeurs de ¢ par interpolation linéaire
¢ =fbp (=S | &, =f, ¢ +1=1,),
G =fa0p +(A=F )y | & =f b +(1=f)¢p

Pour un maillage uniforme on obtient :

Tableau I1.2 : Valeurs de ¢ pour un maillage uniforme

Face e W N S

Valeurde ¢ | (¢, +¢,)/2 | (4, +6)/2 | (dy +0)/2 | (B, +05)/2

@

>

T

!
!
I ! :
i ! -
i ! : \
@ - — >
w P E X

w

Figure I1.1 : Interpolation linéaire entre les nceuds voisins

II.2  Schéma amont (Upwind scheme, upstream differencing)

En regardant le sens de 1’écoulement on choisit la valeur du nceud en amont [8].

#:

|
|

Figure I1.2 : interpolation selon le schéma Upwind

Selon que I'écoulement soit dans la direction positive ou négative, on aura :
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Tableau I1.3 : Valeurs de¢ aux interfaces

(Fo, B, L E) =0 1 (L, F, L, F) <0

9. = ¢ =9
¢ =4 ¢ =9
¢, = ¢, = by
¢, = ¢y ¢ =0

On obtient alors :

F ¢, =(F,.0)¢, ~(~F,.0)¢,
E,¢, =(E..0)¢ ~(-F,.0)¢,
F,$, =(F,,0)¢, —(~F,,0)¢y

Fv¢s :<F;’O>¢S _<_Fw0>¢P

Cette méthode conduit a des solutions physiquement réalistes.

De sorte que l'opérateur (4,B ) = max(4,B) note la plus grande valeur entre A et B.

Schémas utilisant la solution exacte

(L7)
(IL8)
(IL9)

(IL.10)

On introduit la variable J définie aux fronti¢res du volume de contrdle, par exemple a

I’Est par :

J.=(pud) ¢, -T. 420y —Fyg -1 (422

ox ox
| | ! |
Ax —>
Ay
w w“ P e I E
- Y o
R Y

............. J:Tis L PRI, A ———

T T

Figure IL3 : Volume de contréle pour le flux total J ;

(L11)
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Le flux total J ; contient :

e le flux convectif causé par le mouvement du fluide,

e le flux de diffusion crée par le gradient de ¢

Il vient que I’équation II.1, peut s’écrire :

a_"i(p¢)+v.(pf¢_rv¢)=s¢ (IL12)

En considérant une direction i :

aJ,

—(/w) P =S, (11.13)

tel que :

oJ, 0J, N oJ
ox . ox oy

1

(IL14)

L’¢équation (II.12) discrétisée pourra s’écrire dans le cas bidimensionnel, en linéarisant le
terme source :

{(qu)P —(pgb)f,}AQJr{Je —J, +J, =J At =(S, +S,0, ) AQA! (IL.15)

Si on effectue une combinaison des équations (II.15-¢, I1.2 ), on obtient I’équation suivante

pour ¢, :

AQ
{pﬁ%_spm.g_(_}?; +F —F, +E}¢p +{J, =J, +J,=J,} =S AQ+ p, ¢P (11.16)
Solution exacte :
oJ 0
L’équation oy = —( )— —( I'(— ¢ j (dans la direction ox) peut étre

résolue exactement si I'; est suppos¢ constant (pu est initialement constant. L’équation de
.., d
continuité: — pu =0).
dx
Siun domaine 0 <x <L est utilisé, avec des conditions aux limites :

¢p=¢, pour x =0
p=¢, pour x =L
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0 0 0
la solution de I’équation g(pu i ) — g( r (%)j est :

o — 9, exp(Pex/L)-1

= (IL.17)
¢L _¢0 exp(Pe) -1
Ou Pe est le nombre de Péclet défini par :
L F
pe = PUZ _ (I1.18)
T D

Le résultat de cette interpolation dépend donc de la nature de I’écoulement caractérisée par le
nombre de Péclet qui indique I’importance relative de la convection et de la diffusion :

- si la convection est fortement dominante (Pe grand), I’interpolation se fait en
adoptant la valeur de la cellule amont.

- si la diffusion est fortement dominante (Pe faible), c’est la valeur de la cellule
aval qui est adoptée.

II.3  Schéma exponentiel (exponential scheme)

Dans ce cas, on utilise un profil se situant entre les points P et £ pour 1’évaluation du
flux total convection-diffusion, avec ¢, et ¢ qui remplacent ¢}, et ¢, , et la distance
0X, =X, —X, quiremplace L .

On a donc :

¢ — o, exp(Pex/dx,)—-1

br —¢p ) exp(Pe) -1 (IL19)
B exp(Pex/dx,)—-1 B
¢ =dp+ exp(Po)_ 1 (b —95) (I1.20)
Utilisons cette formule pour déterminer J,, On a :
B exp(Pex, /ox,)-1
(0). =+ = peyt %) (11.21)
P\ _ P exp(Px,/6x,) .
(r( o~ j =T, ( 5r. exp(P)—I (¢ ¢p)j (I1.22)
J, =(pug), —(F%j (I1.23)
ox ),
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0
Remplagant ¢ et a—¢ dans 1’équation (I1.23) par leurs expressions données respectivement
X

r F
par (IL.21) et (I1.22), et en posant(pu)e =F, (5_j =D, et P, :D_e on arrive a:
x e

e

J=F|g+ =% (11.24)
exp(P) -1
En suivant la méme procédure pour 1’évaluation du reste des termes : J, ,J, ,J, et posons :
N F
A [D,F] S — (I1.25)
exp(F'/D)-1

on arrive finalement a :

J,=FE¢, +4"[D,,E (¢ —¢;) (I1.26)
J, =E,¢, +4"[D,.E, (¢, —¢) (I1.27)
J,=F,¢,+4"[D,.F,|(¢, —¢\) (I1.28)
J, =F¢ +4"[D,,F] (¢ —¢5) (I1.29)

Ce schéma n’est pas utilisé tel quel, car les exponentielles sont couteuse a calculer. Ce sont
plutdt les deux schémas qui suivent qui sont employés.

I1.4 Schéma Hybride (Hybrid Scheme)

Le schéma Hybride [9] consiste a rapprocher le comportement des coefficients

A*[D,F ] du schéma exponentiel, par la reproduction de leur régime de limitation

correctement.
On a, pour une direction (ox) :

J. =F ¢, +4"[D,.E|(¢ ~ ;) (11.30)
Je A i [De ’F; ]
Fezpe(pp +—De (& —9,) (IL31)
Le coefficient 4*[D,,F, |= N cité dans le schéma exponentiel peut étre écrit sous la
exp(F,)—1
forme :
A"|D,,F
[D.F]_ P, (I1.32)
D, exp(F,)—1
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4*[D,,F]

La variation de avec P est représentée dans la figure I1.4, on a alors :

e

A"|D,,F

% — 0 pour P > (I.33)
A"|D,,F

% — -P, pour P - —0 (I1.34)
A"|D,,F P

% — 1-36 pour P =0 (I1.35)

e

.a—E=l]
Dg
4 5

. o A*[D,,F,] .
Figure I1.4 : Variation de —p5 en fonction de P, [9 ].

e

On trace les trois tangentes du profil de la solution exacte, on arrive a [9] :

A"[D,,F,]

Lt er el — pour Pe -2 (I.36)
D€

A*[D,.F,] P

—— = 1--% pour -22P <2 (IL37)
D, 2

A"[D,,F,]

L e el _ _Pe pour Pe <=2 (I1.38)
D€

Qui peut s’écrire :

A*[D,,F] = 0 for P, >2 (IL.39)
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A*[D,,F] = D,-

e

for 22P <2 (11.40)

o [T

A*[D,,F,]= -F, for P,<-2 (IL41)

On obtient finalement la relation générale [9]:

A"[D,,F,]=Max (-F,,D, —};e ,0) (3.42)

Méme procédure pour estimer le reste des valeurs de 4* [D F ] pour toutes les faces.

On a donc :
N F
A"[D,,F,]= Max(~F,,D, —76,0) (11.43)
N F
A"[D,,F,|=Max(F,,D, + 7 ,0) (11.44)
N F
A'[D,,F,]= Max(-F,,D, —7",0) (IL45)
N F
A*[D,,F,|= Max(F,,D, + >0 (11.46)

II.S Schéma puissance (Power law scheme)

Ce schéma est également une version approchée du schéma exponentiel, plus précis que
le schéma hybride. Il a été introduit par Patankar [10] pour fournir une stabilité pour la
simulation numérique. Le comportement du schéma puissance est similaire au CDS pour les
faibles nombres de Péclet, et au schéma Upwind pour les grands nombres de Péclet. Bien
qu’il ait une précision du premier ordre concernant 1’erreur de troncature, le schéma puissance
est une formulation conservative et ne souffre pas du probléme d’oscillations numériques.

F

La computation de I’exponentiel 4" [D,F] ~exp(F /D)~1
exp -

est une opération trés couteuse.

Une approximation du terme 4" [D,F ] a été introduite conduisant a [10]:

F
A'[D,Fl=—— =D 0,(1-0.1lF|/ DY 0,—F
[D.F] opF /D)1 max (0,(1-0.1/F|/ D)’ )+ max(0,~F) (IL.47)
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Bilan :

Si on pose Pe= 5 qui désigne le nombre de Péclet de maille, I'équation de conservation une
fois discrétisée implicitement en temps, est de la forme :

n+l gn+l _ _ n+l gn+l n+l gn+l n+l gn+l n+l gn+l
a, ¢ =a, ¢, +a, +ay ¢y tag ¢ +b (IL48)

Ou les coefficients de I’équation (I1.48) sont exprimés sous la forme générale suivante :

a, = D,A(|P|)+[-F,,0] (11.49)
a, =D, A(|P,|)+[F,.0] (I1.50)
ay =D, A(|P,|)+[-F,.0] (IL51)
a; =D A(|P|)+[F,.0] (IL.52)
a, =a, +a, +a, +a; +a, —S, (IL53)
a = p; % (I1.54)
b =S.AQ+a’¢} (IL55)

L’expression entre crochets représente le maximum entre les quantités et A(|P|) est une

fonction caractéristique du schéma choisi (Tableau I1.5) [10].

Tableau IL.5 : Expressions de la fonction 4 (|P|)pour les différents schémas.

Schéma A (|P|)

CDS 1-0.5|P|
Upwind 1

Exponentiel | P| / (exp(| P|) _1)
Hybride [0,1-0.5|P(]
Power Law [0’(1_0-1|P|)5J
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ANNEXE III : ALGORITHMES SIMPLE ET SIMPLER

III.1  Algorithme SIMPLE

L’intégration de I’équation de quantit¢ de mouvement sur le volume de contrdle
(maillage décalé) de centre e et de limites P et £ donne :

a, =Y auu,, +(pp —pp)A, +b, (IIL.1)
ay,=2.a,v,,+(pp—py)d, +b, (IL.2)

Soit un champ de pression initial p”. La solution provisoire de I’équation précédente sera

notée 1~ (notons que u ne vérifie pas 1’équation de continuité).
au, = au, +(pp—pg)d, +b, (I1L.3)
@y, =20,V + (P —Py)d, +b, (IIL4)

A ce stade, aucune des deux variables n’est correcte. Toutes les deux nécessitent une
correction :

u=u +u' (I11.5)
v =v 4y’ (111.6)
p=p +p' (111.7)

ouu’' et p'sont les corrections qu'il faut estimer.

La relation entre u',v"et p’ est obtenue par la soustraction de (I11.3 et 111.4) de (IIL.2 et IIL.1).

L'introduction des équations (III.5, I11.6 et I11.7) dans (III.3 et II1.4) et en tenant compte de
(ITI.1 et IIL.2), 1l s'en suit:

u, =u, +d (P, —P}) (I11.8)

v, =v, +d, (P, -P)) (I1L.9)

Ou:

d, _Ae g d, _4, (I11.10)
ae an

Notons ici que pour linéariser 1’équation, le terme Zanbu;b a ¢té tout simplement négligé.

Normalement, ce terme doit s'annuler lors de la convergence de la procédure. C'est-a-dire que
cette omission n'influe par sur le résultat final, mais elle fausse un peu le résultat temporaire.
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C'est d'ailleurs la seule simplification faite dans 1'algorithme SIMPLE. Elle a été corrigée dans
les variantes plus évoluées (SIMPLER et SIMPLEC).

L'introduction de l'expression corrigée (IIL.8 et I11.9) dans I'équation de continuité (II1.2),
donne 1'équation de correction de la pression, qu'on écrit sous la forme suivante:

apPp =ay Py +a, py +aypy +agpg +b (IIL.11)
ou :

a, =(pAd), ; a, =(pAd), (1IL.12)
ay, =(pAd), ; a; =(pAd), (II1.13)
a, =a, +a, +a, +a (II1.14)
b =(pu’A), ~(pu"d), +(pv"A), ~(pv "), ~(p, = pi) (I1L15)

Enfin, l'algorithme SIMPLE est résumé comme suit:

1. Choisir un champ de pression initial p".

2. Résoudre les équations de quantit¢ de mouvement (I11.3 et 111.4) :
aeue* = zanhu:h + (p; _p; )Ae +bu
anV: = zanhv:h + (Pj: _P]\t )An +bv

pour déduire un champ de vitesse u et v .
3. Calculer le terme source de la masse b de 1'équation (II1.15) :

. . . . AQ
b=(pu'd), —(pu"A) +(pv"A), ~(pv " A), =(pr =Pp)
et résoudre 1'équation (II1.11) de correction de la pression :

[ [ [ [ [
appp =aypp +a, py +aypy +agpg +b

4. Corriger les champs de pression et de vitesse via les équations (IIL5, III. 6 et I11.7) et
(I11.8 et I11.9) :

p=p +p

u, :u: +d, (P, —P))

153



Annexes

v, =v,+d,(P;-P))

5. Résoudre les autres équations de transports ¢ et mettre a jour les propriétés, les
coefficients,.....
6. Remplacer I'ancien champ de pression p trouvée a ’étape 4 par le nouveau p~ et

revenir a ['étape 2. Répéter les calculs jusqu'a convergence de toutes les variables.

I1I.2  Algorithme SIMPLER

L'algorithme SIMPLER (Semi Implicit Method for Pressure Linked Revised) de
Patankar a été utilisé dans ce travail pour la résolution des équations régissant l'écoulement. I1
présente une extension de l'algorithme SIMPLE (Semi Implicit Method for Pressure Linked).
Le choix de développer SIMPLER provient des difficultés que présente SIMPLE. Ce dernier
est basé sur l'approximation de l'omission des termes qui présentent l'influence des vitesses
des voisins, ce qui risque d'exagérer la pression, et ensuite il y aura tendance vers la
divergence sans l'utilisation des relaxations appropriées. A partir de cette difficulté
l'algorithme SIMPLER est basé¢ sur le fait que I'équation de correction de pression est
employée seule pour corriger la vitesse et une autre procédure est utilisée pour obtenir le
champ de pression.

Les équations de conservation de la quantit¢ de mouvement discrétisées (II1.50) et (II1.53)
sont écrites sous la forme suivante, en considérant une estimation du champ de vitesse :

att, =Y a,i,, +(pp —pg)A, +b, (IIL.16)

ay, =>.aw., +(pp—py)A, +b, (IL.17)

Les équations (I11.16, I11.17) peuvent s’écrire :

+b
u, =%+d8 (P, -P,) (IIL18)
ae
a,v  +b
v _ 24w th, +d (P, —P,) (11L.19)
a?‘l
Avec :
d, = A d, A (111.20)
a a

Lorsqu'on initialise le champ de vitesse, le champ de pression est inconnu. On annule
donc le terme qui représente la pression et on introduit les pseudo-vitesses définies comme
suit :
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a,u, +b
i, :@ (I11.21)
ae
a,v  +b
v, :M (I11.22)
a

n

Ainsi les équations de quantité de mouvement s’écrivent :
u, =u,+d,(P, —P,) (111.23)
v,=v, +d, (P,—Py) (111.24)

En reportant les expressions précédentes (II1.23 et II1.24) dans 1’équation discréte de
conservation de la masse (II1.2) on obtient directement une équation en pression :

a,P, =a,P, +a,F, +a, P, +a,P; +b (II1.25)
Avec :

a, =(pAd), ; a, =(pAd), (I11.26)
ay =(pdd), ; ag=(pAd), (I11.27)
a, =a, +a, +a, +a (II1.28)
b =(piA), = (piA), +(pVA), ~(piA), ~(p, ~ )" (111.29)

Considérons maintenant une estimation du champ de pression : P =P .

A partir du champ de pression obtenu P", on résout les équations de quantité de mouvement

pour obtenir u etv

au, =Y auuy, +(Py —P;)A, +b, (I11.30)
ay, = aw., +(P, —Pg)A, +b, (IL31)
Ou:

u, =i, +d, (P, —P;) (I11.32)
v, =V +d (P, -P,) (I11.33)

155



Annexes

On utilise ce champ de vitesse dans la résolution de 1'équation de continuité pour obtenir les
équations de correction de pression P’ (comme dans SIMPLE). L'équation de cette dernicre
s'écrit sous la méme forme que 1'équation de la pression.

En conservant 1I’équation de correction de vitesse de SIMPLE, on écrit :

u, =u, +d, (P, —P}) (I11.34)
v, =v, +d (P,-P)) (I11.35)

Ce qui donne 1’équation de correction de pression :

a,P, =a, P, +a, B, +a, P, +a,P/ +b (II1.36)
ap =(pAd), ; a, =(pAd), (IIL.37)
ay, =(pAd), ; a; =(pAd), (I11.38)
a, =a, +a, +a, +a (1I1.39)
b =(pu’A), ~(pu"d), +(pv"A), ~(pv "), = (pp = pi) (I11.40)

On en déduit la vitesse mais on ne corrige pas la pression. Cette démarche représente
I’algorithme SIMPLE Révisé¢ (SIMPLER).

Lorsque la convergence est atteinte, les valeurs de b s'annulent dans tous les volumes de
contrdle.

Le fait que le terme source b soit nul partout est une preuve que nous avons obtenu le champ
de pression correct, et que la solution actuelle de p’ n'est pas demandée durant 1'itération
finale. Ainsi le terme source b est employ€¢ comme un indicateur utile pour la convergence de
la solution du probléme.

Les étapes a suivre dans I’algorithme de SIMPLER sont résumées comme suit:

1- Choisir un champ de vitesse (initialisé par des valeurs : u",v ")

2- Calculer les coefficients des équations de quantit¢é de mouvement et déduire les
« pseudo vitesse » (Eq. 111.21, 111.22)

*

A zanbunh +bu

ue — A
ae

*
~ zanbv nb +bv
y === —

n
a

n
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3- ¢évaluer le terme source de la masse de 1’équation  (II1.29)
. . . . AQ
b =(pid), ~(pid), +(piA), ~(pA), =(pr = Pp) 7
et résoudre 1’équation de pression (I11.25)
a,P, =a,P, +a, P, +a,P, +a,P; +b

4- Utiliser le champ de pression(P =P ) pour résoudre les équations de quantité de

mouvement » v~ (111.30,31), (ne pas corriger la pression).

:zanbu:b +(P; _PE*)AB +bu
= zanhv:b +(PP* _P]\j )An +bv

au

*
e e
*
n

ay

5- Calculer le terme source de la masse b, (I111.40)
* * * * 0 AQ
b=(pud), —(pud) +(py A),=(pv A4), =(p —pp)A—t

de I’équation (II1.40) et résoudre les équations (II1.36) de correction de pression
(comme dans SIMPLE).

’ ! ! ! ’
a,P, =a,P; +a, P, +a, P, +a P, +b

6- Corriger le champ de vitesse via I’équation (II1.34 et 35) , mais ne pas corriger la
pression.

u, =u;+d, (P, —P;)
v, =v,+d,(P;—P))

7- Résoudre les autres équations de transport¢ (énergie, masse,...).

8- Retourner a 1’étape -2-, avec les nouveaux champs de (vitesse, température, pression).
Répéter les calculs jusqu’a convergence de toutes les variables.
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ANNEXE IV : CALCUL DE RADIOSITE ET FACTEURS DE FORME

IV.1 LA RADIOSITE :

Les échanges radiatifs entre surfaces grises sont plus complexes, car les surfaces
réfléchissent du rayonnement et il apparait alors dans une enceinte fermée des multi-
réflexions. La radiosit¢ J d'un élément est égale a la quantité totale d'énergie par unité de
surface quittant cet ¢lément, (Fig. IV.1). Elle s'exprime donc en fonction de 1'énergie propre
émise par I'élément et de 1'énergie provenant des autres éléments qui est réfléchie par
I'é1ément lui méme.

J
A

| E

sMF*° 47
|

pE
~ze N\ &

Figure IV.1 : Bilan de rayonnement sur une surface
J=eM"’+pE (IV.1)

J est la radiosité¢ de la surface grise, €M "est I’émittance de la surface grise et E
I’éclairement de la surface.

Le flux de la surface est alors :

¢, =eM’S—-aES (Iv.2)
Selon les hypotheses définies précédemment, on a :

a+t+p=1 (IV.3)
Il vient que :

a+p=lete=a (IvV.4)
Si I’enceinte se compose de N parois, la radiosité de la paroi i vaut alors :

J, =0T +(l-¢,)E, (IV.5)

Considérons maintenant la surface S, choisie parmi N surfaces isothermes et homogeénes qui

délimitent un volume, (Fig. IV.2) :
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Figure IV.2 : Rayonnement dans une enceinte.

La densité d’énergie nette perdue par rayonnement par S, s’écrit :
¢ =sg0l'—¢E, (IV.6)

Le flux ¢ ,, recu par la surface S, s’écrit :

¢, =ES =0, ij :ngj—n' (Iv.7)
=l

or

¢ =S, F; (Iv.8)

La valeur F correspond a la fraction d'énergie quittant I'¢lément de surface S, qui arrive sur
I'élément de surface S, . Cette quantité est appelée : facteur de forme entre S et §,. Le

facteur de forme dépend uniquement de la géométrie relative entre les €léments, d'ou la
relation de réciprocité :

S,
F,S =F,S, = F,=F, S—’ (IV.9)
D’ou :
N N
ES, =>J,8SF,=>JSF, (IV.10)
j=l j=l

En reportant cette expression dans (IV.5), nous obtenons :
N
J, =¢goT +(-¢)> J F, (IV.11)
j=1

Soit encore :
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T4—Jj N 1 F V.12
o1, _8___;( _gi)Jj if (V )

En utilisant le symbole de Kronecker, nous pouvons écrire :

J. = ZSU.JJ_ (IV.13)
=

D’ou

N 4

2;8—[5,-, ~(1-¢)F, |J, =0T, (IV.14)

j=1%;

Ou bien :

N

Y[8,-(-¢)F, |J, =¢0T} (IV.15)

~.
Il
—

Nous écrivons cette relation pour toutes les surfaces S; dont on connait les températures. Pour
celles dont on connait plut6t la densite de flux net perdue ¢, mnous utiliserons la relation :

N

¢1m,, =J, - E, :Ji_zF;'ij (IV.16)
=

Qui peut encore s’écrire :

4, = i((zj ~F,;)J, (IV.17)

Jj=1
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IV.2 FACTEURS DE FORME :

Le facteur de forme caractérise I'échange d'énergie entre deux surfaces. Le facteur de
forme F} entre deux surfaces 4, et 4, correspond a la fraction de I'énergie issue de la surface

A; qui arrive sur la surface 4 :

Energie provenat de 4; qui atteint 4,

= _ _ L (IV.18)
" Energie totale quittant 4, (dans toutes les directions)

Le facteur de forme F représente la proportion de flux arrivant sur I’objet 7 lorsque I’objet j

émet, (Fig. IV.3). Il quantifie donc I'interaction entre les deux objets. Analytiquement, le
facteur de forme de F;; peut s’écrire :

ij Ai” cos@iczosﬂ

L H,dA,dA, (IV.19)

i A4 r

Surface j

Surface i
Figure IV.3 : échange d’énergie entre deux surfaces.

ou H , caractérise la visibilité entre les deux portions de courbes considérées (Effet ombre), (1
si dA ; est visible depuis d4, et 0 sinon), r est la distance entre les deux éléments de longueur
dA,et dA;, 0, I'angle par rapport a la normale en d4, , et 6, l'angle par rapport a la normale

endAj.

IV.2.1 Propriétés du facteur de forme

Le facteur de forme est en fait une quantit¢ purement géométrique : il dépend
uniquement de la forme et de la position relative des surfaces dans la scéene. Compte tenu de
sa définition, il posséde différentes propriétés :

1. Réciprocité : c'est-a-dire
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V(i,j) AF,=AF, (IV.20)

JU i

2. Le facteur de forme est défini comme une fraction d'énergie ce qui implique que, dans
le cas d'un environnement clos, la somme de tous les facteurs de forme pour une
surface donnée est égale a 1'unité.

Soit un environnement clos constitu¢ de N surfaces 47, A2, ..., An. On a donc pour
toute surface A4, de cet environnement (i allantde / a N):

N
Y F, =1 (IV.21)
k=1

3. Dans le cas d'une surface 4, plane ou convexe, aucun rayon lumineux réfléchi par

cette surface ne va frapper directement cette méme surface. Donc :

F,=0 (IV.22)

1

Dans le cas d'une surface 4, concave, onabiensur: F, #0:

4. Additivité : Soient trois surfaces disjointes 4, , 4, et 4, . La fraction d'énergie issue de
A, et regue par l'union des deux surfaces 4 et 4, est ¢gale a la somme des fractions
d'énergie issues de A, et regues par chacune de ces deux surfaces.

Le facteur de forme entre 4, et l'union de 4, et A4, est donc égal a la somme du

facteur de forme entre 4, et 4, et du facteur de forme entre 4, et 4,

E‘(juk) :F;'j +1 (Iv.23)
AF. +AF,
L'inverse n'est pas valable : F{; —]’—;tF +F,
A, +4,

Si les deux surfaces 4, et 4, ont une partic commune, on a alors :

+F, —Fl.(jﬁk) (Iv.24)
1V.2.2 Détermination des facteurs de forme

Le calcul peut étre toujours ramené a celui d’un double intégral de surface a partir de la
définition:

cos 0, cos@
F,=— j j — =" d4,d4, (IV.25)

zAA

Mais c’est une opération longue et fastidieuse, il existe alors des idées pratiques pour
déterminer les facteurs de forme :
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- Heureusement trés grand nombre de configurations usuelles a été déja calculé. Les
résultats sont présentés dans les documents spécialisés.

- On peut également faire appel a des abaques donnant des valeurs pour certaines
géométries

- Il est aussi possible de les déterminer par des considérations géométriques simples

- Dans le cas de surfaces 4, et 4, trés longues suivant la méme direction on peut utiliser la

formule de Hottel

- En pratique, on cherche a déterminer quelques facteurs et puis on profite de I’additivité et
réciprocité.

Notre étude, pour le calcul des facteurs de formes en 2D, reposera sur ces théories, on utilise
des expressions analytiques des facteurs de formes (configurations usuelles déja calculées) et
puis on profite de I’additivité et de la réciprocité.

1V.2.3 Algorithme de calcul des facteurs de forme

Utilisons les expressions du facteur de forme données dans [11], et les propriétés de
réciprocité¢ et d’additivit¢é du facteur de forme (Réciprocité, Additivité¢) pour trouver les

facteurs de forme F, . et F, , de la cavité représentée dans la figure IV 4.

=J

- Y2

= Y1

Figure IV. 4 : Cavité carré divisée en N segments

a) Calcul deF} : Considérons les surfaces 4,,4,,4, et A, comme indique sur la figure

Ona:

IV.5
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Fy=F ,=F .4-F,

i

F

(2+4)3 —

F

(2+4)-(143)

F

(2+4)-1
avec
(4, +4, )F(2+4)73 = A3F37(2+4)

On obtient :

(4,+A4,) (4,+A4,)
F37(2+4) = %FEZM)—B = %[F'(ZJA)—(IB) _Ez+4)71}
3 3
F, ;= Fz—(1+3) —-F,, avec AF, ;=AF,

= j—Fz 3 = %[Fz(lg) _F2*1:|

De I’équation (IV.29) et I’équation (IV.30) on arrive a :

(4,+4,) A
Fy = #[Fm@—(lm ~Foian ] __Z[F 20~ ]
A, A,
Y
B e N mans s s S
1y, E XL b V2
J E Aq J
-V, E — Y1
1l W +
e E Az< T
T E X4 X3 T
e e e S L
X
A3 1
Figure IV.5
(4,+A4,) A
F;'j - #[ (Ay+44)=(4,+45) _F(A2+A4)*A1 } _A_Z[FAZ*(AﬁAz) _FAFAI }
3 3

(IV.26)

(IV.27)

(IV.28)

(IV.29)

(IV.30)

(IV.31)

(IV.32)
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Ona:
(AZ +A4)EA2+A4)—(A]+A3) = (Al +A3)EA1+A3)—(A2+A4)

:>F — (A1+A3)
(Ay+A4)—(4,+45) (A +45)—(Ay+A44)
2+dy 1+43 (A2+A4) 1143 2tdy

A
(Az +A4)EAZ+A4)—A1 :AlFAl—(A2+A4) :EA2+A4)—A1 = (A2 +1A4)FA]—(A2+A4)
(4,+4,)
AZFAr(Al*Az) = (Al +A3)FEA1+A3)*A2 :FAr(AlJrAz) - 1A ) (4,+43)-4,
2
4,
AZFAZ—AI :AIFA]—AZ :FAZ—AI :A_E41—A2
2
Il vient :
F :(Az +4,) (A1+A3) _ 4, F
ij A3 (Az +A4) (41+45)—(4,+44) (A2 +A4) A;—(A,+44)
4, {(A1 +4,) A }
et B B el Wl 2 - g
(4, +43)-4, A4,
4, 4, 4,
(4, +4,) 4 (4, +4,) 4
F;'/ :|: 1A3 : EAI+A3)(AZ+A4)_A_lE41(AZ+A4)i|_|: 1A3 : FZA1+A3)*AZ _A_iE41A2:|

F —i[F _F ] (A1+A3)[ _F ]
i A=A, A —~(Ay+Ay) A (4, +A43)—(4;+44) (4 +43)=4,
3 3

RN

(IV.33)

(IV.34)

(IV.35)

(IV.36)

Iv.37)

(IV.38)

(IV.39)

(IV.40)

Puisqueona: 4, =x,, A,=x,-x,, 4,=y,, A,+A,=y, et A4, +A4,=x ,etd’apres la

formule (A) de la configuration de la figure IV.6

I " A
e a
PN

-~ -

F, :%(1+H—\/1+H2)  H = h/w

Figure IV.6 : [11]

(A)

Les facteurs de forme : F

oty Eot ey Fa sy 04,y ©8 Fluia,y-q, SODt connues, tel que :
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2
F,o o= a 2o e 2 (IV.41)
1 2 2 xl xl
1 2
Fy oy =—| 1422 1+ 22 (IV.42)
1 2 4 2 xl xl
1 2
_ y
Fiaeaytinny =7 1+x—§— 1+[fj (IV.43)
1 2
Funenys, =| 1425 = 14| 22 (IV.44)
1 3 2 2 xz xz
On obtient :
A A +A
F;j =A_1|:FA1_A2 _FA‘_(A2+A“)]+( 1A 3)|: (A1+A3)—(A2+A4)_F'(AﬁAs)—Az:'
3 3

2 2] (IV .45)
L{l[uﬁ 1+(—1 J—l[uy—z— 1+£—2J +
X,=x,|2 X, X, 2 X, X,

(IV.46)

1
Ey :2(x —-X )|:xl+yl_ “x12+y12 _xl_y2+\/x12+y22 +x2+y2_\jx22+J’22 _xz_J’1+\/x22+J’12}
27X

Finalement :

F, =ﬁ:—\/xf +y/) +\/x12 +y,° —\/xz2 +y,° +\/x22 +y12J (Iv.47)
F, =ﬁ:\/xf +y/) —\/xl2 +y,° +\/x22 +y,° —\/xz2 +y12} (IV.48)
R s o] (IV.49)
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b) Calcul de F,, : Considérons les surfaces L,,L,,L, et L, comme I’indique la figure
V.7

Figure IV.7 : [11]

Comparons la figure IV.7 avec la figure IV.8, et calculons les expressions de L1, L2, L3, L4,
W1 et W2, on obtient I’expression analytique des facteurs de formes correspondants :

1 X, Igl w2 )I_(2

Figure IV.8

On a de la figure IV.8 :

Lf:H2+()Ll—x2)2 - le\/()Ll—xz)2+H2
L§:H2+()£2—xl)2 - L2=\/(£2—x1)2+H2

L=H>+(x,-x, — Ly=(x,-x,) +H’ (IV.50)
Li:H2+()L2—x2)2 - L4=\/()L2—x2)2+H2
Wi=X, =X,
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_Li+L,-L,-L, wvsh

Fl—z = E—k oy
1

En remplagant L,,L,,L,,L, et w par leurs expressions données dans I’équation IV.50, on

obtient :

F;'—k = \/()Ll —x2)2 tH +\/()L2 _xl)z +§2 _\/(JL)I _x1)2 +H’ _\/()Lz _x2)2 +H (IV.52)
Xy =Xy

On arrive a :

F, =—;[\/(£2—X)2 vH —J@,—x ) +H? } (IV.53)
20, -x) .

X
X =
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Résumé

Résumé: Le travail consiste a étudier numériquement le couplage convection naturelle-rayonnement
surfacique/champ magnétique dans une cavité différentiellement chauffée dans le cas hors Boussinesq.
L’objectif ici est de prendre en compte des grands écarts de température par le choix de modeles dits
faible Mach qui permettent de s’affranchir de 1’hypothése de Boussinesq, tout en conservant le
découplage entre les fluctuations de pression et de masse volumique, caractéristique des écoulements
incompressibles. La résolution numérique de ce probléme passe essentiellement par I’approximation en
volumes finis des équations généralisées de Navier-Stockes. Les résultats obtenus montrent que pour
des larges gradients thermiques I’approximation de Boussinesq n’est plus applicable, que la variation
des propriétés physiques du fluide en fonction de la température modifie I’échange thermique et le
régime dynamique de 1’écoulement, et que le rayonnement de surface modifie considérablement les
propriétés thermique et dynamique de 1’écoulement. En outre I’étude numérique réalisée sur un fluide
paramagnétique a permis d’observer de mouvement convectif créé en apesanteur est semblable a celui
créé par les effets thermogravitaires.

Mots-clés: Convection naturelle; Approximation de faible nombre Mach; Rayonnement de surface;
Simulation numérique, Champ magnétique

Abstract: A Numerical investigation of combined natural convection-surface radiation/magnetic field
in a differentially heated cavity is presented for large temperature differences.The study has been
performed by direct simulations using a two-dimensional finite volume numerical code solving the
time-dependent Navier—Stokes equations under the Low Mach Number approximation. The LMN
model constitutes an important numerical problem for low speed flows. It is based on the filtering of
acoustic waves from the complete Navier-Stokes equations. Various simulations were conducted
including constant or variable transport coefficients and both small and large temperature
differences.The results show that the incompressible model is not sufficient to simulate natural
convective flow for large temperature differences,the variation of thermophysical properties may have
a significant influence on the fluid flow and heat transfer and the presence of radiation increases the
temperatures of the fluid and modifies considerably the fluid flow and temperature distribution.
Moreover, thermal convection of a fluid can take place even in zero-gravity environments as a direct
consequence of temperature differences occurring within the fluid placed within a magnetic field
gradient. Furthermore the numerical study of paramagnetic fluid allows to observe that convective
movement created in zero gravity is similar to one created by gravity effects.

Keywords: Natural convection; Low Mach number approximation; Surface radiation; Numerical
simulation,Magnetic field
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