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Introduction
Du point de vue classique et quantique, la lumière peut occuper une position exceptionnelle

dans la tentative de comprendre les phénomènes de la nature. Une discussion des propriétés

quantiques de la lumière nécessite la quanti�cation du champ électromagnétique. Cette quan-

ti�cation est traditionnellement réalisée dans des cavités vides ou dans l�espace libre [1, 2, 3],

où chaque mode du champ électromagnétique est associé à un oscillateur harmonique quan-

ti�é. Il semble naturel d�étendre le schéma de la quanti�cation du champ électromagnétique

dans une cavité en un problème plus général, par exemple : dans un milieu conducteur, milieu

non-linéaire, milieu linéaire dépendant du temps,...etc.

La quanti�cation du champ électromagnétique dans un milieu linéaire dont les paramètres

électromagnétiques ( la permittivité électrique, la perméabilité magnétique et la conductivité

électrique) dépendent du temps est un problème intéressant en optique quantique. Récemment,

une grande attention a été accordée à la propagation du champ électromagnétique dans les

milieux linéaires dépendants du temps [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16] pour décrire

les matériaux optiques modernes tels que : les �bres optiques.

Les équations de propagation du champ électromagnétique dans un milieu conducteur

pourront être décrites par l�Hamiltonien dépendant du temps de Caldirola-Kanai [17, 18, 19]

qui canoniquement est équivalent à l�oscillateur harmonique généralisé indépendant du temps. Il

est naturel de généraliser la propagation du champ électromagnétique à des milieux dépendants

du temps.

Le passage à la théorie quantique se fait à l�aide de la quanti�cation canonique (ou principe

de correspondance) de l�Hamiltonien dépendant du temps. Ainsi, on pourra exprimer le champ

électromagnétique en fonction des opérateurs canoniques quanti�és, ce qui permet le passage à

l�électrodynamique quantique, où le champ électromagnétique est quanti�é.

Le développement de la théorie quantique du champ électromagnétique dont l�Hamiltonien

dépend explicitement du temps a été étudié de di¤érentes manières, et en particulier la phase
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géométrique associée au champ électromagnétique quanti�é dans un milieu conducteur linéaire

homogène dont les paramètres varient lentement en fonction du temps. Maamache et al [9, 10]

ont montré que cette phase correspond à l�angle géométrique classique.

La phase de Berry ( relative à des états quantiques stationnaires) [20] et l�angle de Hannay

(relatif à des trajectoires dans l�espace des phases) [21] constituent un complément au théorème

adiabatique standard. Ce dernier énonce que si les paramètres d�un Hamiltonien (supposé inté-

grable dans le cas classique) varient arbitrairement lentement en fonction du temps, le nombre

quantique principal d�un état stationnaire ou l�action d�une trajectoire classique sont des inva-

riants. Le point nouveau mis en évidence par Berry et Hannay est que l�évolution des variables

conjuguées (la phase et l�angle) n�est pas dynamique ; il s�y ajoute un terme géométrique en-

tièrement déterminé par le chemin suivi dans l�espace des paramètres de l�Hamiltonien. Cette

partie géométrique qu�on appelle dans le cas des évolutions cycliques respectivement la phase de

Berry et l�angle de Hannay. La phase de Berry a été étendue à des évolutions non-adiabatiques

[22, 23, 24, 25, 26, 27, 28], non-cycliques [29, 30, 31, 32] et non-hermitiennes [33, 34, 35, 36].

L�angle de Hannay a connu quelques généralisations immédiates telles que l�abandon de l�adia-

bacité [37, 38].

La phase et l�angle géométriques non-adiabatiques ont été discutés au niveau théorique de

di¤érentes manières [39, 40] et calculés pour di¤érents exemples [41, 42, 43], parmi lesquels : le

système à deux niveaux et l�oscillateur harmonique généralisé (qui ont donné lieu à beaucoup

de variations) [44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51].

L�approche la plus utilisée dans le cadre de l�évolution non-adiabatique est celle de la théorie

des invariants [52] dé�nie par :

@I(t)

@t
= i~ [I(t); H(t)]

dans le cas quantique et par :

@I(t)

@t
= fI(t); H(t)gqp =

�
@I

@q

@H

@p
� @I

@p

@H

@q

�
dans le cas classique, où fg est le crochet de Poisson.

Dans son article consacré à l�étude de l�angle de Hannay, Berry [53] a établi une relation

semi classique entre la 1-forme et la phase quantique, en utilisant la méthode de Maslov [54].
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Cette méthode relie d�une manière générale la fonction d�onde aux trajectoires dans l�espace

des phases. La relation directe entre la phase de Berry et l�angle de Hannay a été introduite

par Maamache et al [56] dans le cadre du formalisme des états cohérents action-angle.

Le but de ce travail est d�étudier en jauge de Coulomb la propagation du champ électro-

magnétique dans milieu conducteur linéaire homogène dépendant du temps. Nous verrons que

le problème se réduit à l�étude du système décrit par l�Hamiltonien de l�oscillateur harmonique

généralisé dépendant du temps [28, 38, 44, 47, 48, 49, 50, 51, 53] qui a été très souvent étudié (

du point de vue adiabatique ou non-adiabatique) comme cela a été mentionné au début, et qui

nous permettra d�étudier le caractère géométrique du champ électromagnétique, en généralisant

le travail de Maamache et al [9, 10] au cas non-adiabatique.

Le chapitre 1 est consacré à un rappel des équations de Maxwell dans le vide, dans un

milieu matériel ainsi qu�à la généralisation au milieu conducteur dépendant du temps.

Le chapitre 2 introduit l�angle de Hannay non-adiabatique, et traite en détail l�exemple de

l�oscillateur harmonique généralisé dépendant du temps. La quanti�cation du champ électro-

magnétique montre qu�au niveau quantique, on met en évidence l�angle de Hannay et non pas

la phase de Berry.

En�n, nous introduisons les états cohérents au chapitre 3 a�n d�étudier la limite semi-

classique des expressions quanti�ées au chapitre 2.



Chapitre 1

Equations de Maxwell

1.1 Les équations de Maxwell dans le vide

Oersted (1820) a découvert qu�un courant électrique est produit un champ magnétique.

Par la suite Ampère, Biot et Savart ont étudié quantitativement ce phénomène et ont formulé

les lois de ce champ. Faraday et Henry (1831) ont indépendamment établi qu�un champ magné-

tique variable produit un courant électrique. En 1864, Maxwell parvient à uni�er ces diverses

relations entre champ magnétique et champ électrique sous la forme d�un ensemble d�équations

(vingt équations et vingt inconnues ), qui ne sera simpli�é qu�à la �n du XIXe siècle par le

physicien Heaviside, qui réécrivit ces équations sous la forme des 4 équations vectorielles aux

dérivées partielles que l�on connaît maintenant sous le nom des équations de Maxwell. Ces équa-

tions décrivent de façon mathématique comment sont liées et comment interagissent charges

électriques, courants électriques, champs électriques et champs magnétiques.

Les équations de Maxwell peuvent être divisées en deux groupes : celles qui dé�nissent la

structure du champ électromagnétique (des équations sans source) :

l�équation du Flux magnétique :

div
�!
B = 0 (1.1)

l�équation de Maxwell-Faraday :

�!
rot
�!
E = �@

�!
B

@t
(1.2)
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et celles qui relient ce champ aux sources :

l�équation de Maxwell-Gauss :

div
�!
E =

�

"0
(1.3)

l�équation de Maxwell-Ampère :

�!
rot
�!
B = �0

 
�!
J + "0

@
�!
E

@t

!
(1.4)

où � est la densité de charge et
�!
J la densité de courant.

Les constantes "0 = 8:85� 10�12Fm�1et �0 = 1:26� 10�6Hm�1(dans le système MKSA)

apparaissant dans les équations de Maxwell sont respectivement la permittivité électrique et la

perméabilité magnétique dans le vide.

Les trois premières équations sont obtenues à partir des observations expérimentales et la

quatrième est une généralisation de la loi d�Ampère. Le terme
�
"0
@
�!
E
@t

�
(le courant de déplace-

ment) a été introduit par Maxwell pour préserver l�équation de conservation de la charge.

En dérivant l�équation (1.3) par rapport au temps et prenant la divergence de l�équation

(1.4), on obtient :

@�

@t
+ div

�!
J = 0 (1.5)

qui exprime la conservation de la quantité de charge électrique.

En l�absence de charge et de courant électrique, ces équations prennent la forme suivante :

div
�!
E = 0 (1.6)

div
�!
B = 0 (1.7)

�!
rot
�!
E = �@

�!
B

@t
(1.8)

�!
rot
�!
B = �0"0

@
�!
E

@t
(1.9)



1.2 Propagation des ondes électromagnétiques dans le vide 11

1.2 Propagation des ondes électromagnétiques dans le

vide

1.2.1 Equation de propagation des champs

Les équations de Maxwell-Ampère et Maxwell-Faraday sont des équations aux dérivées

partielles du premier ordre, couplant l�évolution du champ électrique et du champ magnétique.

Il est possible d�écrire des équations découplées pour chacun des champs. En e¤et, la dérivée

temporelle de l�équation (1.9) implique :

@

@t

�!
rot
�!
B = ��!rot��!rotE = �0"0

@2
�!
E

@t2
(1.10)

En utilisant la relation d�analyse vectorielle :

�!
rot
�!
rot
�!
E =

��!
grad div

�!
E ���!E (1.11)

comme div
�!
E = 0 , on a :

�!
rot
��!
rotE = ���!E (1.12)

En tenant compte de l�équation (1.10) et (1.12), on obtient l�équation de propagation du second

ordre pour
�!
E :

�
�!
E � 1

c2
@2
�!
E

@t2
= 0 (1.13)

et en procédant de la même manière, on obtient pour
�!
B l�équation :

�
�!
B � 1

c2
@2
�!
B

@t2
= 0 (1.14)

Ces équations sont des équations de propagation d�ondes appelées équation de d�Alembert.

Dans le vide les ondes électromagnétiques se propagent à la vitesse de la lumière : c = 1p
�0"0

=

3� 108m:s�1:

Les solutions particulières des équations (1.13) et (1.14) peuvent s�écrire sous la forme

suivante :
�!
E =

�!
Eme

i(!t��!k :�!r ),
�!
B =

�!
Bme

i(!t��!k :�!r ) (1.15)



1.2 Propagation des ondes électromagnétiques dans le vide 12

Il s�agit alors des ondes planes de pulsation ! se propageant dans la direction
�!
k
�
avec k = !

c

�
:

Les champs
�!
Em et

�!
Bm doivent satisfaire certaines conditions dictées par les équations de

Maxwell (1.6)-(1:9) :

L�équation (1:6) s�écrit dans ce cas :

div
�!
E = �i�!k :�!Eme

i(!t��!k :�!r ) = 0) �!
k :
�!
Em = 0 (1.16)

ce qui implique que le champ électrique
�!
E est perpendiculaire à

�!
k ; donc le champ électrique

est transversal.

L�équation (1:7) s�écrit :

div
�!
B = �i�!k :�!Bme

i(!t��!k :�!r ) = 0) �!
k :
�!
Bm = 0 (1.17)

d�où le champ magnétique
�!
B est aussi transversal.

Le champ électrique et le champ magnétique ne sont pas indépendants, ils sont liés par les

équations (1.8) et (1.9). Par exemple l�équation (1.8) donne :

�!
rot
�!
E = �i�!k ��!E = �i!�!B ) �!

B =

�!
k ��!E
!

(1.18)

donc
�!
E et

�!
B sont perpendiculaires.

1.2.2 Le potentiel électromagnétique :

Puisque div
�!
B = 0; il en résulte que

�!
B dérive d�un potentiel vecteur

�!
A tel que :

�!
B =

�!
rot
�!
A (1.19)

En substituant cette expression dans l�équation (1.8), nous obtenons :

�!
rot

"
�!
E +

@
�!
A

@t

#
= 0 (1.20)

Cette relation est véri�ée si
��!
E + @

�!
A
@t

�
est le gradient d�une fonction scalaire V :

�!
E = ���!gradV � @

�!
A

@t
(1.21)

où V s�appelle le potentiel scalaire (V s�identi�e avec le potentiel électrostatique si @
�!
A
@t
=
�!
0 ).
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Retenons qu�il existe deux potentiels : le potentiel-vecteur
�!
A et le potentiel scalaire V tel

que :
�!
B =

�!
rot
�!
A (1.22)

et

�!
E = ���!gradV � @

�!
A

@t
(1.23)

Ces deux équations ne dé�nissent pas
� �!
A; V

�
de façon univoque. En e¤et, le champ électro-

magnétique
��!
E ;
�!
B
�
ne change pas si on remplace

� �!
A; V

�
par un nouveau potentiel

� �!
A

0
; V

0
�

tel que :

�!
B =

�!
rot
�!
A
0
=
�!
rot
�!
A (1.24)

et
�!
E = ���!gradV � @

�!
A

@t
= ���!gradV 0 � @

�!
A
0

@t
(1.25)

La relation (1.24) est véri�ée si :

�!
A
0
=
�!
A +

��!
grad' (1.26)

où ' = '(�!r :t) est un champ scalaire quelconque. Ainsi que la relation (1.25) est véri�ée si :

��!
gradV

0
=

��!
gradV � @

@t

��!
A
0 ��!A

�
(1.27)

=
��!
grad

�
V � @'

@t

�
ce qui entraine la condition :

V
0
= V � @'

@t
(1.28)

Le passage de
� �!
A; V

�
à
��!
A
0
; V

0
�
est appelé transformation de jauge. La liberté de choix sur

des potentiels permet de leur imposer une contrainte que nous appelons "la contrainte de Jauge

". A�n de lever l�arbitraire sur les potentiels
� �!
A; V

�
, on fait souvent un choix de jauge en

imposant une condition sur
� �!
A; V

�
. Un choix fréquent que nous adopterons est celui de la

jauge de Coulomb ou jauge de rayonnement :

div
�!
A = 0 (1.29)
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Cette condition est particulièrement commode lorsqu�il n�y a pas de charge (lorsque on s�in-

téresse au phénomène loin de la source ). Alors un choix possible du potentiel scalaire V = 0:

Dans ce cas la, il su¢ t de déterminer
�!
A puis on déduit le champ électromagnétique

� �!
E ;
�!
B
�

à partir des équations :
�!
E = �@

�!
A

@t
et
�!
B =

�!
rot
�!
A

Une autre Jauge intéressante est la jauge dite de Lorentz. Elle est dé�nie par :

div
�!
A + �0"0

@V

@t
= 0 (1.30)

1.3 Equation de propagation des potentiels dans le vide :

Cherchons à établir les équations auxquelles satisfont le potentiel électromagnétique
��!
A; V

�
:

Commençant par l�équation de Maxwell-Gausss :

div
�!
E = div

 
���!gradV � @

�!
A

@t

!
=

�

"0
(1.31)

conduit à :

�V +
@

@t
div

�!
A = � �

"0
(1.32)

En notant que :
�!
rot
�!
B =

�!
rot
�!
rot
�!
A =

��!
grad div

�!
A ���!A (1.33)

Compte tenu de l�équation de Maxwell-Ampère et l�équation (1.23), on peut écrire :

�!
rot
�!
B = �0

 
�!
J + "0

@
�!
E

@t

!
= �0

�!
J ���!grad

�
1

c2
@V

@t

�
� 1

c2
@2
�!
A

@t2
(1.34)

ou encore :

��!
grad div

�!
A ���!A = �0

�!
J ���!grad

�
�0"0

@V

@t

�
� �0"0

@2
�!
A

@t2
(1.35)

par conséquent :

�
�!
A � �0"0

@2
�!
A

@t2
���!grad

�
div

�!
A + �0"0

@V

@t

�
= ��0

�!
J (1.36)
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ou sous forme plus condensée :

��!A = �0
�!
J ���!grad

�
div

�!
A + �0"0

@V

@t

�
(1.37)

où l�opérateur :

� = �0"0
@2

@t2
�� (1.38)

est par dé�nition le "d�Alembertien".

Les équations obtenues ne sont pas particulièrement simples. On peut les simpli�er si on

adopte la condition de jauge de Lorentz
�
div

�!
A + �0"0

@V
@t
= 0
�
:Les équations (1.32) et (1.36)

deviennent :

�V � �0"0
@2V

@t2
= � �

"0
(1.39)

�
�!
A � �0"0

@2
�!
A

@t2
= ��0

�!
J (1.40)

On remarque que la jauge de Lorentz permet de simpli�er considérablement les équations

des potentiels. On obtient ainsi deux équations séparées, l�une pour V et l�autre pour
�!
A . En

l�absence de charge et de courant, il s�agit d�équation de d�Alembert. Tout comme le champ

électrique et magnétique, les potentiels sont des champs libres qui se propagent à la célérité de

la lumière. Rappelons que les deux potentiels ne sont pas indépendants, car ils sont reliés par

la jauge de Lorentz.

Dans le cas des régimes stationnaires, on retrouve bien les équations de Poisson de l�élec-

trostatique et de la magnétostatique :

�V = � �

"0
(1.41)

�
�!
A = ��0

�!
J

La condition de jauge de Lorentz se réduit dans ce cas a celle de Coulomb div
�!
A = 0:

1.4 Les équations de Maxwell dans un milieu matériel

La densité de charge dans un matériau quelconque peut être séparé en deux parties :

l�une relative aux charges ponctuelles libres qui donnent une conductivité électrique et l�autre
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provenant des charges liées.

� = �libre + �li�ee (1.42)

De la même façon, on peut décomposer la densité de courant en une partie provenant des

charges libres et une partie provenant des charges liées :

�!
J =

��!
Jlibre +

��!
J
li�ee

(1.43)

La densité des charges liées est donnée par :

�li�ee = � div
�!
P (1.44)

et la densité de courant liée est donnée par :

��!
J
li�ee
=
@
�!
P

@t
+
�!
rot
�!
M (1.45)

où
�!
P est la polarisation électrique et

�!
M : est l�aimantation du matériau.

Les équations de Maxwell-Gauss et Maxwell-Ampère dans un milieu matériel s�écrivent :

div
�!
B = 0 (1.46)

�!
rot
�!
E = �@

�!
B

@t
(1.47)

sont indépendantes de � et
�!
J ; et celles reliant le champ aux sources :

div
�!
E =

1

"0

�
�libre � div

�!
P
�

(1.48)

�!
rot
�!
B = �0

 
�!
J + "0

@
�!
E

@t

!
= �0

 
��!
Jibre +

@
�!
P

@t
+
�!
rot
�!
M

!
+ �0"0

@
�!
E

@t
(1.49)

En introduisant le vecteur déplacement électrique
�!
D :

�!
D = "0

�!
E +

�!
P (1.50)

et le vecteur induction magnétique
�!
H :
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�!
H =

1

�0

�!
B ��!M (1.51)

Les équations de Maxwell-Gauss et Maxwell-Ampère prennent la forme suivante :

div
�!
D = �libre (1.52)

�!
rot
�!
H =

 
�!
J ibre+

@
�!
D

@t

!
(1.53)

Par contre les deux autres équations sont invariantes :

div
�!
B = 0 (1.54)

�!
rot
�!
E = �@

�!
B

@t
(1.55)

1.5 Les équations de Maxwell dans un conducteur

Lorsque une onde électromagnétique se propage dans un milieu conducteur (�li�ee = 0 et
��!
J
li�ee
=
�!
0 ), son champ électrique produit un courant électrique proportionnel à ce champ ( loi

d�Ohm) qui dégage de la chaleur par e¤et de Joule, ce qui est traduit par la transformation de

l�énergie porté par l�onde.

Dans un milieu conducteur linéaire, homogène ( à une certaine échelle ses propriétés sont

identiques d�un point à un autre) et isotrope ( les propriétés sont identiques quelle que soit la

direction d�observation), les équations de Maxwell s�écrivent :

div
�!
B = 0 (1.56)

�!
rot
�!
E = �@

�!
B

@t
(1.57)

div
�!
D = �libre (1.58)
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�!
rot
�!
H =

�!
J ibre +

@
�!
D

@t
(1.59)

Les champs et la densité de courant sont reliés par :

�!
D = "

�!
E (1.60)

�!
B = �

�!
H (1.61)

�!
J libre = �

�!
E (1.62)

Dans le cas d�un conducteur en équilibre électrostatique, c�est-à-dire le cas où la densité de

charge �libre ! 0, les équations de Maxwell (1.56) - (1.59) conduisent aux équations de propa-

gations pour
�!
E et

�!
B [55] :

�
�!
E � "�

@2
�!
E

@t2
� ��

@
�!
E

@t
= 0; (1.63)

et:

�
�!
B � "�

@2
�!
B

@t2
� ��

@
�!
B

@t
= 0 (1.64)

Un fait nouveau apparait correspondant à la dérivée de premier ordre par rapport au

temps. Dans le cas de l�équation de l�oscillateur harmonique, un tel terme représente une force

de "friction" qui conduit à la dissipation de l�énergie de l�oscillateur. Le même e¤et se reproduit

dans le cas du champ électrique, pour le voir on suppose que l�équation de
�!
E admet comme

solution :
�!
E =

�!
Eme

i(!t�k�!e :�!r +�) (1.65)

Substituant
�!
E dans l�équation d�onde (1.63), on obtient la relation de dispersion de l�onde dans

un milieu conducteur :

��!k 2 � i��! + �"!2 = 0 (1.66)

dans le cas où � = 0; l�équation (1:66) se réduit à la relation de dispersion d�un diélectrique.

L�équation (1:66) admet comme solution :

�!
k =

��!� � i
�!
�
�

(1.67)
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où

j�!� j = !

�
p
2

np
1 +Q2 + 1

o 1
2

(1.68)

et ����!� ��� = ��!

2 j�!� j (1.69)

� = 1p
�"
est la vitesse de propagation des ondes électromagnétiques dans le milieu , Q = !c

!
et

!c =
�
"
est la pulsation caractéristique du milieu conducteur.

Pour comprendre la signi�cation physique de �!� et
�!
� , nous écrivons la solution de l�équa-

tion d�onde sous la forme :
�!
E =

�!
Eme

���!e :�!r ei(!t��
�!e :�!r +�) (1.70)

La forme de cette onde ressemble formellement à celle obtenu dans le cas du vide, mais avec la

présence d�une amplitude décroissante.

La longueur d�onde est déterminée par la partie réelle du vecteur d�onde :

� =
2�

j�!� j (1.71)

La partie imaginaire du vecteur d�onde donne la distance � qui est connue sous le nom d�épais-

seur de peau "ou profondeur de pénétration" :

� =
1����!� ��� (1.72)

A partir de l�équation de Maxwell-Faraday,
�!
B prend la forme :

�!
B =

�!
Bme

���!e :rei(!t��
�!e :�!r +���) (1.73)

où
�!
Bm =

1

�

�
1 +Q2

� 1
4 (�!e ��!Em) (1.74)

Le retard de phase du champ magnétique sur le champ électrique est donné par :

� = Arc tan

�r
1 +

1

Q2
+
1

Q

�
0 < � <

�

2
(1.75)

La relation de dispersion (1.66) donne une relation algébrique assez compliquée entre la

fréquence et le vecteur d�onde. Cependant, dans de nombreux cas, il est possible d�écrire des

expressions plus simple qui donnent de bonnes approximations.
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Cas d�un milieu peu conducteur !c � 1 alors j�!� j � !
p
�",

����!� ��� � �
2

p
�
"

La partie imaginaire n�est nulle que dans le cas où le milieu est diélectrique. Cette partie

est responsable de l�absorption de l�onde dans le milieu.

Cas d�un milieu très conducteur !c � 1 alors j�!� j �
p

��!
2
,
����!� ��� � j�!� j

Ayant décrit de façon exhaustive les équations de propagation du champ électromagnétique

dans un milieu indépendant du temps, nous sommes en mesure d�introduire la dépendance en

temps des paramètres �, " et � dans le paragraphe suivant

1.6 Le champ électromagnétique dans un milieu conduc-

teur, linéaire et homogène dépendant du temps

Dans un milieu linéaire conducteur homogène dépendant du temps, c�est-à-dire que la

permittivité électrique "(t), la perméabilité magnétique �(t) et la conductivité électrique �(t)

sont des fonctions du temps, les relations entre les champs et les courants sont données par :

�!
D = "(t)

�!
E (1.76)

�!
B = �(t)

�!
H (1.77)

�!
J = �(t)

�!
E (1.78)

Dans ce cas, la vitesse vitesse de propagation des ondes électromagnétiques varie en fonction

du temps, et est donnée par :

�(t) = [�(t)"(t)]�
1
2 (1.79)

Lorsqu�il n�y as pas de source, les équations de Maxwell sont invariants par une transfor-

mation de jauge. En optique quantique, une jauge pratique est la jauge de Coulomb :



1.6 Le champ électromagnétique dans un milieu conducteur, linéaire et homogène
dépendant du temps 21

div
�!
A = 0 et V = 0 (1.80)

L�état du champ électromagnétique est complètement caractérisé par la donnée de son potentiel

vecteur
�!
A qui est purement transversal :

�!
k :
�!
A = 0 (1.81)

Le champ électrique
�!
E et le champ magnétique

�!
B sont déterminés à partir du potentiel vecteur

�!
A (�!r ; t) par :

�!
B (�!r ; t) = �!rot�!A (�!r ; t) (1.82)

�!
E (�!r ; t) = � @

@t

�!
A (�!r ; t) (1.83)

On peut facilement véri�er à partir des équations de Maxwell que le potentiel vecteur
�!
A (�!r ; t)

obéit à l�équation d�onde amortie :

r2�!A � �(_"+ �)@
�!
A=@t� "�@2

�!
A=@t2 = 0 (1.84)

Pour résoudre cette équation, on suppose que le potentiel vecteur
�!
A (�!r ; t) peut se mettre

en un produit d�une fonction relative au mode �!u l(�!r ) et une fonction dépendante du temps

e�
R t
0 �(t

0)dt0ql(t) :
�!
A(�!r ; t) =

X
l

�!u l(�!r )e�
R t
0 �(t

0)dt0ql(t) (1.85)

où �(t) = �(t)=[2"(t)]:

Ainsi l�équation (1.84) se ramène à résoudre le système suivant :

r�!u l(
�!r ) + (!2l =�20)�!u l(

�!r ) = 0 (1.86)

@2ql(t)

@t2
+
_"(t)

"(t)

@ql(t)

@t
+W 2

l (t)ql(t) = 0; (1.87)

où W 2
l (t) = 
2l (t) � �2(t) � _�(t)=[2"(t)], 
l(t) = �(t)!l=�0 sont les fréquences habituelles

dépendantes du temps. �0 = �(0) et !l = 
l(0):
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Les di¤érentes fonctions modales �!u l(
�!r ) sont indiciés par l�indice l: Ces fonctions dé-

pendent entièrement des conditions aux limites. Dans le cas où les conditions aux limites sont

périodiques, les fonctions �!u l(
�!r ) sont choisies comme suit :

�!u l(�!r ) =
1p
V

�!̂
� l�e

�i�!k l��!r (1.88)

où V est le volume d�une cavité,
�!
k l = !l

c�!n =�0 et �!̂� l� est un vecteur unitaire indiquant la

polarisation de l�onde électromagnétique (� = 1; 2) :

Les équations du mouvement des amplitudes ql(t) (1.87) peuvent être directement déduites

de l�Hamiltonien de l�oscillateur harmonique généralisé classique OHG :

Hl(ql; pl; t) =
p2l
2"(t)

+ �(t)plql +
1

2
"(t)
2l (t)q

2
l (1.89)

pl étant les variables canoniques conjuguées à ql:

L�Hamiltonien total décrivant le champ électromagnétique est la somme des Hamiltonients

individuels correspondant à chaque mode :

H(t) =
X
l

Hl (1.90)

La permittivité diélectrique "(t) joue le rôle de la masse dépendant du temps pour un

oscillateur mécanique. Pour les matériaux diélectriques �(t) = 0; l�Hamiltonien (1.89) devient

celui de l�oscillateur harmonique de masse et de fréquence dépendant du temps.

Ce problème de l�oscillateur harmonique généralisé a été fréquemment étudié dans le cas

adiabatique et non-adiabatique [28, 38, 44, 47, 48, 49, 50, 51, 53]. Nous allons généraliser l�étude

de Maamache et al [9, 10] au cas non-adiabatique.

En utilisant les équations (1.83) et (1.85), on déduit l�expression du champ électrique :

�!
E (�!r ; t) =

X
l

�!ul(�!r )
�
"(t)e

R t
0 �(t

0)dt0
��1

pl(t) (1.91)

Dans le chapitre suivant, nous traitons le caractère géométrique du champ électromagné-

tique.



Chapitre 2

Angle géométrique non-adiabatique

2.1 Introduction

Nous rappelons que la méthode générale d�introduction des angles géométriques liés aux

invariants est valable quelle que soit la forme de la dépendance temporelle des paramètres.

Reprenons ici l�approche de la théorie des invariants développée dans [38]. Un invariant

I(p; q; t) est une constante de mouvement qui véri�e :

@I(t)

@t
= fI(t); H(t)gqp (2.1)

Les trajectoires d�action (ou d�invariant) I (q; p; t) sont paramétrées par l�angle � (q; p; t)

à l�instant t: Lors d�une évolution cyclique de période T , nous avons I (q; p; 0) = I (q; p; T ) :

Le déphasage de la variable angulaire �� mesuré sur chaque trajectoire à l�instant t = T à

partir de sa valeur à l�instant t = 0 est calculé à l�aide de la fonction génératrice associée à la

transformation canonique invariant-angle (I; �) :

Soit S(q; I; t) une fonction génératrice de transformation canonique dépendante du temps

[53; 57; 58] qui fait passer des variables (q; p) aux variables invariants-angles (I; �) (voir appendice) :

S(q; I; t) =

Z
dq

0
p(q

0
; I; t) (2.2)

où
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p =
@S(q; I; t)

@q
(2.3)

et

� =
@S(q; I; t)

@I
(2.4)

La dynamique des variables (I; �) sera régie par le nouvel Hamiltonien indépendant de

l�angle � :

K(I; t) = H(I; �:t) +
�
@S

@t

�
(�; I; t) (2.5)

où

H(�; I; t) = H(q(�; I; t); p(�; I; t) (2.6)

Les équations de Hamilton pour les variables I et � sont :

:

I = �@K
@�

= 0 (2.7)

et

:

� =
@K

@I
=
@H(�; I; t)

@I
+

@

@I

@S

@t
(�; I; t) (2.8)

On remarque que la vitesse angulaire de l�équation (2:8) ne dépend pas de la variable �, tandis

que les termes qui la compose en dépendent séparément. On pourra moyenner chaque terme

sur la trajectoire classique, sans pour autant altérer le résultat de la vitesse angulaire
:

� :

�� =

tZ
0

�
@H(I; �:t)

@I

�
dt

0
+

@

@I

tZ
0

�
@S

@t0
(�; I; t

0
)

�
dt

0
(2.9)

où

��dl =

tZ
0

�
@H(I; �:t)

@I

�
dt

0
(2.10)

est l�angle dynamique, et

��gl =
@

@I

tZ
0

�
@S

@t0
(�; I; t

0
)

�
dt

0
(2.11)
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est l�angle de Hannay non-adiabatique.

Où h:i = 1
2�

R 2�
0
d� est la moyenne sur la variable angulaire �:

Nous allons illustrer la notion d�angle géométrique non-adiabatique à travers l�exemple de

l�oscillateur harmonique généralisé donné par l�équation (1:89) :

2.2 Recherche d�un invariant

Remarquons que l�Hamiltonien (1.89) s�écrit sur la base : T1 = 1
2
p2; T2 = pq; T3 =

1
2
q2 qui

forme une algèbre �nie avec les crochets de poisson suivants ; fT1:T2g = �2T1; fT2:T3g = �2T3;

fT3:T1g = T2:

Cherchons un invariant de ce système sous la forme :

I(t) =
1

2

�
�1(t)p

2 + 2�2(t)pq + �3(t)q
2
	

(2.12)

la substitution de cet invariant dans l�équation (2:1) donne les équations di¤érentielles pour

coe¢ cients (�1; �2; �3) :
:

�1 = 2

�
�1��

1

"

�
�2 (2.13)

:

�2 = 2

�
�1"


2
l �

1

"
�3

�
(2.14)

:

�3 = 2
�
�2"


2
l � ��3

�
(2.15)

Les équations (2:13)� (2:15) conduisent à une équation auxiliaire non-linéaire pour �l :

��l +
_"

"
_�l +W 2

l �l =
1

"2�3l
(2.16)

où on a posé :

�1 = �2l (2.17)

De ce fait, les équations (2:14) et (2:15) s�écrivent :

�2 =
��
�2l�� �l

:
�l
�
"
�

(2.18)
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�3 =
1

�2l

n
1 +

��
�2l�� �l

:
�l
�
"
�2o

(2.19)

d�où la forme �nale de l�invariant :

Il(t) =
1

2

�
ql
�l

�2
+ �2l

�
pl +

�
�

2
� _�l
�l
"

�
ql

�2
(2.20)

La transformation canonique qui permet de passer des coordonnées (q; p) aux variables actions-

angles (I; �) est e¤ectuée par la fonction génératrice [38] :

S =
1

2

� :
�l
�l
� �

�
"q2 � 1

2

ql
�l

�
2Il �

q2

�2l

� 1
2

� Il sin
�1
�

ql

�l
p
2Il

�
+ (n+

1

2
)�Il (2.21)

qui donne :

pl =
@S

@q
=

� :
�l
�l
� �

�
"ql �

1

�l

�
2Il �

q2l
�2

� 1
2

(2.22)

et

�l =
@S

@Il
= � sin�1

�
ql

�l
p
2Il

�
+ (n+

1

2
)� (2.23)

n étant un nombre entier qu�on choisira égale à zéro.

A partir des équations (2.22) et (2.23), il en résulte que :

pl =
p
2Il

�
"

� :
�l
�l
� �

�
�l cos � �

1

�l
sin �

�
(2.24)

et

ql =
p
2Il�l cos � (2.25)

Le déphasage dynamique est donné par :

��dl =

tZ
0

�
@H
@I

�
dt

0
=

tZ
0

�
1

"�2l
+
1

2

�
d

dt0
��
��2l � �l

:
�l
�
"
�
� 2

�
��2l � �l

:
�l
�
"

:
�l
�l

��
dt

0
(2.26)

et le déphasage géométrique :

��gl =
@

@I

tZ
0

�
@S

@t0
(�; I; t

0
)

�
dt

0
=

tZ
0

� 1
2

�
d

dt0
��
��2l � �l

:
�l
�
"
�
� 2

�
��2l � �l

:
�l
�
"

:
�l
�l

�
dt

0
(2.27)

Donc l�angle totale ��l = ��
d
l +��

g
l s�écrit :

��l =

Z t

0

1

"(t0)�2l (t
0)
dt0 (2.28)
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Lors d�une évolutions cyclique le long d�un circuit C pour une période T; l0angle dynamique

non-adiabatique devient :

��dl =

TZ
0

�
1

"�2l
�
�
�2l�� �l

:
�l
�
"

:
�l
�l

�
dt

0
(2.29)

et l0angle géométrique ( l�angle de Hannay non-adiabatique) prend la forme :

��gl =

I
(�l��

:
�l) "d�l (2.30)

L�angle total est donné par :

��l =

Z T

0

1

"(t0)�2l (t
0)
dt0 (2.31)

2.3 La limite adiabatique

L�approximation adiabatique consiste à introduire un temps "lent" :

� = �t �� 1 (2.32)

et réécrit l�équation auxiliaire (2.16 ) en fonction de puissance de � :

$2
l �l(�)�

1

"2(�)�3l (�)
= �

�
_�(�)

2"(�)

�
�l(�)� �2

�
��l(�) +

_"(�)

"(�)
_�l(�)

�
(2.33)

avec :

$2
l = 


2
l (�)� �2(�) (2.34)

On développe �l en puissance de � :

�l(�) = �l0(�) + ��l1(�) + �2�l2(�) + ::::::: (2.35)

L�identi�cation des termes de l�équation (2.33) à ceux du développement (2.35) permet de

déterminer facilement :

�l0(�) =

�
1

"(�)$(�)

� 1
2

(2.36)

�l1(�) =
_�(t)

8"(�)$2
l (�)

�l0(�) (2.37)
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Dans l�invariant (2:20), on néglige le terme _�l et on remplace �
2
l (t) par la solution de l�équation

(2.16) à l�ordre zéro par rapport à �, c�est-à-dire : "�2l0(t)! $�1
l . Donc on obtient l�invariant

adiabatique de l�oscillateur harmonique généralisée :

Il(t) adiabatique��������!
1

2

h
"$lbq2l + ("$l)

�1
�bpl + �

2
bql�2i (2.38)

Sachant que dans la limite adiabatique on approxime 1
"�2l1(t)

par $l� _�
4"$l

qui est la somme

d�une vitesse dynamique _�l = $l et d�une vitesse angulaire géométrique _�
H

l = � _�=4"$l . Ce

résultat a été déjà obtenu dans le cas adiabatique par Maamache et al [9, 10].

Remarquons que dans la limite adiabatique, la phase géométrique disparaît pour les maté-

riaux diélectriques (�(t) = 0). Par conséquent, on voit que le caractère géométrique des champs
�!
E et

�!
B est modi�é selon la nature du milieu.

2.4 E¤et de la phase géométrique sur le rayonnement

quantique

En mécanique quantique, la position de la particule à l�instant t est remplacée par son état

quantique donné par la fonction d�onde  (q; t). Les variables dynamiques conjugués classiques

ql et pl sont remplacées par des opérateurs bql et bpl où bpl = �i~@=@bql .
L�essence de la théorie quantique de la lumière dans les milieux linéaires est que chaque

mode du champ électromagnétique se comporte comme un oscillateur harmonique dépendant

du temps dont les caractéristiques quantiques se manifestent par l�introduction des opérateurs

d�annihilation et de création associés :

bal(t) =r 1

2~

�
q̂l
�l(t)

+ if�l(t)bpl + [�(t)�l(t)� _�l(t)]"(t)bqlg� (2.39)

ba+l (t) =r 1

2~

�
q̂l
�l(t)

� if�l(t)bpl + [�(t)�l(t)� _�l(t)]"(t)bqlg� (2.40)

On véri�e qu�ils obéissent aux relations de commutation :

[bal(t);ba+l (t)] = 1 (2.41)
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L�invariant (2.20) s�écrit en fonction de âl(t) et â+l (t) sous la forme :

Îl(t) = ~
�ba+l (t)bal(t) + 12

�
: (2.42)

A l0aide de l�équation de Heisenberg, l�équation d�évolution de âl(t) s�écrit :

dbal(t)
dt

=
i

~
[Hl;bal(t)] + �@bal(t)

@t

�
(2.43)

ce qui donne :
dbal(t)
dt

= � i

"(t)�2l (t)
bal(t) (2.44)

dont la solution est : bal(t) = bal(0)e�i R t0 1

"(t0)�2
l
(t0)

dt0

(2.45)

Sachant que :

bql =r~
2
�l(bal(t) + ba+l (t)) (2.46)

et :

bpl = �
s

~
2�2l
f[(��l � _�l)"�l + i]bal(t) + [(��l � _�l)"�l � i]ba+l (t)g (2.47)

Le potentiel vecteur
�!
A s�écrit aussi comme :

�!
A (�!r ; t) =

r
~
2V

e�
R t
0 �(t

0)dt0
X
l

2X
�=1

�!̂
� l��l(t)

�bal(0)ei�l(�!r ;t) + ba+l (0)e�i�l(�!r ;t)� (2.48)

où

�l(
�!r ; t) = �!k l � �!r �

Z t

0

1

"(t0)�2l (t
0)
dt0 (2.49)

Les opérateurs
�!
D(r; t) et

�!
B(r; t) s�obtiennent à partir des équations(1:76) ; (1:82), (1:83)et

(2:47) :

�!
D(�!r ; t) =

r
~"2(t)
2V

e�
R t
0 �(t

0)dt0
X
l

2X
�=1

�!̂
� l��l(t)

��
�(t)� _�l(t)

�l(t)
+

i

"(t)�2l (t)

�bal(0)ei�l(�!r ;t)
+

�
�(t)� _�l(t)

�l(t)
� i

"(t)�2l (t)

�ba+l (0)e�i�l(�!r ;t)� (2.50)

et

�!
B(�!r ; t) = i

r
~
2V

e�
R t
0 �(t

0)dt0
X
l

2X
�=1

(
�!
k l �

�!̂
� l�)�l(t)

hbal(0)ei�l(�!r ;t) � ba+l (0)e�i�l(�!r ;t)i (2.51)
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La présence du terme exponentiel e�
R t
0 �(t

0)dt0 dans ces équations montre que les amplitudes des

champs électriques et magnétiques diminuent dans le temps selon la valeur de la conductivité

du milieu. Cette propriété est identique à la dissipation de l�énergie du champ de rayonnement

classique. Un comportement similaire apparaît dans le cas de changement adiabatique de la

phase géométrique [9, 10]. Dans la limite où �(t)! 0 la dissipation disparait.



Chapitre 3

Etats cohérents et limite semi-classique

En mécanique classique une particule est décrite par sa position r(t), l�évolution de sa

position est donnée par l�équation de Newton :

F (r; t) = m
d2r

dt2
(3.1)

En mécanique quantique, la position de la particule est remplacée par son état quantique,

qui à l�instant t est représenté par une fonction d�onde qui ne reproduit pas la mécanique

classique. Cependant, il est possible de construire des états quantiques qui reproduisent la

théorie classique. Ces états sont appelés états cohérents.

Historiquement, les états cohérents ont été introduit par Schrödinger [59]; pour reproduire

le mouvement classique de l�oscillateur harmonique. Après plusieurs années, ces états ont été

redécouvert par Glauber [60; 61]; qui a mis en évidence leur rôle fondamental dans la théorie

de l�optique quantique.

3.1 Dé�nition des états cohérents de l�oscillateur harmo-

nique

Nous rappelons dans ce paragraphe quelques résultats fondamentaux relatifs à l�oscillateur

harmonique (m = 1).
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bH =
1

2

�bp2 + !2bq2� (3.2)

Introduisons les opérateurs d�annihilation bb et de création bb+ :
bb = 1p

2~!
(!bq + ibp) (3.3)

bb+ = 1p
2~!

(!bq � ibp) (3.4)

tel que : hbb;bb+i = 1 (3.5)

l�Hamiltonien bH (3.2) s�écrit sous la forme :

bH = ~!
�bb+bb+ 1

2

�
(3.6)

où N = bb+bb est l�opérateur nombre d�occupation.
Les opérateurs bb et bb+ agissent sur les états jni de l�espace de Fock de la manière suivante :

bb jni = pn jn� 1i (3.7)

bb+ jni = pn+ 1 jn+ 1i (3.8)

où

hm j ni = �mn (3.9)

Les états cohérents j�i de l�oscillateur harmonique sont dé�nis comme étant états propres de

l�opérateur d�annihilation bb :
bb j�i = � j�i (3.10)

où la valeur propre � est complexe.

En exprimant l�état cohérent j�i sur la base jni :

j�i =
1X
n=0

Cn jni (3.11)
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on montre que les coe¢ cients Cn sont données par :

Cn =
�np
n!
e
�j�j2

2 (3.12)

et par conséquent les états cohérents j�i s�écrivent :

j�i = e
�j�j2

2

1X
n=0

�np
n!
jni (3.13)

Bien connue également est la propriété de ces états de former une base surcomplète :

1

�

Z
j�i h�j d2� = 1 (3.14)

En e¤et, sachant que :

� = j�j ei� et d2� = j�j d j�j d� (3.15)

alors :
1

�

Z
j�i h�j d2� =

X
n;m

jni hmj
�
p
n!m!

Z 1

0

j�j d j�j e�j�j
2

j�jn+m
Z 2�

0

d�ei(n�m)� (3.16)

en faisant un changement de variable j�j2 = u, en utilisant le fait que
R 2�
0
d�ei(n�m)� = 2��nm

et
R1
0
due�uun = n!. L�intégrale (3.16) donne le résultat suivant :

1

�

Z
j�i h�j d2� =

1X
n=0

jni hnj
n!

Z 1

0

due�uun (3.17)

on obtient la relation de fermeture cherchée à l�aide de celle des états jni

1

�

Z
j�i h�j d2� =

1X
n=0

jni hnj = 1 (3.18)

Dans cette base un état j�i à pour "coe¢ cient" :

jh�j�ij = e�j���j
2

(3.19)

qui montre que les états cohérents ne sont pas orthogonaux entre eux, mais sont normés :

h� j �i = 1 (3.20)

Les états cohérents de l�oscillateur harmonique peuvent

être dé�nis par l�action de l�opérateur unitaire de déplacement bD (�) = exp�� bb+ � ��bb� sur
l�état du vide j0i :
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bD (�) j0i = j�i (3.21)

En utilisant la formule de Baker-Campbell-Hausdor¤

e
bA+ bB = e�[

bA; bB]=2e bAe bB (3.22)

tel que : hh bA; bBi ; bAi = hh bA; bBi ; bBi = 0 (3.23)

L�opérateur unitaire de déplacement s�écrit :

bD (�) = e
�j�j2

2 e�
bb+e���bb (3.24)

et a pour e¤et de déplacer les opérateurs d�annihilation et de création :

bD+ (�)bb bD (�) = bD�1 (�)bb: bD (�) = bb+ � (3.25)

bD+ (�)bb+ bD (�) = bD�1 (�)bb+ bD (�) = bb+ + �� (3.26)

En e¤et, en utilisant les propriétés de l�opérateur de déplacement ( 3.25) et (3.26) et en appli-

quant bD+ sur l�équation (3.10), on obtient :

bD+bb j�i = � bD+ j�i (3.27)

Sachant que : bD+bb j�i = �bb+ �
� bD+ (�) j�i (3.28)

on obtient : bb� bD+ (�) j�i
�
= 0 (3.29)

qui implique que : bD+ (�) j�i = 0 (3.30)

et qui montre que : bD (�) j0i = j�i (3.31)
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Une autre dé�nition des états cohérents est celle des états qui minimisent

la relation d�incertitude de Heisenberg :

�bq� bp = ~
2

(3.32)

Pour s�en convaincre, exprimons les opérateurs bq et bp en fonction des opérateurs d�annihilationbb et de création bb+ : bq =r ~
2!

�bb+ +bb� (3.33)

bp = i

r
~!
2

�bb+ �bb� (3.34)

et calculons les écarts quadratiques moyens :

(� bq) =qhbq2i � hbqi2 (3.35)

(� bp) =qhbp2i � hbpi2 (3.36)

où la valeur moyenne des opérateurs bq et bp :
hbqi =r2~

!
(Re�) (3.37)

hbpi = p2~! (Im�) (3.38)

est prise dans les états j�i :

Les valeurs moyennes de bq2 et bp2dans ces états sont données par :

bq2� = (�j bq2 j�i = 2~

!
(Re�)2 +

~
2!

(3.39)


bp2� = (�j bp2 j�i = 2~! (Im�)2 + ~!
2

(3.40)

par conséquent, les écarts quadratiques moyens sont :

(� bq) =r ~
2!

(3.41)

et
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(� bp) =r~!
2

(3.42)

ce qui montre que ces états minimisent le principe d�incertitude :

(� bq) (� bp) = ~
2

(3.43)

3.2 Evolution temporelle des états cohérents

L�évolution d�un état initiale est donné par :

j (t)i = U(t) j (0)i = U(t) jni = e�i(n+
1
2
)!t jni (3.44)

par conséquent, l�évolué d�un état cohérent sera donné par :

j�; ti = U(t) j�(0)i = e
�j�(0)j2

2

1X
n=0

[�(0)]np
ni

e�i(n+
1
2
)!t jni = e�

i
2
!te

�j�(0)j2

2

1X
n=0

[�(0)e�i!t]
n

p
ni

jni

= e�
i
2
!te

�j�(t)j2

2

1X
n=0

[�(t)]np
ni

jni = e�
i
2
!t j�(t)i (3.45)

avec �(t) = �(0)e�i!t .

Donc pour passer de l�état cohérent j�i à son évolué U(t) j�(0)i, il su�t de multiplier le ket

obtenu par e�
i
2
!t et changer � en �(0)e�i!t [62]. L�évolution classique est décrite par la variable

�(t) dont le module j�(t)j est constant et l�argument change selon la loi classique.

3.3 Les états cohérents de l�oscillateur harmonique gé-

néralisé OHG

Ayant dé�ni les états cohérents de l�oscillateur harmonique usuel et leurs propriétés, Nous

allons maintenant généraliser cette notion à l�oscillateur harmonique généralisé :

Hl(ql; pl; t) =
bp2l
2"(t)

+ �(t)bplbql + 1
2
"(t)
2l (t)bq2l (3.46)
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Vue que cet oscillateur admet un invariant (2:20), et que la solution de l�équation de

Schrödinger pour un tel système s�écrit sur la base des états propres de l�invariant, il est naturel

de dé�nir les états cohérents associés sur la base fjniIg des états propres de l�invariant :

j�; 0iI = e
�j�j2

2

1X
n=0

�np
n!
jniI (3.47)

En e¤et, ses états sont des états propres de l�opérateur d�annihilation bal(t) :
bal(t) =r 1

2~

� bql
�l(t)

+ if�l(t)bpl + [�(t)�l(t)� _�l(t)]"(t)bqlg� (3.48)

L�evolué d�un état cohérent invariant-angle j�l; tiI donne :

j�l; tiI = e
�j�j2

2

1X
n=0

�
�l(0)e

�i(��dl+��
g
l )
�n

p
n!

jnliI (3.49)

ce qui implique que la variable classique �l change en �l(t) = �l(0)e
�i
R t
0

1

"(t0)�2
l
(t0)

dt0

qui décrit

l�évolution classique.

Il est utile d�écrire :

�l(0) = �l;0e
�i�l(0) (3.50)

où �l;0 et �l(0) sont réelles.

Le calcul des valeurs moyennes hbqli�, hbpli�, (�bql)� et (�bpl)� dans les états cohérents
invariants-angles conduit à :

hbqli� =
p
2~�l�l;0 cos

�Z t

0

1

"(t0)�2l (t
0)
dt0 + �l(0)

�
(3.51)

hbpli� = ��l;0

s
2~
�2l

�
(��l � _�l)"�l cos

�Z t

0

1

"(t0)�2l (t
0)
dt0 + �l(0)

�
(3.52)

+sin

�Z t

0

1

"(t0)�2l (t
0)
dt0 + �l(0)

��
Les écarts quadratiques moyens de q̂l et p̂l sont :

(�bql)� =
q
hbq2l i� � hbqli2� =

r
~
2
�2l (3.53)

(�bpl)� =
q
hbp2l i� � hbpli2� =

s
~
2�2l
[1 + (��l � _�l)2"2�2l ] (3.54)
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ce qui nous donne :

(�bql)�(�bpl)� = ~
2

q
[1 + (��l � _�l)2"2�2l ] (3.55)

:

3.3.1 Les valeurs moyennes et les variances des champs dans les

états cohérents

Il est intéressant d�analyser les valeurs moyennes et les variances des opérateurs champs

dans les états cohérents. En utilisant les équations (2.48)-(2.51), nous obtenons les valeurs

moyennes des opérateurs champs pour le mode l :

hAl(r; t)i� =

r
2~
V
e�

R t
0 �(t

0)dt0�l�l;0 cos[�l(r; t)� �l(0)] (3.56)

hDl(r; t)i� =

r
2~
V
e�

R t
0 �(t

0)dt0�l�l;0

��
�� _�l

�l

�
cos[�l(r; t)� �l(0)] (3.57)

� 1

"�2l
sin[�l(r; t)� �l(0)]

�
hBl(r; t)i� = �

r
2~
V
e�

R t
0 �(t

0)dt0jklj�l�l;0 sin[�l(r; t)� �l(0)] (3.58)

On note que ces valeurs moyennes dans les états cohérents oscillent de façon sinusoïdale

en fonction de l�angle �l(r; t): Les amplitudes de ces oscillations décroissent avec le temps, en

raison de la présence du facteur dépendant du temps e�
R t
0 �(t

0)dt0, ceci etant dû à la conduction

du milieu.

Les variances des opérateurs champs dans ces états cohérents sont données par :

(� Al(r; t))
2
� =

~
2V

e�2
R t
0 �(t

0)dt0�2l (t) (3.59)

(� Dl(r; t))
2
� =

~
2V

e�2
R t
0 �(t

0)dt0 1

�2l (t)
f1 + [�(t)�l(t)� _�l(t)]2"2(t)�2l (t)g (3.60)

(� Bl(r; t))
2
� =

~
2V

e�2
R t
0 �(t

0)dt0jklj2�2l (t) (3.61)

Le terme exponentiel e�2
R t
0 �(t

0)dt0 qui apparaît, montre que ces variances décroissent avec le

temps.

Pour une bonne compréhension des caractéristiques des champs développées dans cette

thèse, considérons un cas particulier :
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"(t) = "0(1 + b1e
�b2t) (3.62)

où b1 et b2 sont des constantes réelles tel que : b1 � 1: � et � sont des constantes réelles,

�(t) = �0 et �(t) = �0. Alors, on peut approximer les variables �(t), �2(t) et
_"(t)
"(t)

par :

�(t) ' 1
p
�0"0

�
1� b1

2
e�b2t

�
(3.63)

�2(t) ' 1

�0"0
(1� b1e

�b2t) (3.64)

_"(t)

"(t)
' �b1b2e�b2t (3.65)

Donc, l�équation (1.87) pour ql(t) se réduit à :

@2ql(t)

@t2
� b1b2e

�b2t@ql(t)

@t
+ [b1Fle

�b2t �Gl]ql(t) = 0 (3.66)

où

Fl =
�20
2"20

� !2l
�20�0"0

; Gl =
�20
4"20

� !2l
�20�0"0

(3.67)

Nous considérons que le cas où Fl et Gl sont positives, ce qui correspond à �20 > 4!
2
l "0=(�

2
0�0):

En e¤ectuant la transformation � = b1e
�b2t; l�équation (3.66) prend la forme :

@2ql(�)

@� 2
+
1 + �

�

@ql(�)

@�
+
1

b22

�
Fl
�
� Gl
� 2

�
ql(�) = 0 (3.68)

Pour un temps long (t � 1, � � 1), nous pouvons approximer (1 + �)=� ' 1=� . Donc, la

solution de l�équation (3.66) dans cette approximation devient :

ql(�) = C1J�

�
2
p
Fl�

b2

�
+ C2N�

�
2
p
Fl�

b2

�
(3.69)

où J� et N� sont les fonctions de Bessel de première et deuxième espèces respectivement�
� = 2

p
Gl=b2

�
. Cette dernière équation peut être réécrite en fonction du t comme :

ql(t) = C1J�

�
2
p
Flb1
b2

e�b2t=2
�
+ C2N�

�
2
p
Flb1
b2

e�b2t=2
�

(3.70)

La solution de l�équations di¤érentielle (2.16) pour �l peut être exprimée en fonction de deux

solutions linéairement indépendantes de l�équation (1.87), c�est-à-dire en fonction de J� et N�

comme suit :
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�l(t) = �0l

�
J2�

�
2
p
Flb1
b2

e�b2t=2
�
+N2

�

�
2
p
Flb1
b2

e�b2t=2
��1=2

(3.71)

où �0l est une constante.

Les évolutions temporelles de (� Dl(r; t))� équation (3.60) et (� Bl(r; t))� équation (3.61)

sont représentées dans les �gures 1 et 2 respectivement. Nous avons utilisé l�intégrale suivante

pour évaluer les résultats numériques :Z t

0

�(t0)dt0 =
�0
2"0

�
t� b1

b2
(1� e�b2t)

�
(3.72)

Figure 1

Figure 1 : Evolution temporelle de (� Dl(r; t))� : où "(t) est donnée par l�équation (3:62) :

� et � sont prises constantes [�(t) = �0 et �(t) = �0] : La valeur de �0= 1.0 pour la ligne

continue rouge, 1.2 pour la ligne pointillée blue et 1.4 pour la ligne pointillée verte. Les autres

valeurs sont données par : ~ = 1; !l = 1; "0 = 1; �0 = 1; b1 = 0:1; b2 = 1; V = 1 et �0l = 1:Toutes

les valeurs sont considérées comme sans dimensions, cette convention sera également utilisée

pour la �gure 2.
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Figure 2

Figure 2 : Evolution temporelle de (� Bl(r; t))� avec le même choix des fonctions "(t);

�(t) et �(t) pour la �gure 1. Toutes les autres valeurs et les conventions sont identiques à celles

de la �gure 1.

En conclusion : nous voyons que (� Dl(r; t))� et (� Bl(r; t))� diminuent avec le temps

comme prévu par les calculs. L�amplitude des champs électriques et magnétiques, ainsi que

leurs variances progressivement disparaissent, car la conductivité joue le rôle d�un facteur de

dissipation.



Appendice
Cet appendice est largement inspiré du cours : " éléments de mécanique analytique, opu

2016" [63].

En mécanique classique, un système lagrangien peut être décrit par di¤érents systèmes de

coordonnées : qi = (q1; q2; ::::; qN) ou bien Qi = (Q1; Q2; ::::; QN). Le choix des coordonnées est

très important puisque la forme �nale des équations en dépend, et peut être simpli�é par un

choix raisonnable de ces coordonnées.

Dans le formalisme hamiltonien, aucune coordonnée ne joue un rôle privilégié, les impulsions

généralisées pi sont considérées au même titre que les coordonnées généralisées. Il faut donc

élargir le concept de transformation de coordonnées de manière à inclure les transformations

simultanées des coordonnées et des impulsions représentées par l�ensemble (Qi; Pi) tels que :

�
Qi = Qi (q; p; t)

Pi = Pi (q; p; t)
i = 1; n (A-1)

Mais toute transformation de cette forme ne conserve pas toujours la forme des équations de

Hamilton. On dira que la transformation est canonique, s�il existe une fonction K(Q;P; t) telle

que :

� :

Qi =
@K
@Pi

:

Pi = � @K
@Qi

(A-2)

Soit q et p des variables canoniques et H l�Hamiltonien du système correspondant. Pour trouver

la forme des transformations canoniques, nous utilisons le principe variationnel :

�

Z t2

t1

 X
i=1;n

pi
:
qi �H

!
dt = 0 (A-3)

Le nouvel Hamiltonien K(P;Q; t) décrit le même système physique que H(q; p; t); et donc obéit

au même principe variationnel :

�

Z t2

t1

 X
i=1;n

Pi
:

Qi �K

!
dt = 0 (A-4)

à savoir : X
i=1;n

pi
:
qi �H =

X
i=1;n

Pi
:

Qi �K +
dF

dt
(A-5)
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donc :
dF

dt
=
X
i=1;n

pi
:
qi �

X
i=1;n

Pi
:

Qi +K �H (A-6)

La constante additive
�
@F
@t

�
ne contribue à la variation de l�intégrale qu�aux extrémités de

l�intervalle temporel, c�est-à-dire en t1 et t2 :

�

Z t2

t1

@F

@t
dt = � [F (2)� F (1)] = 0 (A-7)

La fonction génératrice F caractérisant la transformation canonique (A-1) doit être fonction des

nouvelles et des anciennes variables canoniques. Il existe, quatre manières de choisir la fonction

F : F1 (q;Q; t), F2 (q; P; t), F3 (p;Q; t) et F4 (p; P; t) : Le choix de l0une des formes dépend des

circonstances.

Si on choisit la première forme F1 (q;Q; t) :

dF1
dt

=
X
i=1;n

@F1
@qi

:
qi +

X
i=1;n

@F1
@Qi

:

Qi +
@F1
@t

(A-8)

en comparant (A-6) avec (A-8), on déduit :

pi =
@F1
@qi

(A-9)

Pi = �
@F1
@Qi

(A-10)

K = H +
@F1
@t

(A-11)

Etudiant maintenant la deuxième forme F2 (q; P; t) : En considérons F2 comme étant la trans-

formé de Legendre de F1, ça nous permets de passer de (q;Q; t) à (q; P; t) :

F2 (q; P; t) = F1 (q;Q; t) +
X
i=1;n

PiQi (A-12)

Nous avons :

dF2
dt

=
X
i=1;n

@F1
@qi

:
qi +

X
i=1;n

@F1
@Qi

:

Qi +
@F1
@t

+
X
i=1;n

:

P iQi +
X
i=1;n

Pi
:

Qi (A-13)

Considérant les équations (A-11)-(A-12) on peut réécrire l�égalité (A-13) sous la forme :
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dF2
dt

=
X
i=1;n

pi
:
qi +

X
i=1;n

Qi
:

P i +K �H (A-14)

or :
dF2
dt

=
X
i=1;n

@F2
@qi

:
qi +

X
i=1;n

@F2
@Pi

:

Pi +
@F2
@t

(A-15)

ce qui conduit aux relations suivantes :

pi =
@F2
@qi

(A-16)

Qi =
@F2
@Pi

(A-17)

K = H +
@F2
@t

(A-18)

Le troisième choix F3 (p;Q; t) peut également s�obtenir à partir de la transformation de Le-

gendre :

F3 (p;Q; t) = F1 (q;Q; t)�
X
i=1;n

piqi (A-19)

En suivant le même processus dans le cas précédent, on obtient :

qi = �
@F3
@pi

(A-20)

Pi = �
@F3
@Qi

(A-21)

K = H +
@F3
@t

(A-22)

En�n, le choix F = F4 (p; P; t) tel que :

F4 (p; P; t) = F3 (p;Q; t) +
X
i=1;n

PiQi (A-23)

donne :

qi = �
@F4
@pi

(A-24)



Qi =
@F4
@Pi

(A-25)

K = H +
@F4
@t

(A-26)

Un choix possible est de considérer le couple des coordonnées de départ (q; p) et le couple de

coordonnées d�arriver les variables invariants-angles (I; �) :
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Novel quantum description 
for nonadiabatic evolution of 
light wave propagation in time-
dependent linear media
Halim Lakehal1, Mustapha Maamache1 & Jeong Ryeol Choi2

A simple elegant expression of nonadiabatic light wave evolution is necessary in order to have a deeper 
insight for complicated optical phenomena in light science as well as in everyday life. Light wave 
propagation in linear media which have time-dependent electromagnetic parameters is investigated by 
utilizing a quadratic invariant of the system. The time behavior of the nonadiabatic geometric phase of 
the waves that yield a cyclic nonadiabatic evolution is analyzed in detail. Various quantum properties 
of light waves in this situation, such as variances of electric and magnetic fields, uncertainty product, 
coherent and squeezed states, and their classical limits, are developed. For better understanding of our 
research, we applied our analysis in a particular case. The variances of the fields D and B are illustrated 
and their time behaviors are addressed. Equivalent results for the corresponding classical systems are 
deduced from the study of the time evolution of the appropriate coherent and squeezed states.

If electromagnetic parameters of the media, such as permittivity, magnetic permeability, and conductivity, change 
as time goes by, the media are classified as time-dependent media. Recently, great attention has been paid to 
achieving the accurate and efficient description for light wave propagation in time-dependent linear and ran-
dom media; this is partly due to the concern to quantum optics processes in modern optical materials such as 
optical fibers1–9. The light waves in such media are described by a time-dependent Hamiltonian on account of 
the time-dependence of parameters. It is interesting to note that, even if the time-dependence of parameters 
disappears, the Hamiltonian of an electromagnetic field is time-dependent as long as the conductivity exists7,10.

There exist generally accepted approaches for developing the quantum theory of light waves of which the 
corresponding Hamiltonian is explicitly time-dependent. Some of us8,9, studied the geometric phase of quantized 
light waves in time-dependent linear media, where the parameters of the system undergo adiabatic change. They 
considered the eigenstates of a time-dependent Hamiltonian in order to derive the adiabatic geometric phase 
change under the assumption that the parameters of the system vary sufficiently slowly with time. Their research 
is principally based on Berry’s report appearing in his classic paper11, which states that the wave function acquires 
a geometric phase (now known as Berry’s phase) in addition to the usual dynamical phase when a physical system 
evolves in a cyclic and adiabatic fashion.

In contrast to the adiabatic process of phase change treated in the previous works8,9, we, in this paper, investi-
gate the dynamical properties of nonadiabatic geometric phase accumulated by a somewhat fast change of con-
trol parameters of the medium for a light wave propagating in time-dependent linear media. For this reason, we 
introduce a quadratic invariant of Lewis and Riesenfeld12 and consider the eigenstates of this invariant (instead 
of those of the Hamiltonian) in order to study the features of the geometric phase. Then the quantum description 
of electromagnetic field whose Hamiltonian is time-dependent can be achieved on a fundamental level by taking 
advantage of the invariant formulation of quantum electrodynamics.

The importance of Berry’s finding of the geometric phase and its impact on various areas of physics have 
naturally led to arousing the interest in the generalizations of geometric phases. One of the most significant 
contributions in this direction is the nonadiabatic generalization of Berry’s phase firstly fulfilled by Aharonov 
and Anandan13. This generalization employs a geometric picture of quantum dynamics and shows that 
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the nonadiabatic geometric phase can be defined for any closed curve in the space of (pure) quantum states. 
Perhaps one of the most important research studies connected to these is the classic seminal paper of Lewis and 
Riesenfeld12 on dynamical invariants. The correspondence of Berry’s phase and Lewis’s phase has been pointed 
out by Morales14. The classical counterpart of Aharonov-Anandan quantum geometric phase is the nonadi-
abatic Hannay angle15,16. Since the invariant action proposed by Lewis12 exists independently of whether the 
Hamiltonian is changed slowly or not, the geometric angle can be defined on constant-action tori for a cyclic 
evolution, independently of whether the evolution is adiabatic or not. The appropriate interpretation of the angle 
obtained in this way is the classical counterpart (Hannay angle) of the geometric phase of the Aharonov and 
Anandan13. For light waves described by the generalized harmonic oscillator, the adiabatic-approximation-results 
can be obtained from an asymptotic theory of nonadiabatic process.

To investigate the problem of the nonadiabatic geometric phase for quantized light waves propagating through 
homogeneous conducting linear media, we use Coulomb’s gauge and assume that the medium has no free charge 
for simplicity. We reduce the problem to that of a generalized time-dependent harmonic oscillator Hamiltonian 
and we examine the geometric character of light waves with the help of the dynamical invariant. From Maxwell’s 
equations, we obtain the classical Hamiltonian for the light waves propagating through homogeneous conducting 
linear media without charge density and we survey the basic results of the dynamical invariants and their rela-
tionship with geometric angles. In particular, the expression of electromagnetic fields in terms of the nonadiabatic 
geometric angle will be derived. We will address the characteristics of the geometrically equivalent quantum sys-
tems and, through a construction of annihilation and creation operators, we will investigate the quantum prop-
erties of light in time-dependent linear media. The coherent and squeezed states of the generally described light 
wave will be investigated and the adiabatic limit of our results will be compared to the previously known ones.

Materials and Methods
In this section, we investigate the nonadiabatic geometric phase of light waves in time-dependent linear media 
using invariant theory developed for time-dependent Hamiltonian systems. Since the Hamiltonian is noncon-
servative in this situation, the invariant related approach for the geometric phase is useful now.

In time-dependent linear media, the relations between fields and current are given by

ε µ σ= ( ) , = ( ) , = ( ) , ( )t t tD E B H J E 1

where ε( )t , µ( )t , and σ ( )t  are time-dependent electric permittivity, magnetic permeability, and conductivity, 
respectively. Due to the time-dependence of the parameters, the speed of a light wave varies with time and is given 
by µ ε( ) = ( ) ( ) − /c t t t[ ] 1 2. In the Coulomb gauge, Maxwell’s equations in time-dependent linear media give a 
damped wave equation for the vector potential such that4,8 µ ε σ εµ∇ − ( + )∂ /∂ − ∂ /∂ = . t tA A A 02 2 2  To sep-
arate ( , )tA r  into mode function ( )u rl  and time function ( )T tl , we put

∑( , ) = ( ) ( ).
( )

t T tA r u r
2l

l l

Then, ( )u rl  satisfies ω∇ ( ) + ( / ) ( ) =cu r u r 0l l l
2 2

0
2 , while ( )T tl  can be written as8  ( ) = ( )∫− Λ( ′) ′T t e q tl

t dt
l

t
0  with 

σ εΛ( ) = ( )/ ( )t t t[2 ], and ( )q tl  yields

ε
ε

∂ ( )

∂
+
( )
( )

∂ ( )

∂
+ ( ) ( ) = ,

( )


q t
t

t
t

q t
t

W t q t 0
3

l l
l l

2

2
2

where σ ε( ) = Ω ( ) − Λ ( ) − ( )/ ( )


W t t t t t[2 ]l l
2 2 2 , Ω ( )tl  is a time-dependent natural frequency, = ( )c c 00 , and 

ω = Ω ( )0l l . From the fact that the wave number ω(= = / )k ckl l l 0  does not vary with time, we have 
ωΩ ( ) = ( ) /t c t cl l 0.

The mode function is determined by geometry and boundary conditions. For instance, the mode function for 
a light wave traveling under periodic boundary condition is given by ( ) = /ν ν

± ⋅ˆ e Vu rl l
ik rl  where V is the vol-

ume of a sector and νˆl  ν( = , )1 2  are unit vectors that indicate the direction of the polarization for the electro-
magnetic field.

Considering Eq. (3), we can easily show from Hamilton’s equations that ( )q tl  is described by a classical gener-
alized harmonic oscillator (GHO) Hamiltonian of the form8

ε
ε( , , ) =

( )
+ Λ( ) + ( )Ω ( ) ,

( )
H q p t

p
t

t p q t t q
2

1
2 4l l l

l
l l l l

2
2 2

where pl is the canonical conjugate variable of ql. By summing all of the Hamiltonian associated to each mode 
function, we have the total Hamiltonian = ∑H Hl l. Because the scalar potential disappears in charge free space, 
the electric and the magnetic fields are represented only in terms of the vector potential such that

= −
∂
∂
, = ∇ × . ( )t

E A B A 5

Using the first relation in the above equation along with Eqs. (2) and (4), we see that the electric field can be rep-
resented in the form
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∑∫ε( , ) =




( )






( ) ( ).
( )

Λ( ′) ′
−

t t e p tE r u r
6

t dt

l
l l

1t

0

Let us recall that the general method to introduce geometric angles related to invariants is valid regardless of 
whatever form of the time dependence for the parameters16. For a system specified by a time-dependent 
Hamiltonian ( )H tl , a nontrivial invariant ( )I tl  obeys the equation ∂ /∂ + , = .I t I H{ } 0l l l PB

 A remarkable prop-
erty of this Hamiltonian system is that any initial tori in phase space, which are surfaces of constant action 
( , , )I q p 0l l l  parameterized by the angle θ ( , , )q p 0l l l  at initial time t0, evolve into the tori identified with 

constant- ( , , )I q p tl l l  surfaces, according to a flow produced by the Hamiltonian ( , , )H q p tl l l . θ∆ l is the angle by 
which any phase point on the torus is shifted at time t from its value at =t 0.

It follows from the Hamilton’s equations that the rate of change of the angle of a phase point is determined 
from the sum of contributions produced by its motion in phase space and by the changing coordinates θ( , )I l l :

θ
θ θ

=
∂ ( , , )

∂
+
∂
∂
,

( )


H I t
I t 7l

l l l

l

l

where θ θ θ( , , ) = ( ( , , ), ( , , ), )H I t H q I t p I t tl l l l l l l l l l . By integrating Eq. (7), we obtain θ∆ l , which does not 
depend on θl; however, the sum in each term does depend on θl. These dependences can be eliminated by averag-
ing over each contour of constant action, thus ∫ ∫θ∆ = ′ + ′,

θ θ∂ ( , , ′)

∂
∂
∂

∂
∂ ′

dt dtl
t H I t

I I
t

t0 0
l l l

l l

l  where  denotes the 

average over θl at a fixed time. The first term is the dynamical angle θ∆ l
d and the second is the classical geometric 

angle θ∆ l
g .

For the GHO, exact calculations of a Hamiltonian-like quadratic invariant can be made and the explicit form 
of the resultant invariant and of the associated angle are found, for example, in refs 16–20. Such invariant is read 
as

ρ
ρ σ ρ

ρ
ε( ) =










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


,
( )



I t
q

p q1
2 2 8

l
l

l
l l

l

l
l

2
2

2

where ρ ( )tl  is a c-number solution of the auxiliary equation

ρ ε
ε
ρ ρ

ε ρ
+ + = ,

( )



̈ W 1
9l l l l

l

2
2 3

and performing some algebra for the angle with Eq. (7) leads to

∫θ
ε ρ

∆ =
( ′) ( ′)

′.
( )t t

dt1
10

l
t

l
0 2

Then, the exact solution for ql is given by

∫ε
ρ

ε ρ
θ( ) =





 ( ′) ( ′)
′ + ( )






.

( )
q t I

t t
dt2 cos 1 0

11
l

l
l

t

l
l

0 2

This oscillates in time with a time-dependent phase increment.

Results
Effects of Geometric Phase on Radiation Fields.  Now let us see the effects of the nonadiabatic geomet-
ric phase for the light wave propagating under a periodic boundary condition. If we replace the classical variables 
( , )q pl l  with operators ( , )ˆ ˆq pl l  where = − ∂/∂p̂ i ql l, it is possible to investigate this problem in view of quantum 
mechanics. Each mode of the electromagnetic field behaves like a time-dependent harmonic oscillator whose 
quantum features are clearly understood through the introduction of annihilation and creation operators associ-
ated with the invariant presented in the previous section. If we consider an annihilation operator and a creation 
operator that are given by

ρ
ρ ρ ρ ε( ) =




 ( )

+ ( ) + Λ( ) ( ) − ( ) ( )





,

( )


ˆ
ˆ

ˆ ˆa t
q

t
i t p t t t t q1

2
{ [ ] }

12
l

l

l
l l l l l

 ρ
ρ ρ ρ ε( ) =




 ( )

− ( ) + Λ( ) ( ) − ( ) ( )





,

( )


ˆ
ˆ

ˆ ˆ†a t
q

t
i t p t t t t q1

2
{ [ ] }

13
l

l

l
l l l l l

the invariant, Eq. (8), reduces to a simple form:
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( ) =


 ( ) ( ) +



. ( )

ˆ ˆ ˆ†I t a t a t 1
2 14l l l

One can easily verify that ( )â tl  and ( )ˆ†a tl  satisfy the boson commutation relation ( ), ( ) =ˆ ˆ†a t a t[ ] 1l l . From the 
result of the direct differentiation of ( )â tl  with respect to time:

ε ρ
( )
= −

( ) ( )
( ),

( )

ˆ ˆda t
dt

i
t t

a t
15

l

l
l2

we see that the time evolution of the annihilation operator is given by

∫
( ) = ( ) . ( )ε ρ

−
( ′) ( ′)

′
ˆ ˆa t a e0 16l l

i
t t

dt1t

l0 2

In terms of the canonical variable

ρ= ( + ), ( )
ˆ ˆ ˆ†q a a

2 17l l l l


obtained from the inverse representation of âl and ˆ†al  (given in Eqs. (12) and (13)), the vector potential given in 
Eq. (2) can be completely described as

� ε∑∑∫ ρ( , ) = ( ) ( ) + ( ) ,
( )ν

ν ν ν
− Λ( ′) ′

=

Θ ( , ) − Θ ( , )ˆ ˆ ˆ†t
V

e t a e a eA r
2

[ 0 0 ]
18

t dt

l
l l l

i t
l

i tr r

1

2t

l l0

for the traveling light waves, where

∫ ε ρ
Θ ( , ) = ⋅ −

( ′) ( ′)
′.

( )
t

t t
dtr k r 1

19
l l

t

l
0 2

Then, from the basic relations given in Eq. (5) and the first term of Eq. (1), we see that the electric displacement 
and the magnetic field operators are represented in the form

∑∑∫ε ρ

ρ

ρ ε ρ

ρ

ρ ε ρ

=

×



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

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t
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t
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i
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2
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( ) ( ) ( )
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(20)

t dt

l
l l

l

l l
l

i t

l

l l
l

i t

r

r

2
( )

1

2

2
( , )

2
( , )

t

l

l

0
� ε

� ε∑∑∫ ρ( , ) = ( × ) ( ) ( ) − ( ) .
( )ν

ν ν ν
− Λ( ′) ′
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Θ ( , ) − Θ ( , )ˆ ˆ ˆ†t i
V

e t a e a eB r k
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[ 0 0 ]
21

t dt

l
l l l l

i t
l

i tr r

1

2t

l l0

Due to the existence of the exponential factor ∫− Λ( ′) ′e t dtt
0  in these equations, both the electric and the magnetic 

fields decrease with time according to the electromagnetic energy dissipation produced by the conductivity σ ( )t  
in media. We can confirm from this that the time behavior of the amplitude of the fields are the same as that of the 
classical fields. Of course, similar behavior appears in the case of adiabatic change of geometric phase8,9. In the 
limit σ ( ) →t 0, the fields no longer dissipate with time as expected.

We are able to understand the geometric character of the light wave from the phase factor θ θ− (∆ +∆ )e i l
d

l
g

. As 
you can see, the light waves undergo geometric phase change θ∆ l

g  as well as familiar change of dynamical phase, 
θ∆ l

d. The interference fringe, produced when two or more light waves with different modes meet from different 
paths, would be altered more or less by the existence of the geometric phase. This concept is important for accu-
rate prediction of interference pattern in interferometers.

Adiabatic Limit: Phase Splitting into Dynamical and Geometrical Parts.  One can find the adiaba-
tic limit of the expressions presented up to now by using the following argument. In the adiabatic regime, the 
differentiation of ρl with respect to time induces a multiplication by a small adiabatic parameter , i.e., ρ


~l . 

Thus, concerning the expression of the invariant given in Eq. (8), one can neglect the term involving ρ
 l and 

replace ρ ( )tl
2  in the remaining ones by the zeroth-order solution of Eq. (9) with respect to ; that is, ερ ϖ( ) = −tl l0

2 1 
where ϖ = Ω ( ) − Λtl l

2 2 . One finds the adiabatic invariant of the generalized harmonic oscillator (GHO):
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εϖ εϖ σ
( ) →







+ ( )


 +









.

( )
−I t q p qadiabatic 1

2 2 22
l l l l l l

2 1
2

In the same way, for the phase, one can replace ερ ( )
−

t[ ]l
2 1 on the rhs of Eq. (10) by the approximate solution of Eq. 

(9), ερ ϖ σ εϖ( ) = − /( )
−


t[ ] 4l l l1

2 1 , which is valid up to the first order in ; one then recovers the well known 
relation8

θ ϖ σ
εϖ → − .

( )


adiabatic
4 23l l

l

The time derivative of the angle, θ ( ) tl , consists of two parts. The first one, θ ϖ= l l, which exists even for a system 
with fixed parameters, corresponds to the so-called dynamical component of the angle, while the second one, 
θ σ εϖ= − /( )


4l

H
l  is the (time derivative of the) geometrical Hannay’s phase.

For dielectric materials σ( ( ) = )t 0 , the geometric phase vanishes. Therefore, we see that the geometric prop-
erties of E and B fields vary depending on the characteristics of the medium. Moreover, the geometric phase 
appears when the medium becomes a conducting one with a slowly time-dependent conductivity while the elec-
tric permittivity is finite.

Classical Limit: Coherent and Squeezed States for the Generalized GHO Model.  The classical 
counterparts of the results developed up to now, i.e., the identity of the phase properties for the classical GHO 
and the expression of the classical GHO invariant (which is a generalized one of the results of refs 8,9 established 
under the restrictive adiabatic hypothesis), can be derived from classical limit of the quantum analysis. Indeed, 
the classical invariant and angle variables can be obtained by utilizing the quantum evolution of coherent states 
and squeezed states21,22. These states play the same role as the ordinary coherent states in the harmonic oscillator 
when considering the quantum-classical correspondence23,24.

The coherent state is an eigenstate of the annihilation operator âl:

α α α= . ( )â 24l l l l

We can confirm from Eq. (16) that the eigenvalue is given by

∫
α α( ) = ( ) . ( )ε ρ

−
( ′) ( ′)

′
t e0 25l l

i
t t

dt1t

l0 2

In some cases, it may be useful to recast the initial eigenstate in the form α α( ) = θ
,
− ( )e0l l

i
0

0l  where α ,l 0 and θ( )0  
are real. To study these states for the GHO, recall Eq. (17) and consider the expression

ρ
ρ ρ ερ ρ ρ ερ= − (Λ − ) + + (Λ − ) − .

( )
 

ˆ ˆ ˆ†p i a i a
2

{[ ] [ ] }
26

l
l

l l l l l l l l2


Then, by taking into account Eqs. (17) and (24–26), the expectation values of the canonical variables in the coher-
ent state are given by

∫ρ α
ε ρ

θ=




 ( ′) ( ′)
′ + ( )






,

( )α ,q
t t

dt2 cos 1 0
27

l l l
t

l
l0

0 2

∫

∫

α
ρ

ρ ρ ερ
ε ρ

θ

ε ρ
θ
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0 2 0 2
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

These quantities oscillate like those in the classical states. Indeed, coherent state is very much the same as classical 
state so far as the quantum mechanics allows. Like the quantum case, the phase of oscillation is governed by the 
time-dependent factor ∫ ε ρ/ ( ′) ( ′) ′t t dt1 [ ]t

l0
2  that apparently involves the nonadiabatic part of the geometric 

phase.
The variances of q̂l and p̂l are

 ρ(∆ ) = − = , ( )α α α
q q q

2 29l l l l
2 2 2 2

ρ
ρ ρ ε ρ(∆ ) = − = + (Λ − ) .

( )α α α
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p p p
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[1 ]
30l l l

l
l l l

2 2 2
2

2 2 2
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By multiplying the above two equations, we have the corresponding uncertainty product as

ρ ρ ε ρ(∆ ) (∆ ) = + (Λ − ) . ( )α α


q p
4

[1 ] 31l l l l l
2 2

2
2 2 2

Now let us see the squeezed state. For this purpose, it is necessary to introduce an operator b̂l which is

µ ν= + , ( )ˆ ˆ ˆ †b a a 32l l l

where μ and ν are complex parameters that follow µ ν− = 12 2 . We can easily check that b̂l and its hermitian 
adjoint ˆ

†
bl  satisfy , =ˆ ˆ†

b b[ ] 1l l . If we represent the eigenvalue equation for b̂l in the form

β β β= , ( )b̂ 33l l l l

then βl  is the squeezed state. In general, the squeezed state is obtained by first squeezing the vacuum state and 
then displacing it25. The expectation value of canonical variables in the squeezed state, 

β
ql

 and 
β

pl
, are identical 

to those in the coherent state given in Eqs. (27) and (28). Hence, the corresponding characteristics of the geomet-
ric phase for the canonical variables are very much the same as those of the coherent state.

However, the variances are different and their straightforward evaluations yield

ρ ν µν µ ν(∆ ) = ( + − − ), ( )β
⁎ ⁎q

2
1 2 34l l

2 2 2
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2

It is well known that one can make the size of (∆ )
β

ql
2  sufficiently small at the expense of a relative increase of the 

value (∆ )
β

pl
2  or vice versa. Consequently, the uncertainty product is

 ν µν µ ν

ρ ρ ε ρ ν

µν ρ ρ ερ µ ν ρ ρ ερ
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2 2
2

2
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2 2

For μ =  1 and v =  0, the above equation reduces to that of the coherent state presented in Eq. (31).

Behavior of Fields in the Coherent State.  It is very interesting to analyze the expectation values and 
variances of the field operators in the coherent state. Using Eqs. (18)–(21), we derive the expectation values of 
lth-mode field operators:

∫ ρ α θ( , ) = Θ ( , ) − ( ) ,
( )α

− Λ( ′) ′
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 ∫ ρ α θ( , ) = − Θ ( , ) − ( ) ,
( )α
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,B t

V
e tr k r2 sin[ 0 ] 39l

t dt
l l l l l0

t

0

Notice that these expectation values in the coherent state oscillate sinusoidally according to the increment of 
phase angle Θ ( , )trl . The amplitudes of such oscillations decrease with time on account of the presence of the 
time-dependent phase ∫− Λ( ′) ′e t dtt

0 .
Further, we can derive the variances of the field operators by means of methods similar to those of the previous 

evaluations for canonical variables:

 ∫ ρ∆ ( , ) = ( ), ( )α
− Λ( ′) ′A t

V
e tr[ ]

2 40l
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l
2 2 2
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∫
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 ∫ ρ∆ ( , ) = ( ). ( )α
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2 42l
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t
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Considering the exponential term ∫− Λ( ′) ′e t dt2 t
0 , we can see that these variances also decrease with time.

For better understanding of the characteristics of light wave propagations developed here, let us consider for 
a particular case that ε( )t  is given by

ε ε( ) = ( + ), ( )−t b e1 43b t
0 1

2

where b1 and b2 are real constants with the condition that b 11 . We further assume that μ and σ are real con-
stants: µ µ( ) =t 0 and σ σ( ) =t 0. Then, it is possible to approximate
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In this case, the equation for ( )q t  given in Eq. (3) becomes
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For convenience we consider only the case where Fl  and Gl  are positive which corresponds to the case 
σ ω ε µ> /( )c4 l0

2 2
0 0

2
0 . Then, through the transformation τ = −b e b t

1
2 , Eq. (47) becomes
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If we consider long time behavior ( t 1, τ ) 1 , we easily have τ τ τ( + )/ /1 1 . Then, the solution of  
Eq. (49) in this approximation is given by
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where νJ  and νN  are Bessel functions of the first and the second kinds, respectively, while ν = /G b2 l 2. This 
equation can be rewritten in terms of t as
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Although we have considered the long time behavior of the system in this approximated evaluation, the solution 
Eq. (51) can also be a good result for any initial time because of the obvious relation τ ≈ b 1 which is generally 
valid for small t.

The solution of Eq. (9) can be represented in terms of the two linearly independent solutions of Eq. (3), i.e., in 
terms of νJ  and νN  given in Eq. (51) 26, such that
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where ρl
0 is a constant.
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The time evolutions of ∆ ( , ) αD tr[ ]l  and ∆ ( , ) αB tr[ ]l  given in Eqs. (41) and (42) are plotted in Figs. 1 and 2 
respectively for this particular case. When we drew these figures, the following integral relation is used for evalu-
ating detailed numerical results:

∫
σ
ε

Λ( ′) ′ =

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 − ( − )





. ( )

−t dt t b
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e
2

1
53

t b t

0
0

0

1

2

2

From these figures, we see that both ∆ ( , ) αD tr[ ]l  and ∆ ( , ) αB tr[ ]l  decrease with time as previously predicted. The 
amplitude of electric and magnetic fields and their variances gradually disappear because the conductivity plays 
the role of a dissipation factor.

Discussion
Starting from the basic Maxwell’s equations, the GHO model of quantized light wave in time-dependent linear 
media was investigated with emphasis on its nonadiabatic evolution and accompanying properties of geometric 
phase. For convenience, we have considered charge free space and took advantage of the Coulomb gauge. Various 
quantum properties associated with light wave propagation in such situations and their adiabatic and classical 
limits were analyzed.

The vector potential ( , )tA r  was separated into position function ( )u rl  and time function ( )q tl  as shown in  
Eq. (2). In terms of ( )q tl  and its conjugate variable ( )p tl , the time-dependent Hamiltonian of the system was con-

Figure 1.  Time evolution of [ΔDl(r, t)]α given in Eq. (41) where ε(t) is given by Eq. (43) and μ and σ are 
constants [μ(t) =  μ0, σ(t) =  σ0]. Several values of σ0 are taken as indicated in the figure. All other values are 
common and given by = 1 , ω = 1l , ε = .0 20 , µ = 10 , = .b 0 11 , =b 12 , =V 1, and ρ = 1l

0 . All values are taken 
to be dimensionless for the sake of convenience. This convention will also be used in the subsequent figure.

Figure 2.  Time evolution of [ΔBl(r, t)]α given in Eq. (42) with the same choice of time functions ε(t), μ(t) 
and σ(t) as those of Fig. 1 for several different values of σ0. The values of σ0 for each graph are the same as 
those of Fig. 1. All other values and conventions are also identical to those of Fig. 1.
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structed. To derive quantum solutions of the system, a Hamiltonian-like quadratic invariant was introduced. We 
can see from Eq. (14) that this invariant is represented as a simple form in terms of the annihilation and the crea-
tion operators. If we consider Eq. (16), the absolute value of the annihilation operator does not vary with time 
even if ( )â tl  is an explicit function of time. With the use of the annihilation and the creation operators, full expres-
sions of the field operators ( , )tD r  and ( , )tB r  are derived and presented in Eqs. (20) and (21), respectively.

The expectation values of q̂l and p̂l and their variances in the coherent and the squeezed states have been inves-
tigated. In the limit µ = 1 and ν = 0, the corresponding uncertainty product in the squeezed state reduces to that 
of the coherent state. The expectation values of the field operators ( , )D trl  and ( , )B trl  have also been derived. We 
have confirmed that such expectation values in the coherent state oscillate sinusoidally according to the incre-
ment of phase angle Θ ( , )trl . This time behavior is exactly the same as that of the classical fields. Not only the field 
operators but also their variances decrease with time due to the existence of the conductivity. This analysis agrees 
with the characteristics of classical fields.

We have studied the effects of time-varying parameters of the medium in nonadiabatic evolution of the 
geometric phase of a light wave. The geometric phase exhibits gauge structure relevant to a phase shift in nonadi-
abatic processes. There appears a classical analogue of this phase, which is the Hannay angle that can be formu-
lated using the theory of action variable in the canonical structure of light wave phenomena. The adiabatic limit 
of the phase factor was investigated and it is shown in this limit that the angle θl exactly recovers Eq. (23), where 
the first term is an ordinary dynamical component of the angle and the second one is the geometrical Hannay 
angle. We can see from the second term that the geometric phase change takes place when the conductivity varies 
slowly with time.

Finally, we note that there are several potential scientific applications of the results of this work, relevant to 
nonadiabatic geometric phase. One is a technique for quantum computation that can be carried out by using 
superconducting nanocircuits27 or nuclear magnetic resonance (NMR)28. For instance, a method to imple-
ment the Deutsch-Jozsa algorithm and Grover’s search algorithm using the nonadiabatic geometric phase in a 
two-qubit system has been suggested28. Our results can also be applied to the problem of shortcuts to adiabatic-
ity29 that are introduced for speeding up quantum adiabatic processes. If we consider the fact that adiabatic pro-
cesses are ubiquitous, the theory of shortcuts to adiabaticity can be employed to various fields in physics relevant 
to dynamical systems, ranging from the population inversion in two-level quantum systems30 to the trapping and 
control of Bose gases31. Another branch applicable to this work is to investigate the characteristics of quantized 
light waves in oscillating turbulent plasma, which is important for diagnosing and controlling the plasma state in 
a tokamak where nuclear fusion takes place32.
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Analyzing generalized coherent 
states for a free particle
Mustapha Maamache1, Abderrezak Khatir1,2, Halim Lakehal1 & Jeong Ryeol Choi3

Despite the didactic importance of a free particle in quantum mechanics, its coherent state analysis 
has long been untouched. It is only recently that it has been noticed and studied in the semiclassical 
domain. While the previously known solutions, reported by Bagrov et al. for a free particle, are 
described using the linear non-Hermitian invariant operator, we show in this work that the general 
solution of the Schrödinger equation can also be naturally derived using a simpler method based 
on an Hermitian linear invariant operator. According to this, an exact Gaussian wave function that 
corresponds to a coherent state solution is obtained. An interpretation for such general quantum 
solution designated within the Lewis-Riesenfeld framework is provided and, further, quantum-classical 
correspondence principle for the system is reexamined.

The derivation of the Schrödinger solutions is the most central task when we investigate quantum properties of a 
specific system. The usual method for obtaining Schrödinger solutions is the separation of variables method that 
is based on mathematical techniques separating out the time function from the Schrödinger equation. Solving the 
time-independent Schrödinger problem leads to derive analytically the wave functions representing the energy 
eigenstates (and the corresponding eigenvalues) of a given problem. Although this simple method is valid for a 
free particle, the eigenstates of the corresponding Hamiltonian cannot be normalizable. These states correspond 
to plane waves which are fully delocalized. In this work, we will study Gaussian-like states describing the semi-
classical time behavior of a localized free-particle. For the sake of brevity, we will call them “coherent state of a free 
particle” since the Gaussian structure of the state is preserved during the time evolution.

However, such unnormalizable solutions can be customarily superimposed to be localized solutions by means 
of a Fourier transformation. Notice that the localized solutions derived in this way are no longer eigenstates of the 
Hamiltonian although they satisfy the Schrödinger equation. One of the simplest examples for this procedure is 
to construct the Gaussian wave packets that correspond to the coherent states which describe the semiclassical 
motion of a localized particle.

A class of the well known coherent states is those of the simple harmonic oscillator1–4; they were originally 
obtained by Schrödinger1 as specific quantum states, where the expectation values of the position and momentum 
operators in these states were the same as the corresponding classical solutions. These states have a number of 
other interesting properties including the followings: (a) They are eigenstates of the destruction operator; (b) They 
are created from the ground state by a unitary operator; (c) They minimize the uncertainty relations and do not 
spread over time; (d) They are (over)complete and normalized, but not orthogonal. These properties have been 
fully demonstrated in the literature5–11. Thus, the definition and properties of the coherent states for the simple 
harmonic oscillator are well understood in the context of theoretical physics.

However, despite the didactic importance of analyzing quantum characteristics of a free particle as well as 
that of the harmonic oscillator, coherent states of a free particle have not been extensively investigated because 
of the difficulties in deriving their explicit analytical forms. It has been shown that the group-theoretic approach 
to the time evolution of quantum states is equivalent to the corresponding Lewis-Riesenfeld approach and the 
free-particle dynamics can be reproduced from the dynamics of the time-dependent harmonic oscillator by  
letting ω(t) →​ 0 for t →​ ∞​12. It is only recently that quantum dynamics of a free particle has been noticed and the 
time behavior of its semiclassical wave packets has been studied13–16.

In ref. 13, Bagrov et al. constructed coherent states for a free particle as Gaussian wave packets that allow one 
to establish a natural relation between the classical and quantum descriptions of a free particle. They used essen-
tially an invariant operator method by introducing a non-Hermitian time-dependent linear invariant described in 
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terms of momentum p and position operators x17. In the approach based on such a non-Hermiticity assumption 
(NHA) for the invariant operator, a time-dependent generalized coherent state can be derived by solving the 
eigenvalue equation of the non-Hermitian linear invariant (or of the non-Hermitian linear integrals of motion) 
under some constraints on the parameters and constants13. For other papers exploiting similar techniques for 
deriving Schrödinger solutions of specific systems, you can refer to refs 18–20.

Recall that, according to the theory of Lewis and Riesenfeld21, an invariant is an operator that must necessarily 
satisfy three requirements: (a) It is Hermitian; (b) It satisfies the von Neumann equation; (c) Its eigenvalues are 
real and time-independent. Furthermore, any invariant satisfying these three requirements leads to a complete 
set of solutions of the corresponding Schrödinger equation. So, a conventional solution is constructed as a linear 
combination of these solutions. In general, any two different Lewis-Riesenfeld Hermitian invariants lead to two 
different sets of solutions. However, each solution of one of the invariants can be written as a linear combination 
of the solutions of the second one. Considering the above properties of the Hermitian linear invariant operator, 
we will show that the Gaussian wave packet and all the results for the coherent states of a free particle can be 
obtained by using the Hermitian invariant operator which is linear in p and x. It should be noted that this linear 
invariant operator can be applied not only for the free particle, but also for other systems that are quadratic in p 
and x such as the harmonic oscillator18,19,22.

In the present paper, we propose an alternative and simpler method for deriving Schrödinger solutions for the 
motion of a free particle on the basis of a Hermiticity assumption (HA) for the linear invariant operator. The merit 
of the research using HA is that we can derive complete quantum solutions of the system without imposing any 
conditions on the parameters necessary for defining the invariant; we will show that this method leads to obtain-
ing the Gaussian wave packet (the solutions of the Schrödinger equation) for the system.

Materials and Methods
From the Hamiltonian of a free particle, the Hermitian linear invariant operator of the system will be constructed. 
Plane wave solution ϕλ(x, t) of the eigenvalue equation of the invariant operator will be derived from a straight-
forward evaluation. From the theory of the Lewis-Riesenfeld21, one can confirm that the wave function ψλ(x, t) 
of the system can be represented in terms of this plane wave solution, i.e., ψλ(x, t) =​ N0ϕλ(x, t) exp[iαλ(t)], where 
N0 is a normalization constant and αλ(t) is a time-dependent phase. With the aid of the Schrödinger equation, we 
will determine the analytical form of αλ(t). We then have the complete wave function ψλ(x, t) which corresponds 
to the plane wave.

To obtain the Gaussian-type wave function Ψ​(x, t), we will introduce a suitable weight function g(λ). Then, 
through the integration ∫ λ ψ λΨ = λ−∞

+∞x t g x t d( , ) ( ) ( , ) , the Gaussian wave function Ψ​(x, t) which satisfies the 
Schrödinger equation will be derived. Finally, quantum characteristics of the free particle will be analyzed by 
making use of Ψ​(x, t).

Results
Invariant and the generalized coherent state.  Let us consider a free particle that travels with a momen-
tum p. To study the quantum properties of this system, it is necessary to find the solutions of the Schrödinger 
equation

 ψ ψ∂
∂

=i
t

x t H x p t x t( , ) ( , , ) ( , ), (1)

with Hamiltonian H(x, p, t) of the form

= .H x p t
m

p( , , ) 1
2 (2)

2

As mentioned in the introductory section, the customarily obtained solutions of Eq. (1) with Eq. (2) are delocal-
ized ones. This delocalization leads to a continuous energy spectrum for the system; in this case, the construction 
of the coherent state is not an easy task. To overcome this difficulty, we introduce an invariant operator and derive 
its eigenstate which is localized at a position. The eigenstate ϕλ(x, t) obtained in this way is almost the same as a 
certain Schrödinger solution ψλ(x, t). In fact, the difference between them is just a multiplication by a phase factor  
exp[iαλ(t)] (see Materials and Methods section). This leads to a localized Schrödinger solution (a generalized 
quantum solution) that corresponds to the coherent state.

We shall utilize the Lewis-Riesenfeld method21 in order to obtain the generalized quantum solutions for the 
time behavior of the system in the configuration space. To proceed our theory, it is necessary to find an invariant 
operator I(t) satisfying the identity

=
∂
∂
+ = .

dI
dt

I
t i

I H1 [ , ] 0 (3)

Clearly, the meaning of this equation is equivalent to saying that, if ϕλ(x, t) is an eigenfunction of I(t) with  
a time-independent eigenvalue λ, we can find a solution of the Schrödinger equation in the form ψλ(x, t) =​  
exp[iαλ(t)]ϕλ(x, t), where αλ(t) satisfies the eigenvalue equation for the Schrödinger operator:

α ϕ ϕ=





∂
∂
−





.λ λ λ

t i
t

H( )
(4)

 

Following ref. 13, we suppose that the solution of Eq. (3) takes the form
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= + +I t A t p B t x C t( ) ( ) ( ) ( ), (5)

where A(t), B(t), and C(t) are time-dependent coefficients that will be determined. From the substitution of 
Eqs. (2) and (5) in Eq. (3), we have the time-dependent coefficients such that

= − = =A t A B
m

t B t B C t C( ) , ( ) , and ( ) , (6)0
0

0 0

where A0, B0, and C0 are arbitrary real constants.
The eigenstates ϕλ(x, t) of I(t) are the solutions of the equation

ϕ λϕ=λ λI t x t x t( ) ( , ) ( , ), (7)

where the corresponding eigenvalues λ are time-independent. We can show that the solutions ϕλ(x, t) of Eq. (7) 
are of the form

ϕ
λ

=













− − 











.λ x t i C x B x

A t
( , ) exp 2( )

2 ( ) (8)
0 0

2



Substituting Eq. (8) into Eq. (4) and executing the integration, we obtain

∫α α
λ

= −
−

′
′ +










.λ λt C

m A t
dt i A t

A
( ) (0) ( )

2 ( )
ln ( )

(9)

t

0
0

2

2
0

Here, the first relation in Eq. (6) is used. Notice that the logarithmic term in the above equation decreases as the 
time increases. We now confirm that the time-dependent normalized wave functions ψλ(x, t) can be written as

ψ α ϕ= .λ λ λx t N i t x t( , ) exp[ ( )] ( , ) (10)0

From the normalization condition for the Dirac delta function, ψ ψ δ λ λ= − ′λ λ′ ( ), we have the normali-
zation factor as π= −N A(2 )0 0

1 . Therefore the physical orthogonal wave functions ψλ(x, t), which are solutions 
of the Schrödinger equation (1), are given by

 ∫ψ
λ λ

=
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where we have taken αλ(0) =​ 0 and the new normalization factor is given by π= −N t A t( ) [2 ( )] 1 .
Furthermore, the general wave function Ψ​(x, t) is then written as

∫ λ ψ λΨ = λ
−∞

+∞
x t g x t d( , ) ( ) ( , ) , (12)

where g(λ) is a weight function which determines the state of the system in a way that Ψ​(x, t) becomes square 
integrable, i.e., that the integration ∫ Ψ

−∞

∞ x t dx( , ) 2  becomes a time-independent finite constant. Any suitable 
choice of g(λ) yields a conventional solution as the Gaussian wave-packet function. Let us now choose the weight 
function as a Gaussian form too:

λ
π π

λ λ= − −

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
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a I i a

A
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2
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2
,

(13)0
0

2 0

0

0

 

where a, a0, and I0 are positive real constants.
Substituting Eqs. (11) and (13) into Eq. (12) and accomplishing the integration by changing the integration 

variable without loss of generality as λ →​ λ +​ I0, we obtain the normalized Gaussian wave function in the form

 
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where 
∫π= + ′Ψ ′

−N t a A t a i dt( ) [ ( ) 2 ( )]t

mA t0
1

2 ( )
1

2
. We can establish a natural relation between the clas-

sical and quantum descriptions of free particles by taking advantages of the characteristics of this wave function. 
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For the case B0 =​ 0 as a particular example, the time-dependent invariant reduces to a simple one that is linear 
only in p while it has nothing to do with x. If we further impose I0 =​ 0. our wave function given in Eq. (14) reduces 
to those of the well-known “localized states” that describe a free particle as the product of a plane wave and a 
Gaussian state that has been derived in the most textbooks of quantum mechanics (see for example ref. 23).

Quantum analysis of the free particle system.  We now evaluate the mean value of x and p in the state 
Ψ​(x, t). To do this, we put I0 =​ a0B0 for convenience. By executing a minor mathematical procedure using the 
relation  ∫ ′ ′ =−mA t dt t mA A t[2 ( )] /[2 ( )]t

0
2 1

0 , we find that

= Ψ Ψ = − = +x t x t a C
mA

t a
p
m

t( ) ( ) ,
(15)0

0

0
0

which is nothing but the classical position xc(t). By a similar method, we also have

= Ψ Ψ = −p t p t C
A

( ) ( ) ,
(16)

0

0

which is a classical momentum pc(t). The quantum mechanical expectation values for position and momentum, 
determined with the Gaussian wave function, satisfy the classical equations of motion for a free particle.

Further, we can derive the position uncertainty from ∆ = −x x x2 2 . A basic evaluation for this results in

∫∆ = +



 ′

′




.x A t

a
a

mA t
dt( ) 1

2 ( ) (17)

t2

0 2

2




Meanwhile, the momentum uncertainty yields

∆ = −

=
∆

+





− ∆




.

p p p

x
t

a mA A t
B

A t
x1

4 4 ( ) ( )
( )

(18)

2 2

2

0

0 2
2



The multiplication of Eq. (17) with Eq. (18) leads to the uncertainty relation:

 
∆ ∆ = +






− ∆




≥p x t

a mA A t
B

A t
x

4 4 ( ) ( )
( )

2
,

(19)

2

0

0 2
2

which is always larger than ħ/2 that is the minimally acceptable uncertainty in quantum mechanics. From Fig. 1, 
we see that Δ​x increases with time while Δ​p almost does not vary. Hence, the corresponding uncertainty relation 
increases with time. Such an increasing property of the uncertainty relation for the free particle coincides with 
the analysis of the uncertainty relation associated with the wave packet developed in ref. 24 (see Eq. (2.20) in that 
reference). This consequence has been originated from the spreading of the wave packet and is interesting if we 
think that the uncertainty relation for the simple harmonic oscillator does not vary with time and is always kept 
ħ/2 in the coherent state.

Now we can rewrite Eq. (14) in terms of 〈​x〉​ and 〈​p〉​ as

Figure 1.  Time evolution of the uncertainty relation, ΔxΔp (thick dotted line). We also represented Δ​x 
(solid line) and Δ​p (dashed line). We have used a =​ 1, A0 =​ 1, B0 =​ −​1, m =​ 1, and ħ =​ 1.
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∫

Ψ =







−






+

























×






−








+
∆





−

′
′












−








Ψx t t i I C
A B

p x i p x

i B
A t a x

a i
mA t

dt x x

( , ) ( )exp
2

exp

exp
2 ( )

1
4 ( )

1
2 ( )

[ ] ,
(20)

t

0 0

0 0

0
2 0 2

2

N
� �

� �

where ∫ π= − ′ ∆Ψ ′
−t A t a i dt a x( ) ( )( )( 2 ( ) )t

mA t0
1

2 ( )
2 1

2N �
�

. Moreover, the time-dependent probability den-
sity associated with this wave packet is Gaussian for all times and is given by

π
|Ψ | =

∆





−

− 〈 〉
∆





.x t

x
x x

x
( , ) 1

2
exp ( )

2( ) (21)
2

2

2

We see from this equation that the width of the wave packet at any time t is identical to Δ​x. This wave packet is 
illustrated in Fig. 2. Figure 2(a) corresponds to the wave packet for a particle moving along the positive x direc-
tion, while 2(b) for a particle moving along the negative x direction. The curve is peaked at 〈​x〉​ and has a sharp-fall 
on either side. It is also readily verified that the time-dependent probability density is conserved: 
∫ Ψ = .
−∞

∞ x t dx( , ) 12

Figure 2.  Time evolution of the wave packet, |Ψ(x, t)|2. We have used a =​ 1, A0 =​ 1, B0 =​ −​1, m =​ 1, ħ =​ 1, and 
a0 =​ 1. The value of C0 is −​1 for (a) and 1 for (b).
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From Eq. (21), we can confirm that the wave described by Eq. (20) is a Gaussian wave packet centered  
at =x t x( )c . The width Δ​x(t) of this Gaussian wave varies with time. So, during time t, the center of the  

packet travels from xc =​ 0 to = +x t a t( )c
p
m0  while its width expands from ∆ ≡ ∆ =x x A a(0) 0 0  to 

∫∆ = ∆ + ′
′

x t x dt( ) 1 ( )A t
A

t

maA t0
( )

0
1

2 ( )
2

0
2

. Although the shape of the wave packet is always kept to be Gaussian, 
the packet undergoes a distortion through its spreading. As a consequence, the width of the packet gradually 
becomes broader over time whereas its height, π∆x t1/[ 2 ( )], decreases.

For further analysis of the packet, let us define a displacement unitary operator D(α, t) as

α =


 −



.D t i p x x p( , ) exp ( )

(22)

It is interesting that the displaced Gaussian wave function Ψ​(x, t) given in Eq. (20) can be regarded as a refined 
version of the standard coherent state obtainable by applying the displacement operator, D(α, t), to the ground 
state Ψ​0(x, t), i.e.,

αΨ = Ψx t D t x t( , ) ( , ) ( , ), (23)0

where Ψ​0(x, t) corresponds to a particle at rest 〈​p〉​ =​ 0 at the origin 〈​x〉​ =​ 0:

Ψ = Ψ | .= =x t x t( , ) ( , ) (24)x p0 0, 0

It is easy to notice that, Ψ​0(x, t) is obtained by replacing 〈​x〉​ and 〈​p〉​ with 〈​x〉​ =​ 0, and 〈​p〉​ =​ 0 in the wave function 
given in Eq. (20).

If we think the fact that the mean values of the canonical variables correspond to their classical counterpart 
ones in coherent state, i.e., 〈​x〉​ =​ xc and 〈​p〉​ =​ pc, the action of D(α, t) on a wave function in the x-representation, 
gives  α φ φ= −− .D t x e e x x( , ) ( ) ( )x p p x

c
i

c c
i

c2 . In addition, the coordinate and momentum operators can be 
changed by the displacement operator to be

α α α α= + = +† †D t xD t x x D t pD t p p( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) , (25)c c

as expected. Indeed, the coherent state developed here plays an exquisite role for connecting quantum descrip-
tions of the free particle with the counterpart classical descriptions.

Discussion
In this work, we have reconsidered the linear invariant proposed by Bagrov et al.13 in order to derive quantum 
solution of the motion of the free particle. We have shown that, if we take this linear invariant operator to be an 
Hermitian one, then a coherent state solution can be naturally derived based on the Lewis-Riesenfeld approach21.

We see from Eq. (23) that D(α, t) given in Eq. (22) transforms a wave function Ψ​0(x, t) corresponding to a 
particle at rest, 〈​p〉​ =​ 0, at the origin, 〈​x〉​ =​ 0, into a wave function Eq. (20) associated with the particle passing 
a position 〈​x〉​ with a momentum 〈​p〉​. We therefore see that the Gaussian state Ψ​(x, t) [Eq. (20)] is created from 
the ground state Ψ​0(x, t) by a unitary operator D(α, t). This state, constructed in the Glauber manner by acting 
the displacement operator on the vacuum state Ψ​0(x, t) (defined by 〈​p〉​ =​ 0 and 〈​x〉​ =​ 0), is the coherent state of 
a free particle. The quantum expectation values for position and momentum, determined in the coherent state, 
satisfy the classical equations of motion for a free particle. Furthermore, as we have already seen, the coherent 
state remains a coherent one during its evolution with time. That is why the coherent states are used to study 
the classical limit of quantum mechanics. This coherent state has a “center of mass” moving along the trajectory 
of the corresponding classical particle. The trajectory is determined by the classical initial position and initial 
momentum. From these analyses, we can confirm that there is a complete quantum-classical correspondence for 
the free particle.
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 :الملخص
 

في هذا العمل قمنا بدراسة التطور الغير ادياباتيكي للحقل الكهرو مغناطيسي في وسط  خطي 

الشحنة الكهربائية. قمنا بتحويل المسالة إلى عبارة  ناقل و متجانس غير مشتت , في غياب 

 المهتز التوافقي العام المتعلق بالزمن. 

, اثبت انه على المستوى الكمي  نسلط الضوء على زاوية هاني وليس ئي تكميم الحقل الكهربا

بارات . قمنا باستعمال الحالات المتناسقة من اجل دراسة النهايات الشبه الكلاسيكية للعرييبر طو

 المكممة.

زاوية هاني, طور بيري, وسط   ,الطورالهندسي  , التطور الغير ادياباتيكي :المفتاحية الكلمات

 .الحالات المتناسقة ,, النهاية الأدياباتيكيةخطي متعلق بالزمن, نظرية اللامتغيرات

 

Résumé : 

 Dans ce travail, nous étudions l’évolution non-adiabatique du champ 

électromagnétique dans un milieu conducteur linéaire homogène non dispersif en 

absence de la densité de charge électrique. Nous ramenons ce problème à celui d'un 

oscillateur harmonique généralisé dépendant du temps. 

 La quantification du champ électromagnétique, montre qu’au niveau quantique, 

on met en évidence l’angle de Hannay et non pas la phase de Berry.  

Nous introduisons les états cohérents afin de calculer la limite semi-classique des 

expressions quantifiées.  

Mots-clés: évolution non-adiabatique, phase géométrique, angle de Hannay, phase 

de Berry, milieu linéaire dépendant du temps, la théorie des invariants, la limite 

adiabatique, les états cohérents. 

 

Abstract: 

In our work, we study the non-adiabatic evolution of the electromagnetic field in a 

homogeneous linear conducting and nondispersive medium in the absence of the 

source of electric charge.  

We reduce this problem to that of a generalized time-dependent harmonic 

oscillator. The quantification of the electromagnetic field shows that at the 

quantum level, the angle of Hannay is highlighted and not the Berry phase. We 

introduce the coherent states in order to compute the semi classical limit of the 

quantized expressions. 

Keywords: nonadiabatic evolution, geometrical phases, Hannay’s angle, Berry’s 

phase, time-dependent linear media, the invariants theory, adiabatic Limit, 

coherent states. 
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