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Introduction

L�étude des équations di¤érentielles est un domaine mathématique qui historique-

ment a fait l�objet de nombreuses recherches, et continu cependant de rester d�actualité,

par le fait qu�elle intéresse particulièrement des disciplines comme la mécanique, la phy-

sique et plus récemment la biologie, l�électronique, spécialité où de nombreux "modèles"

conduisent à des équations du même type. Il convient de souligner que la plupart de

ces équations sont globalement de nature non-linéaire. Du fait que la description d�un

système, à partir des lois régissant son fonctionnement, conduit souvent à un modèle non

linéaire, la manipulation peut se révéler complexe. De ce fait il n�existe pas, en l�état

actuel des choses, une théorie d�ensemble des équations non-linéaires. Pour ce faire, des

calculs approchés basés sur la méthode des petites perturbations, des méthodes de linéari-

sation...etc, sont e¤ectués concernant ces phénomènes, sur lesquels on dispose de très peu

d�informations. A partir de tels calculs, il a été déduit des conjectures que les chercheurs

s�e¤orceront par la suite de démontrer. Cette démarche s�est révélée particulièrement

féconde.

La théorie qualitative des équations di¤érentielles, plus connue aujourd�hui par la

théorie des équations di¤érentielles, est la branche des mathématiques qui se développe

le plus activement et qui possède les plus importantes applications scienti�ques. L�étude

qualitative, surtout pour les systèmes non-linéaires, reste donc un préalable nécessaire à

l�étude complète de leurs solutions.

Un des principaux problèmes de la théorie des équations di¤érentielles est l�étude de

leurs orbites périodiques, leur existence, leur nombre et leur stabilité. Un cycle limite

d�une équation di¤érentielle est une orbite périodique isolée dans l�ensemble des orbites

périodiques de l�équation di¤érentielle. Les cycles limites ont été introduits pour la pre-

mière fois par H. Poincaré en 1881 dans son "Mémoire sur les courbes dé�nies par une

équation di¤érentielle" [68]. Poincaré s�est intéressé à l�étude qualitative des solutions des

équations di¤érentielles, c�est à dire des points d�équilibre, des cycles limites et de leur

stabilité. Ce qui permet d�avoir une idée globale des autres orbites du système étudié. A

la �n des années 1920, Van Der Pol, Liénard et Andronov ont prouvé qu�une trajectoire

fermée d�une oscillation arrivant dans un circuit de tube vide était un cycle limite.

Un des théorèmes les plus importants de la dynamique non linéaire est le théorème de
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Poincaré-Bendixson qui a¢ rme que dans une région compacte du plan, une trajectoire

d�un système planaire converge vers un point d�équilibre ou un cycle limite. Le critère de

Dulac donne une méthode de non existence des solutions périodiques.

Le mathématicien David Hilbert présenta, lors du deuxième congrès international des

mathématiques ( [42], 1900), 23 problèmes "dont l�avenir attend la résolution grâce aux

nouvelles méthodes qui seront découvertes dans le siècle qui commence". Le problème

numéro 16 est de savoir le nombre maximal et la position relative des cycles limites d�un

système di¤érentiel polynômial planaire de degré n :8><>:
_x =

dx

dt
= P (x; y);

_y =
dy

dt
= Q(x; y):

(1)

voir par exemple ( [5],[19];[26],[54]) et le livre de Ye Yanqian et al [75] consacré seulement

pour étudier les cycles limites, principalement des systèmes di¤érentiels polynômiaux qua-

dratiques. On noteHn ce nombre maximal. Dulac [27] (1923), proposa une démonstration

prouvant que Hn est �ni pour tout n. Mais sa démonstration comportait une erreur. La

résolution de ce problème de Dulac a été faite de façon indépendante par Ilyashenko

(1991) et Ecalle, Martinet & Moussu (1987) puis Ecalle (1992). Cette résolution permet

de montrer que Hn < 1. Petrovsky & Landis (1957) crurent trouver la valeur de H2

mais ils s�aperçurent d�une erreur dans leur propre démonstration (Landis & Petrovski,

1967) avant que celui-ci ne soit in�rmée par un contre exemple de Shi (1982) dans lequel

un système quadratique a 4 cycles limites. Ainsi, si Hn est un nombre �ni pour tout n,

la seule chose que l�on sache est que H2 � 4 et H3 � 11 (Jibin & Chunfu, 1985, Zola-

dek, 1995). Christopher & lloyd (1995) ont donné une borne inférieur au nombre Hn ;

Hn � n2 log(n).

Dans ce travail nous allons utiliser la théorie qualitative des équations di¤érentielles

ordinaires pour traiter une classe de systèmes di¤érentiels planaires autonomes de la

forme (1) tels que P (x; y) et Q(x; y) sont des polynômes. Plus précisément on s�intéresse

à la recherche des cycles limites de certaines classes de systèmes d�équations di¤érentielles

ordinaires.

La suite du travail est organisée comme suit :

Le chapitre 1, comporte un rappel des notions préliminaires sur les systèmes di¤éren-
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tiels. On commence par dé�nir les systèmes dynamiques, la notion de point d�équilibre, la

linéarisation des systèmes di¤érentiels non linéaires au voisinage des points d�équilibres,

le portrait de phase, les cycles limites, les courbes invariantes.

Le deuxième chapitre, vise la recherche de cycles limites pour trois classes de systèmes

di¤érentiels du type (1). Plus précisément dans la première section on va construire une

classe de systèmes de Kolmogorov de degré 4 avec un cycle limite algébrique. De plus nous

prouvons que ce cycle limite est, analytique donnée et hyperbolique. A notre connaissance,

c�est pour la première fois qu�on exhibe une classe de systèmes de Kolmogorov avec un

cycle limite algébrique explicitement donné. Dans la deuxième section de ce chapitre on

considère un système di¤érentiel planaire de degré impair très général. On détermine les

conditions sous lesquelles ce système possède un seul cycle limite non algébrique. Ce cycle

limite est trouvé explicitement.

Dans la troisième partie, on a exhibé une classe de systèmes planaires de degré 5,

qui possède deux cycles limites explicites, un cycle limite algébrique et le deuxième non

algébrique.

Le troisième chapitre a comme premier but de présenter notre contribution qui consiste

à o¤rir des bornes supérieures pour le nombre de cycles limites qui peuvent être obtenus

en perturbant le système de centre linéaire _x = y; _y = �x; en utilisant la théorie de
moyennisation du premier et deuxième ordres.

Notre deuxième travail est de donner les bornes supérieures optimales pour le nombre

de cycles limites, qui peut être obtenu en perturbant le centre non linéaire _x = �y2p�1; _y =
x2q�1 à l�aide de la théorie de la moyennisation du premier ordre.

Notons que le travail de cette thèse a fait l�objet des 5 publications suivantes

(1): [7] A. Bendjeddou, A. Berbache and R. Cheurfa. A class of Kolmogorov system with

exact algebraic limit cycle, Int. J. Di¤. Equa. Appli, Volume 14 No.3 2015, 159-165.

(2) : [6] A. Bendjeddou, A. Berbache. A class of di¤erntial system of odd degree with

explicit non algbraic limit cycle, Int Electr J of Pure and Appl Math. No 4 2015, 243-253.

(3) : [8] A. Bendjeddou, A. Berbache and R. Cheurfa. Exact algebraic and non-algebraic

limit cycles for a class of integrable quintic and planar polynomial di¤erential systems,

is accepted for publication in journal "Scienti�c Annals of the Alexandru Ioan Cuza

University of Ia̧si (NS). Mathematics".

(4) : A. Bendjeddou, A. Berbache. On the number of limit cycles of a class of polynomial
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di¤erential systems, soumis pour publication

(5) : A. Bendjeddou, A. Berbache. Upper bounds for the number of limit cycles of poly-

nomial di¤erential systems via averaging theory, soumis pour publication.
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Chapitre 1

Notions préliminaires et généralités
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Notions préliminaires et généralités

1.1 Introduction

Ce chapitre contient quelques notions générales et principales pour l�étude qualita-

tive des systèmes dynamiques. On commence par dé�nir les systèmes di¤érentiels, on

examinera les notions de : point singulier, la linéarisation des systèmes di¤érentiels non

linéaires au voisinage des points d�équilibres, le portrait de phase, orbite périodique, cycle

limite, nature des points critiques. On introduira aussi un rappel sur les théorèmes fon-

damentaux : théorème de Grobman-Hartman et quelques théorèmes d�existence et non

existence des cycles limites.

Nous décrivons également la méthode de moyennisation, qui consiste en la recherche

du nombre de cycles limites qui apparaissent après la perturbation d�un système di¤é-

rentiel polynômial.

Nous nous intéressons ici, et dans à peu près tout ce qui suit, aux systèmes continus,

déterministes.

1.2 Systèmes di¤érentiels polynômiaux

Dé�nition 1.1 On appelle système di¤érentiel autonome du plan un système de la

forme : 8><>:
_x =

dx

dt
= P (x(t); y(t));

_y =
dy

dt
= Q(x(t); y(t)):

(1.1)

� Si P et Q sont des polynômes à coe¢ cients réels, on dit que (1:1) est un système

di¤érentiel polynômial.

Si les fonctions P et Q sont des polynômes, on appelle alors degré du système (1:1), le

nombre n = max(deg(P ); deg(Q)):

Nous supposerons que les fonctions P et Q de classe C1 (donc les conditions de Cauchy-

Lipchitz sont satisfaites en tout point ordinaire du système (1:1)).
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Remarque 1.2 Si les polynômes P et Q s�écrivent sous la forme8>>>>><>>>>>:
P (x; y) =

i+j=nX
i+j=0

aijx
iyn�j;

Q(x; y) =

i+j=nX
i+j=0

bijx
iyn�j;

on dit que P et Q sont homogènes, dans ce cas le système (1:1) s�appelle système di¤é-

rentiel polynômial homogène.

1.3 Champ de vecteurs

Avant de commencer l�étude détaillée d�un système di¤érentiel il est très pratique

de dessiner le champ de vecteurs qui peut nous fournir des renseignements précieux sur

les di¤érentes formes de solutions possibles. Il s�agit de la représentation graphique, en

chaque point de l�espace du vecteurs qui lui est associé.

En e¤et, ce vecteur sera tangent à la trajectoire du système di¤érentiel passant par ce

point. Le champ de vecteurs nous donne donc une idée assez précise des solutions possibles

et de leur comportement asymptotique.

Dé�nition 1.3 On appelle champ de vecteurs, une région du plan dans laquelle existe

en tout point un vecteur
�!
V (M; t).

On suppose donné un champ de vecteurs de classe C1 dans un ouvert 
 2 R2, c�est-à-dire
une application :

M = (x; y) 7! �!
V (M) =

 
P (x; y)

Q(x; y)

!
;

où P et Q sont de classe C1 sur 
. On peut écrire aussi

X = P
@

@x
+Q

@

@y

Considérons le cas général d�un système d�équations di¤érentielles autonomes (1:1).

Sur la courbe P (x; y) = 0, dite isocline verticale, le champ de vecteurs est parallèle à

l�axe des y et sur la courbe Q(x; y) = 0, dite isocline horizontale, le champ de vecteurs

est parallèle à l�axe des x.
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Fig. 1-1 �Champ de vecteurs

1.4 Solutions et solutions périodiques

Dé�nition 1.4 .

� Une solution du système (1:1) consiste en un couple de fonctions (x(t); y(t)); t 2 R,
qui satisfait ce système.

� Une solution maximale est une solution qui ne peut être prolongée en une solution sur
un intervalle plus grand.

� Les solutions (x(t); y(t)) du système (1:1) représentent dans le plan (x; y) des courbes
appelées orbites.

� Le plan (x; y) est appelé plan de phase.
� Une trajectoire du point (x(t); y(t)) est l�ensemble des positions de ce point quand t
parcourt tout l�intervalle des temps:

Remarque 1.5 Si (x(t); y(t)) est une solution du système (1:1), alors sa trajectoire est,

en chacun de ses points, tangente au champ de vecteurs associé, autrement dit,

8t 2 I : P (x(t); y(t)) _x+Q(x(t); y(t)) _y = 0:

Dé�nition 1.6 On appelle solution périodique du système (1:1), toute solution (x(t); y(t))

pour laquelle il existe un réel T > 0 tel que

8t 2 R; x(t+ T ) = x(t) et y(t+ T ) = y(t):

� Le plus petit nombre T > 0 qui convient s�appelle alors période de cette solution.

11



� A toute solution périodique correspond une orbite fermée dans l�espace des phases.

Exemple 1.7 L�oscillateur harmonique est régi par l�équation di¤érentielle �x+!2x = 0

qui équivaut au système (
_x = y;

_y = �!2x:

Ce système s�intègre facilement puisque
dy

dx
= �!2x

y
ce qui donne pour ensemble de

solutions

y2 + !2x2 = C:

Autrement dit, ce système possède une famille continue à un paramètre de solutions

périodiques représentées dans le plan de phase par des ellipses.

1.5 Portrait de phase

Le planR2 est dit plan de phase et les solutions d�un champ de vecteurs X représentent
dans le plan de phase des orbites ou des trajectoires. Le portrait de phase d�un champ

de vecteurs X est l�ensemble des solutions dans le plan de phase.

Dé�nition 1.8 Un portrait de phase est une représentation géométrique des trajectoires

d�un système dynamique dans l�espace des phases, à chaque ensemble de conditions ini-

tiales correspond une courbe ou un point.

1.6 Points d�équilibres

Les points �xes (points d�équilibres) jouent un rôle capital dans l�étude des systèmes

dynamiques. Henri Poincaré (1854-1912) montra que pour caractériser un système dyna-

mique à plusieurs variables il n�est pas nécessaire de calculer les solutions détaillées , il

su¢ t en e¤et de connaître les points d�équilibres et leurs stabilités. Ce résultat de grande

importance simpli�e considérablement l�étude des systèmes non-linéaires au voisinage de

ces points.

Dé�nition 1.9 On dit que le point (x�; y�) est un point d�équilibre du système (1:1), s�il
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est solution du système (
P (x; y) = 0;

Q(x; y) = 0:

Remarque 1.10 .

� La notion de point d�équilibre est la même que celle de point singulier pour le champ
de vecteurs.

� Les points d�intersections de ces deux isoclines sont les équilibres (x�; y�) du système
c�est-à-dire les points tels que la trajectoire issue d�un tel point reste en ce point pour tout

t:

Théorème 1.11 [31] Soit le champ de vecteurs X sur R2. Si � est une orbite périodique
de X , alors il existe un point singulier de X contenu dans Int(�).

1.6.1 Linéarisation et matrice jacobienne

La démarche la plus naturelle pour étudier le comportement des trajectoires d�un

système di¤érentiel autonome non linéaire, au voisinage d�un point singulier, consiste à

se ramener au système linéaire associé, puis à faire le lien entre les trajectoires des deux

systèmes.

Considérons le système non linéaire (1:1): Au voisinage d�un point d�équilibre (x�; y�),

le linéarisé du système (1:1) est donné sous forme matricielle par :

 
_x

_y

!
=

0BB@
dP

dx
(x�; y�)

dP

dy
(x�; y�)

dQ

dx
(x�; y�)

dQ

dy
(x�; y�)

1CCA
 
x

y

!
: (1.2)

Dé�nition 1.12 On appelle matrice jacobienne associée au système (1:1) au point d�équi-

libre (x�; y�), la matrice :

J(x�; y�) =

0BB@
dP

dx
(x�; y�)

dP

dy
(x�; y�)

dQ

dx
(x�; y�)

dQ

dy
(x�; y�)

1CCA :

13



Dé�nition 1.13 Deux systèmes autonomes dans le plan

(S1)

8<: _x = P (x(t); y(t));

_y = Q(x(t); y(t));
; (S2)

8<: _x = P 0(x(t); y(t));

_y = Q0(x(t); y(t));

dé�nis sur deux ouverts V et W respectivement, sont topologiquement équivalents s�il

existe un homéomorphisme h : V ! W tel que h transforme les orbites de (S1) en celles

de (S2) et préserve le sens du mouvement.

Remarque 1.14 .

� L�équivalence par homéomorphisme permet d�e¤ectuer une classi�cation basée princi-
palement sur la stabilité ou l�instabilité de l�équilibre.

� Deux systèmes linéaires sont topologiquement équivalents s�ils ont le même nombre de
valeurs propres, avec des parties réelles de mêmes signes.

Dé�nition 1.15 Un point singulier (x�; y�) du système di¤érentiel (1:1) est dit hyperbo-

lique si les valeurs propres de la matrice J(x�; y�) ont toutes une partie réelle non nulle.

Dans le cas contraire, le point singulier est dit non-hyperbolique.

Dé�nition 1.16 Soit le système di¤érentiel (1:1) et soit J(x�; y�) la matrice jacobienne

associée au système (1:1) au point d�équilibre (x�; y�) et soient �1 et �2 les valeurs propres

de cette matrice.

1. Si �1 = �2 = 0, alors (x�; y�) est appelé point d�équilibre dégénéré.

Si de plus J(x�; y�) 6= 0 on dit que (x�; y�) est un point nilpotent.
2. Si �1�2 = 0 mais (�1)

2 + (�2)
2 6= 0 alors (x�; y�) est dit point dégénéré élémentaire.

3. Un point singulier (x�; y�) de (1:1) est un centre s�il existe un voisinage V de ce point

tel que 8p 2 V n f(x�; y�)g ; p véri�e P 2(p) + Q2(p) 6= 0, les orbites passant par p sont

fermées et entoure (x�; y�).

1.6.2 Le théorème de Hartman-Grobman

Ce théorème nous permet de réduire l�étude d�un système dynamique (1:1) au voisi-

nage d�un point singulier hyperbolique, à l�étude d�un système linéaire (1:2) topologique-

ment équivalent à (1:1), au voisinage de l�origine. Il est très utile en pratique et facilite
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en général l�étude des systèmes dynamiques dé�nis sur un ouvert 
 du plan. On l�énonce

ci-dessous (voir [66] pour la démonstration).

Théorème 1.17 Supposons que la matrice jacobienne au point d�équilibre (x�; y�) ait

deux valeurs propres telles que Re(�1;2) 6= 0; alors les solutions du système (1:1) sont

données approximativement par les solutions du système linéarisé (1:2) au voisinage du

point d�équilibre.

Autrement dit, le portrait de phase du système linéarisé (1:2) constitue, au voisinage

de ce point d�équilibre, une bonne approximation de celui du système (1:1):

Remarque 1.18 Dans le cas où Re(�1;2) = 0, ce procédé de linéarisation ne marche pas,

c�est à dire si le point d�équilibre (x�; y�) est un centre pour le système linéarité (1:2), la

détermination de sa nature dans le cas du système (1:1) nécessite d�autres investigations,

c�est le problème du centre.

1.6.3 Stabilité de l�équilibre

Un système non linéaire quelconque peut avoir plusieurs positions d�équilibre qui

peuvent être stables ou instables. Dans certaines situations, on exige la stabilité de l�équi-

libre qui est dé�nie comme suit :

Soit (x�; y�) un point d�équilibre du système (1:1). Notons par

X(t) = (P (x(t); y(t)); Q(x(t); y(t))

X� = (P (x�; y�); Q(x�; y�)):

Dé�nition 1.19 . On dit que :

� (x�; y�) est stable si et seulement si

8" > 0;9� > 0; k(x; y)� (x�; y�)k < � =) (8t > 0 : kX(t)�X�k < ") :

� (x�; y�) est asymptotiquement stable si et seulement si (x�; y�) est stable et

lim
t�!1

kX(t)�X�k = 0:
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Fig. 1-2 �Stabilité d�un point d�équilibre

Fig. 1-3 �Stabilité asymptotique.

Remarque 1.20 .

-Un point d�équilibre (x�; y�) d�un système di¤érentiel est dit asymptotiquement stable s�il

est stable et s�il existe un voisinage V de (x�; y�) tel que toute trajectoire traversant V

convergent vers (x�; y�) lorsque t tend vers l�in�ni.

-La notion de stabilité asymptotique est plus forte que la notion de stabilité.

-La stabilité asymptotique impose que la limite des trajectoires lorsque t ! +1 soit le

point d�équilibre, tandis que la stabilité neutre (stable mais pas asymptotiquement stable)

impose seulement que les trajectoires restent dans un voisinage du point d�équilibre sans

nécessairement tendre vers ce point.

1.6.4 Nature des points critiques

Soit le système di¤érentiel (1:1) et soit J(x�; y�) la matrice jacobienne associée au

système (1:1) au point d�équilibre (x�; y�) et soient �1 et �2 les valeurs propres de cette

matrice.

On distingue les di¤érents cas selon les valeurs propres �1 et �2 de la matrice J(x�; y�).

(i) �1 et �2 sont réelles non nulles et de signes di¤érents, le point critique (x�; y�) est une

selle. Il est toujours instable.

(ii) �1 et �2 sont réelles de même signe
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- Si �1 < �2 < 0, le point critique (x�; y�) est un n�ud stable.

- Si 0 < �1 < �2, le point critique (x�; y�) est un n�ud instable.

- Si �1 = �2 = �, le point critique (x�; y�) est un n�ud propre, il est stable si � < 0

et instable si � > 0.

(iii) �1 et �2 sont complexes conjuguées c�est à dire 8j = 1; 2; �j = �j+i�j et Im(�j) 6= 0,
alors le point critique (x�; y�) est un foyer, il est stable si Re(�j) < 0 et instable si

Re(�j) > 0:

(iv) �1 et �2 sont imaginaires pures c�est-à-dire Im(�j) 6= 0 et Re(�j) = 0;8j = 1; 2,

alors le point critique (x�; y�) est un centre, il est stable.

Proposition 1.21 .

� Le point singulier (x�; y�) du système (1:1) est un n�ud stable (resp n�ud instable), si
l�origine du système linéaire associé est un n�ud stable (resp n�ud instable).

� Le point singulier (x�; y�) du système (1:1) est un foyer stable ( resp instable), col, si
l�origine du système linéaire associé est un foyer stable (resp instable), col.

Remarque 1.22 .

� Les foyers et les n�uds stables sont asymptotiquement stables et les centres sont stables,
mais pas asymptotiquement stables.

� Si au moins une valeur propre est à partie réelle strictement supérieure à 0, le système
non linéaire est instable.

1.7 Courbes invariantes

Les courbes algébriques invariantes jouent un rôle important dans l�intégrabilité des

systèmes di¤érentiels planaires polynômiaux, voir par exemple ( [31], [18], [17]) et aussi

sont utilisées dans l�étude de l�existence et non-existence de solutions périodiques et par

conséquent l�existence et non-existence de cycles limites.

Dé�nition 1.23 On appelle courbe invariante du système (1:1), toute courbe d�équation

U(x; y) = 0 du plan de phase pour laquelle il existe une fonction K = K(x; y) appelée

cofacteur associé à la courbe invariante, telle que

P (x; y)
@U(x; y)

@x
+Q(x; y)

@U(x; y)

@y
= K(x; y)U(x; y): (1.3)
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Cette égalité montre que sur la courbe invariante le gradient
�
@U

@x
;
@U

@y

�
de U est

orthogonal au champ de vecteurs X = (P;Q); donc en tout point de la courbe invariante

le champ de vecteurs est tangent à cette courbe, donc elle est formée de solutions (ou

trajectoires) du champ de vecteurs X , ce qui justi�e son appellation.

Dé�nition 1.24 Une courbe invariante U(x; y) = 0 est dite algébrique de degré m si

U(x; y) est un polynôme de degré m. Si non on dit qu�elle est non algébrique.

Remarque 1.25 Dans le cas où le système (1:1) est polynômial et possède une courbe

invariante algébrique U(x; y) = 0 de degré m, le cofacteur est aussi algébrique et son

degré véri�e deg (K) � m� 1.

Nous rappelons que la notation div est la divergence du système (1:1), c�est-à-dire

div(x; y) =
@P (x; y)

@x
+
@Q (x; y)

@y
:

Théorème 1.26 [36] On considère le système (1:1) et �(t) une orbite périodique de

période T > 0. On suppose que U : 
 � R2 ! R est une courbe invariante avec

�(t) = f(x; y) 2 
 = U(x; y) = 0g

et K(x; y) 2 C1 est le cofacteur donné dans l�équation (1:3), de la courbe invariante

U(x; y) = 0. On suppose que p 2 
 tel que U(p) = 0 et rU(p) 6= 0, alors p est un point
singulier du système (1:1), etZ T

0

div(�(t))dt =

Z T

0

K(�(t))dt:

1.8 Cycles limites

Poincaré a introduit la notion de cycle limite dans son second mémoire de 1882, à par-

tir de ses travaux sur le problème des trois corps notamment. La représentation de l�évo-

lution d�un système (pendule par exemple) au moyen d�une équation di¤érentielle dans le

plan de phase dé�ni par Poincaré, c�est-à-dire, dans un espace de coordonnées tel que l�or-

donnée soit la dérivée par rapport au temps de l�abscisse (par exemple (x; y) =(position,
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vitesse) conduit Poincaré à une classi�cation des points �xes ou points d�équilibres du

système.

Il démontre alors, qu�il en existe trois types di¤érents qu�il appelle : cols, fonds et

sommets ou cols, noeud et foyer. Puis, il ajoute qu�en dehors de ces points d�équilibre

il existe également des courbes qu�il nomme cycles limites et qui correspondent à des

solutions périodiques pour le système considéré, dont les autres courbes dé�nies par la

même équation di¤érentielle se rapprochent asymptotiquement sans jamais les atteindre.

Dé�nition 1.27 On appelle cycle limite � = f(x(t); y(t)); t 2 [0; T ]g du système (1:1),
toute solution périodique isolée dans l�ensemble de toutes les solution périodiques de ce

système, c�est à dire qu�il existe un voisinage de � dans lequel il n�y a pas d�autres courbes

fermées.

Dé�nition 1.28 Un cycle limite algébrique est un cycle limite qui est contenu dans les

zéros �xés d�une courbe algébrique invariante (ovale de la courbe algébrique invariante

U(x; y) = 0).

Dé�nition 1.29 On dit que le système di¤érentiel (1:1) admet un cycle limite non al-

gébrique � si � n�est pas inclus dans une courbe algébrique invariante pour ce système.

Théorème 1.30 � étant le cycle limite du système (1:1), toutes les trajectoires inté-

rieures et extérieures voisines de � sont telles que elles s�enroulent toutes en spirales

autour de � pour t! +1 ou bien t! �1.
1. Si toutes les trajectoires intérieures et extérieures s�enroulent autour de �, pour t !
+1 , le cycle limite est stable.

2. Si toutes les trajectoires intérieures et extérieures s�enroulent, en spirale autour de �

pour t! �1, le cycle limite est instable.

Remarque 1.31 Les cycles limites apparaissent seulement dans les systèmes di¤éren-

tiels non-linéaires.

Donnons maintenant quelques résultats qui permettent de prouver l�existence ou la

non existence de cycles limites pour un système dynamique.

19



Théorème 1.32 [36] Soit X = (P;Q) un champ de vecteurs de classe C1 dé�ni sur un

ouvert non vide D de R2, (x(t); y(t)) une solution périodique de période T du système
_X = X et K : D ! R une application de classe C1 telle que

TZ
0

K(x(t); y(t))dt 6= 0

et U = U(x; y) une solution de classe C1 de l�équation aux dérivées partielles

P (x; y)
@U(x; y)

@x
+Q(x; y)

@U(x; y)

@y
= K (x; y)U(x; y): (1.4)

Alors la trajectoire fermée � = f((x(t); y(t)) 2 D : t 2 [0; T ]g est contenue dans l�en-
semble � = f(x; y) 2 D : U(x; y) = 0g, et n�appartient pas à un ensemble continu de
solutions périodiques de X . De plus, si le champ de vecteurs X et les fonctions K et U

sont analytiques, alors � est un cycle limite.

Théorème 1.33 [67] Soit �(t) une orbite périodique du système (1:1) de période T .

Alors

� � est un cycle limite stable si
Z T

0

div(�(t))dt < 0:

� � est un cycle limite instable si
Z T

0

div(�(t))dt > 0:

Dans le cas où la quantité
Z T

0

div(�(t))dt = 0 une étude avancée est nécessaire pour

déterminer si l�orbite � est un cycle limite stable, ou un cycle limite instable ou semi-

stable ou il n�est qu�une orbite périodique appartenant à une bande continue d�orbites

fermées.

Dé�nition 1.34 On dit que le cycle limite est hyperbolique si la quantitéZ T

0

div(�(t))dt 6= 0:

Exemple 1.35 Soit le système8<: _x = �y + �x(1� x2 � y2);

_y = x+ �y(1� x2 � y2);
(1.5)
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où � est un paramètre. En coordonnées polaires x = r cos � et y = r sin �, le système

précédent devient 8<: _r = �r(1� r2);

_� = 1;

d�où _r = 0 si et seulement si r = 0 où r = 1: Pour r = 1; on a l�orbite périodique

�(�) = (cos �; sin �) dans le plan de phase, c�est le cercle d�équation x2+ y2 = 1, c�est un

cycle limite unique, alorsZ 2�

0

div(cos �; sin �)d� = �

Z 2�

0

(2� 4 cos2 � � 4 sin2 �)d�

= ��
Z 2�

0

2d�:

Donc, le système (1:5) a un cycle limite hyperbolique �(�) = (cos �; sin �) qui est stable

si � > 0 et instable si � < 0. Si � = 0, le système a une in�nité d�orbites périodiques et

il n�y a pas de cycles limites. Voici une esquisse de son portrait de phases si j�j = 0:2

Cycle limite pour � = �0:2 Cycle limite pour � = 0:2

1.9 Intégrabilité des systèmes di¤érentiels

Dans cette section nous présentons les résultats concernant l�existence d�intégrales

premières pour un système di¤érentiel planaire polynômial par la théorie d�intégrabilité

de Darboux. Ce genre d�intégrabilité fournit un lien entre l�intégrabilité des systèmes

di¤érentiels planaires polynômiaux et le nombre de courbes algébriques invariantes.
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Soient 
 un ouvert du plan et (x(t); y(t)) une solution du système (1:1).

On note 4
(x;y) = ft 2 R = (x(t); y(t)) 2 
g :

Dé�nition 1.36 L�application H : 
! R est appelée intégrale première du système sur

 si elle est constante sur les courbes solutions (x(t); y(t)) du système (1:1) contenue

dans 
, c�est-a-dire si

H(x(t); y(t)) = cste; 8t 2 4
(x;y):

Dé�nition 1.37 On dit que le système di¤érentiel (1:1) est intégrable sur un ouvert 


s�il admet une intégrale première sur 
:

Dé�nition 1.38 On appelle facteur intégrant du système (1:1) sur 
, associé à une

intégrale première H, une C1-fonction R : 
! R non identiquement nulle telle que

@(RP )

@x
= �@(RQ)

@y
:

Lorsque le système (1:1) possède un facteur intégrant R, il est intégrable et l�intégrale

première H s�exprime en fonction du facteur intégrant par :

H (x; y) =

Z
R(x; y)P (x; y)dy + h(x);

la fonction h est choisie de telle sorte que :

@H

@x
= �RQ:

Remarque 1.39 .

� L�équation H(x; y) = c pour c 2 R donne l�ensemble des trajectoires du système.
� Pour un champ de vecteurs planaire l�existence d�une intégrale première détermine
complètement son portrait de phase.

� Si on a une intégrale première H du système (1:1) on peut toujours trouver un facteur

intégrant R.

Pour une démonstration détaillé voir [31].
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1.9.1 Facteur exponentiel

Il y a un autre objet, qui s�appelle facteur exponentiel, qui joue le même rôle que

les courbes algébriques invariantes pour obtenir une intégrale première d�un champ de

vecteurs polynômial (1:1).

Dé�nition 1.40 Soient h et g deux fonctions polynômiales, la fonction f = exp
�g
h

�
s�appelle facteur exponentiel du champ de vecteurs (1:1) s�il existe un polynôme K (x; y)

de degré au plus m� 1 satisfaisant l�équation (1:4).

Remarque 1.41 Les facteurs exponentiels ne dé�nissent pas des courbes invariantes

pour le fot du système (1:1), parce qu�ils ne sont jamais identiquement nuls.

Proposition 1.42 Si f = exp
�g
h

�
est un facteur exponentiel pour le système polynômial

(1:1), alors h = 0 est une courbe algébrique invariante, et g satisfait l�équation

X (g) = gKh + hKf

où Kh et Kf sont les cofacteurs de h et f , respectivement.

Pour une démonstration détaillé voir [31].

1.9.2 L�intégrabilité de Darboux

Avant d�énoncer les résultats principaux de la théorie de Darboux nous avons besoin

de quelques dé�nitions. Si S(x; y) =
m�1X
i+j=0

aijx
iyj est un polynôme de degré inferieur ou

égale m � 1 avec m(m+ 1)
2

coe¢ cients dans C, alors on écrit S 2 Cm�1 [x; y] : Nous

identi�ons l�espace linéaire de vecteur S 2 Cm�1 [x; y] avec C
m(m+1)

2 par l�isomorphisme

S 7�! (a0;0; a1;0; a0;1; :::; am�1;0; am�2;1; :::; a0;m�1):

Nous disons que les points (xk; yk) 2 C; k = 1; :::; r, sont indépendant par rapport
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Cm�1 [x; y] si l�intersection des r hyperplans

m�1X
i+j=0

aijx
i
ky
j
k = 0; k = 1; 2:::; r

dans C
m(m+1)

2 c�est un sous espace linéaire de dimension
m(m+ 1)

2
� r:

Nous remarquons que le nombre maximum des points singuliers isolés de système

polynômial (1:1) est m2 (Le théorème de Bézout�s), et que le nombre maximum des

points singuliers isolés indépendants du système est
m(m+ 1)

2
et que

m(m+ 1)

2
< m2

pour m � 2.

On dit que le point singulier (x�; y�) de système (1:1) est faible si la divergence

div(P;Q), du système (1:1) en (x�; y�) est nulle.

Le théorème suivant résume la théorie de Darboux sur l�intégrabilité des systèmes dif-

férentiels planaires polynômiaux tel qu�il est présenté dans [53], [23]. Pour les applications

de ce théorème voir par exemple [16].

Théorème 1.43 Soit le champ de vecteurs complexe planaire polynômial X = (P;Q) de

degré n qui admet p courbes algébriques invariantes irréductibles fi = 0 avec cofacteurs

Ki pour i = 1; :::; p et q facteurs exponentiels exp
�
gj
hj

�
avec les cofacteurs Lj pour

j = 1; :::; q et r points singuliers indépendants (xk; yk) 2 C2 tels que fi(xk; yk) 6= 0 pour
i = 1; :::; p et k = 1; :::; r.

(i) Il existe �i; �j 2 C non tous nuls tels que
pX
i=1

�iKi +

qX
j=1

�jLj = 0 si et seulement si

la fonction

f�11 :::f
�p
p

�
exp

�
g1
h1

���1
:::

�
exp

�
gq
hq

���q
(1.6)

est une intégrale première du champ de vecteurs X .

(ii) Si p + q + r �
�
n(n+ 1)

2

�
+ 1, alors il existe �i; �j 2 C non tous nuls tels que

pX
i=1

�iKi +

qX
j=1

�jLj = 0:

(iii) Si p+q+r �
�
n(n+ 1)

2

�
+2, alors le champ de vecteurs X a une intégrale première
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rationnelle, et par conséquent toutes les trajectoires du système sont contenues dans des

courbes algébriques invariantes.

(iv) Il existe �i; �j 2 R non tous nuls tels que
pX
i=1

�iKi +

qX
j=1

�jLj = � div (P;Q) si et

seulement si la fonction (1:6) est un facteur intégrant du champ de vecteurs X .

(v) Si p + q + r =
n(n+ 1)

2
et les points singuliers indépendants sont faibles, alors la

fonction (1:6) est une intégrale première si
pX
i=1

�iKi +

qX
j=1

�jLj = 0, ou est un facteur

intégrant si
pX
i=1

�iKi +

qX
j=1

�jLj = � div (P;Q) ; sous la condition que �i; �j 2 C ne sont

pas tous nuls.

(vi) S�il existe �i; �j 2 C non tous nuls tels que
pX
i=1

�iKi +

qX
j=1

�jLj = �s, pour s 2

C nf0g , alors la fonction

f�11 :::f
�p
p

�
exp

�
g1
h1

���1
:::

�
exp

�
gq
hq

���q
exp (st)

est une courbe invariante du champ de vecteurs X .

Ce théorème sera le socle du deuxième chapitre. Pour une preuve facile de ce théorème

voir [31].

1.9.3 Facteur intégrant inverse

La fonction V (x; y) est un facteur intégrant inverse du système (1:1) sur un ouvert


 2 R2 si V 2 C1(
), V 6= 0 sur 
 et si

P
@V

@x
+Q

@V

@y
=

�
@P

@x
+
@Q

@y

�
V:

C�est facile de véri�er que la fonction R =
1

V
dé�nit un facteur intégrant dans


 nfV = 0g du système (1:1).

Le facteur intégrant inverse est parmi les outils qui sont utilisés dans l�étude de l�exis-

tence et de la non existence des cycles limites, on peut même déterminer leurs formules en
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utilisant le facteur intégrant inverse. Cette méthode est introduite par Giacomini, Llibre

et Viano en 1996 [36] et est basée sur le théorème suivant :

Théorème 1.44 [36] Soient le système (1:1) et V = V (x; y) une fonction de classe C1

solution de l�équation aux dérivées partielles

P
@V

@x
+Q

@V

@y
�
�
@P

@x
+
@Q

@y

�
V = 0;

dé�nie sur l�ensemble ouvert 
:

Si � est un cycle limite du système di¤érentiel (1:1), alors � est contenu dans

� = f(x; y) 2 
 : V (x; y) = 0g :

1.10 La fonction de premier retour de Poincaré

Pour étudier la stabilité des orbites périodiques, l�outil (ou le moyen) le plus fonda-

mental est la fonction de premier retour de Poincaré, dé�nie par Henri Poincaré en 1881

[68].

L�idée de la fonction de premier retour de Poincaré est très simple : Si � est une orbite

périodique du système

_x = f(x) (1.7)

passant par le point x0 et � un hyperplan perpendiculaire à � en x0, alors pour tout

point x 2 �; su¢ samment proche de x0, la solution de (1:7) passant par x en t = 0, va
retraverser � en un point P (x) proche de x0. La fonction x 7! P (x) s�appelle la fonction

de premier retour de Poincaré.

La fonction de premier retour de Poincaré peut également être dé�nie lorsque � est

une surface lisse, passant par un point x0 de �, ce qui n�est pas tangente à � en x0. Dans

ce cas, on dit que la surface se coupe transversalement avec la courbe � en x0. Voir la

�gure (Fig. 1-4)

Le théorème suivant établit l�existence et la continuité de l�application de premier

retour de Poincaré P (x) et de sa dérivée première P 0(x).
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Fig. 1-4 �L�application de premier retour de Poincaré.

Théorème 1.45 [67] Soit E un ouvert de Rn et soit f 2 C1(E), supposons que, �t(x0)
soit une solution périodique de (1:1) de période T et que le cycle

� = fx 2 Rn= x = �t(x0); 0 � t � Tg

est contenu dans E. Soit � l�hyperplan orthogonal à � en x0, c�est-à-dire

� = fx 2 Rn= (x� x0):f(x0) = 0g :

Alors il existe un voisinage de x0; N�(x0) � E et une fonction unique �(x); dé�nie et

continûment di¤érentiable pour tout x 2 N�(x0); tels que �(x0) = T et ��(x)(x) 2 �; pour
tout x 2 N�(x0):

Dé�nition 1.46 Soient �; �; � et �(x) dé�nis dans le théorème 1.45, alors pour x 2
N�(x0) \ �; la fonction P (x) = ��(x) (x) est appelée l�application de premier retour de

Poincaré de � en x0:

Le théorème suivant donne la formule de P 0(0) :

Théorème 1.47 [67]. Soit (t) une solution périodique de (1:1) de période T . Alors la

dérivée de la fonction de Poincaré P (s) le long d�une ligne droite � qui est normale à

� = fx 2 Rn= x = (t)� (0); 0 � t � Tg en x = 0 est donnée par

P 0(0) = exp

Z T

0

r:f ( (t)) dt:
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Corollaire 1.48 [67] Sous les hypothèses du théorème 1.47, la solution périodique (t)

est un cycle limite stable si Z T

0

r:f ( (t)) dt < 0;

et il s�agit d�un cycle limite instable siZ T

0

r:f ( (t)) dt > 0:

Il peut s�agir d�un cycle limite stable, instable ou semi-stable ou appartenir à une bande

continue de cycles si cette quantité est égale à zéro.

1.11 Le 16i�eme problème de Hilbert : Problème du

centre

Le 16i�eme problème de Hilbert consiste en la recherche d�une borne uniforme H(n)

au nombre de cycles limites apparaissant dans la classe des systèmes (1:1).

1.11.1 Perturbation des systèmes di¤érentiels

Une technique usuelle pour obtenir un système di¤érentiel avec cycles limites est de

considérer un système di¤érentiel polynômial de type (1:1), possédant une singularité de

type centre, et de ce fait intégrable. On perturbe ce système par des polynômes f et g

de degrés n.

Le système di¤érentiel obtenu s�écrit8<: _x = P (x; y) + "f(x; y);

_y = Q(x; y) + "g(x; y);

où " est un petit paramètre.

L�objectif est de rompre le continuum d�orbites périodiques en espérant toutefois qu�il

reste des orbites fermées, qui seront isolées.
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1.11.2 Théorème de moyennisation du premier et deuxième

ordre

La méthode de la moyennisation est l�une des plus importantes méthodes perturba-

tives utilisées actuellement dans l�étude des cycles limites des systèmes dynamiques. Elle

a été introduite par Krylov et Bogoliubov en 1937 [44] et Bogoliubov et Mitropolskii

(1961) [12]. Elle a été ensuite développée par Verhulst [78], Sanders and Verhulst [79],

Malkin (1956) [65], Roseau (1966) [70], Llibre et Buica (2004) [14] . Dans le cas pério-

dique l�idée de base est de considérer une équation di¤érentielle perturbée mise sous la

forme standard suivante

_x = "f(x; t; "); (1.8)

où t 2 R; x 2 Rn; " est un petit paramètre et f est T�périodique en t, l�équation

moyennée associée à (1:8) s�écrit

_x = "f 0(x);

où

f 0(x) =
1

T

Z T

0

f(x; t; 0)dt (1.9)

La recherche des racines positives de (1:9) réduit le problème de la détermination des

solutions T -périodique de (1:8) qui est en général un problème di¢ cile.

On va présenter maintenant les résultats de base du théorème de moyennisation que

nous aurons besoin pour prouver les principaux résultats du chapitre 3. Le théorème

de moyennisation jusqu�au deuxième ordre qu�on utilise pour étudier spéci�quement les

orbites périodiques, a été développé dans [15]. Il se résume comme suit.

Théorème 1.49 [15] On considère le système di¤érentiel

_x(t) = "F1(t; x) + "2F2(t; x) + "3R(t; x; "); (1.10)

où F1; F2 : R � D ! R; R : R � D � (�"f ; "f ) ! R sont des fonctions continues,

T -périodiques par rapport a leurs premières variables et D est un ouvert de R.
Supposons que les hypothèses suivantes se tiennent F1(t;.) 2 C2(D); F2(t;�) 2 C1(D);Pour
tout t 2 R; F1; F2; R; DxF1 sont localement lipschitziennes par rapport à x et R est deux
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fois di¤érentiable par rapport à ". On dé�nit Fk0 : D ! R pour k = 1; 2 comme suit :

F10(x) =
1

T

Z T

0

F1(s; x)ds;

F20(x) =
1

T

Z T

0

�
@F1
@x
(s; x) � y1(s; x) + F2(s; x)

�
ds;

où

y1(s; x) =

Z s

0

F1(t; x)dt;

Pour un ensemble ouvert borné V � D et pour chaque " 2 (�"f ; "f )nf0g, il existe a 2 V
tel que (F10 + "F20)(a) = 0 et

d(F10 + "F20)

dx
(a) 6= 0:

Donc pour j"j > 0 su¢ samment petit, il existe une solution T�périodique x(t; ") du

système de telle sorte que x(0; ")! a quand "! 0.

Si F10 n�est pas identiquement nulle, alors les zéros de F10 + "F20 sont principalement

les zéros de F10 pour " su¢ samment petit. Dans ce cas, le résultat précédent fournit le

théoréme de moyennisation du premier ordre.

Si F10 est identiquement nulle et F20 n�est pas identiquement nulle, alors les zéros de

F10 + "F20 sont principalement les zéros de F20 pour " su¢ samment petit. Dans ce cas,

le résultat précédent fournit le théoréme de moyennisation de deuxiéme ordre.
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Chapitre 2

Sur les cycles limites de certaines

classes de systèmes di¤érentiels
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Sur les cycles limites de certaines classes de
systèmes di¤érentiels

2.1 Introduction

Il y a un peu plus d�un siècle, H. Poincaré donnait dans son célèbre mémoire [68], la

dé�nition d�un cycle limite pour un système di¤érentiel de la forme8><>:
_x =

dx

dt
= P (x; y);

_y =
dy

dt
= Q(x; y):

(2.1)

de R2. Un cycle est une trajectoire périodique de (2:1), c�est un cycle limite si son applica-
tion de retour n�est pas l�identité. Un cycle limite est alors un cycle isolé dans l�ensemble

des cycles. Cette propriété caractéristique fut certainement une des motivations de la

question du 16i�eme problème de Hilbert lorsque P et Q sont des polynômes de degré

n � 2. Si un cycle limite est contenu dans une courbe algébrique du plan, alors il est

dit algébrique, sinon on dit qu�il est non-algébrique. En d�autres termes, un cycle limite

est algébrique s�il existe un polynôme réel U(x; y) de telle sorte que la courbe algébrique

U(x; y) = 0 contient une partie fermée qui représente le cycle limite. En général, les

orbites d�un système di¤érentiel polynômial (2:1) sont contenues dans des courbes analy-

tiques qui ne sont pas algébriques. On sait que les systèmes di¤érentiels polynômiaux de

degré 1, n�admettent pas de cycles limites. Pour les systèmes di¤érentiels quadratiques

le problème de l�existence d�un cycle limite non algébrique explicitement donné reste un

problème ouvert.

Dans la plupart des articles et des livres sur les équations di¤érentielles ordinaires

où apparaissent des exemples de systèmes di¤érentiels planaires polynômiaux ayant des

cycles limites explicitement donnés, il s�agit de cycles algébriques. Un des exemples les

plus simples est celui d�un système cubique qui s�écrit en coordonnées polaires sous la

forme : (
_r = r(1� r2);

_� = 1;
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voir par exemple [67]. D�autre part, il semble intuitivement évident que «la plupart»

des cycles limites des systèmes di¤érentiels planaires polynômiaux doivent être non al-

gébrique. Il fallait attendre l�année 1996 pour que K. Odani [64] montre que le cycle

limite de l�oscillateur de Van Der Pol est non algébrique. En 1998 Mustapha Abdel Ka-

der [1] a montré que l�oscillateur de degré trois de Van Der Pol, admet un cycle limite

algébrique explicitement donné. D�autre part, et à notre connaissance le premier résultat

qui donne un système di¤érentiel polynômial avec un cycle limite non algébrique expli-

citement donné est le travail de A. Gasull, H. Giacomini and J. Torregrosa [35]. Juste

après que ce premier article soit apparu, Al-Dosary [4] donne une famille de systèmes

di¤érentiels polynômiaux, avec un cycle limite non algébrique explicite, qui généralise le

système de l�article de Gasull, Giacomini et Torregrosa. En 2012 Benterki [9] a donné un

exemple du système cubique avec un cycle limite non algébrique.

D�autre part, Giné et Grau [37] donnent un système di¤érentiel polynômial de degré

9, qui présente simultanément deux cycles limites explicites, un cycle limite algébrique

et un autre non algébrique.

Dans ce chapitre on va présenter trois résultats, il s�agit de trois travaux qui ont fait

l�objet de trois publications. La première est intitulée " A class of Kolmogorov system

with exact algebraic limit cycle [7], où nous déterminons les conditions d�existence d�un

cycle limite de la classe de systèmes di¤érentiels planaires de type Kolmogorov de la

forme générale :8<: _x = x (F + Ax+By + Cx2 +Dxy + Ey2 + a1x
3 + b1x

2y + a1xy
2 + b1y

3) ;

_y = y (L+Gx+Hy +Mx2 +Nxy + Sy2 + a2x
3 + b2x

2y + a2xy
2 + b2y

3) ;

où A;B;C;D;E; F;G;H;N;M;L; S et ai; bi; i = 1; 2 sont des constantes réelles. De plus,

nous prouvons que ce cycle limite est algébrique, et quand il existe, il peut être donné

explicitement. La deuxième intitulée "A class of di¤erntial system of odd degree with

explicit non algebraic limit cycle [6], où nous considérons la classe de systèmes di¤érentiels8<: _x = (x+ hx3 � 2x2y + hxy2 � 2y3) (x2 + y2)
k�1

+ xP2k (x; y) ;

_y = (y + 2x3 + hx2y + 2xy2 + hy3) (x2 + y2)
k�1

+ yP2k (x; y) ;

où h est une constante réelle et P2k (x; y) est un polynôme homogène de degré 2k; k 2 N�
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tel que

P2k(x; y) = 2bk
X

0�2s�2k

(�1)sC2s2kx2k�2sy2s � 2ak
X

0�2s+1�2k

(�1)sC2s+12k x2k�2s�1y2s+1

avec Cp2k =
2k!

p! (2k � p)!

où a et b sont des constantes réelles et nous déterminons les conditions d�existence d�un

cycle limite ainsi que son expression exacte. De plus, nous montrons que ce cycle limite

est non algébrique: La troisième intitulée "Exact algebraic and non-algebraic limit cycles

for a class of integrable quintic and planar polynomial di¤erential systems [8], où nous

déterminons les conditions d�existence de deux cycles limites explicites, un cycle limite

algébrique et un autre non algébrique pour une classe de systèmes di¤érentiels de la

forme : 8<: _x = x (x2 + y2 � 1)2 + (�x+ 2y + xy2 + x3) ((a+ b)x2 + (a� b)y2) ;

_y = y (x2 + y2 � 1)2 + (�2x� y + x2y + y3) ((a+ b)x2 + (a� b)y2)

où a et b sont des paramètres réels.

2.2 Sur l�existence de cycles limites algébriques pour

une classe de systèmes quartiques de type Kol-

mogorov

Considérons dans le quadrant positif 
 = f(x; y) 2 R2 = x > 0; y > 0g la classe de
systèmes polynômiaux quartiques de type Kolmogorov de la forme générale8<: _x = x (F + Ax+By + Cx2 +Dxy + Ey2 + a1x

3 + b1x
2y + a1xy

2 + b1y
3) ;

_y = y (L+Gx+Hy +Mx2 +Nxy + Sy2 + a2x
3 + b2x

2y + a2xy
2 + b2y

3) ;
(2.2)

où A;B;C;D;E; F;G;H;N;M;L; S et ai; bi; i = 1; 2 sont des constantes réelles telles

que :
A =

�
a1
�
�2 � r2 + �2

�
� 2a�

�
; E = (a+ 2p� 2�b1) ;
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B =
�
b1
�
�2 � r2 + �2

�
� 2p� � 2a�

�
; C = a� 2�a1

H =
�
b2
�
�2 � r2 + �2

�
� 2b�

�
; M = (b� 2p� 2�a2) ;

D = �2(�a1 + �b1); N = �2(�a2 + �b2);

F = a
�
�2 � r2 + �2

�
; S = (b� 2�b2) ;

G =
�
2p�� 2b� + a2

�
�2 � r2 + �2

��
; L = b

�
�2 � r2 + �2

�
:

où a; b; �; �; p et r sont des constantes réelles telles que

� > 0; � > 0 et r2 < min
�
�2; �2

	
Pour ce système, nous prouvons l�existence d�un cycle limite algébrique, de plus nous

montrons que ce cycle limite est hyperbolique représenté par le cercle � dé�nie par

l�équation :

U(x; y) = (x� �)2 + (y � �)2 � r2 = 0; (2.3)

Remarque 2.1 Les conditions � > 0; � > 0 et r2 < min
�
�2; �2

	
assure que � est un

cercle contenue dans le premier quadrant du plan


 =
�
(x; y) 2 R2 = x > 0; y > 0

	
:

Pour notre classe de systèmes di¤érentiels de degré 4, (2:2), on montre le résultat

suivant :

Lemme 2.2 Le cercle � dé�nit une solution périodique du système (2:2) :

Preuve : Nous remarquons que le système (2:2) peut s�écrire sous la forme suivante8<: _x = x (' (x; y)U (x; y) + ypUy (x; y)) ;

_y = y ( (x; y)U (x; y)� xpUx (x; y)) ;
(2.4)

où p est une constante réelle et ' (x; y) = a1x + b1y + a;  (x; y) = a2x + b2y + b et

U (x; y) = (x� �)2 + (y � �)2 � r2:
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Nous devons montrer que U = 0 est une courbe algébrique invariante du système di¤é-

rentiel (2:4). En e¤et, un calcul directe montre que

x ('U + pyUy)Ux + y ( U � pxUx)Uy = (x'Ux + y Uy)U:

Donc, le cercle � est une courbe invariante du système (2:4) avec le cofacteur

K(x; y) = x'(x; y)Ux(x; y) + y (x; y)Uy(x; y)

= 2 (x(x� �)(a1x+ b1y + a) + y((y � �) (a2x+ b2y + b)) :

Maintenant on va montrer que la courbe (2:4) est non singulière. Supposons que � contient

un point d�équilibre (x�; y�) du système, donc (x�; y�) est une solution du système :8<: (a1x+ b1y + a) ((x� �)2 + (y � �)2 � r2) + 2py(y � �) = 0;

(a2x+ b2y + b) ((x� �)2 + (y � �)2 � r2)� 2px(x� �) = 0:

Dans le premier quadrant positif du plan 
; il se réduit à y� = � et x� = �, qui est

absurde, donc � est une orbite périodique. Ce qui termine la preuve.

Dans ce paragraphe, nous discutons les conditions nécessaires et su¢ santes pour que

le système (2:2) admette aux moins un cycle limite algébrique � donné par l�équation

(2:4) : Plus précisément, nous montrons le résultat suivant :

Théorème 2.3 Le système (2:2) admet le cercle � comme cycle limite hyperbolique si

a1

�
� �

q
�2 � r2

�
+ b2

�
��

p
�2 � r2

�
6= 0:

Preuve : Si l�on considère � : f(x(t); (y(t))); t 2 [0; T ]g une orbite périodique du sys-
tème (2:2) de période T , on montre que � est un cycle limite hyperbolique.

A�n de montrer cela, nous utilisons le résultat du théorème 1.33, qui signi�e que �(t)

est un cycle limite lorsque
Z T

0

div(�(t))dt 6= 0; stable si
Z T

0

div(�(t))dt < 0 et instable

si
Z T

0

div(�(t))dt > 0:

Nous allons calculer intégrale
Z T

0

div(�(t))dt explicitement, en utilisant également le
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théorème 1.26, qui a¢ rme que :Z T

0

div(�(t))dt =

Z T

0

K(�(t))dt:

Cela nous permet de traiter une intégrale plus simple. Soit � 2 R� une constante
arbitraire, nous avonsZ T

0

div(�(t))dt =

Z T

0

div(�(t))dt+ �

�Z T

0

div(�(t))dt�
Z T

0

K(�(t))dt:

�
=

Z T

0

((1 + �) div(�(t))� �K(�(t))) dt:

Nous notons que la divergence du système (2:4) est

div (x; y) =
d

dx
(x ('U + pyUy)) +

d

dy
(y ( U � pxUx))

=
�
'+  + x'x + y y

�
U + ('� p)xUx + ( + p) yUy;

où 'x est la dérivée partielle par rapport à la variable x de la fonction ' = '(x; y), et de

même pour  y, alorsZ T

0

div (x; y) dt =

Z T

0

x ('� p� p�)Ux + y ( + p+ p�)Uydt:

D�un autre côté, il découle du système (2:2), que dt =
dx

x ('U + ypUy)
; donc

TZ
0

div (x; y) dt =

I
�

 + p+ p�

px
dx+

I
�

('� p� p�)Ux
pyUy

dx:

Comme U (x; y) = 0 est une courbe algébrique, nous avons Ux (x; y) dx+Uy (x; y) dy = 0;

c�est-à-dire Ux (x; y) dx = �Uy (x; y) dy; donc

TZ
0

div (x; y) dt =

I
�

 + p+ p�

px
dx�

I
�

'� p� p�

py
dy:
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Maintenant, nous appliquons la formule de Green

Z T

0

div (x; y) dt =

Z Z
int(�)

� d

dy

�
 + p+ p�

px

�
� d

dx

�
'� p� p�

py

�
dydx

= �
Z Z
int(�)

b2y + a1x

pxy
dxdy

donc Z T

0

div (x; y) dt = �b2
p

Z Z
int(�)

1

x
dxdy � a1

p

Z Z
int(�)

1

y
dxdy; (2.5)

où int(�) désigne l�intérieur de � où � est le cercle donné par l�équation U(x; y) =

(x� �)2 + (y � �)2 � r2 = 0:

Comme � est la réunion des deux arcs :

y1 = � �
q
r2 � (x� �)2; y2 = � +

q
r2 � (x� �)2:

Alors, on a

I1 =

Z Z
int(�)

1

x
dydx

=

�+rZ
��r

0BB@
�+
p
r2�(x��)2Z

��
p
r2�(x��)2

1

x
dy

1CCA dx

= 2

�+rZ
��r

q
r2 � (x� �)2

x
dx

On fait le changement de variable x = �+ r sin �; on obtient

I1 = 2r
2

�
2Z

��
2

q
1� (sin �)2

�+ r sin �
cos �d�:
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Par conséquent

I1 = �
�

r2

�
��

p
�2 � r2

�
: (2.6)

Maintenant, nous considérons la seconde intégrale I2 =
Z Z
int(�)

1

y
dxdy: Par symétrie, nous

avons juste à remplacer � par � dans l�expression de I1; on obtient

I2 = �
�

r2

�
� �

q
�2 � r2

�
: (2.7)

En tenant compte de (2:6) et (2:7), la formule (2:5) devientZ T

0

div(�(t))dt = � �

r2

�
a1

�
� �

q
�2 � r2

�
+ b2

�
��

p
�2 � r2

��
:

Par conséquent, l�orbite périodique � est un cycle limite hyperbolique si et seulement si

a1

�
� �

q
�2 � r2

�
+ b2

�
��

p
�2 � r2

�
6= 0;

ceci termine la preuve du théorème.

2.2.1 Exemples d�applications

Les exemples suivants sont donnés pour illustration.

Exemple 2.4 Pour � = 3; � = b1 = 2; r =
p
2; a = b = 0; p = b2 = 1 et a1 = a2 = �1,

le système8<: _x = x (�11x+ 20y + 6x2 � 8xy � 7y2 � x3 + 2x2y � xy2 + 2y3) ;

_y = y (�8x+ 11y + 5x2 � 2xy � 4y2 � x3 + x2y � xy2 + y3) ;
(2.8)

admet le cercle (x� 3)2 + (y � 2)2 � 2 = 0; comme cycle limite instable, carZ T

0

div(�(t))dt = ��
2

�
�
�
2�

p
4� 2

�
+
�
3�

p
9� 2

��
= 0:36370:

Ce cycle limite entoure un point selle (3:742; 1:658) et deux foyers instables (3:448; 0:908)

et (3; 3).
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Considérons maintenant un autre exemple.

Exemple 2.5 Pour � = 3; � = 4; r = 1; a = b = b1 = 0; p = 1
2
; a1 = 1; a2 =

�4
3
et

b2 =
3

4
, le système

8><>:
_x = x (x3 � 6x2 + xy2 � 8xy + 24x+ y2 � 4y) ;

_y = y

�
3

4
x2y � 4

3
x3 + 7x2 � 4

3
xy2 +

37

6
xy � 29x+ 3

4
y3 � 6y2 + 18y

�
;

(2.9)

admet le cercle

U(x; y) = (x� 3)2 + (y � 4)2 � 1 = 0;

comme cycle limite stable, puisqueZ T

0

div(�(t))dt = ��
��
4�

p
16� 1

�
+
3

4

�
3�

p
9� 1

��
= �0:803 29:

Ce cycle limite entoure un foyer stable (3:196; 4:502 9):

2.2.2 Sur la non-existence de cycle limite pour une classe cu-

bique de systèmes de Kolmogorov

Pour la classe des systèmes di¤érentiels polynômiaux (2:2) avec a1 = b1 = a2 = b2 = 0;

on a le résultat suivant

Théorème 2.6 Le système(
_x = x (a ((x� �)2 + (y � �)2 � r2) + 2py(y � �)) ;

_y = y (b ((x� �)2 + (y � �)2 � r2)� 2px(x� �)) :
(2.10)

a une intégrale première de la forme

H (x; y) =
xb

ya ((x� �)2 + (y � �)2 � r2)p
:

De plus, le système (2:10) n�a pas de cycles limites algébriques.
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Preuve : Nous avons

dU(x; y)

dt
= _xUx(x; y) + _yUy(x; y);

= (axUx(x; y) + byUy(x; y))U(x; y);

par conséquent, U(x; y) = 0 est une courbe algébrique invariante pour le système (2:10)

avec le cofacteur

K(x; y) = axUx(x; y) + byUy(x; y):

Supposons que U = 0 contient un point d�équilibre (x�; y�) du système, donc (x�; y�) est

une solution du système : (
x (aU(x; y) + pyUy(x; y)) = 0;

y (bU(x; y)� pxUx(x; y)) = 0:

Cela implique que (x�; y�) est une solution du système :(
Uy(x; y) = 0;

Ux(x; y) = 0:

ce qui est impossible car la courbe U = 0 est non singulière, donc U = 0 est une solution

périodique.

D�autre part, le système (2:10) admet trois courbes algébriques invariantes :

1) L�axe des ordonnées positives x = 0 et y > 0 avec cofacteur :

K1 (x; y) = aU (x; y) + pyUy (x; y) :

2) L�axe des abscisses positives y = 0 et x > 0 avec le cofacteur :

K2 (x; y) = bU (x; y)� pxUx (x; y) :

3) La courbe U(x; y) = 0 avec le cofacteur :

K (x; y) = axUx (x; y) + byUy (x; y) :
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Il est facile de voir que

bK1 (x; y)� aK2 (x; y)� pK (x; y) � 0;

il résulte du théorème de Darboux (voir chapitre I théorème 1.43 proposition (i)) que le

système (2:10) possède une intégrale première de la forme :

H (x; y) =
xb

ya (U (x; y))p
.

Il est bien connu, que si un système planaire polynômial admet une intégrale première

rationnelle, il ne peut pas avoir de cycles limites. Ainsi le système (2:10) n�a pas de cycles

limites.

Maintenant, nous donnons un exemple pour montrer que le système (2:2) pour a1 =

b1 = a2 = b2 = 0 ne peut pas avoir de cycle limite, bien que ce système admette une

famille de solutions périodiques.

Exemple 2.7 On pose U(x; y) = (x� 2)2 + (y � 2)2 � 1 a = p = 1; b = �1; le système8<: _x = x (7� 4x� 8y + x2 + 3y2) ;

_y = y (�7 + 8x+ 4y � 3x2 � y2) ;
(2.11)

possède la courbe algébrique U(x; y) = 0 comme solution périodique.

D�autre part, on a

H(x; y) =
1

xy (x2 + y2 � 4x� 4y + 7)

est une intégrale première du système (2:11) car

dH

dt
= _x

dH

dx
+ _y

dH

dy
;

= x
�
7� 4x� 8y + x2 + 3y2

� d

dx

�
1

xy (x2 + y2 � 4x� 4y + 7)

�
;

+y
�
�7 + 8x+ 4y � 3x2 � y2

� d
dy

�
1

xy (x2 + y2 � 4x� 4y + 7)

�
= 0:

Par conséquent, le système (2:11) n�a pas de cycles limites et le système admet une famille
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Fig. 2-1 �Portrait de phase du système (2:6)

de solutions périodiques.

2.3 Sur l�existence de cycles limites non algébriques

pour une classe de systèmes di¤érentiels de degré

2k + 1; k 2 N�:

Le but de cette section est de donner une classe de systèmes di¤érentiels planaires

polynômiaux pour laquelle nous pouvons obtenir un cycle limite non algébrique explici-

tement déterminé.

De notre part on va s�intéresser à la classe de systèmes8<: _x = (x+ hx3 � 2x2y + hxy2 � 2y3) (x2 + y2)
k�1

+ xP2k (x; y) ;

_y = (y + 2x3 + hx2y + 2xy2 + hy3) (x2 + y2)
k�1

+ yP2k (x; y) ;
(2.12)

où h une constante réelle et P2k (x; y) est un polynôme homogène de degré 2k; k 2 N� tel
que

P2k(x; y) = 2bk
X

0�2s�2k

(�1)sC2s2kx2k�2sy2s � 2ak
X

0�2s+1�2k

(�1)sC2s+12k x2k�2s�1y2s+1

avec Cp2k =
2k!

p! (2k � p)!
;
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où a et b sont des constantes réelles, on montre l�existence d�un cycle limite non algébrique,

de plus on donne l�expression exacte de ce cycle limite.

2.3.1 Existence de cycles limites

Dans cette section, on va donner des conditions d�existence d�un cycle limite non

algébrique ainsi que son expression exacte pour le système di¤érentiel polynômial (2:12).

Le premier théorème principal de cette section est le suivant :

Théorème 2.8 Le système di¤érentiel polynômial (2:12) admet un cycle limite non al-

gébrique dont l�expression en coordonnées polaires (r; �) est

r(�) =

s
ef(�)

�
�� +

Z �

0

e�f(s)ds

�
;

où f (�) = h� + a cos 2k� + b sin 2k� et a; b; h, �� sont des paramètres réels, tels que

h < 0; a+ 2h� < 0 et �� =
�e2h�
e2h� � 1

Z 2�

0

e�f(s) ds :

De plus, ce cycle limite est hyperbolique et stable.

Preuve : En coordonnées polaires (r; �), dé�nies par x = r cos � et y = r sin �, le

polynôme P2k(x; y) s�ecrit

P2k(r cos �; r sin �) = 2bkr2k
X

0�2s�2k

(�1)sC2s2k (cos �)
2k�2s (sin �)2s

�2akr2k
X

0�2s+1�2k

(�1)sC2s+12k (cos �)2k�2s�1 (sin �)2s+1 :

Mais on a X
0�2s�2k

C2s2k (�1)
s (cos �)2k�2s (sin �)2s = cos (2k�) ;

et X
0�2s+1�2k

C2s+12k (�1)s (cos �)2k�2s�1 (sin �)2s+1 = sin (2k�) :
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Donc le système di¤érentiel polynômial (2:12) en coordonnées polaires s�écrit8<: _r = (h+ 2bk (cos 2k�)� 2ak (sin 2k�)) r2k+1 + r2k�1;

_� = 2r2k:
(2.13)

Comme _� est strictement positive pour tout r 6= 0, ce système di¤érentiel est équivalent
à l�équation di¤érentielle en � suivante

dr

d�
=
1

2r

�
(h+ 2bk cos 2k� � 2ak sin 2k�) r2 + 1

�
: (2.14)

C�est une équation di¤érentielle de Bernoulli.

En introduisant le changement de variables � = r2, nous obtenons l�équation di¤érentielle

linéaire
d�

d�
= (h+ 2bk cos 2k� � 2ak sin 2k�) �+ 1; (2.15)

la solution générale de cette équation di¤érentielle est :

� (�; �0) = ef(�)
�
�0 +

Z �

0

e�f(s)ds

�
; (2.16)

où f (�) = h� + a cos 2k� + b sin 2k�:

Notons que le système (2:12) a une solution périodique si et seulement si l�équation (2:14)

a une solution de 2�-périodique strictement positif. La solution satisfaisant à la condition

initiale �(0; �0) > 0 est donnée par � (0; �0) = �0e
a > 0:

La condition �(2�; �0) = �(0; �0), telle que �(0; �0) > 0 assure que la solution périodique

est de période 2�. Ceci implique que

� (2�; �0)� � (0; �0) = ea+2h�
�
�0 +

Z 2�

0

e�f(s)ds

�
� �0e

a = 0:

L�unique solution de cette équation est �0 = �� où

�� =
e2h�

1� e2h�

Z 2�

0

e�f(s) ds: (2.17)

Puisque h < 0; nous avons �� > 0 et �(2�; ��) = �(0; ��) > 0: On remplace �0 par cette
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valeur de �� dans (2:16), nous obtenons

� (�) = ef(�)
�

e2h�

1� e2h�

Z 2�

0

e�f(s) ds+

Z �

0

e�f(s)ds

�
:

Donc, la solution générale de l�équation de Bernoulli (2:14) est

r(�; ��) =

s
ef(�)

�
�� +

Z �

0

e�f(s)ds

�
; (2.18)

où �� =
e2h�

1� e2h�

Z 2�

0

e�f(s) ds:

Dans ce qui suit on va montrer que cette solution n�est pas algébrique. Considérons la

courbe

r(�; ��) =

s
ef(�)

�
�� +

Z �

0

e�f(s)ds

�
;

on a r2(�; ��) = ef(�)
�
�� +

Z �

0

e�f(s)ds

�
elle n�est pas algébrique, car elle contient l�ex-

pression ��e
f(�).

Périodicité : Soit g(�) =

s
ef(�)

�
e2h�

1�e2h�

Z 2�

0

e�f(s) ds+

Z �

0

e�f(s)ds

�
; � 2 [0; 2�] alors

g (� + 2�) =

s
ef(�+2�)

�
e2h�

1� e2h�

Z 2�

0

e�f(s) ds+

Z �+2�

0

e�f(s)ds

�
:

Mais Z �+2�

0

e�f(s)ds =

Z �+2�

0

e�hs�a cos 2ks�b sin 2ksds

=

Z 2�

0

e�hs�a cos 2ks�b sin 2ksds+

Z �+2�

2�

e�hs�a cos 2ks�b sin 2ksds;

nous faisons le changement de variable u = s�2� dans l�intégrale
Z �+2�

2�

e�hs�a cos 2ks�b sin 2ksds,

on obtient Z �+2�

2�

e�hs�a cos 2ks�b sin 2ksds =

Z �

0

e�h(s+2�)�a cos 2ks�b sin 2ksds:
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alors,

g (� + 2�) =

s
e2h�ef(�)

��
e2h�

1�e2h� + 1
�Z 2�

0

e�f(s) ds+ e�2h�
Z �

0

e�f(s)ds

�
= g(�):

Donc r(�; ��) est périodique de période 2�:

Dans ce qui suit on montre que r(�; ��) > 0; pour tout � 2 [0; 2�] : En e¤et, puisque

�� =
e2h�

1�e2h�

Z 2�

0

e�f(s) ds > 0; alors

r(�; ��) =

s
ef(�)

�
�� +

Z �

0

e�f(s)ds

�
> 0;

pour tout � 2 [0; 2�] ; :donc l�équation (2:14) admet une solution périodique strictement
positive.

En vue de prouver que cette solution représente une orbite périodique isolée, c�est à dire

un cycle limite, il su¢ t que l�application de premier retour de Poincaré � 7! P (�) =

r(2�; �) véri�e la condition
dr(2�; �)

d�

����
�=��

6= 1

On a

dr(2�; �)

d�

����
�=��

=
1

2

p
(1� e2h�) ea+2h�sZ 2�

0

e�f(s) ds

;

puisque h < 0 et a+ 2h� < 0; on conclut que
�
1� e2h�

�
ea+2h� < 1 et

dr(2�; �)

d�

����
�=��

<
1sZ 2�

0

e�f(s) ds

:

De plus, on a

2�Z
0

e�f(s) ds =

Z 2�

0

e�a cos 2ks�b sin 2ks�hs ds >

Z 2�

0

e�a cos 2ks�b sin 2ks ds:
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D�autre part, nous avons

2�Z
0

e�a cos 2ks�b sin 2ks ds =

Z �
2

0

e�a cos 2ks�b sin 2ks ds+

Z �

�
2

e�a cos 2ks�b sin 2ks ds (2.19)

+

Z 3�
2

�

e�a cos 2ks�b sin 2ks ds+

Z 2�

3�
2

e�a cos 2ks�b sin 2ks ds;

par le changement de variable u = s� �

2
, l�intégrale

Z �

�
2

e�a cos 2ks�b sin 2ks ds, devient

Z �

�
2

e�a cos 2ks�b sin 2ks ds =

Z �
2

0

ea cos 2ks+b sin 2ks ds;

On fait le changement de variable u = s� 3�
2
dans l�intégrale

Z 2�

3�
2

e�a cos 2ks�b sin 2ks ds, on

obtient Z 2�

3�
2

e�a cos 2ks�b sin 2ks ds =

Z �
2

0

ea cos 2ks+b sin k2s ds:

par le changement de variable u = s� �, on obtient

Z 3�
2

�

e�a cos 2sk�b sin 2ks ds =

Z �
2

0

e�a cos 2ks�b sin 2ks ds

Donc l�intégrale (2:19) s�écrit sous la formeZ 2�

0

e�a cos 2ks�b sin 2ks ds = 2

Z �
2

0

e�a cos 2ks�b sin 2ks ds+ 2

Z �
2

0

ea cos 2ks+b sin 2ks ds:

Il est bien connu que la fonction

x 7! e�x + ex � 2; 8x 2 R;

alors Z 2�

0

e�f(s) ds > 2

Z �
2

0

�
e�a cos 2ks+b sin 2ks + ea cos 2ks+b sin 2ks

�
ds

� 4

Z �
2

0

ds = 2�:
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Par conséquent, on en déduit que

dr(2�; �)

d�

����
�=��

<
1sZ 2�

0

e�f(s) ds

<
1p
2�

< 1:

Par conséquent, r(�; ��) est un cycle limite stable et hyperbolique de l�équation dif-

férentielle (2:14). Donc il s�agit d�un cycle limite hyperbolique stable pour le système

di¤érentiel (2:12).

2.3.2 Unicité du cycle limite

Maintenant, nous allons montrer que le cycle limite r (�; ��) est l�unique orbite pério-

dique du système di¤érentiel (2:13), et par conséquent l�unique cycle limite de ce système,

a cet e¤et on a besoin de rappeler le théorème de Dulac généralisé.

Théorème 2.9 [31] Soit 
 un région n-multiplement connexes de R2. Supposons que la

divergence
�
@P

@x
+
@Q

@y

�
du système di¤érentiel _x = P (x; y); _y = Q(x; y) de classe C1 a

un signe constant dans 
, et n�est identiquement nulle sur aucune sous-région de 
. Alors,

ce système di¤érentiel a au plus (n � 1) orbites périodiques qui se situent entièrement
dans 
.

Pour notre classe de systèmes di¤érentiels de degré 2k+1; (2:12) on montre le résultat

suivant :

Théorème 2.10 Le cycle limite du système (2:12) est unique.

Preuve : Nous prenons comme nouvelle variable indépendante la variable � dé�nit par

d� = �2
�
x2 + y2

�k+1
dt:
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Comme (x2 + y2) s�annule uniquement à l�origine. Le système di¤érentiel (2:12) et le

système8>>>><>>>>:
dx

d�
=
(h (x2 + y2)x� 2y (x2 + y2) + x) (x2 + y2)

k�1
+ xP2k (x; y)

�2 (x2 + y2)k+1
;

dy

d�
=
(h (x2 + y2) y + 2x (x2 + y2) + y) (x2 + y2)

k�1
+ yP2k (x; y)

�2 (x2 + y2)k+1

(2.20)

ont le même portrait de phase dans 
 = R2nf(0; 0)g. Un calcul simple montre que la
divergence du système di¤érentiel (2:20) est donnée par :

div(P;Q) =
1

(x2 + y2)2
> 0 dans 
.

Ainsi, d�après le théorème de Dulac, et puisque 
 est un région doublement connexes de

R2, il s�ensuit que le système di¤érentiel (2:20) et par suite le système (2:12) a au plus
une solution périodique. Et par conséquent r (�; ��) est la seule solution périodique de

l�équation (2:14). Ceci achève la démonstration du théorème.

2.3.3 Application

Dans ce paragraphe on va construire deux classes de systèmes di¤érentiels planaires,

possédant des cycles limites non algébriques, dont on peut déterminer l�expression explicite.

Système di¤érentiel cubique avec cycle limite non algébrique.

Un cas particulier très important de la classe (2:12) est lorsque k = 1, c�est à dire la

classe de systèmes di¤érentiels cubiques, qui admet un cycle limite non algébrique, ex-

plicitement donné. A notre connaissance, ce résultat représente la première classe traitée

dans la littérature.

Théorème 2.11 Considérons le système di¤érentiel polynômial cubique suivant :8<: _x = x+ (2b+ h)x3 � (4a+ 2) x2y + (h� 2b)xy2 � 2y3;

_y = y + 2x3 + (2b+ h)x2y + (2� 4a)xy2 + (h� 2b) y3;
(2.21)
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Le système (2:21) admet un cycle limite non algébrique, donné explicitement en coordon-

nées polaires (r; �), par

r(�) =

s
eh�+a cos 2�+b sin 2�

�
�� +

Z �

0

e�hs�a cos 2s�b sin 2sds

�
;

où a; b; h et �� sont des constantes réelles telles que

h < 0; a+ 2h� < 0 et �� =
�e2h�
e2h� � 1

Z 2�

0

e�a cos 2s�b sin 2s�hs ds:

De plus, ce cycle limite est hyperbolique et stable.

Preuve : Pour k = 1; on a

P2(x; y) = 2b
X

0�2s�2
(�1)sC2s2 x2�2sy2s � 2a

X
0�2s+1�2

(�1)sC2s+12 x2�2s�1y2s+1;

= 2b
�
x2 � y2

�
� 4axy:

On pose k = 1 et P2(x; y) = 2bx2�4axy�2by2 dans le théorème 2.8; on trouve le système
(2:21). Ceci achève la démonstration du théorème 2.11.

On prend l�exemple suivant

Exemple 2.12 Pour h = �1 et a = b = 2, le système (2:21) devient8<: _x = x+ 3x3 � 10x2y � 5xy2 � 2y3;

_y = y + 2x3 + 3x2y � 6xy2 � 5y3:

Ce système admet un cycle limite non algébrique, donné explicitement en coordonnées

polaires (r; �); par

r(�) =

s
e��+2 cos 2�+2 sin 2�

�
�� +

Z �

0

es�2 cos 2s�2 sin 2sds

�
;

où � 2 R et �� =
e�2�

1� e�2�

Z 2�

0

e�2 cos 2s�2 sin 2s+s ds = 4: 525 8:
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Système di¤érentiel de degré 5, avec cycle limite non algébrique

Dans cette section, on va construire une classe de systèmes di¤érentiels de degré 5,

qui possède un cycle limite non algébrique, de plus on peut donner son expression exacte.

Notre résultat principal est le suivant :

Théorème 2.13 Considérons le système di¤érentiel polynômial suivant :8>>>>>><>>>>>>:

_x = x3 + xy2 + (h+ 4b)x5 � 2y5 � 2 (8a+ 1) x4y
+ 2 (h� 12b)x3y2 + 4 (4a� 1)x2y3 + (h+ 4b)xy4;

_y = y3 + x2y + 2x5 + (h+ 4b)x4y + 4 (1� 4a)x3y2

+ 2 (h� 12b)x2y3 + 2 (8a+ 1) xy4 + (h+ 4b) y5;

(2.22)

Le système (2:22) admet un cycle limite non algébrique, donné explicitement en coordon-

nées polaires (r; �), par

r(�) =

s
eh�+a cos 4�+b sin 4�

�
�� +

Z �

0

e�hs�a cos 4s�b sin 4sds

�
;

où a; b; h et �� sont des constantes réelles telles que

h < 0; a+ 2h� < 0 et �� =
�e2h�
e2h� � 1

Z 2�

0

e�a cos 4s�b sin 4s�hs ds:

De plus, ce cycle limite est hyperbolique et stable.

Preuve : Pour k = 2; on a

P4(x; y) = 4b
X

0�2s�4
(�1)sC2s4 x4�2sy2s � 4a

X
0�2s+1�4

(�1)sC2s+14 x4�2s�1y2s+1

= 4bx4 � 16ax3y � 24bx2y2 + 16axy3 + 4by4:

On pose k = 2 et P4(x; y) = 4bx4 � 16ax3y � 24bx2y2 + 16axy3 + 4by4 dans le théorème
2.8; on trouve le système (2:22). Ceci achève la démonstration du théorème 2.13.

On prend l�exemple suivant
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Exemple 2.14 Pour h = �1 et a = b = 2, le système (2:22) devient8<: _x = x3 + xy2 + 7x5 � 34x4y � 50x3y2 + 28x2y3 + 7xy4 � 2y5

_y = y3 + x2y + 2x5 + 7x4y � 28x3y2 � 50x2y3 + 34xy4 + 7y5

Ce système admet un cycle limite non algébrique, donné explicitement en coordonnées

polaires (r; �) ; par

r(�) =

s
e��+2 cos 4�+2 sin 4�

�
�� +

Z �

0

es�2 cos 4s�2 sin 4sds

�
:

où � 2 R et �� =
e�2�

1� e�2�

Z 2�

0

e�2 cos 4s�2 sin 4s+s ds = 4: 731 5:

2.4 Sur la coexistence de cycles limites algébriques

et non algébriques

Dans cette partie, on va étudier la classe de systèmes di¤érentiels de degré 5 :8<: _x = x (x2 + y2 � 1)2 + (�x+ 2y + xy2 + x3) ((a+ b)x2 + (a� b)y2) = P5(x; y);

_y = y (x2 + y2 � 1)2 + (�2x� y + x2y + y3) ((a+ b)x2 + (a� b)y2) = Q5(x; y);

(2.23)

où a et b sont des paramètres réels. On va donner des conditions d�existence simul-

tanément de deux cycles limites explicites, un cycle limite algébrique et un autre non

algébrique.

Pour notre classe de systèmes di¤érentiels (2:23), on montre le résultat principal

suivant :

Théorème 2.15 Pour a 2 R�+, b 2 R+ et b2�a2 < 0; le système (2:23) admet exactement
deux cycles limites ; le cercle

(1) : x
2 + y2 � 1 = 0

entourant un cycle limite non algébrique (�) donné explicitement en coordonnées polaires
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(r; �) par

r(�; r�) =

s
1 +

e��

1 + 1
r2��1

� e�� + f (�)
;

où f(�) =
Z �

0

e�s

a+ b cos 2s
ds et r� =

s
f (2�)

1� e�2� + f (2�)
:

Preuve : Premièrement, nous avons immédiatement

xQ5(x; y)� yP5(x; y) = �2
�
x2 + y2

� �
(a+ b)x2 + (a� b)y2

�
:

Donc et comme b2 � a2 < 0, alors l�origine est l�unique point d�équilibre du système

di¤érentiel (2:23). De plus, il est facile de voir que le cercle

(1) : x
2 + y2 � 1 = 0

est une solution invariante avec le cofacteur

K(x; y) = 2
�
x2 + y2

� �
(a+ b+ 1)x2 + (a� b+ 1)y2 � 1

�
;

Il est clair que, la courbe (1) est une solution périodique du système (2:23) puisqu�elle

ne passe pas par l�origine.

Soit T la période de la solution périodique, il est bien connu que l�orbite périodique (1)

est un cycle limite hyperbolique si et seulement si

I (1) =

Z T

0

div(x; y)dt 6= 0:

A�n de montrer cela, nous utilisons le résultat du théorème 1.26. Cette intégrale peut

être calculée via

I (1) =

Z T

0

K(x; y)dt;

Notons que si une courbe périodique 1(t) est invariante pour un système di¤érentiel

avec un cofacteur K(x; y) de signe constant pour (x; y) 2 Int(1(t)) (Int(1(t)) désigne

l�intérieur de 1(t)), alors
Z T

0

K(x; y)dt; est automatiquement di¤érente de zéro.
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Puisque b2 � a2 < 0, la courbe K (x; y) = 0 ne coupe pas (1); avec K(x; y) > 0 à

l�intérieur de (1) n f(0; 0)g, donc
I (1) > 0:

Par conséquent (1) est un cycle limite algébrique instable pour le système (2:23).

Le système (2:23) peut s�écrire en coordonnées polaires (r; �) dé�nies par x = r cos �; y =

r sin � sous la forme8<: _r = (a+ b cos 2� + 1)r5 � (a+ b cos 2� + 2)r3 + r;

_� = �2(a+ b cos 2�)r2:
(2.24)

En prenant � comme une variable indépendante, on obtient l�équation

(a+ b cos 2�)
dr

d�
= �1

2

�
(a+ b cos 2� + 1)r3 � (a+ b cos 2� + 2)r +

1

r

�
: (2.25)

Puisque b2 � a2 < 0; alors _� est négatif pour tout t; les orbites r (�) de l�équation di¤é-

rentielle (2:25) ont renversé leur orientation dans (r(t); �(t)) ou (x(t); y(t)) des systèmes

di¤érentiels (2:24) et (2:23), respectivement.

On fait le changement de variable � = r2, l�équation (2:25) devient l�équation di¤érentielle

de Riccati suivante :

(a+ b cos 2�)
d�

d�
= �(a+ b cos 2� + 1)�2 + (a+ b cos 2� + 2)�� 1: (2.26)

Il est bien connu qu�une équation de Riccati a un continuum d�orbites périodiques, ou

elle a au plus deux orbites périodiques voir par exemple [[49], [58]].

On note que notre équation de Riccati (2:26) a déjà une orbite périodique �(�) = 1,

qui est un cycle limite du système (2:23).

La solution générale �(�; k) de l�équation (2:26) est

�(�; k) = 1 +
e��

k � e�� + f (�)
;

où f (�) =
Z �

0

e�s

a+ b cos 2s
ds:
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Par conséquent, la solution générale de l�équation (2:25) est

r(�; k) =

s
1 +

e��

k � e�� + f (�)
:

En coordonnées cartésiennes r2 = x2+y2 et � = arctan
y

x
, l�intégrale première du système

(2:23) est

f(x; y) =
x2 + y2

x2 + y2 � 1e
� arctan y

x �
Z arctan y

x

0

e�s

a+ b cos 2s
ds:

Les courbes f(x; y) = k, k 2 R dans le plan (x; y) sont non algébrique (si l�on exclut bien
sûr la courbe (1) correspondant à k ! +1), puisque si la courbe est algébrique, cette
courbe doit être donnée par un polynôme, mais si f(x; y) est un polynôme en x et y, il

doit satisfaire
@nf

@xn
= 0 ou n est un entier positif, or

df (x; y)

dx
=

�
y (x2 + y2 � 1)2 + (x2y + y3 � 2x� y) (ax2 + ay2 + bx2 � by2)

�
e� arctan

1
x
y

(x2 + y2 � 1)2 (ax2 + ay2 + bx2 � by2)

Si on dérive une deuxième fois, il apparaît de nouveau l�expression e� arctan
1
x
y, ainsi cette

expression apparaît dans la dérivée partielle de n�importe quel ordre. Ce qui assure que

la courbe f(x; y) n�est pas polynômiale.

Il est très important de noter que le système (2:23) a une solution périodique si et

seulement si l�équation (2:25) possède une solution 2��périodique strictement positive.
La solution de l�équation (2:25) satisfaisant à la condition initiale r(0; r0) = r0 > 0 est

k =
r20

r20 � 1
:

Donc la solution r (�; r0) de l�équation (2:25) telle que k =
r20

r20 � 1
est

r(�; r0) =

s
1 +

e��

1 + 1
r20�1

� e�� + f (�)
: (2.27)

Une telle solution périodique du système (2:24) doit satisfaire à la condition r (2�; r0) =
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r (0; r0) ; ce qui conduit à deux valeurs distinctes positives de r0 :

r1 = 1

correspondant évidemment au cycle limite algébrique (1). Une deuxième valeur r� don-

née par

r� =

s
f (2�)

1� e�2� + f (2�)
: (2.28)

On remplace r0 par cette valeur de r� dans (2:27) ; nous obtenons

r(�; r�) =

s
1 +

e��

1 + 1
r2��1

� e�� + f (�)
:

Pour montrer que c�est une solution périodique, nous devons montrer que :

i) La fonnction � 7�! g(�) dé�nie par

g(�) = 1 +
e��

1 + 1
r2��1

� e�� + f (�)
; � 2 [0; 2�[

est 2��périodique

ii) g(�) > 0, 8� 2 [0; 2�[:

La dernière condition assure que r(�; r�) est bien dé�ni pour tout � 2 [0; 2�[ et la solution
périodique ne passe pas par le point d�équilibre unique (0; 0) du système (2:23):

Périodicité de g(�) :

Soit � 2 [0; 2�[, alors on a

g(� + 2�) = 1 +
e���2�

1 + 1
r2��1

� e���2� + f (� + 2�)
; (2.29)

mais

f (� + 2�) =

Z �+2�

0

e�s

a+ b cos 2s
ds

= f (2�) +

Z �+2�

2�

e�s

a+ b cos 2s
ds;
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nous faisons le changement de variable u = s� 2� dans l�intégrale
Z �+2�

2�

e�s

a+ b cos 2s
ds,

on obtient

f (� + 2�) = f (2�) +

Z �

0

e�(u+2�)

a+ b cos 2 (u+ 2�)
du

= f (2�) + e�2�f (�) ;

On remplace f (� + 2�) par f (2�) + e�2�f (�) dans (2:29), nous obtenons

g(� + 2�) = g(�):

Donc g est 2��périodique.

Positivité stricte de g (�) :

Comme b2 � a2 < 0 et a 2 R�+, b 2 R+; alors b < a; par conséquent, 0 < a � b <

a+ b cos 2� < a+ b, donc f (�) > 0 pour tout � 2 [0; 2�[; de plus on a

f(2�) =

Z 2�

0

e�s

a+ b cos 2s
ds

= f (�) +

Z 2�

�

e�s

a+ b cos 2s
ds;

et comme
e�s

a+ b cos 2s
> 0 alors, on a

Z 2�

�

e�s

a+ b cos 2s
ds > 0; donc

f(2�) � f (�) > 0 pour tout � 2 [0; 2�[

et

g(�) � 1+
e��

e2�

1�e2� f (2�)� e�� + f (2�)

=
f (2�)

f (2�) + e�� (e2� � 1) > 0;

d�où la solution 2��périodique strictement positive de l�équation (2:25) existe, c�est�à-
dire que le système (2:23) admet une solution périodique.

En vue de prouver que cette solution représente une orbite périodique isolée, c�est à dire
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un cycle limite, il su¢ t (voir par exemple [31]) que l�application de premier retour de

Poincaré donnée par r� 7! P (r�) = r(2�; r�) véri�e la condition

dr(2�; r�)

dr�

����
r�=

r
f(2�)

1�e�2�+f(2�)

6= 1;

ce qui est déjà le cas puisque on a

dr(2�; r�)

dr�

����
r�=

r
f(2�)

1�e�2�+f(2�)

= r�e
�2� ((f(2�) + 1� e�2�) r2� + e�2� � f(2�))

�2q
(f(2�)+1)r2��f(2�)

(f(2�)+1�e�2�)r2�+e�2��f(2�)

������
r�=

r
f(2�)

1�e�2�+f(2�)

= e2� > 1:

Par conséquent, l�équation di¤érentielle (2:25) admet un cycle limite hyperbolique in-

stable, donc il s�agit d�un cycle limite hyperbolique stable pour le système (2:23), donc

le système (2:23) admet exactement deux cycles limites.

Exemple d�application

Exemple 2.16 Prenons a =
3

2
; b =

1

2
; le système (2:23) s�écrit

8<: _x = x (x2 + y2 � 1)2 + (�x+ 2y + xy2 + x3) (2x2 + y2)

_y = y (x2 + y2 � 1)2 + (�2x� y + x2y + y3) (2x2 + y2)
(2.30)

Alors nous avons r� = 0:630 79:

Il est facile de véri�er que toutes les conditions du théorème 2.15 sont satisfaites. Nous

concluons que le système (2:30) possède deux cycles limites.

Par le programme P4, le Portrait de phase qui contient les cycles limites du système

(2:30) est donné dans la �gure suivante :
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Fig. 2-2 �Portrait de phase du système (2:30)

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a donné les expressions analytiques des cycles limites pour trois

classes assez larges de systèmes di¤érentiels autonomes du plan. Dans la première section

de ce chapitre, on a déterminé une classe de systèmes di¤érentiels planaires polynômiaux

de Kolmogorov de degré 4 pour laquelle nous pouvons obtenir un cycle limite non algé-

brique explicitement donné et on a démontré la non-existence de cycles limites pour une

classe de systèmes di¤érentiels planaires cubique de type Kolmogorov. Dans la deuxième

section de ce chapitre, on a déterminé les conditions d�existence d�un cycle limite pour

une classe de systèmes di¤érentiels planaires de degré 2k+1 pour laquelle nous pouvons

obtenir un cycle limite non algébrique explicitement donné qui entoure le point singulier

situé à l�origine. Dans la troisième section de ce chapitre, on a donné un système di¤é-

rentiel polynômial de degré 5, qui présente simultanément deux cycles limites explicites,

un cycle limite algébrique et un autre non algébrique.

Finalement, nous soulevons les questions suivantes qui se dégagent à travers ce cha-

pitre de façon naturelle :

1) -Quelle est le nombre maximal de cycles limites algébriques pour un système de

type Kolmogorov de degré n.

2) - Existe-il des systèmes quintiques possédant deux cycles limites non algébriques

explicites ?

3) - Existe-il des systèmes cubiques qui présentent simultanément deux cycles limites

explicites, un cycle limite algébrique et un autre non algébrique. ?

4) - Existe-il des systèmes quadratiques possédant un cycle limite non algébriques ?
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Chapitre 3

Le nombre maximum de cycles

limites d�une famille de systèmes

di¤érentiels
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Le nombre maximum de cycles limites d�une
famille de systèmes di¤érentiels

3.1 Introduction

La deuxième partie du 16i�eme problème de Hilbert, est complètement ouverte. Elle

consiste en la recherche du nombre maximum et les dispositions relatives des cycles limites

du champ de vecteurs : (
_x = Pn(x; y);

_y = Qn(x; y);
(3.1)

où Pn et Qn sont des polynômes de degré n [[41], [12],[73] et [80]]. Même si le problème

a été posé en 1900, c�est en 1987 que Ecalle et Ilyashenko ont prouvé que le champ

de vecteurs polynômial possède un nombre �ni de cycles limites. Les deux preuves sont

un véritable «tour de force» et chacune nécessite un volume de 300 pages. Bien que

le résultat de Ecalle et Ilyashenko montre que chaque champ de vecteurs polynômial

individuel a un nombre �ni de cycles limites, il est impossible d�en tirer une estimation

uniforme sur le nombre de cycles limites. Ainsi, on sait qu�il y a un nombre �ni de cycles

limites, mais on n�a pas de majoration.

Ces dernières années, plusieurs articles ont été publiés sur les cycles limites de sys-

tèmes di¤érentiels polynômiaux planaires. La raison principale de cette étude est le sei-

zième problème, non résolu, de Hilbert. En particulier, un grand nombre d�articles sont

consacrés aux cycles limites qui bifurquent en orbites périodiques à partir d�un centre.

La notion d�un centre consiste : en un point singulier d�un système di¤érentiel (3:1)

pour lequel il existe un voisinage tels que toutes les orbites dans ce voisinage sont pério-

diques, excepté le point singulier. L�importance du cas d�un centre vient du fait que, la

naissance de cycles limites par la méthode de perturbation est faisable dans le cas d�un

centre.

Les techniques utilisées pour étudier les cycles limites qui peuvent être bifurqués à

partir des orbites périodiques d�un centre, sont principalement trois : La technique des

intégrales Abéliennes (voir [21]), la technique des fonctions de Melnikov (voir [74]), et la

théorie de moyennisation [15] . Dans le plan toutes ces techniques sont équivalentes (voir

[38]), elles produisent les mêmes résultats, mais les calculs peuvent être changés avec les
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di¤érentes techniques.

Il existe une littérature nombreux qui s�intéresse à l�étude des cycles limites qui

peuvent bifurquer à partir des orbites périodiques de centres de systèmes di¤érentiels

de type Liénard, voir par exemple [[11], [20]�[25], [28]�[34], [39]�[23], [60]�[72], [76],.[[3],

[[56], [57],...].

En 2012 [55], les auteurs ont amélioré certains résultats et ont obtenu le nombre

maximal de cycles limites pour le système(
_x = y � g1 (x)� f1 (x) y;

_y = �x� g2 (x)� f2 (x) y

où g1, g2, f1 et, f2 sont des polynômes de degré n; m, l et k respectivement.

En 2014 [32] les auteurs ont étudié, en utilisant la méthode de moyennisation du

premier ordre, le nombre maximal de cycles limites du système(
_x = y;

_y = �x� g2 (x) y � f2 (x) y
2;

où g2 et, f2 sont des polynômes de degré n:

Dans [51] J. Llibre et A. Makhlouf ont étudié, en utilisant la méthode de la moyen-

nisation, le nombre maximal de cycles limites du système(
_x = �y2p�1

_y = x2q�1 � "f (x) y2��1;

où f est un polynôme de degré n et p; � et q sont des entiers positifs:

Dans [69], les auteurs ont étudié, en utilisant la méthode de moyennisation du premier

ordre, le nombre maximal de cycles limites du système(
_x = �y2p�1

_y = x2mp�1 + "(px2mp +mpy2p)(g(x; y)� A);

où g(x; y) avec g(0; 0) = 0 est un polynôme de degré n � 1, p et m sont des entiers

positifs et A > 0:

Dans ce chapitre, on considère le problème de la recherche du nombre maximal de
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cycles limites d�une classe de systèmes di¤érentiels polynômiaux de la forme8>>>><>>>>:
_x = y �

2X
�=1

"� (g1k (x) y
2�+1 + f1k (x) y

2�) ;

_y = �x�
2X
�=1

"� (g2k (x) y
2�+1 + f2k (x) y

2�) ;

(3.2)

où g1, g2, f1 et, f2 sont des polynômes de degré n; m, l et k respectivement et p; � et

q sont des entiers positifs, pour cela en utilisant la méthode de la moyennisation. Plus

précisément on va présenter deux résultats, il s�agit de deux travaux qui ont fait l�objet

de deux publications

La première est intitulée "Upper bounds for the number of limit cycles of polynomial

di¤erential systems via averaging theory, où nous déterminons les bornes supérieures pour

le nombre de cycles limites qui peuvent être obtenus en perturbant le centre du système

di¤érentiel linéaire _x = y; _y = �x; c�est-à-dire lorsque p = q = 1; en utilisant la théorie

de la moyennisation du premier et deuxième ordre, respectivement. Les réponses à cette

question seront données dans le théorème 3.1.

La deuxième intitulée "On the number of limit cycles of a class of polynomial di¤eren-

tial systems" où nous donnons les bornes supérieures optimales pour le nombre de cycles

limites, qui peut être obtenu en perturbant le centre non linéaire _x = �y2p�1; _y = x2q�1;

à l�aide de la théorie de la moyennisation du premier ordre. La réponse à cette question

est apportée dans le théorème 3.11.

3.2 Perturbation et cycles limites pour un système

di¤érentiel à centre linéaire

Dans cette section, On va appliquer la méthode de la moyennisation du premier et

deuxième ordre a�n d�étudier le nombre maximal de cycles limites du système8>>>><>>>>:
_x = y �

2X
�=1

"� (g1k (x) y
2�+1 + f1k (x) y

2�) ;

_y = �x�
2X
�=1

"� (g2k (x) y
2�+1 + f2k (x) y

2�) ;

(3.3)
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où g1� , g2�, f1� et , f2� pour tout � = 1; 2 sont des polynômes de degré n; m, l et k

respectivement et " est un petit paramètre.

Soit [x] la partie entière de x 2 R. Notre résultat principal est le suivant.

Théorème 3.1 Pour j"j 6= 0 su¢ samment petit, le nombre maximal de cycles limites du
système (3:3) qui peut être bifurqué à partir des orbites périodiques du système di¤érentiel

linéaire _x = y; _y = �x en utilisant la méthode de la moyennisation :
(a) Du premier ordre est

�1 = max
��

l�1
2

�
;
�
m
2

�	
:

(b) Du deuxième ordre est

� = max
��

l
2

�
+
�
n�1
2

�
+ �;

�
k
2

�
+
�
m�1
2

�
+ �;

�
n�1
2

�
+
�
m�1
2

�
+ 1 + �;�

l
2

�
+
�
k
2

�
� 1 + �;

�
n
2

�
+ �+ �;

�
k�1
2

�
+ �+ �;

�
l�1
2

�
;
�
m
2

�	
avec � = min

��
l�1
2

�
;
�
m
2

�	
:

Ce résultat généralise un travail récent présenté par Jaume Llibre [55]

3.2.1 Preuve de la proposition (a) du Théorème 3.1

Nous allons appliquer la méthode de moyennisation du premier ordre. Pour cela nous

écrivons le système (3:3) en coordonnées polaires (r; �) où x = r cos �; y = r sin �. On

pose

g11 (x) =
nP
i=0

aix
i; g21 (x) =

mP
i=0

cix
i; f11 (x) =

lP
i=0

bix
i; f21 (x) =

kP
i=0

dix
i:

Le système (3:3) s�écrit comme suit8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

_r = �"
�

lP
i=0

bi cos
i+1 � sin2� �r2�+i +

nP
i=0

ai cos
i+1 � sin2�+1 �ri+2�+1

+
kP
i=0

di cos
i � sin2�+1 �r2�+i +

mP
i=0

ci cos
i � sin2�+2 �ri+2�+1

�
;

_� = �1� 1
r
"

�
kP
i=0

di cos
i+1 � sin2� �r2�+i +

mP
i=0

cix
i cosi+1 � sin2�+1 �ri+2�+1

�
lP
i=0

bi cos
i � sin2�+1 �r2�+i �

nP
i=0

ai cos
i � sin2�+2 �ri+2�+1

�
:

(3.4)
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Considérons � comme une nouvelle variable indépendante, alors le système (3:4) devient

dr

d�
= "F1 (r; �) +O

�
"2
�
;

où

F1 (r; �) =

�
lP
i=0

bi cos
i+1 � sin2� �r2�+i +

nP
i=0

ai cos
i+1 � sin2�+1 �ri+2�+1

+
kP
i=0

di cos
i � sin2�+1 �r2�+i +

mP
i=0

ci cos
i � sin2�+2 �ri+2�+1

�
:

En utilisant la notation introduite dans le théorème 1.49 du chapitre 1, nous avons

x = r; t = � et

F10(r) =
1

2�

2�Z
0

F1 (r; �) d�

=
1

2�

2�Z
0

�
lP
i=0

bi cos
i+1 � sin2� �r2�+i +

nP
i=0

ai cos
i+1 � sin2�+1 �ri+2�+1

+
kP
i=0

di cos
i � sin2�+1 �r2�+i +

mP
i=0

ci cos
i � sin2�+2 �ri+2�+1

�
d�:

Pour obtenir F10(r) il est nécessaire d�évaluer les intégrales

2�Z
0

cosi � sin� �d�:

Dans le lemme suivant, nous calculons ces intégrales.

Lemme 3.2 Soit Bi;�(�) = cosi � sin� � et Ai;�(�) =

�Z
0

Bi;�(s)ds: Alors

Ai;�(2�) =

8<: 0 si i est impair ou � est impair;

(��1)(��3):::1
(�+i)(�+i�2):::(i+2)

1
2i�1C

i
2
i � si i et � sont pairs;

:

où C
i
2
i =

i!�
i
2
!
�2 :
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De plus, on a

A2i+2;2�(2�) =
2i+ 1

2 (i+ �+ 1)
A2i;2�(2�);

A2i;2�+2(2�) =
2�+ 1

2 (i+ �+ 1)
A2i;2�(2�)

et

A2i+2;2�(2�) =
2i+ 1

2�+ 1
A2i;2�+2(2�):

Preuve : L�intégrale Ai;�(2�) peut être calculée en utilisant les intégrales (3:15), (3:13),

(3:16) et (3:14) de l�annexe.

En utilisant ce lemme, nous obtiendrons dans la proposition suivante la fonction F10(r)

Proposition 3.3 Nous avons

F10(r) =
r2�+1

4

0@[ l�12 ]P
i=0

2i+ 1

i+ �+ 1
b2i+1r

2i�2i;2� +
[m2 ]P
i=0

2�+ 1

i+ �+ 1
c2ir

2i�2i;2�

1A (3.5a)

où �2i;2� =
(2��1)(2��3):::1

(2�+2i)(2�+2i�2):::(2i+2)
1

22i�1C
i
2i:

Preuve : D�apré le lemme 3.2, la fonction F10(r) est donnée par

2�F10(r) =

2�Z
0

0@ lP
i=0
i odd

bir
i+2�Bi+1;2� (�) +

mP
i=0
i even

cir
i+2�+1Bi;2�+2 (�)

1A d�

=

2�Z
0

0@[ l�12 ]P
i=0

b2i+1r
2�+2i+1B2i+2;2� (�) +

[m2 ]P
i=0

c2ir
2i+2�+1B2i;2�+2 (�)

1A d�

=
[ l�12 ]P
i=0

b2i+1r
2�+2i+1A2i+2;2�(2�) +

[m2 ]P
i=0

c2ir
2i+2�+1A2i;2�+2(2�)

=
r2�+1

2

0@[ l�12 ]P
i=0

2i+1
i+�+1

b2i+1r
2iA2i;2�(2�) +

[m2 ]P
i=0

2�+1
i+�+1

c2ir
2iA2i;2�(2�)

1A
Ceci termine la démonstration du proposition 3.3.
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Compte tenu de l�expression du polynôme F10(r) il en résulte immédiatement que

F10(r) peut avoir �1 = max
��

l�1
2

�
;
�
m
2

�	
racines réelles positives, et il y a des systèmes

di¤érentiels polynômiaux (3:3) pour lesquels il y a �1 racines réelles positives. Donc, à

partir du théorème 1.49 la preuve du théorème 3.1 suit pour k = 1:

3.2.2 Preuve de la proposition (b) du Théorème 3.1

Posons

g11 (x) =
nP
i=0

aix
i; g21 (x) =

mP
i=0

cix
i; g12 (x) =

nP
i=0

Aix
i; g22 (x) =

mP
i=0

Cix
i;

f11 (x) =
lP
i=0

bix
i; f21 (x) =

kP
i=0

dix
i; f12 (x) =

lP
i=0

Bix
i; f22 (x) =

kP
i=0

Dix
i:

Maintenant, on va appliquer la méthode de moyennisation du seconde ordre pour le

système (3:3).

Le système (3:3) s�écrit en coordonnées polaires (r; �) sous la forme suivante8><>:
_r = �"G1 (r; �)� "2H1 (r; �) ;

_� = �1� "

r
G2 (r; �)�

"2

r
H2 (r; �) ;

où

G1 (r; �) =

�
lP
i=0

bir
i+2� cosi+1 � sin2� � +

nP
i=0

air
i+2�+1 cosi+1 � sin2�+1 �

+
mP
i=0

cir
i+2�+1 cosi � sin2�+2 � +

kP
i=0

dir
i+2� cosi � sin2�+1 �

�
;

H1 (r; �) =

�
lP

i+�=0

Bir
i+2� cosi+1 � sin2� � +

nP
i+�=0

Air
i+2�+1 cosi+1 � sin2�+1 �

+
mP

i+�=0

Cir
i+2�+1 cosi � sin2�+2 � +

kP
i+�=0

Dir
i+2� cosi � sin2�+1 �

�
;

G2 (r; �) =

�
mP
i=0

cir
i+2�+1 cosi+1 � sin2�+1 � �

lP
i=0

bir
i+2� cosi � sin2�+1 �

�
nP
i=0

air
i+2�+1 cosi � sin2�+2 � +

kP
i=0

dir
i+2� cosi+1 � sin2� �

�
;
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et

H2 (r; �) =

�
mP

i+�=0

Cir
i+2�+1 cosi+1 � sin2�+1 � �

lP
i+�=0

Bir
i+2� cosi � sin2�+1 �

�
nP

i+�=0

Air
i+2�+1 cosi � sin2�+2 � +

kP
i+�=0

Dir
i+2� cosi+1 � sin2� �

�
:

Le système (3:3) est équivalent à l�équation suivante :

dr

d�
= "F1 (r; �) + "2F2 (r; �) +O

�
"3
�
;

où

F1 (r; �) = G1 (r; �) ; (3.6)

F2 (r; �) = H1 (r; �)�
1

r
G1 (r; �)G2 (r; �) :

En utilisant la notation introduite dans théorème 1.49, pour l�application du théorème

de moyennisation du deuxième ordre, nous avons besoin d�avoir F10(r) � 0: De (3:5a),

F10 est identiquement nulle si et seulement si8><>:
c2i = �

2i+ 1

2�+ 1
b2i+1; i = 0; 1; 2:::::; �

b2i+1 = c2i = 0; i = �+ 1; :::; �1

(3.7)

avec � = min
��

l�1
2

�
;
�
m
2

�	
:

Maintenant nous déterminons la fonction correspondante

F20 (r) =
1

2�

2�Z
0

0@ d

dr
F1 (r; �)

0@ �Z
0

F1(r; s)ds

1A+ F2 (r; �)

1A d�:

Nous divisons le calcul de la fonction F20(r) en deux parties, c�est-à-dire on dé�nit

2�F20(r) = L(r) + J(r), où

L (r) =

2�Z
0

d

dr
F1 (r; �)

0@ �Z
0

F1(r; s)ds

1A d�; J (r) =

2�Z
0

F2 (r; �) d�:
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Notre résultat est le suivant :

Lemme 3.4 L�intégrale J(r) peut être exprimée par

J (r) = r2�+1
�
P1
�
r2
�
+ r2�P2

�
r2
��

où P1 et P2 sont des polynômes de degré

�1 = max
��

l�1
2

�
;
�
m
2

�	
et

�2 = max
��

k
2

�
+
�
m�1
2

�
;
�
n�1
2

�
+
�
m�1
2

�
+ 1;

�
l
2

�
+
�
n�1
2

�
;�

k�1
2

�
+ �;

�
n
2

�
+ �;

�
l
2

�
+
�
k
2

�
� 1;

	
respectivement.

Preuve : Par dé�nition on a

J (r) =

2�Z
0

F2 (r; �) d� =

2�Z
0

H1 (r; �)�
1

r
G1 (r; �)G2 (r; �) d�:

D�abord, nous calculons

2�Z
0

H1 (r; �) d�

2�Z
0

H1 (r; �) d� =
lP
i=0

Bir
i+2�

2�Z
0

Bi+1;2� (�) d� +
kP
i=0

Dir
i+2�

2�Z
0

Bi;2�+1 (�) d�

+
mP
i=0

Cir
i+2�+1

2�Z
0

Bi;2�+2 (�) d� +
nP
i=0

Air
i+2�+1

2�Z
0

Bi+1;2�+1 (�) d�

=
lP
i=0

i impair

Bir
i+2�

2�Z
0

Bi+1;2� (�) d� +
mP
i=0
i pair

Cir
i+2�+1

2�Z
0

Bi;2�+2 (�) d�
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=
[ l�12 ]P
i=0

B2i+1A2i+2;2i (2�) r
2i+2�+1 + �

[m2 ]P
i=0

C2iA2i;2i+2 (2�) r
2i+2�+1

= r2�+1P1 (r
2) ;

Compte tenu de l�expression du polynôme

2�Z
0

H1 (r; �) d�; il résulte facilement que P1 (r2)

est un polynôme de degré �1

En�n, nous étudierons la contribution de la deuxième partie

2�Z
0

1

r
G1 (r; �)G2 (r; �) d� de

F2(�; r) à F20(r)

Compte tenu de la relation (3:7), il résulte facilement que

G1 (r; �) =
�P
i=0

�
B2i+2;2� (�)� 2i+1

2�+1
B2i;2�+2 (�)

�
b2i+1r

2i+2�+1

+
[m�12 ]P
i=0

c2i+1r
2i+2�+2B2i+1;2�+2 (�) +

[ l2 ]P
i=0

b2ir
2i+2�B2i+1;2� (�)

+
[ k�12 ]P
i=0

d2i+1r
2i+2�+1B2i+1;2�+1 (�) +

[n�12 ]P
i=0

a2i+1r
2i+2�+2B2i+2;2�+1 (�)

+
[ k2 ]P
i=0

d2ir
2i+2�B2i;2�+1 (�) +

[n2 ]P
i=0

a2ir
2i+2�+1B2i+1;2�+1 (�)

et

G2 (r; �) =
[ k2 ]P
p=0

d2pr
2p+2�B2p+1;2� (�) +

[m�12 ]P
p=0

c2p+1r
2p+1+2�+1B2p+2;2�+1 (�)

�
[ l2 ]P
p=0

b2pr
2p+2�B2p;2�+1 (�)� 2

�P
p=0

�+1+i
2�+1

b2p+1r
2(p+�)+1B2i+1;2�+1 (�)

�
[n2 ]P
p=0

a2pr
p+2�+1B2p;2�+2 (�) +

[ k�12 ]P
p=0

d2p+1r
2p+2�+1B2p+2;2� (�)

�
[n�12 ]P
p=0

a2p+1r
2p+2�+2B2p+1;2�+2 (�)

Sur les 49 produits entre les di¤érentes sommes, seulement 12 ne seront pas identiquement

nuls après l�intégration par rapport à � entre 0 et 2� (En utilisant les intégrales du
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lemme 3.2, et en tenant compte de Bi;� (�)Bp;q (�) = Bi+p;�+q (�)). Ainsi, les termes de
2�Z
0

1

r
G1 (r; �)G2 (r; �) d� qui contribueront à F20(r) sont

2�Z
0

1

r
G1 (r; �)G2 (r; �) d� =

[ l2 ]P
i=0

[ k2 ]P
p=0

d2pb2iA2i+2p+2;4� (2�) r
2p+2i+4��1

+
[m�12 ]P
i=0

[ k2 ]P
p=0

d2pc2i+1A2i+2p+2;4�+2 (2�) r
2p+2i+4�+1

�
[ l2 ]P
p=0

[n�12 ]P
i=0

a2i+1b2pA2i+2p+2;4�+2 (2�) r
2p+2i+4�+1

�
[ l2 ]P
p=0

[ k2 ]P
i=0

d2ib2pA2i+2p;4�+2 (2�) r
2p+2i+4��1

�
[n2 ]P
p=0

�P
i=0

b2i+1a2p
�
A2i+2p+2;4�+2 (2�)� 2i+1

2�+1
A2i+2p;4�+4 (2�)

�
r2p+2i+4�+1

�
�P
p=0

[ k�12 ]P
i=0

2�+1+i
2�+1

d2i+1b2i+1A2i+2p+2;4�+2 (2�) r
2p+2i+4�+1

�
�P
p=0

[n2 ]P
i=0

2�+1+i
2�+1

a2ib2i+1A2i+2p+2;4�+2 (2�) r
2p+2i+4�+1

+
�P
i=0

[ k�12 ]P
p=0

d2p+1b2i+1
�
A2i+2p+4;4� (2�)� 2i+1

2�+1
A2i+2p+2;4�+2 (2�)

�
r2p+2i+4�+1

�
[n�12 ]P
p=0

[ l2 ]P
i=0

b2ia2p+1A2i+2p+2;4�+2 (2�) r
2p+2i+4�+1

�
[n�12 ]P
p=0

[m�12 ]P
i=0

c2i+1a2p+1A2i+2p+2;4�+4 (2�) r
2p+2i+4�+3

+
[m�12 ]P
2p+1=0

[n�12 ]P
i=0

a2i+1c2p+1A2i+2p+4;4�+2 (2�) r
2p+2i+4�+3

+
[m�12 ]P
2p+1=0

[ k2 ]P
i=0

d2ic2p+1A2i+2p+2;4�+2 (2�) r
2p+2i+4�+1

= r4�+1P2 (r
2) ;
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Compte tenu de l�expression du polynôme

2�Z
0

1

r
G1 (r; �)G2 (r; �) d� il résulte facilement

que P2 (r2) est un polynôme de degré

�2 = max
��

k
2

�
+
�
m�1
2

�
;
�
n�1
2

�
+
�
m�1
2

�
+ 1;

�
l
2

�
+
�
n�1
2

�
;�

k�1
2

�
+ �;

�
n
2

�
+ �;

�
l
2

�
+
�
k
2

�
� 1;

	
En�n, nous obtenons

J (r) = r2�+1
�
P1
�
r2
�
+ r2�P2

�
r2
��

Ceci termine la démonstration du lemme 3.4.

Pour compléter le calcul de F20(r), nous devons déterminer la fonction L(r), d�abord,

nous calculons les intégrales

2�Z
0

Ai;�(�)Bp;q(�)d�:

Dans les lemmes suivants, nous calculons ces intégrales.

Lemme 3.5 Soit Si (�) = A2i+2;2�(�)�
2i+ 1

2�+ 1
A2i;2�+2(�): Alors

Si (�) = � 1
2(�+i+1)

 
B2i+3;2�+1(�) +

��1X
l=1

2i+2;2�B2i+3;2��2l�1(�)

!

+ 1
2(i+1)

�2i+2;2�

 
B2i+1;1(�) +

iX
l=1

�2i+2;0B2i�2l+1;1(�)

!

� 2i+1
2(�+i+1)(2�+1)

 
B2i+1;2�+3(�) +

�X
l=1

2i;2�+2B2i+1;2��2l+1(�)

!

� 2i+1
2i(2�+1)

�2i;2�+2

 
B2i�1;1(�) +

i�1X
l=1

�2i;0B2i�2l�1;1(�)

!
où i;2� =

(2��1)(2��3):::(2��2l+1)
(2�+i�2)(2�+i�4):::(2�+i�2l) ;

�i;2� =
(2��1)(2��3):::1

(2�+i)(2�+i�2):::(i+2) ;

�2i;0 =
(2i�1)(2i�3):::(2i�2l+1)
2l(i�1)(i�2):::(i�l) :

De plus, on a

Si (2�) = 0:
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Preuve : En utilisant (3:15) et (3:13) de l�annexe et, en tenant compte de

(2��1)(2��3):::1
(2�+2i+2)(2�+2i):::(2i+4)

1
22(i+1)

�
2i+2
i+1

�
� � 2i+1

2�+1
(2�+1)(2��1):::1

(2�++2i2)(2�+2i):::(2i+2)
1
22i

�
2i
i

�
� = 0

on obtient l�expression de Si (�) :

Lemme 3.6 Soit 'p;qi;�(2�) =

2�Z
0

Ai;�(�)Bp;q(�)d�:

Alors

(a) L�intégrale 'p;q2i+1;0(2�) est nulle si p est impair ou q est pair et égale à

1
2i+1

A2i+p;q+1 (2�) +
1

2i+1

i�1P
l=0

2l+1i(i�1):::(i�l)
(2i�1)(2i�3):::(2i�2l�1)A2i+p+2l�2;q+1 (2�)

si p est pair et q est impair.

(b) L�intégrale 'p;q2i+1;2�+1(2�) est nulle si p est impair ou q est impair et égale à

� 1
2(�+i+1)

��1P
l=1

2l�(��1):::(��l+1)
(2�+2i)(2�+2i�2):::(2�+2i�2l+2)A2i+p+2;2��2l+q (2�)�

1
2(�+i+1)

A2i+p+2;2�+q (2�)

si p est pair et q est pair.

(c) L�intégrale 'p;q2i;2�+1(2�) est nulle si p est pair ou q est impair et égale à

� 1
2�+2i+1

��1P
l=1

2l�(��1):::(��l+1)
(2�+2i�1)(2�+2i�3):::(2�+2i�2l+1)A2i+p+1;2��2l+q (2�)�

1
2�+2i+1

A2i+p+1;2�+q (2�)

si p est impair et q est pair.

(d) L�intégrale 'p;q2i+1;2�(2�) est nulle si p est impair ou q est pair et égale à

1
2�+2i+1

��1P
l=1

(2��1)(2��3):::(2��2l+1)
(2�+2i�1)(2�+2i�3):::(2�+2i�2l+1)A2i+2+p;2��2l+q�1 (2�)

� 1
2�+2i+1

A2i+p+2;2�+q+1 (2�) +
(2��1)(2��3):::1

(2�+2i+1)(2�+2i�1):::(2i+3)'
p;q
2i+1;0(2�)

si p est pair et q est impair.

(e) Soit T p;qi;� (2�) =

2�Z
0

Si(�)Bp;q(�)d� = 'p;q2i+2;2�(2�)�
2i+ 1

2�+ 1
'p;q2i;2�+2(2�); alors l�intégrale
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T p;qi;� (2�) est nulle si p est pair ou q est pair et égale à

� 1
2(�+i+1)

�
A2i+p+3;2�+q+1(2�) +

��1P
l=1

2i+2;2�A2i+p+3;2�+q�2l�1(2�)

�
+ 1
2(i+1)

�2i+2;2�

�
A2i+p+1;q+1(2�) +

iP
l=1

�2i+2;0Ap+1�2l+2i;q+1(2�)

�
� 2i+1
2(�+i+1)(2�+1)

�
Ap+2i+1;q+2�+3(2�) +

�P
l=1

2i;2�+2Ap+2i+1;q+2��2l+1(2�)

�
� 2i+1
2i(2�+1)

�2i;2�+2

�
Ap+2i�1;q+1(2�) +

i�1P
l=1

�2i;0APp+2i�2l�1;q+1(2�)

�

où i;2� =
(2��1)(2��3):::(2��2l+1)

(2�+i�2)(2�+i�4):::(2�+i�2l) ;

�i;2� =
(2��1)(2��3):::1

(2�+i)(2�+i�2):::(i+2) ;

�2i;0 =
(2i�1)(2i�3):::(2i�2l+1)
2l(i�1)(i�2):::(i�l)

si p est impair et q est impair.

(f) Soit ~T p;qi;� (2�) = '2p+2;2�2i+1;2�+1(2�)� 2p+1
2�+1

'2p;2�+22i+1;2�+1(2�); alors

~T p;qi;� (2�) = 2
(2p+ 5�+ 2i�+ 6p� + 2 + i)

(2�+ 1) (p+ 2 + i)
�:

Preuve : En utilisant les intégrales de l�annexe, les six égalités se déduisent facilement

par calcul direct.

Lemme 3.7 L�intégrale L(r) peut être exprimée par

L(r) = r1+4�P3
�
r2
�
;

où P3 est un polynôme de degré

�3 = max
�
�+

�
k�1
2

�
;
�
l
2

�
+
�
n�1
2

�
;
�
m�1
2

�
+
�
n�1
2

�
+ 1;�

l
2

�
+
�
k
2

�
� 1;

�
m�1
2

�
+
�
k
2

�
; �+

�
n
2

�	
:
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Preuve : D�après la relation (3:7), on a

F1 (r; �) =
�P
i=0

b2i+1r
2i+2�+1

�
B2i+2;2� (�)�

2i+ 1

2�+ 1
B2i;2�+2 (�)

�
+
[ l2 ]P
i=0

b2ir
2i+2�B2i+1;2� (�) +

[m�12 ]P
i=0

c2i+1r
2i+2�+2B2i+1;2�+2 (�)

+
[ k�12 ]P
i=0

d2i+1r
2i+2�+1B2i+1;2�+1 (�) +

[n2 ]P
i=0

a2ir
2i+2�+1B2i+1;2�+1 (�)

+
[ k2 ]P
i=0

d2ir
2i+2�B2i;2�+1 (�) +

[n�12 ]P
i=0

a2i+1r
2i+2�+2B2i+2;2�+1 (�)

Ainsi, on a

dF1 (r; �)

dr
=

�P
i=0

(2i+ 2�+ 1) b2i+1r
2i+2�

�
B2i+2;2� (�)� 2i+1

2�+1
B2i;2�+2 (�)

�
+
[ l2 ]P
i=0

2 (i+ �) b2ir
2i+2��1B2i+1;2� (�)

+
[m�12 ]P
i=0

2 (i+ �+ 1) c2i+1r
2i+2�+1B2i+1;2�+2 (�)

+
[ k�12 ]P
i=0

(2i+ 2�+ 1) d2i+1r
2i+2�B2i+1;2�+1 (�)

+
[n2 ]P
i=0

(2i+ 2�+ 1) a2ir
2i+2�B2i+1;2�+1 (�)

+
[ k2 ]P
i=0

2 (i+ �) d2ir
2i+2��1B2i;2�+1 (�)

+
[n�12 ]P
i=0

2 (i+ �+ 1) a2i+1r
2i+2�+1B2i+2;2�+1 (�)

et
�Z
0

F1(r; s)ds =
�P
i=0

b2i+1r
2i+2�+1Si (�)

+
[ l2 ]P
i=0

b2ir
2i+2�A2i+1;2� (�) +

[m�12 ]P
i=0

c2i+1r
2i+2�+2A2i+1;2�+2 (�)
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+
[ k�12 ]P
i=0

d2i+1r
2i+2�+1A2i+1;2�+1 (�) +

[n2 ]P
i=0

a2ir
2i+2�+1A2i+1;2�+1 (�)

+
[ k2 ]P
i=0

d2ir
2i+2�A2i;2�+1 (�) +

[n�12 ]P
i=0

a2i+1r
2i+2�+2A2i+2;2�+1 (�) :

Sur les 49 produits entre les di¤érentes sommes, seulement 12 ne seront pas identiquement

nuls après l�intégration par rapport à � entre 0 et 2� (En utilisant les intégrales des lemmes

3.6 et 3.5. Ainsi, les termes de L(r) qui contribueront à F20(r) sont

L (r) =
�P
p=0

[ k�12 ]P
i=0

(2p+ 2�+ 1) d2i+1b2p+1 ~T
p;q
i;� (2�) r

2i+2p+4�+1

+
[n2 ]P
i=0

�P
p=0

(2p+ 2�+ 1) a2ib2p+1 ~T
p;q
i;� (2�) r

2i+2p+4�+1

+
[ l2 ]P
p=0

[n�12 ]P
i=0

2 (p+ �) b2pa2i+1'
2p+1;2�
2i+2;2�+1(2�)r

2i+4�+2p+1

+
[ l2 ]P
p=0

[ k2 ]P
i=0

2 (p+ �) b2pd2i'
2p+1;2�
2i;2�+1 (2�)r

2i+2p+4��1

+
[m�12 ]P
p=0

[n�12 ]P
i=0

2 (p+ �+ 1) c2p+1a2i+1'
2p+1;2�+2
2i+2;2�+1 (2�)r

2i+2p+4�+3

+
[m�12 ]P
p=0

[ k2 ]P
i=0

2 (p+ �+ 1) c2p+1d2i'
2p+1;2�+2
2i;2�+1 (2�)r2i+2p+4�+1

+
[ k�12 ]P
p=0

�P
i=0

(2p+ 2�+ 1) d2p+1b2i+1T
2p+1;2�+1
i;� (2�) r2i+2p+4�+1

+
[n2 ]P
p=0

�P
i=0

(2p+ 2�+ 1) a2pb2i+1T
2p+1;2�+1
i;� (2�) r2i+2p+4�+1

+
[ k2 ]P
p=0

[m�12 ]P
i=0

(2p+ 2�) d2pc2i+1'
2p;2�+1
2i+1;2�+2(2�)r

2i+2p+4�+1

+
[ k2 ]P
p=0

[ l2 ]P
i=0

2 (p+ �) d2pb2i'
2p;2�+1
2i+1;2� (2�)r

2i+2p+4��1

+
[n�12 ]P
p=0

[m�12 ]P
i=0

2 (p+ �+ 1) a2p+1c2i+1'
2p+2;2�+1
2i+1;2�+2 (2�)r

2i+2p+4�+3
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+
[n�12 ]P
p=0

[ l2 ]P
i=0

2 (p+ �+ 1) a2p+1b2i'
2p+2;2�+1
2i+1;2� (2�)r2i+2p+4�+1

= r1+4�P3 (r
2) :

Compte tenu de l�expression du polynôme L (r) ; il résulte facilement que P3 (r2) est un

polynôme de degré

�3 = max
�
�+

�
k�1
2

�
;
�
l
2

�
+
�
n�1
2

�
;
�
m�1
2

�
+
�
n�1
2

�
+ 1;�

l
2

�
+
�
k
2

�
� 1;

�
m�1
2

�
+
�
k
2

�
; �+

�
n
2

�	
:

Ceci termine la démonstration du lemme 3.7.

D�après les lemmes 3.4 et 3.7, il résulte que

2�F20 (r) =
1

2
r2�+1

�
r2�
�
P2
�
r2
�
+ P3

�
r2
��
+ P1

�
r2
��
:

Pour chercher les racines positives de F20, nous devons chercher les racines du polynôme

en r2:

Compte tenu de l�expression du polynôme r2� (P2 (r2) + P3 (r
2)) + P1 (r

2) il résulte faci-

lement que F20 peut avoir

� = max f�1; �2 + �; �3 + �g

racines réelles positives et qu�il existe des systèmes pour lesquels il y a � racines réelles

positives. Ceci achève la démonstration du théorème lorsque k = 2.

3.2.3 Exemples d�application

Les exemples suivants sont donnés pour illustration.

Exemple 3.8 On considère le système di¤érentiel8<: _x = y � "
�
(1 + x3) y3 + 49

80
xy2
�
� "2

�
(1 + x3) y3 +

�
1� 3

20
x
�
y2
�
;

_y = �x� "
��
� 49
240
+ 1

9
x
�
y3 +

�
x� 16

21
x3
�
y2
�
� "2 (xy3 + x3y2) :

(3.8)
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En coordonnées polaires, le système (3:8), s�ectrit8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

_r = �
�
r6 cos4 � sin3 � + r5 cos3 � sin3 � + r4 cos � sin4 �

� 3
20
r3 cos2 � sin2 � + r3 cos � sin3 � + r2 cos � sin2 �

�
"2

�
�
r6 cos4 � sin3 � � 16

21
r5 cos3 � sin3 � + 1

9
r4 cos � sin4 �

+49
80
r3 cos2 � sin2 � + 2r3 cos � sin3 � � 49

240
r3 sin4 �

�
";

_� = �1�
�
r4 cos4 � sin2 � � r5 cos3 � sin4 � + r3 cos2 � sin3 �

+ 3
20
r2 cos � sin3 � � r2 sin4 � � r sin3 �

�
"2

�
�
1
9
r3 cos2 � sin3 � � 16

21
r4 cos4 � sin2 � � r5 cos3 � sin4 �

+r2 cos2 � sin2 � � 49
60
r2 cos � sin3 � � r2 sin4 �

�
":

Ou d�une manière équivalente

dr

d�
= "F1 (r; �) + "2F2 (r; �) +O

�
"3
�
;

où

F1 (r; �) =
�
r6 cos4 � sin3 � � 16

21
r5 cos3 � sin3 � + 1

9
r4 cos � sin4 �

+49
80
r3 cos2 � sin2 � + 2r3 cos � sin3 � � 49

240
r3 sin4 �

�
F2 (r; �) =

�
r6 cos4 � sin3 � + r5 cos3 � sin3 � + r4 cos � sin4 �

� 3
20
r3 cos2 � sin2 � + r3 cos � sin3 � + r2 cos � sin2 �

�
�
�
1
9
r3 cos2 � sin3 � � 16

21
r4 cos4 � sin2 � � r5 cos3 � sin4 �

+r2 cos2 � sin2 � � 49
60
r2 cos � sin3 � � r2 sin4 �

�
�
�
r6 cos4 � sin3 � � 16

21
r5 cos3 � sin3 � + 1

9
r4 cos � sin4 �

+49
80
r3 cos2 � sin2 � + 2r3 cos � sin3 � � 49

240
r3 sin4 �

�
:

Après des simpli�cations sur F10(r) on obtient le résultat F10(r) � 0. Finalement pour

F20(r) on ne donne pas les calculs détaillés à cause de ses expressions trop longues, mais

on trouve

2�F02 (r) =
1

960
�r9 � 7

480
�r7 +

49

960
�r5 � 3

80
�r3;

Donc, ce système a trois racines réelles positives r1 = 1; r2 = 2; et r3 = 3: Par conséquent

ce système admet trois cycles limites qui bifurquent à partir des orbites périodiques du

centre _x = y; _y = �x:
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Considérons maintenant un autre exemple.

Exemple 3.9 On considère le système di¤érentiel8>>>>>>>><>>>>>>>>:

_x = y � "
�
(1 + x3) y5 +

�
41
2548

� 5x
�
y4
�

� "2
�
(1 + x3) y5 +

�
1 + 9

35
x
�
y4
�
;

_y = �x� "
��
1 + 1

90
x
�
y5 +

�
1929
50 960

x3 � 13
2

�
y4
�

� "2 (xy5 + x3y4) :

(3.9)

En coordonnées polaires, le système (3:9) s�écrit8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

_r =
�
sin4 �

� �
�r8 cos4 � sin � + 1929

50 960
r7 cos3 � sin � + 1

90
r6 cos � sin2 �

+
�
cos � sin � + sin2 � � 5 cos2 �

�
r5 +

�
41
2548

cos � � 13
2
sin �

�
r4
�
"

�
�
r8 cos4 � sin5 � + r7 cos3 � sin5 � + r6 cos � sin6 �

+
�
9
35
cos � + sin �

�
r5 cos � sin4 � + r4 cos � sin4 �

�
"2;

_� =
�
r7 cos3 � sin6 � � 1929

50 960
r6 cos4 � sin4 � � 1

90
r5 cos2 � sin5 �

+(sin � � 6 cos �) r4 sin5 � + 13
2
r3 cos � sin4 � + 41

2548
r3 sin5 �

�
"

+
�
r7 cos3 � sin6 � � r6 cos4 � sin4 � � r5 cos2 � sin5 �

+
�
9
35
cos � + sin �

�
r4 sin5 � + r3 sin5 �

�
"2 � 1:

Ce système di¤érentiel est équivalent à l�équation di¤érentielle suivante

dr

d�
= "F1 (r; �) + "2F2 (r; �) +O

�
"3
�
;

où

F1 (r; �) =
�
sin4 �

� �
r8 cos4 � sin � + 1929

50 960
r7 cos3 � sin � + 1

90
r6 cos � sin2 �

+
�
cos � sin � � 5 cos2 � + sin2 �

�
r5 +

�
41
2548

cos � � 13
2
sin �

�
r4
�

et

F2 (r; �) =
�
r8 cos4 � sin5 � + r7 cos3 � sin5 � + r6 cos � sin6 �

+r5 cos � sin5 � + r4 cos � sin4 � + 9
35
r5 cos2 � sin4 �

�
+
�
r7 cos3 � sin6 � � 1929

50 960
r6 cos4 � sin4 � � 1

90
r5 cos2 � sin5 �

+r4 sin6 � + 13
2
r3 cos � sin4 � + 41

2548
r3 sin5 � � 6r4 cos � sin5 �

�
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�
�
sin4 �

� �
r8 cos4 � sin � + 1929

50 960
r7 cos3 � sin � + 1

90
r6 cos � sin2 �

+
�
cos � sin � + r5 sin2 � � 5 cos2 �

�
r5 +

�
41
2548

cos � � 13
2
sin �

�
r4
�

Après des simpli�cations sur F10(r) on obtient le résultat F10(r) � 0.
Finalement pour F20(r) on ne donne pas les calculs détaillés à cause de ses expressions

trop longues, mais on trouve

2�F02 (r) =
1

17 920
�r13 � 3

1792
�r11 +

39

2560
�r9 � 41

896
�r7 +

9

280
�r5:

Donc ce système admet quatre cycles limites qui bifurquent à partir des orbites périodiques

du centr _x = y; _y = �x:

Remarque 3.10 Si g1� , g2�, f1� et , f2� pour tout � = 1; 2 sont des polynômes de degré

n, alors pour j"j 6= 0 su¢ samment petit, le nombre maximal de cycles limites du système
(3:3) qui peut être bifurqué à partir des orbites périodiques du système di¤érentiel linéaire

_x = y; _y = �x en utilisant la méthode de la moyennisation :
(a) Du premier ordre est

�1 = max
nhn
2

io
:

(b) Du deuxième ordre est

� = max

�
2

�
n� 1
2

�
+ 1 + �; 2

hn
2

i
+ �

�
:

3.3 Perturbation et cycles limites pour un système

di¤érentiel à centre non linéaire

L�objectif de cette section est de donner le nombre maximal de cycles limites qui

peut être obtenu en perturbant le centre _x = �y2p�1; _y = x2q�1. Plus précisément, on va

utiliser le théorème 1.49 du chapitre 1 a�n d�étudier le nombre maximal de cycles limites

du système 8<: _x = �y2p�1 � " (g1 (x) y
2� + f1 (x) y

2�+1) ;

_y = x2q�1 � " (g2 (x) y
2� + f2 (x) y

2�+1) ;
(3.10)

où g1; f1; f2 et g2 sont des polynômes de degré m;n; l et k, respectivement, et �; p et q

sont des entiers positifs, et " est un petit paramètre.
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Notre résultat principal est le suivant.

Théorème 3.11 Pour " 6= 0 su¢ samment petit, en utilisant la méthode de la moyen-

nisation du premier d�ordre, le nombre maximal de cycles limites du système (3:10) qui

peut être bifurqué à partir des orbites périodiques du système di¤érentiel non linéaire

_x = �y2p�1; _y = x2q�1 est

� = max
��

l
2

�
;
�
m�1
2

�	
:

3.4 Preuve du théorème 3.11

Nous allons appliquer la méthode de moyennisation du premier ordre. Notons que le

système (3:10) avec " = 0 a un centre global avec un hamiltonien

H(x; y) =
1

2q
x2q +

1

2p
y2p:

Nous étudierons le nombre de solutions périodiques de ce centre qui persistent pour le

système perturbé (3:10) pour " 6= 0 su¢ samment petit.
Nous rappelons les fonctions (p; q)�trigonométriques introduites par Lyapunov

x = rpCs�; y = rqSn�; (3.11)

où z(�) = Cs� et w(�) = Sn� sont des solutions du problème de Cauchy :

z0 = �w2p�1; w0 = z2q�1; z(0) = p�2q; w(0) = 0;

(Voir [48],[24] et [13], par exemple). Pour p = q = 1 on a Cs� = cos � et Sn� = sin �, c�est-

a-dire les fonctions (p; q)�trigonométriques sont les fonctions trigonométriques classiques.
Il est bien connu que

p Cs2q� + q Sn2p� = 1:

et que Cs� et Sn� sont des fonctions T -périodiques avec

T = 2p
�1
2q q

�1
2p

�
�
1
2p

�
�
�
1
2q

�
�
�
1
2p
+ 1

2q

� ;
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où �(x) est la fonction Gamma.

En écrivant le système (3:10) en coordonnées polaires (r; �) où x = rpCs� et y = rqSn�,

on obtient 8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

_r = �"
�
Cs2q�1� Sn2�� g1 (r

pCs�) rq(2�+1)�q�p+1

+Sn2��1� Cs2q�1� rq(2�+1)�p+1f1 (r
pCs�)

+Sn2p+2��1� rq(2�+1)�2q+1 g2 (r
pCs�)

+Sn2p+(2�+1)�1� rq(2�+1)�q+1 f2 (r
pCs�)

�
;

_� = r2pq�q�p + "
�
q f1 (r

pCs�) Sn2(�+1)� rq(2�+1)�p

�p Cs� g2 (rpCs�) Sn2�� rq(2��1)

+q g1 (r
pCs�) Sn2�+1� rq(2�+1)�q�p

�p Cs� Sn2�+1� rq(2�+1)�q f2 (rpCs�)
�
:

(3.12)

Considérons � comme nouvelle variable indépendante, alors le système (3:12) devient

dr

d�
= "F1(�; r) +O("2);

où

F1(�; r) = �Cs2q�1�Sn2��g1 (rpCs�) rq(2�+1)�2pq+1

�Sn2�+1�Cs2q�1�f1 (rpCs�) r2q+2q��2pq+1

�Sn2p+2��1�g2 (rpCs�) rp+2q��2pq+1

�Snp+2��f2 (rpCs�) rp�2pq+q(2�+1)+1

On pose

g1 (x) =
mP
i=0

aix
i; f1 (x) =

nP
i=0

bix
i; g2 (x) =

kP
i=0

cix
i; f2 (x) =

lP
i=0

dix
i;

alors

F1(�; r) = �
mP
i=0

aiCs
2q+i�1�Sn2�� rip+q+2q��2pq+1

�
nP
i=0

biSn
2�+1�Cs2q+i�1�rip+q�2pq+q(2�+1)+1

�
kP
i=0

ciCs
i�Sn2p+2��1�rip+p�q�2pq+q(2�+1)+1
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�
lP
i=0

diCs
i�Sn2p+2��rip+p�2pq+q(2�+1)+1

Calculons maintenant F10 (r)

F10 (r) = � 1
T

mP
i=0

air
ip+q(2�+1)�2pq+1

TZ
0

Cs2q+i�1�Sn2��d�

� 1
T

nP
i=0

bir
ip+q�2pq+q(2�+1)+1

TZ
0

Sn2�+1�Cs2q+i�1�d�

� 1
T

kP
i=0

cir
ip+p�q�2pq+q(2�+1)+1

TZ
0

Csi�Sn2p+2��1�d�

� 1
T

lP
i=0

dir
ip+p�2pq+q(2�+1)+1

TZ
0

Csi�Sn2p+2��d�:

On sait que (voir (Lemme 2) de [24], par exemple)

TZ
0

Csi� Sn��d� =

(
0 si i ou � est impair ,

�i;� si i et � sont pairs ,

où �i;� est une constante non nulle, ce qui donne

TZ
0

Sn2�+1�Cs2q+i�1�d� =

TZ
0

Csi� Sn2p+2��1�d� = 0; 8p; i 2 N

et

F10 (r) = �
1

T

mP
i=0

i impair

air
ip+q(2�+1)�2pq+1

TZ
0

Cs2q+i�1� Sn2�� d�

� 1
T

lP
i+�=0
i pair

dir
ip+p�2pq+q(2�+1)+1

TZ
0

Csi� Sn2p+2�� d�;

où encore

F10 (r) = �
1

T

[m�12 ]P
i=0

a2i+1r
2ip+p+q(2��2p+1)+1

TZ
0

Cs2q+2i� Sn2��d�
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� 1
T

[ l2 ]P
i=0

d2ir
2ip+p+q(2��2p+1)+1

TZ
0

Cs2i� Sn2p+2��d�

Donc le polynôme F10 s�écrit

F10 (r) = �
1

T
rq(2��2p+1)+p+1

0@[m�12 ]P
i=0

a2i+1r
2ip�2(q+i);2� +

[ l2 ]P
i=0

d2ir
2ip�2i;2(p+�)

1A :

Pour chercher les racines positives de F10, nous devons chercher les racines du polynôme

en r2. Notons que le degré du polynôme F10 est égal à �, avec

� = max
��

l
2

�
;
�
m�1
2

�	
:

Ceci termine la démonstration du théorème 3.11.

3.5 Annexe

Voici quelques formules importantes utilisées dans ce chapitre, pour plus de détails

voir [2].

Pour i � 0 et � � 0, on a

�Z
0

cosi s sin� sds = cosi�1 � sin�+1 �
i+�

+ i�1
i+�

�Z
0

cosi�2 s sin� sds

= � cosi+1 � sin��1 �
i+�

+ ��1
i+�

�Z
0

cosi s sin��2 sds;

�Z
0

cos2i sds = sin �
2i

�
cos2i�1 � +

i�1P
l=1

(2i�1)(2i�3):::(2i�2l+1)
2l(i�1)(i�2):::(i�l) cos2i�2l�1 �

�
(3.13)

+ (2i�1)(2i�3):::1
2ii!

�

= 1
22i�1

i�1P
l=0

C l2i
sin 2(i�l)�
2(i�l) + 1

22i
Ci2i�
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où Cp2i =
2i!

p!(2i�p)! :

�Z
0

cos2i+1 sds = sin �
2i+1

�
cos2i � +

i�1P
l=0

2l+1i(i�1):::(i�l)
(2i�1)(2i�3):::(2i�2l�1) cos

2i�2l�2 �

�
(3.14)

=
1

22i

i�1P
l=0

C l2i+1
sin(2i�2l+1)�
(2i�2l+1)

�Z
0

cosi s sin2� sds = � cosi+1 �
2�+i

�
��1P
l=1

(2��1)(2��3):::(2��2l+1)
(2�+i�2)(2�+i�4):::(2�+i�2l) sin

2��2l�1 � + sin2�+1 �

�
(3.15)

+ (2��1)(2��3):::1
(2�+i)(2�+i�2):::(i+2)

�Z
0

cosi sds

�Z
0

cosi s sin2�+1 sds = � cosi+1 �
2�+i+1

�
sin2� � +

��1P
l=1

2l�(��1):::(��l+1)
(2�+i�1)(2�+i�3):::(2�+i�2l+1) sin

2��2l �

�
(3.16)

3.6 Conclusion

La méthode de moyennisation est l�une des plus importantes méthodes de perturba-

tions utilisées actuellement dans l�étude des cycles limites des systèmes di¤érentiels. Elle

permet aussi de donner une borne supérieure pour le nombre de cycles limites que peut

avoir l�équation di¤érentielle perturbée.

Nous continuons à travailler sur la recherche des cycles limites des équations di¤éren-

tielles ordinaires. On se propose d�étudier les cycles limites pour une classe de systèmes

di¤érentiels de la forme8><>:
_x = �y2p�1 �

P
i>1

"i (g1i (x) y
2� + f1i (x) y

2�+1) ;

_y = x2q�1 �
P
i>1

"i (g2i (x) y
2� + f2i (x) y

2�+1) ;

Où g1i; f1i; f2i et g2i sont des polynômes de degré m;n; l et k, respectivement, et �; p et

q sont des entiers positifs, et " est un paramètre su¢ samment petit.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail on s�est intéressé à l�étude qualitative des systèmes di¤érentiels po-

lynômiaux planaires ainsi qu�à celle des systèmes di¤érentiels planaires de Kolmogorov.

Il est important pour un système di¤érentiel de savoir s�il admet ou non une solution

périodique, de plus si cette solution périodique est isolée, on parle par dé�nition d�un

cycle limite. Les résultats obtenus dans cette thèse s�articulent sur ces questions.

Dans le premier chapitre on a présenté quelques notions de base, concernant la théorie

qualitative des systèmes di¤érentiels, en particulier les systèmes di¤érentiels planaires.

Dans le deuxième chapitre on a traité quelques classes de systèmes di¤érentiels pla-

naires. Ce chapitre est réparti en trois parties, dans la première partie on a déterminé

l�expression exacte de cycle limite algébrique d�une classe de systèmes di¤érentiels pla-

naires de Kolmogorov, dans la deuxième partie on a déterminé les conditions d�existence

d�un cycle limite pour une classe de systèmes di¤érentiels planaires de degré 2k+1 pour

laquelle nous pouvons obtenir un cycle limite non algébrique donné explicitement, et

on a consacré la troisième partie à une autre classe de systèmes di¤érentiels quintiques

et planaires pour laquelle nous pouvons obtenir deux cycles limites explicites, un cycle

limite algébrique et un autre non algébrique.

Dans le troisième chapitre on a traité les bornes supérieures pour le nombre de cycles

limites qui peuvent être obtenus pour deux classes de systèmes di¤érentiels planaires. Ce

chapitre est réparti en deux parties, dans la première partie on a déterminé les bornes

supérieures optimales pour le nombre de cycles limites qui peuvent être obtenus en per-

turbant le centre du système di¤érentiel linéaire(
_x = y;

_y = �x;

Dans la deuxième partie de ce chapitre, on a déterminées les bornes supérieures optimales

pour le nombre de cycles limites, qui peut être obtenu en perturbant le centre non linéaire(
_x = �y2p�1;
_y = x2q�1;

où p et q sont des entiers positifs.
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Pour les perspectives, il est commode d�espérer trouver une classe des systèmes di¤é-

rentiels quadratiques qui admet un cycle limite non algébrique explicitement donné. Il est

commode de chercher des modèle de systèmes di¤érentiels comme système de Kaldor en

économie, système proies prédateurs dans l�écologie, système de Kolmogorov dans beau-

coup de phénomènes naturels (dynamique des populations, les réactions chimiques, la

physique des plasmas, l�hydrodynamique, etc. ..), et essayer d�appliquer notre démarche

dans la recherche de l�expression exacte des cycles limites.

Notre investissement est dans ce chemin, cette thèse sert comme un outil puissant

dans la recherche de l�existence de cycles limites.
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:    الملخص
الحدود في المستوي النتائج المتحصل  كثيرةدراسة نوعية لبعض الفئات من النظم التفاضلية ال الغرض من هذه الأطروحة هو

ة الدورات النهائية و وجود وعدم وجود الحلول الدورية بصفة خاص متعلقة بتصرفات الحلول في المستويعليها في هذه الدراسة 

كما تمكنا من إيجاد   لبعض النظم التفاضلية من نوع كولموجوروف و التي تمثل نماذج الفريسة والمفترس في دينامكيك السكان

بعد ذاك تطرقت الدراسة لتعايش   الفرديةة معينة من النظم التفاضلية من الدرجة  ئالعبارة الصريحة لدورة نهائية غير جبرية لف

 لدورات الأعلىالحد  إيجادتم  الأخيردورة حد جبرية مع دورة حد غير جبرية لجملة معادلات تفاضلية من الدرجة الخامسة وفي 

من النظم التفاضلية تينلفئطريقة المتوسط  باستعمال نتائج عليه الحصول يمكن الذي الحد  

هذه الدراسة في التطبيق لان كثير من الظواهر الطبيعية يمكن نمذجتها على شكل جملة معادلات تفاضلية  أهميةولاشك في   

 ،طريقة المتوسط ،  نظم كولموجوروف ،حل غير جبري ، حل جبري ،حل دوري ،منحنى صامد ،دورة نهائية :كلمات مفتاحية 

  اضطراب ،النظام التفاضلي 

Résumé 

L’objectif de cette thèse est l'étude qualitative de quelques classes des systèmes 
différentiels planaires polynômiaux. Les résultats obtenus dans cette étude 
concernent l'existence et la non existence des solutions périodiques isolées par 
conséquence les cycles limites de quelques classes des systèmes de types 
Kolmogorov, qui représente les modèles proie - prédateur dans la dynamique des 
populations. De plus on détermine explicitement un cycle limite non algébrique pour 
une classe des systèmes différentiels de degré impair. Nous avons considéré ensuite 
de systèmes planaire de degré 5, et nous avons montré qu’il possède deux cycles 
limites explicites, un cycle limite algébrique et le deuxième non algébrique. Enfin nous 
avons trouvé des bornes supérieures pour le nombre de cycles limites de deux classes 
de systèmes différentielles ordinaires. En utilisant un théorème de la théorie de moyennisation  
 
 Mots clés : Cycle limite, courbe invariante, solution périodique, solution algébrique, 
solution non algébrique, système de Kolmogorov, méthode de moyennisation, 
système différentiel, perturbation. 

Abstract 

The objective of this thesis is the qualitative study of some classes of planar 

polynomial differential systems. The results obtained in this study concerns the 

existence and non existence of isolated periodic solutions consequently limit cycles 

of some classes of Kolmogorov systems, which is prey- predator models in 

population dynamics. And we give an explicitly expression of a non algebraic limit 

cycle for a class of planar polynomial differential systems of degree odd.  We have 

then considered planar systems of degree 5, and we have shown that it has two 

explicit limit cycles, one algebraic limit cycle and the second one non-algebraic. 

Finally, we find upper bounds for the number of limit cycles of two classes of ordinary 

differential systems. Using a theorem of the averaging theory. 

Keywords: Limit cycle, invariant curve, periodic solution, algebraic solution, non 

algebraic solution, Kolmogorov system, averaging method, differential system, 

perturbation.     


