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Introduction

L’étude des équations différentielles est un domaine mathématique qui historique-
ment a fait 'objet de nombreuses recherches, et continu cependant de rester d’actualité,
par le fait qu’elle intéresse particuliérement des disciplines comme la mécanique, la phy-
sique et plus récemment la biologie, ’électronique, spécialité ott de nombreux "modéles"
conduisent & des équations du méme type. Il convient de souligner que la plupart de
ces équations sont globalement de nature non-linéaire. Du fait que la description d’un
systéme, & partir des lois régissant son fonctionnement, conduit souvent & un modéle non
linéaire, la manipulation peut se révéler complexe. De ce fait il n’existe pas, en I'état
actuel des choses, une théorie d’ensemble des équations non-linéaires. Pour ce faire, des
calculs approchés basés sur la méthode des petites perturbations, des méthodes de linéari-
sation...etc, sont effectués concernant ces phénomeénes, sur lesquels on dispose de trés peu
d’informations. A partir de tels calculs, il a été déduit des conjectures que les chercheurs
s’efforceront par la suite de démontrer. Cette démarche s’est révélée particulierement
féconde.

La théorie qualitative des équations différentielles, plus connue aujourd’hui par la
théorie des équations différentielles, est la branche des mathématiques qui se développe
le plus activement et qui posséde les plus importantes applications scientifiques. L’étude
qualitative, surtout pour les systémes non-linéaires, reste donc un préalable nécessaire a
I’étude compléte de leurs solutions.

Un des principaux problémes de la théorie des équations différentielles est I’étude de
leurs orbites périodiques, leur existence, leur nombre et leur stabilité. Un cycle limite
d’une équation différentielle est une orbite périodique isolée dans I’ensemble des orbites
périodiques de I’équation différentielle. Les cycles limites ont été introduits pour la pre-
miére fois par H. Poincaré en 1881 dans son "Mémoire sur les courbes définies par une
équation différentielle" [68]. Poincaré s’est intéressé a 1’étude qualitative des solutions des
équations différentielles, c’est a dire des points d’équilibre, des cycles limites et de leur
stabilité. Ce qui permet d’avoir une idée globale des autres orbites du systéme étudié. A
la fin des années 1920, Van Der Pol, Liénard et Andronov ont prouvé qu’une trajectoire
fermée d’une oscillation arrivant dans un circuit de tube vide était un cycle limite.

Un des théorémes les plus importants de la dynamique non linéaire est le théoréme de



Poincaré-Bendixson qui affirme que dans une région compacte du plan, une trajectoire
d’un systéme planaire converge vers un point d’équilibre ou un cycle limite. Le critére de
Dulac donne une méthode de non existence des solutions périodiques.

Le mathématicien David Hilbert présenta, lors du deuxiéme congreés international des
mathématiques ( [42], 1900), 23 problémes "dont 'avenir attend la résolution grace aux
nouvelles méthodes qui seront découvertes dans le siécle qui commence". Le probléme
numéro 16 est de savoir le nombre maximal et la position relative des cycles limites d’un

systéme différentiel polyndémial planaire de degré n :

&= do_ P(z,y),
._dy _
j= = Q(z,y).

voir par exemple ( [5],[19],[26],[54]) et le livre de Ye Yangian et al [75] consacré seulement
pour étudier les cycles limites, principalement des systémes différentiels polynémiaux qua-
dratiques. On note H,, ce nombre maximal. Dulac [27] (1923), proposa une démonstration
prouvant que H, est fini pour tout n. Mais sa démonstration comportait une erreur. La
résolution de ce probléme de Dulac a été faite de fagon indépendante par Ilyashenko
(1991) et Ecalle, Martinet & Moussu (1987) puis Ecalle (1992). Cette résolution permet
de montrer que H, < oo. Petrovsky & Landis (1957) crurent trouver la valeur de Ho
mais ils s’apergurent d’une erreur dans leur propre démonstration (Landis & Petrovski,
1967) avant que celui-ci ne soit infirmée par un contre exemple de Shi (1982) dans lequel
un systéme quadratique a 4 cycles limites. Ainsi, si H,, est un nombre fini pour tout n,
la seule chose que 'on sache est que Hy > 4 et H3 > 11 (Jibin & Chunfu, 1985, Zola-
dek, 1995). Christopher & lloyd (1995) ont donné une borne inférieur au nombre H, ;
H, > n?*log(n).

Dans ce travail nous allons utiliser la théorie qualitative des équations différentielles
ordinaires pour traiter une classe de systémes différentiels planaires autonomes de la
forme (1) tels que P(z,y) et Q(x,y) sont des polyndmes. Plus précisément on s’intéresse
a la recherche des cycles limites de certaines classes de systémes d’équations différentielles
ordinaires.

La suite du travail est organisée comme suit :

Le chapitre 1, comporte un rappel des notions préliminaires sur les systémes différen-



tiels. On commence par définir les systémes dynamiques, la notion de point d’équilibre, la
linéarisation des systémes différentiels non linéaires au voisinage des points d’équilibres,
le portrait de phase, les cycles limites, les courbes invariantes.

Le deuxieme chapitre, vise la recherche de cycles limites pour trois classes de systémes
différentiels du type (1). Plus précisément dans la premiére section on va construire une
classe de systémes de Kolmogorov de degré 4 avec un cycle limite algébrique. De plus nous
prouvons que ce cycle limite est, analytique donnée et hyperbolique. A notre connaissance,
c’est pour la premiére fois qu’on exhibe une classe de systémes de Kolmogorov avec un
cycle limite algébrique explicitement donné. Dans la deuxiéme section de ce chapitre on
consideére un systéme différentiel planaire de degré impair trés général. On détermine les
conditions sous lesquelles ce systéme posséde un seul cycle limite non algébrique. Ce cycle
limite est trouvé explicitement.

Dans la troisiéme partie, on a exhibé une classe de systémes planaires de degré 5,
qui possede deux cycles limites explicites, un cycle limite algébrique et le deuxiéme non
algébrique.

Le troisiéme chapitre a comme premier but de présenter notre contribution qui consiste
a offrir des bornes supérieures pour le nombre de cycles limites qui peuvent étre obtenus
en perturbant le systéme de centre linéaire © = y,y = —x, en utilisant la théorie de
moyennisation du premier et deuxiéme ordres.

Notre deuxiéme travail est de donner les bornes supérieures optimales pour le nombre

de cycles limites, qui peut étre obtenu en perturbant le centre non linéaire & = —y?~1

2q—1

Y =
x a ’aide de la théorie de la moyennisation du premier ordre.

Notons que le travail de cette thése a fait ’objet des 5 publications suivantes
(1). [7] A. Bendjeddou, A. Berbache and R. Cheurfa. A class of Kolmogorov system with
exact algebraic limit cycle, Int. J. Diff. Equa. Appli, Volume 14 No.3 2015, 159-165.
(2). [6] A. Bendjeddou, A. Berbache. A class of differntial system of odd degree with
explicit non algbraic limit cycle, Int Electr J of Pure and Appl Math. No 4 2015, 243-253.
(3). [8] A. Bendjeddou, A. Berbache and R. Cheurfa. Ezact algebraic and non-algebraic
limit cycles for a class of integrable quintic and planar polynomial differential systems,
is accepted for publication in journal "Scientific Annals of the Alexandru Ioan Cuza
University of Iagi (NS). Mathematics".

(4) . A. Bendjeddou, A. Berbache. On the number of limit cycles of a class of polynomial



differential systems, soumis pour publication
(5). A. Bendjeddou, A. Berbache. Upper bounds for the number of limit cycles of poly-

nomial differential systems via averaging theory, soumis pour publication.



Chapitre 1

Notions préliminaires et généralités



Notions préliminaires et généralités

1.1 Introduction

Ce chapitre contient quelques notions générales et principales pour I'étude qualita-
tive des systémes dynamiques. On commence par définir les systémes différentiels, on
examinera les notions de : point singulier, la linéarisation des systémes différentiels non
linéaires au voisinage des points d’équilibres, le portrait de phase, orbite périodique, cycle
limite, nature des points critiques. On introduira aussi un rappel sur les théorémes fon-
damentaux : théoréme de Grobman-Hartman et quelques théorémes d’existence et non
existence des cycles limites.

Nous décrivons également la méthode de moyennisation, qui consiste en la recherche
du nombre de cycles limites qui apparaissent aprés la perturbation d’un systéme diffé-
rentiel polynomial.

Nous nous intéressons ici, et dans & peu prés tout ce qui suit, aux systémes continus,

déterministes.

1.2 Systémes différentiels polynéomiaux

Définition 1.1 On appelle systéme différentiel autonome du plan un systéme de la

forme : d
= —”tc = P(x(t),y(t)), (1.1)
7= = Q(t).y(t)

e Si P et @ sont des polynomes a coefficients réels, on dit que (1.1) est un systéme

différentiel polynéomial.

Si les fonctions P et () sont des polynomes, on appelle alors degré du systéme (1.1), le
nombre n = max(deg(P), deg(Q)).
Nous supposerons que les fonctions P et @ de classe C*! (donc les conditions de Cauchy-

Lipchitz sont satisfaites en tout point ordinaire du systéme (1.1)).



Remarque 1.2 §i les polynomes P et () s’écrivent sous la forme

( i+j=n

P(I7y) - § aijxlyn7]7
i+j=0
i+j=n

Q(:B7y) = Z bijxiynijv

L i+5=0

on dit que P et QQ sont homogénes, dans ce cas le systéme (1.1) s’appelle systéme diffé-

rentiel polynémial homogéne.

1.3 Champ de vecteurs

Avant de commencer 1’étude détaillée d’un systéme différentiel il est trés pratique
de dessiner le champ de vecteurs qui peut nous fournir des renseignements précieux sur
les différentes formes de solutions possibles. Il s’agit de la représentation graphique, en
chaque point de ’espace du vecteurs qui lui est associé.

En effet, ce vecteur sera tangent & la trajectoire du systéme différentiel passant par ce
point. Le champ de vecteurs nous donne donc une idée assez précise des solutions possibles

et de leur comportement asymptotique.

Définition 1.3 On appelle champ de vecteurs, une région du plan dans laquelle existe
en tout point un vecteur 1—/>(M, t).

On suppose donné un champ de vecteurs de classe C* dans un ouvert Q € R?, c’est-a-dire
une application :

= P(z,y)
M= (z,y)— V(M) = ,
(z,9) (M) (Q(%y))

ott P et Q sont de classe C' sur Q. On peut écrire aussi
0 0
X =P— —
ox + Qay

Considérons le cas général d’'un systéme d’équations différentielles autonomes (1.1).
Sur la courbe P(z,y) = 0, dite isocline verticale, le champ de vecteurs est parallele a
I'axe des y et sur la courbe Q(x,y) = 0, dite isocline horizontale, le champ de vecteurs

est paralléle a ’axe des .
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FiGg. 1-1 — Champ de vecteurs

1.4 Solutions et solutions périodiques

Définition 1.4 .

e Une solution du systéme (1.1) consiste en un couple de fonctions (x(t),y(t)),t € R,
qui satisfait ce systéme.

e Une solution mazximale est une solution qui ne peut étre prolongée en une solution sur
un intervalle plus grand.

® Les solutions (x(t),y(t)) du systéeme (1.1) représentent dans le plan (x,y) des courbes
appelées orbites.

e Le plan (x,y) est appelé plan de phase.

e Une trajectoire du point (z(t),y(t)) est ’ensemble des positions de ce point quand t

parcourt tout 'intervalle des temps.

Remarque 1.5 Si (z(t),y(t)) est une solution du systéme (1.1), alors sa trajectoire est,

en chacun de ses points, tangente au champ de vecteurs associé, autrement dit,
Vie s Plo(t).y(H)i + Q(t). y(t)j = 0.

Définition 1.6 On appelle solution périodique du systéme (1.1), toute solution (z(t), y(t))

pour laquelle il existe un réel T > 0 tel que
VieR, z(t+T)=ux(t) et yt +T) = y(t).
e Le plus petit nombre T > 0 qui convient s’appelle alors période de cette solution.

11



o A toute solution périodique correspond une orbite fermée dans l’espace des phases.

Exemple 1.7 L’oscillateur harmonique est régi par I’équation différentielle i + w?x = 0

T =y,
Y= —w?x.

Ce systéme s’intégre facilement puisque d_y = —w
x

qui équivaut au systeme

X .
22 ce qui donne pour ensemble de

solutions

y2 +w?r? = C.

Autrement dit, ce systéme posséde une famille continue & un paramétre de solutions

périodiques représentées dans le plan de phase par des ellipses.

1.5 Portrait de phase

Le plan R? est dit plan de phase et les solutions d’un champ de vecteurs X représentent
dans le plan de phase des orbites ou des trajectoires. Le portrait de phase d’'un champ

de vecteurs X’ est ’ensemble des solutions dans le plan de phase.

Définition 1.8 Un portrait de phase est une représentation géométrique des trajectoires
d’un systéme dynamique dans [’espace des phases, & chaque ensemble de conditions ini-

tiales correspond une courbe ou un point.

1.6 Points d’équilibres

Les points fixes (points d’équilibres) jouent un role capital dans 'étude des systémes
dynamiques. Henri Poincaré (1854-1912) montra que pour caractériser un systéme dyna-
mique & plusieurs variables il n’est pas nécessaire de calculer les solutions détaillées , il
suffit en effet de connaitre les points d’équilibres et leurs stabilités. Ce résultat de grande
importance simplifie considérablement 1’étude des systémes non-linéaires au voisinage de

ces points.

Définition 1.9 On dit que le point (x*,y*) est un point d’équilibre du systéme (1.1), s’il

12



est solution du systéme

Remarque 1.10 .

® La notion de point d’équilibre est la méme que celle de point singulier pour le champ
de vecteurs.

e Les points d’intersections de ces deuz isoclines sont les équilibres (z*,y*) du systéme
c’est-a-dire les points tels que la trajectoire issue d’un tel point reste en ce point pour tout
t.

Théoréme 1.11 [31] Soit le champ de vecteurs X sur R?. Si T est une orbite périodique

de X, alors il existe un point singulier de X contenu dans Int(I).

1.6.1 Linéarisation et matrice jacobienne

La démarche la plus naturelle pour étudier le comportement des trajectoires d’un
systéme différentiel autonome non linéaire, au voisinage d’un point singulier, consiste a
se ramener au systéme linéaire associé, puis a faire le lien entre les trajectoires des deux
systémes.

Considérons le systéme non linéaire (1.1). Au voisinage d’un point d’équilibre (z*, y*),

le linéarisé du systéme (1.1) est donné sous forme matricielle par :

ar, . .. dP, . .
(:t)_ %(a:,y) d—y(ﬂﬁay) <x> (12)
%(xay) d_y(xay)

Définition 1.12 On appelle matrice jacobienne associée au systéme (1.1) au point d’équi-

libre (z*,y*), la matrice :

ap, . . dP, . .
o %(x,y) d—y(fv,y)

13



Définition 1.13 Deux systémes autonomes dans le plan

(51) 3? = P(x(t), y(1)), ) x = P'(x(t),y(t)),
§ = Q(x(t),y(1)), y = Q'(x(t),y(t)),

définis sur deux ouverts V et W respectivement, sont topologiquement équivalents s’il
existe un homéomorphisme h : V. — W tel que h transforme les orbites de (S1) en celles

de (S2) et préserve le sens du mouvement.

Remarque 1.14 .

e [L’équivalence par homéomorphisme permet d’effectuer une classification basée princi-
palement sur la stabilité ou ['instabilité de [’équilibre.

o Deuzx systémes linéaires sont topologiquement équivalents s’ils ont le méme nombre de

valeurs propres, avec des parties réelles de mémes signes.

Définition 1.15 Un point singulier (z*,y*) du systéme différentiel (1.1) est dit hyperbo-
lique si les valeurs propres de la matrice J(x*,y*) ont toutes une partie réelle non nulle.

Dans le cas contraire, le point singulier est dit non-hyperbolique.

Définition 1.16 Soit le systéme différentiel (1.1) et soit J(x*,y*) la matrice jacobienne
associée au systéme (1.1) au point d’équilibre (xz*,y*) et soient Ay et Ao les valeurs propres
de cette matrice.

1. Si Ay = Xy =0, alors (z*,y*) est appelé point d’équilibre dégénéreé.

Si de plus J(z*,y*) # 0 on dit que (x*,y*) est un point nilpotent.

2. Si MMy =0 mais (\)° + (M) # 0 alors (z*,y*) est dit point dégénéré élémentaire.
3. Un point singulier (x*,y*) de (1.1) est un centre s’il existe un voisinage V' de ce point
tel que Vp € V\ {(z*,y*)}, p vérifie P%(p) + Q*(p) # 0, les orbites passant par p sont

fermées et entoure (x*,y*).

1.6.2 Le théoréme de Hartman-Grobman

Ce théoréme nous permet de réduire ’étude d’un systéme dynamique (1.1) au voisi-
nage d’un point singulier hyperbolique, a I’étude d’un systéme linéaire (1.2) topologique-

ment équivalent a (1.1), au voisinage de lorigine. Il est trés utile en pratique et facilite

14



en général I’étude des systémes dynamiques définis sur un ouvert €2 du plan. On 1’énonce

ci-dessous (voir [66] pour la démonstration).

Théoréme 1.17 Supposons que la matrice jacobienne au point d’équilibre (x*,y*) ait
deux valeurs propres telles que Re(A\12) # 0, alors les solutions du systéme (1.1) sont
données approximativement par les solutions du systéme linéarisé (1.2) au voisinage du

point d’équilibre.

Autrement dit, le portrait de phase du systéme linéarisé (1.2) constitue, au voisinage

de ce point d’équilibre, une bonne approximation de celui du systéme (1.1).

Remarque 1.18 Dans le cas ot Re(\12) = 0, ce procédé de linéarisation ne marche pas,
c’est a dire si le point d’équilibre (z*,y*) est un centre pour le systéme linéarité (1.2), la
détermination de sa nature dans le cas du systéme (1.1) nécessite d’autres investigations,

c’est le probléme du centre.

1.6.3 Stabilité de I’équilibre

Un systeme non linéaire quelconque peut avoir plusieurs positions d’équilibre qui
peuvent étre stables ou instables. Dans certaines situations, on exige la stabilité de 1’équi-
libre qui est définie comme suit :

Soit (z*,y*) un point d’équilibre du systéme (1.1). Notons par

X(t) = (P(z(t),y(t), Qx(t), y(t))
X* = (P(a",y"),Q(x",y")).

Définition 1.19 . On dit que :

o (z*,y*) est stable si et seulement si
Ve >0,39n >0, |[(z,y) — (%, y")|| <0 = (Vt > 0: || X(t) — X*|| < ¢e).
o (z*,y*) est asymptotiquement stable si et seulement si (z*,y*) est stable et

Tim [ X(t) = X7 = 0.

15



Fig. 1-3 — Stabilité asymptotique.

Remarque 1.20 .

-Un point d’équilibre (x*,y*) d’un systéme différentiel est dit asymptotiquement stable s’il
est stable et s’il existe un voisinage V' de (x*,y*) tel que toute trajectoire traversant V
convergent vers (z*,y*) lorsque t tend vers l'infini.

-La notion de stabilité asymptotique est plus forte que la notion de stabilité.

-La stabilité asymptotique impose que la limite des trajectoires lorsque t — 400 soit le
point d’équilibre, tandis que la stabilité neutre (stable mais pas asymptotiquement stable)
impose seulement que les trajectoires restent dans un voisinage du point d’équilibre sans

nécessairement tendre vers ce point.

1.6.4 Nature des points critiques

Soit le systeme différentiel (1.1) et soit J(z*,y*) la matrice jacobienne associée au
systéme (1.1) au point d’équilibre (z*,y*) et soient A\; et Ay les valeurs propres de cette
matrice.

On distingue les différents cas selon les valeurs propres A\; et Ay de la matrice J(z*, y*).
(1) A1 et Ag sont réelles non nulles et de signes différents, le point critique (z*, y*) est une
selle. 11 est toujours instable.

(ii) A; et Ay sont réelles de méme signe
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-Si A1 < Ay <0, le point critique (z*, y*) est un nceud stable.

-Si0 < A1 < Ay, le point critique (z*, y*) est un nceud instable.

- Si A1 = A2 = A, le point critique (z*, y*) est un noeud propre, il est stable si A < 0
et instable si A > 0.
(iii) A, et Ay sont complexes conjuguées c’est a dire Vj = 1,2, \; = a;+if3; et Im();) # 0,
alors le point critique (z*,y*) est un foyer, il est stable si Re()\;) < 0 et instable si
Re();) > 0.
(iv) A1 et Ay sont imaginaires pures c’est-a-dire Im();) # 0 et Re(\;) = 0,V = 1,2,

alors le point critique (z*,y*) est un centre, il est stable.

Proposition 1.21 .

e Le point singulier (z*,y*) du systéme (1.1) est un neeud stable (resp neud instable), si
Uorigine du systéme linéaire associé est un neeud stable (resp neeud instable).

® Le point singulier (x*,y*) du systéeme (1.1) est un foyer stable ( resp instable), col, si

Uorigine du systéme linéaire associé est un foyer stable (resp instable), col.

Remarque 1.22 .

® Les foyers et les neeuds stables sont asymptotiquement stables et les centres sont stables,
mais pas asymptotiquement stables.

® Si au moins une valeur propre est a partie réelle strictement supérieure a 0, le systéme

non linéaire est instable.

1.7 Courbes invariantes

Les courbes algébriques invariantes jouent un role important dans I'intégrabilité des
systémes différentiels planaires polynomiaux, voir par exemple ( [31], [18], [17]) et aussi
sont utilisées dans I’étude de I'existence et non-existence de solutions périodiques et par

conséquent l'existence et non-existence de cycles limites.

Définition 1.23 On appelle courbe invariante du systéme (1.1), toute courbe d’équation
U(z,y) = 0 du plan de phase pour laquelle il existe une fonction K = K(x,y) appelée

cofacteur associé a la courbe invariante, telle que

oU(z,y)
ox

U (x,y)

P
(z,y) oy

+Q(xay) = K(x,y)U(:L',y). (13)
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ou ou
ox’ Oy
orthogonal au champ de vecteurs X = (P, @), donc en tout point de la courbe invariante

Cette égalité montre que sur la courbe invariante le gradient ) de U est

le champ de vecteurs est tangent & cette courbe, donc elle est formée de solutions (ou

trajectoires) du champ de vecteurs X, ce qui justifie son appellation.

Définition 1.24 Une courbe invariante U(z,y) = 0 est dite algébrique de degré m si

U(z,y) est un polynome de degré m. Si non on dit qu’elle est non algébrique.

Remarque 1.25 Dans le cas ou le systéme (1.1) est polynomial et posséde une courbe
invariante algébrique U(zx,y) = 0 de degré m, le cofacteur est aussi algébrique et son

degré vérifie deg (K) < m — 1.

Nous rappelons que la notation div est la divergence du systéme (1.1), c’est-a-dire

OP (z,y) n oQ (ﬂs,y)‘

div(z,y) = —— By

Théoréme 1.26 [36] On considére le systéme (1.1) et T'(t) une orbite périodique de

période T > 0. On suppose que U : 2 C R? — R est une courbe invariante avec

L(t) ={(z,y) € @/ Ulx,y) = 0}

et K(z,y) € C! est le cofacteur donné dans l’équation (1.3), de la courbe invariante
U(z,y) = 0. On suppose que p € Q tel que U(p) =0 et VU(p) # 0, alors p est un point

singulier du systéme (1.1), et
T T
/ div(T'(t))dt = / K(T'(t))dt.
0 0

1.8 Cycles limites

Poincaré a introduit la notion de cycle limite dans son second mémoire de 1882, & par-
tir de ses travaux sur le probléme des trois corps notamment. La représentation de 1’évo-
lution d’un systéme (pendule par exemple) au moyen d’une équation différentielle dans le
plan de phase défini par Poincaré, c’est-a-dire, dans un espace de coordonnées tel que 1’or-

donnée soit la dérivée par rapport au temps de ’abscisse (par exemple (z,y) =(position,
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vitesse) conduit Poincaré a une classification des points fixes ou points d’équilibres du

systéme.

Il démontre alors, qu’il en existe trois types différents qu’il appelle : cols, fonds et
sommets ou cols, noeud et foyer. Puis, il ajoute qu’en dehors de ces points d’équilibre
il existe également des courbes qu’il nomme cycles limites et qui correspondent a des
solutions périodiques pour le systéme considéré, dont les autres courbes définies par la

méme équation différentielle se rapprochent asymptotiquement sans jamais les atteindre.

Définition 1.27 On appelle cycle limite T' = {(x(t),y(t)),t € [0,T]} du systéme (1.1),
toute solution périodique isolée dans l’ensemble de toutes les solution périodiques de ce
systéme, c’est a dire qu’il existe un voisinage de I' dans lequel il n’y a pas d’autres courbes

fermées.

Définition 1.28 Un cycle limite algébrique est un cycle limite qui est contenu dans les

zéros fixés d’une courbe algébrique invariante (ovale de la courbe algébrique invariante

U(z,y)=0).

Définition 1.29 On dit que le systéme différentiel (1.1) admet un cycle limite non al-

gébrique I' si I' n’est pas inclus dans une courbe algébrique invariante pour ce systéme.

Théoréme 1.30 ' étant le cycle limite du systéme (1.1), toutes les trajectoires inté-
rieures et extérieures voisines de I' sont telles que elles s’enroulent toutes en spirales
autour de I' pour t — 400 ou bien t — —o0.

1. Si toutes les trajectoires intérieures et extérieures s’enroulent autour de I', pour t —
+o00 , le cycle limite est stable.

2. 51 toutes les trajectoires intérieures et extérieures s’enroulent, en spirale autour de I

pour t — —oo, le cycle limite est instable.

Remarque 1.31 Les cycles limites apparaissent seulement dans les systéemes différen-

tiels non-linéaires.

Donnons maintenant quelques résultats qui permettent de prouver ’existence ou la

non existence de cycles limites pour un systéme dynamique.
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Théoréme 1.32 [36] Soit X = (P, Q) un champ de vecteurs de classe C' défini sur un
ouvert non vide D de R?, (x(t),y(t)) une solution périodique de période T du systéme

X =X et K : D — R une application de classe C* telle que

T

/ K (a(t), y(t))dt # 0

0

et U = U(x,y) une solution de classe C* de l'équation aux dérivées partielles

oU(z,y)
ox

U (z,y)

P(z,y) 9

+Q(z,y) = K (z,y) U(z,y). (1.4)

Alors la trajectoire fermée I' = {((x(t),y(t)) € D :t € [0,T]} est contenue dans l’en-
semble ¥ = {(z,y) € D : U(z,y) =0}, et n'appartient pas o un ensemble continu de
solutions périodiques de X. De plus, si le champ de vecteurs X et les fonctions K et U

sont analytiques, alors ' est un cycle limite.

Théoréme 1.33 [67] Soit I'(t) une orbite périodique du systéme (1.1) de période T.
Alors

T
o [ est un cycle limite stable si / div(I'(t))dt < 0.

0

T
o [' est un cycle limite instable si / div(I'(¢))dt > 0.
0

T
Dans le cas ou la quantité div(T'(t))dt = 0 une étude avancée est nécessaire pour

0
déterminer si 'orbite I' est un cycle limite stable, ou un cycle limite instable ou semi-
stable ou il n’est qu’une orbite périodique appartenant & une bande continue d’orbites

fermées.

Définition 1.34 On dit que le cycle limite est hyperbolique si la quantité

T
/ div(T(#))dt # 0.
0
Exemple 1.35 Soit le systéme
&=~y + p(l — 2 - y?),
g=x+py(l—a*—y?),
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ol pu est un paramétre. En coordonnées polaires x = rcosf et y = rsinf, le systéme

précédent devient
T = Mr(l - Tz)a

0 =1,
dot 7 = 0 st et seulement si v = 0 ot r = 1. Pour r = 1, on a l'orbite périodique

['(0) = (cos,sinf) dans le plan de phase, c’est le cercle d’équation x> +y? = 1, c’est un

cycle limite unique, alors

2 2m
/ div(cos @,sin6)df = u/ (2 — 4cos? 0 — 4sin” 0)df
0 0

2
= —,u/ 2d6.
0

Done, le systéme (1.5) a un cycle limite hyperbolique I'(0) = (cosf,sinf) qui est stable
si i > 0 et instable st p < 0. Si p =0, le systéme a une infinité d’orbites périodiques et

il n’y a pas de cycles limites. Voici une esquisse de son portrait de phases si |pu| = 0.2

|
ot

Cycle limite pour p = —0.2 Cycle limite pour p = 0.2

1.9 Intégrabilité des systémes différentiels

Dans cette section nous présentons les résultats concernant ’existence d’intégrales
premiéres pour un systéme différentiel planaire polynémial par la théorie d’intégrabilité
de Darboux. Ce genre d’intégrabilité fournit un lien entre I'intégrabilité des systémes

différentiels planaires polynémiaux et le nombre de courbes algébriques invariantes.
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Soient 2 un ouvert du plan et (x(t),y(¢)) une solution du systéme (1.1).
On note Aquy) ={t € R/ (z(t),y(t)) € Q}.

Définition 1.36 L’application H : 2 — R est appelée intégrale premiére du systéme sur
Q si elle est constante sur les courbes solutions (x(t),y(t)) du systéme (1.1) contenue
dans ), c’est-a-dire st

H(x(t),y(t)) = cste, YVt € Ng(zy)-

Définition 1.37 On dit que le systéme différentiel (1.1) est intégrable sur un ouvert

s’il admet une intégrale premiére sur ).

Définition 1.38 On appelle facteur intégrant du systéeme (1.1) sur ), associé & une

intégrale premiére H, une C'-fonction R : Q — R non identiquement nulle telle que

d(RP)  O(RQ)

ox dy

Lorsque le systéme (1.1) posséde un facteur intégrant R, il est intégrable et l'intégrale

premiére H s’exprime en fonction du facteur intégrant par :
H(5.9) = [ RGw,)Plo,y)dy + i),

la fonction h est choisie de telle sorte que :

oH
— = —RQ.

Ox ¢

Remarque 1.39 .

e L’équation H(x,y) = ¢ pour ¢ € R donne l'ensemble des trajectoires du systéme.

® Pour un champ de vecteurs planaire [’existence d’une intégrale premiére détermine
complétement son portrait de phase.

e Si on a une intégrale premiére H du systéme (1.1) on peut toujours trouver un facteur

intégrant R.

Pour une démonstration détaillé voir [31].
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1.9.1 Facteur exponentiel

Il y a un autre objet, qui s’appelle facteur exponentiel, qui joue le méme role que
les courbes algébriques invariantes pour obtenir une intégrale premiére d’'un champ de

vecteurs polynomial (1.1).

Définition 1.40 Soient h et g deux fonctions polynomiales, la fonction f = exp (%)
s’appelle facteur exponentiel du champ de vecteurs (1.1) s’il existe un polynome K (z,y)

de degré au plus m — 1 satisfaisant ’équation (1.4).

Remarque 1.41 Les facteurs exponentiels ne définissent pas des courbes invariantes

pour le fot du systéme (1.1), parce qu’ils ne sont jamais identiquement nuls.

Proposition 1.42 Si f = exp (%) est un facteur exponentiel pour le systéme polynomial

(1.1), alors h = 0 est une courbe algébrique invariante, et g satisfait l’équation
X(g) = gKn + hK;
ot Kj, et Ky sont les cofacteurs de h et f, respectivement.

Pour une démonstration détaillé voir [31].

1.9.2 L’intégrabilité de Darboux

Avant d’énoncer les résultats principaux de la théorie de Darboux nous avons besoin
m—1

de quelques définitions. Si S(z;y) = Z a;;2'y’ est un polynome de degré inferieur ou

i+j=0
m(m + 1)
2

égale m — 1 avec coefficients dans C, alors on écrit S € C,,_1 [z,y]. Nous

. . oL m(m41) . .
identifions I’espace linéaire de vecteur S € C,,_1 [x,y] avec C™ 2 par I'isomorphisme

S — (a0,07a1,07a0,1, <oy Am—1,05 Am—2,1, '-~7a0,m71>-

Nous disons que les points (zx,yx) € C,k = 1,...,r, sont indépendant par rapport
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Cyn_1 [, y] si I'intersection des r hyperplans

m—1
.0 _
g ajjry, =0, k=127
i+j=0
m(m+1) 5 ., . . . m(m + 1)
dans C™ 2 — c’est un sous espace linéaire de dimension —y T

Nous remarquons que le nombre maximum des points singuliers isolés de systéme

polynémial (1.1) est m? (Le théoréme de Bézout’s), et que le nombre maximum des
m(m + 1) m(m + 1)

m2
2

points singuliers isolés indépendants du systéme est et que

pour m > 2.

On dit que le point singulier (z*,y*) de systéme (1.1) est faible si la divergence
div(P, @), du systéme (1.1) en (z*,y*) est nulle.

Le théoréme suivant résume la théorie de Darboux sur I'intégrabilité des systemes dif-
férentiels planaires polynomiaux tel qu'il est présenté dans [53], [23]. Pour les applications

de ce théoréme voir par exemple [16].

Théoréme 1.43 Soit le champ de vecteurs complexe planaire polynémial X = (P, Q) de

degré n qui admet p courbes algébriques invariantes irréductibles f; = 0 avec cofacteurs

9
hj
j=1,...,q et r points singuliers indépendants (xy,y,) € C? tels que fi(zg,yx) # 0 pour

K; pour i = 1,...,p et q facteurs exponentiels exp< > avec les cofacteurs L; pour

i=1,.,petk=1,..r.

p q
(i) 1l existe \;, p € C non tous nuls tels que Z MK+ Zuij =0 si et seulement si
i=1 j=1

g (o (g_)) (e (%)) (16)

est une intégrale premiére du champ de vecteurs X .
n(n+1)
2

la fonction

(i) Sip+q+r > [

p q
i=1 j=1
n(n+1)
2

} + 1, alors il existe \i,pu; € C non tous nuls tels que

(iit) Sip+q+r > +2, alors le champ de vecteurs X a une intégrale premiére
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rationnelle, et par conséquent toutes les trajectoires du systéme sont contenues dans des

courbes algébriques invariantes.

p q
(iv) Il existe \;, j1; € R non tous nuls tels que Z)‘iKi + Zuij = —div(P,Q) si et

i=1 j=1
seulement si la fonction (1.6) est un facteur intégrant du champ de vecteurs X .
: n(n+1) . o .
(v) Sip+q+r= — et les points singuliers indépendants sont faibles, alors la

p q
fonction (1.6) est une intégrale premiére si Z)‘iKi + Z,uij = 0, ou est un facteur
i=1 j=1

p q

intégrant si Z ANKG; + Z p; Ly = —div (P, Q) , sous la condition que \;, j1; € C ne sont
i=1 j=1

pas tous nuls.

p q
(vi) S’il existe \i,p1; € C non tous nuls tels que Z)\Z-Ki + Zuij = —s, pour s €
i=1 j=1

C\{0}, alors la fonction

est une courbe invartante du champ de vecteurs X .

Ce théoreme sera le socle du deuxiéme chapitre. Pour une preuve facile de ce théoréme

voir [31].

1.9.3 Facteur intégrant inverse

La fonction V' (z,y) est un facteur intégrant inverse du systéme (1.1) sur un ouvert
QeR*siV e N), V #£0sur Qetsi

oV ov oP 0Q
(ax ! a_y> .

1
C’est facile de vérifier que la fonction R = v définit un facteur intégrant dans
Q\{V =0} du systeéme (1.1).

Le facteur intégrant inverse est parmi les outils qui sont utilisés dans I’étude de ’exis-

tence et de la non existence des cycles limites, on peut méme déterminer leurs formules en
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utilisant le facteur intégrant inverse. Cette méthode est introduite par Giacomini, Llibre

et Viano en 1996 [36] et est basée sur le théoréme suivant :

Théoréme 1.44 [36] Soient le systéme (1.1) et V = V(z,y) une fonction de classe C*

solution de l’équation aux dérivées partielles

ov oV (0P QY.
(ax+a_y)v‘o’

p2r °r
ox +Q(‘3y

définie sur l’ensemble ouvert €.

Si I est un cycle limite du systéme différentiel (1.1), alors T' est contenu dans

Y={(z,y) € Q:V(z,y) =0}.

1.10 La fonction de premier retour de Poincaré

Pour étudier la stabilité des orbites périodiques, 1’outil (ou le moyen) le plus fonda-
mental est la fonction de premier retour de Poincaré, définie par Henri Poincaré en 1881
[68].

L’idée de la fonction de premier retour de Poincaré est trés simple : Si I" est une orbite
périodique du systéme

i = f(x) (1.7)

passant par le point xg et ¥ un hyperplan perpendiculaire a I' en xg, alors pour tout
point x € ¥, suffisamment proche de xg, la solution de (1.7) passant par z en t = 0, va
retraverser ¥ en un point P(x) proche de zy. La fonction x — P(z) s’appelle la fonction

de premier retour de Poincaré.

La fonction de premier retour de Poincaré peut également étre définie lorsque ¥ est
une surface lisse, passant par un point xy de I', ce qui n’est pas tangente a I" en xq. Dans
ce cas, on dit que la surface se coupe transversalement avec la courbe I' en zy. Voir la
figure (Fig. 1-4)

Le théoréeme suivant établit I'existence et la continuité de l’application de premier

retour de Poincaré P(x) et de sa dérivée premiere P'(z).
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Fic. 1-4 — L’application de premier retour de Poincaré.

Théoréme 1.45 [67] Soit E un ouvert de R™ et soit f € C'(F), supposons que, ¢,(zo)

soit une solution périodique de (1.1) de période T et que le cycle
'={zeR" x=¢,(xg), 0<t<T}
est contenu dans E. Soit X U'hyperplan orthogonal a I' en xq, c’est-a-dire
Y={x eR"/ (x —xg).f(xg) =0} .

Alors il existe un voisinage de xo, Ns(xo) C E et une fonction unique T(x), définie et
contindment différentiable pour tout x € Nj(xo), tels que T(zo) =T et ¢, (x) € X, pour
tout x € Ns(xo).

Définition 1.46 Soient ', X, 0 et 7(x) définis dans le théoréme 1.45, alors pour x €
Ns(z0) N'X, la fonction P(x) = ¢, (z) est appelée l'application de premier retour de

Poincaré de I' en xy.
Le théoréeme suivant donne la formule de P’(0) :

Théoréme 1.47 [67]. Soit v(t) une solution périodique de (1.1) de période T. Alors la
dérivée de la fonction de Poincaré P(s) le long d’une ligne droite ¥ qui est normale &
F={zeR"/ x=~(t)—~(0), 0<t<T} enxz =0 est donnée par

P'(0) = exp/0 V.f(y(t))dt.
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Corollaire 1.48 [67] Sous les hypothéses du théoréme 1.47, la solution périodique ~y(t)

est un cycle limite stable si

/ 'O ) dt <0,

et il s’agit d’un cycle limite instable si

/OTv.fw (£)) dt > 0.

1l peut s’agir d’un cycle limite stable, instable ou semi-stable ou appartenir a une bande

continue de cycles si cette quantité est égale a zéro.

1.11 Le 16°™ probléme de Hilbert : Probléme du

centre

Le 16'™®™e probléme de Hilbert consiste en la recherche d’une borne uniforme H(n)

au nombre de cycles limites apparaissant dans la classe des systémes (1.1).

1.11.1 Perturbation des systémes différentiels

Une technique usuelle pour obtenir un systéme différentiel avec cycles limites est de
considérer un systéme différentiel polynomial de type (1.1), possédant une singularité de
type centre, et de ce fait intégrable. On perturbe ce systéme par des polyndémes f et g

de degrés n.

Le systeme différentiel obtenu s’écrit
&= Px,y)+ef(z,y),
y=Q(x,y) +eg(r,y),

ol € est un petit parameétre.

L’objectif est de rompre le continuum d’orbites périodiques en espérant toutefois qu’il

reste des orbites fermées, qui seront isolées.
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1.11.2 Théoréme de moyennisation du premier et deuxiéme

ordre

La méthode de la moyennisation est I'une des plus importantes méthodes perturba-
tives utilisées actuellement dans I’étude des cycles limites des systémes dynamiques. Elle
a été introduite par Krylov et Bogoliubov en 1937 [44] et Bogoliubov et Mitropolskii
(1961) [12]. Elle a été ensuite développée par Verhulst [78], Sanders and Verhulst [79],
Malkin (1956) [65], Roseau (1966) [70], Llibre et Buica (2004) [14] . Dans le cas pério-
dique I'idée de base est de considérer une équation différentielle perturbée mise sous la

forme standard suivante

T =cef(x,t,¢), (1.8)
out € Rz € R" ¢ est un petit parametre et f est T—périodique en ¢, I’équation
moyennée associée a (1.8) s’écrit

i =ef'(x),
ou

/fxtO (1.9)

La recherche des racines positives de (1.9) réduit le probléme de la détermination des
solutions T-périodique de (1.8) qui est en général un probléme difficile.

On va présenter maintenant les résultats de base du théoréme de moyennisation que
nous aurons besoin pour prouver les principaux résultats du chapitre 3. Le théoréeme
de moyennisation jusqu’au deuxiéme ordre qu’on utilise pour étudier spécifiquement les

orbites périodiques, a été développé dans [15]. Il se résume comme suit.

Théoréme 1.49 [15] On considére le systéme différentiel
i(t) = eFy(t,z) + e Fy(t, ) + e R(t, 1, ¢), (1.10)

ow F1,F, : Rx D — R, R:Rx D x (—¢f,e7) — R sont des fonctions continues,
T-périodiques par rapport a leurs premiéres variables et D est un ouvert de R.

Supposons que les hypothéses suivantes se tiennent Fy(t,.) € C?*(D), Fy(t,") € C*(D),Pour
toutt € R, Fy, Iy, R, D, Fy sont localement lipschitziennes par rapport a x et R est deux
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fois différentiable par rapport a €. On définit Fo: D — R pour k = 1,2 comme suit :

1 T
Fule) = 7 [ Fils.a)ds
0

1 [T[oF
Fy(x) = T/o [%(s,x)-yl(s,x)—l—Fg(s,z) ds,

ou .
yl(s,x):/ Fi(t, z)dt,
0

Pour un ensemble ouvert borné V- C D et pour chaque € € (—ey¢,e¢)\ {0}, il existe a € V
tel que (Fio + eFy)(a) =0 et

d(Fio + €F)

I (a) #0.

Donc pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T—périodique x(t,e) du

systéme de telle sorte que x(0,¢) — a quand € — 0.

Si Fig n’est pas identiquement nulle, alors les zéros de Fig + cF5y sont principalement
les zéros de Fiy pour € suffisamment petit. Dans ce cas, le résultat précédent fournit le

théoréme de moyennisation du premier ordre.

St Fio est identiquement nulle et Fyq n’est pas identiquement nulle, alors les zéros de
Fio + eFyg sont principalement les zéros de Fyy pour € suffisamment petit. Dans ce cas,

le résultat précédent fournit le théoréme de moyennisation de deuzxiéme ordre.
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Chapitre 2

Sur les cycles limites de certaines

classes de systémes différentiels
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Sur les cycles limites de certaines classes de
systémes différentiels

2.1 Introduction

Il y a un peu plus d’un siecle, H. Poincaré donnait dans son célébre mémoire [68], la

définition d’un cycle limite pour un systéme différentiel de la forme

i P(z,y),
dt (2.1)
. dy

de R%. Un cycle est une trajectoire périodique de (2.1), ¢’est un cycle limite si son applica-
tion de retour n’est pas 'identité. Un cycle limite est alors un cycle isolé dans I’ensemble
des cycles. Cette propriété caractéristique fut certainement une des motivations de la
question du 16" probléme de Hilbert lorsque P et ) sont des polynomes de degré
n > 2. Si un cycle limite est contenu dans une courbe algébrique du plan, alors il est
dit algébrique, sinon on dit qu’il est non-algébrique. En d’autres termes, un cycle limite
est algébrique s’il existe un polynome réel U(x,y) de telle sorte que la courbe algébrique
U(z,y) = 0 contient une partie fermée qui représente le cycle limite. En général, les
orbites d'un systéme différentiel polyndmial (2.1) sont contenues dans des courbes analy-
tiques qui ne sont pas algébriques. On sait que les systémes différentiels polynomiaux de
degré 1, n’admettent pas de cycles limites. Pour les systémes différentiels quadratiques
le probleme de 'existence d’un cycle limite non algébrique explicitement donné reste un
probléme ouvert.

Dans la plupart des articles et des livres sur les équations différentielles ordinaires
ou apparaissent des exemples de systémes différentiels planaires polynomiaux ayant des
cycles limites explicitement donnés, il s’agit de cycles algébriques. Un des exemples les

plus simples est celui d’un systéme cubique qui s’écrit en coordonnées polaires sous la
r=r(l—-r?),
6=1,
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voir par exemple [67]. D’autre part, il semble intuitivement évident que «la plupart»
des cycles limites des systémes différentiels planaires polynémiaux doivent étre non al-
gébrique. Il fallait attendre 'année 1996 pour que K. Odani [64] montre que le cycle
limite de l'oscillateur de Van Der Pol est non algébrique. En 1998 Mustapha Abdel Ka-
der [1] a montré que loscillateur de degré trois de Van Der Pol, admet un cycle limite
algébrique explicitement donné. D’autre part, et & notre connaissance le premier résultat
qui donne un systéme différentiel polynémial avec un cycle limite non algébrique expli-
citement donné est le travail de A. Gasull, H. Giacomini and J. Torregrosa [35]. Juste
aprés que ce premier article soit apparu, Al-Dosary [4] donne une famille de systémes
différentiels polyndmiaux, avec un cycle limite non algébrique explicite, qui généralise le
systéme de l'article de Gasull, Giacomini et Torregrosa. En 2012 Benterki [9] a donné un
exemple du systeme cubique avec un cycle limite non algébrique.

D’autre part, Giné et Grau [37] donnent un systéme différentiel polynomial de degré
9, qui présente simultanément deux cycles limites explicites, un cycle limite algébrique
et un autre non algébrique.

Dans ce chapitre on va présenter trois résultats, il s’agit de trois travaux qui ont fait
I’'objet de trois publications. La premiére est intitulée " A class of Kolmogorov system
with exact algebraic limit cycle [7], ot nous déterminons les conditions d’existence d’un
cycle limite de la classe de systémes différentiels planaires de type Kolmogorov de la

forme générale :
T =z (F+ Az + By + C2? + Dxy + Ey? + ay2® + 12y + aywy® + byy?)
y=vy(L+Gr+ Hy+ Mz*>+ Nxy + Sy* + asz® + bozy + aszy® + bay?)

ouA,B,C,D,E,F,G,H,N,M,L,S et a;,b;,i = 1,2 sont des constantes réelles. De plus,
nous prouvons que ce cycle limite est algébrique, et quand il existe, il peut étre donné
explicitement. La deuxiéme intitulée "A class of differntial system of odd degree with

explicit non algebraic limit cycle [6], ot nous considérons la classe de systémes différentiels

i = (z+ ha® — 22%y + hay? — %) (22 + )" + 2Py (2,y) ,

= (y+22% + hay + 202 + hy®) (22 + 42" + y P (2,),

ou h est une constante réelle et Py, (x,y) est un polynéme homogene de degré 2k, k € N*
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tel que

ng(l’, y) — bk Z (_1)5 ngx2k—28y28 — 2k Z (_1)8 022;+1$2k—23—1y25+1
0<2s<2k 0<2s4+1<2k
2k!

avec Cgk = p'(T—p)'

ol a et b sont des constantes réelles et nous déterminons les conditions d’existence d’un
cycle limite ainsi que son expression exacte. De plus, nous montrons que ce cycle limite
est non algébrique. La troisiéme intitulée "Exact algebraic and non-algebraic limit cycles
for a class of integrable quintic and planar polynomial differential systems [8], ou nous
déterminons les conditions d’existence de deux cycles limites explicites, un cycle limite
algébrique et un autre non algébrique pour une classe de systémes différentiels de la

forme :
i=x(24+ 12— 1)+ (=2 + 2y + 2y® + 2°) ((a + b)a® + (a — b)y?)
J=y @+ 12— 1)° + (=2 —y + 2% + v*) ((a + b)2% + (a — b)y?)

ol a et b sont des parameétres réels.

2.2 Sur l’existence de cycles limites algébriques pour
une classe de systémes quartiques de type Kol-

Imogorov

Considérons dans le quadrant positif Q = {(z,y) € R? / >0, y > 0} la classe de

systémes polynomiaux quartiques de type Kolmogorov de la forme générale

=z (F+ Az + By + C2? + Dxy + Ey? + a12® + 12y + aywvy® + byy?)
(2.2)
y=vy(L+ Gr+ Hy+ Mz*> + Nxy + Sy* + asz® + bozy + aszy® + boy?),

oun A,B,C,D,E,F,G,H, N,M,L,S et a;,b;,i = 1,2 sont des constantes réelles telles
que :
A:(al(a2—r2+52)—2aa), E = (a+2p—26b),
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B = (b (a®> —r*+ %) —2pB — 2af) , C =a— 20
H = (by (a® —r? + %) — 2b3), M = (b—2p — 2aas),
D = —2(Ba; + aby), N = —2(Bay + aby),
F=a(a?-=1r*+p3%), S = (b—20bs),
G=(2pa—2ba+a;(e®—r*+p%), L=b(a®>—1r"+p57).

ou a,b,a, 3,p et r sont des constantes réelles telles que
a>0,6>0etr? <min{a2,ﬁz}

Pour ce systéme, nous prouvons l’existence d’un cycle limite algébrique, de plus nous
montrons que ce cycle limite est hyperbolique représenté par le cercle I' définie par
I’équation :

Uz, y) = (v —a)* +(y = B)* —1* =0, (2.3)

Remarque 2.1 Les conditions o > 0,3 > 0 et r? < min {a2,62} assure que I' est un

cercle contenue dans le premier quadrant du plan

Q:{(x,y)€R2/:B>O, y>0}.

Pour notre classe de systémes différentiels de degré 4, (2.2), on montre le résultat

suivant :
Lemme 2.2 Le cercle I' définit une solution périodique du systéme (2.2) .
Preuve : Nous remarquons que le systéme (2.2) peut s’écrire sous la forme suivante

&=z (p(2,y)U(z,y) +ypU, (z,9)),
y = y(qu) (xvy) U (xvy) - prx (ZE,y)) y

(2.4)

ol p est une constante réelle et ¢ (z,y) = a1z + by + a,9¥ (x,y) = asx + by + b et
Ulz,y) = (z—a)’+ (y—p)*—r%
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Nous devons montrer que U = 0 est une courbe algébrique invariante du systéme diffé-

rentiel (2.4). En effet, un calcul directe montre que
z (pU + pyUy) Uz +y (WU — pals) Uy = (wpUs + yoU,) U.
Donc, le cercle I' est une courbe invariante du systéme (2.4) avec le cofacteur

K(x,y) = xp(x,y)Us(z,y) +y¢(z, y)Uy(z,y)
= 2(2(r — a)(mr + by +a) +y((y — B) (aex + by + b)) .

Maintenant on va montrer que la courbe (2.4) est non singuliére. Supposons que I contient
un point d’équilibre (z*,3y*) du systéme, donc (z*,y*) est une solution du systéme :
(12 + by +a) ((x — @) + (y = B)* — %) + 2py(y — B) =0,
(agz +boy +b) ((x — a)* + (y — B)? = r?) — 2px(z — o) = 0.

Dans le premier quadrant positif du plan €, il se réduit & y* = g et * = «, qui est

absurde, donc I' est une orbite périodique. Ce qui termine la preuve. m

Dans ce paragraphe, nous discutons les conditions nécessaires et suffisantes pour que
le systéme (2.2) admette aux moins un cycle limite algébrique I' donné par I’équation

(2.4) . Plus précisément, nous montrons le résultat suivant :

Théoréme 2.3 Le systéme (2.2) admet le cercle I' comme cycle limite hyperbolique si
a (6— 62—7”2) + by <a—\/a2—r2> # 0.

Preuve : Sil'on considere I' : {(z(t), (y(¢))),t € [0,7]} une orbite périodique du sys-

téme (2.2) de période T', on montre que I' est un cycle limite hyperbolique.

Afin de montrer cela, nous utilisons le résultat du théoréeme 1.33, qui signifie que I'(¢)

T T
est un cycle limite lorsque / div(I'(¢))dt # 0, stable si / div(I'(t))dt < 0 et instable
0 0
T
ﬂ/dMNmﬁ>Q
0
T
Nous allons calculer intégrale / div(['(¢))dt explicitement, en utilisant également le
0
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théoréeme 1.26, qui affirme que :

/ div(T'(¢))dt = / K(T
0

Cela nous permet de traiter une intégrale plus simple. Soit A € R* une constante

arbitraire, nous avons

/OTdiv(F(t))dt _ /OTdiv(F(t))dtJr/\(/O div(T dt—/ K(T )

_ /0 (14 A) div(T(£)) — AK(D(£))) dt.

Nous notons que la divergence du systéme (2.4) est

div (z,y) = % (z (U + pyU,)) + % (y (WU — pU,))

= (¢4 v +ap, +y,) U+ (¢ —p)aUs + (¥ + p)yU,,

ol ¢, est la dérivée partielle par rapport a la variable z de la fonction ¢ = ¢(x,y), et de

méme pour 1, , alors

T T
/ diV(x,y)dtz/ (o —p—pN)Us+y () +p+p)) Uydt.
0 0

dx
D’un autre coté, il découle du systeme (2.2), que dt = , donc
22) z (U + ypUy)
’ A AU
/div(x,y)dt: %W—p——i-pdx_'_%(@—p—p ) “dx.
0 r e r Py

Comme U (z,y) = 0 est une courbe algébrique, nous avons U, (z,y) dx+ U, (z,y) dy = 0,
c’est-a-dire U, (x,y) do = —U, (z,y) dy, donc

T

A —p—DpA
/dlvxydt %Qﬁ—f-pﬁ-p dx fudy.
0

py
r
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Maintenant, nous appliquons la formule de Green

T d A d —p—pA
/dw@wﬁ:‘//_E<£ﬂiﬁ)_z(£ﬁ_&>wm
0 Yy bx €z Py

int(T)

. // b2y+a11’

int(T)

/OT div (z,y)d // —dxdy — —// —dzdy, (2.5)

int(T") int(T

donc

ou int(I") désigne l'intérieur de T" ou I' est le cercle donné par 'équation U(x,y) =

(z— )+ (y—pB)—r*=0.

Comme I' est la réunion des deux arcs :

m=0—\r=(@=a), p=F+r—(z-a)"

Alors, on a

1
L, = // —dydzx
x

int(T)

atr [ B+ r2—(z—a)?

il / L |

a-r r2—(z—a)?

On fait le changement de variable z = « + rsin 6, on obtient

\/1— sm@
/ cos 0d6.

o+ rsinf
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Par conséquent

JA— <a - m) . (2.6)

r2
Maintenant, nous considérons la seconde intégrale I, = —dzdy. Par symétrie, nous
Y

int(T)
avons juste a remplacer « par 3 dans l'expression de [;, on obtient

I = —% (5 —\/B - 7“2) . (2.7)

En tenant compte de (2.6) et (2.7), la formule (2.5) devient

/OT div(T(t))dt = —% (a1 (ﬁ —\/B% - 7»2) + by <a — m)) .
Par conséquent, 'orbite périodique I' est un cycle limite hyperbolique si et seulement si
ax (6— 62—7”2) + by (a—x/ﬂ) £ 0,
ceci termine la preuve du théoréme. m

2.2.1 Exemples d’applications
Les exemples suivants sont donnés pour illustration.

Exemple 2.4 Poura =3,8=01=2,r=v2,a=b=0,p=by =1 et a1 = ay = —1,

le systéme

=z (—1lx + 20y + 62% — 8xy — Ty* — 23 + 2%y — xy* + 23°)
(2.8)
v =y (=8z + 11y + bz? — 2xy — 4y* — 2 + 2%y — zy* + ¢3),

admet le cercle (x — 3)? + (y — 2)? — 2 =0, comme cycle limite instable, car
r T
/ div(T(t))dt = —3 (—(2—=v4—-2)+ (3—+v9—-2)) =0.36370.
0

Ce cycle limite entoure un point selle (3.742,1.658) et deux foyers instables (3.448,0.908)
et (3,3).
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Considérons maintenant un autre exemple.

Exemple 2.5 Pour « = 3,8 =4,r = 1,a =b=0; = 0,p = %,al =1l,a0 = %4 et
by = g, le systéme

T =z (23— 62% + zy? — 8y + 24w + y* — 4y),

=1y <zx2y - %x?’ + 722 — %l.ryQ + %xy — 29z + Zy?’ — 6y? + 18y> : 29

admet le cercle
Uz,y) = (z—3)°+(y—4)?>-1=0,

comme cycle limite stable, puisque

/OT div(T'(t))dt = —7 ((4 —V16—1) + Z (3—-V9-— 1)) = —0.80329.

Ce cycle limite entoure un foyer stable (3.196,4.5029).

2.2.2 Sur la non-existence de cycle limite pour une classe cu-

bique de systémes de Kolmogorov

Pour la classe des systémes différentiels polynomiaux (2.2) avec a; = by = ay = by = 0,

on a le résultat suivant

Théoréme 2.6 Le systéme

(2.10)

{ i =z(a((w—a)2+(y—B)2—r2)+2pyly - f)),
g =y(b((z—a)+(y—B)2—r2) —2pz(z — ).

a une intégrale premiére de la forme

.I‘b

y (=) +(y— B> —r2)"

H(z,y) =

De plus, le systéme (2.10) n'a pas de cycles limites algébriques.
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Preuve : Nous avons

dU (z,y)

= (azUy(z,y) + byUy(z,y)) U(z,y),

par conséquent, U(z,y) = 0 est une courbe algébrique invariante pour le systéme (2.10)
avec le cofacteur
K(z,y) = azUs(z,y) + byUy(z, y).

Supposons que U = 0 contient un point d’équilibre (z*,y*) du systéme, donc (z*, y*) est

une solution du systéme :

9

{ z(aU(z,y) + pyUy(w,y)) = 0
y (bU(x,y) — pxU,(x,y)) = 0.

Cela implique que (z*,y*) est une solution du systéme :

ce qui est impossible car la courbe U = 0 est non singuliére, donc U = 0 est une solution

périodique.
D’autre part, le systéme (2.10) admet trois courbes algébriques invariantes :

1) L’axe des ordonnées positives z = 0 et y > 0 avec cofacteur :

Ky (z,y) = aU (z,y) + pyUy, (z,y) .
2) L’axe des abscisses positives y = 0 et = > 0 avec le cofacteur :
Ky (2,y) = bU (2,y) — peUs (z,y)
3) La courbe U(z,y) = 0 avec le cofacteur :

K (z,y) = axU, (x,y) + byU, (z,y) .
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Il est facile de voir que
bK, (:L‘7y) —aky (:L‘7y) _pK (l'vy) =0,

il résulte du théoreme de Darboux (voir chapitre I théoréme 1.43 proposition (i)) que le

systéme (2.10) posséde une intégrale premiere de la forme :

H(z,y) = ————.
y* (U (z,y))"

Il est bien connu, que si un systéme planaire polynéomial admet une intégrale premiere

rationnelle, il ne peut pas avoir de cycles limites. Ainsi le systéme (2.10) n’a pas de cycles

limites. m

Maintenant, nous donnons un exemple pour montrer que le systéme (2.2) pour a; =
by = as = by = 0 ne peut pas avoir de cycle limite, bien que ce systéme admette une

famille de solutions périodiques.

Exemple 2.7 On pose U(x,y) = (x — 2)° + (y — 2)2 —la=p=1,b=—1, le systéeme

= (7 — 4z — 8y + 2% + 3y?),
(2.11)
y=y(=T7+8x+4y — 32? —y?),

posséde la courbe algébrique U(x,y) = 0 comme solution périodique.

D’autre part, on a )

xy (22 +y? —dr — 4y +7)

H(z,y) =
est une intégrale premiére du systéme (2.11) car

dH dH | dH
dt Tar " Vay

d
= z(7— 4z —8y+2* + 3y d—(
2y 4
dy

xy (22 4 32 —4.%—43/—1-7))

7+ 8 4 3r* —
( + 82 + 4y — 3a° y xy (22 + y? —4x—4y—|—7))

Par conséquent, le systéme (2.11) n’a pas de cycles limites et le systéme admet une famille
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F1a. 2-1 — Portrait de phase du systéme (2.6)

de solutions périodiques.

2.3 Sur Pexistence de cycles limites non algébriques
pour une classe de systémes différentiels de degré

% + 1,k € N*.

Le but de cette section est de donner une classe de systémes différentiels planaires
polynomiaux pour laquelle nous pouvons obtenir un cycle limite non algébrique explici-

tement déterminé.

De notre part on va s’intéresser a la classe de systemes

i = (z + ha® — 22% + hay? — 20°) (22 + 42)" " + 2Py (2,7)
(2.12)
§ = (y+20° + haty + 2uy? + hy®) (2% + )" + yPo (,9),

ol h une constante réelle et Py (x,y) est un polynome homogéne de degré 2k, k € N* tel

que

ng(l'7 y) — bk Z (_1>s 0222$2k—2sy23 — %2k Z (_1>S 022;+1172k_28_1y28+1
0<2s<2k 0<2s+1<2k

2k!

avec Cgk = m,
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ol a et b sont des constantes réelles, on montre ’existence d’un cycle limite non algébrique,

de plus on donne 'expression exacte de ce cycle limite.

2.3.1 Existence de cycles limites

Dans cette section, on va donner des conditions d’existence d’un cycle limite non
algébrique ainsi que son expression exacte pour le systéme différentiel polynomial (2.12).

Le premier théoréme principal de cette section est le suivant :

Théoréme 2.8 Le systéme différentiel polynomial (2.12) admet un cycle limite non al-

gébrique dont l'expression en coordonnées polaires (r,0) est

0
r(0) = \/ef((’) (p* +/ ef(s)ds>,
0

ot f(0) = hO + acos2kf + bsin 2k0 et a,b, h, p, sont des paramétres réels, tels que

_€2h7r 27
h<0, a+2hr <0etp, =——— e T ds .
e2hm _ 1 0

De plus, ce cycle limite est hyperbolique et stable.

Preuve : En coordonnées polaires (r,#), définies par x = rcosf et y = rsinf, le

polynoéme Py (z,y) s’ecrit

Py(rcosf,rsinf) = 2bkr?* Z (—1)° C2 (cos 0)** (sin 0)**

0<2s<2k
—2akr** Z (—1)° C2% (cos ) 27! (sin§) > .
0<25+1<2k
Mais on a
Z C2 (—1)° (cos 0)*" % (sin 0)* = cos (2k6)
0<2s<2k
et

> O3 (=1) (cos 0) 7 (sin ) = sin (2k0) .

0<2s+1<2k
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Donc le systéme différentiel polynomial (2.12) en coordonnées polaires s’écrit

7 = (h + 2bk (cos 2k0) — 2ak (sin 2k6)) r2k+1 4 p2k-1
‘ (2.13)
0 = 2r,

Comme 6 est strictement positive pour tout r £ 0, ce systéme différentiel est équivalent

a I’équation différentielle en 6 suivante

1
% =5 ((h + 20k cos 2k6 — 2ak sin 2k6) r? + 1) . (2.14)
r

C’est une équation différentielle de Bernoulli.
En introduisant le changement de variables p = 2, nous obtenons ’équation différentielle

linéaire

d
d—z = (h + 2bk cos 2k6 — 2ak sin 2k0) p + 1, (2.15)

la solution générale de cette équation différentielle est :

0
,0(9»/)0) = ef(O) <:00 +/ ef(S)dS) ) (216)
0

ou f(0) = hf + acos 2k + bsin 2k0.

Notons que le systéme (2.12) a une solution périodique si et seulement si I'équation (2.14)
a une solution de 2m-périodique strictement positif. La solution satisfaisant & la condition

initiale p(0, py) > 0 est donnée par p (0, py) = pye® > 0.

La condition p(27, py) = p(0, py), telle que p(0, p,) > 0 assure que la solution périodique

est de période 2. Ceci implique que
2
p (27, po) = p (0, py) = e*+27 (Po +/ ef(s)ds) — ppe” = 0.
0
L’unique solution de cette équation est p, = p, ou
62h7r 2
0

Puisque h < 0, nous avons p, > 0 et p(27, p,) = p(0, p,) > 0. On remplace p, par cette
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valeur de p, dans (2.16), nous obtenons

2hm 27 [
p(0) = el (e—%/ e 79 ds —l—/ e_f(s)ds) :
1—e=7 J, 0

Dong, la solution générale de ’équation de Bernoulli (2.14) est

0
r(0,p,) = \/ef(e) <p* —|—/ e—f(s)ds), (2.18)
0

62h7r 2 £6)
A P —J(s
ou p, = T oo e””f/o e ds.

Dans ce qui suit on va montrer que cette solution n’est pas algébrique. Considérons la

0
(0, p,) = \/6”‘” <p* +/ 6‘f($)d8),
0

0
on ar%(f,p,) = e/ <,0* +/ e_f(s)ds) elle n’est pas algébrique, car elle contient I'ex-
0

courbe

pression p,ef@.

2 [%
Périodicité : Soit g(0) = \/ef(a) <%/ e~ 1) ds —l—/ e‘f(s)ds), 6 € [0,27] alors
0 0

2hm 2m 0+27
g(0+2m) = \/ e (0+2m) (16—% / e~ ds + / e—f<8>ds>.
— e 7 0 0

Mais
0421 0+2m
/ €_f(s)d8 _ / 6—hs—acosts—bsm2kst
0 0

2 ) 0427 ]
— / 6—hs—acos?ks—bsm2k5d8 + / e—hs—acos 2ks—bsin 2ksd8,
0 2

v

0-+2m

nous faisons le changement de variable u = s—27 dans 'intégrale / g hs—acos2ks—bsin2ks g

27
on obtient

0+27 ] 0 )
/ e—hs—a costs—bstksds — / 6—h(s+27r)—acos 2ks—bsm2ksds.
2 0

X

46



alors,

27 0
g (0 +2m) = \/e2hﬂ'6f(0) ((132:27’2" + 1) / e—f8) ds + 62h7r/ ef(s)ds) = g(0).
0 0

Donc 7(6, p,) est périodique de période 27.

Dans ce qui suit on montre que (6, p,) > 0, pour tout 6 € [0,27]. En effet, puisque
2w

Py = 152:2;/ e 1) ds > 0, alors
0

0
r(0,p,) = \/ef(") <,0* +/ e—f(s)ds) >0,
0

pour tout 6 € [0, 27], .donc 'équation (2.14) admet une solution périodique strictement

positive.

En vue de prouver que cette solution représente une orbite périodique isolée, c’est a dire
un cycle limite, il suffit que I'application de premier retour de Poincaré A — P(\) =

r(2m, A) vérifie la condition
dr(2m, \)
dA

A=px

On a

1 \/(1 _ €2h7r) €a+2h7r

dr(2m, \)
dA

2 2
A=p,
P / e_f(s) ds
0

puisque i < 0 et a + 2hm < 0, on conclut que (1 — ™) e*™2h™ < 1 et

A=p, 2 ’
P / e*f(s) dS
0

)

dr(2m, \)
dA

De plus, on a

2

27 27
/e—f(s) ds = / e—acos?ks—bsm?ks—hs ds > / e—acosts—bstks ds.
0 0

0
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D’autre part, nous avons

z T

27
. 2 1 i
/e—acos2ks—bsm2ks ds = / e—acos2ks—bsm2ks d8+/ 6—acosst—bsm2k:s ds (219)
0
0

™

»

us

37'" 27
+/ efacos2ksfbsm2ks ds +/ e*dCOSQkJS*bSlDQk‘S dS,
3
s

s
. ™ ., _ _bsi .
par le changement de variable u = s — 5 I'intégrale / g cos2ks—bsin2ks s - devient

™

M

s
. 2 .
/ e—acos 2ks—bsin 2ks ds = / eacos 2ks+bsin 2ks dS,

3 0

2

3T .
On fait le changement de variable u = s — - dans l'intégrale / e cos2ks=bsin2ks g op
3T
El

obtient

2
. 2 .
/ efa cos 2ks—bsin 2ks ds = / 6a cos 2ks+bsin k2s ds.
3
0

i
par le changement de variable u = s — 7, on obtient

3m

2 . 2 .
/ e—acos25k—bsm2ks ds = / e—acos2ks—bsm2ks ds
T 0

Donc l'intégrale (2.19) s’écrit sous la forme

o us us
. 2 . 2 .
/ eacos 2ks—bsin 2ks ds = 2/ eacos 2ks—bsin 2ks ds + 2/ eacosterbstks ds.
0 0 0

Il est bien connu que la fonction
r—e t +e">2 VreR,

alors

us

27 5

2 . .

/ eff(s) ds > 2/ (67(1 cos 2ks+bsin 2ks + o8 2ks+bsin 2ks) ds
0 0

> 4/ ds = 2.
0
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Par conséquent, on en déduit que

dr(2m, \)
dX

1

A= . 27
r / e—1(5) ds
0

1
< — <1

V2r

Par conséquent, (6, p,) est un cycle limite stable et hyperbolique de I’équation dif-

férentielle (2.14). Donc il s’agit d'un cycle limite hyperbolique stable pour le systéme
différentiel (2.12). m

2.3.2 Unicité du cycle limite

Maintenant, nous allons montrer que le cycle limite r (6, p,) est 'unique orbite pério-
dique du systeme différentiel (2.13), et par conséquent 1'unique cycle limite de ce systéme,

a cet effet on a besoin de rappeler le théoreme de Dulac généralisé.

Théoréme 2.9 [31] Soit Q un région n-multiplement connezes de R?. Supposons que la

P
divergence (g— + 8@_@) du systeme différentiel & = P(x,y),y = Q(x,y) de classe C' a
T Y

un signe constant dans (), et n’est identiquement nulle sur aucune sous-région de 2. Alors,

ce systéme différentiel a au plus (n — 1) orbites périodiques qui se situent entiérement

dans ().

Pour notre classe de systémes différentiels de degré 2k+-1, (2.12) on montre le résultat

suivant :
Théoréme 2.10 Le cycle limite du systéme (2.12) est unique.

Preuve : Nous prenons comme nouvelle variable indépendante la variable 7 définit par

k+1

dr = =2 (2 +¢?)" " dt.
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Comme (22 + y?) s’annule uniquement & l'origine. Le systéme différentiel (2.12) et le

systéme

dr  (h(2®+y?) o — 2y (2® + ) +2) (22 + 12" + 2Py (2,)

E —9 (22 + o\ k+1 )

(@ +9%) . (2.20)
dy _ (h(@®+y)y+2x(2® +9°) +y) (® +9°)" +yPu(z,y)
dr - 9 (1.2 + y2>k+l

ont le méme portrait de phase dans Q = R?\{(0,0)}. Un calcul simple montre que la

divergence du systéme différentiel (2.20) est donnée par :
) 1
div(P,Q) = ———= > 0 dans Q.
(% +¢?)

Ainsi, d’apres le théoréme de Dulac, et puisque 2 est un région doublement connexes de
R? il s’ensuit que le systéme différentiel (2.20) et par suite le systéme (2.12) a au plus
une solution périodique. Et par conséquent r (6, p,) est la seule solution périodique de

I'équation (2.14). Ceci achéve la démonstration du théoréme. m

2.3.3 Application

Dans ce paragraphe on va construire deux classes de systémes différentiels planaires,

possédant des cycles limites non algébriques, dont on peut déterminer I’expression explicite.

Systéme différentiel cubique avec cycle limite non algébrique.

Un cas particulier trés important de la classe (2.12) est lorsque k = 1, c’est a dire la
classe de systémes différentiels cubiques, qui admet un cycle limite non algébrique, ex-
plicitement donné. A notre connaissance, ce résultat représente la premiére classe traitée

dans la littérature.
Théoréme 2.11 Considérons le systeme différentiel polynomial cubique suivant :

i=x4 (2b+ h)2® — (da + 2) 2%y + (h — 2b) xy® — 2¢°, 2.21)
2.21
y=y+223+ (2b+ h) 2y + (2 — 4a) zy* + (h — 2b) 33,
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Le systéeme (2.21) admet un cycle limite non algébrique, donné explicitement en coordon-

nées polaires (r,0), par

0
7“(9) — \/eh6+acos29+bsin29 (p* +/ ehsacos2sbsin25ds)’
0

ou a,b, h et p, sont des constantes réelles telles que

_€2h7r 2 )
h < 07 a+2hmt <0 et P, = - e—acos2s—b51n25—hs ds.
e2hm —1 Jo

De plus, ce cycle limite est hyperbolique et stable.

Preuve : Pour k=1,0na

PQ(.CL’,y) — 9 Z (_1>s 0223$272sy2s — % Z (_1)5 0225+1x272571y28+17

0<25<2 0<2s+1<2
= 2b (m2 — y2) — daxy.

On pose k = 1 et Py(x,y) = 2bx* —daxy — 2by? dans le théoréme 2.8, on trouve le systéme

(2.21). Ceci acheve la démonstration du théoréme 2.11. m

On prend 'exemple suivant

Exemple 2.12 Pour h = —1 et a = b =2, le systéme (2.21) devient

i =+ 3% — 1022y — 5axy? — 293,

y =y + 22 + 322y — 6xy* — 5.

Ce systéme admet un cycle limite non algébrique, donné explicitement en coordonnées

polaires (r,0), par

0
T(Q) — \/€0+2cos29+2sin29 <p* +/ es2cos252sin23d8),
0

—27

27
271./ 6—200325—25m23+s dS — 4.5258.
0

OQGERetp*zl—i
—e

o1



Systéme différentiel de degré 5, avec cycle limite non algébrique

Dans cette section, on va construire une classe de systémes différentiels de degré 5,

qui possede un cycle limite non algébrique, de plus on peut donner son expression exacte.

Notre résultat principal est le suivant :

Théoréme 2.13 Considérons le systéme différentiel polynomial suivant :

(& =23+ 2+ (h+4b) 25 — 2y° — 2 (8a+ 1) 2y

+ 2 (h — 12b) 23y* + 4 (4a — 1) 2%y® + (h + 4b) 2y,
(2.22)
v =1y + 2%y +22° + (h + 4b) 2y + 4 (1 — 4a) 23y?
+2(h —12b) 2%y + 2 (8a + 1) xy* + (h + 4b) 15,

\

Le systéme (2.22) admet un cycle limite non algébrique, donné explicitement en coordon-

nées polaires (r,0), par

%
7’(0) — \/eh9+acos49+bsin46 (p* +/ e—hs—acos4s—bsin4sd8>’
0

o a,b,h et p, sont des constantes réelles telles que

2hm

2m
_6 .
h < 07 a+2hmt <0 et 0, = e—acos4s—bsm4s—hs ds.
e2hm _ ] 0

De plus, ce cycle limite est hyperbolique et stable.

Preuve : Pour k=2, on a

P4(IL‘, y) — 4D Z (_1)5 CZS$4—28y25 — 4a Z (_1)5 C425+1374_2S_1’y28+1
0<2s<4 0<2s+1<4
= 4bz* — 16ax’y — 24bx*y? + 16axy® + 4by®.

On pose k = 2 et Py(x,y) = 4bx* — 16axy — 24bx*y? + 16axy® + 4by* dans le théoréme

2.8, on trouve le systéme (2.22). Ceci achéve la démonstration du théoréme 2.13. =

On prend 'exemple suivant
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Exemple 2.14 Pour h = —1 et a = b =2, le systéme (2.22) devient

i = 2% + xy? + T2° — 3daty — 5023y + 28223 + Tayt — 29°
v = 1y® + 2%y + 22° + Taty — 2823y? — 50x%y3 + 3day* + Tyd

Ce systéme admet un cycle limite non algébrique, donné explicitement en coordonnées

polaires (r,0) , par

0
7"(0) — \/69+2c0549+2sin40 <p* +/ esQCos4s2sin4sd8) .
0

—27 2w
on 6 cR et Py = 16—271-/ 6720054372sin45+s ds =4.7315.
0

— €

2.4 Sur la coexistence de cycles limites algébriques

et non algébriques

Dans cette partie, on va étudier la classe de systémes différentiels de degré 5 :

i=x(24+ 12— 1)+ (= + 2y + 2y + 23) ((a + b)a% + (a — b)y?) = Ps(z,y),

g=y @+ 12— 1)+ (=22 —y + 2%y + ¢°) ((a + b)2® + (a — b)y?) = Qs(z,y),
(2.23)

ol a et b sont des paramétres réels. On va donner des conditions d’existence simul-

tanément de deux cycles limites explicites, un cycle limite algébrique et un autre non

algébrique.

Pour notre classe de systémes différentiels (2.23), on montre le résultat principal

suivant :

Théoréme 2.15 Poura € R%, b e R, etb*—a® <0, le systéme (2.23) admet exactement

deux cycles limites ; le cercle

(V) :2a*+y*—1=0

entourant un cycle limite non algébrique (y,) donné explicitement en coordonnées polaires
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(r,0) par

679
6) x) — ]. )
7"( 7T) \/ +1—|—r21_1—e_9—|—f(9)

N A _ f (2m)
ou f(e) —/O mds et Ty = \/1 —6_27r—|—f<27]'>.

Preuve : Premiérement, nous avons immeédiatement

2Qs(z,y) —yPs(z,y) = —2 (I2 + y2) ((a +b)2? 4 (a — b)y2) )

2

Donc et comme b — a? < 0, alors l'origine est 1'unique point d’équilibre du systéme

différentiel (2.23). De plus, il est facile de voir que le cercle
(71) 4y —1=0
est une solution invariante avec le cofacteur
K(z,y)=2(2"+v*) ((a+b+1)2°+ (a—b+1)y* — 1),

Il est clair que, la courbe (,) est une solution périodique du systéme (2.23) puisqu’elle

ne passe pas par l’origine.

Soit T' la période de la solution périodique, il est bien connu que 'orbite périodique ()

est un cycle limite hyperbolique si et seulement si

T
I(v,) = /0 div(z, y)dt # 0.

Afin de montrer cela, nous utilisons le résultat du théoréme 1.26. Cette intégrale peut

étre calculée via

1(y) = / K (z,y)dt,

Notons que si une courbe périodique 7, (t) est invariante pour un systéme différentiel

avec un cofacteur K (z,y) de signe constant pour (x,y) € Int(y,(t)) (Int(y,(t)) désigne
T
I'intérieur de v,(t)), alors / K (x,y)dt, est automatiquement différente de zéro.
0
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Puisque b? — a? < 0, la courbe K (z,y) = 0 ne coupe pas (7,), avec K(z,y) > 0 a
I'intérieur de (v4) \ {(0,0)}, donc
I(y1) > 0.

Par conséquent (7,) est un cycle limite algébrique instable pour le systéme (2.23).

Le systéme (2.23) peut s’écrire en coordonnées polaires (r, ) définies par © = rcosf,y =

rsin @ sous la forme

7= (a+bcos20 + 1)r° — (a+ bcos20 + 2)r® + 1,

. (2.24)
0 = —2(a + bcos 20)r2.
En prenant # comme une variable indépendante, on obtient I’équation
dr 1 3 1
(a+ bcos 20)@ =3 (@+bcos20+ 1)r° — (a+bcos20 +2)r+ — | . (2.25)
r

Puisque b2 — a2 < 0, alors 0 est négatif pour tout ¢, les orbites r (0) de ’équation diffé-
rentielle (2.25) ont renversé leur orientation dans (r(t),0(t)) ou (x(t),y(t)) des systémes

différentiels (2.24) et (2.23), respectivement.

On fait le changement de variable p = 72, 'équation (2.25) devient I’équation différentielle

de Riccati suivante :

d
o —(a+bcos20 4+ 1)p* + (a+ bcos20 + 2)p — 1. (2.26)

9 _
(a + bcos e)dé

Il est bien connu qu’une équation de Riccati a un continuum d’orbites périodiques, ou

elle a au plus deux orbites périodiques voir par exemple [[49], [58]].

On note que notre équation de Riccati (2.26) a déja une orbite périodique p(f) = 1,

qui est un cycle limite du systeme (2.23).
La solution générale p(6, k) de 'équation (2.26) est

6—6’

,0(9,16)=1+k_€,9+f(9),

0 —s
e
1 f(0)= | —————ds.
ot f1(9) /Oa—l—bcosZs °
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Par conséquent, la solution générale de I’équation (2.25) est

o0
7“((9,/{:):\/1+k_69+f<0).

2

En coordonnées cartésiennes r
(2.23) est

= 22+9y?% et § = arctan J , I'intégrale premiére du systéme
T

72 + y2 o 2 arctan ¥ =S
T,Y) = —5——F——€e " e — ——ds.
f(@.y) 2?2 +y? -1 /0 a+ bcos2s

Les courbes f(x,y) = k, k € R dans le plan (z,y) sont non algébrique (si 'on exclut bien
str la courbe (v;) correspondant & k — +00), puisque si la courbe est algébrique, cette

courbe doit étre donnée par un polynéome, mais si f(x,y) est un polyndéme en x et y, il
n

oxn

doit satisfaire = 0 ou n est un entier positif, or

2 — arc anl
df (z,y) <?J (22 +9y* = 1) + (2%y +y* — 22 — y) (ax? + ay?® + bx? — byQ)) e~ arctan Ly

dx (22 4+ 92 — 1)% (az? + ay? + ba? — by?)

. L. N . . N . _ 1 . .
Si on dérive une deuxiéme fois, il apparait de nouveau I'expression e~ 2“1 z¥ ainsi cette
expression apparait dans la dérivée partielle de n’importe quel ordre. Ce qui assure que

la courbe f(z,y) n’est pas polynomiale.

Il est trés important de noter que le systéme (2.23) a une solution périodique si et
seulement si I’équation (2.25) posséde une solution 2w —périodique strictement positive.

La solution de I’équation (2.25) satisfaisant a la condition initiale (0, ry) = ro > 0 est
o

k= )
7“8—1

2
7o

Donc la solution r (6, ry) de '’équation (2.25) telle que k = est

2
rg—1

o0
7"(9,7“0):\/1+1+r811_6_9+f(0). (2.27)

Une telle solution périodique du systéme (2.24) doit satisfaire a la condition r (27, 79) =
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r(0,79), ce qui conduit & deux valeurs distinctes positives de 7y :
T1 =1

correspondant évidemment au cycle limite algébrique (v,). Une deuxiéme valeur r, don-

r*::V/ J (2m) (2.28)

1—e 27+ f(27)

née par

On remplace ¢ par cette valeur de r, dans (2.27), nous obtenons

o0
r(é’,r*)—\/l—l— 1+T21_1—€79+f(9).

Pour montrer que c’est une solution périodique, nous devons montrer que :

i) La fonnction 6 — ¢(f) définie par

6—9

g(0) =1+ . 0 € [0, 2n]

Lt g —e? +/0)

est 2mr—périodique

ii) g(#) > 0, V0 € [0, 27].

La derniére condition assure que (6, r,) est bien défini pour tout 8 € [0, 27[ et la solution
périodique ne passe pas par le point d’équilibre unique (0,0) du systéme (2.23).
Périodicité de g(6) :

Soit 6 € [0, 27|, alors on a

67972w

0+2m) =1+ ,
A = e e f o)

(2.29)

mais
—S

0+4-2m e
0+2 = —d
f(0+2m) /0 a + bcos2s °

0+27 e—s
= fems [ s
2

. a+bcos2s
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0+2m —s
nous faisons le changement de variable © = s — 27 dans l'intégrale / 6—ds,
9r @+ bcos2s
on obtient
0 e—(u+27r)
0+2 = 2 d
J(0+2m) f(ﬂ)—i_/oa—l—bcosZ(u—i-%r) "

= f@m)+e*f(0),
On remplace f (6 + 27) par f (27) + e 2" f (6) dans (2.29), nous obtenons
9(6+27) = 9(0).

Donc g est 2mr—périodique.

Positivité stricte de ¢ (0) :

2

Comme b* —a®> < 0 et a € R%, b € Ry, alors b < a, par conséquent, 0 < a — b <

a+bcos20 < a—+ b, donc f (#) > 0 pour tout 6 € [0, 27|, de plus on a

fom) = /0 T

a + bcos2s
27 e—s
= 0 —d
a )+/9 4+t bcos2s
oS 2m e~
et comme ——— > 0 alors, on a / ————ds >0, donc
a+ bcos2s ¢ a-+bcos2s
f(2m) > f(0) > 0 pour tout § € [0, 27|
et

6—9

90) = H%f@w)—e—uf(gw)

_ e
et

d’ou la solution 2w —périodique strictement positive de ’équation (2.25) existe, c’est—a-

dire que le systéme (2.23) admet une solution périodique.

En vue de prouver que cette solution représente une orbite périodique isolée, c’est a dire
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un cycle limite, il suffit (voir par exemple [31]) que 'application de premier retour de

Poincaré donnée par r, — P(r,) = (27, r,) vérifie la condition

dr(2m,r.)

1
dT‘* # Y

_ f(2m)
™= 1—e—27 4 f(2m)

ce qui est déja le cas puisque on a

dr(2m,ry)
dr,

— f(2m)
= 1—e— 274 f(2m)

e (f2m) + 1 — ™) rd + 72" — f(2m))

(f(2m)+1)rZ—f(2m)
(f(2m)+1—e=2™)ri+e=27—f(2m) I (C .
=\ T=e 271 f(2m)

2

= %

= ¥ > 1.

Par conséquent, 1’équation différentielle (2.25) admet un cycle limite hyperbolique in-
stable, donc il s’agit d’un cycle limite hyperbolique stable pour le systéme (2.23), donc

le systéme (2.23) admet exactement deux cycles limites. m

Exemple d’application

3 1
Exemple 2.16 Prenons a = 3 b= 2 le systéme (2.23) s’écrit

=242 — 1)+ (—2+ 2y + 2y® + 23) (222 + 12) (230
2.30

g=y @+ 12— 1)+ (=22 — y + 2%y + ¢°) (222 + 3?)
Alors nous avons 7, = 0.63079.

1l est facile de vérifier que toutes les conditions du théoréme 2.15 sont satisfaites. Nous

concluons que le systéme (2.30) posséde deux cycles limites.

Par le programme Pj, le Portrait de phase qui contient les cycles limites du systéme

(2.30) est donné dans la figure suivante :
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\

F1G. 2-2 — Portrait de phase du systéme (2.30)

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a donné les expressions analytiques des cycles limites pour trois
classes assez larges de systémes différentiels autonomes du plan. Dans la premiére section
de ce chapitre, on a déterminé une classe de systémes différentiels planaires polynomiaux
de Kolmogorov de degré 4 pour laquelle nous pouvons obtenir un cycle limite non algé-
brique explicitement donné et on a démontré la non-existence de cycles limites pour une
classe de systémes différentiels planaires cubique de type Kolmogorov. Dans la deuxiéme
section de ce chapitre, on a déterminé les conditions d’existence d’un cycle limite pour
une classe de systémes différentiels planaires de degré 2k + 1 pour laquelle nous pouvons
obtenir un cycle limite non algébrique explicitement donné qui entoure le point singulier
situé a l'origine. Dans la troisiéme section de ce chapitre, on a donné un systéme diffé-
rentiel polynomial de degré 5, qui présente simultanément deux cycles limites explicites,
un cycle limite algébrique et un autre non algébrique.

Finalement, nous soulevons les questions suivantes qui se dégagent a travers ce cha-
pitre de fagon naturelle :

1) -Quelle est le nombre maximal de cycles limites algébriques pour un systéme de
type Kolmogorov de degré n.

2) - Existe-il des systémes quintiques possédant deux cycles limites non algébriques
explicites 7

3) - Existe-il des systémes cubiques qui présentent simultanément deux cycles limites
explicites, un cycle limite algébrique et un autre non algébrique. ?

4) - Existe-il des systémes quadratiques possédant un cycle limite non algébriques ?
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Chapitre 3

Le nombre maximum de cycles
limites d’une famille de systémes

différentiels
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Le nombre maximum de cycles limites d’une
famille de systémes différentiels

3.1 Introduction

La deuxiéme partie du 16®™¢ probléme de Hilbert, est complétement ouverte. Elle

consiste en la recherche du nombre maximum et les dispositions relatives des cycles limites

{ = Pala,y), (3.1)
y = Qn(xay)a

ou P, et @, sont des polynomes de degré n [[41], [12],[73] et [80]]. Méme si le probléme

du champ de vecteurs :

a été posé en 1900, c’est en 1987 que Ecalle et Ilyashenko ont prouvé que le champ
de vecteurs polyndmial posseéde un nombre fini de cycles limites. Les deux preuves sont
un véritable «tour de force» et chacune nécessite un volume de 300 pages. Bien que
le résultat de Ecalle et Ilyashenko montre que chaque champ de vecteurs polynomial
individuel a un nombre fini de cycles limites, il est impossible d’en tirer une estimation
uniforme sur le nombre de cycles limites. Ainsi, on sait qu’il y a un nombre fini de cycles
limites, mais on n’a pas de majoration.

Ces derniéres années, plusieurs articles ont été publiés sur les cycles limites de sys-
témes différentiels polynémiaux planaires. La raison principale de cette étude est le sei-
ziéme probléme, non résolu, de Hilbert. En particulier, un grand nombre d’articles sont
consacrés aux cycles limites qui bifurquent en orbites périodiques & partir d’un centre.

La notion d’un centre consiste : en un point singulier d’un systéme différentiel (3.1)
pour lequel il existe un voisinage tels que toutes les orbites dans ce voisinage sont pério-
diques, excepté le point singulier. L'importance du cas d’un centre vient du fait que, la
naissance de cycles limites par la méthode de perturbation est faisable dans le cas d’un
centre.

Les techniques utilisées pour étudier les cycles limites qui peuvent étre bifurqués a
partir des orbites périodiques d’un centre, sont principalement trois : La technique des
intégrales Abéliennes (voir [21]), la technique des fonctions de Melnikov (voir [74]), et la
théorie de moyennisation [15] . Dans le plan toutes ces techniques sont équivalentes (voir

[38]), elles produisent les mémes résultats, mais les calculs peuvent étre changés avec les

62



différentes techniques.

Il existe une littérature nombreux qui s’intéresse a 1’étude des cycles limites qui
peuvent bifurquer & partir des orbites périodiques de centres de systémes différentiels
de type Liénard, voir par exemple [[11], [20]-[25], [28]-[34], [39]-]23], [60]-[72], [76],-[[3],
[[56], [57],...].

En 2012 [55], les auteurs ont amélioré certains résultats et ont obtenu le nombre

maximal de cycles limites pour le systéme
t=y—g(z)= f1(2)y,
y=-r—g2(x) = fa(2)y

ol g1, go, f1 et, fo sont des polynémes de degré n, m, [ et k respectivement.
En 2014 [32] les auteurs ont étudié, en utilisant la méthode de moyennisation du

premier ordre, le nombre maximal de cycles limites du systeme

T =y,
{ §=—v—ga(x)y— falx)y?

ou g et, fo sont des polynomes de degré n.
Dans [51] J. Llibre et A. Makhlouf ont étudié, en utilisant la méthode de la moyen-

nisation, le nombre maximal de cycles limites du systéme

T = _y2p71
g=a"" —ef (v)y*

ou f est un polynome de degré n et p, a et g sont des entiers positifs.
Dans [69], les auteurs ont étudié, en utilisant la méthode de moyennisation du premier

ordre, le nombre maximal de cycles limites du systéme

l" — _y2p71
g =21+ e(pr®™ + mpy®) (g(z,y) — A),

ou g(z,y) avec g(0,0) = 0 est un polynome de degré n > 1, p et m sont des entiers
positifs et A > 0.

Dans ce chapitre, on considere le probléme de la recherche du nombre maximal de
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cycles limites d’une classe de systémes différentiels polynémiaux de la forme

2

=y — Z e® (gur (2) y?* T + fip (2) y**),
k=1 (3.2)

2
y=—-r— e (gak () y** 1 + for (z) y*),
k=1

ou g1, go, f1 et, fo sont des polyndémes de degré n, m, [ et k respectivement et p, « et
g sont des entiers positifs, pour cela en utilisant la méthode de la moyennisation. Plus
précisément on va présenter deux résultats, il s’agit de deux travaux qui ont fait 'objet
de deux publications

La premiére est intitulée " Upper bounds for the number of limit cycles of polynomial
differential systems via averaging theory, ot nous déterminons les bornes supérieures pour
le nombre de cycles limites qui peuvent étre obtenus en perturbant le centre du systeme
différentiel linéaire & = y,y = —x, c’est-a-dire lorsque p = ¢ = 1, en utilisant la théorie
de la moyennisation du premier et deuxiéme ordre, respectivement. Les réponses a cette
question seront données dans le théoréme 3.1.

La deuxiéme intitulée " On the number of limit cycles of a class of polynomial differen-
tial systems" ol nous donnons les bornes supérieures optimales pour le nombre de cycles
-1 g — g2

a l'aide de la théorie de la moyennisation du premier ordre. La réponse a cette question

limites, qui peut étre obtenu en perturbant le centre non linéaire © = —y

est apportée dans le théoréeme 3.11.

3.2 Perturbation et cycles limites pour un systéme

différentiel A centre linéaire

Dans cette section, On va appliquer la méthode de la moyennisation du premier et

deuxiéme ordre afin d’étudier le nombre maximal de cycles limites du systéme

2
=y = (g () Y2+ fu (@) ),

K 12 (33)
g=—w =Y (g (1) P far (2) 92,
k=1
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ol Gix 5 G2r, f1rx €6, for pour tout xk = 1,2 sont des polynéomes de degré n, m, [ et k

respectivement et ¢ est un petit parametre.

Soit [z] la partie entiére de x € R. Notre résultat principal est le suivant.

Théoréme 3.1 Pour || # 0 suffisamment petit, le nombre mazimal de cycles limites du
systéme (3.3) qui peut étre bifurqué & partir des orbites périodiques du systéme différentiel
linéaire © = y,y = —x en utilisant la méthode de la moyennisation :

(a) Du premier ordre est
A =max {[ 5], [3]}-

(b) Du deuziéme ordre est

A= max{[3] + [

Ce résultat généralise un travail récent présenté par Jaume Llibre [55]

3.2.1 Preuve de la proposition (a) du Théoréme 3.1

Nous allons appliquer la méthode de moyennisation du premier ordre. Pour cela nous
écrivons le systéme (3.3) en coordonnées polaires (r,60) ou © = rcosf,y = rsinf. On

pose

n R m . l . k .
g11 (JC) = Z a;x", g1 (33) = Z cx', fu (w) = Z bix', for (33) = Z d;x".
= i=0 i=0 i=0

=0

Le systéme (3.3) s’écrit comme suit

( 1 n
T =—¢€ (Z b; cos' ! 0 sin®® Or2t 4 3" q; cosit! @ sin? ! grit2et
=0 i=0
k ) ot ) m ' e
+ 2 dicos’ 0sin®* T Or® T + 37 ¢; cos’ Osin®* T Ori IOt )
=0 i=0
k m (3.4)
f=—1-1¢ <Z d; cos™™ @ sin®® Or2ott + 3 ¢, costt § sin®> T grit2etl
=0 i=0

! n
— Y b; cos’ fsin®* 1 gr2ati — N g, cos O sin?* 2 97‘”2"‘“) :
\ =0 i=0
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Considérons # comme une nouvelle variable indépendante, alors le systéme (3.4) devient

d
d_g =eF (r,0) + 0 (%),
ou
! . ) n ‘ ‘
Fy(r,0) = <Z by cos' ! 0sin®® Or2** + 37 a; cos'tt O sin? T ittt
i=0 i=0

k m
+ > d; cos’ O sin®* 1 9r2 T 43" ¢; cos' O sin?* 9r’+20‘+1> .
=0 i=0

En utilisant la notation introduite dans le théoréme 1.49 du chapitre 1, nous avons

r=nrt=0cet

2T

1

Fio(r) = %/Fl (r,0)do

0

1 l | . | |

= — (Z bi cos't @ sin®* Or** T 4 3" a, cos™ ! G sin?* T gttt

2T =0 s

0

k m
+ > d; cos’ Bsin** T Or* ! + 3 ¢; cos’ O sin®* 97"”20‘“) do.
=0 =0
27
Pour obtenir Fi(r) il est nécessaire d’évaluer les intégrales / cos’ 0 sin® @dé.
0

Dans le lemme suivant, nous calculons ces intégrales.

0
Lemme 3.2 Soit B; () = cos' §sin® 0 et A; ,(0) = /Bi,a(s)ds. Alors
0

0 st 1 est impair ou o est 1Impair,
Aia(2m) = (a—1)(a—3)..1 1 C%ﬂ'
(ati)(a+i—2)...(i+2) 201 i

st 1 et a sont pairs,
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De plus, on a

Agita0a(2m) = %A%m@w),
Agionia(2m) = %A%m@w)
et _
Agia20(27) = 22024——‘4:11A2i’2a+2(27r)'

Preuve : L’intégrale A;,(27) peut étre calculée en utilisant les intégrales (3.15), (3.13),
(3.16) et (3.14) de 'annexe. m

En utilisant ce lemme, nous obtiendrons dans la proposition suivante la fonction Fjo(r)

Proposition 3.3 Nous avons

-1 m
pet (150549 | 5 2041
—bz 21 ) -
4 S a1 T €21’2o‘+i:z:0i+04+1

F10<T) = C2iT2i£2i,2a (353)

)€ _ (2a—1)(2a—3)...1 1 i
OU Q220 = (2a+2i)(204+2i—2)...(2i+2) 22i—1 -2i"

Preuve : D’apré le lemme 3.2, la fonction Fio(r) est donnée par

2

I , m ‘
2 Fy(r) = / ) b Biy12q (0) + > i B o010 () | dO
o \/om oo
(L] 2042i+1 3] 2i+2a+1
= / S o1 T Byiio0a (0) + D coir® P By og g2 (0) | dO
i=0 =0
0

(5] , B

= > b T Ag 000 (21) + Y oM Ay 90 10(27)
i=0 i=0

201 (] (2

_ 241 2i 2a+1 2%
= 5 ;} i+a+1b2z‘+17“ Ag;ioa(2m) + 2 ST Ag;oa(2m)
1=

7=

Ceci termine la démonstration du proposition 3.5. m
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Compte tenu de I'expression du polyndéme Fio(r) il en résulte immédiatement que
Fio(r) peut avoir A\; = max { [1—71} , [%]} racines réelles positives, et il y a des systémes
différentiels polynémiaux (3.3) pour lesquels il y a A\; racines réelles positives. Donc, a

partir du théoreme 1.49 la preuve du théoreme 3.1 suit pour k& = 1.

3.2.2 Preuve de la proposition (b) du Théoréme 3.1

Posons

g11 ($) = Z aixiu g21 (x) = Ci$i7 g12 (x) = Z Aixiu g22 (I) = Z Cixi7
i=0 i=0 i=0 i—0

l ‘ k , ! ) k 4
fu(z) = ;}bﬂz, for (x) = ;}diﬂ; fiz (x) = ;Bﬂ?l, fo2 () = ;}Dﬂz-

Maintenant, on va appliquer la méthode de moyennisation du seconde ordre pour le

systéme (3.3).

Le systéme (3.3) s’écrit en coordonnées polaires (7, ) sous la forme suivante

7= _gGl (Ta 9) - 62]{1 (T’, 6) )

2
. 15 €
0=-1- ;GQ (7",9) - ?HZ (T76>7

ou l
n
Gy (r,0) = (Z bir 2% cos fsin?® 0 + Y a;ri T2 cosit fsin®* T 0
i=0 =0

m k
+ 3 ert?etl cost 0 sin®* T2 0 + 3 dirt T2 cos’ 0 sin®* 9) :
i=0 1=0

l n
Hy(r,0) = < S Bt costlOsin®** 0+ Y Ayrit20tl cositl §sin? Tt
i+a=0 i+a=0

m k
+ 3 Cirtt2etlcosi fsin®* 20+ S Dt cos® § sin®* ! 9) ,
i+a=0 i+a=0

m l
Gy (r,0) = (Z cir T2t cos™ O sin®* T 9 — S birt 2 cos? fsin®* T §
i=0 i=0

- k
— 3 a2t cost Bsin®*t2 0 + 3 drit 2 cos't ) sin®® 9) ’
i=0 =
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et
S i+20+1 i+l 20-+1 l 42 ; 2041
Hy (r,0) = S Ottt cog™ 0sin®* T 0 — S0 Bir'* cos’ 0sin®* T 6
i+a=0 i+a=0

—_ Z Airz+2a+1 cos® 0 sin2¢t2 g + Z DiTH-Qa costt! 0 sin2® 0) )
i+a=0 i+a=0

Le systeéme (3.3) est équivalent a I’équation suivante :

% =l (r,0) + 2 F5 (r,0) + O (€°),

ou

Fy(r,0) = Gy(r,0), (3.6)
Fg (T‘, 8) = H1 (T, 9) - %Gl (7”, Q) G2 (7“, 0) .

En utilisant la notation introduite dans théoreme 1.49, pour I'application du théoreme
de moyennisation du deuxiéme ordre, nous avons besoin d’avoir Fio(r) = 0. De (3.5a),

Fg est identiquement nulle si et seulement si

21+ 1
Coi = — s bQi+1, Z:O,1,2 ..... , W

20 + 1 (3.7)
bait1 = c23 = 0, t=p+ 1A

avec o — min {[131], [2]}.
Maintenant nous déterminons la fonction correspondante

21 0

1 d

=3 %Fl (r,0) /Fl(r, s)ds | + Fy(r,0) | db.
0 0

Fy (1)

Nous divisons le calcul de la fonction Fyy(r) en deux parties, c’est-a-dire on définit
2 Fy(r) = L(r) + J(r), ou

L@):?%Fl(r,e) /eFl(r,s)ds do, J(r):7F2(r,6)d6’.
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Notre résultat est le suivant :

Lemme 3.4 L’intégrale J(r) peut étre exprimée par
J(r) =T (P (r?) + 7P (1))

ou Py et Py sont des polynémes de degré

et

respectivement.

Preuve : Par définition on a

2w 2w

J(r)= /F2 (r,0)df = /H1 (r,0) — %Gl (r,0) Gy (r,0) db.

0

2

D’abord, nous calculons / Hy (r,0)do
0

27 2 27
l k
/H1 (T, 9) df = Z Bi’r’i+2a/Bi+1,2a (0) do + Z DiTi+2a/Bi’2a+1 (0) do
0 =0 9 =0 0
2 2w
+ Z C’iri“““/Bm@H ((9) do + Z Airi+2a+1/3i+1,2a+1 (9) do
1=0 0 1=0 9
; 27 2w
= > Biri+2a/Bi+1’2a (0)do+ > Ciri“a“/Bi,gaH (0) do
=0 =0
¢ impair 0 % pair 0
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e 5]

2 4 z '
— Z BQi+1A2i+2,2i (271') T2z+2a+l 4+ Z 6122,1421,727;4_2 (27’(’) 7,,2z+2a+1
=0 i=0

= r2041p, (p2)

2

Compte tenu de I'expression du polynome / H, (r,0)db, il résulte facilement que P; (r?)
0

est un polynome de degré \;
2

1
Enfin, nous étudierons la contribution de la deuxiéme partie / —G1(r,0) Gy (r,0)do de
r
0
FQ(&, 7") a F20<7“)

Compte tenu de la relation (3.7), il résulte facilement que
M ) '

G1(r,0)=> (BQHMQ ) — 222;11 Bai 2042 (9)) Doy, 17220+
i=0

(252 4

+ > o122 Boity 0042 (0) + Y boir? 2 Bay i1 94 ()

=0 1=0
CRI =
+ Z d2i+1T21+2a+1B2i+1,2a+1 (9) + Z Cl2i+17”21+2a+2B2i+2,2a+1 (9)
i=0 i=0
5 , 5 ,
+>° d?iT21+2aBQi,2a+l 0)+>. &2¢7“2H2a+132i+1,2a+1 (0)
=0 =0

et
(5]

Go (r,0) = 3 dopr® 2 By 190 (0) + D5 Coprar® 20 By 901 (0)
p=0 p=0

!

3 u
2p+2 1+7 2 1
— > b2 By nar (0) — 2 )0 S by, 2 PTOTI By g0 (6)
p=0

p=0
3] [*24]

— > gy By oaia (0) + D0 dapa M By i 5a ()
p=0 p=0

2p+2042
— A2p 17 P22 By i1 9042 (0)
p=0

Sur les 49 produits entre les différentes sommes, seulement 12 ne seront pas identiquement

nuls aprés Uintégration par rapport & 6 entre 0 et 27 (En utilisant les intégrales du
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lemme 3.2, et en tenant compte de B, , (0) By, (0) = Bitpa+tq (0)). Alnsi, les termes de
27
1

;Gl (r,0) Go (r,0) df qui contribueront & Fyy(r) sont

o

2

/ %Gl (r,0) Gy (. 0) dO

—
N~

| [5]

2p+2i+4a—1
Z dopbai Asitopi2 40 (2m) P2 T2t

||
1 M

[254]
+ dopCit1A2itopi2.40+2 (2) T
P

[ ]
> air1bopAsivopioaate (2m) 1
0 =

]

- d22b2pA21+2p da+2 (27T )
=0

.—.
;IES
—

2p+2i+4a+1

I
o

s
— O

—
|~

2p+2i+4a+1

M

3
I
=)

—
N~
-

—
[MIE

2p+2i+4a—1

—_—
I

[ME]
— o

|
M=

bait1a2p <A27,+2p+2 dat2 (2m) — 2a+1 2L Aoiyopaata (27 )) 2pt2tdatl

I
o

A

i
[e=)

k-1

I
a+1+i 2p+2it+4a+1
Z Z 2 2ar1 d2i+1b2i+1A2i+2p+2,4a+2 (27T) peprertiat
p=0 =0

ﬁ
v ‘

n
po |5
at+1+4+14 2p+2i+4a+1
-, Z 255 agibai1 Aviopy2.aat2 (27) 17

K ) '
+2 dapi1boir1 (Asivoprada (2m) — 255 Aoiopyo daya (2m)) rPPH2itdet]

2p+2i+dat1
— boiGopi1 Asitopt2sate (2m) 7P

2
2p+2i+4a+3
— > > Ci10pr1Asitopiadata (2m) PR EAAT
=0 i=0

T
9p+2i+dat3
+ Y G2i41Cop 1 A0 2prasare (2m) rPTETAG

[=4] 5] |
+ Z Z d2i62p+1A2i+2p+274a+2 (27‘(‘) r2p+2l+4a+1
2p+1=04=0

= plotlp, (2)
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2

1
Compte tenu de l'expression du polyndéme / -Gy (r,0) Gy (r,0) df il résulte facilement
r

que P, (r?) est un polynéme de degré

v = max{[8] + [22], [22] + [22] + 1, [4] + 222

Enfin, nous obtenons
J(r) ="t (P (r?) + r* Py (r?))

Cecl termine la démonstration du lemme 3.4. =

Pour compléter le calcul de Fyy(r), nous devons déterminer la fonction L(r), d’abord,
2

nous calculons les intégrales / A; o (0)B, 4(0)do.

0
Dans les lemmes suivants, nous calculons ces intégrales.
2t +1
200 + 1

Lemme 3.5 Soit Sl (0) = A2i+272a(0) — A2i,2a+2(0)- Alors

a—1
Si (‘9) = _m (BQi+3,2a+1 (9) + Z72i+2,2aB2i+3,20¢—21—1(0)>

=1

‘I’mnzﬂ_zga <B2i+1,1(0) + Z 521+2,OB21‘—21+1,1(9)>
=1

— T GarD) <B2i+1,2a+3(0) +> 72i72a+2B2i+1,2a—2l+1(0))
=1

i—1
_21(2;;Fi1‘) 125 2042 (B%—Ll(@) + Z 52i,oB2i—2z—1,1(9)>
=1

N o (2a—1)(2a—3)...(2a—21+1)
OU Yi2a = Gati—2)(2ati—4)..(2at+i—20)°

_ (2a—1)(2a—3)...1
Ni2a = Bati)(2ati—2)..(i12)°

5o o = 2i=1)(2i3) . (2i—21+1)
26,0 = TG —1)(i—2)...(i—1)

De plus, on a
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Preuve : En utilisant (3.15) et (3.13) de annexe et, en tenant compte de

(2a—1)(2a—3)...1 1 (242 2i+1 (2a+1)(2a—1)...1 1 (2i\p _
(20+2i+2) (20+27)....(2i+4) 22G+D) (i+1 )0 T 2041 (20F+202) (20+27)...(2i42) 2 T( ')0 =0

on obtient I'expression de S; (6). m

2T
Lemme 3.6 Soit ;7 (27) = /Ai,a(G)Bp,q(H)dH.

0
Alors

(a) Llintégrale @57, | o(27) est nulle si p est impair ou q est pair et égale a

1 21+ 1i(i—1).. (z 1)
1 A2itpgr (27) + 21+1 (2i—1)(2i-3)...(2i 21 1) Asitprai-2,+1 (27)

st p est pair et q est impair.

(b) L’intégrale oy | 5041 (27) est nulle si p est impair ou q est impair et égale &

. 1 2la(a—1)...(a—I+1) ) i 1 )
2(a+i+1) 1—21 (2a+2i) (2a+2i—2)...(2a+2i—21+2) Asitpt2,20-204 (2m) 2(a+i+1)A21+P+2720‘+q (2m)

st p est pair et q est pair.

(c) L’intégrale oy, 1 (2m) est nulle sip est pair ou q est impair et égale

2la(a—1)...(a—14+1) 1
T 2a42i+1 = (2a+2i—1)(2a+2i—3)...(2a+2i—2l+1)A2i+P+1720¢*21+q (2m) — 2a+2¢+1A2i+P+1720<+q (27)

st p est impair et q est pair.

(d) L'intégrale @57, ,,(27) est nulle si p est impair ou q est pair et égale a

(2a—1)(2a—3)...(2a—21+1) Ao (271')
2a+2i+1 & (20+2i—1)(20+2i—3)...(2a+2i—20+1) * 2i+2+p,2a—2l+¢—1

1 (2a—1)(2a—3)...1
— etz A2itprr2.20+q+1 (2m) + Cat2it1)(2at2i-1)...(2i13) 902z+1 o(27)

st p est pair et q est impair.

27
2t +1
(e) Soit T} (2m) = /Si(G)Bp,q(H)dH = Phito0a(2m)— 2Z —:_ 1g02l rara(2m), alors Uintégrale
0
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T3 (2m) est nulle sip est pair ou q est pair et égale a

a—1
1
T 2(atitl) <A2i+p+3,2a+q+1(27T) + Z W2i+2,2a142i+p+3,2a+q—2l—1(QW))

+—g(ii1)772i+2,2a <A2i+p+1,q+1(27) + 1—231 52¢+2,0Ap+12l+2i,q+1(27T)>

«
2i+1
T 2(atitl)(2atl) (Ap+2i+1,q+2a+3(27r) + 2 Voi2atr2Apr2it1gr2a—2+1(2T ))
=1

i1
2i+1
%320+ 12i,20+2 <Ap+2z'—1,q+1(27T) + > 02i0ApPpr2i-a1-1,411(27 ))
i=1

N _ (2a—1)(2a—3)...(2a—21+1)
OU Yi20 = Bati—2)(2ati—4)..(2ati-20)’

_ (2a—1)(2a—3)...1
Ni20 = Bati)@ati—2)..(i12)°

_ (2i—1)(2i=3)...(2i—2I+1)
02i,0 = 2 (i—1)(i—2)...(i—1)

st p est impair et q est impair.

-y D, 2p+2,2 2p,2a+-2
(1) Soit T2 (2m) = @323, (2m) — B G222 (9m). alors

2p + 5o + 2ia + 6pa + 2 + 1)

P4 _ (
T (2m) =2 (20+1) (p+2+14)

Preuve : En utilisant les intégrales de I'annexe, les six égalités se déduisent facilement

par calcul direct. m

Lemme 3.7 L’intégrale L(r) peut étre exprimée par
L(r) =r'™p; (r?),
ou P3 est un polynome de degré

N = max ot [551)
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Preuve : D’apres la relation (3.7), on a

2141
200+ 1
b 2i+2 2] 2i+2a+2

+ > bor™ T Byii196 (0) + D coip1 " Bt 2042 (6)
i=0 i=0
(%3] (5]

+ Z d2i+lr2i+2a+1B2i+1,2a+1 (9) + Z Cb2i7"2i+2a+1321+1,2a+1 (‘9)
i=0 i

=0
[5] 2i+2a [anl] 2i+2a+2
+ Z da;r BZi,2a+1 (9) + Z A2;417T B2i+2,2a+1 (‘9)
1=0 i=0

I .
Fy (7”, 9) = Z bzi+17’27’+2a+1 (B2i+2,2a (9) B2i,2a+2 (9)>
i=0

x>

Ainsi, on a

dF, (r.0) & | |
ld(: ) — Z (22 + 2a + 1) 62i+1r2z+2& (BQH‘ZQQ (9) — 22(7;:_11 B2i,2a+2 ((9))
1=0

3] |
+2°2(i + @) byr® 27 By g 90, ()

n
2

+ > (2i + 20+ 1) agir*2* By 1 2041 (0)
i=0

2 (2 + CY) inT2i+2a_1Bgi72a+1 ((9)

2] |
+ 214 a4 1) agi 172 Byiig 9041 (0)

S.
I Mw
N i

_|_

[e=]

7=

et

0
Ik ,
/Fl (7', S)dS = Z b21-+17“2’+2a+151- (9)
=0
0

l [m—l
2

5 . .
+ > b2ir21+2aA2i+1,2a @)+ > C2z‘+17”21+2a+2142¢+1,2a+2 ()
=0 =0
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%3] 3]
+ >0 doiar? PO Ay 901 (0) + D0 agir® M Ay sag1 ()
i=0 1=0
G R
+ D do P Agi 9041 (0) + D A2iar® TP Agiin 9041 (0)
i=0 i=0
Sur les 49 produits entre les différentes sommes, seulement 12 ne seront pas identiquement
nuls apres U'intégration par rapport a 6 entre 0 et 27 (En utilisant les intégrales des lemmes

3.6 et 3.5. Ainsi, les termes de L(r) qui contribueront & Fyy(r) sont

—
el
|
-
-

2

(2]) + 2c + 1) d2i+1b2p+1j¥j§ (27T) T2i+2p+4a+1

h
=

I
M=

— =
I ]
A
-
\
()

+
M=

(2p + 200 + 1) agiboy T (2) it 2ptdotd

.

|~ I

—_ o

— 3
S|

vl | o
_

—

+ . 2(p+a) bgp(lgi_i_lgpgf:;’;;ir (2m)r2itatapil
p=0 i=

+ 2 (p + Oé) b2pd2z§02Z 2a’+1 (271')7" i+2p+4a—
p=0:=0
[m 1] [ ]

+
L0+
INgRD

2p+1,2042 2i+2p+4a+3
2(p+ a+1) copi1a2i1$7) 95041 (27T

s
o

g‘ \ \

—

_l’_
=
107
=

2(p+a+1) 62p+1d2190§f;;f(11+2(27T)7”2i+2p+40‘+1

&
Il
o

+
e
N‘L
M=

(2p + 2a0 + 1) d2p+1b21+1T2p+1 2o+l (271') 2i+2ptda+tl

i
o
.
Il
o

+
E
M=

(2p+ 20+ 1) a2pb22+lT?§+1,2a+l (27) p2it2prtdatl

p=01=0

4] =] o
- (2P + 20) dopCois 10911 a4 (2)r 2 F2P AT

p=0 =0

[5] [3] o
- 2(p+a) deleQOQZ_’i_l o (270)7 i+2p+4a—

p=017=0

[nfl] ['m 1]

+
1M

2p+2,2a+1 2i+2p+4a+3
Z 2(p+a+1) (2p+1C2i+1P941,20-+2 (2m)r=eep

3
O
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[22*] [5]

+ 3 S 2(p+ o+ 1) agpribupytivee T (2m)r2ip et
p=0 =0

= 7~1+4ap3 (7“2) .

Compte tenu de I’expression du polynéme L (r), il résulte facilement que P (r?) est un

polynome de degré

Cecl termine la démonstration du lemme 3.7. =

D’aprés les lemmes 3.4 et 3.7, il résulte que
2 Fy (1) = %7"2‘”1 (rQa (P2 (7"2) + P (r2)) + P (r2)) .

Pour chercher les racines positives de Fjg, nous devons chercher les racines du polynoéme

en r2.

Compte tenu de 'expression du polynome r2* (P, (r?) + P3 (r?)) + Py (r?) il résulte faci-

lement que Fy, peut avoir
A =max {A;, \y + o, \3 + a}
racines réelles positives et qu’il existe des systémes pour lesquels il y a A racines réelles

positives. Ceci achéve la démonstration du théoréme lorsque k£ = 2.

3.2.3 Exemples d’application

Les exemples suivants sont donnés pour illustration.
Exemple 3.8 On considére le systéme différentiel

i=y—e((1+2¥)y*+oay?) - (1 +2°)y* + (1 — 52) y°) (38)
g=—v—c((—55+32) 3+ (z — 322°%) y?) — &2 (ay® + 239?). .
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En coordonnées polaires, le systéme (3.8), s’ectrit

F=— (7"6 cos? 0sin® 0 + r° cos® O sin® O + r* cos O sin* 6
230 r3 cos? @ sin? 0 + 3 cos 0 sin® 0 + 12 cos  sin® 0) g2
— (7“ cos*fsin® 0 — ;(13 r5cos? fsin® 0 + 17“4 cos A sin* 6

+ 7“ cos? 0sin? § + 2r3 cos §sin® 6 — 24for3 sin? 0) g,

0=—1— (r cos? @sin? 0 — r° cos® A sin* @ + r3 cos? 0 sin® O
—i— 57 2 cos A sin® 6 — rgsin49—rsin3«9) g2

(ér?’ cos?fsin® 0 — 16 7"4 cos? @sin? 6 — 1’ cos® A sin* 6

\ +7r2cos?fsin® 6 — ‘égﬂ cosfsin® 0 — r?sin 9) E.

Ou d’une maniére équivalente

dr
do

= el (r,0) + 2 F5 (r,0) + O (%),
Fy (r,0) = (rfcos* §sin® § — 387 cos® Osin®  + r* cos 0 sin* §
+49 3 cos? 0 sin? 0 4 213 cos O sin® 0 — 24490 3gin 9)
Fy (r,0) = (rf cos* §sin® § + 1° cos® 0 sin® 0 + r* cos 0 sin* 4
230 3 cos? 0 sin? 0 4 3 cos 0 sin® O + 12 cos 0 sin? 9)
(57“3 cos?fsin® 6 — 16 7‘4 cos?fsin? 0 — r5 cosd Asint 6

+7r2cos?fsin®h — ggﬁ cos@sin® 0 — r?sin? 6)
X (7’6 cos*Osin® 0 — 16 r® cos® O sin® 0 —|— 4 cosfsint 6

+ 7’ cos? 0 sin? 0 + 213 cos O sin® O — 24307“3sin4 9).

Aprés des simplifications sur Fio(r) on obtient le résultat Fio(r) = 0. Finalement pour
Fy(r) on ne donne pas les calculs détaillés o cause de ses expressions trop longues, mais
on trouve

1 7 49 3 3
g0 " 10" Toe0™ s

Donc, ce systéme a trois racines réelles positives ry = 1,1y = 2, et r3 = 3. Par conséquent

27TF02 (7’) =

ce systéme admet trois cycles limites qui bifurquent & partir des orbites périodiques du

centre T =y, = —x.
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Considérons maintenant un autre exemple.

Exemple 3.9 On considére le systéme différentiel

(

#=y—e((1+2)y" + (55 — 57) y'")

-2 (T4 2%)y® + (1+ 5£2) y*)
(3.9)

g=—v—c((1+57) v + (007" — ) ¥')

— &2 (wyd + 23y*).

\

En coordonnées polaires, le systéme (3.9) s’écrit

(= (Sin4 9) (—7’8 cos*fsinf + 5%9520 r7 cos® Osin 6 + ir‘s cos @ sin? 6
+ (Cosﬁsine + sin% 6 — 5 cos? 9) r° + (2548 cos O — 2 3 gin 9) 7‘4) €
— (r8 cos* O sin® 0 + r7 cos® O sin® 6 + r° cos @ sin® @

+(%COSQ—|—S]H9)T cos 0 sin* 6 + r* cos 0 sin* «9)

N (.7 30 a6 1929 .6 4 _ 5 2
0= (7“ cos® fsin® 0 — 509607“ cosfsin* 0 907“ cos? A sin® 6

+ (sin@ — 6 cos 0) * sin” 0 + 213 cos O sin® 0 + 5z sin® ) &

—l—(r cos® #sin® 0 — 6 cos Hsm 0 — r® cos? @ sin® 0

—|-(—cos€+sm«9)r sin® 6 + 3 sin 9) -1

\ 35

Ce systeme différentiel est équivalent a l’équation différentielle suivante

d
dg = el (r,0) +2F5 (r,0) + O (€7),
ot
Fi (r,8) = (sin®0) (r® cos® Osin§ + 22217 cos® O sin 6 + -1 cos f sin® 0
(cos@sm& — 5cos® 0 + sin®0) r® + (2548 cosf — Lsin ) r*)
et

Fy (r,0) = (r® cos® §sin® 6 + 77 cos® 0 sin® 6 + 6 cos 0 sin’® 4
+7° cosfsin® @ + r* cos@sin® 6 + 3 5 cos? 6 sin? (9)

+ (T7 cos® Osin® 0 — 5%]9530 r8cost @ sin® 6 — r5 cos? 6 sin® 6

+rtsin® 0 + 13 r3 cosfsin® 0 + 25487“ sin® @ — 6r* cos 0 sin® 0)
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. 4 8 . A 1929 7 30 o 1,6 .9
X (Sln 9) (r cos*fsin 0 + 00557 COS fsin 0 + oo cos 0 sin” 0

+ (cos@sin@ + 15 sin? 6 — 5 cos? 9) >+ (% cosf — % Sin¢9) 7"4)
Aprés des simplifications sur Fio(r) on obtient le résultat Fio(r) = 0.
Finalement pour Fyy(r) on ne donne pas les calculs détaillés o cause de ses expressions
trop longues, mais on trouve
1 3 39 41 9
13 1y 9 5

9 Fo (1) = ——qpl8 _ 2 LA R S S R
TFo2 (") = 17050™ ~ Tr92™ tame0™ o6 T 2s0""

Donc ce systéme admet quatre cycles limites qui bifurquent a partir des orbites périodiques

du centr x = y,y = —x.

Remarque 3.10 S g1, , 9o, fix €t , for pour tout k = 1,2 sont des polynomes de degré
n, alors pour |e| # 0 suffisamment petit, le nombre mazimal de cycles limites du systéme
(3.3) qui peut étre bifurqué a partir des orbites périodiques du systéme différentiel linéaire

T =1y,y = —x en utilisant la méthode de la moyennisation :

= {2}

(a) Du premier ordre est

(b) Du deuziéme ordre est

vomac2 51 1w ] a).

3.3 Perturbation et cycles limites pour un systéme

différentiel A centre non linéaire

L’objectif de cette section est de donner le nombre maximal de cycles limites qui

=1 4y = 22971, Plus précisément, on va

peut étre obtenu en perturbant le centre x = —y
utiliser le théoréme 1.49 du chapitre 1 afin d’étudier le nombre maximal de cycles limites

du systeme
& ==y —c (g1 (2)y** + fr () y**T),

g =2 —e (g2 (2) y** + fo (x)y**t),

ou g1, f1, f2 et go sont des polyndmes de degré m,n,l et k, respectivement, et «, p et ¢

(3.10)

sont des entiers positifs, et € est un petit parameétre.
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Notre résultat principal est le suivant.

Théoréme 3.11 Pour € # 0 suffisamment petit, en utilisant la méthode de la moyen-
nisation du premier d’ordre, le nombre mazximal de cycles limites du systéme (3.10) qui

peut étre bifurqué a partir des orbites périodiques du systéme différentiel non linéaire

2p—1 2q—1

T =—y Y = est

3.4 Preuve du théoréme 3.11

Nous allons appliquer la méthode de moyennisation du premier ordre. Notons que le

systéme (3.10) avec € = 0 a un centre global avec un hamiltonien

1 1
H = —z% + —y?.
(z,9) 20" +2py

Nous étudierons le nombre de solutions périodiques de ce centre qui persistent pour le
systéme perturbé (3.10) pour € # 0 suffisamment petit.

Nous rappelons les fonctions (p, ¢)—trigonométriques introduites par Lyapunov
x=1rPCsh,y =riSnb, (3.11)
o z(0) = Csh et w(f) = Snb sont des solutions du probléeme de Cauchy :
2= —w? T w =221 2(0) = p 29, w(0) =0,

(Voir [48],[24] et [13], par exemple). Pour p = ¢ = 1 on a C's = cosf et Snf = sin b, c’est-
a~dire les fonctions (p, ¢)—trigonométriques sont les fonctions trigonométriques classiques.

Il est bien connu que
p Cs*0 + q Sn*0 = 1.

et que C'sf et Snf sont des fonctions T-périodiques avec

OO



ot I'(x) est la fonction Gamma.

En écrivant le systéme (3.10) en coordonnées polaires (r,0) ou x = r?C'sf et y = r1Snd,

on obtient
4

i = —g (Cs*710 Sn**0 gy (1°Csf) raGoth-a-p+l

+8n2e=1h Cs2a1 paCetl)=p+l £ (rP(C50)

+Sn2pt2ely paet)=2¢+1 g (pPCsf)

+Sn2p+(2a+1)—19 Tq<2a+1)_Q+1 f2 (TPCSQ)) 7

(3.12)

0 = r2P4—0-P 4 ¢ (q f1 (rPC's0) Gn2(at)g pa(2at+1)—p

—p Os0 gy (rPCsf) Sn2e0 ra2e—1)

+q g1 (rPCs) Sn2etlg paetl—a—p

—p Csf SpT1g raZet=a f, (rPCsf)) .

\

Considérons # comme nouvelle variable indépendante, alors le systéme (3.12) devient

dr 9
i eF1(0,r) + 0O(%),

ou
Fy(0,7) = —Cs?1710Sn2*0g, (rPC's0) raa+l)=2pat1
—Sn?et9Cs2=10 f) (rPCs0) r2at2ea—2patl
_Sn2rt20-1gg, (p(ish) ppH2a0- 2]

—SnPt2e0 £, (rPC'sh) 7P—2pg+q(2a+1)+1

On pose

mo no koo L
g1 (z) = air’, fi(z) =3 bix', g0 (w) = > ', folx) =) dix',
1=0 1=0 1=0 1=0

alors
m
Fi(0,r) = = a;,Cs*t =19 Sp?*g rirtat2ee—2petl
i=0
_ z’rl: biSTLQOH-leCSQq-‘ri—19rip+q—2pq+q(2a+1)+1
i=0

k
— 3" ¢;Cs'9Sn2r+2a—1 gpivtr—a—2pataat)+1
i=0
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l
-3 diCsi93n2p+2a9r1’p+p—2pq+q(2a+1)+1
i=0

Calculons maintenant Fiq ()

1 m
FlO (T) — _T Zaz ip+q(2a+1) 2pq+1/052q+z 195n2a9d9
=0

T
_% 32 by a(at ) / Sn**tOC s 0de
0

T
_% f; ¢y tPmaTApata@atl) / Cs'9Sn*+22=19dg
=0 0
T

_% zl: dir,aip+p_2pq+q(20£+1)+1/OSiQSnQp—I—QaedQ‘
0

1=0

On sait que (voir (Lemme 2) de [24], par exemple)

T
» 0 si ¢ ou v est impair ,

/ Cs'0 Sn™0de = . P

, Bio siietasont pairs,

ou f3; , est une constante non nulle, ce qui donne

T
/ Sn2etgC s2ati=19dh = / Cs'0 Sn**2=19dh = 0, Vp,i € N
0

et
T
FlO (T) — _% Z airip+q(2a+1)2pq+1/082q+ile Sn2a6) do
) i;n:poair
T
_% Z deerp 2pg+q(2a+1)+ /0819 Sn2p+2a9 d&,
Zz—|—1;>02;1r0 0
ol encore
1 [54] 7
FlO (7,.) _ _? Z a2i+1r2ip+p+q(2a—2p+1)+1/082q+2i9 Sn2a9d9
=0
0
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1
_% [22% d%r2z‘p+p+q(2a—2p+1)+1/CS%Q Sn2rt2294p
i=0

Donc le polynéme Fiq s’écrit

m 1 l
1 _
Fio (r) = _?Tq@a 2p+1)+p+1 Z% (172 52 ()2 + Z doi T B 2(p+a)

Pour chercher les racines positives de Fig, nous devons chercher les racines du polyndéme

en 2. Notons que le degré du polynome Fjq est égal a A, avec

Cecl termine la démonstration du théoréme 3.11.

3.5 Annexe

Voici quelques formules importantes utilisées dans ce chapitre, pour plus de détails

voir [2].

Pourt>0eta>0,0na

9 0
: . i—1pinatl - - .
/cosZ ssin® sds = s 0sin®T 0 izl [ o gi=2 ¢ qn® g
1+a 1+
0 0
9
_ cosit1 fsin®—1 9 a—1 i ca—2
= o + 9o [ cos’ ssin® " sds,
0

2 __ sin# 21 1 (2i—1)(2i—3)...(2i—21+1) 2i—21—1
cos” sds = 2—Z< 9+Z 21(1 1)( 5 COS 0) (3.13)

o — o

i (2i—1)éfz'—3)...1 0

. l 51112(1 1o 1 i
- 221 1 Z 2(z D +ﬁ 21‘0
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s P 2il
ou Cy; = PRI

7 sin 7 2l+1ll 1 1—20—
cos?ttsds = 2+‘91 <0082 9+Z I ))(2(2 2)l 1 cog? 2! 29) (3.14)

o o

1
- 1 ZZ Ol sin(2i—2141)6
o 227, 2i+1" (2—21+1)

a—1
i o oain o _ __ cositlg (2a—1)(20—3)...2a—2l+1) . 20—2I—1 - 20+
/COS ssin“® sds = T <ZZ:1 Goti 2 @atiod) . @at gy Sl 0 + sin®*8.15)

0

(%

(2a—1)(2a-3)..1 i

+(2a+i)(2a+z‘—2),_(i+2)/COS sds
0

0
i o oin2a+l ____costly 2 2la(a—1)..(a—I+1) 2a—2]
/COS s sds = — g <sm 0+ Z Zati-1)(2ati-3)...(2a+i—20F1) S 0
0

(3.16)

3.6 Conclusion

La méthode de moyennisation est I'une des plus importantes méthodes de perturba-
tions utilisées actuellement dans 1’étude des cycles limites des systémes différentiels. Elle
permet aussi de donner une borne supérieure pour le nombre de cycles limites que peut
avoir 1’équation différentielle perturbée.

Nous continuons & travailler sur la recherche des cycles limites des équations différen-
tielles ordinaires. On se propose d’étudier les cycles limites pour une classe de systémes
différentiels de la forme

i=—y? !t — Zlé‘ (i (@) y** + fri (z) y>* T,
1>
g =a? 7t — 3" e (g (2) Y** + fai (x) YT,

1>1

Ou 914, f1i, foi €t go; sont des polynomes de degré m,n,[ et k, respectivement, et o, p et

q sont des entiers positifs, et ¢ est un parametre suffisamment petit.

86



Conclusion et perspectives

Dans ce travail on s’est intéressé a I’étude qualitative des systémes différentiels po-
lyndémiaux planaires ainsi qu’a celle des systémes différentiels planaires de Kolmogorov.
Il est important pour un systéme différentiel de savoir s’il admet ou non une solution
périodique, de plus si cette solution périodique est isolée, on parle par définition d’un
cycle limite. Les résultats obtenus dans cette thése s’articulent sur ces questions.

Dans le premier chapitre on a présenté quelques notions de base, concernant la théorie
qualitative des systémes différentiels, en particulier les systémes différentiels planaires.

Dans le deuxiéme chapitre on a traité quelques classes de systémes différentiels pla-
naires. Ce chapitre est réparti en trois parties, dans la premiére partie on a déterminé
I’expression exacte de cycle limite algébrique d’une classe de systémes différentiels pla-
naires de Kolmogorov, dans la deuxiéme partie on a déterminé les conditions d’existence
d’un cycle limite pour une classe de systéemes différentiels planaires de degré 2k + 1 pour
laquelle nous pouvons obtenir un cycle limite non algébrique donné explicitement, et
on a consacré la troisiéme partie & une autre classe de systémes différentiels quintiques
et planaires pour laquelle nous pouvons obtenir deux cycles limites explicites, un cycle
limite algébrique et un autre non algébrique.

Dans le troisiéme chapitre on a traité les bornes supérieures pour le nombre de cycles
limites qui peuvent étre obtenus pour deux classes de systéemes différentiels planaires. Ce
chapitre est réparti en deux parties, dans la premiére partie on a déterminé les bornes
supérieures optimales pour le nombre de cycles limites qui peuvent étre obtenus en per-

turbant le centre du systéeme différentiel linéaire

T =y,
y:_x7

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, on a déterminées les bornes supérieures optimales

pour le nombre de cycles limites, qui peut étre obtenu en perturbant le centre non linéaire
i = _y2p—1’
j =,
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Pour les perspectives, il est commode d’espérer trouver une classe des systémes diffé-
rentiels quadratiques qui admet un cycle limite non algébrique explicitement donné. Il est
commode de chercher des modele de systémes différentiels comme systéme de Kaldor en
économie, systéme proies prédateurs dans I’écologie, systéme de Kolmogorov dans beau-
coup de phénomeénes naturels (dynamique des populations, les réactions chimiques, la
physique des plasmas, I’hydrodynamique, etc. ..), et essayer d’appliquer notre démarche
dans la recherche de l’expression exacte des cycles limites.

Notre investissement est dans ce chemin, cette thése sert comme un outil puissant

dans la recherche de ’existence de cycles limites.
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Résumeé

L’objectif de cette thése est I'étude qualitative de quelques classes des systémes
différentiels planaires polynémiaux. Les résultats obtenus dans cette étude
concernent |'existence et la non existence des solutions périodiques isolées par
conséquence les cycles limites de quelques classes des systémes de types
Kolmogorov, qui représente les modeles proie - prédateur dans la dynamique des
populations. De plus on détermine explicitement un cycle limite non algébrique pour
une classe des systemes différentiels de degré impair. Nous avons considéré ensuite
de systemes planaire de degré 5, et nous avons montré qu’il posséde deux cycles
limites explicites, un cycle limite algébrique et le deuxiéme non algébrique. Enfin nous
avons trouvé des bornes supérieures pour le nombre de cycles limites de deux classes
de systemes différentielles ordinaires. En utilisant un théoréeme de la théorie de moyennisation

Mots clés : Cycle limite, courbe invariante, solution périodique, solution algébrique,
solution non algébrique, systeme de Kolmogorov, méthode de moyennisation,
systéme différentiel, perturbation.

Abstract

The objective of this thesis is the qualitative study of some classes of planar
polynomial differential systems. The results obtained in this study concerns the
existence and non existence of isolated periodic solutions consequently limit cycles
of some classes of Kolmogorov systems, which is prey- predator models in
population dynamics. And we give an explicitly expression of a non algebraic limit
cycle for a class of planar polynomial differential systems of degree odd. We have
then considered planar systems of degree 5, and we have shown that it has two
explicit limit cycles, one algebraic limit cycle and the second one non-algebraic.
Finally, we find upper bounds for the number of limit cycles of two classes of ordinary
differential systems. Using a theorem of the averaging theory.

Keywords: Limit cycle, invariant curve, periodic solution, algebraic solution, non
algebraic solution, Kolmogorov system, averaging method, differential system,
perturbation.



