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Introduction générale

La mécanique des �uides forme un sous-domaine de la mécanique des milieux conti-

nus. Elle comprend l�étude des gaz et des liquides dans les cas statiques et dynamiques.

L�étude de l�intéraction �uides-solides est aussi une partie de la mécanique de �uide dont

les applications sont partout : la météorologie, l�hydrologie, l�aérodynamique, l�étude des

plasmas ; elle s�applique aussi en biologie, en géophysique et en astrophysique, en océano-

graphie, ainsi qu�en génie chimique, nucléaire, hydraulique et en écologie. La mécanique

des �uides consiste à o¤rir une théorie mathématique bien construite pour des domaines

divers, ce qui indique son importance dans plusieurs champs surtout l�industrie. Le �uide

(liquide, gaz ou gaz ionisé) est considéré comme un milieu continu représenté par les

champs de densité, de pression et de vitesse satisfaisant la fameuse équation de Navier-

Stokes.

Dans les écoulements de faible épaisseur, lorsque l�épaisseur diminue, l�in�uence re-

lative des e¤ets de surface par rapport aux e¤ets de volume augmente. Il convient alors

d�accorder une importance particulière à ce qui se passe à l�interface �uide solide et qui

induit les conditions aux limites à imposer aux équations décrivant l�écoulement.

Usuellement, la plupart des travaux mathématiques concernant les équations de Navier-

Stokes supposent des conditions d�adhérence aux parois, plus rarement des conditions de

glissement ou des conditions en pression. Dans le cas des écoulements de faible épais-

seur, on sait justi�er [7], [3], [26] par des techniques asymptotiques l�approximation des

équations de Navier-Stokes par une équation dite de Reynolds, laquelle prend en compte

implicitement les conditions limites aux parois.

L�étude du comportement asymptotique a déjà été faite et des résultats ont été ob-

tenus pour plusieurs �uides. Le premier résultat, dû à Bayada et Chambat [6], justi�e

l�équation de Reynolds, obtenue à partir des équations de Stokes considérées dans un

domaine mince. L�écoulement du type Navier-Stokes est traîté par Assemien, Bayada
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et Chambat [5], ainsi que par Nazarov [38], pour di¤érentes conditions aux limites du

domaine d�étude.

Pour les problèmes non linéaires, plusieurs résultats sont connus, mais aucun n�englobe

le cas du �uide de Bingham. Ainsi, l�écoulement d�un �uide dont la viscosité est donnée

par une loi de puissance a été traîté par Mikelic et Tapiéro [37]. et par Bourgeat, Mikelic

et Tapiéro. Par ailleurs, Taous [43] a étudié une classe des �uides à viscosité non linéaire,

le modèle de viscosité étant celui de Litvinov [36]. Dans [23], l�auteur a donné dans

le dernier chapitre de sa thèse de doctorat le comportement asymptotique d�un �uide

de Bingham dans un domaine mince. Malheureusement, dans ce travail, l�inéquation

variationnelle limite n�a pas été donnée en raison de la di¢ culté rencontrée en raison du

choix des fonctions de test et des conditions aux limites imposées. Bunoiu et Saint Jean

Paulin [14] ont étudié une classe des �uides à viscosité non linéaire, parmi lesquels ont

trouve les �uides du type Cross, Carreau et Williamson. Les auteurs de [15] ont étudié

le même problème, dans lequel seules les conditions de Dirichlet sur la frontière ont été

considérées.

Ainsi replacés dans leur contexte, les travaux développés dans cette thèse de doctorat

s�articulent donc autour de deux sujets principaux : d�une part nous poursuivons la

recherche de [[24], [17]] sur le comportement asymptotique d�un problème stationnaire

pour le �uide Bingham isotherme. Cependant, cette fois, notre opérateur sera perturbé

par un terme (u:ru) dans un domaine mince tridimensionnel 
" avec des conditions aux
limites de Fourier et Tresca. Ce terme source joue un rôle essentiel dans la mécanique

quantique, où ce terme non linéaire est utilisé pour perturber un opérateur linéaire pour

obtenir un opérateur non linéaire qui donne les résultats applicables, voir [34]. D�autre

part, on s�intéresse à l�étude de l�analyse asymptotique d�un écoulement non stationnaire,

isotherme incompressible pour un �uide non Newtonien dans le même domaine 
" avec

les conditions de frottement non linéaire de type Tresca sur une partie de la frontière et

les conditions de Dirichlet sur l�autre partie.

Dans les deux cas, la démarche sera la même. Des changements d�échelles permet-

tront d�obtenir des estimations dans un domaine ��xe�. On passera à la limite par des

techniques asymptotiques.

Le premier chapitre, est consacré au début au rappel des notions principales de

la théorie des milieux continus et d�analyse fonctionnelle nécessaires et résultats utilisés
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tout au long de ce travail. Ensuite, nous présentons le système d�équations aux dérivées

partielles qui modélisent l�évolution isotherme (ou non-isotherme) d�un corps homogène

élastique en présence de conditions non linéaires du type Tresca sur une partie de la

frontière du domaine.

Dans le deuxième chapitre, on s�intéresse à l�étude de l�analyse asymptotique d�un

�uide de Bingham stationnaire isotherme incompressible, notre opérateur sera perturbé

par un terme u:ru; dans un domaine borné à trois dimensions avec des conditions aux
limites de Fourier et de Tresca. On donnera la formulation variationelle du problème en

utilisant le changement d�échelle z = x3
"
le domaine 
" se transforme en un domaine 


indépendant de ": On etablit des estimations sur la vitesse et la pression et un théorème

de convergence. On termine par etablir un problème limite et démontrer l�unicité de

solution de ce dérnier.

Dans le troisième chapitre, on s�intéresse à l�étude de l�analyse asymptotique d�un

écoulement non stationnaire, isotherme incompressible pour un �uide non Newtonien

dans le même domaine 
" avec les conditions de frottement non linéaire de type Tresca

sur une partie de la frontière et les conditions de Dirichlet sur l�autre partie.

Le problème complet dans 
", s�écrit :8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

@u"

@t
�
@�"ij
@xj

+ f " = 0 dans 
" � [0; T ] ,

div(u") = 0 dans 
" � ]0; T [ ,
u" = 0 sur �"1 � ]0; T [ ;
u" = g� avec g3 = 0; � fonction de t > 0 sur �"L � ]0; T [ ;
u":n = 0 sur ! � ]0; T [ ;
j�"� j < k" ) u"T = s

j�"� j = k" ) 9 � � 0 tel que u"T = s� ��"�

)
sur ! � ]0; T [ ;

avec f "; k"; et g sont des données du problème.

Nous étudions l�analyse asymptotique du problème de la même manière que dans le

deuxième chapitre.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Résumé. Le but est d�introduire les outils mathématiques et mécaniques nécessaires

pour une bonne compréhension de la suite des problèmes traités.

Dans la première section, nous commençons par un rappel des résultats essentiels

de la théorie du milieux continus et la loi de comportement de l�élasticité linéaire, puis,

nous présentons le système d�équations aux dérivées partielles qui modélise l�évolution

isotherme (ou non-isotherme) d�un corps homogène élastique en présence de conditions

non linéaires du type Tresca sur une partie de la frontière du domaine 
 de R3.
La deuxième section est consacrée aux espaces fonctionnels, nous passons en revue

quelques résultats fondamentaux d�analyse fonctionnelle, concernant les espaces de So-

bolev et les espaces Lp (0; T ;X), les notions principales de la convergence faible et les

lemmes de type Gronwall.
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1.1 Modélisation et rappels de la mécanique des mi-

lieux continus

Le but de cette section est d�établir le modèle mathématique décrivant l�évolution

d�un corps déformable ayant une loi élastique sous l�action des e¤orts extérieurs en pré-

sence de conditions de frottement sur une partie au bord du domaine. Ceci se traduit

mathématiquement par l�établissement d�un système d�équations aux dérivées partielles

posé sur un domaine de Rd (d = 2; 3). Ce système comprend la loi de comportement

du matériau, l�équation du mouvement et de l�énergie du corps ainsi que les conditions

initiales et aux limites auxquelles il est soumis. Pour les références bibliographiques, nous

avons consulté [16].

Considérons un milieu continu qui occupe un domaine borné 
 de R3 pendant un
intervalle de temps [0; T ].

L�équation de conservation de la quantité de mouvement. Soit u(x; t) le champ

des déplacements à l�instant t 2 [0; T ] des points x = (x1; x2; x3) 2 
 du milieu continu
en mouvement par rapport au repère Ox, le tenseur �(x; t) de compsantes �ij (i; j =

1; 2; 3), est le tenseur des contraintes. La loi fondamentale de la mécanique des milieux

continus exprimant l�équivalence entre le tenseur des forces extérieures et le tenseur des

accélérations pour un système matériel quelconque, conduit à l�équation du mouvement

suivante :

�
d2u

dt2
= Div � + f ; (1.1)

où le vecteur f , de composantes fi (i = 1; 2; 3); représente une densité massique des forces

extérieures, � est la densité de masse et Div désigne l�opérateur divergence, c�est-à-dire

Div � =
@�ij
@xj

(i = 1; 2; 3):

L�équation de conservation de l�énergie. L�expression générale du premier principe

de la thermodynamique s�écrit :

�
de

dt
= � : D(u)� div q + r; (1.2)

où
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- e est un scalaire qui désigne l�énergie interne spéci�que du milieu continu.

- r est un scalaire représentant l�apport d�énergie par unité de masse et de temps.

- q, de composantes qi, est le vecteur transport d�énergie.

- D(u) est le tenseur des taux de déformation, de composantes

dij (u) =
1

2

�
@ui
@xj

+
@uj
@xi

�
; 1 � i; j � 3:

- � : D(u) est le produit de deux tenseurs � et D(u) dé�ni par l�expression

� : D(u) =
3X

i;j=1

�ijdij(u):

D�un point de vue mathématique, nous disposons de plus d�inconnues par rapport au

nombre d�équations. Donc les lois de conservation de la quantité de mouvement et de

l�énergie sont insu¢ santes à décrire les mouvements des milieux continus, elles doivent

être complétées par d�autres relations que l�on appelle des lois de comportement. Nous

présentons ci-dessous les lois de comportement de l�élasticité linéaire traitées dans cette

thèse.

Lois de comportement linéaire de matériaux élastiques. Cette loi reliant le tenseur

des contraintes � et le tenseur des déformations linéairisées D(u) est

�(u) = E : D(u) ( �ij (u) = Eijkl dkl (u) ). (1.3)

où E = (Eijkl) est le tenseur d�élasticité symétrique d�ordre quatre. Ses composantes

Eijkl s�appellent coe¢ cients d�élasticité et elles sont indépendantes du tenseur des dé-

formations. Dans le cas d�un matériau homogène, les coe¢ cients Eijkl sont constants

(indépendante du point x de 
 ). En pratique, cette loi est souvent trop générale et

il est possible de la simpli�er en considérant un matériau isotrope (matériau ayant le

même comportement dans toutes les directions). On l�appelle alors la loi de Hooke et

elle est valide pour un très grand nombre de matériaux. Dans le cas isotrope, le tenseur

d�élasticité E est dé�ni par

Eijkl = �(�ik�jl + �il�jk) + ��ij�kl: (1.4)
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où � et � sont les coe¢ cients de Lamé qui sont spéci�ques à chaque matériau. �ij désigne

le symbole de Krönecker.

En utilisant (1.3), (1.4), on peut alors démontrer que le tenseur des contraintes � d�un

corps homogène élastique et isotrope est :

�(u) = 2�D (u) + �TrD (u) I;

où

- D(u) est le tenseur des taux de déformation.

- � et � sont les coe¢ cients de Lamé.

- I est la matrice identité de rang 3.

- TrD (u) désigne la trace de D (u) dé�nie par

TrD (u) =
3X
k=1

dkk (u) :

Comme le corps élastique est considéré non isotherme son coe¢ cient � est une fonction

de la température T

� = �(T ):

La loi de comportement de l�élasticité linéaire d�un corps homogène et non isotherme est

donc

�(u) = 2�(T )D (u) + �TrD (u) I: (1.5)

A partir de ces lois nous chercherons les équations aux dérivées partielles modélisant

l�évolution d�un corps homogène élastique linéaire dans un domaine ouvert borné 
 de

R3 pendant un intervalle de temps [0; T ].
Cas non-isotherme

Considérons un corps homogène élastique, isotrope, et conducteur de la chaleur qui

occupe un domaine 
 de R3 pendant un intervalle de temps [0; T ].
Si le milieu est homogène, la densité au point x de 
 reste constante au cours du temps,

elle est donc de plus indépendante des variables d�espace. Ce que nous supposerons

� = �0 = constante.
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Il est même possible de poser � = 1, ce qui est fait dans la suite, et revient simplement

à choisir l�unité de densité de la masse.

En utilisant la loi de comportement (1.6) l�équation de mouvement (1.1) devient

d2u

dt2
= Div (2�(T )D (u) + �TrD (u) I) + f :

On a donc
d2u

dt2
= Div (2�(T )D (u) ) + � div u+ f : (1.6)

Le terme � : D dans (1.2), parfois appelé fonction de dissipation, est dé�ni par

� : D(u) = 2�(T )D (u) : D(u) = 2�(T )d2ij (u) :

On peut alors écrire l�équation (1.2) comme suit

de

dt
= 2�(T )D (u) : D(u)� div q + r: (1.7)

On suppose que

- e l�énergie interne spéci�que est donnée par la loi

de

dt
= Cv(T )

dT

dt
;

où Cv désigne la chaleur spéci�que à volume constant.

- l�apport d�énergie par unité de masse r dépend de la température T :

r = r(T ):

- le vecteur �ux de chaleur q par di¤usion est donné par la loi de Fourier :

q = �KrT:

où K est la conductivité thermique.

Dans ces conditions l�équation de l�énergie (1.8) s�ecrit

Cv(T )
dT

dt
= 2�(T )D (u) : D(u) + div(KrT ) + r(T ): (1.8)
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Finalement, les équations générales de problème dynamique d�élasticité linéaire non iso-

therme sont données par le système :8>><>>:
d2u

dt2
= Div(2�(T )D (u) ) + � div u+ f;

Cv(T )
dT

dt
= 2�(T )D (u) : D(u) + div(KrT ) + r(T ):

(1.9)

Dans le cas stationnaire on obtient le système :(
�Div (2�(T )D (u) ) = � div u+ f;

� div(KrT ) = 2�(T )D (u) : D(u) + r(T ):

Ensuite on suppose qu�il existe une force tangentielle sur une partie de la frontière qui

sera notée par !, on dit que l�on a un contact avec frottement. On est amené à introduire

une loi de frottement qui relie cette composante tangentielle aux autres variables du

système. Dans cette thèse nous allons considérer la loi de frottement dite du type Tresca.

Lois de frottement du type Tresca. Cette loi de frottement présente un seuil de

frottement �xe k" lorsque le solide et la fondation sont en contact, la fondation exerce

sur le solide un e¤ort tangentiel qui ne dépasse pas un certain seuil

j�"� j � k" sur ! � ]0; T [ :

Tant que la contrainte tangentielle n�a pas atteint le seuil, le milieu continu ne peut pas

se déplacer par rapport à l�obstacle et il y a blocage, ce qui se traduit par :

j�"� j < k" =)
�
@u"

@t

�
�

= 0 sur ! � ]0; T [ :

Lorsque ce seuil est atteint le solide peut se déplacer tangentiellement par rapport à la

fondation et il ya alors glissement. La contrainte tangentielle s�oppose à la vitesse. Alors

on a

j�"� j � k" =) il�existe � � 0 tel que �"� = ��
�
@u"

@t

�
�

sur ! � ]0; T [ :

En conclusion, les conditions aux limites de type frottement de Tresca s�écrivent alors
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comme suit :8>>>>><>>>>>:
j�"� j � k";

Si j�"� j < k" alors
�
@u"

@t

�
�

= 0;

Si j�"� j � k" alors �"� = ��
�
@u"

@t

�
�

avec � � 0:

sur ! � ]0; T [ ; (1.10)

Remarque 1.1 Quand k" = 0, on obtient �"� = 0 sur ! � ]0; T [. Il s�agit du cas sans
frottement.

1.2 Espaces fonctionnels

Nous commençons par un rappel d�analyse fonctionnelle concernant l�espace des

distributions, les espaces Lp(
) et les notions principales de la convergence faible. Ensuite,

nous présentons également les espaces de Sobolev, de type Lp (0; T ;X), et les principales

propriétés notamment les théorèmes de trace. Nous �nissons en donnant quelques lemmes

du type Gronwall, qui seront de plus utiles notamment dans la démonstration d�unicité

des solutions faibles ainsi que les majorations et d�estimations d�erreurs.

1.2.1 Quelques rappels d�analyse fonctionnelle

Nous allons introduire dans ce paragraphe un résumé de l�analyse fonctionnelle,

et quelques résultats qui interviennent dans l�étude des problèmes de ctte thèse. De

nombreux ouvrages parcourent ce sujet, nous renvoyons le lecteur soucieux pour plus de

détails à : par exemple [[1], [13]]:

Soit 
 un ouvert de Rd. On désigne par C10 (
) (ou D(
)) l�espace des fonctions de
classe C1 à support compact dans 
:

On munit C10 (
) de la «pseudo-topologie» , c�est-à-dire qu�on dé�nit une notion de

convergence dans C10 (
):

L�espace des distributions D0
(
) est le «dual» de D(
); c�est-à-dire l�espace de

formes linéaires continues sur D(
): On note hT; �i = T (�) le produit de dualité entre

une distribution T 2 D0
(
) et une fonction � 2 D(
) : ce produit de dualité généralise

l�intégrale usuelle
Z



T� dx: En e¤et, on véri�e que si f est une fonction localement
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intégrable dans 
, alors on peut dé�nir une distribution Tf par

hTf ; �i =
Z



f� dx:

On peut aussi munir D
0
(
) d�une notion de convergence : on dit qu�une suite Tn 2 D

0
(
)

converge au sens des distributions vers T 2 D0
(
) si, pour tout � 2 D(
);

lim
n!+1

hT; �ni = hT; �i:

Dé�nissons maintenant la dérivation au sens des distributions : si T 2 D
0
(
); la

dérivée
@T

@xi
2 D0

(
) est dé�nie par :

h @T
@xi

; �i = �hT; @�
@xi

i; 8� 2 D(
): (1.11)

Pour 1 � p <1; on note Lp(
) l�espace défni par

Lp(
) =

8<:u : 
! R mesurable ;
Z



ju(x)jp dx <1

9=; ;

muni de la norme

kukLp(
) =

0@Z



ju(x)jp dx

1A
1
p

;

et pour p =1; on note

L1 (
) =

�
u : 
! R mesurable ; sup ess

x2

ju(x)j < +1

�
;

muni de la norme

kukL1(
) = sup ess
x2


ju(x)j ;

où sup ess
x2


ju(x)j = inf fM > 0 / ju(x)j �M p.p.g :

Pour tout 1 � p � 1 on notera q l�exposant conjugué de p dé�ni par
1

p
+
1

q
= 1

avec la convention
1

1 = 0. Pour tout u 2 Lp(
) et v 2 Lq(
); on a uv 2 L1(
) et

14



kuvkL1(
) � kukLp(
) : kvkLq(
) ( l�inégalité de Hölder ).

Théorème 1.2 (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue). Soit (un)

une suite de fonctions de L1(
): On suppose que

1. un(x) �! u(x) p.p. sur 
;

2. il existe une fonction v 2 L1(
) telle que pour chaque n; jun(x)j � v(x) p.p. sur 
:

Alors u 2 L1(
) et kun � ukL1(
) �! 0: (pour plus de détails renvoyons à [13]).

Remarque 1.3 Il résulte de l�inégalité de Hölder que si (un) est une suite telle que

un ! u dans Lp (
), et (vn) une suite telle que vn ! v dans Lq (
). on obtient que

la suite (unvn) � L1 (
) converge vers uv dans L1 (
), ce qui implique lim
n!1

R


unvn

dx =
R


uv dx:

Le résultat suivant, qui est presque l�inverse du théorème de convergence dominée de

Lebesgue, il est d�une certaine importance dans l�étude des équations non linéaires, il

établit une certaine relation entre la convergence dans le sens de la norme de L1(
) et la

convergence presque partout sur 
:

Théorème 1.4 Soit (un)n une suite de fonctions intégrables telle que un ! u dans

L1 (
) : Alors, il existe une sous suite (unk)k et v 2 L1 (
) telle que
un ! v p:p dans 
 et junk j � v p:p dans 
:

Convergence faible

Dé�nition 1.5 Soit E un espace de Banach. Une suite (un) � E converge faiblement

dans E vers un élément u 2 E, et on note un * u, si

hf; uni ! hf; ui ; 8f 2 E 0; où E 0 est le dual de E:

Théorème 1.6 (de Eberlein et Smulyan). Soit E un espace de Banach ré�exif, et soit

(xn) une suite bornée dans E. Alors il existe une sous suite (xnk) qui converge faiblement

dans E:

Proposition 1.7 Soit E un espace de Banach, et une suite (un) � E: Alors :

15



1. un ! u implique un * u.

2. Si E est unez espace de dimension �nie, alors la convergence faible et la convergence

forte sont équivalentes.

3. Si un ! u, alors (un) est bornée et lim inf
n!1

kunk � kuk :

4. Si un * u dans E et fn ! f dans E; alors il suit que hfn; uni ! hf; ui :

5. Si un ! u dans E et fn * f dans E 0; alors il suit que hfn; uni ! hf; ui :

Dé�nition 1.8 Soit E un espace de Banach, une suite (fn) � E 0 converge faiblement

étoile vers un élément f 2 E 0, et on note fn *� f , si

hfn; ui ! hf; ui ;8u 2 E:

Théorème 1.9 (d�Aloaglu). Soit E un espace de Banach separable, et soit (fn) une

suite bornée dans E 0 le dual de E. Alors il existe une sous-suite (fnk) qui converge fai-

blement dans E 0:

Proposition 1.10 Soit E un espace de Banach, et soit (fn) une suite dans E 0 le dual

d�espace E:

1. fn ! f dans E 0 implique fn *
� f .

2. Si fn *
� f , alors (fn) est bornée et lim inf

n!1
kfnk � kfk :

3. Si un ! u dans E et fn *
� f dans E 0; alors il suit que hfn; uni ! hf; ui :

4. fn * f dans E 0 implique fn *
� f .

5. Si E est re�éxif, alors fn *� f est équivlente à fn * f dans E 0:

Convergence faible dans les espaces de Hilbert.

Théorème 1.11 (Théorème de représentation de Riesz-Fréchet). Soit H un es-

pace de Hilbert réel et (:; :)H un produit scalaire de H. Pour tout ' 2 H 0; il existe f 2 H
unique tel que

h'; viH0�H = (f; v)H 8v 2 H et k'kH0 = kfkH :
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Nous dirons qu�une suite (fn)n2N dans H converge faiblement vers f 2 H si pour tout

v 2 H, les produits scalaires (fn; v) convergent vers (f; v) dans R. Nous noterons cette
convergence par le symbole* pour la distinguer de la convergence forte (c�est-à-dire pour

la norme hilbertienne) :

fn ! f () lim
n!1

kfn � fk = 0:
fn * f () 8v 2 H ; lim

n!1
(fn; v) = (f; v) :

Proposition 1.12 1. Une suite dans H qui converge fortement vers f 2 H converge

aussi faiblement vers f .

2. La propriété « toute suite dans H qui converge faiblement vers f 2 H converge

fortement vers f » est vraie si et seulement si la dimension de H est �nie.

3. Toute suite faiblement convergente est bornée.

4. Si E et F sont des espaces de Hilbert réels, et si u 2 L(E;F ), alors l�image par u
de toute suite dans E faiblement convergente vers un élément x 2 E est faiblement

convergente dans F vers u(x).

Le résultat crucial suivant est une conséquence du théorème de Riesz-Fréchet et du

théorème 1.8 de Banach-Alaoglu.

Théorème 1.13 (Théorème de compacité faible de la boule unité fermée des

espaces de Hilbert). Si H est un espace de Hilbert, alors toute suite bornée dans H

admet une sous-suite faiblement convergente.

1.2.2 Rappels sur les espaces de Sobolev

Nous dé�nissons les espaces de Sobolev qui sont les espaces de fonctions permet-

tant de résoudre les formulations variationnelles d�équations aux dérivées partielles. Leur

compréhension est donc une étape nécessaire avant d�aborder les équations en question.

Nous reprenons dans cette sous section certains énoncés de O. Kavian et de H. Brezis

[13] sur le sujet, pour une présentation plus complète des espaces de Sobolev, on pourra

consulter l�ouvrage de R.A. Adams [1]. Par la suite, 
 est un ouvert borné régulier de

Rd. Pour p = 2, L2(
) est l�espace des fonctions mesurables de carré sommable dans 
.
Muni du produit scalaire

(u; v)L2(
) =

Z



u(x)v (x) dx;
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L2(
) est un espace de Hilbert. On note

kukL2(
) =

0@Z



ju(x)j2 dx

1A
1
2

la norme correspondante.

Dé�nition 1.14 Soit 
 un ouvert de Rd. L�espace de sobolev H1(
) est dé�ni par

H1(
) =

�
u 2 L2(
) tel que 8i 2 f1; :::; dg @u

@xi
2 L2(
)

�
;

où
@u

@xi
est la dérivée partielle de u au sens des distributions (1.11)

Proposition 1.15 L�espace de sobolev H1(
) est muni du produit scalaire

(u; v)H1(
) =

Z



(u(x)v(x) +ru(x):rv(x)) dx (1.12)

et de la norme

kukH1(
) =

�Z



(ju(x)j2 + jru(x)j2) dx
�1
2

l�espace de Soboleve H1(
) est un espace de Hilbert [13].

Voici l�inégalité très utile portant sur les normes de Sobolev.

Proposition 1.16 (Inégalité de Poincaré). Soit 
 un ouvert de borné de Rd, Alors
il existe une constante C telle que pour toute fonction u 2 H1

0 (
),

kukL2(
) � C krukL2(
) :

En particulier, krukL2(
) est une norme équivalente à celle de H1
0 (
) (H

1
0 (
) désigne le

sous espace vectoriel des fonctions de H1(
) nulles sur �):

Traces des fonctions H1(
)

On peut mentionner le résultat suivant sur les traces des fonctions H1(
):
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Théorème 1.17 Soit 
 un ouvert régulier de Rd. Alors il existe un opérateur linéaire
continu  : H1(
)! L2(@
); appelé opérateur trace, tel que

 : H1(
)! L2(@
) est compact.

On dé�nit l�espace vectoriel H
1
2 (@
) comme suit :

H
1
2 (@
) =

�
(u); u 2 H1(
)

	
que l�on munit de la norme

kfk 1
2
;@
 = inf

n
kuk1;
 ; (u) = f

o
:

Les premières propriétés les plus remarquables et utiles sont les suivantes :

1. Si u 2 H1(
); alors  : H1(
)! H
1
2 (@
) est linéaire surjectif et

k(u)k 1
2
;@
 � C kuk1;
 8u 2 H1(
):

2. Comme 
 est régulier, toute fonction u 2 H
1
2 (@
) est la trace d�une fonction

~u 2 H1
0 (G); i.e. ~uj@
 = u; où G est un ouvert de Rd contenant 
:

Sur les questions concernant les espaces traces, voir par exemple J.L. Lions et E.

Magenes [35].

Le théorème de trace permet de généraliser aux fonctions de H1(
) la formule de

Green établie pour des fonctions de classe C1:

Théorème 1.18 (Formule de Green). Soit 
 un ouvert borné régulier de classe C1.

Si u et v sont des fonctions de H1(
); elles véri�entZ



u(x)
@v

@xi
dx = �

Z



v(x)
@u

@xi
dx+

Z
@


u(x)v(x)�i(x)dx;

où � = (�i)1�i�d est la normale unité extérieure à @
:

Formule de Green pour l�élasticité

On munit l�espace produit H1 (
)d du produit scalaire canonique et de la norme

associée respectivement (:; :)1;
 et k:k1;
 qui sont dé�nis par :

(u; v)1;
 =

Z



uivi dx+

Z



ui;jvi;j dx; (1.13)
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kvk21;
 =
Z



jvj2 dx+
Z



jrvj2 dx:

Et la norme de L2(
)d sera notée k:k0;
.
Nous rappelons que l�application de trace  : H1 (
)d ! L2 (�)d est linéaire continue,

mais n�est pas surjective. L�image de H1 (
)d par cette application est notée par H�;

ce sous espace s�injecte continûment dans L2 (�)d. Pour � assez régulier nous avons la

formule de Green :Z



� : " (u) dx+

Z



Div (�) :u dx =

Z
�

��:v d� 8v 2 H1 (
)d : (1.14)

Un résultat essentiel pour les applications du prochain chapitre est l�inégalité sui-

vante :

Théorème 1.19 ( Inégalité de Korn ). Soit 
 un domaine régulier borné de Rd de
classe C1: Il existe une constante C > 0 ne dépendant que de 
 telle que, pour toute

fonction v 2 H1 (
)d ; on a :Z



vivi dx+

Z



"ij (v) "ij (v) dx � C kvk21;
 :

Dualité
Rappelons que le dual V 0 d�un espace de Hilbert V est l�ensemble des formes linéaires

continues sur V . Par application du Théorème 1.10 de représentation de Riesz, le dual

de L2(
) est identi�é à L2(
) lui-même. On peut aussi dé�nir le dual d�un espace de

Sobolev. En l�occurrence le dual de H1
0 (
) joue un rôle particulier dans la suite.

Dé�nition 1.20 Le dual de l�espace de Soblev H1
0 (
) est appelé H

�1(
): On note

hL; �iH�1;H1
0 (
)

= L(�) le produit de dualité entre H1
0 (
) et son dual pour tout forme

linéaire continue L 2 H�1(
) et toute fonction � 2 H1
0 (
):

Proposition 1.21 (propriétés des espaces H�1(
))

1. L�espace H�1(
) est caractérisé par

H�1(
) =

�
f = v0 +

X @vi
@xi

avec v0; v1; :::; vd 2 L2(
)
�
:
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2. H�1(
) est un espace de Banach lorsqu�on le munit de la norme :

kLkH�1(
) = sup
k�k

H10(
)
�1
hL; �iH�1;H1

0 (
)
:

Remarque 1.22 H�1(
) est un espace de Hilbert pour la norme (1:9).

Remarque 1.23 Pour tout 
 un ouvert de Rd, on a

H1
0 (
) � L2(
) �

�
L2(
)

�0 � H�1(
):

Les espaces Lp (0; T ;X)
Soit T > 0 et soit (X; k:kX) un espace de Banach réel. On dé�nit les espaces suivants :

C (0; T ;X) = fu : [0; T ]! X continueg ;

Lp (0; T ;X) =

�
u : [0; T ]! X mesurable ;

Z T

0

ku(t)kX dt � 1
�
; 1 � p <1;

muni de la norme

kukLp(0;T ;X) =
�Z T

0

ku (t)kpX dt

� 1
p

;

et

L1 (0; T ;X) = fu : [0; T ]! X mesurable ; 9C > 0 ku(t)kX � C p:p:tg ;

muni de la norme

kukL1(0;T ;X) = inf fC > 0 ; ku (t)kX � C p.p. t g :

Remarque 1.24 Pour tout 1 � p < 1; Lp(0; T ;X) est un espace de Banach et

C (0; T ;X) est dense dans Lp(0; T ;X). Si 1 � p <1 et si X est ré�exif, alors Lp(0; T ;X)

est ré�exif (cf. H. Brezis [13] ).

Par ailleurs, on a les résultats suivants.

Proposition 1.25 1. Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (:; :)X
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alors Lp(0; T ; X) est aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(u; v)Lp(0;T ;X) =

Z T

0

(u (t) ; v (t))X dt:

2. Lr(0; T ; X) � Lq(0; T ; X); avec injection continue, 1 � q � r � 1:

3. Si X un espace de Hilbert, alors

Lp(0; T ;X)0 = Lq(0; T ;X); si 1 < p; q <1;
1

p
+
1

q
= 1;

L1(0; T ;X)0 = L1(0; T ;X);

où Lp(0; T ; X)0 représente le dual de l�espace Lp(0; T ; X); 1 � p <1:

Théorème 1.26 Soit (X; (:; :)X) un espace de Hilbert et soit u : [0; T ]! X une fonction

telles que u; @u
@t
2 Lp(0; T ; X); 1 � p � 1:

Alors :

1. la fonction t ! 1

2
ku (t)k2X est une fonction absolument continue sur l�intervalle

]0; T [ ;

2.
d

dt

1

2
ku (t)k2X =

�
@u
@t
(t) ; u (t)

�
X

p.p. t 2 ]0; T [ ;

3.
1

2
ku (t)k2X =

1

2
ku (0)k2X +

Z t

0

�
@u
@t
(s) ; u (s)

�
X
ds pour tout t 2 [0; T ] :

1.2.3 Lemmes de type Gronwall

Nous passons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de

nombreux problèmes de majoration et d�estimation d�erreur, en particulier pour établir

l�unicité de la solution.

Lemme 1.27 Soient m et n 2 C ([0; T ] ;R) telles que m (t) � 0; n (t) � 0 pour tout

t 2 ]0; T [ , a � 0 une constante, � 2 C (0; T ;R)

1. Si

� (t) � a+

Z t

0

m (s) ds+

Z t

0

n (s)� (s) ds 8t 2 [0; T ] ;
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Alors

� (t) �
�
a+

Z t

0

m (s) ds

�
exp

�Z t

0

n (s) ds

�
8t 2 [0; T ] ;

2. Si

� (t) � m (t) + a

Z t

0

� (s) ds 8t 2 [0; T ] ;

Alors Z t

0

� (s) ds � exp (aT )
Z t

0

m (s) ds :

Dans le cas particulier m = 0, la partie de (1) de ce lemme devient :

Corollaire 1.28 Soit n 2 C ([0; T ] ;R) telle que; n (t) � 0 pour tout t 2 ]0; T [ , et soit
a � 0 . Si � 2 C (0; T ;R) est une fonction telle que

� (t) � a+

Z t

0

n (s)� (s) ds 8t 2 [0; T ] ;

Alors

� (t) � a exp

�Z t

0

n (s) ds

�
8t 2 [0; T ] :

le corollaire 1.27 est souvent utilisé pour montrer l�unicité de la solution, de la fa-

çon suivante. En supposant qu�il existe deux solutions, en notant par � la norme de la

di¤érence entre ces solutions, on essaie ensuite de majorer � sous la forme

� (t) �
Z t

0

n (s)� (s) ds 8t 2 [0; T ] ;

avec une certaine fonction n � 0. L�application du corollaire donne immédiatement la

nullité de �.

Lemme 1.29 Soient m et n 2 C ([0; T ] ;R) telles que m (t) � 0; n (t) � 0 pour tout

t 2 ]0; T [, a � 0 une constante. Soit également � : [0; T ]! R une fonction telle que

1

2
�2 (s) � 1

2
a2 +

Z s

0

m (t)� (t) dt+

Z s

0

n (t)�2 (t) dt 8s 2 [0; T ] ;

Alors

j� (s)j �
�
a+

Z s

0

m (t) dt

�
exp

�Z s

0

n (t) dt

�
8s 2 [0; T ] :
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Dans le cas particulier n = 0 le lemme1.28 devient :

Corollaire 1.30 Soit m 2 C ([0; T ] ;R) telle que m (t) � 0 pour tout t 2 ]0; T [ , a � 0
une constante. Soit également � : [0; T ]! R une fonction telle que

1

2
�2 (s) � 1

2
a2 +

Z s

0

m (t)� (t) dt 8s 2 [0; T ] ;

Alors

j� (s)j �
�
a+

Z s

0

m (t) dt

�
8s 2 [0; T ] :

1.3 Les opérateurs monotones

Soient E et F deux espaces vectoriels sur R mis en dualité par une forme bilinéaire
hf; ui ; f 2 F; u 2 E

Dé�nition 1.31 Soit A un opérateur de E dans F: On dit que A est monotone si

hAx� Ay; x� yi � 0; 8x; y 2 E: (1.15)

On dit que A est fortement monotone si

hAx� Ay; x� yi > 0; 8x; y 2 E tel que x 6= y (1.16)

Il su¢ t en général d�imposer en plus de la monotonie une condition de continuité très

faible pour avoir des résultats satisfaisants.

Dé�nition 1.32 Soit E un espace de Banach et E 0 son dual. On dit qu�une application

A de E dans E 0 est hémicontinue si pour tout x; y 2 E; l�application

t 2 [0; 1]! hA (x+ ty) ; yi (1.17)

est continue.
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Chapitre 2

Comportement asymptotique d�un

�uide non-newtonien avec des

conditions de Fourier et de Tresca

sur le bord

Résumé . Dans ce chapitre, on s�intéresse à l�étude de l�analyse asymptotique d�un

�uide de Bingham stationnaire isotherme incompressible, notre opérateur sera perturbé

par un terme u:ru; dans un domaine borné à trois dimensions avec des conditions aux
limites de Fourier et de Tresca.

Contenu

1.1 Position du problème ;

1.2 Formulation variationnelle du problème ;

1.3 Changement d�échelle et Formulation variationnelle ;

1.3.1 Lemmes utiles

1.3.2 Estimation à priori

1.4 Résultat de convergence et problème limite.
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2.1 Position du problème

Nous considérons un écoulement incompressible isotherme d�un �uide de Bingham

perturbé par un terme u:ru en régime stationniare dans un domaine mince 
" de R3;
où " est un réel positif appartenant à ]0; 1[ et qui tend vers zéro. La frontière de 
" sera

notée �" = ! [ �"1 [ �
"

L; avec :

� �"1 est la frontière supérieure d�équation x3 = "h (x1; x2) ;

� �"L est la frontière latérale,
� ! est un domaine borné de R3 d�équation x3 = 0 qui constitue la frontière inférieure

du domaine 
":

On note x0 = (x1; x2) 2 R2 et x = (x0; x3) 2 R3: Le domaine


" =
�
(x0; x3) 2 R3 : (x0; 0) 2 !; 0 < x3 < "h (x0)

	
où h est une fonction de classe C 1 dé�nie sur ! telle que :

0 < h? � h (x0) � h?; 8 (x0; 0) 2 !:

Pour les forces extérieures f " données, nous supposons que les équations qui gouvernent

l�écoulement isotherme stationnaire du �uide de Bingham sont :

La loi de conservation de la quantité de mouvement :

� div �" + u":ru" = f "

avec

�"ij = 2�dij(u
") + �"

dij(u
")

jD(u")j � p"�ij

le tenseur des contraintes et

dij(u
") =

1

2

�
@u"i
@xj

+
@u"j
@xi

�
; 1 � i; j � 3:

le tenseur des taux de déformations.

u" est la vitesse de �uide, � est sa viscosité et p" sa pression.
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Nous supposons aussi que le �uide est incomprissible

div(u") = 0 dans 
"

Le frottement sur ! est modélisé par la loi de Tresca

j�"T j < k" =) u"T = 0

j�"T j = k" =) 9� � 0 tel que u"T = ���"T

où j:j désigne la norme euclidienne de R2, k" est le seuil de frottement.
La vitesse sur le bord est donnée par :

u" = 0 sur �"L;

u":n = 0 sur �"1 [ !

�"T (u
") + l"u" = 0 sur �"1

où n = (n1; n2; n3) le vecteur normal unitaire extérieur à �".

La normale unitaire extérieure à ! est le vecteur (0; 0;�1):
On dé�nit les composantes normales et tangentielles de la vitesse et du tenseur des

contraintes par

u"n = u":n = u"i :ni

u"Ti = u"i � u"n:ni

�"n = (�":n) :n = �"ij:ni:nj

�"Ti = �"ij:nj � �"n:ni

Le problème complet consiste donc à trouver un champ de vitesse u" véri�ant les

équations et les conditions aux limites suivantes :
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(Pb1)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� div �" + u":ru" = f " dans 
" (1)

�"ij = e�"ij � p"�ij

e�" = 2�D(u") + �" D(u
")

jD(u")j ; si D(u") 6= 0

je�"j � �" si D(u") 6= 0

9>>>>>=>>>>>;
dans 
" (2)

div(u") = 0 dans 
" (3)

�"T (u
") + l"u" = 0

u":n = 0

9=; sur �"1 (4)

u" = 0 sur �"L (5)

u":n = 0 sur ! (6)

j�"T j < k" =) u"T = 0

j�"T j = k" =) 9� � 0 tel que u"T = ���"T

9>=>; sur ! (7)

Lemme 2.1

u"T�
"
T + k" ju"T j = 0 sur !:

Preuve : On suppose que u"T�
"
T + k" ju"T j = 0:

� Si j�"T j = k" alors

u"T�
"
T = � j�"T j ju"T j

d�où l�existence d�un � � 0 tel que u"T = ���"T :

� Si j�"T j � k" alors

u"T�
"
T + k" ju"T j � 0

u"T�
"
T + k" ju"T j � � j�"T j ju"T j+ k" ju"T j

� ju"T j (k" � j�"T j)

et comme k" � j�"T j � 0 alors u"T = 0:
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Réciproquement, on suppose que u" véri�e la condition aux limites de Tresca

. Si j�"T j � k" alors u"T = 0

u"T�
"
T + k" ju"T j = 0:

. Si j�"T j = k" alors il existe � � 0 tel que u"T = ���"T :
D�où

u"T�
"
T + k" ju"T j = �� j�"T j

2 + � j�"T j
2 = 0:

2.2 Formulation variationnelle du problème

Pour l�ouvert 
" on dé�nit l�ensemble et les espaces suivants :

V " =
n
v 2

�
H1 (
")

�3
: v = 0 sur �"L; v:n = 0 sur ! [ �"1

o
;

V "
div = fv 2 V " : div v = 0g ;

L20 (

") =

8<:q 2 L2 (
") :
Z

"

qdx = 0

9=; ;

On note :

a(u"; ') = 2�

Z

"
dij(u

")dij(')dx;

(p"; div (')) =

Z

"
p" div (') dx;

b(u"; ') =

Z

"
u"i
@u"j
@xi

'jdx;

(f "; ') =

Z

"
f "i 'idx;

j" (') =

Z
!

k" j�j dx0 + �"
Z

"
jD(')j dx

Proposition 2.2 Soient u", p" des solutions du problème (Pb1), alors elles veri�ent le
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problème variationnel suivant :

(Pb2)

8>>>>><>>>>>:
Trouver u" 2 V "

div et p
" 2 L20 (
") telle que

a(u"; '� u")� (p"; div (')) + l"
Z
�"1

u" ('� u") d� + b(u"; '� u") + j"(')� j"(u") �

(f "; '� u"); 8' 2 V ";

Preuve : En multipliant l�équation (1) par ('�u") où ' 2 V "; et en utilisant la formule

de Green, on obtient :Z

"
�"ij

@

@xj
('i � u"i )dx+

Z

"
u"i
@u"j
@xi

('j � u"i )dx� (2.1)Z
�"
�"ij:nj('i � u"i )ds =

Z

"
f "i ('i � u"i )dx

En utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

dij(u
")dij(') � jD(u")j jD(')j (2.2)

D�après Les conditions aux limites et l�inégalité (2.2) on obtient

a(u"; '� u")� (p"; div (')) + l"
Z
�"1

u" ('� u") d� + b(u"; '� u")+

j"(')� j"(u") � (f "; '� u"):

2.2.1 Lemmes utiles

On rappelle les lemmes suivants dont on aura besoin :

Lemme 2.3 2.1 (Inégalité de Poincaré) [23]

Z

"
ju"j2 dx � 2"h?

Z
�"1

ju"j2 d� + 2 ("h?)2
Z

"

����@u"@x3

����2 dx: (2.3)
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Lemme 2.4 (Inégalité de Korn) [23]

kru"k2L2(
") � 2
Z

"
jD(u")j2 dx+ C(�"1)

Z
�"1

ju"j2 d� : (2.4)

avec C(�"1) = 2 kD2h
"kC(!)

�
1 + kD1h

"k2C(!)
�
:

Théorème 2.5 Soit u" la solution du problème variationnel (Pb2) alors

a(u"; u") +
l"

2

Z
�"1

ju"j2 d� +
Z
!

k" ju"j dx0 + �"
Z

"
jD(u")j dx � (2.5)

�

16
kru"k2L2(
") +

�
8"2h?2

�
+
"h?

l"

�
kf "k2L2(
")

Preuve : On choisit ' = 0 comme fonction test dans (Pb2), on obtient

a(u"; u") + l"
Z
�"1

ju"j2 d� + b(u"; u") +

Z
!

k" ju"j dx0 + �"
Z

"
jD(u")j dx � (f "; u") (2.6)

comme

(f "; u") � kf "kL2(
") ku"kL2(
") (2.7)

d�après (2.3)

(f "; u") � kf "kL2(
")

0@p2"h? Z
�"1

ju"j2 d�
! 1

2

+
p
2"h? kru"kL2(
")

1A (2.8)

on a p
2"h? kf "kL2(
") kru"kL2(
") =

p
2"h?

r
8

�
kf "kL2(
")

r
�

8
kru"kL2(
")

on applique l�inégalité de Young

p
2"h? kf "kL2(
") kru"kL2(
") �

8"2h?2

�
kf "k2L2(
") +

�

16
kru"k2L2(
") (2.9)
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De même

p
2"h? kf "kL2(
")

 Z
�"1

ju"j2 d�
! 1

2

=
p
2"h?

r
1

l"
kf "kL2(
")

r
l"

1

 Z
�"1

ju"j2 d�
! 1

2

(2.10)

� "h?

l"
kf "k2L2(
") +

l"

2

Z
�"1

ju"j2 d�

en utilisant (2.9)-(2.10) on obtient

j(f "; u")j � �

16
kru"k2L2(
") +

�
8"2h?2

�
+
"h?

l"

�
kf "k2L2(
") +

l"

2

Z
�"1

ju"j2 d� (2.11)

D�autre part

b(u"; u") =

Z

"
u"i
@u"j
@xi

u"jdx

on a

2u"j
@u"j
@xi

=
@

@xi

�
u"j
�2

en utilisant la formule de Green, il vient que

b(u"; u") =
1

2

Z
�"

�
u"j
�2
u"i :nid� �

Z

"

�
u"j
�2 @u"i
@xi

dx

et comme u" 2 V "
div on obtient

b(u"; u") = 0 (2.12)

en substituant (2.11)-(2.12) dans (2.6) on obtient (2.5).

Théorème 2.6 Supposons que "l" = bl et
C(�"1)

l"
� 1

�
(2.13)

alors

kru"k2L2(
") �
�
384"2h?2

�2
+
48"h?

�l"

�
kf "k2L2(
") (2.14)
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Preuve : : En utilisant l�inégalité de Korn il vient

kru"k2L2(
") �
4

�
a(u"; u") + 4C(�"1)

Z
�"1

ju"j2 d�

d�après (2.5) on a

kru"k2L2(
") � 1

4
kru"k2L2(
") +

�
32"2h?2

�2
+
4"h?

�l"

�
kf "k2L2(
") +

1

2

�C(�"1)

l"
kru"k2L2(
") +

�
64C(�"1)

�l"
"2h?2 +

8C(�"1)

(l")2
"h?
�
kf "k2L2(
")

et sous l�hypothèse (2.13) on déduit (2.14).

2.2.2 Changement d�échelle et formulation variationnelle

A�n d�obtenir des estimations sur û" et p̂" dans un domaine �xe 
 qui ne dépend pas

de ", on introduit le changement de variables z =
x3
"
:

où


 =
�
(x0; z) 2 R3 : (x0; 0) 2 !; 0 < z < h (x0)

	
On note � = ! [ �1 [ �L sa frontière. Nous dé�nissons maintenant sur 
 des nouvelles
inconnues 8>><>>:

û"i (x
0; z) = u"i (x

0; x3) pour i = 1; 2;

û"3(x
0; z) = "�1u"3(x

0; x3):bp"(x0; z) = "2p"(x0; x3)

Supposons ce qui suit :

k̂ = "k"; f̂ (x0; z) = "2f " (x0; x3) ; et bl = "l"; b� = "�"

33



Soit

V = fb' 2 �H1 (
)
�3
: b' = 0 sur �L; b':n = 0 sur ! [ �1g;

Vdiv = fb' 2 V : div (b') = 0g ;
�(V ) = f'� = ('?1; '?2) 2

�
H1 (
)

�2
: '� = 0 sur �Lg;

Vz = f'� = ('?1; '?2) 2
�
L2 (
)

�2
:
@'?i
@z

2 L2 (
) i = 1; 2 et '� = 0 sur �L gX
(V ) = f'� 2 �(V ) : '� véri�e la condition (D0)g

où la condition (D0) est donnée parZ

"

�
'?1

@�

@x1
+ '?2

@�

@x2

�
dx0dz 8� 2 C10 (!)

En multipliant par " la formulation variationnelle du problème (Pb2) en injectant les

nouvelles données et inconnues, nous déduisons que (û"; p̂") satisfait le problème suivant
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X
1�i;j�2

Z



�
�"2

�
@û"i
@xj

+
@û"j
@xi

�
� �ijbp"� @

@xj
(�̂i � û"i )dx

0dz+ (2.15)

�
2X
i=1

Z



�
@û"i
@z

+ "2
@û"3
@xi

�
@

@z
(�̂i � û"i )dx

0dz

+
2X
j=1

Z



�"2
�
"2
@û"3
@xj

+
@û"j
@z

�
@

@xj
(�̂3 � û"3)dx

0dz+

Z



�
2�"2

@û"3
@z

� bp"� @

@z
(�̂3 � û"3)dx

0dz+

X
1�i;j�2

Z



"2û"i
@û"j
@xi

(�̂j � û"j)dx
0dz +

2X
i=1

Z



"4û"i
@û"3
@xi

(�̂3 � û"3)dx
0dz+

2X
i=1

Z



"2û"3
@û"i
@z
(�̂i � û"i )dx

0dz +

Z



"4û"3
@û"3
@z
(�̂3 � û"3)dx

0dz+

2X
i=1

Z
!

blû"i (x0; h(x0)��̂i(x0; h(x0))� û"i (x
0; h(x0))

�p
1 + jrh"(x0)j2dx0+Z

!

bl"2û"3(x0; h(x0)��̂3(x0; h(x0))� û"3(x
0; h(x0))

�p
1 + jrh"(x0)j2dx0+Z

!

k̂
�����̂���� jû"j� dx0 + b� Z




���D(�̂)��� dx� b� Z



jD(û")j dx0dz �

2X
i=1

Z



f̂i(�̂i � û"i )dx
0dz +

Z



"f̂3(�̂3 � û"3)dx
0dz; 8 �̂ 2 V ;

avec

jD(v)j =
"
1

4

X
1�i;j�2

"2
�
@vi
@xj

+
@vj
@xi

�2
+
1

2

2X
i=1

�
@vi
@z

+ "2
@v3
@xi

�2
+ "2

�
@v3
@z

�2# 1
2

8v 2 V

Maintenant on va déduire des estimations sur la pression et la vitesse qui nous permet-

tront de passer à la limite.
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2.2.3 Estimation à priori

Théorème 2.7 Etant donné f " 2 (L2 (
"))3 ; k" 2 L1 (!) et supposons que C(�"1)

l"
� 1

�
;

alors il existe des constantes ci > 0; i = 1; :::5 ne dépendant pas de " telles que :

X
1�i;j�2

"@û"i@xj

2
L2(
)

+

"@û"3@z
2
L2(
)

+

2X
i=1

 @û"i@z
2
L2(
)

+

"2@û"3@xi

2
L2(
)

!
� c1: (2.16)

kû"ikL2(
) � c2 pour i = 1; 2 (2.17)

k"û"3kL2(
) � c3 (2.18)@bp"@xi


H�1(
)

� c4 pour i = 1; 2 (2.19)

@bp"@z

H�1(
)

� "c5 (2.20)

Preuve : En passant au domaine �xe 
 dans le membre de droite de (2.14) et en

utilisant le fait que "3 kf "k2L2(
") =
f̂2

L2(
)
on trouve :

krû"k2L2(
) �
�
384h?2

�2
+
48h?

�bl
� f̂2

L2(
)
(2.21)

de (2.21) on déduit (2.16) avec c1 =
�
384h?2

�2
+
48h?

�bl
� f̂2

L2(
)
:

. Pour montrer les estimations (2.17), (2.18) on utilise l�inégalité de Poincaré dans le

domaine 
 : Z



jû"i j
2 dx � 2h?

Z
�1

jû"i j
2 d� 0 + 2h?2

Z



����@û"i@z
����2 dx0dz i = 1; 2; 3 (2.22)
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en utilisant (2.16) on obtient

2h?2
Z



����@û"i@z
����2 dx0dz � c5 i = 1; 2

�
c5 = 2h

?2c1
�

2"2h?2
Z



����@û"3@z
����2 dx0dz � c6

�
c6 = 2h

?2c1
�

d�autre part

pour i = 1; 2
Z
�1

jû"i j
2 d� 0 � max

x02!

q
1 + jrh(x0)j2

Z
�"1

ju"i j
2 d� (2.23)

Z
�1

jû"3j
2 d� 0 � 1

"2
max
x02!

q
1 + jrh(x0)j2

Z
�"1

ju"3j
2 d� (2.24)

d�après (2.5) et (2.16) on a

Z
�"1

ju"j2 d� � �c1

8bl +
�
16h?2

�bl +
2h?bl2
� f̂2

L2(
)

donc Z
�"1

ju"j2 d� � C(
; bl; �; f̂ ; h?) (2.25)

en utilisant (2.22), (2.23), (2.24) et (2.25) on déduit

kû"ikL2(
) � c2 i = 1; 2

k"û"3kL2(
) � c3:

. On choisit �̂ = (û"1 +  ; û
"
2; û

"
3) dans (2.15) en utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwartz
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on trouve Z
!

blû"1(x0; h(x0)) (x0; h(x0))p1 +rh"(x0)j2dx0 �
bl �Z

!

jû"1(x0; h(x0))j
2
p
1 +rh"(x0)j2dx0

� 1
2

�Z
!

j (x0; h(x0))j2
p
1 +rh"(x0)j2dx0

� 1
2

� blmax
x02!

p
1 +rh"(x0)j2

�Z
!

jû"1(x0; h(x0))j
2
p
1 +rh(x0)j2dx0

� 1
2

�Z
!

j (x0; h(x0))j2
p
1 +rh(x0)j2dx0

� 1
2

� blmax
x02!

p
1 +rh(x0)j2

0@Z
�1

jû"1j
2 d� 0

1A 1
2
0@Z
�1

j j2 d� 0
1A 1

2

et comme 0@Z
�1

jû"1j
2 d� 0

1A 1
2

� C 0

d�après la continuité de l�application de trace deH1(
) dans L2(�1), il existe une constante

C 00 indépendante de " telle que

0@Z
�1

j j2 d� 0
1A 1

2

� C 00 k kH1(
)

d�où Z
!

blû"1(x0; h(x0)) (x0; h(x0))p1 +rh"(x0)j2dx0 � C 000 k kH1(
)

avec

C 000 = C 0C 00blmax
x02!

p
1 +rh(x0)j2:

en utilisant l�inégalité de Hölder on obtient������"2
Z



û"1
@û"1
@x1

 dx0dz

������ � "2 kû"1kL4(
)
@û"1@x1


L2(
)

k kL4(
)
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Utilisons l�injection de Sobolev kvkL4(
) � c kvkH1(
) ; on obtient������"2
Z



û"1
@û"1
@x1

 dx0dz

������ � c"2 kû"1kH1(
)

@û"1@x1


L2(
)

k kH1(
)

de même ������"2
Z



û"2
@û"1
@x2

 dx0dz

������ � c"2 kû"2kH1(
)

@û"1@x2


L2(
)

k kH1(
)

et ������"2
Z



û"3
@û"1
@z

 dx0dz

������ � c"2 kû"3kH1(
)

@û"1@z

L2(
)

k kH1(
)

En utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwartz on trouve

Z



@bp"
@x1

 dx0dz � �"2
2X
j=1

 @û"1@xj


L2(
)

+

@û"j@x1


L2(
)

! @ @xj

L2(
)

+

�

 @û"1@z

L2(
)

+ "2
@û"3@x1


L2(
)

!@ @z

L2(
)

+

c"2 kû"1kH1(
)

@û"1@x1


L2(
)

k kH1(
) +

c"2 kû"2kH1(
)

@û"1@x2


L2(
)

k kH1(
) +

+c"2 kû"3kH1(
)

@û"1@z

L2(
)

k kH1(
) +

C 000 k kH1(
) + b�pj
j kD( )kL2(
) + f̂
L2(
)

k kL2(
)

et comme

kD( )kL2(
) � k kH1(
) (2.26)
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de (2.16), (2.17) et (2.18) on déduit

Z



@bp"
@x1

 dx0dz � �c1

 
2X
j=1

 @ @xj

L2(
)

+

@ @z

L2(
)

!
+

(2cc2c1 + cc3c1 + C 000) k kH1(
) + b�pj
j k kH1(
) +f̂
L2(
)

k kH1(
) :

. De même si on choisit �̂ = (û"1 �  ; û"2; û
"
3) on déduit

�
Z



@bp"
@x1

 dx0dz � �c1

 
2X
j=1

 @ @xj

L2(
)

+

@ @z

L2(
)

!
+

(2cc2c1 + cc3c1 + C 000) k kH1(
) + b�pj
j k kH1(
) +
f̂

L2(
)
k kH1(
) :

d�où on trouve (2.19) pour i = 1:

B On choisit �̂ = (û"1; û
"
2 �  ; û"3) on obtient (2.19) pour i = 2; et on choisit �̂ =

(û"1; û
"
2; û

"
3 �  ) pour obtenir (2.20).

2.3 Résultats de convergence et problème limite

Théorème 2.8 Sous les mêmes hypothèses du théorème 2.7, il existe u?i dans Vz; i = 1; 2

tel que

û"i * u?i (1 � i � 2) faiblement dans Vz; (2.27)

"
@û"i
@xj

* 0 (1 � i; j � 2) faiblement dans L2 (
) ; (2.28)

"
@û"3
@z

* 0 faiblement dans L2 (
) ; (2.29)

"2
@û"3
@xi

* 0 (1 � i � 2) faiblement dans L2 (
) ; (2.30)

"û"3 * 0 faiblement dans L2 (
) ; (2.31)

bp" * p? faiblement dans L2 (
) ; depend seulement de x0: (2.32)

Preuve. D�après (2.16), on obtient (2.27) et d�après (2.16) et (2.27) on obtient (2.28).
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De (2.28), et du fait que div(û"i ) = 0 on obtient (2.29). De (2.16) et (2.18) on obtient

(2.30). De (2.19) et (2.20) on obtient (2.32). De (2.18) , div(û"i ) = 0 et avec un choix

particulier du fonction de test on obtient (2.31).

Théorème 2.9 Sous les mêmes hypothèses du Théorème 2.7 u?; p? véri�ent

2X
i=1

Z



@u?i
@z

@

@z
(�̂i � u?i )dx

0dz �
Z



p? (x0)

 
@�̂1
@x1

+
@�̂2
@x2

!
dx0dz+ (2.33)

Z
!

p? (x0)

�
�̂1 (x

0; h(x0))
@h (x0)

@x1
+ �̂2 (x

0; h(x0))
@h (x0)

@x2

�
dx0+

2X
i=1

bl Z
!

u?i (x
0; h(x0))

h
�̂i (x

0; h(x0))� u?i (x
0; h(x0))

i
dx0+

Z
!

k̂
�����̂���� ju?j� dx0 + b� Z




0@1
2

2X
i=1

 
@�̂i
@z

!21A 1
2

dx0dz

�b� Z



0@ 2

1

2

X
i=1

�
@u?i
@z

�21A 1
2

dx0dz �
2X
i=1

(f̂i; �̂i � u?i ) 8�̂ 2 �(V ):
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Preuve. De (2.15) on obtient

�"2
X

1�i;j�2

Z



�
@û"i
@xj

+
@û"j
@xi

�
@û"i
@xj

dx0dz + �

2X
i=1

Z



�
@û"i
@z

+ "2
@û"3
@xi

�
@û"i
@z

dx0dz (2.34)

+
2X
j=1

Z



�"2
�
"2
@û"3
@xj

+
@û"j
@z

�
@û"3
@xj

dx0dz +

Z



2�"2
@û"3
@z

@û"3
@z

dx0dz+

2X
i=1

Z
!

blû"i (x0; h(x0)û"i (x0; h(x0))p1 + jrh"(x0)j2dx0+Z
!

bl"2û"3(x0; h(x0)û"3(x0; h(x0))p1 + jrh"(x0)j2dx0+Z
!

k̂ jû"j dx0 + b� Z



jD(û")j dx0dz +
X

1�i;j�2

Z



"2û"i
@û"j
@xi

û"jdx
0dz +

2X
i=1

Z



"4û"i
@û"3
@xi

û"3dx
0dz+

2X
i=1

Z



"2û"3
@û"i
@z

û"idx
0dz +

Z



"4û"3
@û"3
@z

û"3dx
0dz � �"2

X
1�i;j�2

Z



�
@û"i
@xj

+
@û"j
@xi

�
@�̂i
@xj

dx0dz+

�
2X
i=1

Z



�
@û"i
@z

+ "2
@û"3
@xi

�
@�̂i
@z

dx0dz +
2X
j=1

Z



�"2
�
"2
@û"3
@xj

+
@û"j
@z

�
@�̂3
@xj

dx0dz+

Z



2�"2
@û"3
@z

@�̂3
@z

dx0dz +
X

1�i;j�2

Z



"2û"i
@û"j
@xi

�̂jdx
0dz +

2X
i=1

Z



"4û"i
@û"3
@xi

�̂3dx
0dz+

2X
i=1

Z



"2û"3
@û"i
@z

�̂idx
0dz +

Z



"4û"3
@û"3
@z

�̂3dx
0dz

2X
i=1

Z
!

blû"i (x0; h(x0)�̂i(x0; h(x0))p1 + jrh"(x0)j2dx0+Z
!

bl"2û"3(x0; h(x0)�̂3(x0; h(x0))p1 + jrh"(x0)j2dx0+Z
!

k̂
����̂��� dx0 + b� Z




���D(�̂)��� dx0dz + 2X
i=1

Z



bp@�̂i
@xi

dx0dz+

Z



bp@�̂3
@z

dx0dz +

2X
i=1

Z



f̂i(�̂i � û"i )dx
0dz +

Z



"f̂3(�̂3 � û"3)dx
0dz

42



le terme Z
!

bl"2û"3(x0; h(x0)û"3(x0; h(x0))p1 + jrh"(x0)j2dx0 � 0
donc on peut le négliger, puis on applique lim

"!0
inf à gauche et la lim

"!0
à droite de (2.34) et

d�après les résultats de convergence du Théorème 2.8 on obtient

2X
i=1

Z



@u?i
@z

@u?i
@z

dx0dz +

2X
i=1

bl Z
!

u?i (x
0; h(x0))u?i (x

0; h(x0)) dx0+ (2.35)

Z
!

k̂ ju?j dx0 + b� Z



0@ 2

1

2

X
i=1

�
@u?i
@z

�21A 1
2

dx0dz �

2X
i=1

Z



@u?i
@z

@�̂i
@z

dx0dz +
2X
i=1

bl Z
!

u?i (x
0; h(x0)) �̂i (x

0; h(x0)) dx0+

Z
!

k̂
����̂��� dx0 + b� Z




0@ 2

1

2

X
i=1

 
@�̂i
@z

!21A 1
2

dx0dz+

Z



p? (x0)

 
@�̂1
@x1

+
@�̂2
@x2

!
dx0dz +

Z



p? (x0)
@�̂3
@z

dx0dz+

+
2X
i=1

Z



f̂i

�
�̂i � u?i

�
dx0dz

et comme

Z



p? (x0)
@�̂3
@z

dx0dz =

Z
!

h(x0)Z
0

p? (x0)
@�̂3
@z

dzdx0 =

Z
!

p? (x0) �̂3 (x
0; h(x0)) dx0

car �̂3 (x
0; 0) = 0; on a �̂1n1 + �̂2n2 + �̂3n3 = 0 sur �1; donc

�̂3 =
�1
n3

�
�̂1n1 + �̂2n2

�
=
p
1 + jrh(x0)j2

�
�̂1n1 + �̂2n2

�
= �̂1

@h

@x1
+ �̂2

@h

@x2
;

d�où Z



p? (x0)
@�̂3
@z

dx0dz =

Z
!

p? (x0)

�
�̂1
@h

@x1
+ �̂2

@h

@x2

�
dx0 (2.36)
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de (2.34)-(2.36) on déduit (2.33).

Remarque 2.10 Si �̂ véri�e la condition (D0); l�inégalité (2.33) est réduite comme suit :

2X
i=1

Z



@u?i
@z

 
@�̂i
@z

� @u?i
@z

!
dx0dz +

2X
i=1

bl Z
!

u?i (x
0; h(x0))

�
�̂i (x

0; h(x0))� u?i (x
0; h(x0))

�
dx0+

(2.37)Z
!

k̂
�����̂���� ju?j� dx0 + b� Z




0@ 2

1

2

X
i=1

 
@�̂i
@z

!21A 1
2

dx0dz � b� Z



0@ 2

1

2

X
i=1

�
@u?i
@z

�21A 1
2

dx0dz �

2X
i=1

Z



f̂i

�
�̂i � u?i

�
dx0dz 8�̂ 2

X
(V )

Théorème 2.11 Les fonctions limites u?, p? véri�ent

p? (x1; x2; z) = p? (x1; x2) dans 
; p? 2 H1 (!) ; (2.38)

��@
2u?i
@z2

+
@p?

@xi
= f̂i i = 1; 2 dans L2 (
) : (2.39)

et l�équation généralisée faible de Reynolds :Z
!

�
h3

12�
rp? � h

2
s? � h

2
s?h +

eF�r�̂dx0 + Z
@!

heu?�:nd� = 0 8�̂ 2 H1 (!) (2.40)

avec

s? (x0) = u? (x0; 0) ; s?h (x
0) = u? (x0; h (x0))

Fi (x
0; z) =

zZ
0

�Z
0

f̂i (x
0; z) dtd�; eFi (x0) = 1

�

h(x0)Z
0

Fi (x
0; z) dz � h

2�
F (x0; h(x0))

De plus, les traces

� ? =
@u?

@z
(; 0) ; � ?h =

@u?

@z
(; h(x0))
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véri�ent la condition aux limites de Tresca

j� ?j = k̂ =) 9� � 0 : u? = s? + �� ?

j� ?j � k̂ =) u? = s?

)
p.p sur !

Preuve : On choisit dans (2.15) �̂i = û"i pour i = 1; 2; �̂3 = û"3 �  avec  2 H1
0 (
) ;

on obtient

2X
j=1

Z



�"2
�
"2
@û"3
@xj

+
@û"j
@z

�
@ 

@xj
dx0dz +

Z



�
2�"2

@û"3
@z

� bp"� @ 

@z
dx0dz

2X
i=1

Z



"4û"i
@û"3
@xi

 dx0dz +

Z



"4û"3
@û"3
@z

 dx0dz =

Z



"f̂3 dx
0dz;

En utilisant les résultats de convergence (2.27)-(2.32) et (2.33) on déduitZ



p?
@ 

@z
dx0dz = 0 8 2 H1

0 (
) ;

donc
@p?

@z
= 0 dans H�1 (
) : (2.41)

. En choisissant �̂i = û"i �  i pour i = 1; 2; avec  i 2 H1
0 (
) et �̂3 = û"3 dans (2.15) il

vient

X
1�i;j�2

Z



�
�"2

�
@û"i
@xj

+
@û"j
@xi

�
� �ijbp"� @ i

@xj
dx0dz+

�

2X
i=1

Z



�
@û"i
@z

+ "2
@û"3
@xi

�
@ i
@z

dx0dz +
X

1�i;j�2

Z



"2û"i
@û"j
@xi

 jdx
0dz+

2X
i=1

Z



"2û"3
@û"i
@z

 idx
0dz =

2X
i=1

Z



f̂i idx
0dz
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En utilisantc�(2.33); et choisissant  1 = 0 et  2 2 H1
0 (
) puis  2 = 0 et  1 2 H1

0 (
) ;

on obtient

�
2X

i=1

Z



p?
@ i
@xi

dx0dz +

2

�
X
i=1

Z



@u?i
@z

@ i
@z

dx0dz =

2X
i=1

Z



f̂i idx
0dz; (2.42)

en utilisant la formule de Green on obtient

��@
2u?i
@z2

+
@p?

@xi
= f̂i i = 1; 2 dans H�1 (
) : (2.43)

Pour prouver que p? 2 H1 (!) ; on a d�après (2.41) p? ne dépend pas de z; on choisit dans

(2.42) [3]  i (x
0; z) = z (z � h(x0)) � (x0) avec � 2 H1

0 (!) ; et en utilisant la formule de

Green on obtient

1

6

Z
!

p?
@(h3�)

@xi
dx0 � 2�

Z
!

h~u?i �dx
0 + �

Z
!

h(x0) [u?i (x
0; h(x0)) + u?i (x

0; 0)] �dx0 =

Z
!

efi�dx0;
avec

~u?i =
1

h (x0)

h(x0)Z
0

u?i (x
0; z) dz ; efi = h(x0)Z

0

z (z � h(x0)) f̂i (x
0; z) dz:

d�où

h(x0) [u?i (x
0; h(x0)) + u?i (x

0; 0)]� 2h~u?i �
1

6
h3
@p?

@xi
= efi i = 1; 2 dans H�1 (!) (2.44)

comme f̂i 2 L2 (
) ; u?i 2 Vz en particulier dans L2 (!) ; alors ~u?i et efi sont dans L2 (!)�
f̂i 2 L2 (
) et h 2 L1 (!)

�
:

Donc d�après (2.43) on déduit

@p?

@xi
2 L2 (!) pour i = 1; 2;

d�où on obtient (2.38): comme
@2u?i
@z2

2 L2 (
) alors (2.43) devient (2.39).

.Pour démontrer (2.40) en intégrant deux fois (2.39) de 0 à z; il vient :

�u? (x0; z) = �s? (x0) +
z2

2
rp? + �z� ? � F (x0; z) (2.45)
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en remplaçant z par h; on obtient

�u? (x0; h(x0)) = �s? (x0) +
h2

2
rp? + �h� ? � F (x0; h)

d�où

h� ? =
1

�
F (x0; h(x0)) + s?h (x

0)� s? (x0)� h2

2�
rp? (2.46)

intégrons (2.45) par rapport à z; dans l�intervalle (0; h(x0)); on obtient

heu? (x0; h(x0)) = hs? (x0) +
h3

6�
rp? + h2

2
� ? � 1

�

zZ
0

F (x0; z) dz (2.47)

on pose pour toute fonction '

e' (x0) = 1

h(x0)

h(x0)Z
0

' (x0; z) dz 8x0 2 !

d�autre part 8� 2 H1(!)

Z



� div(û")dx0dz = 0 =

Z
!

� (x0)

h(x0)Z
0

2X
i=1

�
@û"i
@xi

+
@û"3
@z

�
dzdx0

=

Z
!

� (x0)

24 2X
i=1

@
�
hêu"i�
@xi

+ û"3 (x
0; h(x0))� û"3(x

0; 0)

35 dx0
on a û"3(x

0; 0) = 0 sur @
 alors

Z
!

� (x0)
2X
i=1

@
�
hêu"i�
@xi

dx0 = 0

en utilisant la formule de Green, on obtient

2X
i=1

Z
!

@�

@xi
êu"ihdx0 = 2X

i=1

Z
@!

hêu"i�:nid�
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Comme û"i * u?i dans Vz par conséquence dans L
2 (!) ; par suite êu"i * eu?i dans L2 (!) ;

on déduit
2X
i=1

Z
!

@�

@xi
eu?ihdx0 = 2X

i=1

Z
@!

heu?i�:nid� 8� 2 H1(!) (2.48)

en utilisant (2.46) pour éliminer le terme contenant � ? de (2.47):

en multipliant (2.47) par r�; puis on intègre sur ! en utilisant (2.48) on obtient

Z
!

�
�h3
12�

rp? + h

2
s? (x0) +

h

2
s?h � eF (x0)�r�dx0 = Z

@!

heu?�:nd�:

Théorème 2.12 La solution (u?; p?) du problème limite est unique.

Preuve : Soit (U1; p1), (U2; p2) deux solutions de l�inéquation variationnelle (2.37) donc

2X
i=1

Z



@U1i
@z

 
@�̂i
@z

� @U1i
@z

!
dx0dz +

2X
i=1

bl Z
!

U1i (x
0; h(x0))

�
�̂i (x

0; h(x0))� U1i (x
0; h(x0))

�
dx0+

(2.49)Z
!

k̂
�����̂���� ��U1��� dx0 + b� Z




0@ 2

1

2

X
i=1

 
@�̂i
@z

!21A 1
2

dx0dz � b� Z



0@ 2

1

2

X
i=1

�
@U1i
@z

�21A 1
2

dx0dz �

2X
i=1

Z



f̂i

�
�̂i � U1i

�
dx0dz
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et

2X
i=1

Z



@U2i
@z

 
@�̂i
@z

� @U2i
@z

!
dx0dz +

2X
i=1

bl Z
!

U2i (x
0; h(x0))

�
�̂i (x

0; h(x0))� U2i (x
0; h(x0))

�
dx0+

(2.50)Z
!

k̂
�����̂���� ��U2��� dx0 + b� Z




0@ 2

1

2

X
i=1

 
@�̂i
@z

!21A 1
2

dx0dz � b� Z



0@ 2

1

2

X
i=1

�
@U2i
@z

�21A 1
2

dx0dz �

2X
i=1

Z



f̂i

�
�̂i � U2i

�
dx0dz 8�̂ 2

X
(V )

On prend �̂ = U2 dans (2.49) et �̂ = U1 dans (2.50) on obtient

2X
i=1

Z



@U1i
@z

�
@U2i
@z

� @U1i
@z

�
dx0dz +

2X
i=1

bl Z
!

U1i (x
0; h(x0))

�
U2i (x

0; h(x0))� U1i (x
0; h(x0))

�
dx0+

(2.51)Z
!

k̂
���U2��� ��U1��� dx0 + b� Z




0@ 2
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2

X
i=1

�
@U2i
@z

�21A 1
2

dx0dz � b� Z



0@ 2

1

2

X
i=1

�
@U1i
@z

�21A 1
2

dx0dz �

2X
i=1

Z



f̂i
�
U2i � U1i

�
dx0dz

2X
i=1

Z



@U2i
@z

�
@U1i
@z

� @U2i
@z

�
dx0dz +

2X
i=1

bl Z
!

U2i (x
0; h(x0))

�
U1i (x

0; h(x0))� U2i (x
0; h(x0))

�
dx0+

(2.52)Z
!

k̂
���U1��� ��U2��� dx0 + b� Z




0@ 2

1

2

X
i=1

�
@U1i
@z

�21A 1
2

dx0dz � b� Z



0@ 2

1

2

X
i=1

�
@U2i
@z

�21A 1
2

dx0dz �

2X
i=1

Z



f̂i
�
U1i � U2i

�
dx0dz
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En sommant les deux inéquations (2.51) et (2.52) on trouve

2X
i=1

Z



@U1i
@z

�
@U2i
@z

� @U1i
@z

�
dx0dz +

2X
i=1

Z



@U2i
@z

�
@U1i
@z

� @U2i
@z

�
dx0dz�

2X
i=1

bl Z
!

��U2i (x0; h(x0))� U1i (x
0; h(x0))

��2 dx0 � 0
d�où

2X
i=1

Z



���� @@z �U2i � U1i
�����2 dx0dz � 0

En utilisant l�inégalité de Poincaré, on obtient :

U2i � U1i

Vz
= 0; (2.53)

donc u? is unique.

� L�unicité de p? dans L20(!) \H1(!) découle à partir de (2.40), en e¤et nous avonsZ
!

�
h3

12
rp1 � h

2
U1(x0; 0)� h

2
U1(x0; h(x0)) + eF�r�̂dx0 + Z

@!

hfU1�̂:nd� = 0 8�̂ 2 H1 (!)

(2.54)Z
!

�
h3

12
rp2 � h

2
U2(x0; 0)� h

2
U2(x0; h(x0)) + eF�r�̂dx0 + Z

@!

hfU2�̂:nd� = 0 8�̂ 2 H1 (!)

(2.55)

Retranchant (2.55) de (2.54) et en utilisant (2.53) il vientZ
!

h3

12

�
rp1 �rp2

�
r�̂dx0 = 0;

En prenant �̂ = p1 � p2 et d�après l�inégalité de Poincaré on obtient

p1 � p2

L2(!)

= 0:
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Chapitre 3

Comportement asymptotique d�un

�uide non-newtonien

non-stationnaire avec des conditions

aux limites de Tresca

3.1 Introduction

On s�intéresse à des écoulements tridimentionnels non-stationnaire avec glissement

des �uides non-Newtoniens. On établira un théorème d�existence et d�unicité de solution

faible du problème, Un changement d�échelle permettra d�obtenir des estimations dans un

domaine ��xe�. On passera à la limite par des techniques asymptotiques. Nous montrons

que la pression p? ne dépend pas de la variable z: Ensuite nous obtenons un problème

limite et nous terminons par montrer l�unicité (u?; p?) de ce dérnier.

3.2 Position du problème

Dans le domaine 
" du premier chapitre


" =
�
(x0; x3) 2 R3 : (x0; 0) 2 !; 0 < x3 < "h (x0)
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et sa frontière

�" = ! [ �"1 [ �
"

L

Nous considérons un écoulement incompressible isotherme en régime dynamique d�un

�uide non-newtonien incompressible; nous supposons que l�écoulement est modélisé par

les équations suivantes :

du"

dt
(t)� div �" � f "(t) = 0 dans 
" � ]0; T [ (3.1)

où �" = (�ij)"1�i;j�3le tenseur des contraintes

�"ij = 2� jD (u" (t))j
p�2 dij(u

" (t))� p" (t) �ij; dij(u
") =

1

2

�
@u"i
@xj

+
@u"j
@xi

�
; p > 2:

avec u"(x; t) est la vitesse du �uide et p" (x; t) sa pression.

L�équation d�incompressibilité

div(u") = 0 (3.2)

La vitesse sur le bord est donnée sauf sur !:

� Sur �"1 � ]0; T [, nous considérons une condition de non glissement

u" = g = 0 (3.3)

� Sur �"L � ]0; T [ ; la vitesse est connue

u" = g� avec g3 = 0; � fonction de t > 0 seulement (3.4)

� Sur ! � ]0; T [, la vitesse est supposée inconnue et elle véri�e la condition suivante :

u":n = 0 (3.5)

� Nous supposons aussi l�existence du frottement sur !, ce frottement est modélisé par
la loi non linéaire de type Tresca :

j�"T j < k" =) u"T = s

j�"T j = k" =) 9� � 0 tel que u"T = s� ��"T

)
sur ! � ]0; T [ (3.6)
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où j:j désigne la norme euclidienne de R2, s la vitese de cisaillement, k" est le seuil de
frottement.

Les composantes normales et tangentielles de la vitesse u"n et u
"
T = (u

"
Ti
)1�i�3 2 R3 et du

tenseur des contraintes �"n et �
"
T sont dé�nies par :

u"n = u":n = u"i :ni

u"Ti = u"i � u"n:ni

et

�"n = (�
":n) :n = �"ij:ni:nj

�"Ti = �"ij:nj � �"n:ni

Le problème complet consiste donc à trouver un champ de vitesse u" et une pression p"

véri�ant la condtion initiale

u"(x; 0) = 0; 8x 2 
": (3.7)

et les équations et les conditions aux limites suivantes :

(Pb")

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

du"i
dt
(t)�

@�"ij
@xj

� f "i (t) = 0 dans 
" � ]0; T [ ;

div(u") = 0 dans 
" � ]0; T [ ;
u" = 0 sur �"1 � ]0; T [
u" = g sur �"L � ]0; T [
u":n = 0 sur ! � ]0; T [
j�"T j < k" =) u"T = s

j�"T j = k" =) 9� � 0 tel que u"T = s� ��"T

)
sur ! � ]0; T [

u"(x; 0) = 0 dans 
"
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3.2.1 Problème variationnel

Pour l�ouvert 
" on dé�nit l�ensemble et les espaces fonctionnels suivants :

�
W 1;p (
")

�3
=

�
v 2 (Lp (
"))3 : @v

"
i

@xj
2 Lp (
") pour i; j = 1; :::; 3

�
l�espace de Sobolev muni de la norme

kvk1;p =

0@ 3X
i=1

Z

"

jvijp dx+
X

1�i;j�3

���� @vi@xj

����p dx
1A 1

p

pour 1 < p <1:

W 1;p
0 (
") désigne le sous espace vectoriel des fonctions de W 1;p (
") nulles sur �":

On note W�1;q (
") son dual topologique; avec 1
p
+ 1

q
= 1:

W 1;p
�"1[�"L

(
") =
�
 2 W 1;p (
") :  = 0 sur �"1 [ �"L

	
Soit X un espace de Banach, on note ici

Lploc (0;+1;X) = fv dé�ne sur [0;+1[ telle que v 2 Lp (0; T ;X) 8T �nig ;

On note Lq0 (

") le sous espace vectoriel des fonctions de Lq (
") à moyenne nulle :

Lq0 (

") =

8<:v 2 Lq (
") :
Z

"

v dx = 0

9=;
Ensuite nous dé�nissons les ensembles convexes fermés non vides de (W 1;p (
"))

3

V "
0 =

n
v 2

�
W 1;p (
")

�3
: v = 0 sur �"1; v = g sur �"L; v:n = 0 sur !

o
;

V "
0 div = fv 2 V "

0 : div (v) = 0g :

La formulation variationnelle du problème (3.1)-(3.7) s�écrit :
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(Pb1)

8>>>>>><>>>>>>:

Trouver u" 2 Lp (0; T ;V "
0 div) avec

du"

dt
2 Lq

�
0; T ; (W�1;q (
"))

3
�
;

p" 2 Lq (0; T ;Lq0 (
")) telles que�
du"

dt
(t); �� u"

�
+ a(u"(t); �� u"(t))� (p"(t); div(�� u"(t)) + j"(�)� j"(u"(t))

� (f "(t); �� u"(t)); 8 � 2 V "
0 ;

Et par suit, si � 2 V "
0 div on obtient le problème variationnel en vitesse

(Pb2)

8>>>><>>>>:
Trouver u" 2 Lp (0; T ;V "

0 div) avec
du"

dt
2 Lq

�
0; T ; (W�1;q (
"))

3
�
telle que�

du"

dt
(t); �� u"

�
+ a(u"(t); �� u"(t)) + j"(�)� j"(u"(t))

� (f "(t); �� u"(t)); 8 � 2 V "
0 div;

avec

a(u"; �) = 2�

Z

"
jD (u" (t))jp�2 dij(u" (t))dij(�)dx;

(p"(t); div(�� u"(t)) =

Z

"
p"(t)

@�i
@xi

dx;

(f "(t); �) =

Z

"
f "i (t)�idx;

j" (�) =

Z
!

k" j�� sj dx0:

On dé�nit l�opérateur non-linéaire A par :

A :
�
W 1;p (
")

�3 ! h�
W 1;p (
")

�3i0
u" 7! A(u")

tel que

(A(u"); �) = a(u"; �)

3.2.2 Résultats d�existence et d�unicité

Théorème 3.1 Supposons que f ";
@f "

@t
2 L2(0;T ;L2 (
")), k" 2 L1 (!), tel que k" � 0

presque partout sur !; et supposons que u"(0) = 0: Alors il existe une solution unique u"
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du problème (Pb2) avec u" 2 Lp (0; T ;V 0
div) ;

@u"

@t
2 L2 (0; T ;L2 (
")) et @

@t

�
jD(u")j

p�2
2 dij(u

")
�
2

L2 (0; T ;L2 (
")) :

Preuve. voir [39]

3.3 Analyse asymptotique du problème

Pour l�analyse asymptotique de notre problème, on utilise le changement d�échelle

z = x3
"
:

Donc le domaine 
" se transforme en un domaine 
 indépendant de ":

où


 =
�
(x0; z) 2 R3 : (x0; 0) 2 !; 0 < z < h (x0)

	
On note � = ! [ �1 [ �L sa frontière.
Nous dé�nissons maintenant sur 
 des nouvelles inconnues(

û"i (x
0; z) = u"i (x

0; x3) pour i = 1; 2;

û"3(x
0; z) = "�1u"3(x

0; x3):
(3.8)

Pour les données du problème (Pb") ; on suppose qu�elles dépendent de " de la manière

suivante :

k̂ = "p�1k"; (3.9)

f̂ (x0; z) = "2f " (x0; x3) ;

ĝ (x0; z) = g (x0; x3)

avec k̂; f̂ ; ĝ ne dépendant pas de ":

3.3.1 Formulation varitionnelle du problème dans 


Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel sur 
 :
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V0 = f' 2
�
W 1;p (
)

�3
: ' = ('1; '2; '3); ' = 0 sur �1 [ �L; ':n = 0 sur !g;

V0 div = f' 2 V0 : div' = 0g ;

�(V0) = f�' 2
�
W 1;p (
)

�2
: �' = ('1; '2); 'i = 0 �1 [ �L i = 1; 2g;e�(V0) = f�' 2 �(V0) : �' véri�e (D0)g ;

Vz = fv = (v1; v2) 2 (Lp (
))2 :
@vi
@z

2 Lp (
) i = 1; 2 et v = 0 sur �1g

La condition (D0) est donnée par

8v = (v1; v2) 2 L2(
)2 tel que :
Z



�
v1
@�

@x1
+ v2

@�

@x2

�
dx0dz = 0 8� 2 C10 (!)

En utilisant (3.8)-(3.9) et en passant au domaine �xe 
 on montre que le problème

variationnel (Pb1) est équivalent au problème suivant

Trouver û" 2 Lp (0; T ;V0 div) et bp" 2 Lq (0; T ;Lq0 (
)) tel que8>>>>>>>><>>>>>>>>:

2P
i=1

"p(
@û"i
@t
(t); �̂i � û"i (t)) + "

p+2(
@û"3
@t
(t); �̂3 � û"3(t))+

a(û"(t); �̂� û"(t))� (bp"(t); div ��̂� û"(t)
�
) + |̂(�̂)� |̂(û"(t)) �

2P
i=1

(f̂i(t); �̂i � û"i (t)) + "(f̂3(t); �̂3 � û"3(t)); 8 �̂ 2 V0

û"(0) = 0:

(3.10)

avec

|̂(�̂) =

Z
!

k̂
����̂� s

��� dx0;
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a(û"; �̂� û") = �"2
X

1�i;j�2

Z



��� bD (û")���p�2�@û"i
@xj

+
@û"j
@xi

�
@

@xj
(�̂i � û"i )dx

0dz+

�
2X
i=1

Z



��� bD (û")���p�2�@û"i
@z

+ "2
@û"3
@xi

��
@

@z
(�̂i � û"i ) + "2

@

@xi
(�̂3 � û"3)

�
dx0dz+

�"2
Z



��� bD (û")���p�2 @û"3
@z

@

@z
(�̂3 � û"3)dx

0dz:

où

��� bD (û")���2 = "2

 
1

4

X
1�i;j�2

�
@û"i
@xj

+
@û"j
@xi

�2
+

�
@û"3
@z

�2!
+
1

2

2X
i=1

�
@û"i
@z

+ "2
@û"3
@xi

�2

3.3.2 Estimation à priori

On introduit deux lemmes utiles pour la suite.

Lemme 3.2 [22] (Inégalité de Poincaré)

On rappelle que 0 < h(x) < h? 8x0 2 ! : On a linégalité suivante

kû"ikLp(
) � h?
@û"i@z


Lp(
)

i = 1; 2; 3

Lemme 3.3 [22] (Inégalité de Korn)

Pour tout ' 2 V "
0 on a

kr'kLp(
") � c kD'kLp(
")

où c est une constante qui ne dépend ni de " ni de ':

Théorème 3.4 Sous les hypothèses du théorème 3.1, on a les estimations suivantes

P
1�i;j�2

tZ
0

"@û"i@xj
(s)

p
Lp(
)

ds+

tZ
0

"@û"3@z (s)
p
Lp(
)

ds+

2P
i=1

tZ
0

 @û"i@z (s)
p
Lp(
)

+

"2@û"3@xi
(s)

p
Lp(
)

!
ds � c;

(3.11)
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"

@u"@t (t)
2
L2(
")

� c; (3.12)

@bp"@xi
(t)


W�1;q(
)

� c1 pour i = 1; 2 (3.13)

@bp"@z (t)

W�1;q(
)

� "c2 (3.14)

Preuve : Comme j" n�est pas di¤érentiable, on l�approche par une fonctionnelle di¤é-

rentiable ; on choisira

j"�(v) =

Z
!

k"(x)��(jv� j
2)dx0; avec ��(j�j) =

1

1 + �
j�j(1+�) ; � > 0:

On considère l�équation :

(
@u"�
@t
(t); �) + a(u"�(t); �) + (j

"0
� (u

"
�(t)); �) = (f

"(t); �); � 2 V "
0 div (3.15)

u"�(0) = 0

Soit u" une solution du problème (Pb2) :

(
du"(t)

dt
; �� u"(t)) + a(u"(t); �� u"(t)) + j"(�)� j"(u"(t)) �

(f "(t); �� u"(t)); 8 � 2 V "
0 div

en choisissant � = 0 ; on obtient

(
du"

dt
(t); u"(t)) + a(u"(t); u"(t)) + j"(u"(t)) � (f "(t); u"(t))

donc
1

2

d

dt
(u"(t); u"(t)) + a(u"(t); u"(t)) � (f "(t); u"(t))
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En intégrant en temps pour s 2 [0; t] et en utilisant les inégalités de Korn et Poincaré on
obtient

1

2
ku"(t)k2L2(
") + 2�CV

tZ
0

kru"(s)kpLp(
") ds �
tZ
0

j(f "(s); u"(s))j ds

d�autre part on a

kf "(t)kLq(
") ku"(t)kLp(
") � �CV kru"(t)kpLp(
") +
"qh?q

q (�pCV )
q
p

kf "(t)kqLq(
")

donc

1

2
ku"(t)k2L2(
") + 2�CV

tZ
0

kru"(s)kpLp(
") ds �

�CV

tZ
0

kru"(s)kpLp(
") ds+
"qh?q

q (�pCV )
q
p

tZ
0

kf "(s)kqLq(
") ds

1

2
ku"(t)k2L2(
") + �CV

tZ
0

kru"(s)kpLp(
") ds �
"qh?q

q (�pCV )
q
p

tZ
0

kf "(s)kqLq(
") ds (3.16)

on a

"q kf "kqLq(
") = "1�q
f̂q

Lq(
)
;

kf "k2L2(
") = "�3
f̂2

Lq(
)@u"i@x3

p
Lp(
")

= "1�p
@û"i@z

p
Lp(
)

i = 1; 2;

ku"(t)k2L2(
") = " kû"(t)k2L2(
)

et on a 1 < q � 2 � p

"p+q�1 kf "kqLq(
") = "p�q
f̂q

Lq(
)

� c
f̂2

L2(
)
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en multipliant (3.16) par "p�1 on déduit

1

2
"p kû"(t)k2L2(
) + �CV

tZ
0

krû" (s)kpLp(
) ds �
h?q

q (�pCV )
q
p

tZ
0

f̂(s)2
L2(
)

ds

d�où
tZ
0

krû" (s)kpLp(
) ds � c;

et

"p kû"(t)k2L2(
) � c:

3.3.3 Estimation de la dérivée

On dérive en t (3.15) on prend � =
@u"�
@t
(t); on obtient

(
@2u"�
@t2

(t);
@u"�
@t
(t)) + 4

p� 1
p2

Z

"

�
@

@t

���D(u"�)�� p�22 dij(u
"
�)
��2

dx0dx3+

(j"0� (u
"
�(t)

0;
@u"�
@t
(t)) = (

@f "

@t
(t);

@u"�
@t
(t))

où (j"0� (u
"
�(t)

0;
@u"�
@t
(t)) � 0:

En intégrant en temps pour s 2 [0; t] il vient

1

2

@u"�@t (t)
2
L2(
")

� 1

2

@u"�@t (0)
2
L2(
")

+

tZ
0

�
@f "

@t
(s);

@u"�
@t
(s)

�
ds

on a
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������
tZ
0

�
@f "

@t
(s);

@u"�
@t
(s)

�
ds

������ �
tZ
0

@f "@t (s)

L2(
")

@u"�@t (s)

L2(
")

� "2h?2

2

tZ
0

r@f "@t (s)
2
L2(
")

ds+
1

2

tZ
0

@u"�@t (s)
2
L2(
")

ds

d�où

1

2

@u"�@t (t)
2
L2(
")

� 1

2

@u"�@t (0)
2
L2(
")

+
"2h?2

2

tZ
0

r@f "@t (s)
2
L2(
")

ds+ (3.17)

1

2

tZ
0

@u"�@t (s)
2
L2(
")

ds

Maintenant on cherche à estimater
@u"�
@t
(0): D�après (3.15) il vient que

(
@u"�
@t
(0); �) + a(u"�(0); �) = (f

"(0); �)

on a

j(f "(0); �)j � "h? kf "(0)kL2(
") kr�kL2(
")
� "h? kf "(0)kL2(
") k�kH1(
")

d�où
p
"

@u"�@t (0)

L2(
")

� c (3.18)

avec c = h?
f̂(0)

L2(
)
est indépendante de ":
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En passant à la limite dans (??) pour � ! 0, il vient

1

2

@u"@t (t)
2
L2(
")

� 1

2

@u"@t (0)
2
L2(
")

+
"2h2max
2

tZ
0

r@f "@t (s)
2
L2(
")

ds (3.19)

+
1

2

tZ
0

@u"@t (s)
2
L2(
")

ds

Multiplions (3.19) par ", on obtient

"

@u"@t (t)
2
L2(
")

� A+

tZ
0

"

@u"@t (s)
2
L2(
")

ds

avec A = c2 + h?2

r@f̂@t

2

L2(0;T ;L2(
))

:

D�après l�inégalité de Gronwall il existe une constante C indépendante de " telle que

"

@u"@t (t)
2
L2(
")

� C:

Pour obtenir une estimation sur la pressure, on choisit � = u" �  dans (Pb1) avec

 2
�
W 1;p
0 (
)

�3
, on obtient

(p"(t); div( ) =

�
du"

dt
(t);  

�
+ a(u"(t);  )� (f "(t);  ) (3.20)

en intégrant en temps pour s 2 [0; t] il vient������
tZ
0

Z

"

p"(s) div( )dxds

������ � "qh?q

C

tZ
0

@u"@t (s)
q
Lq(
")

ds+ �CV

tZ
0

kru"(s)kpLp(
") ds(3.21)

+T

 
CV +

2p�

p (qCV )
p
q

+
T

p

�
c

q

� p
q

!
kr kpLp(
")

+
"qh?q

q (pCV )
q
p

tZ
0

kf "(s)kqLq(
") ds+
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En prenant  = ( 1; 0; 0) ;  = (0;  2; 0) et  = (0; 0;  3) respectivement dans (3.21), et

en passant au domaine �xe 
 on déduit (3.13), (3.14).

3.3.4 Résultats de convergence et problème limite

Soient E et F deux espaces vectoriels sur R mis en dualité par une forme bilinéaire
hf; ui ; f 2 F; u 2 E:

Proposition 3.5 Soit X un convexe de E; L une application linéaire monotone de D(L)

dans F compatible avec X, et A une application monotone hémicontinue et bornée de X

dans F:

Soient u 2 X et f 2 F ; les conditions suivantes sont équivalentes :
i) (f; v � u)� (Au; v � u)� (Lv; v � u) � 0 8v 2 D(L) \X:
ii) (f; v � u)� (Av; v � u)� (Lv; v � u) � 0 8v 2 D(L) \X:

Preuve. voir [22].

Lemme 3.6 Sous les mêmes hypothèses du théorème 3.1, il existe u? = (u?1; u
?
2) 2

Lp (0; T ;Vz) et p? 2 Lq(0; T ;Lq0 (
)) telles que :

û"i * u?i (1 � i � 2) faiblement dans Lp (0; T ;Vz) ; (3.22)

@û"i
@t

*
@u?i
@t

(1 � i � 2) faiblement dans L2
�
0; T ;L2 (
)

�
; (3.23)

"
@û"i
@xj

* 0 (1 � i; j � 2)

"
@û"3
@z

* 0

"2
@û"3
@xi

* 0 (1 � i � 2)

"û"3 * 0

9>>>>>>>=>>>>>>>;
faiblement dans Lp (0; T ;Lp (
)) (3.24)

"
@û"i
@t

* 0 (1 � i � 2)

"2
@û"3
@t

* 0 (1 � i � 2)

9>=>; faiblement dans L2
�
0; T ;L2 (
)

�
(3.25)

bp" * p? faiblement dans Lq(0; T ;Lq0 (
)); (3.26)

64



Preuve : D�après (3.11) il existe une constante C indépendante de " telle que

tZ
0

@û"i@z (s)
p
Lp(
)

ds � C (i = 1; 2)

En utilisant cette estimation et l�inégalité de Poincaré dans 
 � ]0; T [ on déduit (3.22).
Pour (3.23) on utilise (3.12), de même (3.24)-(3.25) découle de (3.11) et (3.12). On obtient

(3.26) comme dans [10].

Lemme 3.7 Sous les mêmes hypothèses du théorème 3.1, la solution (u?; p?) véri�e

p? (x0; z; t) = p? (x0; t) p.p dans 
� ]0; T [ (3.27)

tZ
0

Z



p? (s)

�
@u?1
@x1

(s) +
@u?2
@x2

(s)

�
dx0dzdt = 0 (3.28)

Preuve : Choisissons �̂i = û"i pour i = 1; 2, �̂3 = û"3 � ' avec ' 2 W 1;p
0 (
) ; alors

"p+2(
@û"3
@t
(t); ')� (bp"(t); @'

@z
) + a(û"; ') = "(f̂3(t); ')

en posant a(û"; ') = A"('): On déduit

lim
"!0

"(f̂3(t); ') = 0; lim
"!0

A"(') = 0

en utilisant (3.25) lim
"!0

"2
@û"3
@t

= 0 , il vient lim
"!0

"p("2
@û"3
@t
(t); ') = 0:

d�où

lim
"!0
(bp"(t); @'

@z
) = �lim

"!0

�
@bp"(t)
@z

; '

�
= 0 8' 2 W 1;p

0 (
) :

en utilisant (3.26) on déduit p? (x0; z; t) = p? (x0; t) :

. Soit �m 2 C10 (!) et m 2 D(0; T ); 'm(x; t) = �m(x
0)m(t) !

m!1
p?(x0; t) dans

Lq(0; T ;Lq (!)):
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On a div(û") = 0 dans 
; donc

sZ
0

Z



'm(x; t)

�
@û"1
@x1

(t) +
@û"2
@x2

(t) +
@û"3
@z
(t)

�
dx0dzdt =

�
sZ
0

Z



�m(x
0)m(t)

�
@û"1
@x1

(t) +
@û"2
@x2

(t)

�
dx0dzdt = 0

car û":n = 0 sur (! � ]0; T [)[(�1 � ]0; T [) ; et comme û"i * u?i ; i = 1; 2 dans L
p (0; T ;Vz) ;

alors u? véri�e la condition (D0)

sZ
0

Z



�m(x
0)m(t)

�
@u?1
@x1

(t) +
@u?2
@x2

(t)

�
dx0dzdt = 0 8�m 2 C10 (!); m 2 D(0; T )

donc pour m! +1 on déduit (3.28).

Théorème 3.8 Sous les mêmes hypothèses du théorème 3.1, la solution (u?; p?) véri�e

�
2X
i=1

Z



(
1

2

2X
i=1

(
@u?i
@z
)2)

p�2
2
@u?i
@z

@

@z
(�̂i � u?i )dx

0dz �
Z



p? (x0; t)

 
@�̂1
@x1

+
@�̂2
@x2

!
dx0dz+

(3.29)

bj(�̂)� bj(u?) 2

�
X
i=1

(f̂i; �̂i � u?i ) 8�̂ 2 �(V ):

�� @
@z

0@ 2X
i=1

Z



(
1

2

2X
i=1

(
@u?i
@z
)2)

p�2
2
@u?i
@z

1A+ @p?

@xi
= f̂i i = 1; 2 dans Lq (
) : (3.30)

u?i (x
0; z; 0) = 0 8i = 1; 2
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Preuve : En utilisant la proposition 3.5 et le fait que div (û") = 0 dans 
; alors (3.10)

est équivalente à8>>>>>>>><>>>>>>>>:

2P
i=1

"p(
@�̂i
@t
(t); �̂i (t)� û"i (t)) + "

p+2(
@�̂3
@t
(t); �̂3 (t)� û"3(t))+

a(�̂(t); �̂ (t)� û"(t))� (bp"(t); div ��̂ (t)� û"(t)
�
) + |̂(�̂(t))� |̂(û"(t)) �

2P
i=1

(f̂i(t); �̂i (t)� û"i (t)) + "(f̂3(t); �̂3 (t)� û"3(t)); 8 �̂ (t) 2 V0;

û"(0) = 0:

(3.31)

Utilisons le Lemme 3.6 et le fait que bj est convexe et semi-continue inférieurement, on
obtient

�
2X
i=1

Z



 
2X
i=1

1

2
(
@�̂i
@z
)2

! p�2
2
@�̂i
@z

@

@z

�
�̂i � u?i

�
dx0dz �

2X
i=1

(p?(t);
@�̂i
@xi

)� (p?(t); @�̂3
@z
)+

(3.32)

+|̂(�̂(t))� |̂(u?(t)) �
2X
i=1

(f̂i(t); �̂i (t)� u?i (t))

. Utilisons (3.27)-(3.28), l�inéquation (3.32) devient

�
2X
i=1

Z



 
2X
i=1

1

2
(
@�̂i
@z
)2

! p�2
2
@�̂i
@z

@

@z

�
�̂i � u?i

�
dx0dz �

2X
i=1

(p?(t);
@

@xi

�
�̂i � u?i

�
)+ (3.33)

+|̂(�̂)� |̂(u?(t)) �
2X
i=1

(f̂i(t); �̂i (t)� u?i (t))

En utilisant la Proposition 3.5, on obtient (3.29).

� D�après [21] (lemme 5.3) on peut choisir b�i = u?i �  i, i = 1; 2 8 i 2 W
1;p
0 (
) :

donc

�
2X
i=1

Z



(
1

2

2X
i=1

(
@u?i
@z

(t))2)
p�2
2
@u?i
@z

(t)
@ i
@z

dx0dz �
2X
i=1

(p? (x0; t) ;
@ i
@xi

) =
2X
i=1

(f̂i (t) ;  i):

Utilisons la formule de Green, et en choisissant  1 = 0 et  2 2 W
1;p
0 (
) ; puis  2 = 0 et
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 1 2 W
1;p
0 (
), il vient que :

�� @
@z

 
(
1

2

2X
i=1

(
@u?i
@z

(t))2)
p�2
2
@u?i
@z

(t)

!
+
@p?

@xi
(t) = f̂i (t) i = 1; 2 in W�1;q (
) (3.34)

et comme f̂i (t) 2 Lq (
) 8t 2 [0; T ] : Alors (3.34) devient (3.30):

Théorème 3.9 Sous les mêmes hypothèses du Théorème 3.1, les traces s? = u?(x0; 0; t);

�? =

"
1
2

2P
i=1

�
@u?i
@z
(x0; 0; t)

�2# p�2
2
@u?i
@z
(x0; 0; t) véri�ent l�inégalité

Z
!

bk (j + s? � sj � js? � sj) dx0 �
Z
!

��? dx0 � 0 8 2 [Lp (!)]2 ; (3.35)

et la condition aux limites de Tresca :

� j�?j < bk =) s? = s

� j�?j = bk =) 9� � 0 tel que s? = s� ��?
p.p sur ! � ]0; T [ (3.36)

De plus u? et p? véri�ent l�équation généralisée faible de Reynolds :

Z
!

0@ h3

12�
rp?(x0; t) + eF (x0; t) + hZ

0

yZ
0

A? (x0; �; t)
@u?i
@�

(x0; �; t) d�dy

1Ar (x0)dx0 (3.37)

�
Z
!

h

2

0@ hZ
0

A? (x0; �; t)
@u?i
@�

(x0; �; t) d�

1Ar (x0)dx0 = 0 8 2 W 1;p (!)

avec

A? (x0; �; t) =

 
1

2

2X
i=1

�
@u?i
@z
(x0; �; t)

�2! p�2
2

; F (x0; y; t) =

yZ
0

�Z
0

f̂i(x
0; �; t)d�d�;

et eF (x0; t) =
1

�

hZ
0

F (x0; y; t)dy � h

2�
F (x0; h; t):
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Preuve : En utilisant [21] on peut choisir b�i = u?i + i, i = 1; 2 8 i 2 W
1;p
�1[�L (
) :donc

�
2X
i=1

Z



(
1

2

2X
i=1

(
@u?i
@z

(t))2)
p�2
2
@u?i
@z

(t)
@ i
@z

dx0dz �
2X
i=1

(p? (x0; t) ;
@ i
@xi

)+

+|̂( + s?)� |̂(s?(t)) �
2X
i=1

(f̂i (t) ;  i)

d�après la formule de Green, on déduit

2X
i=1

Z



(
�� @

@z

 
(
1

2

2X
i=1

(
@u?i
@z

(t))2)
p�2
2
@u?i
@z

!
+
@p?i
@xi

)
 idx

0dz+

+

Z
!

bk (j + s? � sj � js? � sj) dx0 �
Z
!

��? dx0 �
2X
i=1

(f̂i (t) ;  i)

et d�après (3.30) il vientZ
!

bk (j + s? � sj � js? � sj) dx0 �
Z
!

��? dx0 � 0:

Cette inégalité reste valable pour tout  2 (D (!))2 ; et par densité de D (!) dans Lp (!)
on trouve (3.35):

Pour démontrer (3.37) en intégrant deux fois (3.30) de 0 à z; il vient que :

��
zZ
0

A?(x0; �; t)
@u?i
@�

(x0; �; t) d� + �z�?i +
z2

2

@p?

@xi
(x0; t) =

zZ
0

�Z
0

f̂i (x
0; y; t) dyd�, i = 1; 2;

(3.38)

pour z = h on obtient

��
hZ
0

A?(x0; �; t)
@u?i
@�

(x0; �; t) d� + �h�?i +
h2

2

@p?

@xi
(x0; t) =

hZ
0

�Z
0

f̂i (x
0; y; t) dyd�, i = 1; 2;

(3.39)
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En intégrant (3.38) de 0 à h; on obtient :

��
hZ
0

yZ
0

A?(x0; �; t)
@u?

@�
(x0; �; t) d�dy + �

h2

2
�? +

h3

6
rp? (x0; t) =

hZ
0

F (x0; y; t)dy (3.40)

avec

Fi(x
0; y; t) =

hZ
0

�Z
0

f̂i (x
0; y; t) dyd�; i = 1; 2:

d�après (3.39) et (3.40) on déduit (3.37).

Théorème 3.10 La solution (u?; p?) dans Lp (0; T ;Vz)�Lq(0; T ;Lq0 (!)\W 1;q (!)) du

problème limite (3.29) est unique.

Preuve. La preuve est similaire à celle de [10]:
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Résumé 

 

    Le but de ce travail est d'étudié le comportement 

asymptotique d'un fluide non-Newtonien isotherme 

stationnaire de Bingham dans un domaine mince 

tridimensionnel Ω𝜀, puis on s'intéresse à l'étude de l'analyse 

asymptotique d'un écoulement non stationnaire, isotherme 

incompressible pour un fluide non Newtonien dans le même 

domaine Ω𝜀 avec des conditions de frottement non linéaire. 

 

Abstract 

 

    The objectif of this work is to study the asymptotic behavior 

of a Bingham stationary isothermal non-Newtonian fluid in a 

three-dimensional thin domain Ω𝜀, and then to study the 

asymptotic analysis of a non-stationary, non-Newtonian 

lubrication problem with Tresca fluid-solid law in the same 

domain Ω𝜀 .. 

 ملخص

بينغهام لغير نيوتوني لسائل مقارب السلوك الهو دراسة  العملمن هذه الهدف 

و بعد ذلك  Ωε الأبعاد ةمنطقة رقيقة ثلاثيفي متساوي الحرارة و في حالة استقرار 

متساوي الحرارة في غير نيوتوني  لا ينضغطلتدفق سائل  دراسة تحليلية مقاربة 

 .Ωε حالة ديناميكية في نفس المنطقة 

 


