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Introduction générale

La mécanique des fluides forme un sous-domaine de la mécanique des milieux conti-
nus. Elle comprend 'étude des gaz et des liquides dans les cas statiques et dynamiques.
L’étude de l'intéraction fluides-solides est aussi une partie de la mécanique de fluide dont
les applications sont partout : la météorologie, I’hydrologie, I’aérodynamique, I’étude des
plasmas; elle s’applique aussi en biologie, en géophysique et en astrophysique, en océano-
graphie, ainsi qu’en génie chimique, nucléaire, hydraulique et en écologie. La mécanique
des fluides consiste & offrir une théorie mathématique bien construite pour des domaines
divers, ce qui indique son importance dans plusieurs champs surtout I'industrie. Le fluide
(liquide, gaz ou gaz ionisé) est considéré comme un milieu continu représenté par les
champs de densité, de pression et de vitesse satisfaisant la fameuse équation de Navier-
Stokes.

Dans les écoulements de faible épaisseur, lorsque 1’épaisseur diminue, I'influence re-
lative des effets de surface par rapport aux effets de volume augmente. Il convient alors
d’accorder une importance particuliére & ce qui se passe a l'interface fluide solide et qui
induit les conditions aux limites & imposer aux équations décrivant I’écoulement.

Usuellement, la plupart des travaux mathématiques concernant les équations de Navier-
Stokes supposent des conditions d’adhérence aux parois, plus rarement des conditions de
glissement ou des conditions en pression. Dans le cas des écoulements de faible épais-
seur, on sait justifier [7], [3], [26] par des techniques asymptotiques I’approximation des
équations de Navier-Stokes par une équation dite de Reynolds, laquelle prend en compte
implicitement les conditions limites aux parois.

L’étude du comportement asymptotique a déja été faite et des résultats ont été ob-
tenus pour plusieurs fluides. Le premier résultat, di & Bayada et Chambat [6], justifie
I’équation de Reynolds, obtenue a partir des équations de Stokes considérées dans un

domaine mince. L’écoulement du type Navier-Stokes est traité par Assemien, Bayada
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et Chambat [5], ainsi que par Nazarov [38], pour différentes conditions aux limites du
domaine d’étude.

Pour les problemes non linéaires, plusieurs résultats sont connus, mais aucun n’englobe
le cas du fluide de Bingham. Ainsi, I’écoulement d’un fluide dont la viscosité est donnée
par une loi de puissance a été traité par Mikelic et Tapiéro [37]. et par Bourgeat, Mikelic
et Tapiéro. Par ailleurs, Taous [43] a étudié une classe des fluides & viscosité non linéaire,
le modele de viscosité étant celui de Litvinov [36]. Dans [23], 'auteur a donné dans
le dernier chapitre de sa thése de doctorat le comportement asymptotique d’un fluide
de Bingham dans un domaine mince. Malheureusement, dans ce travail, 'inéquation
variationnelle limite n’a pas été donnée en raison de la difficulté rencontrée en raison du
choix des fonctions de test et des conditions aux limites imposées. Bunoiu et Saint Jean
Paulin [14] ont étudié une classe des fluides & viscosité non linéaire, parmi lesquels ont
trouve les fluides du type Cross, Carreau et Williamson. Les auteurs de [15] ont étudié
le méme probléme, dans lequel seules les conditions de Dirichlet sur la frontiére ont été
considérées.

Ainsi replacés dans leur contexte, les travaux développés dans cette thése de doctorat
s’articulent donc autour de deux sujets principaux : d’une part nous poursuivons la
recherche de [[24], [17]] sur le comportement asymptotique d’un probléme stationnaire
pour le fluide Bingham isotherme. Cependant, cette fois, notre opérateur sera perturbé
par un terme (u.Vu) dans un domaine mince tridimensionnel ©° avec des conditions aux
limites de Fourier et Tresca. Ce terme source joue un role essentiel dans la mécanique
quantique, ol ce terme non linéaire est utilisé pour perturber un opérateur linéaire pour
obtenir un opérateur non linéaire qui donne les résultats applicables, voir [34]. D’autre
part, on s’intéresse a ’étude de I'analyse asymptotique d’un écoulement non stationnaire,
isotherme incompressible pour un fluide non Newtonien dans le méme domaine 2° avec
les conditions de frottement non linéaire de type Tresca sur une partie de la frontiére et
les conditions de Dirichlet sur I'autre partie.

Dans les deux cas, la démarche sera la méme. Des changements d’échelles permet-
tront d’obtenir des estimations dans un domaine ”fixe”. On passera a la limite par des
techniques asymptotiques.

Le premier chapitre, est consacré au début au rappel des notions principales de

la théorie des milieux continus et d’analyse fonctionnelle nécessaires et résultats utilisés



tout au long de ce travail. Ensuite, nous présentons le systéme d’équations aux dérivées
partielles qui modélisent ’évolution isotherme (ou non-isotherme) d’un corps homogene
¢lastique en présence de conditions non linéaires du type Tresca sur une partie de la
frontiére du domaine.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse a 1’étude de ’analyse asymptotique d’un
fluide de Bingham stationnaire isotherme incompressible, notre opérateur sera perturbé
par un terme u.Vu, dans un domaine borné & trois dimensions avec des conditions aux
limites de Fourier et de Tresca. On donnera la formulation variationelle du probléme en
utilisant le changement d’échelle z = 2 le domaine )¢ se transforme en un domaine {2
indépendant de €. On etablit des estimations sur la vitesse et la pression et un théoreme
de convergence. On termine par etablir un probléme limite et démontrer 1'unicité de

solution de ce dérnier.

Dans le troisiéme chapitre, on s’intéresse a I’étude de ’analyse asymptotique d'un
écoulement non stationnaire, isotherme incompressible pour un fluide non Newtonien
dans le méme domaine )¢ avec les conditions de frottement non linéaire de type Tresca

sur une partie de la frontiére et les conditions de Dirichlet sur I'autre partie.

Le probleme complet dans ¢, s’écrit :

( Out Dot

5 8ij] +ff=0 dans Q° x [0,7],
div(u®) =0 dans Q° x 0,77,
u® =0 sur I's x 10,77,
u® = gy avec g3 =0, Y fonction de t > 0 sur I' x |0, 77,
u'n=0 sur w x |0, 77,

o7 < k=g =5 } sur w x |0, 77,

02| =k =3 5 >0 tel que us. = s — So<

avec f¢, k°, et g sont des données du probléme.
Nous étudions 'analyse asymptotique du probléme de la méme maniére que dans le

deuxiéme chapitre.



Chapitre 1
Notions préliminaires

Résumé. Le but est d’introduire les outils mathématiques et mécaniques nécessaires
pour une bonne compréhension de la suite des problémes traités.

Dans la premiére section, nous commencons par un rappel des résultats essentiels
de la théorie du milieux continus et la lot de comportement de [’élasticité linéaire, puis,
nous présentons le systéme d’équations aux dérivées partielles qui modélise [’évolution
isotherme (ou non-isotherme) d’un corps homogéne élastique en présence de conditions
non linéaires du type Tresca sur une partie de la frontiére du domaine Q de R3.

La deuxiéme section est consacrée aux espaces fonctionnels, nous passons en revue
quelques résultats fondamentaur d’analyse fonctionnelle, concernant les espaces de So-
bolev et les espaces LP (0,T;X), les notions principales de la convergence faible et les

lemmes de type Gronwall.



1.1 Modélisation et rappels de la mécanique des mi-

lieux continus

Le but de cette section est d’établir le modéle mathématique décrivant I’évolution
d’un corps déformable ayant une loi élastique sous I’action des efforts extérieurs en pré-
sence de conditions de frottement sur une partie au bord du domaine. Ceci se traduit
mathématiquement par 1’établissement d’un systéme d’équations aux dérivées partielles
posé sur un domaine de R? (d = 2, 3). Ce systéme comprend la loi de comportement
du matériau, I’équation du mouvement et de I’énergie du corps ainsi que les conditions
initiales et aux limites auxquelles il est soumis. Pour les références bibliographiques, nous
avons consulté [16].

Considérons un milieu continu qui occupe un domaine borné € de R?® pendant un
intervalle de temps [0, 7.
L’équation de conservation de la quantité de mouvement. Soit u(z,t) le champ
des déplacements a l'instant ¢ € [0, 7] des points z = (x1,x2,3) €  du milieu continu
en mouvement par rapport au repére Oz, le tenseur o(z,t) de compsantes o;; (i, j =
1,2,3), est le tenseur des contraintes. La loi fondamentale de la mécanique des milieux
continus exprimant 1’équivalence entre le tenseur des forces extérieures et le tenseur des
accélérations pour un systéme matériel quelconque, conduit a 1’équation du mouvement

suivante : )
d“u

P

ou le vecteur f, de composantes f; (i = 1,2, 3), représente une densité massique des forces

— Divo+f, (1.1)

extérieures, p est la densité de masse et Div désigne 'opérateur divergence, c’est-a-dire

aai]’

Div o = (1=1,2,3).

ZLj

L’équation de conservation de I’énergie. L’expression générale du premier principe

de la thermodynamique s’écrit :

d
pd—: =o0:D(u)—divg+r, (1.2)

ou



- e est un scalaire qui désigne ’énergie interne spécifique du milieu continu.
- r est un scalaire représentant 'apport d’énergie par unité de masse et de temps.
- ¢, de composantes ¢;, est le vecteur transport d’énergie.

- D(u) est le tenseur des taux de déformation, de composantes

- —— 1< < 3.
dl] (u) 2 <axj + axz) ) — 7’7] — 3

- 0 : D(u) est le produit de deux tenseurs o et D(u) défini par I'expression

3
o:D(u) = Zaijdij(u).
ij=1

D’un point de vue mathématique, nous disposons de plus d’inconnues par rapport au

nombre d’équations. Donc les lois de conservation de la quantité de mouvement et de

I’énergie sont insuffisantes & décrire les mouvements des milieux continus, elles doivent

étre complétées par d’autres relations que 1’on appelle des lois de comportement. Nous

présentons ci-dessous les lois de comportement de 1’élasticité linéaire traitées dans cette
these.

Lois de comportement linéaire de matériaux élastiques. Cette loi reliant le tenseur

des contraintes o et le tenseur des déformations linéairisées D(u) est
o(u)=FE : D(u) ( 0ij (v) = Eijr dg (w)). (1.3)

ou E = (Ejju) est le tenseur d’élasticité symétrique d’ordre quatre. Ses composantes
Ei;ii s’appellent coefficients d’élasticité et elles sont indépendantes du tenseur des dé-
formations. Dans le cas d’'un matériau homogéne, les coefficients Ejj,; sont constants
(indépendante du point x de €2 ). En pratique, cette loi est souvent trop générale et
il est possible de la simplifier en considérant un matériau isotrope (matériau ayant le
méme comportement dans toutes les directions). On Iappelle alors la loi de Hooke et
elle est valide pour un trés grand nombre de matériaux. Dans le cas isotrope, le tenseur

d’élasticité E est défini par

Eiji = p(0ir0j1 + 0ubjn) + N0ijok. (1.4)



ot A et p sont les coefficients de Lamé qui sont spécifiques & chaque matériau. d;; désigne
le symbole de Kronecker.
En utilisant (1.3), (1.4), on peut alors démontrer que le tenseur des contraintes ¢ d’un

corps homogéne élastique et isotrope est :
o(u) =2uD (u) + \XT'rD (u) 1,

ol
- D(u) est le tenseur des taux de déformation.
- A et u sont les coefficients de Lamé.
- I est la matrice identité de rang 3.
- TrD (u) désigne la trace de D (u) définie par

TrD (u) =Y dy (u).

Comme le corps élastique est considéré non isotherme son coefficient 1 est une fonction

de la température T’
= p(T).

La loi de comportement de [’élasticité linéaire d’un corps homogéne et non isotherme est
donc
o(u) =2u(T)D (u) + XTrD (u) 1. (1.5)

A partir de ces lois nous chercherons les équations aux dérivées partielles modélisant
I’évolution d’un corps homogéne élastique linéaire dans un domaine ouvert borné {2 de
R3 pendant un intervalle de temps [0, 7.

Cas non-isotherme

Considérons un corps homogeéne élastique, isotrope, et conducteur de la chaleur qui
occupe un domaine € de R?® pendant un intervalle de temps [0, T7.

Si le milieu est homogene, la densité au point x de §2 reste constante au cours du temps,

elle est donc de plus indépendante des variables d’espace. Ce que nous supposerons

p = py = constante.
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Il est méme possible de poser p = 1, ce qui est fait dans la suite, et revient simplement
a choisir I'unité de densité de la masse.

En utilisant la loi de comportement (1.6) 1’équation de mouvement (1.1) devient

C% = Div (2u(T)D (u) + ATrD (u) I) + f .

On a donc ,

2 — Div u(T)D (u)) + Adivu + f . (1.6)

dt?
Le terme o : D dans (1.2), parfois appelé fonction de dissipation, est défini par
0 : D(u) =2u(T)D (u) : D(u) = 2u(T)dZ; (u) .
On peut alors écrire I’équation (1.2) comme suit

d
d_(; =2u(T)D (u) : D(u) —divg + 7. (1.7)
On suppose que

- e I’énergie interne spécifique est donnée par la loi

de dT
-, = ’UT_7
dt Col >dt

ou C, désigne la chaleur spécifique a volume constant.

- Papport d’énergie par unité de masse r dépend de la température T :
r=r(T).
- le vecteur flux de chaleur ¢ par diffusion est donné par la loi de Fourier :
q=—KVT.

ou K est la conductivité thermique.

Dans ces conditions ’équation de 1’énergie (1.8) s’ecrit

C’U(T)% = 2u(T)D (u) : D(u) + div(KVT) + r(T). (1.8)

11



Finalement, les équations générales de probléme dynamique d’élasticité linéaire non iso-

therme sont données par le systéme :

CCZ;T;L = Div(2u(T)D (u) ) + Adivu + f,
- (1.9)
Cv(T)E =2u(T)D (u) : D(u) + div(K'VT) 4+ r(T).

Dans le cas stationnaire on obtient le systeme :

{ —Div (2u(T)D (u)) = Adivu + f,
—div(KVT) =2u(T)D (u) : D(u) + r(T).

Ensuite on suppose qu’il existe une force tangentielle sur une partie de la frontiére qui
sera notée par w, on dit que ’on a un contact avec frottement. On est amené & introduire
une loi de frottement qui relie cette composante tangentielle aux autres variables du
systéeme. Dans cette thése nous allons considérer la loi de frottement dite du type Tresca.
Lois de frottement du type Tresca. Cette loi de frottement présente un seuil de
frottement fixe k¢ lorsque le solide et la fondation sont en contact, la fondation exerce

sur le solide un effort tangentiel qui ne dépasse pas un certain seuil
lo2] <k sur wx]0,T].

Tant que la contrainte tangentielle n’a pas atteint le seuil, le milieu continu ne peut pas

se déplacer par rapport a l'obstacle et il y a blocage, ce qui se traduit par :

ous
ot

|ai|<k€:( ) =0 sur w x|0,T7Y.

T
Lorsque ce seuil est atteint le solide peut se déplacer tangentiellement par rapport a la
fondation et il ya alors glissement. La contrainte tangentielle s’oppose a la vitesse. Alors

on a

ous
ot

|o2] < k® = il’existe A > 0 tel que o2 = —A ( ) sur w x ]0,T][.

En conclusion, les conditions aux limites de type frottement de Tresca s’écrivent alors

12



comme suit :

[ 02| < e,
e . ou®
Si|o7| < k¢ alors ( 5 ) =0, swr wx]0,T[,  (1.10)
Si |o¢| < k¢ alors ¢ = —\ <8§i > avec A > 0.
\ T

Remarque 1.1 Quand k° = 0, on obtient 0 = 0 sur w x |0,T[. Il s’agit du cas sans

frottement.

1.2 Espaces fonctionnels

Nous commencons par un rappel d’analyse fonctionnelle concernant ’espace des
distributions, les espaces LP(€) et les notions principales de la convergence faible. Ensuite,
nous présentons également les espaces de Sobolev, de type L? (0,7; X), et les principales
propriétés notamment les théorémes de trace. Nous finissons en donnant quelques lemmes
du type Gronwall, qui seront de plus utiles notamment dans la démonstration d’unicité

des solutions faibles ainsi que les majorations et d’estimations d’erreurs.

1.2.1 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Nous allons introduire dans ce paragraphe un résumé de ’analyse fonctionnelle,
et quelques résultats qui interviennent dans I’étude des problémes de ctte thése. De
nombreux ouvrages parcourent ce sujet, nous renvoyons le lecteur soucieux pour plus de
détails & : par exemple [[1], [13]].

Soit Q un ouvert de R%. On désigne par C5°(Q2) (ou D(€2)) I'espace des fonctions de
classe C*° a support compact dans 2.

On munit C§°(Q2) de la «pseudo-topologie», c’est-a~-dire qu’on définit une notion de
convergence dans C§°(€2).

L’espace des distributions D'(Q) est le «dual» de D(f), c’est-a-dire I'espace de
formes linéaires continues sur D(£2). On note (T, ¢) = T'(¢) le produit de dualité entre

une distribution 7 € D'(Q2) et une fonction ¢ € D(Q) : ce produit de dualité généralise

I'intégrale usuelle T¢ dx. En effet, on vérifie que si f est une fonction localement
Q

13



intégrable dans €2, alors on peut définir une distribution 7y par

Ty, 6) = /Q 1o de.

On peut aussi munir D'(Q) d’une notion de convergence : on dit qu'une suite T, € D'(Q)
converge au sens des distributions vers 7' € D'(Q) si, pour tout ¢ € D(Q),

lim (T,6,) = (T, ).

n—-+4oo

Définissons maintenant la dérivation au sens des distributions : si 7 € D'(Q), la

T )
€ D (Q) est définie par :

)

dérivée

oT 86

Pour 1 < p < oo, on note LP(2) lespace défni par

LP(Q) = ¢ u: Q — R mesurable; /]u(x)]p dr < ooy,

Q

muni de la norme .
p
full ey = | [ fute)lde |

Q

et pour p = 0o, on note

L>(Q) = {u : Q — R mesurable; supess |u(z)| < —l—oo} ,

e

muni de la norme

[l oo () = sup ess [u(z)| ,
e

ousupess|u(z)| =inf{M >0 / J|u(z)|<M pp.}.
e

1 1
Pour tout 1 < p < oo on notera g 'exposant conjugué de p défini par — + — = 1
p q

1
avec la convention — = 0. Pour tout u € LP(Q) et v € L), on a uv € L'(Q) et
00
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vl i) < llull oy - 10]l o) ( Vinégalité de Holder ).
Théoréme 1.2 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue). Soit (u,,)
une suite de fonctions de L*(2). On suppose que

1. up(z) — u(z) p.p. sur €,

2. il existe une fonction v € L'(Q) telle que pour chaque n, |u,(z)| < v(z) p.p. sur Q.

Alors w € LY(Q) et |lun — ul| 1) — 0. (pour plus de détails renvoyons a [13]).

Remarque 1.3 I résulte de l'inégalité de Holder que si (u,) est une suite telle que
u, — u dans LP(Q), et (v,) une suite telle que v, — v dans L%(S)). on obtient que
la suite (unv,) C L'(Q) converge vers uv dans L' (), ce qui implique lim [, u,v,
dr = [,uv dz. T

Le résultat suivant, qui est presque 'inverse du théoréme de convergence dominée de
Lebesgue, il est d’une certaine importance dans 1’étude des équations non linéaires, il
établit une certaine relation entre la convergence dans le sens de la norme de L'(2) et la

convergence presque partout sur €.

Théoréme 1.4 Soit (u,), une suite de fonctions intégrables telle que u, — u dans
L' (Q) . Alors, il existe une sous suite (un, ), et v e L' (Q) telle que
U, — v p.p dans Q et |up| < v p.p dans Q.

Convergence faible

Définition 1.5 Soit E un espace de Banach. Une suite (u,) C E converge faiblement

dans E vers un élément u € E, et on note u, — u, st
(fiun) — (fyu), Vf € E', ou E' est le dual de E.

Théoréme 1.6 (de Eberlein et Smulyan). Soit E un espace de Banach réflexif, et soit
() une suite bornée dans E. Alors il existe une sous suite (x,, ) qui converge faiblement
dans E.

Proposition 1.7 Soit E un espace de Banach, et une suite (u,) C E. Alors :
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1. u, — u implique u, — u.

2. Si E est unez espace de dimension finie, alors la convergence faible et la convergence

forte sont équivalentes.
3. Siu, — u, alors (uy,) est bornée et liminf |lu,| > |Ju| .
4. Stu, = u dans E et f, — f dans E, alors il suit que (fn,un) — (f,u) .

5. Stu, — u dans E et f, = f dans E', alors il suit que {(fn,un) — (f,u).

Définition 1.8 Soit E un espace de Banach, une suite (f,) C E' converge faiblement

¢toile vers un élément f € E', et on note f, —* f, si

(fu,u) = (f,u) ,Yu € E.

Théoréme 1.9 (d’Aloaglu). Soit E un espace de Banach separable, et soit (f,) une
suite bornée dans E' le dual de E. Alors il existe une sous-suite (f,,) qui converge fai-

blement dans E'.

Proposition 1.10 Soit E un espace de Banach, et soit (f,) une suite dans E' le dual
d’espace E.

1. f, — [ dans E' implique f, —* f.

2. 8i fo—"f, alors (f,) est bornée et h??iiol.}f Nl = 1A

3. St u, — udans E et f, =* f dans E', alors il suit que (f,,u,) — (f,u).
4. fn— f dans E' implique f, —=* f.
5

. Si E est refléxif, alors f, —* [ est équivlente ¢ f, — f dans E'.
Convergence faible dans les espaces de Hilbert.

Théoréme 1.11 (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet). Soit H un es-
pace de Hilbert réel et (.,.); un produit scalaire de H. Pour tout p € H', il existe f € H

unique tel que

<%U>H/XH = (f7 U)H Vve H et ||$0||H' = ||f||H
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Nous dirons qu’une suite (f,)nen dans H converge faiblement vers f € H si pour tout
v € H, les produits scalaires (f,,v) convergent vers (f,v) dans R. Nous noterons cette
convergence par le symbole — pour la distinguer de la convergence forte (c’est-a-dire pour
la norme hilbertienne) :

fum J = dm |f, - fl =0,

fo—f <= YveH, JL%(fn,v) =(f,v).
Proposition 1.12 1. Une suite dans H qui converge fortement vers f € H converge

aussi faiblement vers f.

2. La propriété « toute suite dans H qui converge faiblement vers f € H converge

fortement vers f » est vraie si et seulement si la dimension de H est finie.
3. Toute suite faiblement convergente est bornée.

4. Si E et F sont des espaces de Hilbert réels, et siu € L(E,F), alors l’image par u
de toute suite dans E faiblement convergente vers un élément x € E est faiblement

convergente dans F vers u(x).

Le résultat crucial suivant est une conséquence du théoréme de Riesz-Fréchet et du

théoréme 1.8 de Banach-Alaoglu.

Théoréme 1.13 (Théoréme de compacité faible de la boule unité fermée des
espaces de Hilbert). Si H est un espace de Hilbert, alors toute suite bornée dans H

admet une sous-suite faiblement convergente.

1.2.2 Rappels sur les espaces de Sobolev

Nous définissons les espaces de Sobolev qui sont les espaces de fonctions permet-
tant de résoudre les formulations variationnelles d’équations aux dérivées partielles. Leur
compréhension est donc une étape nécessaire avant d’aborder les équations en question.
Nous reprenons dans cette sous section certains énoncés de O. Kavian et de H. Brezis
[13] sur le sujet, pour une présentation plus compléte des espaces de Sobolev, on pourra
consulter 'ouvrage de R.A. Adams [1]. Par la suite, Q2 est un ouvert borné régulier de
R<. Pour p = 2, L?(2) est I'espace des fonctions mesurables de carré sommable dans €.
Muni du produit scalaire

(1, 0) gy = / u(e)v (z) d,

Q
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L?(2) est un espace de Hilbert. On note
1
2

Jull iy = | [ futo)l?da

Q
la norme correspondante.
Définition 1.14  Soit Q un ouvert de R?. L’espace de sobolev H*(Q) est défini par

HY(Q) = {u € L*(Q) tel que Vi € {1, ...,d} gg € L2(Q)} ,

ol

est la dérivée partielle de u au sens des distributions (1.11)
i

Proposition 1.15 L’espace de sobolev H'(S)) est muni du produit scalaire

(U V) 1) = /Q(u(:v)v(x) + Vu(x).Vu(z)) dx (1.12)

et de la norme

lull 1) = (/Q(|u(:c)\2 + [Vu(@)[) dx)%

lespace de Soboleve H'(Y) est un espace de Hilbert [13].
Voici I'inégalité trés utile portant sur les normes de Sobolev.

Proposition 1.16 (Inégalité de Poincaré). Soit Q un ouvert de borné de R?, Alors

il existe une constante C' telle que pour toute fonction u € H} (),
HUHL2(Q) <C ”VU||L2(Q)-

En particulier, ||Vul| j2q est une norme équivalente a celle de Hy(2) (Hg(Q) désigne le

sous espace vectoriel des fonctions de H'(Q) nulles sur T).

Traces des fonctions #'(Q)

On peut mentionner le résultat suivant sur les traces des fonctions H* ().
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Théoréme 1.17 Soit Q un ouvert régulier de R%. Alors il existe un opérateur linéaire
continu vy : HY(Q)) — L?(0N), appelé opérateur trace, tel que
v HY(Q) — L2(99Q) est compact.

On définit Uespace vectoriel Hz (9) comme suit :
H2(09) = {y(u); ue H'(Q)}
que l’on munit de la norme

1100 = inf {lull i 2(w)=f}.
Les premiéres propriétés les plus remarquables et utiles sont les suivantes :
1. Siue HYQ), alors v : HY(Q) — Hz(8Q) est linéaire surjectif et
(@)1 00 < Cllull g Yu e H'(Q).

2. Comme ) est réqulier, toute fonction uw € H %(89) est la trace d’une fonction

i € HY(Q), i.e. Ujpa = u, ot G est un owvert de R contenant Q.

Sur les questions concernant les espaces traces, voir par exemple J.L. Lions et E.
Magenes [35].
Le théoréme de trace permet de généraliser aux fonctions de H'(Q) la formule de

Green établie pour des fonctions de classe C*.

Théoréme 1.18 (Formule de Green). Soit Q) un ouvert borné régulier de classe C*.

Siu et v sont des fonctions de H'(Q), elles vérifient

/Q u(m)g;dx _— /Q v(x)g;dx + /8 u(zu(@)i(@)dz,

ot v = (Vi)1<;<q €St la normale unité extérieure a OS).

Formule de Green pour I’élasticité
On munit Pespace produit H! (Q)d du produit scalaire canonique et de la norme

associée respectivement (.,.); o et [.|[; o qui sont définis par :

(u,v), 9 = /uivi dx + /Ui,jvi,j dz, (1.13)
Q Q
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||v||§’Q:/Q|U|2 dm—i—/ﬂ|VU|2dx.

Et la norme de L*(Q)¢ sera notée ||. [, q-

Nous rappelons que Papplication de trace v : H! (Q)* — L2 (I')? est lin¢aire continue,
mais n’est pas surjective. L’image de H' (Q)d par cette application est notée par Hr,
ce sous espace s’injecte continfiment dans L2 (F)d. Pour o assez régulier nous avons la

formule de Green :

/Qa e (u) dx—i—/ﬂ Div (o) u dx = /au.v ' Yve HY(Q)". (1.14)

Un résultat essentiel pour les applications du prochain chapitre est l'inégalité sui-

vante :

Théoréme 1.19 ( Inégalité de Korn ). Soit Q un domaine régulier borné de R? de
classe C*. Il existe une constante C > 0 ne dépendant que de S telle que, pour toute
fonction v e H (), on a :

/vivi dx +/ Eij (v) Eij (v)dx > C ”UHfQ
Q Q

Dualité

Rappelons que le dual V' d’un espace de Hilbert V' est ’ensemble des formes linéaires
continues sur V. Par application du Théoréeme 1.10 de représentation de Riesz, le dual
de L?(2) est identifi¢ & L*(Q) lui-méme. On peut aussi définir le dual d'un espace de

Sobolev. En 'occurrence le dual de Hj(2) joue un role particulier dans la suite.

Définition 1.20 Le dual de [’espace de Soblev H(SY) est appelé H1(2). On note
(L, ¢>H—1,H3(Q) = L(¢) le produit de dualité entre Hj(2) et son dual pour tout forme
linéaire continue L € H™1(Q) et toute fonction ¢ € H(Q).

Proposition 1.21 (propriétés des espaces H~ (1))

1. L’espace H7Y(Q)) est caractérisé par

H(Q) = {f:uﬁzav’

8.75; avec Vg, V1, ..., Vg € LQ(Q)} :
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2. HY(Q) est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme :

||L||H*1(Q): sup <La¢>H*1,Hé(Q)'

Remarque 1.22 H1(Q) est un espace de Hilbert pour la norme (1.9).

Remarque 1.23 Pour tout Q) un ouwvert de R%, on a
HY(Q) C LX(Q) = (L*(Q) ¢ HY(Q).

Les espaces 17 (0,T; X)

Soit T' > 0 et soit (X, ||.|| ) un espace de Banach réel. On définit les espaces suivants :

C(0,7;X)={u:[0,7] — X continue},

T
LP(O,T;X):{u:[O,T]%Xmesurable;/ Hu(t)Hth<oo},1§p<oo,
0

T D
Huumom:(/o lu ()1, dt) |

L>(0,7;X) ={u:[0,T7] — X mesurable; 3C >0 ||u(t)||y < C p.p.t},

muni de la norme

-

et

muni de la norme
||u||Loo(0,T;X) =inf{C>0; [u(t)|y <C pp.t}.

Remarque 1.24 Pour tout 1 < p < oo, LP(0,T;X) est un espace de Banach et
C(0,T; X) est dense dans LP(0,T;X). Si1 < p < oo et si X est réflexif, alors LP(0,T; X)
est réflexif (cf. H. Brezis [13] ).

Par ailleurs, on a les résultats suivants.

Proposition 1.25 1. Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.)y
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alors LP(0,T; X) est aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(0 0) ooy = / (w(t), v (t)y dt.

2. L"(0,T; X) C L0, T; X), avec injection continue, 1 < ¢ <r < 0.

3. 89 X un espace de Hilbert, alors

1 1
LP(0,T;X) = LU0, T;X), st 1 < p,qg < oo,—+— =1,
p g

LY0,T; X) = L™(0,T; X),

ot LP(0,T; X) représente le dual de l’espace LP(0,T; X), 1 < p < oc.

Théoréme 1.26 Soit (X, (.,.)y) un espace de Hilbert et soitu : [0,T] — X une fonction

9u ¢ [P(0,T; X), 1< p< oo.

telles que u, 7

Alors :

1
1. la fonction t — 3 u (t)||% est une fonction absolument continue sur Uintervalle
0,77,

2 Solu )l = (2 (0).u®) pot 0T,

1 t
3. 3 Hu(t)Hi =3 |l (O)H§( +/0 (% (s),u (s))X ds pour tout t € [0,T].

1.2.3 Lemmes de type Gronwall

Nous passons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de
nombreux problémes de majoration et d’estimation d’erreur, en particulier pour établir

I'unicité de la solution.

Lemme 1.27 Soient m et n € C ([0,T];R) telles que m(t) > 0, n(t) > 0 pour tout
t€10,T[, a >0 une constante, ¢ € C (0,T;R)

1. Si
gb(t)ScH—/Om(s)d8+/0n(s)<b(s)ds vVt € (0,77,
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Alors

b (1) < (a—l—/otm(s)ds) exp (/Otn(s)ds) vt e [0,7],

o (t) §m(t)—|—a/0¢(s)ds vVt € 0,17,

/0 "6(s)ds < exp (aT) /O m (s) ds

Dans le cas particulier m = 0, la partie de (1) de ce lemme devient :

2. S

Alors

Corollaire 1.28 Soit n € C ([0, T];R) telle que, n (t) > 0 pour tout t € |0,T[ , et soit
a>0.8 ¢e€C(0,T;R) est une fonction telle que

¢(t)§a+/0n(s)¢(s)ds vVt € [0,77,

Alors .
¢ (t) < aexp (/0 n(s)ds ) vVt e [0,7].

le corollaire 1.27 est souvent utilisé pour montrer 'unicité de la solution, de la fa-
¢on suivante. En supposant qu’il existe deux solutions, en notant par ¢ la norme de la

différence entre ces solutions, on essaie ensuite de majorer ¢ sous la forme

¢<t>§/0tn<s>¢<s>ds vt e 0,7],

avec une certaine fonction n > 0. L’application du corollaire donne immédiatement la

nullité de ¢.

Lemme 1.29 Soient m et n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0, n(t) > 0 pour tout
t €10, T[, a > 0 une constante. Soit également ¢ : [0, T] — R wune fonction telle que

~¢? (s) < a+/m dt+/s (t)#* (t)dt Vs €[0,T],

¢ (s)] < (a+/osm(t)dt> exp </Osn(t)dt) Vs e [0,T].
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Dans le cas particulier n = 0 le lemmel.28 devient :

Corollaire 1.30 Soit m € C ([0,T];R) telle que m (t) > 0 pour tout t € |0,T[, a > 0

une constante. Soit également ¢ : [0,T] — R wune fonction telle que

?ﬂ@g%ﬁ+£mﬁM@MtwemjL
Alors

¢ (s)] < <a+/0$m(t)dt> Vs € [0,7].

1.3 Les opérateurs monotones

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur R mis en dualité par une forme bilinéaire
(fiu), fEF, uek

Définition 1.31 Soit A un opérateur de E dans F. On dit que A est monotone si

(Ar — Ay, x —y) >0, Vz, y € E. (1.15)

On dit que A est fortement monotone si
(Ar — Ay, x—y) >0, Vx, y € E tel que x # y (1.16)

Il suffit en général d’imposer en plus de la monotonie une condition de continuité tres

faible pour avoir des résultats satisfaisants.

Définition 1.32 Soit E un espace de Banach et E' son dual. On dit qu’une application

A de E dans E' est hémicontinue si pour tout x, y € E, application
tel0, 1] — (A(x+ty), y) (1.17)

est continue.
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Chapitre 2

Comportement asymptotique d’un
fluide non-newtonien avec des
conditions de Fourier et de Tresca

sur le bord

Résumé . Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude de 'analyse asymptotique d’un

fluide de Bingham stationnaire isotherme incompressible, notre opérateur sera perturbé
par un terme u.Vu, dans un domaine borné a trois dimensions avec des conditions aux
limites de Fourier et de Tresca.

Contenu

1.1 Position du probléme;

1.2 Formulation variationnelle du probléme ;

1.3 Changement d’échelle et Formulation variationnelle ;

1.3.1 Lemmes utiles
1.3.2 Estimation a priori

1.4 Résultat de convergence et probléme limite.
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2.1 Position du probléme

Nous considérons un écoulement incompressible isotherme d’un fluide de Bingham
perturbé par un terme u.Vu en régime stationniare dans un domaine mince Q¢ de R3,
ol ¢ est un réel positif appartenant a |0, 1[ et qui tend vers zéro. La frontiere de Q° sera
notée I'* =w U fi U fEL, avec :

e ' est la frontiére supérieure d’équation x3 = eh (z1, x2) ,

o ['S est la frontiere latérale,

e w est un domaine borné de R? d’équation x5 = 0 qui constitue la frontiére inférieure
du domaine 2°.

On note 7' = (x1,13) € R? et x = (2/,23) € R3. Le domaine
Q° = {(a/,25) €eR’: (¢/,0) €w, 0 <3 <ch(a)}
ol h est une fonction de classe C'! définie sur w telle que :

0<hye <h(z)<h*, V(,0) €w.

Pour les forces extérieures f© données, nous supposons que les équations qui gouvernent
I’écoulement isotherme stationnaire du fluide de Bingham sont :

La loi de conservation de la quantité de mouvement :
—dive® +ut.Vu® = f°©

avec
dij(u®)
|D(uf)|

05 = 2udi;(u’) + o — p0i

le tenseur des contraintes et

1 [Ous  Ou
() = = v A 1<7.7<3.
dl](“) 2 (axj + 8$1)7 —7’7j —3

le tenseur des taux de déformations.

u® est la vitesse de fluide, p est sa viscosité et p° sa pression.
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Nous supposons aussi que le fluide est incomprissible
div(u®) = 0 dans  €F
Le frottement sur w est modélisé par la loi de Tresca

07| <k®f=u7=0
T T
|o%| = k* = 3\ > 0 tel que uf = —fo%

ou |.| désigne la norme euclidienne de R?, k¢ est le seuil de frottement.

La vitesse sur le bord est donnée par :
ut =0 sur I'7;

uvn=0 swrlfUw
o7 (uf) +1*u* =0 surlj

ou n = (ny,n9,n3) le vecteur normal unitaire extérieur a I'°.
La normale unitaire extérieure a w est le vecteur (0,0, —1).
On définit les composantes normales et tangentielles de la vitesse et du tenseur des

contraintes par

u;, = ut.n=u;n;

up = U — ULy

o, = (0°n).n=ojn.n;
o7, = 05Ny — 0,

Le probléme complet consiste donc & trouver un champ de vitesse u® vérifiant les

équations et les conditions aux limites suivantes :
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—divo® +u*.Vu® = f*©

E—NE_ EN..
045 = 04j P03

6% = 2uD(w) + " pid, st D(uf) #0

|0°] < af si D(u®) #0

div(u®) =0

05| < k* = u% =10

05| = k® = 3\ > 0 tel que uf = —fo%

\

Lemme 2.1

upon + k% lup| =0 SUT W.

Preuve : On suppose que u5.0% + k¢ |ug| = 0.
e Si |05| = k° alors
uzor = —lo7|[uz|
d’ou l'existence d'un 8 > 0 tel que v = —fo7.

e Si |0%| < k° alors

dans )¢

dans )¢

dans )¢

sur ']

€
sur I'7

sur w

sur w

weoh 4+ kUS| > 0
upor +E Juz| = —|o%||uz| + K Juf
> |ugp| (k° = [o%])

et comme k¢ — |o5:| > 0 alors uf = 0.
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Réciproquement, on suppose que u° vérifie la condition aux limites de Tresca

> Si 05| < k° alors uf, =0

upos + k° |Jug| = 0.

> Si |05 = k° alors il existe 5 > 0 tel que u5, = — 05
D’ou

upor + K |ug| = =B ozl + floz|* = 0.

2.2 Formulation variationnelle du probléme

Pour 'ouvert €2° on définit ’ensemble et les espaces suivants :

Ve = {UE (HI(QE))gzvzosur I's: v.n:()surwulf},

Vie ={v e Ve:dive =0},

I2(F) = qeLZ(QE):/quzo |
Qe

On note :

a(uf, 0) = 2u /Q iy (uF)dsy (),

(, div (¢)) = / p* div (i) da,

€

ous
b(ue,sf)):/ﬂ f L ,dr,

us
I3 l@xi

(fav(p) = ffg&zd.flj‘7
Qe

7 @)= [ Kloldr + o [ Do) da
w Qe
Proposition 2.2 Soient u®, p° des solutions du probléme (Pby), alors elles verifient le
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probléme variationnel suivant :
(
Trouver u® € Vi, et p° € LE () telle que

(Pha) { ol =) = (7, div (0)) 1 [0 (=) dr o b= ) () = ) 2

I

\ (fe’go_us)’ VSD € VE)

Preuve : FEn multipliant ’équation (1) par (¢ —uf) o ¢ € V¢, et en utilisant la formule

de Green, on obtient :

0 ) 04 Vd 2.1
| it —uiddr+ [ w5 e, — uiyaa (2.1)

/ 0% my(pn—u)ds = | f(pi— ul)de
1> QE

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient
dij(u”)dij (@) < [D(u)] [D(g)| (2.2)

D’apres Les conditions aux limites et 1'inégalité (2.2) on obtient

0 = 07) = (07, div () + [0 (= ) dr o+ blu 0 — )+

Iy

37 () =57 (w) = (f 9 — ).

2.2.1 Lemmes utiles

On rappelle les lemmes suivants dont on aura besoin :

Lemme 2.3 2.1 (Inégalité de Poincaré) [25]

2

L (2.3)

81’3

luf|? do < 2¢h* |u5|2d7'+2(5h*)2/

Qe rs Qe
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Lemme 2.4 (Inégalité de Korn) [23]

IV ey < 2 / D) de + (%) [ P dr.

I
avec C'(I']) =2 ||D2h€||c@) <1 + ||D1h€||?7(w)> :

Théoréme 2.5 Soit u® la solution du probléme variationnel (Pby) alors

l&
a(ua,u5)+§/|u£|2 dT+/kJE\ua\d1"+aa |D(u®)|dx <
w Qe
Iy

o . 8e2h*?  eh*
BN g + [

112
17

Preuve : On choisit ¢ = 0 comme fonction test dans (Pbs), on obtient

a(u®,u®) + ls/ [uf|* dr + b(uf, uf) + / k|uflde’ + o | |D(u®)|dx < (fF,uf)
w Qe
1—‘8

comme
(f5u) < ||f8||L2(Q€) ||u8||L2(Q€)

d’apres (2.3)

N|=

(f5u) <N Follpaqey | V2eh* </F jue[? d7'> +V2eh* V&[] 12 ey
1

on a
* g g 8 15 /1/ g
VB ey 19 ey = VR ey o 19

on applique l'inégalité de Young

8 82 h*Q

2 H 2
V2eh* 1/ 200y VU 2 (0e) < 1512 0e) + 16 IVuf]| 72 ey
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De méme

1
£ g ’ 1 € la g
V 2eh* ||f ||L2(Qs) (/I:E |u ’2 dT) = vV 2eh* l_€ ||f ”Lz(Qe) \/ T (/FE |u |2 dT)(QlO)
1 1

eh* 2 I 9
e AR

en utilisant (2.9)-(2.10) on obtient

8€2h*2 €h*:| 2 [¢ 2
+ = | 1 r2e) + 5 | w7 dr
ls L2(Qe) 2 rs

D’autre part
€
b(u®,u®) = / u?%u?dx
Qe ! 8.731 J

ous 0
2u€ J

o2
ja_xi = o, (uj)

on a

en utilisant la formule de Green, il vient que

2 Ou;

b(us,uf) = 5 /6 (u§)2uf.nid7 - /6 (uj) 3. 0%

et comme u® € Vj, on obtient

b(ut,u®) =0
en substituant (2.11)-(2.12) dans (2.6) on obtient (2.5). =

Théoréme 2.6 Supposons que €l* = 1 et

alors

384%2h*?  A8eh*
+

112
HVU ||L2(QE) S ILL2 IU/ZE

2
112 e
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(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)



Preuve : : En utilisant 'inégalité de Korn il vient

4
[Vl < Jalu,u) +40(TY) | |ufdr

d’apres (2.5) on a

1 32¢2h*? 4eh*

v o 22 5 < - v ‘ 22 5 c 22 5

Vel < IV + | 2o+ 25 | 1 +
LuCT9) (o e 2 64C(TT) 5,40 , 8CTD) ] pey2
§l—€1|fvu 7200y + M—l51€2h2+<?);€h £ 2 00

et sous I'hypothese (2.13) on déduit (2.14). =

2.2.2 Changement d’échelle et formulation variationnelle

Afin d’obtenir des estimations sur u° et p° dans un domaine fixe {2 qui ne dépend pas
. . . T3
de €, on introduit le changement de variables z = —.
€
ou
Q={(2',2) eR’: (2/,0) €ew, 0< 2z < h(z)}

On note I' = WU T, UT sa frontiere. Nous définissons maintenant sur §2 des nouvelles

inconnues
(2, 2) = uS (2, x3) pouri=1,2;

I3
1
s(2',2) = e g (2, x3).

U
pr(al, 2) = e*p* (2, x3)
Supposons ce qui suit :

k= ek*, f(f, 2) = e f (2!, x3), et 1= elf, a=c¢ca’
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Soit

V={pe (Hl(Q))S :p=0surl'y; on=0sur wUI},
Vaiw ={p € V : div(p) = 0},
(V) ={¢" = (¢1, 93) € (Hl (Q))2 cpt=0sur 'y},
V. = {¢" = (¢}, ¢3) € (L2 ()" % €L?(Q) i=12¢et " =0sur Iy }
Z (V) ={¢* € II(V) : p* vérifie la condition (D)}

ot la condition (D') est donnée par
06 a0
L L d ld 0 e}
/QE (Qplﬁml +¢28x2> a'dz V0 € Cg° (w)

En multipliant par ¢ la formulation variationnelle du probléme (Pby) en injectant les

nouvelles données et inconnues, nous déduisons que (4¢, p°) satisfait le probléme suivant
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s 0us o .
o g ) ~0ub| 5 (6 @)da'd 2.1
.<2/ |::UJ5 (afL‘] + alﬁ) zyp:| al‘j (le Uz) T az-+ ( 5)
=“Q

U d -
2 3 e _nE /
/ (2,u6 5, P ) —82(¢3 u5)dz'dz+
Q

015
/52 O, (gb — 15 dx'dz+z;/ 8u3 ¢y — U5)dx'dz+
T

<20
2

Aaaaf / aaaa g ~e /
2/5%3 5 (¢; — 5)dx: dz+/ s 823 (¢p3 — u5)dx'dz+
=t a Q

[Tt ) (e hia) i h<x’>>) VT VP +
[ ) (e’ ) = i b)) VT VRGP +
(e - |ff|) i +a | \D@\ = [ D(@)| do'dz >

/ fi(, — @)da'dz + / efs(pg — 05)da'dz, N e V;

|1 o [ Ov;  Ovj 21 ov; 5 0U3 2 5 [ Ovs 2|?
D)l = [Z Z c (8:Bj +8xi) +2; 0z e Ox; e 0z wev

1<i,j<2

Maintenant on va déduire des estimations sur la pression et la vitesse qui nous permet-

tront de passer a la limite.

35



2.2.3 Estimation a priori

Théoréme 2.7 Etant donné f° € (L* (%))*, k7 € L™ (w) et supposons que C(FE)

alors il existe des constantes ¢; > 0, 1 =1,...5 ne dépendant pas de ¢ telles que :

1
Sﬁ;

2 2 2

as i 2. [ ||oas s
Z e Ui 5ﬂ +Z H + |25 <ec. (2.16)
1<i,j<2 Oz, L2(Q) 9z L2(Q) =1 0z L2(Q Oz; L2(Q)
US| 720y < € pouri=1,2 2.17
1 11L2(Q)
leds| Loy < 3 (2.18)
a/\s
’ b <e¢4 pouri=1,2 (2.19)
0|l g-1(0)
a/\E
- < ecs (2.20)
0
“ a1 @

Preuve : En passant au domaine fixe 2 dans le membre de droite de (2.14) et en

112
utilisant le fait que &3 ||fs||i2(95) - HfHLQ(Q) on trouve :
384h*%  A8K* || 412
Vi |[720q) < { +—= 2.21
Vi T < | =+ | [ (221)
384h*2  A8K*] || 41|12
de (2.21) on déduit (2.16) avec ¢; = [ T T ——= } f
H pl L

> Pour montrer les estimations (2.17), (2.18) on utilise I'inégalité de Poincaré dans le

domaine ) :

2
do'dz i=1,2,3 (2.22)

NE
gu;

z

Q

/ 05 do < 2h* |a§|2d7’+2h*2/
Q 'y
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en utilisant (2.16) on obtient

2

Oue
2h*2/ il da'dz <ecs 1=1,2 (05 = 2h*201)
Q z
o |2
252h*2/ A\ ' de < cg (06 = 2h*201)
Q z

d’autre part

pour i = 1,2 |ftf|2 dr’ < maxy/1+ |Vh(x’)|2 |Uz§|2d7
ry e g
1
/ a5 )* dr’ < g—zrrllgxy/l—l—\Vh(m')]Z/ jug|” dr
ry v Iy

d’apres (2.5) et (2.16) on a

16R*2  2h* A2
/|u€|2dT§M—CA1—I—[ = —i—A}Hf ,
J s Lo I e
1

donc

/ WP dr <@, T, fo )
FE

1

en utilisant (2.22), (2.23), (2.24) et (2.25) on déduit

@ o) < 2 1=1,2

lets]l 2 < cs.

(2.23)

(2.24)

(2.25)

> On choisit ¢ = (4 + 1, 45, 05) dans (2.15) en utilisant Vinégalité de Cauchy-Schwartz
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on trouve
[ )i )T TR P <
7| [ e ey Vi SR
[ b VT VR :
< lmax /14 V() [ [t ) ¢1+v—h(x/)|zdx/} :
[ 1o b T ViR | :

r'ew

1
3
glAIr/lax\/l—FVh(x’)P /|7l1|2d7/ /|¢|2d7/
1 1

et comme

%
/|a1|2d7' <
1

d’apres la continuité de I'application de trace de H'(2) dans L?(T'1), il existe une constante

C" indépendante de ¢ telle que

/ WPdr | <O ol
1

d’oul
[T bl b )T TP’ < € ] e

avec

C" = C'C"Tmax /1 + Vh(z')|2.
' cw

en utilisant 'inégalité de Holder on obtient

oug
oy

191l 24

2(9)

.00 .
52/ Dy 'dz| < € ||U1||L4(Q)
Q
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Utilisons I'injection de Sobolev [v][ 4y < ¢ ||| 1(qy, on obtient

015
2 / 215 1
€ dz| < ce”||u
JE e gt | ., Wl
Q
de méme
05 ous
2 ~E 1 ! 211 1
e | a de'dz| < ce” ||u
[ gpyette| < il | g | e
Q
et
.05 . oug
et [ a5 vda'ds] < e il |G | Wl
J 12(%)
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz on trouve
op . [ ods U O
[ Grvaaz < WZ( o1, |5 )‘a_ ¥
J 1 =1 Jillrz(Q) Llr2(Q) JIL2(Q)
‘0@? i ous H
1
0z L2() Oy L2(Q) 0z L2(Q)
05
215 1
ce” ||u — +
5o || o [0
o5
215 1
ce” 5l gy || 5 191l o) +
@ || 923 | 120 )
05
+cz—:2||ﬁ3|| 1(Q - 10 2y +
HY() || 94 L@ H(Q)
C" ¥y + AVIQUTD W) 2 o) 191l 2y
et comme
D)l 20y < 191 1) (2.26)
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de (2.16), (2.17) et (2.18) on déduit

O

o 9y
ij

2
1Z)da7 dz < pcy
= 0z

i

+
L2(Q)

(200201+CC301+C"') [l 10y + VI Y] 1) +

8:1:1

L2(Q)

o) 191 i1 -

> De méme si on choisit ¢ = (a5 — v, 45, 45) on déduit

2
—wda:’dz < ue +
/ 01 Jz—; 12(@)

(2ceaer + cezer + C™) |9 g oy + VUM 111

9
a(L’j

o
0z

L2(Q) '

o Wl

d’ou on trouve (2.19) pour i = 1.
> On choisit ¢ = (4, 45 & 1), 45) on obtient (2.19) pour i = 2, et on choisit ¢ =
(4§, 45, 45 £ ) pour obtenir (2.20). m

2.3 Reésultats de convergence et probléme limite

Théoréme 2.8 Sous les mémes hypothéses du théoréme 2.7, il existe u; dansV,, 1= 1,2

tel que
u; —~ur (1 <i<2) faiblement dansV,, (2.27)
sgui —0 (1<4,j<2) faiblement dans L* (Q2), (2.28)
Lj
015 . :
3 — 0 faiblement dans L* (2), (2.29)
2
5, OUS : : 2
o 0 (1<i<2) faiblement dans L* (), (2.30)
4
ety — 0 faiblement dans L* (), (2.31)
p° — p* faiblement dans L* (Q), depend seulement de z'. (2.32)

Preuve. D’aprés (2.16), on obtient (2.27) et d’apres (2.16) et (2.27) on obtient (2.28).
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De (2.28), et du fait que div(a$) = 0 on obtient (2.29). De (2.16) et (2.18) on obtient
(2.30). De (2.19) et (2.20) on obtient (2.32). De (2.18) , div(us

?) = 0 et avec un choix

particulier du fonction de test on obtient (2.31).

Théoréme 2.9 Sous les mémes hypothéses du Théoréeme 2.7 u*, p* vérifient

“ * 3. x (] 0;&1 % /
Z/ 62 8 —ur)dr'dz /p (x") (axl + 915 dx'dz+ (2.33)

Q

[r) [él o) 5y ) T
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Preuve. De (2.15) on obtient

ou; 2 au; .,
et [ (Gt o) gttt i3, [ (G 5E) Ghans

1<i,j<2 ¢ i=1 5
+Z/u5 ( 8u3 (‘2@5) ngdx dz+/2u52%i§ %zgdx’dz—l-
Q
Z/l 2 Vas (o, h(x')\/1 + |Vhe(2!)|2da’+
/ 5245 (o h() )T VI @) e+

(2.34)

/k|u€|dx+a/|D )da'dz+ > / o1} fdxdz+2/ ugdm’dz—Ir

1<s ]<2 =1 Q

Z/gug

“iﬂ/ (au %)

1<4 ]<2

Q l<7,]<2
2
OUE ~ O1E ~
Z / e2is 8“; brda'dz + / etis 6“23 da'dz
=19 Q
2 A~
> [t nta T VR )P+

42

5 OUS ¢

/ 3 3 /

x'dz + 5 /Me ( 8 >8x]d dz+

/2 2005005 1 + Y / J¢dx'dz+§j/ ¢>da;dz+
92 02 3

i5dx dz—l—/a US%—u?’da:’dz < pe? Z /(ax ) gfld "dz+
j j



le terme

/Te%@(x', h(x")ag (', h(2')) /1 + |V he(2')[2dx’ > 0

donc on peut le négliger, puis on applique hm inf & gauche et la lim a droite de (2.34) et

e—0

d’apres les résultats de convergence du Theoreme 2.8 on obtient

2 A % 2
; / %%dm’der;l / wt (2, b)) ut (o, h(2')) da'+ (2.35)

w a \ i=
/ * () (%%—%) dz'd —I—/p* (2") a(bgdx’dz%—
0 2 0

—l—Z/ﬁ (qu - ul*) dx'dz

et comme

/ * (') ¢3dx dz-/ / 3dzdx —/p* (2') g (2, h(2)) da’

w

car (%3 ('rlu O) =0,ona &1”1 + (%277/2 + &3”3 =0 sur Iy, donc

N . . . oh Oh
¢3:n—3<¢1n1+¢2n2> =1+ |Vh(2')]? (¢1n1+¢2n2) 15— A %axz
d’ou .
* / a¢3 / _ g 8h 8h
[ @) Gt = [ @) (b0 + g ) a (230
Q w
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de (2.34)-(2.36) on déduit (2.33).

Remarque 2.10 Si ¢ vérifie la condition (D), Uinégalité (2.33) est réduite comme suit :

> / ( ) ’d+Zl [ @) (b0 ' ) =t (0 b)) o'+

(2.37)

2

2 N 2
1 O, 1 our\”
- 1 / _ - 7 ! >
22:((‘%) dr'dz / 2_21:((%) dr'dz >

%

—uf)dd'dz Vo€ Z (V

K)\
S
/N
;Q>
N—

Théoréme 2.11 Les fonctions limites u*, p* vérifient

p* (21,29, 2) = p* (21,25) dans Q, p* € H' (w), (2.38)
82 * ap R ,
822 =fi i1=1,2 dans L*(Q). (2.39)

et l’équation généralisée faible de Reynolds :

h? h, h, =\~ ~ .
/ <EVp* — s gt F) Vda' + /hu*gb.nda =0 VoeH (w)  (2.40)
7

w ow

s*(2') = *(:v’ 0), s () =u (@, h(z))

Faz) = / /fz vz, F) =1 [R5 de— 3P
0

De plus, les traces
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vérifient la condition aux limites de Tresca

I =k = 3IN>0:u" =5 +\r*
. p.p Surw
T < k= u*=s"

A~

Preuve : On choisit dans (2.15) ¢, = @ pour i = 1,2, ¢y = @5 £ ¢ avec ) € H (),

on obtient
2
6’u3 o / 20U 7 o
9 _
Z/ue ( axj Ep )8 dedz+ <u5 5 achaz:dz
Q Q

7=1
2 oS .
Z / zpd:c dz + / g4a§a—3¢dx’dz — / e fapda’dz,

Q

En utilisant les résultats de convergence (2.27)-(2.32) et (2.33) on déduit

/p*a—wdx’dz =0V € Hy (Q),
0z
Q
donc 5
p* . -1
5 0 dans H " (Q). (2.41)

> En choisissant ¢; = @S + ¢, pour i = 1,2, avec 1; € H () et ¢y = 45 dans (2.15) il

vient

6?:10Z oz,

1<i j<2 |:

2
uZ/( 8“3 ’dxdz+ 3 / Jw da'dz+
=1

1<q j<2

wdmdz—Z/flwdasdz

2

x [

=1
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En utilisantc—(2.33), et choisissant ¢, = 0 et 1, € H) (Q) puis 1, = 0 et ¥, € H} (),

on obtient

2 o, ou? a¢
_ * 78 gl dy + ’d "dz = fib,dx'd (2.42)
3 [oGaras s [GEGtwe = [ s

en utilisant la formule de Green on obtient

62 * ap

g+ o =f; i=1,2 dans H'(Q). (2.43)

Pour prouver que p* € H' (w), on a d’apres (2.41) p* ne dépend pas de z, on choisit dans
(2.42) [3] o, (z',2) = z (2 — h(2')) 0 (¢') avec § € H} (w), et en utilisant la formule de

Green on obtient

3 ]
5 [ — oy [ hitoas’ + [0t (o) + i 0 0’ = [ Fuva'

w w w

avec
h(z")

h(z")
/u 7 ) dz, fi= /z(z—h(x’))fi(x’,z)dz.
0 0

d’oll

h(a') [uf (2!, h(2')) + it (2, 0)] — 2hitt — 13O

o -1
G 8%—]2 i=1,2 dans H~ (w) (2.44)

comme f; € L (), uf € V. en particulier dans L2 (w), alors @* et f; sont dans L2 (w)
(ﬁeyanaheLw@».
Donc d’aprés (2.43) on déduit

op*

€ L? i =1,2,
o (w) pour ¢

2, %

%u; € L*(Q) alors (2.43) devient (2.39).
2

>Pour démontrer (2.40) en intégrant deux fois (2.39) de 0 & z, il vient :

d’oul on obtient (2.38). comme

2
pu* (', 2) = ps* (2') + %Vp* + pzt* — F (2, 2) (2.45)
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en remplagant z par h, on obtient

h2
pu* (2’ h(z')) = ps* (2') + ?Vp* + pht* — F (', h)

d’ou . B2
ht* = —F (2, h(2")) + s}, (2') — s* (2) — Q—Vp* (2.46)
7 u

intégrons (2.45) par rapport & z, dans I'intervalle (0, h(2")), on obtient

Bt (2, h ’))—h*(’)+h3V*+h2*—1/F(’ )d (2.47)
um,x—sxGup QTM 2, 2)dz .
0

on pose pour toute fonction ¢

~ 1
() = - /go(x',z)dz V' € w
0

d’autre part Vo € H'(w)

2

N o : du; | Oty /
/gbdlv(u yda'dz = 0—/gb(m) / E (axﬁ ag)dzdm
0 0

on a 4§(z’,0) = 0 sur 0N alors

/¢ (z") i ’ g:z)

w

dz' =0

en utilisant la formule de Green, on obtient

2 0 ~ 2 .
‘_E 1 /a—xz'al hd.fCl = '_E 1 /hﬁz ¢mda
=t =1 9w
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Comme 45 — u} dans V, par conséquence dans L? (w), par suite 4 — u} dans L? (w),

on déduit

/ ¢~*hd’ Z / hitp.nido Vo € HY(w) (2.48)

1= 18w
en utilisant (2.46) pour éliminer le terme contenant 7* de (2.47).

en multipliant (2.47) par V¢, puis on intégre sur w en utilisant (2.48) on obtient

—h? * h * (] h * IR ’ ~x
—MVp + 58 (z") + 55h F(2') | Vodz' = | hu*¢.ndo.

w ow

Théoréme 2.12 La solution (u*,p*) du probléme limite est unique.

Preuve : Soit (U, p'), (U?, p?) deux solutions de I'inéquation variationnelle (2.37) donc

2

by 5 ( a[f)dx/d”y/ UL () (8 () — U (e da+

(2.49)

1

N 2 2 2
0o, - 1 AU\

7 / _ - ! >
82) dx'dz a/ 2_21 < P > dr'dz >
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On prend ¢ = U? dans (2.49) et ¢ = U' dans (2.50) on obtient

2

Z/ ou} (8U2 83U;1> dr'dz + ZillA/ Ul (2, h(2)) (Ui2 (', h(z')) — UM (2, h(x/))) o

ZIQ

(2.51)

/%(|U2\—|U1})dx’+a/ (%22(88(]5 2); w'dz — @ (;21:( U1>2)1d9:’dz>

7

D

w
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En sommant les deux inéquations (2.51) et (2.52) on trouve

2 1 2 1 2 1 2
Z/@U <3U oU )dl’ dz—i—Z/aU (8U oU; > d'de—
— 0z

Z?/}Uf (!, h(a')) — UL (! h(2')) | da’ > 0
=1

d’ou )
a 2
Z / % — il de'dz <0
=1
En utilisant I'inégalité de Poincaré, on obtient :
2 1 _
vz =ui|,. =0, (2.53)

donc u* is unique.

¢ L’unicité de p* dans L3(w) N H'(w) découle & partir de (2.40), en effet nous avons

/ (hSVp ZUI(:C',O) - gUl(x’, h(z')) + ﬁ) Voda' + /h(’ﬁ&b.nda =0Vpe H ()

w Ow
2.54
h? h h =\ = : o
/ ( V' = SU',0) = SUP( (@) + F) Vda' + /hU%.nda =0Vp e H' (w)
w Ow
(2.55)

Retranchant (2.55) de (2.54) et en utilisant (2.53) il vient

3 A
/ % (Vp' — Vp?) Voda' =0,

w

En prenant g}b = p! — p? et d’aprés I'inégalité de Poincaré on obtient

Ip" _pQHLQ(w) = 0.
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Chapitre 3

Comportement asymptotique d’un
fluide non-newtonien
non-stationnaire avec des conditions

aux limites de Tresca

3.1 Introduction

On s’intéresse a des écoulements tridimentionnels non-stationnaire avec glissement
des fluides non-Newtoniens. On établira un théoréme d’existence et d’unicité de solution
faible du probléme, Un changement d’échelle permettra d’obtenir des estimations dans un
domaine ”fixe”. On passera a la limite par des techniques asymptotiques. Nous montrons
que la pression p* ne dépend pas de la variable z. Ensuite nous obtenons un probléme

limite et nous terminons par montrer 'unicité (u*, p*) de ce dérnier.

3.2 Position du probléme

Dans le domaine €2° du premier chapitre

Q= {($,7$3) eR’: (2',0) € w, 0 < x3 <ch (x’)}

o1



et sa frontiere
—_ & =3
Nous considérons un écoulement incompressible isotherme en régime dynamique d’un

fluide non-newtonien incompressible, nous supposons que ’écoulement est modélisé par

les équations suivantes :

du®
dt

(t) —dive® — f5(t) =0 dans Q° x |0, T'[ (3.1)

N e .
ot 0° = (04;)i<; j<zle tenseur des contraintes

1 /Ous Ous
e _ € p=2 3 (. € € B () — = i J
05 = 200 |D (uf ()" dij(u® () — p° (t) 635, dij(u®) 5 (_8mj + a@) . p> 2.

avec u®(z,t) est la vitesse du fluide et pf (x,t) sa pression.
L’équation d’incompressibilité
div(u®) =0 (3.2)

La vitesse sur le bord est donnée sauf sur w.

e Sur I'{ x ]0, T, nous considérons une condition de non glissement

e Sur I's x ]0,T7, la vitesse est connue

u® = gx avec g3 =0, x fonction de t > 0 seulement, (3.4)

e Sur w x |0, T, la vitesse est supposée inconnue et elle vérifie la condition suivante :
un =0 (3.5)

e Nous supposons aussi 'existence du frottement sur w, ce frottement est modélisé par

la loi non linéaire de type Tresca :

05| < k* = uy =5

sur w x 0,7 (3.6)
|05 = k* = 308 > 0 tel que u§ = s — fo5
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ou |.| désigne la norme euclidienne de R?, s la vitese de cisaillement, k° est le seuil de

frottement.
Les composantes normales et tangentielles de la vitesse u, et uf = (uf,)1<i<s € R? et du

tenseur des contraintes 0%, et 05 sont définies par :

e _ € -
u, = u".n = u;.n;

€ __ € 2 o,
Up, = U — Uy, Ny

et

o, = (0°.n) .n = om0,

£

€
”.nj — 0,1

—
o =0

Le probléme complet consiste donc & trouver un champ de vitesse u® et une pression p°

vérifiant la condtion initiale
u®(x,0) =0, VzeQ-. (3.7)

et les équations et les conditions aux limites suivantes :

( dut 0o,

L) - =L —fe(t)=0 dans Q° x ]0,7T
0= 5 - ) ans ¢ x 0,7,
div(u®) =0 dans Q° x |0, 77,
u* =0 sur '] x 0,7

(P¥){ W =9 sur I'; x |0, T
u*n =0 sur w x |0, T

13 < kE : 3] —

o7 tr=e sur w x |0, T
|o%| = k* = 35 > 0 tel que uf = s — fo5
u®(x,0) =0 dans Q°

\
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3.2.1 Probléme variationnel

Pour 'ouvert €2¢ on définit ’ensemble et les espaces fonctionnels suivants :

(whr (Qa))g = {U € (LP (Q9))* % € LP (§¥) pour i, j =1, ...,3}

L

I’espace de Sobolev muni de la norme

3 P
ov; |*
||UH1,p = § / |v;|” dx + E ! dx pour 1 < p < 0.

0x;
i=1 1<4,5<3 J

Qe

W,y (QF) désigne le sous espace vectoriel des fonctions de W (Q°) nulles sur I'°.

On note W19 (QF) son dual topologique, avec % + % =1.
Widtipe (2°) = {¢ € W' (@) 19 = 0 sur [ UT; }

Soit X un espace de Banach, on note ici

Lp

loc

(0, +00; X) = {v défine sur [0, +oo]| telle que v € LP (0,7; X) VT fini},

On note L{ (€2°) le sous espace vectoriel des fonctions de L9 (€2¢) & moyenne nulle :

L (QF) = UGLq<QE):/Ud$:O

Qe

Ensuite nous définissons les ensembles convexes fermés non vides de (WL (Q))?
Vs = {v e (whr (QE))3 cv=0sur['j; v=gsurI'; v.n =0 sur w} ,

Vi = {v € V5 div (v) = 0}.

La formulation variationnelle du probléme (3.1)-(3.7) s’écrit :
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£

( d
Trouver u® € LP (0,T; Vi54,) avec CZ

p° € L1(0,T; L (QF)) telles que

(Pby) du® . . .
(0.0 07) w0 — ) — (700, divlo e (0) + °6) ~ ()

(= (f5(), 0 —ui(t), VoeVg,

e L1 (0,7 (Wt ())%),

Et par suit, si ¢ € V4, on obtient le probléme variationnel en vitesse

d )
Trouver u® € LP (0,T; Vi5g,) avec CZ € L1 (O, T;(W—ta (Qe))3> telle que

(Pby) (dg (t).6 - ) +a(u (1), ¢ — (1)) + j(6) — 2 (us (1))

> (f5(1), 0 —ui(t), V@€ Vigys

avec

a(u®,¢) = 2pu . D (u (4))[" iy (u® ())diy(¢)d;

W divio— () = [ 05

F0.0) = [ fods
7@ = [Klo-sar

On définit 'opérateur non-linéaire A par :

!/

A (W ()" = [ ()]

u® — A(u®)
tel que
3.2.2 Reésultats d’existence et d’unicité

€

0
Théoréme 3.1 Supposons que f¢, 0]:5

€ L?(0;T; L? (), k* € L™ (w), tel que k* >0

presque partout sur w, et supposons que u®(0) = 0. Alors il existe une solution unique u°
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ous
ot

du probléme (Pby) avecu® € LP (0,T; V),
L2 (07 T? L2 (Qa)) °

€ L2(0,T5 L2 (@) et § (ID()|"® dy(u)) €
Preuve. voir [39]

3.3 Analyse asymptotique du probléme

Pour I’analyse asymptotique de notre probléme, on utilise le changement d’échelle

T
z ==,
&€

Donc le domaine ¢ se transforme en un domaine ) indépendant de ¢.
ou
Q={(,2) eR*: (2/,0) Ew, 0 <z <h(z)}

On note I' = wUT; UT, sa frontiére.

Nous définissons maintenant sur €2 des nouvelles inconnues

. (3.8)

(2, 2) = us(a',x3) pour i =1,2;
(2, z) = e tug(al, x3).

Pour les données du probléme (Pb°), on suppose qu’elles dépendent de ¢ de la maniére
suivante :

k= eP kS (3.9)
fa2) = (' ws);
g(@',2) =g (', 23)

avec l;‘, f , g ne dépendant pas de €.

3.3.1 Formulation varitionnelle du probléme dans ()

Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel sur ) :
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Vo={pe (W ()" : o= (o1, 02 93), ¢ =0sur Ty UTL; g =0 sur w},
Voaiv = {¢ € Vo : divp = 0}
N(Vy) = {p € (W (Q)*: = (1, 09), 0 =0 [T UTL i=1,2},
I (Vo) = {p € T(V) : ¢ verifie (D)},

Vo= (0= (o) € (7 (@) 52 e

€eLlP(Q) i=1,2etv=0surl}}

La condition (D’) est donnée par

Vv = (v1,v9) € L*(Q)? tel que : / (vl % + vg— % ) di'dz =0V0 € C5° (w)
Q 0y 0o

En utilisant (3.8)-(3.9) et en passant au domaine fixe 2 on montre que le probléme

variationnel (Pb;) est équivalent au probléme suivant

Trouver 4° € LP (0, T; Voawy) et p° € L7(0,T; LE (2)) tel que

~

(G (06, — ) + (G206, — a5(0)+
a<a5<t>;¢ju<f>>—< 7 (1).div (&~ ) O
S (le). s = (1) + <(fo(t). by — 35(1)). V D € Vo
\ @ (0) = 0.
(6) = [ k] s|as
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-2 aals 805 9 4 ~e /

2
N (e P2 an Zaﬁg d 4 _ nE 2 a9 _ nE /
Ty L R B R e ) L
T Q

2 A (~E p=2 aﬁ’g a
He /‘D(u) 0z 0z
Q

ou

N ~e 2 iE ~ 2
2 L1 ous  05\? 6u3 1 aug
1<4,5<2 =1

3.3.2 Estimation a priori
On introduit deux lemmes utiles pour la suite.

Lemme 3.2 [22] (Inégalité de Poincaré)
On rappelle que 0 < h(z) < h* Va2’ € w: On a linégalité suivante

ous
~NE * 3
HuiHLP(Q) <h N

i=1,2,3

Lr(Q)

Lemme 3.3 [22] (Inégalité de Korn)

Pour tout ¢ € Vi on a

||VS0HLP(96) <c HDSOHLP(QS)

ol ¢ est une constante qui ne dépend ni de € ni de .

Théoréme 3.4 Sous les hypothéses du théoréme 3.1, on a les estimations suivantes

)9 al (3) ds + 8u3 (s) ds+
1<ij<2 3% Lr(Q) N Lr(9)
) 0 (3.11)
2 e p ~nE p
>[5 225 ()| Jas<e
i=10 0z LP(Q) O Lr(Q)
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ous |7
e[ 2 (1) <
0t 2
a"s
' P (t)H <c¢ pouri=1,2
axi W—La(Q)
a/\s
Hiw < o
0z llw-r00)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Preuve : Comme j° n’est pas différentiable, on 'approche par une fonctionnelle diffé-

rentiable ; on choisira

1

T AT ¢ >0,

Je(v) = / K (2) (0, [2)da, avec 6 (|N]) =

w
On considére 1’équation :

( 8u‘z
ot

(t)a ¢) + a(uZ(t), ¢) + (JEI(UZ@L)), ¢) = (fg(ﬂa ¢)7 ¢ € %Ediv
ue(0) =0

Soit u® une solution du probleme (Pby) :

dus(t)
( dt

y ¢ —ui (1) +a(u (1), o —u(t) +5°(¢) — J7(w (1) =
(ff@), 0 —uw ), Vo € Vo

en choisissant ¢ = 0; on obtient

du®
dt

(—— (), u*(t)) + a(u(t), u (1) + 5= (u (1)) < (f°(1), w"(2))

donc
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En intégrant en temps pour s € [0, ¢] et en utilisant les inégalités de Korn et Poincaré on

obtient

wmmmw+M@/Wu\rm%</w€ )l ds

d’autre part on a

& £ 8 h* &
LFE O oy 10 ) oy < 1 IV )y + ——r 115
q (upCy)r
donc
wwmmmfwmy/Wu M s <
gTh* ‘(
Myﬂwu Wy d z/“ Mo d
glh*d ‘(
Wummm+myﬂWu\mm@< q/w ey ds  (3.16)
pCV p
on a
N ey = A
b 1a(@)
ell12 o R
1y = ¢ fm®
p p
'a“? g i=1,2,
5 2 ~g 2
[ |z2@ey = €@ )72

etonal<g<2<p

|14
e N oy = 7||S

L9(9)
2

A

IA
o

L2(9)
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en multipliant (3.16) par ! on déduit

t t
2 NGOl + 1Cy [ 1V )1 VALl
—& ||U u —q S S
2 @ TH VO (@) 4 q (upCy)» ) L2(Q)
d’ou
t
[ IV 9oy s <
0
et
e ||ﬁ€(t)||iz(9) <c
|

3.3.3 Estimation de la dérivée

ou;
<(t), on obtient

On dérive en t (3.15) on prend ¢ = T

82u§ dug

(8152 (t),ﬁ(t))+4pp_21/ (% (|D(u2)|¥ dij(u2)>)2dx'dx3+

€

N T /auC
o (Z (1), (1)) 2 0.

En intégrant en temps pour s € [0, ] il vient

1 2 [ (o o
;| mm+/(&()m(0“

8u§

. @uz
T (t)

5 (0)

2
L2y 2 '

on a

61



afs . Ou 8f5 s
/<8t() 0t<())d3 = H 5 )
J L2(Q€ L2(90)
2 *2 € 2 ¢ a 5 2
< &h /H v ds+1/' Tl -
s 20 190 e
d’ou
1 || Ous 2 1 || Ous 2 2] x2 €
_‘ <) < —‘ S (0) /H @f ds+ (3.17)
at LQ(Qs) at QE )
0
/‘ uC ds
Maintenant on cherche a estimater (;i €(0). D’aprés (3.15) il vient que
auz € €
on a
[(7200), )] < el™ £ (0) | 2oy IVl L2 )
< e [[F5 0 200 190 )
d’ou s
VE| 5O <e (318)
ot (@)

est indépendante de ¢.
L2(Q)

£(0)

avec ¢ = h*
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En passant a la limite dans (??) pour ¢ — 0, il vient

1 1 € 2h2 €
—‘ ou (t) < —‘ Ou (0) mex / H v ds (3.19)
2 a LQ(QE) 2 at LQ(QE )
1 ou®
— | = d
+2/H T (s) s
0
Multiplions (3.19) par €, on obtient
o, ||’ [ 0w
£ ;(t) §A—l—/5 ;(5) ds
NS T 2108
112
of

avec A = + h*? ||V—

L2(0,75L%(92))
D’aprés I'inégalité de Gronwall il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que

ous

oy (1) <C.

L2(Q#)

Pour obtenir une estimation sur la pressure, on choisit ¢ = u® + ¢ dans (Pb;) avec
(VNS (Wol’p (Q))3, on obtient

0.av(w) = (G 00) + 0.0 - (0.0 (3.20)

en intégrant en temps pour s € [0,¢] il vient

¢
glh* ou® I
< -
// s)div(y)dxds| < o /H T (s)
0

P T (¢\o
T<cv+—“p+—( ) )H .
p(gCy)s P \4

glh*?
. / 1£265) e

pCV

t
ds-+uCy [ |V} e @21
e) o
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En prenant ¢ = (¢;,0,0), 0 = (0,1,,0) et ¢ = (0,0,1)5) respectivement dans (3.21), et

en passant au domaine fixe 2 on déduit (3.13), (3.14).

3.3.4 Reésultats de convergence et probléme limite

Soient F et F' deux espaces vectoriels sur R mis en dualité par une forme bilinéaire

(f, u), fe F,ueE.

Proposition 3.5 Soit X un convexe de E, L une application linéaire monotone de D(L)

dans F compatible avec X, et A une application monotone hémicontinue et bornée de X

dans F.

Soient u € X et f € F; les conditions suivantes sont équivalentes :
i) (f,v—u) — (Au,v —u) — (Lv,v —u) <0 Yv e D(L)NX.
ii) (f,v—u) — (Av,v —u) — (Lv,v —u) <0 Vv € D(L)N X.

Preuve. voir [22].

Lemme 3.6 Sous les mémes hypothéses du théoréme 3.1, il existe u* = (uf,u}) €

LP(0,T;V,) et p* € LU0, T; L3 (Q2)) telles que :

05 —ul (1<i<2) faiblement dans L* (0,T;V,),

(3 (2

o, 9u; (1<i<2) faiblement dans L* (0,T;L*(S2)),
ot ot
OUE 3\
L0 (1<4,j<2
“ oz, A( <i,j<2)
€8u3 —0 .
e 0z faiblement dans LP (0,T; L (2))
23 .0 (1<i<?
€ oz, 0 1<i<2)
euz — 0 J
8&;40 (1<i<2) | ) ;
e faiblement dans L (O,T;L (Q))
eza—; —0 (1<i<?2)

p° — p* faiblement dans LY(0,T; L{ (Q2)),
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Preuve : D’aprés (3.11) il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que

Jlsol

Lr(R)

ds < C (i=1,2)

En utilisant cette estimation et I'inégalité de Poincaré dans 2 x |0, 7] on déduit (3.22).
Pour (3.23) on utilise (3.12), de méme (3.24)-(3.25) découle de (3.11) et (3.12). On obtient
(3.26) comme dans [10]. =

Lemme 3.7 Sous les mémes hypothéses du théoréme 3.1, la solution (u*,p*) vérifie

p* (2,2, t) =p* (2',t) p.p dans Q x 10, T (3.27)

/ / <gg s) + gzz (s )) d'dzdt = 0 (3.28)
0 Q

Preuve : Choisissons ¢; = 45 pour i = 1,2, ¢y = i & ¢ avec ¢ € Wy (), alors

Dy

9% 1), ) — (1), o) +alic, p) = e(fa(t), )

ot

5p+2(
en posant a(u, p) = A.(¢). On déduit

lim e(f5(t), ) = 0, lim A(p) =

e—0

. L p0uy o 0005 _
en utilisant (3.25) llil(l)& ey 0, il vient llil(l)& (e T (t),¢) = 0.
d’ou 5 o5 (1)
~ (2 IRT P t . 1,p
(0, 55) = -t (T2} =0 e e Wi @),
en utilisant (3.26) on déduit p* (2/, z,t) = p* (2/,t) .

> Soit 0, € C°(w) et v,, € D(0,T), ¢, (z,t) = Op(2')y,,(t) — p (2, t) dans
L9(0,T; L7 (w)).
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On a div(4°) = 0 dans 2, donc
ous ous s , B
//gom 2.1) <8x1< )+ 20+ 5 (t)) Ao/ dzdt —

o 9i5, N\ ..
/ / ( St + 5 (t)) da/dzdt = 0

car uf.n = O sur (w x |0, T )U(T'y x ]0,T]), et comme 5 — ur, i = 1,2dans L?(0,7;V,),

alors u* vérifie la condition (D’)

// (gﬁ(t)ﬂLgZ:( )) de'dzdt =0 V0, € C5°(w),,, € D(0,T)

donc pour m — 400 on déduit (3.28). m

Théoréme 3.8 Sous les mémes hypothéses du théoréme 3.1, la solution (u*,p*) vérifie

2

p 2au 8 ~ * ’ . * % % /
MZ/ 5 (92 % 52 —(¢; — u)da'dz /p (o)1) <8m1 + s dx'dz+

ZIQ 1= )

(3.29)

0 [ [ 1w, Oul ur\  opr
_ - i 2\ 252 YU _F o q
iy 2/(2’5 (T |+ g =F i=12 dans 1(@). (330

ur (2',2,0) =0 Vi=1,2
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Preuve : En utilisant la proposition 3.5 et le fait que div (¢°) = 0 dans €2, alors (3.10)

est équivalente a

’ O%i oy o 003,y -

izil<ﬁ<t>,€m (t) — a5(1)) + (falt), b (1) — B5(1)). ¥ & (£) € Vi
@#(0) = 0

\

Utilisons le Lemme 3.6 et le fait que j est convexe et semi-continue inférieurement, on

obtient
’ 21 08,,\ " 080 ’ 00, ¢
>y <;§< (;Z)?) 9 5z (=) @d= = 070, 50 - 70 G0
1= Q 1= 1=
(3.32)
2
+i(0(1) = 3w (1)) = D (filt), &: (8) — i (t)
=1
> Utilisons (3.27)-(3.28), I'inéquation (3.32) devient
2 2 1 % aA' a . 2 8 .
3/ < > oy ) 5z (9= w) @tz = 0@, (3, )v 639
1= Q 1= 1=

2
+(0) = 3w (1)) = D (filt), é; () — ui (1)
i=1
En utilisant la Proposition 3.5, on obtient (3.29).
o D’aprés [21] (Iemme 5.3) on peut choisir ¢, = uf + 1, i = 1,2 Vab, € WoP (Q).

donc

1A U o o Our O 2 ;. =,z
> / 32 )% 5 () ar'dz = Y @0, 5 = 3 (0.6,
i=1{ =1 i=1 ' =1

Utilisons la formule de Green, et en choisissant ¢, = 0 et ¢, € VVO1 P(Q), puis ¥, =0 et
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Y, € WyP (Q), il vient que :

~ug ((%Z@u 07 5 <t>> S = f0) =12 @) (330

et comme f; (t) € L1(Q) Vt € [0,T]. Alors (3.34) devient (3.30). m

Théoréme 3.9 Sous les mémes hypothéses du Théoréme 3.1, les traces s* = u*(a’,0,t),
p=2

2 (Ou; 217 Oup
* |1 (Ao 1 P 2 2 )
T = [22'—5 1 ( P (x ,O,t)) ] P (2',0,t) vérifient l'inégalité
/E<Iw+s* — 5| — |s* — s|) da’ — /M*wd:c' >0 Yy e [LP (w))?, (3.35)

et la condition aux limites de Tresca :

,u|7r*|</k:\:>s*:s

~ p.p surw x |0,T 3.36
|| =k = 368 >0 tel que s* = s — p* 0. 71 (3.36)

De plus u* et p* vérifient [’équation généralisée faible de Reynolds :

h y

/ gw (@0 + F(a0) + / / lg(xl,f,t)dfdy Vi (a')dr' (3.37)

o /A* 160 G (2,60 | Vo) =0 W € WP @)

w

avec

2 Our 2 e2 U R
A (@ et) = <%Z (%(m’,ﬁ,t))) ,F(a:’,y,t):// (o o t)dadC
0 0

et F(z',t) =
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Preuve : En utilisant [21] on peut choisir ¢; = u*+1);, i = 1,2 V4, € WllipurL (2) .donc

2

2 1 2 8uj ﬁauf 877/12 ’ - 87»/}1
M;Q/<52( 0z (1)) 0z ®) 0z du dz—Z(p (%), 8xi)+

i=1 =1

2

HiW 4 8%) = J(s* () =D (fi (1))

=1

d’apres la formule de Green, on déduit

2 2
Z 0 12 ouf o ;;2;281@ op; ,

— / {_'ME <(§ ( 0z )) 0z ) N Ox; } idvdzt
i=1 ¢

o~ 2 A
T / R+ s — | — |s* — sl) do’ — / prds’ > SO (1))
=1

w w

et d’apres (3.30) il vient

//k?(h/) + 58" —s|—|s"—s|)da — /,Lm*@bdx’ > (.

w w

Cette inégalité reste valable pour tout 1) € (D (w))?, et par densité de D (w) dans L? (w)
on trouve (3.35).

Pour démontrer (3.37) en intégrant deux fois (3.30) de 0 & z, il vient que :

z z f
*( 1 8”: ! * 22827* / R / .
[ A G s de e+ S0 @ = [ [ Ry, =12
0 0

0

(3.38)

pour z = h on obtient

£
i (2, y,t) dydé€, i=1,2
05 28xl / (I7y’)y§’/l/ )=
0

(3.39)

h h
our h2 Op*
u / A, 60025 (o 6,0y de et + 2O (ot ) = /
0 0
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En intégrant (3.38) de 0 & h, on obtient :
h oy h
* / au* / h2 * h3 * / /
0

0 O

avec

ho¢
(2’ y,t //az y,t)dydg, i=1,2.
0 0

d’apres (3.39) et (3.40) on déduit (3.37). =

Théoréme 3.10 La solution (u*,p*) dans LP (0,T;V,) x L9(0,T; L{ (W) N W (w)) du

probléme limite (3.29) est unique.

Preuve. La preuve est similaire a celle de [10].
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Résumé

Le but de ce travail est d'étudié le comportement
asymptotigue d'un fluide non-Newtonien isotherme
stationnaire de Bingham dans un domaine mince
tridimensionnel Q¢, puis on s'intéresse a I'étude de I'analyse
asymptotigue d'un écoulement non stationnaire, isotherme
incompressible pour un fluide non Newtonien dans le méme
.domaine Q¢ avec des conditions de frottement non linéaire

Abstract

The objectif of this work is to study the asymptotic behavior
of a Bingham stationary isothermal non-Newtonian fluid in a
three-dimensional thin domain ¢, and then to study the
asymptotic analysis of a non-stationary, non-Newtonian
lubrication problem with Tresca fluid-solid law in the same
.domain QF.
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